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N°. CXLIIL

SUR LES COURBES ALGEBRIQUES ET

RECTIFIABLES TRACE’ES SUR UNE SURFACE
SSPEHERIQUE.

P R.OIBIE.E M B

Deerive fur une furface [phevigue une Courbe algebrigue qui
Joit reciifiable.

$O LT EON
L

S O1T RST [ Fig. 3 & 4] un grand Cercle de Ia {fphére

fupofé parallele a I'horifon, pour aider I'imagination, dont
le centre eft C. De chaque point 4,6, ¢, d, de la courbe
cherchée , foient concus abaiffées fur le plan du cercle RST les
perpendiculaires « 4, 4B, ¢E, dD, qui forment la courbe
de projeétion ABED , dont il faut ‘maintenant chercher la
nature, & quil faut décrire, parce quon décrira enfuite faci-
lement la courbe cherchée, en élevant perpendiculairement fu
le plan du cercle de chaque point B les droites Bé qui ren-
contrent la fuperficie {phérique dans les points 5. Pour cela,
foit congue la courbe de projection ABD étendue {éparé-
ment en ligne droite @84, qui foit comme I'axe des apli-
quées a4, B4, eey d, égales refpeivement aux droites Aa,
Bé, Ee, Dd, prenant «@—AB; a¢=— AE, &c. Dod ré
fulte une nouvelle courbe «6¢d, dont les parties 44 , ac, &c.
feront refpetivement cgales aux ‘arcs 44, «c, &c. de la cour-

be fur la fuperficie fpherique.
I L
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Cela fupofé, je change le Probléme propofé en celui-ci:
Transformer l'axe rectiligne «8¢ en un curviligne ABD, de
maniere qu'ayant pris un arc quelconqué A4 B ¢gal a une abf
ciffe quelconque «B, la hauteur B4 du point & fur le point
B de la proje&ion, foit égale a l'apliquée d'une ligne don-
née «bd. Si donc 444 eft algébrique, & de plus algébrique-
ment rectifiable , comme le font les droites & une infinité
de Paraboles; de plus, fi parmi toutes les lignes 244, il s'en
trouve quelquune qui admette un axe courbe A BD conftru-
fible algébriquement , 'on voit que cette courbe décrite fur
la furface de la fphere , dont ZBD eft la projeétion , fera
algébrique, & algébriquement rectifiable, comme ayant cha-
cun de fes arcs ¢gaux a chaque «4.

if it

Prenons donc la plus fimple de toutes les lignes algébriques
scétifiables 264, favoir la ligne droite [ que je trouve trés:
propre a notre deflein, car une autre, comme la feconde Pa-
rabole cubicale, qui eft auffi rectifiable, ne réuffit pas]. Ayant
tir¢ df parallele a l'axe J«, foit la raifon de 2/ d fd com-
me 1 an, & ainfi fa:da=—1: v(ur—+ 1), ou [ faifant
nnt1=—mm) af: da=—1:m Maintenant, pour changer
laxe reétiligné B4 dans le curviligne 4 BD, ayant tire du
centre C' les rayons infiniment proches C§, CT , qui cou=
pent la courbe ABD, dans les points B, E, & prenant
R pour le commencement des arcs variables RS, RT , &c.
f(iit ﬁ'l]t RS: X, CB =7, ]e rayon CS—_— ; .S'T:-,_,-- dx,
FE =—dy; ayant decrit le petit arc concentrique BF qui fera
=—=ydx, on aura BE—vV/ (yydx* 4 dy* ) — L, la hauteut
du point & fur le plan du cercle, c'eft-a-dire B—+v (1 —1y),
& fa différence 4(6B) =—ydy: ¥ (1—yp).

1Y,
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Puifque donc 4(6B): BE—af: df —1: #, T'on aura
V___Uz?;ﬂ: VQydettdy ) —1:3; & V(yydx*+dy*)
— —amydy: v (1 —yy), ouyyde*+dy? myydy” : ( 1— yy).
Donc yydx* — nuyydy*: ( 1 —yy)—dy —=((mn+1 ) yydy*
—dy*): (1 —yy), & parla on aura dx—dyv ((nn+ 1)
yy—1): 3V (1 —y)=—/[a caule de mr+ 1 —mm ] dy
¥ (mmyy a—1): 9y Cre=yp) —=(mmyydy—dy): 3V ((1 —p).
Cmmy — 3 ) —=mmydy: V(1 —yy). (mmyy—1)) —
dy:y ¥ L1 —yy). (mmyy —1)).

V.

La premiere partie s'intégre comme il fuit. Soit fait yy == 12z,
& l'on aura mmydy: ¥ ((1 —yy). Cmmyy — 1)) = mmdz:
V ((1—22). (2mmz—1)) ==mmds. V. ( — 1 + (2mmt2) =

—gqmmzz) =mmdz: N ((mm—1)*: gmm — (2mz —

[ en fubfs

amddz: (mm—1)

TR T
miig—1 3 HRE—1
j 2m®ydy: (i ——1)
tituant pour 2z favaleur yy ] - ,j?,,., P o
Vil LT Bt AT T BT ] e by
v( Cmmw AT 7
Imxgmmydy: Cmm——1) Donc /° maydy
e (_2 o i =1 ) ] V(X — )% iy — 1))

g — 1 o i —1

(mm—t1): 2m)*) =

l_n—

manydy: Cvemg——71) Al TN :
4 - e o ceﬂ-a-dirc, —a un
V(1—(— %

Hhm— 1 'DI)_&_ wmm— 1" /
arc de cercle pris £m fois, dont le rayon — 1, & le finus
2mm

foit apell¢ cet arc A
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L'autre partie —dy: y V((1—yy) % (mmyy—1)) sinté«
gre de cette manicre: foit divifé chaque terme par y', I'on 2
S AN S i apadton i ide :
T e T pe [ faifant 1: 9y =22] dz:
V(22— 1) (mm—22)) =—dz: V (—mm =4 (2mm=+2 )z
—42z) =—dz: V(i (mm—1)" — (22— L (mm+1))*)
gt odz: (mm—1)
st 4 mm= 1.,
"I( : _(miu =0 S i — 17
——2dy: y* (mm—1)
S S ) L i O
Y I((:r;,:m----— 1)y  mm—1 )
Jig L. —ady: 8 (mm—1) ! ;
e v i i 4 r\z)' Doncf(md_y.y V((I-—-y));
/

[en fubftituant pour 2= {a

valeur qui eft ici yy ]

e el —
=\ Gun—1) oy i — 1

(mmyy —1 )=z

—— 4dy: y? (i —=—— 1) s
, 2 ___mm1 c'eft-a
~ G —1) yy tiim — I

V(1

)*)

dire — i la moitié d'un arc de cercle dont le rayon =— 1 &
le finus droit==12: (mm— 1) gy — (mm=1): (mm—1)
Soit apellé cet arc B.

48 1
Nous avons donc, par les §. 5 & 6, I m A+ 1 B=—/[{mmydy:

V((1—yy) Gamyy—1)) —dy: y -.-*’(j(lh—;,y) (mmyy—1))
=[$41/(HY(mrt1)yy—u)ipV(1=—py))==/d%
oumA+B=:fdx== 2%,

Al B ¢

L] . . . T n ]c
Pour la conftruction de cette Equation, voici comme il faut xp {

s’y prendre. Soit SLM [ Fig. 5] encore un grand cercle de la N°.CXLIL
fphére, dont le rayon €L = 1 ; foit pris dedans le finus MN '&é}.ﬂ'm
: : B §a
Joan, Bernoulli Opera omnia Tom, 111, Gg =
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= (2mmyy —— mm—1) : (mm— 1), & encore Pautre finus SR
=(2:yy—mm—1): (mm—1), l'on aural'arc ZM— 4
& larc LS== 8. §i donc on prend larc LM, m fois; &
quon lui ajoute l'arc LS, la moitié de la fomme des deux arcs
donnera l'arc cherché x, ou [ dans la Fiz. 3 ] I'arc &5 pour un
¥ quelconque , ou ‘€A,

I X.

Pour avoir une équation algébrique entre y & le finus de
Yarc x qui détermine la nature de la courbe de proje@ion 48D
[ Fiz. 3 ] & la courbe algébriquement re&ifiable fur la furface
fphérique , il faut choifir pour 7 quelque nombre rationel [ car
on aura dificrentes courbes felon la diverfité du nombre 7 7.
On fait que le finus d'un arc 4 étant donné, lon a algcbri-
quement le finus d'un arc 2 4 multiple ou folimultiple , & que
les finus des arcs m 4 & B étant donnés, l'on “a-algébrique-
ment le finus de la fomme des arcs m 4 4 B, & le finus de
la moiti¢ de certe fomme. Car faifant le rayon, ou finus to-
tal == 1, le finus de 'arcm 4=—15, & le finus de 'arc B—=7T,
on trouve le finus de 13 fomme m A=+ B=—=TX y ( 1 —55)
SV (1~ TT).

Ainli donc fi T'on apelle @ le finus de l'arc indéterminé » ;
Ton aura le finus de l'arc double 25— 2% v (1 — w2 ) ; puif-
que donc les arcs m A48 & 2.x doivent étre égaux, il faut
que leurs finus foient auffi égaux; d'on I'on tirera I'Equation
algébrique entre les fonétions de y & v, qui déterminera la
nature de la courbe de projection, & la courbe que I'on cher-
che fur la furface de la fphére, & qui ferz celle-ci, T
VOa—S) T+ X VaQ —TT)—20 ¥ (1—v); § & T étant
données par 3. Donc, &c.- €. 9. F. T.

X.

EXEMPLE. Soit pris le nombre 7 == 2, & par conféquent

b
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=V (mmi_1) ==+ 3; lonaura le finus de l'arc 4, ou
Cammyy—mm—1 ): (mm—1) = (8p—>5) : 35 lc finus
de l'arc B, ou(z:yy—mm—1): (mm—1)=—=(2—5p )"
16yy—10 V}—F16+30_)3-—6-3,y" &

3 9 ?
partant le finus dela fomme des arcs 24+ 2 =

3y; le finus de l'arc mA,0u 24—

AT Y
\ar 3
¢ (1o (16— 10V X(—— 16k Bopp—64yD)) 4 169y10
. i : ) 3
— T — y ( i
v LB v (122 9:+M ):"V\/(t-—-—ww):
ou, parce que la derni¢re partic du premier membre a deux
cbtés commenfurables , on peut abréger I'équation de cette ma-

27—  / ( 81—(16)9—10)" X (—16+801—647%)

+ %‘fﬁ V (—4+ 20y —16)* ) =22V (1—wv), & cet-
te équation eft celle qui exprime la nature de la courbe de

projeétion , de tous les points de laquelle i I'on ¢léve les droi-
tes = v ( 1+ yy) perpendiculaires au plan fur lequelelle eft
décrite , ces perpendiculaires rencontreront la furperficie de la
fpbére dans les points de la courbe quon cherche, qui fera
algébriquement redifiable , auffi-bicn que fa projettée; car la
différence de la hauteur de deux perpendiculaires, dont chacune
eft exprimée par fon v C1—) > eft i l'arc de la courbe de
projection intercepté entre ces deux hauteurs , comme 1 anm,
ceft-3-dire, [ 4 caufe de # =V (mm—1)7] comme 13V 3;
& cette méme différence de hauteurs eft a l'arc de la courbe
décrite fur la fuperficie fphérique , intercepté entrelles , com-
me 1 AV (14u2), ceft-a-dire, dans cet exemple, coms-
me! 14 2. Ainfi chaque arc de la projett¢e eft a fon arc cor-
refpondant fur la fuperficie fphérique , comme v3 d 2, ou
comme la hauteur du triangle équilateral i fon c6té, L'on au-
ra donc entre l'arc fur la fuperficie fphérique, l'arc correfpon-
dant de la projettion, & la différence des hauteurs perpendi-
culaires , les raports qui font entre 2, V3, & 1,

Gg =2 SCHQ-

niere
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Scuorre. Lon voit par-li que les courbes que nous ves
nons de trouver par la méthode analytique, font les mémes
que les Epicycloides fphériques , décrites par un grand cercle
de la fphére qui tourne fur un petit; car yai fit voir dans le
§. 16 *, des Epicycloides fphériques, que ces fortes d'Epicy-
cloides ont chacun de leurs arcs aux arcs correfpondans de la
courbe de projection en raifon donnée de 1 4 ¢, ou comme
le finus total eft au finus de linclinaifon du cercle mobile fur
Yimmobile.  §i donc nous voulons conftruire fur la fuperficie
de la fphére une courbe dont la longueur ait une raifon don-
née 4 la longueur de fa projettée, par exemple, de 2 i v3, il
faut feulement pour le cercle immobile , prendre celui qui fait
avec un grand cercle mobile, un angle d'inclinaifon, tel que
1 a g foit dans le raport de23 V3, oude 14 £v3. Or
c’elt I'angle que forment deux cotés dun triangle équilateral ,
favois, % d'un angle droit, ou l'angle de 60 degrés. Conce-
vons donc, dans la Sphére, un Tropique éloigné de I'Equa-
teur de 60 degrés, & faifant tourner fur lui I'Ecliptique , un
point pris dans fa circonférence décrira la courbe qu’on cher-
che, qui fatisfair 4 cette prolixe équation que nous avons trou-
vee ci deflus, -22:_{—:?*./(81-—(16;}—10 5 b &c)+%+_;?
V(—4+&c)=1v v/ (1—2vv). Eu il paroit prefque in-
croyable qu'on puifle conftruire une équation fi compofee par
un mouvement {1 fimple,

Au refte , T'on voit que dans cette fuppofition , I'Eclip-
tique fera double du Tropique, & que par conféquent il de-
vra le parcourir deux fois, avant que le point décrivant re-
vienne au point d'ou il eft parti; & la longueur de la demi-
Epicycloide fera double de la plus grande hauteur ou de la
diftance entre les Tropiques, & par conféquent la longueur
de I'Epicycloide enticre fera égale a quatre fois cette diftance.
Cette courbe [ comme il eft facile de le voir par la maniere
dont clle fe produit ] a quatre parties femblables & égales ,
terminces aux quatre points quon apelle Cardinaux 5 la 1o,

: COmpri=
* N° préced. pag. 224,
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tomprife entre le point du Solftice d'Hiver [ fi 'on fupofe que
la rotation de I'Ecliptique fe fait d'Orient en Occident ] &
le point équinoxial d’Automne; la 2¢. entre ce point & le
Solftice d'Eté 5 la 3¢ entre le Solftice d'Eté & I'Equinoxe du
Printems; la 4¢. enfin entre I'Equinoxe du Printems & le Sol-
ftice dHiver : & ainfi la longueur de chacune de ces parties
eft égale a lintervalle entre les Tropiques; Cleft-a-dire, a la
corde de 120 degrés; en fupofant tolijours, comme nous a-
vons fait dans cet exemple; le Tropique ¢loigné de I'Equa-
teur de 6o degrés,

Cet Exemple, qui paroit le moins compliqué de tous, me
fait tellement craindre les autres , qui fans doute demande-
roient un travail immenfe , pour trouver I'équation algébri-
que des courbes de projection , que jaime micux les laifler
chercher a d'autres : Il me fuffit davoir trouvé la méthode ,
& de l'avoir indiquée.

Ne, CXLIV:
X C ExR BTN

E X
THEORIA GENERALI MOTUUM,

Auétore Jac. HERMANNO,
X (imilibus principiis varia alia Problemata facilem [olutionem ad- i,?::f’:':b
mittunt, Ut ff corpss B in curva quacnngue CB gravitate fia defcen- ,,-,,.,,_-i'om‘
dat, poft [e tamen trabens alterum minus corpus A filo ACB fuper trochleam 11 pag.
C mobile annexum , quodque afceniere cogatur in altera curva A C, BF que. 108.5 31
= gantur celeritates borwm corporuwm wbivis acquifite : analyfis inftitui poteft "{I' t".l”[%'
ut {equetur, poftquam lineis & lineolis ad rem facientibus nomina dede- ° '\]-a "
yimus. Sint ergo CB==x, EB =, elem. curvie Bb=—=4ds, Bn==dx, CXLY,
& BO ==dy, celeritas in curve puncto B ==u, celeritas corporis A Iig 3.
in dire¢tione AC:=w; item am —=dp—dx;al=dg & Aa—=dr.
Gg 3 Sunt
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