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SUR LES COURBES ALGEBRIQUES ET
RECTIFIABLES TRACE’ES SUR UNE SURFACE

S P H E R I Q_U E.

PROBLEME.
Décrire sur une surface sphérique une Courbe algébrique qui

soit recíisable.

SQLUTION.

í
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&111.
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SOlTRST[Fig. 3&4]ungrand Cercle de la sphèresuposé parallèle à Thorison , pour aider l’imagínation , dont
le centre est C.  De chaque point a , b , e , d,  de la courbe
cherchée , soient conçus abaissées fur le plan du cercle RST  les
perpendiculaires a A , b B , eE , d D , qui forment la courbe
de projection ABED , dont il faut maintenant chercher la
nature , & qu’il faut décrire , parce qu’on décrira ensuite faci¬
lement la courbe cherchée , en élevant perpendiculairement sus
le plan du cercle de chaque point B les droites B b qui ren¬
contrent la superficie sphérique dans les points b.  Pour cela,
soit conçue la courbe de projection AB D  étendue séparé¬
ment en ligne droite qui soit comme saxe des appli¬
quées ota^  / 3é , se , d d,  égales respectivement aux droites Aa^
Bb , Ee , Di , prenant a @= AB , * e = AE, &c . D ’ou ré¬
sulte une nouvelle courbe abed , dont les parties ab ì ae, &c.
seront respectivement égales aux arcs «ré , ae 3 &c . de la cour¬
be fur la superficie sphérique.
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I I . •

Cela suposé , je change le Problème proposé en celui-d:
Transformer Taxe rectiligne en un curviligne ABD,  de
maniéré qu’ayant pris un arc quelconque AB  égal à une abs¬
cisse quelconque * /3, la hauteur B b à.u point b sur le point
B de la projection , soit égale à Impliquée d’une ligne don¬
née ab d.  Si donc ab d est algébrique , & de plus algébrique¬
ment rcctifiable , comme le font les droites & une infinité
de Paraboles ; de plus , si parmi toutes les lignes ab d,  il s’en
trouve quelqu ’une qui admette un axe courbe ABD  constru-
íible algébriquement , l’on voit que cette courbe décrite fur
la surface de la sphère , dont ABD  est la projection , sera
algébrique , & algébriquement rectisiable , comme ayant cha¬
cun de ses arcs égaux à chaque ab.

II L

Prenons donc la plus simple de toutes les lignes algébriques
ïectifiables ab d,  savoir la ligne droite [ que je trouve trèsr
propre à nôtre dessein , car une autre , comme la seconde Pa¬
rabole cubicale , qui est aussi rectisiable , ne réussit pas ] . Ayant
tiré df  parallèle à Taxe da,  soit la raison de af  à fd  com¬
me i à » , & ainsi fa : da = i : y ( » » + i ) , ou [ faisant
n n + i =mm ] af \ da = i : m.  Maintenant , pour changer
l’axe rectiligné « /3J 1 dans le curviligne ABD , ayant tiré du
centre C  les rayons infiniment proches CS , CT , qui cou¬
pent la courbe ABD , dans les points fi , E, & prenant
R pour le commencement des arcs variables R S , R T , &c.
soit siìit RS = x , C B = y,  le rayon CS=  i , ST = dx,
FE = dy -, ayant décrit le petit arc concentrique fi F qui sera
= ydx,  on aura BE = \/ ( yydx ì -\ - dyz ) == /?«, la hauteuf
du point b sur le plan du cercle , c’est-à-dire bB =  V ( l —yy ),
& sa différence d ( bB ) ^ = —y dy : V ( i —yy ).
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. I V.

Puisque donc d (b B ) : BE =zzaf : df —- i : » , l'on aura
: v '<71 + df ) = i & V ( yydx z + dy z )

z= .— nydy: V ( i — yy ) , OU j/ŷ -V*+ 4̂ *=rr nnyydy'í : s i — yy ).
Donc yydxL m nnyydy1: ( i —yy ) — ^y2,= (( »» + i ) yydy1
— dy 1 ) : ( i — j/y ) , & par là on aura dx = (s # # ■+ ■ i )
yy - i ) : y V ( i —yy ) rr = £ à cause de nn + i = mmJ dy
V (r»myy-— i ) :y \/ ( I— yy) ( mmyydy- dy) :y >J (( i- yy') .
( mmyy— j )) =rr mmydy: f ( ( i ——yy) . ( mmyy -i ) ) —
dy : y / ( ( i- yy ) . (mmyy — i )) .

V.

La premìere parties’intégre comme il fuit. Soit faityy= 2z;,
& l'on aura mrnydy: V (( I —r- yy ) , f mmyy- I )) =̂ mmdz,:
V (( 1- 2Z,) . ( immz,— 1)) nummdz, 'J ( — 1 -+- ( 2mmJr2 ) &
- Aç.mmz.z, ) rn mmdz \ \) (( mm -1 )z: 4 ?»?» — ( 2mz,
{mm+  i ) : 2m) z)

2m *dz:  ( tn.m— 1 )

Va—(
tituant pour 2z fa valeuryy ]

-m 'x .̂m my dy : (mm-

4.mm
mm—1

Cen subs-
mm-

2 m*ydy. (mm — - 1 )
. , ,2mm1/( 1—(- yy-v mm— 1

V(I ,2mm
( .7.71— 7jr'mm

i m s

_»»t+ i
mm— '

LÌ - : Donc s

mm-\ - 1
mm— 1

m my Ay

•/)

4 mmydy \ f mm-

V( l- 2 w -<r »/w + í a.-W - - - "y )
^ .ré»

V(( i — yy; X írnmyy— i ))

c'est-à-dire, :a un
mm mm ■

arc de cercle pris i m fois , dont le rayon — 1, & le sinus
droit»; 2mm

mm- ■yy— ™m : soit apellé cet arc A.

VL

mm
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y i.

m

L'autre partie — dy : y V( ( i—y y ) x ( mmyy— i )) s’inté-
gre de cette maniéré : soit divisé chaque terme par y* , l 'on a

dy ’. y [ faisant n ] dz\
V (( i : yy — i ) ( mm— t '-yy )) l 1 • J 7
V( ( zz -l ) ( mm■ zz )) z = :dz : V (- mm-f - ( 2 2 )*
■—4 **) ~ ^ z : V( i ( mm —i ) 1- ( 2 z - ± (mm+ i )) *)
_ 2 dz : ( mm -1) r r , n . r

Len íubstituant pour z z là
v/( i — (- - z-mm— x

valeur qui est ici yy ]J

mm  1 . ,
)mm

2<ly: y> ( mm - O
V/(X_ ( - 2' ( mm  —Oyy

mm+ 1 ,--- ) )mm— v

f ( i-

(m myy

4.dy : yì (tnm - 1) ^ ^ ^
— - Donc/( —dy.,  V((i ys);
-) 4)

(mm —l )jyjy
D)- - z/

mm— 1
-4 dy:y ì ( mm  1 )

v(i—-C, mm +1
c’cst-à-

mm- )*)(mm— 1)yy
dire “ à la moitié d’un arc de cercle dont le rayon = r &
le sinus droit = 2 : ( mm— 1 ) yy— ( mm +1 ) : ( mm——1)*
Soit apellé cet arc B.

V I I.

Nous avons donc , par les §. 5 Zc6, i mA + lB ^zzJ{mmydy\
(C 1- yy) (mmyy —I )) —- dy: y f ( ( I- yy) (mmyy— I ))

— [ §• 41/14 ^ ((> » + O yy— I ; : y 'J ( i — yy)) = .sdiet
ou mA -h B =5 zsdx === 2 x,

VIII.

Pour la construction de cette Equation , voici comme il Lut xlix,
s’y prendre. Soit SLM \_Fìg.  f J encore un grand cercle de la N°.CXLlt
sphère , dont le rayon CL = 1 ; soit pris dedans le sinus MN

•Jocw. Bcrnoulli Opéra armna Tom . III . G g =
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s= (jimmyy— mm —i ) : ( mm— . i ) , & encore l’autre sinus SÊ
rrr ( 2 : yy- mm— i ) : ( mm— i ) , l’on aura TareL M= A
& i’arc LS = B.  Si donc on prend l’arc LM , m fois , &
qu’on lui ajoute l’arc LS, la moitié de la somme des deux arcs
donnera Tare cherché x , ou £ dans la Fig.  3 ] l’arc Rs  pour un
y quelconque , ou c B.

I X.

Pour avoir une équation algébrique entre y & le sinus de
l’arc x qui détermine la nature de la courbe de projection ABD
f Eig-  3 3 & la courbe algébriquement rcctisiable fur la surface
sphérique , il faut choisir pour m quelque nombre rationel [ caron aura différentes courbes selon la diversité du nombre m
On sait que le sinus d’un arc A étant donné , l’on a algébri¬
quement le sinus d’un arc mA multiple ou soûmultiple, & que
les sinus des arcs mA &cB  étant donnés , l’on algébrique¬
ment le sinus de la somme des arcs mA -\~ Bì & le sinus de
la moitié de cette somme. Car faisant le rayon , ou sinus to¬
tal = i , le sinus de l’arc m A= S, & le sinus de Tare£ =3=T,
l’on trouve le sinus de la somme mA + B=  TX <J( 1— SS")
*i- S V( 1 — TT) .

Ainsi donc si l’on apelle v le sinus de Tare indéterminé x 3
l’on aura le sinus de l’arc double 2*= —vv ) ; puisi
que donc les arcs mA + B & 2x doivent être égaux, il faut
que leurs sinus soient aussi égaux ; d ’où l’on tirera l’Equation
algébrique entre les fonctions de ^ & v 3 qui déterminera la
nature de la courbe de projection , & la courbe que l’on cher¬
che fur la surface de la sphère, & qui sera celle- ci , TX
^ (1 — + sx  y ( i — TT'y ẑzzv ^( 1— vv) ì S & 7 ctant
données par y.  Donc , &c. c . L . F. T.

X.

Exemple,  Soit pris le nombre m;= 2 , & par conséquent
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fc= v' ( mtn—  i ) = \/ 3 ; l’on aura le sinus de lare A , ou
( zmmyy- mm — i ) : ( mm—  i ) === ( %yy —j ) : 3 ,* le sinus
de Tare B 3 ou ( 2 :yy — mm — 1 ) : ( mm— 1 ^= ( 2— 5)) ) :

3yy;  le sinus de Tare mA3ou zA=. x- ^ — — \J —ì f d- 8qx>— Hy_ } &•3 S3 9

partant le sinus de la somme des arcs 2^ + B
( ifryy— io) >x /— 16 + 8ojyy— 64-*) . ,

8t / ^ Z
-r sq - gorr — 649* ^ _ (2— 57̂ *

V( i

V ■x v/ f 1

W
16) ) — xo

>= iv V ( I- w ')  ,
9 ' py J '

ou , parce que la dernière partie du premier membre a deux
côtés commensurables , on peut abréger l’équation de cette ma¬

niéré -- — xV ( 81— ( i 6yy —io) 1 x (— 16-1- 80))'— 64) 4))
2,yyy

4 - 2̂̂ 2jyy 20 ^ ^— 4 "L 20)) — ï 6y^ = 2v \J (1— vv ) 3& cet¬
te équation est celle qui exprime la nature de la courbe dc
projection , de tous les points de laquelle si l’on éléve les droi¬
tes = V ( 1 -— )) ) perpendiculaires au plan fur lequel elle est
décrite , ces perpendiculaires rencontreront la surperficie de la
íphére dans les points de la courbe qu on cherche , qui fera
algébriquement rectisiabîe , auísi-bien que fa projettée ; car la
différence de la hauteur de deux perpendiculaires , dont chacune
est exprimée par son V ( 1 — )) ) , est à l’arc de la courbe de
projection intercepté entre ces deux hauteurs , comme 1 à n ,
c’est-à-dire , f à cause de n = V ( mm— i )3  comme ià / 3 ;
& cette même différence de hauteurs est à Tare de la courbe
décrite fur la superficie íphérique , intercepté ' entr elles , com¬
me 1 àV (1 + »# ) , c ’est - à - dire , dans cet exemple , com¬
me] 132.  Ainsi chaque arc de la projettée est à son arc cor¬
respondant sur la superficie sphérique , comme ^ 3 à 2 , ou
comme la hauteur du triangle équilatéral à son côté . L’on au¬
ra donc entre Tare sur la superficie sphérique , Tare correspon¬
dant de la projection , & la différence des hauteurs perpendi¬
culaires , les raports qui font entre 2 , ^ 3 3 & 1.

Qg z SCHQ-
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Sc HO lie.  L ’on voit par-là que les courbes que nous ve¬

nons de trouver par la méthode analytique , font les mêmes
que les Epicycloìdes sphériques , décrites par un grand cercle
de la sphère qui tourne sur un petit ; car j’ai lait voir dans le
§. 16 * , des Epîcycloïdes sphériques , que ces sortes d’Epicy-
cloïdes ont chacun de leurs arcs aux arcs correspondans de la
courbe de projection en raison donnée de i à g , ou comme
le sinus total est au sinus de l’inclinaison du cercle mobile sur
l’immobile . Si donc nous voulons construire fur la superficie
de la sphère une courbe dont la longueur ait une raison don¬
née à la longueur de sa projettée , par exemple , de r à Vz , il
faut seulement pour le cercle immobile , prendre celui qui fait
avec un grand cercle mobile , un angle d’inclinaison , tel que
i à g soit dans le raport de 2 à ^ 3 , ou de i à { v' 3. Or
c’est sangle que forment deux côtés d’un triangle équilatéral,
favoit , j d’un angle droit , ou sangle de 60  degrés . Conce¬
vons donc , dans la Sphère , un Tropique éloigné de l’Equa-
teur de 60  degrés , & faisant tourner sur lui sEcliptique , un
point pris dans fa circonférence décrira la courbe qu’on cher¬
che , qui satisfait à cette prolixe équation que nous avons trou¬
vée ci dessus, - — — V (81 —( 16yy— 10 &c ) + -i ^ — —
V ( — 4 + &C ) = iv  y ( 1— w ). Et il paroit presque in¬
croyable qu’on puilíè construire une équation si composée par
un mouvement si simple.

Au reste , son voit que dans cette supposition , sEclip¬
tique se~a double du Tropique , & que par conséquent il de¬
vra le parcourir deux fois , avant que le point décrivant re¬
vienne au point d’où il est parti ; & la longueur de la demi-
E | icycloïdc fera double de la plus grande hauteur ou de la
distance entre les Tropiques , & par conséquent la longueur
de l’Epicycloïde entiere sera égale à quatre fois cette distance.
Cette courbe [ comme il est facile de le voir par la maniéré
dont elle fe produit ] a quatre parties semblables & égales ,
terminées aux quatre points qu on apelle Cardinaux ; la

compri-
* N", préced. pag. 224.
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Comprise entre le point du Solstice d’Hiver [ si l’on íupofe que
la rotation de l Ecliprique se fait d’Orient en Occident &
le point équinoxial d’Automne ; la 2e. entre ce point & le
Solstice d’Eré ; la 3e. entre le Solstice d’Eté & l’Equinoxe d«
Printems ; la 4e. ensin entre l’Equinoxe du Printems & le Sol¬
stice d’Hiver : & ainsi la longueur de chacune de ces parties
est égale à l’intervalle entre les Tropiques ; c’est-à-dire , à la
corde de 11 o degrés ; en supofant toujours , comme nous a-
vons fait dans cet exemple , le Tropique éloigné de l’Equa*
teur de 60 degrés.

Cet Exemple , qui paroit le moins compliqué de tous , me
fait tellement craindre les autres , qui fans doute demande-
roient un travail immense, pour trouver l’équation algébri¬
que des courbes de projection , que j’aime mieux les laisser
chercher à d’autres : Il me suffit d’avoir trouvé la méthode , ,
& de savoir indiquée.

N °. CXLIV .,

EXCERPTUM,
E X

THEORIA GENERALI MOTUUM ',

Auctore Jac.  HermaNNO.

EXsimilibus principiis varia alia Problemata facìlem solutionem acl-
mittunt. Ut fi corsm B in curva quacunque CB gravitais fita defien-

dat, pojì fi tamen trahens alterum minus corpusA filo ACB super trocbleam
C mobile annexion, quodque afien 'ere cogatur in altéra curva AC,&  qua-
rantur celeritates horum corporum ubivis acquifita: analysis institui potest
ut sequetur, postquam lineis & lineolis ad rem facientibus nomina dede-
rimus. Sint crgo CB= x,  EB , elem. curvse Bb = ds,  Bn =dx,
& B O = dy,  ccleritas in curvse puncto B =u,  celeritas corporisA
in directiona A C item a m = = dx -, al = dq & Aa =dr.

Gg 3 Sunt

Comment.
Accui. l ’e-
trop.  Tom.
II. pag.
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