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THEORIE DES PHENOMENES
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CONTENANT QUELQUES NOUVEAUX DEVELOPPEMENTS SUR DES

]

L Swr e ‘maniere de démontrer par les guatre cas r.r"r*}/,w'-
libre caposés’ auw eommencement de ce Memoire , que la
ialeltr de Udction mittuelle de deuwx éléments de fils con-
diicteurs est
a it deds .
et T yds
Vo ll i
En suivant Tordre des transformations quejai successivement fait
subir 4 cette valeur, on trouve d'abord, en vertu des deux pre-
miers ‘cas d’équilibre, llll.(‘“(' est

iz’ :f_.-'.in. Osin. 0V cos. @ - & cos. Oeps. 07 d s ds”

" ¥

oi .déduit du lroisieme,, entre n et £, la relation n4-2k=1,
et du guatrieme n=2, d'ou /=-—=%; ce quatrieme cas d’équilibre
est alors celui quon emploie en dernier lieu a4 la détermination
de la valeur de la foree qui se développe entre deux éléments de
fils conducteurs: mais on pent suivre une autre marche en par-
ant d'une considération dont s'est servi M. de Laplace, quand
1l a concl des premieres expériences de M. Biot, sur laction mu-
tuelle ' d’un aimant et d’'un conducteur rectiligne indéfini, que
celle {iIJ.IIH dlément de ce fil exerce sur un des [lt”{,‘.‘i de 'aimant
est'lén raison inverse du' carré de leur distance, lorsque cette
distance change seule de valeur et que 'angle compris entre la

droite qui la mesure el la direction de 1'élément reste le méme.
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En appliquant ceite considération a l'action mutuelle de deux
éléments de fils conducteurs, il est aisé¢ de voir, imh_"||1;1|l].'m||11t.'|il;
de toute recherche préliminaire sur la valeur de'la for¢e qti en
résulte, que cette force estaussi réciproquement. proportionnelle
au carré de la distance quand elle varie seule et que les anglés
qui déterminent la situation respective des deux éléments n’éprou-
vent aucun changement.. En effet, d’apres les considérations dé-
veloppées au commencement de ce Mémoire, la force dont il est
icl question est nécessairement dirigée suivant la droite r, et a

pour valeur

it Fr,0,0",0)dsds’;

d’ou il suit qu'en nommant «, p,y, les angles que cette droite
forme avec les trois axes, ses trois composantes seront expri-
meées par

L f(ry0,0" 0)cos.adsds’, £2'f(ry0,0',0)cos.pdsds’,

':’.‘{'I./‘(?'s 0 3 '-rJJq c-;jl COS. T{i.s‘(l s -

et les trois forces paralléles aux trois axes qui en résultent entre
deux circuits par lgs doubles intégrales de ces expressions, i et
etant des constantes.

Or il suit du quatrieme cas d’équilibre, en remplacant les trois
cercles par des courbes semblables quelcanques dont les dimen-
S1008 |munJl()gucanieul en progression géométrique continue, que
* ces trois forces ont des valeurs égales dans deux systémes sembla-
bles; il faut done que les intégrales ¢ui les expriment soient de
dimension nulle relativement A toutes les lignes qui y entrent,
d'apres la remarque de M. de Laplace que jé viens de rappeler,
et qu'il en soit par conséquent de méme des différentielles dont
elles se composent, en comprenant ds et ds' parmi les lignes
qui y entrent, parce que le nombre de ces différentielles, quoi-
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que infini dusecond ordre, doit étre considéré comme le méme
dans les deux systémes.

Or le produit dsd s’ est de denx dimensions: il faut donc que
f(7,9,V, 0) cos.a, f(r,0,0,0)cos.g, f(r,0,V,0)cos.« soient de la di-
mension —2 ; et comme les :11451(:5 0,0', 0ye, [ﬂ,]- sont exprimés
par des nombres qui n'entrent pour rien dans les dimensions
des valeurs des différentielles, et que f(r,6,0',0) ne contient que

la seule ligne r, il faut nécessairement que cette fonetion soit
. \ I . 5 5
proportionnelle & —, en sorte que la force qu'exercent 'un sur
e
Pautre deux éléments de fils conducteurs est exprimée pai

rifo(0.0 .0
2 dsds'
m
Les deux premiers cas d'équilibre déterminent ensuite la fonc-

tion @, ou 4 seul reste inconnu ., et 'on a

ti' (sin,0sin, 0" cos. v + £ co.*:.U:-us.{J';.d s
——dsds

g3

pour lavaleur dela forece cherchée : c’est, comme on sait, sous cette
forme que je I'ai donnée dans le Mémaire que j'ai lu a 'Académie

I

le 4 décembre 1820. En remplacant alors sin.0sin.b'cos. o, et

cos.0cos. (" par leurs valeurs
dr dr

-dsds’,— VYT

ds ds

il vient

LU e drr *_‘?Itl.r' rf_r}t].‘_(l‘!,r:

2 e e Tl ] g
r® vdsds! ds ds'
i {rdd'r Edrd’r i rrdd 4=kt =vdrdir
T = e P A "-;"_:':-;'_ RN T
difid Gtk iyt ifdd’ (phtr

ph=ts (k= 1) pkt-2 2
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et en faisant pour abréger £+ 1=m, on a pour la valeur de la
force cherchée cette expression trés-simple

Il ne reste plus alors qu’a déterminer 7z d’apres le cas d’équilibre
qui démontre que la somme des composantes des forces qu'exerce
un fil conducteur sur un élément, prises dans la direction de cet
élément, est toujours nulle quand le fil conducteur forme un cir-
cuit fermé. Ce cas d'équilibre , que j'ai considéré dans ce Mémoire
comme le troisieme , doit I'étre alors comme le quatricme, puis-
qu’il est le dernier qu'on emploie dans la détermination com-
plete de la force cherchée. En remplacantd'r par —cos. 0’ ds’ dans
la valeur

o =1

i'd(r

}-NI

d’ ;J

de la force que les deux éléments exercent I'un sur l'autre, on

pour sa composante, dans la direction de I'élément ds’,

ii'ds’cos.0' d(r™—*cos,0) 1 ei'ds’d(r*™—2cos.” §%)

pam—i 7

|

m

dont il faut que l'intégrale relative aux différentielles qui dé¢-
pendent de d s soitnulle toutes les fois que la courbe s est fermée;
mais il est aisé de voir, en intégrant par parties, qu’elle est égale &

X w30 FROSIAR cos.” §' By U'df
5 U ds o= l+r‘am—1)

» |

La premiére partie de cette valeur s’évanouit quand la courbe s

est fermée, parce qu’alorsr,—r,,c08.0 ,=cos.0 , & I’c{'garcl de la se-

conde on démontre facilement, comme nous I'avons fait, page 209 ,

. feosc0 dr ] : :
"I“Lf = ne peut s’évanouir, quelle que soit la forme de la

1823, 4
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3
=
courbe fermée s; il faut donc qu'on ait am—1=0, m=1:, et
que la valeur de la force due a l'action mutuelle des deux élé-

ments ds,ds’ soit

ii'dd’ (rm) ai'dd’ Vvr
mem = V'

Il. Sur une transformation propre a simplifier le calcul de

laction mutuelle de deux conducteurs n?f"{f'f.fgn.cs.

Quand les deux conducteurs sont rectilignes, I'angle formé par
les directions des deux éléments est constant et égal a celui des
directions mémes des deux conducteurs; il est donc censé connu,

et en le désignant pare, on a, page 207,

d*r + dr dr da da' dy dy’ dz dz’
- RO gt g i —_——.=2 — __ COS.c.
dsds ds ds’ ds ds de d¢ ds ds Cos

d'ou 1l suit que

dd' (r») (m—1) drdr’ rdd» : "im——-.a_j1If'llr"——--¢:o.-'\, edsd s
B i = A

En désignant par p un autre exposant quelconque, on a de méme
L.

cos.edsd s’

dd’ (r f’] o2 ||:‘,u —2] drd r

;Jf'n" r? ?

, drdr’ 7 ; <
et, en ulrlllumnt——;— entre ces deux c(]u:ttumm on obtient
#

(p—a)dd’ (r™) (m

a2)dd’(r*) __ (m—p)cos.edsds’

mrm P rr P r

d'ou

dd’'(r") __m—a dd’(r*)  m—p cos.edsds’

mr™ p—2 ] pre p—3a "
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En substituant £ 4 m dans cette équation, ¢t en multipliant les

a

deux membres de celle qui résulte de cette substitution par —it,
on a la valeur de I'action de deux éléments de fils conducteurs
transformée ainsi

2iidd’ V'r Liit dd'(re)  (t—p)ii’ cos.edsds’

Vr p—2a pre - p—1a e

et 'on peut, dans cette expression, assigner a p la valeur que
I'on veut. Celle qui donne un résultat laiusumnmmle pour le caleul

est p=—1, en l'adoptant, il vient

ti'cos.edsds’

arg'dd' vy P I 1
T — i rdd -+ -
2 r ]

a

Vr r
|
1 CO8. d: -
. I AN, r
==l dsds’| —+r——
b | r d.\'(l.ﬁ

Y'ai déja trouvé d’une autre maniére, page 253, cette expression
de la force qu'exercent I'un sur Pautre deux éléments de fils con-
ducteurs;on ne peut l'employer, pour simplifier les calculs, que
quand les conducteurs sont rectilignes, parce que ce n'est qu'alors
que I'angle ¢ est constant et connu; mais dans ce cas, c’est elle
qui donne de la maniére la plus simple les valeurs des forces et
des moments de rotation qui résultent de P'action mutuelle de
deux conducteurs de ce genre. Si jai employé dans ce Mémoire
d’'autres moyens de calculer ces valeurs, c'est qu'a I'époque ou
je l'ai écrit jé ne connaissais pas encore cette transformation de

ma formule.

1. Sur la direction de la droite désignée dans ce Memoire
sous le nom de directrice de l'action électro-dynamique a
un point donné, lorsque cette action est celle dun circul
JSermé et plan dont toutes les dimensions sont tres-petites.

La droite que j':ii nommée directrice de l'action électro-dyna-
48
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mique & un point donné est celle qui forme avec les trois axes des
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angles dont les cosinus sont respectivement proportionnels aux
trois quantités A, B, C dont les valeurs, trouvées & la page 227,

deviennent
8.k Jgx
—=£2),

cos.n 3 gy
r? ros )T

Jgz

<)
rf )

_.I._,' — e

1 . (:::-H.E
4 — A

quand on substitue & nle nombre 2 auquel z est égal; si doncon sup-
pose le petit circuit d’'une forme quelconque situé comme il l'est
(pl.1,fig.14),c’est-a-dire qu'apresavoir placé'origine A des coardon-
nées au pointdonné, on prenne pour 'axe des z la perpendiculaire
AZ abaissée du point A surle plan du petit circuit,et pour leplan des
x z celui qui passepar cette pf*rpcmiicul:iiz'c et par le centre d’inertie
O de l'aire LM S auquel se rapportent les 2, , z quientrent dans les
- =

Z,a=N==,

g

valeursde A, B,C,il est évident qu’on aura y==o0,¢

1 bt
L=

0, et que ces valeurs se réduiront par conséquent a

3hxz

__'__}_1'_'!])"

A=

1 3z Aax®—az?)
=0, 0= 5 == === - iy
s (r" = ) rs 3
parce que 7 —x’-+-z*. B étant nul, la directrice AE est néces-
sairement dans le plan des z z déterminé comme nous venons dele
dire. La tangente de Fangle EAX qu'elle forme avec 'axe des x est

- | Y
¢ T

y e - .
¢ est-a-dire A

[y i A

e S o :
évidemment {:gnIcan_i, ; et comme celle de
4

I"angle OAX Test & =, on trouvera pour la valeur dela tangente

de OAE
z 2Tt 2
o NN 2 2% 2 z Pa
tang QA Bt S8R (b2 n  r 8. L ne COA;
23 x (ax®-az®)z 1 2z ) =)

RV
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d'ott il suit que si I'on prend O B=1}0A, et qu'on éleve sur OA au
point B un plan perpendiculaire 2 AO qui rencontre en D la nor-
male OC au plan du petit circuit, la droite ADE menée par
les points A, D, sera la directrice de I'action exercée au point A
par le courant électrique qui le parcourt, puisqu'on aura d

AB =208, tang. BDA=2tang.BDO,

et

tang. OA E= cot. BDA=:cot. BDO = tang. COA.

Cette construction donne de la maniere la plus simple la direction
de la droite AE suivant laquelle nous avons vu que le pole d’un
aimant placé en A serait porté par I'action de ce courant. Il est
a remarquer qu’elle est située a I'égard du plan LMS du petit
circuit qu’il décrit, de méme que la direction de l'aiguille d’in-
clinaison U'est en général a I'égard de I'équateur magnétique; car
le point O étant considéré comme le centre de la terre, le plan
OAC comme celui du méridien magnétique, et la droite AE
comme la direction de l'aiguille d'inclinaison, il est évident que
'angle O AE compris entre le rayon terrestre OA et la direction
AE de laiguille aimantée est le complément de I'inclinaison ,
et que 'angle COA est le complément de la latitude magnétique
LOA; l'équation précédente devient ainsi

cot. incl. = = cot. lat.,

ou
tang. incl. = 2 tang. lat.

IV. Sur la valeur de la force qu'un conducteur angulaire
indéfini exerce sur le pole d’'un petit aimant.

Soit que I'on considére le pole B (pl. 2, fig. 34) du petit aimant
AB comme l'extrémité d'un solénoide électro - dynamique on
comme une molécule magnétique, on est d'accord, dans les deux
manieres de voir, a I'égard de I'expression de la force exercée
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sur ce pole par chaque élément du conducteur angulaire CMZ:
on convient généralement qu’en abaissant du point B sur une de
ses branches Cy.M prolongée vers O la perpendiculaire BO=4,
en faisant O p=s,BM =a, Bp=r, langle BpM =0, l'angle
CMH=BM O=z¢, et endésignant par p un coefficient constant, la
force exercée sur le pole B par I'élément ds situé en [~ est égale &

Ei."‘ill-ull.\:

P ?

qu’il s’agit d'intégrerdepuis s=— 0O M=—a c0s. ¢ jusqu’a s=o0 , ou, ce
qui revient au méme, depuis §=¢e jusqu’a j=o : mais, dans le

triangle BOp., dont le coté OB =b=asin.¢, on a

asin. & : asin.edf ds do
r————-r,s=asin.ccot f,ds=————, —=——"_,
sin. f) sin.’f ' r @ sin,e
ainsi .
E.:sm.ﬂ:l.\'___ psinfdf
re AT asin,e !
dont T'intégrale est
6
———(cos.0+0C),
it Sin. €

ou, en la prenant entre les limites déterminées ci-dessus,

o(1r—cos.e o
'_li_). = ~fang,.—¢

@ sin. & a g !

valeur qu’il suffit de doubler pour avoir la force exercée sur le
pole B par le conducteur angulaire indéfini CMZ; cette force,
en raison inverse de BM=e«, est donc, pour une méme valeur
de @, proportionnelle & la tangente de la moiti¢ de I'angle CM H,

et non a cet angle lui-méme, quoiqu’on prétende que la valeur

psin.fds

r

g ¥ LS A . » )
de la force exercée par U'élément ds sur le pole B, ait été trouvée

en analysant par le calcul 1a supposition que la force produite
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par le fil conducteur CMZ était proportionnelle & I'angle GCMH,
On ne peut douter qu'il n'y et quelque erreur dans ce calenl ;

mais il serait d’aut: mll:lm curieux de'le connaitre, qu'il avait pour
but de déterminer la valeur d'une différentielle par celle de l'in-
tégrale définie qui en résulte entre des limites données, ce
qu ‘aucun mathématicien ne me par ait, ;uqqu | 111{~-='.uu, avolr cru
possible.

Comme on ne peut pas, dans la pratique, rendre les branches
MC,MZ du conducteur angulaire réellement infinies, ni éloi-
gner les portions du fil dont il est formé qui meltent cet bran-
ches en communication avec les deux extrémités de lapile, a une
arande distance du petit aimant AB pour qu’elles n'aient

o
sur lui absolument aucune action , on ne doit, a la rigueur, re-

A8SEZ

garder la valeur que nous venons d'obtenir que comme une ap-
proximation. Afin d’avoir a vérifier par l'expérience une valeur
exacle , il faut calculer celle -:lu'cxcrr(‘ sur le pole B du petit
aimant un fil conducteur PSRMTSN, dout les portions SP,SN,
qui communiquent aux deux extrémités de la pile, sont revétues
de soie et tordues ensemble, comme on le voit en S L, jusqu’au-
pres de la pile, en sorte que les actions qu’elles exercent se détrui-
sent mutuellement , et dont le reste forme un losange SR M T situé
de maniere que la direction de la diagonale SM de ce losange
passe par le point B. Pour cela, en conservant les dénominations
précédentes el faisant (]vllhhl angle BRM=0,, 'angle BRO'=4§,’
la distance BS=a' et la perpendiculaire BO' —b'—— a'sin. e
parce que I'angle BSO'—=-—¢, on verra aisément que I'action de
la portion RS du fil conducteur sur le pole B est égale a

c.{:_()» ¢ — COS, U )

b ’
comme, a cause de h=asin.e, on aurait trouve

p(cos., — cos. ¢)
e,
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pour celle qu'exerce la portion MR sur le méme pole B, en pre-

nant l'intégrale précédente depuis g=—¢ jusqu’a =14,

En réunissant ces deux expressions et en doublant la somme,

on a, pour l'action de tout le contour du losange MRST,
¢ ( ot PO PO L. N
odat f b & o'

Cette expression est susceptible d’une autre forme qu'on ob-
tient en rapportant la position des quatre angles du losange &
deux axes BX, BY menés par le point B l::u'u]lé]c:ncu{ 4 ces cotes
etquiles rencontrent aux points D, E, F,G;sil'on fait BD—=BF=g,
BE=BG=/, on aura

b=BO=gsin.2:,6'=B0O'=4#Asin.2¢,

20y OnR h+4-gcos. ae
CO58.0,—m = —
B R V g+ aghcos.ae’
0 O'R g-heos.ae
c0s.0’, — e o LT

e ) A By e,

et au moyen de ces valeurs, celle de la force exercée sur le pole B

deviendra
9 i ._.h. —I_'L’y e 4 — == 5 h[_}" €08.2:8 o _CU'S- g CO0S. &
o P o8in. :‘J.F.V,i,"—-l—/-'-“‘-l-ﬂ,{,'f’-’-tﬂﬁ- 2g v’a’-Sl]l.5!5l/.g’_!_ﬁ’_i._ggp";u()s_g g £s5in.ac Asin, ae
(2 L/,;r"—l—fr.‘--{- aghcos 2e I 1
§ g hsin.2e gsin.e  fisin,e/’

en remplagant dans les deux derniers termes sin.2 ¢ par sa valeur
2 §iN. & COS. &

Abaissons maintenant du point D les perpendiculaires DI, DK
sur les droites BM, BR : la premiére sera évidemment égaled gsin. ¢,
et la seconde s’obtiendra en faisant attention qu'en la multi-

l)li:mt par BR=V"g*+/h*2g/hcos.2e, on a un pru(]u'ﬁt égrlf au
double de la surface du triangle BDR, c’est-a-dire a glisin. 2¢,
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en sorte qu'en nommant p, , et p, , ces perpendiculaires, il vient

I 1 S -2 g h cos
P B8O Py i glhsin,ze

en abaissant du point E les deux perpendiculaires EU, EV sur
les droites BT ,BS, et en les représentant par p, , et p, ., la pre-
miére sera égale & DK & cause de I'égalité des triangles BDR,BET,
et la seconde aura pour valeur /4sin.e, en sorte que l't*xprt'ﬁsinn
de la force exercée par le contour du ]L)Sﬂllgﬂ' MRST sur le pole
B pourra s’écrire ainsi :

I |  § 1 | j

P(ﬂ.f; Pae . Pie - PiaPh
Sous eette forme elle sapplique non-seulement a4 un losange
dont une diagonale est dirigée de maniére a passer par le point B,
mais & un parallélogramme quelconque NRST (fig. 44) dont le
périmétre est parcourn par un courant électrique qui agit sur
le in}[c d’un aimant situé dans le l}].‘m de ce l}.‘ll'ul]l".lng]'almmc_ Il
résulte, en effet, de ce qui a été dit, pages 229 et 276, quelaction
de NRST sur le pole B est la méme que si tous les éléments d*%
(lunt se {!()llll'up.liL' 50 .\Hll‘l.:l(.‘l.' :lgiﬂﬁ:{i{'\‘lt sur ce pf}fu avec une l-UI'{'.L‘

. yopd? A s : .
égale 4 ~——; d’ou il suit qu'en nommant x et y les coordon-
= !

nées rapportées aux axes BX,BY, et 4 l'origine B d'un point

quelconque M de laire du parallélogramme ce qui donne

d')y=dzdysin.2¢, et r=V"z"}p* Fazycos.as,

on aura, pour la force totale imprimée au pole B,

. i i r|.t‘:l_r
pSIN.2¢ L —.
JJx "2 @YcC08.2¢ )5

Or nous avons vu, page 266, que l'intégrale indéfinie de
L
Ih'.ZJ. ,-’i_r)
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dsds’

{rr‘ 5 5P —a58' CO8. 2 )

est
I ok A s5'8in.” e~}-a” cos. ¢
@ S$in. AP M”C'. sin, e ].//(.t 2 _|.-. _-;"'--‘- 5’ ’-.-.-.-;J_.\'..'n'fl-‘Ul‘i. a’
o1l
I @ 10 _I' ;'i-;'_l—-—_'.-c-.u-.'t'{lﬁ.
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en supprimant la constante -+ Quand « est nul, cette quantité
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se presente sous la forme - ; mais comme l'arc doit étre alors
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remplacé par sa tangente, le facteur nul a sin.e l|i.-,||:||':1i1 , 6t
|hnll d
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quil est aisé de vérifier par la différentiation. On en coneclut im
médiatement que l'e:xlnrcssmn de la force que nous calculons ,

considérée comme une intégrale indéfinie, est

oV 2’ *4axycos.2.___ P

in. 2¢ P
en nommant p la perpendiculaire P ( abaissée du point PsurBM,
parce que le double de I'aire du triangle BPM est a la fois égal
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il ne reste Inlus maintenant qu'a calculer les valeurs que l'll‘f‘lll:l
cette intégrale indéfinie aux quatre sommets N,R,T,S du paral-
lélogramme, et & les ajouter avec des signes convenables; en

continuant de désigner respeclivement par p, ., Pr,ss Ps,0s Prs les
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perpendiculaires DI, DK,EU,EV, il est évident qu'on obtient

ainsi pour la valeur de la force cherchée
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' ‘;r‘ % ‘H fl__ }i /J

La direction perpendiculaire an plan du parallélogramme
NRST suivant laquelle le pole d'un aimant situé en B est porté
par I'action du courant électrique qui parcourt le contour de ce
parallélogramme, est la directrice de P'action électro-dynamique
qu'il exerce au point B: d’ot il suit que sl y avait & ce point un
élément de courant électrique situe dans le plan du P:st':llh"fn;;l'.‘tm
me , il formerait un angle droit avee la directrice, et qu'ainsi
I'action de ce courant sur 1'élément serait une force située dans
ce plan, perpendiculaire a la direction de I'élément, et égale a
celle que le méme courant exercerait sur le pole d'un aimant

placé au point B multipliée par un rapport constant, qui est ici

: S :
celui de o a—{{ds, en nommant cet élément ds; en sorte que
i :

it il - . v e f . . . T : oy
la force ainsi dirigée qui agirait sur I'élément aurait pour valeus

K pahyl /1 I i I
rrd s — 4+ — s Pt S

2 \-u,-""-. Ill:.1 2] Fze &

Lorsque I'élément situé en B n'est pas dans le plan du pa-
r':llh}lu;rumun:., mais forme avec ce plan un angle égal 4 o, on
peut le remplacer par deux éléments de méme intensité, 'un dans
ce plan , autre qui lui est I:['i']:t:!ll]il‘llfilil'i:.' I'action du courant
du l;:u'u]|("'|;;-H|':111:|:1a' sur ce dernier étant nulle, on ne doit tenn
compte que de celle qu'il exerce sur le premier; elle est évi-
demment dans le plan du parallélogramme, ln;-j'p:i‘nrli:'tlf.‘:ili'
I'élément el -';:\'.‘1].- a
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