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- NOTES
CONTENANT QUELQUES NOUVEAUX DÉVELOPPEMENTS SUR DES

OMETS TRAITÉS DANS LE MÉMOIRE PRÉCÉDENT.

I. Sur la maniéré cle démontrer par les quatre cas d’équi¬
libre exposés au commencement de ce Mémoire , que la
valeur de l’action mutuelle de deux éléments de fds con¬
ducteurs est

2iV
1/ T

cls dT
cl’ r ttad/.

En suivant l’ordre des transformations que j’ai successivement fait
subir à cette valeur , on trouve d’abord , en vertu des deux pre¬
miers cas d’équilibre , qu ’elle est

t •

i.V (sin , Ôsin.O' ços .w-t- Æ'cos. 0çps.0') jdsd $'

on déduit du troisième, ; entre n et /■, la relation n -\- uk — 1,
et du quatrième n = 2, d ’où /c= -*—■£; ce quatrième cas d’équilibre
est alors celui qu ’on emploie en dernier lieu à la détermination
de la valeur de la force qui se développe entre deux éléments de
fils conducteurs : mais 011 peut suivre une autre marche en par¬
tant d’une considération dont s’est servi M. de Laplace , quand
il a conclu des premières expériences de M. Biol , sur l’action mu¬
tuelle d’un aimant et d’un conducteur rectiligne indéfini , que
celle qu ’un élément de ce fil exerce sur un des pôles de l’aimant
est ' èn raison invèrse du carré de leur distance , lorsque cette
distance change seule de valeur et que l’angle compris entre la
droite qui la mesure et la direction de l’élément reste le même.
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En appliquant cette considération à l’action mutuelle de deux
éléments de fils conducteurs , il est aisé devoir , indépendamment
de toute recherche préliminaire sur la valeur de la force qui en
résulte , que cette force est aussi réciproquement proportionnelle
au carré de la distance quand elle varie seule et que les angles
qui déterminent la situation respective des deux éléments n’éprou¬
vent aucun changement .. En effet , d’après les considérations dé¬
veloppées au commencement de ce Mémoire , la force dont il est
ici question est nécessairement dirigée suivant la droite r,  et a
pour valeur

6,6 ' , w) d .yd/;

d’où il suit qu’en nommant a , (3,y , les angles que cette droite
forme avec les trois axes , ses trois composantes seront expri¬
mées par

ii 'f {r,  0,0 ' , «o) cos .adjd ^' , i 6', w)cos . (îd ^d ^' ,

ii 'fi r >616\ «>) c° S. yd s ds ' ,

et les trois forces parallèles aux trois axes qui en résultent entre
deux circuits par lçs doubles intégrales de ces expressions , i et i'
étant des constantes.

Or il suit du quatrième cas d’équilibre , en remplaçant les trois
cercles par des courbes semblables quelconques dont les dimen¬
sions homologues soient en progression géométrique continue , que
ces trois forces ont des valeurs égales dans deux systèmes sembla¬
bles ; il faut donc que les intégrales qui les expriment soient de
dimension nulle relativement à toutes les lignes qui y entrent,
d’après la remarque de M. de La place que je*viens de rappeler,
et qu’il en soit par conséquent de même des différentielles dont
elles se composent , en comprenant dj et d^' parmi les lignes
qui y entrent , parce que le nombre de ces différentielles , quoi-
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que infini du second ordre , doit être considéré comme le même
dans les deux systèmes.

Or le produit djd est de deux dimensions : il faut donc que
/ (r,0,0 ', w) cos. a,/ '(r,0,0 ',w) cos.p,/ '(> ,0,0',w) cos.a soient de la di¬
mension — 2 ; et comme les angles 0,0',w,a,P,y  sont exprimés
par des nombres qui n’entrent pour rien dans les dimensions
des valeurs des différentielles , et que f (r, 6,0', «) ne contient que
la seule ligne r, il faut nécessairement que cette fonction soit

proportionnelle à -^, en sorte que la force qu’exercent l’un sur

l’autre deux éléments de fils conducteurs est exprimée par

ii' <p (0,0' , *>)

Les deux premiers cas d’équilibre déterminent ensuite la fonc¬
tion <p, où k seul reste inconnu , et l’on a

ii’ (sin .0sin.0' cos. <»+ k cos.0cos.0') j nA ,"ll_"' ' , —— — Q S G.S >
>. r

pour la valeur delà force cherchée :c’est, comme on sait , sous cette
forme que je l’ai donnée dans le Mémoire que j’ai lu à l’Académie
le 4 décembre 1820. En remplaçant alors sin .0sin. 0'cos . w, et
cos .0cos .0' par leurs valeurs

ril ’ r , , r il r dr
- -; d ^dj ,- "y—•“j j ,did -f'

il vient

ii ' f  d ’ r 7 dr dr \ , , ,

ii ' {r dd ' r -+- k ilr <l ' r)—

1'

ii ' r k dd ' r + kr h d r il' r

ii ' à \ r hà ' r) ii'  ild '
y,k —L . I (k I /"
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et en faisant pour abréger k/+- i = m,  on a pour la valeur de la
force cherchée cette expression très -simple

ii ' àà ' (r m)
mr m

Il ne reste plus alors qu ’à déterminer m d ’après le cas d’équilibre
qui démontre que la somme des composantes des forces qu ’exerce
un fil conducteur sur un élément , prises dans la direction de cet
élément , est toujours nulle quand le fil conducteur forme un cir¬
cuit fermé . Ce cas d’équilibre , que j ’ai considéré dans ce Mémoire
comme le troisième , doit l’être alors comme le quatrième , puis¬
qu ’il est le dernier qu ’on emploie dans la détermination com¬
plète de la force cherchée . En remplaçant à ' r par — cos .ô' ds ' dans
la valeur

1 ii'  d (r m—1 d ' r)
-pin,

de la force que les deux éléments exercent l’un sur l’autre , on
a , pour sa composante , dans la direction de l’élément ds ' ,

iV  ds ' cos.O' d (r m—'eos .Q') i îCds ' d (r a”,—acos.a0')
r  m 2 r 2 m ““ 1

dont il faut que l’intégrale relative aux différentielles qui dé¬
pendent de ds soit nulle toutes les fois que la courbes est fermée;
mais il est aisé de voir , en intégrant par parties , qu ’elle est égale à

cos.a
1 + (2m—

*

La première partie de cette valeur s’évanouit quand la courbe s
est fermée , parce qu ’alors/ ’̂ r,,cos .04= 008. 6̂ , à l’égard de la se¬
conde on démontre facilement , comme nous l’avons fait , page 209,

/ COS.a 0'(1v——-ne peut s’évanouir , quelle que soit la forme de la

1823 . 48
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courbe fermée s;  il faut donc qu’on ait 2m—1 = 0,
que la valeur de la force due à l’action mutuelle des
ments dj?,d,y' soit

ii 'd d ' (/•'“) lii ' àA ' V'l
m e™ i/7

et
deux élé-

\

II . Sur une transformation propre à simplifier le calcul de
l’action mutuelle de deux conducteurs rectilignes.

Quand les deux conducteurs sont rectilignes , l’angle formé par
les directions des deux éléments est constant et égal à celui des
directions mêmes des deux conducteurs ; il est donc censé connu,
et en le désignant par e, on a , page 207,

d ’ r  dr dr da ? dx 1
r didi ' ”̂ "di ds ' d5 d *'

(ljK dy'  d z Azr
d7  S? "- d7 d? = ~ C0S‘er

d’où il suit que

dd ' (r ”‘) (??i — 1) drdr ' -+-r dd ' r (ni— 2) drdr '— cos.  edsd s'
mr m r 3 r a

En désignant par p  un autre exposant quelconque , on a de même

dd ' (/,r ) (p — S) Arà ' r —cos . ed.fd $'
p VP r■* >

et , en éliminant ^ r—~  entre ces deux équations , on obtient

(p —2) dd ' (r “) (7n — 2 ) dd ' ( rr ) (777—^ cos.edsdj'
pr? ^ /’* 7mr”

d’où

d d ' (r m) 77i—2 dd ' ( rr) m— p cos.  ed .?dj'
m p — 2 p rP p — 2 r3mr p — 2 prP
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En substituant j à m dans cette équation , et en multipliant les
deux membres de celle qui résulte de cette substitution par —ii ' ,
on a la valeur de l’action de deux éléments de fils conducteurs
transformée ainsi

2î7dd ' l/7 ~ü'  dd ' ( rf ) (-j—p )ii '_ c0s.td .yd5'
1/r p — 2 ’ prP P —2 r * ’ ^

et l’on peut , dans cette expression , assigner à p la valeur que
l’on veut . Celle qui donne un résultat plus commode pour le calcul
est p = — 1 , en l’adoptant , il vient

2 *jv dd ' l/r I . ., , 1, I- —- = - u r dd -
1/

cos.edsds'

/ <l a -
= - ii 'dsds ' [ ^ + r- r

2 ds ds '

J’ai déjà trouvé d’une autre manière , page a53 , cette expression
de la force qu’exercent l’un sur l’autre deux éléments de fds con¬
ducteurs ;on ne peut l’employer , pour simplifier les calculs, que
quand les conducteurs sont rectilignes , parce que ce n’est qu’alors
que l’angle e est constant et connu ; mais dans ce cas , c’est elle
qui donne de la manière la plus simple les valeurs des forces et
des moments de rotation qui résultent de l’action mutuelle de
deux conducteurs de ce genre . Si j’ai employé dans ce Mémoire
d’autres moyens de calculer ces valeurs , c’est, qu’à l’époque où
je l’ai écrit jé ne connaissais pas encore cette transformation de
ma formule.

III. Sur la direction de la droite désignée dans ce Mémoire
sous le nom de  directrice de l’action électro -dynamique à
un point donné , lorsque cette action est celle d'un circuit
fermé et plan dont toutes les dimensions sont très-petites.

La droite que j’ai nommée directrice de l’action électro-dyna-
48.
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rnique à un point donné  est celle qui forme avec les trois axes des
angles dont les cosinus sont respectivement proportionnels aux
trois quantités A, B,C dont les valeurs , trouvées à la page 227 ,
deviennent

A = i Ç

C= x(

cos . Ç ?>qx'
r3

COS . 7) 3 qf
r3 r5 .

0 0 t/> 3 q z s
r3 r5 ,>

quand on substitue à « le nombre 2auquel n est égal;si donc on sup¬
pose le petit circuit d’une forme quelconque situé comme il l’est
(pl.1,fig. 14),c’est-à-dire qu’après avoir placé l’origi ne Ades coordon¬
nées au point donné , on prenne pour l’axe des z la perpendiculaire
AZ abaissée du point Asur le plan du petit circuit,et pour le plan des
xz  celui qui passepar cette perpendiculaire et parle centre d’inertie
O de l’aire LM Sauquel se rapportent les x,y , z qui entrent dans les

valeursde A,B,C,il est évident qu’on aura o,<7= z ,1;= 'fl= ^ , -
K= o , et que ces valeurs se réduiront par conséquent à

3X.rz

parce que r ’ = x ' -t~z\  B étant nul , la directrice AE est néces¬
sairement dans le plan des xz  déterminé comme nous venons de le
dire . La tangente de l’angle E AX qu’elle forme avec l’axe des x est

G 1 a
évidemment égaleà — c’est-à-dire à ~-Z0 ■ — ; et comme celle deA ’ ixz

1angle OAX l’est à - , on trouvera pour la valeur de la tangente
deOAE

Z

X

I

23 a -

3 X Z

+
2 Z 2 - X 2

(z ’ -+-x *) x
(a .r a+2  za)z

1 x
2 z = ^tang. COA:tang . OAE
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d’où il suit que si l’on prend OB= .jOA , et qu’on élève sur OA au
point B un plan perpendiculaire à AO qui rencontre en 1) la nor¬
male OC au plan du petit circuit , la droite ADE menée par
les points A,D , sera la directrice de l’action exercée au point A
par le courant électrique qui le parcourt , puisqu’on aura

A B = 2OB , tang . BD A= a tang .B D O,
et

tang . OA E= cot .BD A= - cot.BD O = i tang .CO A.

Cette construction donne de la manière la plus simple la direction
de la droite AE suivant laquelle nous avons vu que le pôle d’un
aimant placé en A serait porté par l’action de ce courant . Il est
à remarquer qu’elle est située à l’égard du plan LMS du petit
circuit qu’il décrit , de même que la direction de l’aiguille d’in¬
clinaison l’est en général à l’égard de l’équateur magnétique ; car
le point O étant considéré comme le centre de la terre , le plan
OAC comme celui du méridien magnétique , et la droite AE
comme la direction de l’aiguille d’inclinaison , il est évident que
l’angle OAE compris entre le rayon terrestre OA et la direction
AE de l’aiguille aimantée est le complément de l’inclinaison,
et que l’angle COA est le complément de la latitude magnétique
LOA; l’équation précédente devient ainsi

ou
cot . incl . = 7COt. lat.,

tang. incl . = a tang . lat.

IV. Sur la valeur de la force qu’un conducteur angulaire
indéfini exerce sur le pôle d’un petit aimant.

Soit que l’on considère le pôle B (pl. 2 , fig. 34) du petit aimant
AB comme l’extrémité d’un solénoïde électro - dynamique ou
comme une molécule magnétique , on est d’accord , dans les deux
manières de voir , à .l’égard de l’expression dè la force exercée
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sur ce pôle par chaque élément du conducteur angulaire CMZ:
on convient généralement qu ’en abaissant du point B sur une de
ses branches C(/.M prolongée vers O la perpendiculaire BO = b,
en faisant On = j,BM = a,Bn = r,  l ’angle B[*.M = 0, l’angle
CMH = BMO = £, et en désignant par pun coefficient constant , la
force exercée sur le pôle B par l’élément d .y situé en p est égale à

p sin . 6 cls

qu ’il s’agit d’intégrerdepuisj = ; OM —a  cos . ejusqu ’à .y= ao , ou , ce
qui revient au même , depuis 6= e jusqu ’à 0= o : mais , dans le
triangle BOp,  dont le côté O B —b = asin . e,  on a

a sin. e
sin.0 s = ci  sin . e cot . 0}d .y= s

asin .sdO ds
sin.3 ô ’ r 3

d 0
a sin .e ’

ainsi

dont l’intégrale est

psin.0ds
P

psin.0d 0
asin .E ’

_£_
a sin.e (COS. 0 + C ) ,

ou , en la prenant entre les limites déterminées ci -dessus,

p(1 —cos . e)
a sin . e 3tan S-j'

valeur qu ’il suffit de doubler pour avoir la force exercée sur le
pôle B par le conducteur angulaire indéfini CMZ;  cette force,
en raison inverse de BM = a,  est donc , pour une même valeur
de a, proportionnelle à la tangente de la moitié de l’angle CMH,
et non à cet angle lui -même , quoiqu ’on prétende que la valeur

p sin. Qd s
r 3

de la force exercée par l’élément dj sur le pôle B, ait été trouvée
en analysant par le calcul  la supposition que la force produite
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par le fil conducteur CMZ était proportionnelle à l’angle CMH.
On ne peut douter qu’il n’y eût quelque erreur dans ce calcul ;
mais Userait d’autant plus curieux de'le connaître , qu’il avait pour
but de déterminer la valeur d’une différentielle par celle de l’in¬

tégrale définie qui en résulte entre des limites données , ce
qu ’aucun mathématicien ne me paraît , jusqu ’à présent , avoir cru
possible.

Comme on ne peut pas , dans la pratique , rendre les branches
MC,MZ du conducteur angulaire réellement infinies , ni éloi¬
gner les portions du fil dont il est formé qui mettent cet bran¬
dies en communication avec les deux extrémités de la pile , à une
assez grande distance du petit aimant AB pour qu’elles n’aient
sur lui absolument aucune action , on ne doit , à la rigueur , re¬
garder la valeur que nous venons d’obtenir que comme une ap¬
proximation . Afin d’avoir à vérifier par l’expérience une valeur
exacte , il faut calculer celle qu’exerce sur le pôle B du petit
aimant un fil conducteur P SRMTSN , dont les portions SP,SN,
qui communiquent aux deux extrémités de la pile , sont revêtues
de soie et tordues ensemble , comme on le voit en SL , jusqu ’au¬
près de la pile , en sorte que les actions qu’elles exercent se détrui¬
sent mutuellement , et dont le reste forme un losange SRMT situé
de manière que la direction de la diagonale SM de ce losange
passe par le point B. Pour cela, en conservant les dénominations
précédentes et faisant de plus l’angle BR M= 60 l’angle BRO'= 6t',
la distance BS= iz' et la perpendiculaire BO' = û'= —n ' sin. e
parce que l’angle BSO1= — e , on verra aisément que l’action de
la portion RS du fil conducteur sur le pôle B est égale à

p( cos . e— cos. 6, ')
l>  ’

comme , à cause de û= asin .e, on aurait trouvé

pfcos .Q, ■—■cos. e)
" b ’
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pour celle qu ’exerce la portion MR sur le même pôle B, en pre¬
nant l’intégrale précédente depuis Q= e jusqu ’à 0= 0i-

En réunissant ces deux expressions et en doublant la somme,
on a , pour l’action de tout le contour du losange MRST,

a cos.
b

s
- +

COS. ô/
—y—

cos . e\
~ ) '

Cette expression est susceptible d’une autre forme qu ’on ob¬
tient en rapportant la position des quatre angles du losange à
deux axes BX,RY  menés par le point B parallèlement à ces côtés
et qui les rencontrent aux points D,E , F,G ;si l’on fait BDzrBF ^ g",
BE = BG = 4,  on aura

Z>= BO = g-sin.ae B O'= h sin .2 e,
OR /i + tfCOS. 26pnc A-• - - °- -

1 BR cos . 2 e ,

, , O' R g + h cos. 2 ecos.ô . . ■■■■■■■■= ,
BR \/ +2g/iC0S . 26 ’

et au moyen de ces valeurs , celle de la force exercée sur le pôle B
deviendra

f h -\ - gC OS. 2S _ g -I - ÆCOS. 2 6_ _ COS. £
3 ^ \ ^ sin. 2el/g’ a-|- Â:,+2gAcos .2e /isin . 2sp/ ^ ^_/p_p 2g-^cos.2g £ sin. 2 g

/ab / g 5+A a+2 )°'/icos . 2 e i_ i \
g h sin.2e ^ sin. e /isin.ey’

cos . e
Asin . 2 e

en remplaçant dans les deux derniers termes sin . 2 e par sa valeur
2 sin . e cos . e.

Abaissons maintenant du point D les perpendiculaires DI,DK
sur les droites BM, BR : la première sera évidemment égale àgsin . e,
et la seconde s’obtiendra en faisant attention qu ’en la multi¬
pliant par BR = l/g r:‘+ /C-f-2gAcos. 2E, on a un produit égal au
double de la surface du triangle BDR,  c ’est -à-dire à g h sin . 2 e,
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en sorte qu’en nommant p, tl  et p l>2 ces perpendiculaires , il vient

i I i l/ff * ha+ 2 gh COS.2l ,
p,, , g siri.s’ /?!,, g h sin. 26 ’

en abaissant du point E les deux perpendiculaires EU,EV sur
les droites BT,BS , et en les représentant par p t%t et p I<2, la pre¬
mière sera égale à DR à cause de l’égalité des triangles BDR,BET,
et la seconde aura pour valeur ùsin . e, en sorte que l’expression
de la force exercée par le contour du losange MRST sur le pôle
B pourra s’écrire ainsi :

Sous eette forme elle s’applique non -seulement à un losange
dont une diagonale est dirigée de manière à passer par le point B,
mais ii un parallélogramme quelconque NRST (fig. 44 ) dont le
périmètre est parcouru par un courant électrique qui agit sur
le pôle d’un aimant situé dans le plan de ce parallélogramme . Il
résulte , en effet, de ce qui a été dit , pages 229 et 276, que l'action
de NRST sur le pôle B est la même que si tous les éléments d3}i
dont se compose sa surface agissaient sur ce pôle avec une force

égale à -£—5— ; d’où il suit qu ’en nommant .r et y  les coordon¬

nées rapportées aux axes BX,BY , et à l’origine B d’un point
quelconque M de l’aire du parallélogramme ce qui donne

d2x = do;cljsin . 2e 1 et r — \/x ' + y ' -\-ïxycos . n ,

on aura , pour la force totale imprimée au pôle B,

dx dp
Psin (x1'-\-y*+ 2 xyvos.  25)7*

Or nous avons vu , page 266 , que l’intégrale indéfinie de
i 8a3. 49
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d .sds'
(a 3-M 3+ s‘ ass'  cos.s) |

est
t + fl 3 COS . ess'  sin

arc . tang, l/a »+ j 3+a sin . « 255  cos . sa  sin . e

\ / a ’ -+ - s 3 H - s« sin . a 2 S S COS. £arc . tang,a  sin . i £ -f - rt 3 COS . ess ' sm

TT
en supprimant la constante - • Quand a est nul , cette quantité

se présente sous la forme - ; mais comme l’arc doit être alors

remplacé par sa tangente , le facteur nul a sin .e disparaît , ét
l’on a

[[_ dsdi'_ _ _ —2ss'cos.e
jj (s + s' , — 2ss'  cos.a) f “ ' s s' sin . 3 e ’

qu’il est aisé de vérifier par la différentiation . On en conclut im¬
médiatement que l’expression de la force que nous calculons ,
considérée comme une intégrale indéfinie , est

p\/ + 2 xy  cos. 2 , P
.r ^ sin . 2 s P ’

en nommant p  la perpendiculaire PQ abaissée du point PsurBM,
parce que le double de l’aire du triangle BPM est à la fois égal
* p \/- \- 2xy cos.2 e et àjrjsin . as , ce qui donne

I — ^ + 2 # /COS . 2 £

xy &m.  2 e

il ne reste plus maintenant qu’à calculer les valeurs que prend
cette intégrale indéfinie aux quatre sommets N,R,T,S du paral¬
lélogramme , et à les ajouter avec des signes convenables ; en
continuant de désigner respectivement par les
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perpendiculaires DI , DK,EU,EV , il est évident qu’on obtient
ainsi pour la valeur de la force cherchée

pf—+—- -- - Y
.1 P *.* P *.J

La direction perpendiculaire au plan du parallélogramme
NRST suivant laquelle le pôle d’un aimant situé en B est porté
par l’action du courant électrique qui parcourt le contour de ce
parallélogramme , est la directrice de l’action électro-dynamique
qu’il exerce au point B: d’où il suit que s’il y avait à ce point un
élément de courant électrique situé dans le plan du parallélogram¬
me , il formerait un angle droit avec la directrice , et qu’ainsi
l’action de ce courant sur l’élément serait une force située dans
ce plan , perpendiculaire à la direction de l’élément , et égale à
celle que le même cqurant exercerait sur le pôle d’un aimant
placé au point Iî multipliée par un rapport constant , qui est ici

celui de p à - H'  d,y, en nommant fcet élément d ^; en sorte que

la force ainsi dirigée qui agirait sur l'élément aurait pour valeur

Lorsque l’élément situé en B n’est pas dans le plan du pa¬
rallélogramme , mais forme avec ce plan un angle égal à » , on
peut le remplacer par deux éléments de même intensité , l’un dans
ce plan , l’autre qui lui est perpendiculaire : l’action du courant
du parallélogramme sur ce dernier étant nulle , on ne doit tenir
compte que de celle qu’il exerce sur le premier ; elle est évi¬
demment dans le plan du parallélogramme ', perpendiculaire à
l’élément et égale à

1 • •/ i / i i i
—ii  tu cos . w - 1-
2 \Pr . l Pi:
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