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Cela pofé, l¢ finus de I'arc s étant une fonftion de cet arc, on a
( § XXIIL).
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Cette équation érant générale, elle a licu en particulier lorsque s — o;
alors fon fints eft zéro, & fon cofinus eft 'unité. Donc on obtient
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CuariTRE NEUVIEME.

Sur la Cubature des Solides de Révolurtion,

§. LIL

Soit une courbe rapportée 3 un axe par des ordonnées perpendiculaires,
( Tout ce qui fera dic fur le cas du perpendicularifme, s’applique aifémene &
la fuppofition de tout autre angle conftant différent de Pangle droit).  Soit
un rectangle ayant un c6té conftant perpendiculaire A cer axe, & dont Pau-
tre cHté variable croit comme les abicifles de cetce courbe, Que la courbe
& le reftangle tournent autour de I'axe commun; je dis quec la limite du
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rapport qui régne entre les char g"._':.1 ents fimultanés du cylindre engendré par
le retangle & du folide engen - par la courbe, répondants & un méme
(']1:1:1”5.'.!‘.'!(:1]{ de "abfliﬂ?, eft 3;.‘ méme que-celui qui régne encre le quarré du

rayon conttant de la bafe du cylin

ndre & le quarré de Pordonnée cnrre(i:
HUEe & AC Juarre de fordonnee LUHLJI-JJI"

dante A cette abfcif]

Soit SMM' (Fig. r5.) une courbe rapportée § 'axe SPP. Soit un
reGtangle ayant pour coté mnlh"c une ligne donnée 84, & pour cbré va-
riable les abfciffes variables S P,.§ P. Soient achevés les rectangles P/''R'R,
PPmM, PPMm'. ‘Le rapport des changements fimultanés du cylindre
ayant A8 pour rayon de fa lma. & du folide engendré par la (m_r': , eft plus
grand que le rapport des cylindres engendrés parles rectangles PR' & P M,
mais plus petit que le rappore des cylindres engendrés par les re&an; gles f’]”

& Pm.,  Ou, cer: apport cft plus grand que le rapport des quarrés des droi-
tes'§ A4 & PM', mais plus petit.que le rapport des quarrés des droices .4.§
& PM. Mais I-; rapport d'égalité cft Ja iirni:c: du rapport des droites P M
& P M’y & partant auffi celui du r rapport de leurs quarrés. Donc auff le
rapport d’égalité eft la imite du rappore des ex pofants des rapports de .4 .5*
a PM & de 245X PPM'2 IJD:](., A plus forte raifon, le rapport des
changements fimultanés du cylindre ayant A4S pour ra yon de fa bale & du
folide engendré par la courbe pr"r i]“‘pIUCn\.l' de I'un ou lautre des rapports
de 4574 P M oude A8 APM'* plus prés que n'eg approche aucun rap-
port afligoé plus petit ou plus i_.l'._]ﬂd queux. Partant, la limite du rapport
qui régne entre c¢s changements fimulcanés eft bien celu qui régne entre le
quarré¢ de la droite conftante A4S & le quarré de Pune ou Vautre de deux
ordonnées P M ou F'M'. Que lefolide variable engendré par la courbe foit
défigné par S, & le cylindre ayant 4.8 pour rayon de fa bafe par C.  Que
les abfcifles & les ordonnées foient défignées par x & y.  On aura

.. AS ¥ ¥ . : AS vy e
bm = o= w2 mais A C'= g4 ax; done lim -2°_ praeagy 00
4 C a a aag & x g a
dsS VY ds
00 —add ey Ll - A enadls T '
gadz — aa’ dr J)
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Subftituant dans cette équation différentielle 3 la place de y fa fon&ion
de x quelle repréfente & qui eft donnée par I'équation de la courbe, on
aura une équation différenticlle entre §' & x, de laquelle on pourra remon-
ter 2 leur équation intégrale.

Exemple.” Soit y = x*,
df d . : I
L —— apnp —— i b : _— 1m
He i~ d Y o— X Done (§ &IVJ 0 am 4 I .
I I

am

AF. SR
am == 1

1 ¢cas. Soit m un nombre pofitif quelconque, La courbe généra-
]

il o ;_TI_ ‘}"}’ X .

trice eft une parabole; & le folide paraboloide cft au cylindre de méme bafe
& de méme hauteur, comme 1 e¢ftd 2 m-}- 1,

29 cas. Que m foit un nombre négatif. La courbe génératrice eft
une hyperbole rapportée i fon afymptote, dont l'équation eft yx™ = bga™,
> # » §

Dans ce cas, comme l'ordonnée répondante A Vablciffe o ne rencontre
" ! 3y . 8 il P .
pas la courbe, foit prifc l'origine des ablcifles & une diftance g du centre 2
laquelle réponde I'ordonnée &5 & .
¢ AL e B
foit y (a-} x)™ = ba

d'od 'on déduit, § — C — o bba™ (a4-#)=2n+sx,

LM =—1

Or le folide cherché doit évanouir lorsque x — o; donc C — ——__

L Mo
I
l!-’l’.?d:'na_”“—}_i_ ————— cELb, donc S ey _.,.I_? ‘zbﬁ BIN bbazp-

LT A —

b IF‘ a am

@)= Y = e (ab T ) fa ) =l

4 Am—{
(abb—(a+4=x)yy).

Savoir, le folide hyperboloide engendré par un fegment hyperbolique
tournant autour d'une afymptote a un rapport donné 2 la différence des cy-
lindres engendrés pendant laméme révolution par les denx reGtangles qui ont
pour hauteurs les abfciffes comptées depuis le centre & pour bafes [es cercles
dont les rayons font les ordonnées qui terminent ce fegnient,
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On montre, tout comie dansle § XLII, que lorsque 2 m > roum’s X,

le fufeau hyperboloide eft flifceptible d’une limite én grandeur, laquelle eft
I ¥ i E AL, . .
———— bba, du cbté des x pofirives, quoiqu’une de fes dimenfions, favoir

2m — ]

fa hauteur, ne foit fufceprible d’aucune limire, & que du cbeé des x négari-
ves ledit folide ne foit fufceptible d’aucune limite. Ce fufeau n’eft fufcepti-
ble d’aucunc limite lorsque 2 m «ft plos petic que Punité,  Ert enfin le cas
ol 2m = 1 eft réduic & la quadrature de Phyperbole d’Apollonius ou aux
logarithmes,

§. LIIL

On peut aufli déterminer la cubature des paraboloides & des hyperbo-
loides d’une maniére tout A fait analogue A celle qui a été employée dans les
§ § XL XLIL pour la quadrature des paraboles & des hyberboles,

1° Soit § M P un fegment parabolique tournant autour de Paxe S P.
Par M foit menée une rangente qui rencontre Paxe en T & par le fommet
S foit menée une tangente S ).  Soit menée une autre ordonnée M' P’ qui
rencontre en n la tangente M 7. Par M' & n foient mendes & axe les pa-
rallcles M'QQ, ng, qui rencontrent Vordonnée PM en m' & n'.  Par M
foit encore menée la paralltle  'axe A Q, qui rencontre M’ P’ sn m.

Toute Ia Figure tournant autour de Vaxe § P, le cylindre engendré par
le reGangle Pm & Pécorce cylindrique engendrée par le rectangle Mg font
entr'eux comme MP* x PP & MQ x Mn' (MP + ' P; ou comme

/

MP* x PP & MQ x mn (2 MP ~~ mn); ou comme M P? x P?_ &
MQ(2MP -+ mn).

i P 1 ' 7
B o =4 —p> donc ce cylindre & cette écorce fongentr’eux com-

ma < M
me MP x PT & MQ (»MP - mn), ou comme MP x %I &
MO
21 MP < mn.

. f . y
Soit y == x", P'équation de la parabole; donc eyt ¥

&

L B |

dx ¥ ™ 1

p I — =Ll
doﬂ{', J dy T mx ==z o=
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2 | P.T T i f
OuPT —= — MQ; & — = —; donc le cylindre & Peécorce
m ;1fQ m v

cylindrique font entr’eux comme _:T MP & 2 MP - mn, ou comme
MP &m (2 MP - mn)

Partant la limite du premier rapport eft égale 4 la limite du fecond,
favoir au rapport de 1 4 2 m. - Or le folide engendré par le traptze para-
bolique M P P'M'eft la limite du cylindre engendré par le rectangle Pm.
Je dis que le folide engendré par I'efpace parabolique M Q Q'M" eft aufli la
limite de 'écorce cylindrique engendrée par le re@angle M gn',

En effet, les écorces engendrées par les re@angles Mg & M Q' font
entr'elles comme Mn' (2. M P - Mn') & Mwm! (2 MP - Mm'); douil
eft aif¢é de montrer que la limite du rapport de ces écorces cit le rapport
d’égalité: & les écorces engendrées par les retangles MQ' & m Q' font
entr’elles comme les droites M Q & mQ, & partaot la limite de leur rap-
port cft le rapport d'égalité; donc i plus forte raifon le rapport d'égalisé cft
la limite du rapport du folide engendré par le traptze MQ Q'M' & Vécorce
cylindrique engendrée par M (Y, & partant auffi le rappore d'égalicé eft la
limite du rapport des folides engendrés par le rectangle Mg & le trapize
paraboliques.

Partant, la limite du rapport des folides cngendrés par les rectangles
MP & Mg cft le rapport des folides engendrés par les trapzes paraboli-
ques MPPM & MQQ M'; & partant les folides engendrés par ces deux
trapézes font entr'eux dans le rapport conftant de 1 & 2m. Donc aufh
tout le folide engendré par le fegment S M P, eft au folide engendré par
Pefpace intérieur S MQ, dans le méme rapport conftant de 1 3 2m, &le
premier folide eft au cylindre engendré par le reftungle SMP Q dans le
rapport de 1 & 2m -~ 1,

D¢ méme, foit (Fig. 16.) unehyperbole dont Péquation et M P x § P;
= AB x §B™, tournant aurour de 'afymptote 5P,

Par M foit menée la tangente M1, qui rencentre en 1 alymprote
§ P, & foit menée MQ ordonnée A l'autre afymptote.  Par un autre poine
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M' foient menées aux afymptotes les ordonnées M P, M'Q, dont la pre~
miére rencontre la tangente en n & MQ en m & d&nt la feconde rencontre
MPenm. Parn foit menée g ordonnée l'ufymprore S'Q & qui ren-
contre MP enn. Enhn, que MQ, M'Q, ng, rencontrent 4B, en
O R

Le cylindre engendré par le reGangle M P P'm eft & Pécorce cylindrique
engendrée par f}ngn’, comnfc MP? x PP eftASP x Mn' x (MpP ~ Pn');
ou comme MP* x PP'elta SP x Mua' (2 MP — Mn')

PP

ou comme M P* x T et ASP(2 MP — Mn)
comme M P* x ;—; etd PS (2o MP — Mn)
comme MP x PT et ASP (2 MP — Mn)
comme M P x :—i el A 2 MP —— Mn'.
Mais, pusque MP x SP™ — AB x SB™; PT — * gp

(§ XVI), donc i—; — _n;._' Donc le cylindre & I'écorce cylindrique
ci-deflus font ent'eux comme MP & m(2 M P — Mun'), & partant le
rapport limite de ce cylindre & de cette écorce eft égal au rapport limite de
MPaym(2MP— Mn). Mais on montre, tout comme pour la para-
bole, que la limite du premier rapport cft le rapport des folides engendrés
par les trapezes hyperboliques MP P M' & MQQ M', & la limite du
fecond rapport eft le rapport de MPAm x 2 MPoude 112 =1k
le folide engendré par le trapéze M P P' M eft au folide engendré par le tra~
ptre MQ Y'M', dans le rapport conftant de 1 4 2 m; & partant le folide
engendré par tout le trapeze 4B P M eft au folide engendré par le trapéze
ADQM, dans le méme rapport conftant de 1 A 2m.  Or fol. ADQM
— fol. ADQR ~+ fol. AMR — cyl. ADSB — cyh SBRQ -
fol. ABPM — cyl. BPMR = cyl.ADSB ~— eyl SPMQ 4~ fol.
ABPM. Deonc fol. ABPM : ¢yl ADSB — cyl, SPMQ <4 fol.

AFPM —'% Sam.
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1% cas. Soit om < 1

fol ABPM : ¢yl SPMQ — cyl ADSB — v:1—2m

2%cas. Soitam > 1 ‘
fol ABPM : eyl ADSB —c¢cyl SPMQ =— 1:2m—1
g Cas. SOt 4 m == 1

fol ABPM — ¢yl ADSB —cyl SPMQ -} fol ABPM
ou, cyl ADSB — cyl SPMQ; & partant on ne peut rien con-

o—

clure de ce moyen pour le folide 4L P A,

§. LIV,

Il fuit de tout ce qui précede, que la cubature d'un folide de révolution
peut toujours étre réduite A la reltification de la circonférence, & A la qua-
drature d’une autre courbe, déerite fur le méme axe, & dont les ordonnées
font ent’elles comme les quarrés des ordonnées de la courbe génératrice
correfpondantes aux mémes abfeiffes.  Les cylindres inferits & circonfcrits
aufolide font entr’eux comme les re@angles infcrits & circonferits A lafecande
courbe; & partant les limires de ces cylindres font proportionelles aux limi-
tes deces rectangles; ou, les folides engendrés par des trapézes de la courbe
génératrice font proportionels aux trapézes correfpondants A 3 feconde cour-
be; & tout le folide engendré par la courbe génératrice eft proportionel & la
furface de la feconde courbe,

Ainfi la cubature du folide engendré par une parabole dont I'équation
eft 'y — x™ eft réduite & la quadrature de la parabole dont 1'équation eft

m

4 b TR e

o

Sus L.V

On peut encore trouver une fuite pour-exprimer la grandeur d'un folide
de révolution d’aprés le § XXIII & d’une maniére conforme aux procédés
développés dans les § § XLV & XLIX.

Soit § Pexpreffion du folide, lequel eft une certaine fon&ion de x; &
que leurs changements fimultanés foient a5 & ax,
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PL 1L,

f‘ x d 5 Ax? dds Axd d? s Ax4 d4 ¢
G o o, . St et —_———— — e L,
l dx l.'.‘.. dz* + 1.2.3: dx? 1.2:34: -0 * T, %
ds 2% dds 3 d? s r 4 d4 ¢
} (5 x R — g T R = —k e - ET - = . g N + LR N

dr 1. 9, dies 1.2.3. dx3 034 dx®

Or — = yy; yy défignant la furface du cercle dont y eft le rayon.

dax
Donc :l:: bty W, :j-i—:: d
! 2

R

d4 s 3 dy dd; ds3

== (G F+ v

ds d , 3

= 2(3GED) + ad D)

B G0

Donc, fubftituant ces expreflions différentielles dans Pexpreflion de S,
on obticndra la valeur de § dans x & y & dans leurs expreflions différen=
tielles des ordres fucceffifs.

Mais, quoique cette expreffion foit remarquable, fes termes font fou-
vent trop compliqués & trop peu convergents pour que fon application foir

commode.
S LVI

Lorsque la courbe génératrice d’un folide de révolution eft rapportée 2
un point pris fur Paxe de révolution, la détermination de fa folidité eft fon-
dée fur les mémes principes.

Soit décompoféc la courbe génératrice S MM’ (Fig. 19.) en fe&eurs
MFM', dontles angles au fommet M F M’ croiflent uniformément, Du
foyer F comme centre, avec les rayons F. M, F.M', foient décrits les arcs
de cercle Mm, M'ni'; le folide engendré par le fe@eur ME M’ eft moyen
entre les folides engendrés par les fecteurs circulaires MM F'my, m'FM'. Mais

ces deux folides font entr’eux en raifon triplée de leurs dimenfions cor-
refpondantes MF & MF' : & le rapport d’égalité eft la limite tant du
I‘.’.lpport
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rapport des droites MF & M'F que de leur rapport triplé; donc
le rapport d'¢galité eft aufli la limite du rapporc du folide engendré
par le feCteur MFM' & chacun des folides engendrés par les fe@eurs
MFM, & M'Fm. Des points X & X' foient abaiffées fur §'F les per-
pendiculaires X ¥, X'¥"; le folide engendré par le fe@teur X8 X" eft égal
3 un folide pyramidal qui auroit pour hauteur §'F & pour bafe la furface en-
gendrée par arc X .X'; ou & un cone ayant pour hauteur le double de ¥ ¥
& pour bafe le cercle dont S F eft le rayon; partant Pexpreffion du folide
engendré par le fe&teur X 8 X' eft % Y Xlews S (S P défignant le cercle
dont § Feft le rayon).  Soient défignés par § & ' les folides engendrés
par le fefeur de la courbe S FM, & par le fe&eur circulaire S FX; &

¥ i A FpMa
foient A s & A s’ leurschangements fimultanés ; on obtient lim e

gl ﬁ_i ’
- As FM3 " At FMms3
(it whnatis TN B e A
Ou lim TYY X SFT — S ou 3 i
3
B T 1)
OH hm ¥y — 32 TS—'-".
XX’
A=
. Eﬁ._'_.i.: FM M As d s g ¥y ¥ %
Oulm == — 2 . Mais lim—— — 2°. B
5 Wamep ¥, ! A’Y*‘—dx’&hmx,\f' ]
xx
= fin"x.
ds F M3 . ey :
Donc = = § —— fin x; & dc cette équation différenticllc on

pourra déduire I'équation intégrale entre s & x.

Cuarirre Dixiiime.
Sur la Quadrature des Surfaces courbes des Solides
de Révolution.
§l L V II.

Soit une courbe quelconque tournante autour d’un axe auquel elle eft rap-
portée par des ordonnées perpendiculaires; je dis que le rapport d'¢galicé
1)
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