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Cela posé , le sinus de Tare s étant une fonction de cet arc , on a
( § XXIII ) .
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Cette équation étant générale, elle a lieu en particulier lorsque s
alors son sinbs est zéro, & son cosinus est l’unité. Donc on obtient
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Chapitre Neuvième.

Sur la Cubature des Solides de Révolution .

§. LIL

Soit une courbe rapportée à un axe par des ordonnées perpendiculaires.
(Tout ce qui fera dit fur le cas du pcrpendicularifme , s’applique aisément à
la supposition de tout autre angle constant dictèrent de sangle droit ) . Soit
un rectangle ayant un côté constant perpendiculaire à cet axe, & dont sau-
tre côté variable croît comme les abscisses de cette courbe . Que la courbe
& le rectangle tournent autour de saxe commun ; je dis que la limite du
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rapport qui règne entre les changements simultanés dn cylindre engendré par
le rectangle & du solide engendré par la courbe , répondants à un même
changement de l’abseisse, est le même que celui qui règne entre le quarté du
rayon constant de la base du cylindre Sc le quarté de l’ordonnée correspon¬dante ìi cette abscisse»

Soit S M M' (Fig . 15 . ) une courbe rapportée à Taxe S P P '. Soit un
rectangle ayant pour côté constant une ligne donnée S A r Sc pour côté va¬
riable les abscisses variables S P , S P '. Soient achevés les reétangles PP 'R'R,
PP 'mM , PP 'Mm. Le rapport des changements simultanés du cylindre
ayant A S pour rayon de fa base& du solide engendré par la courbe, est plus
grand que le rapport des cylindres engendrés parles rectangles P R' & P M\
mais plus petit que le rapport des cylindres engendrés par les rectangles PK
Sc P m. Ou, ce rapport est plus grand que le rapport des quarrés des droi¬
tes SA Sc P 'AI\ mais plus petit que le rapport des quarrés des droites AS
Sc P M. Mais le rapport d’égalité est la limite du rapport des droites P M
Sc FM \ Sc partant aussi celui du rapport de leurs quarrés. Donc aussi le
rapport d’égaliré est la limite du rapport des exposants des rapports dg AS*
&PM a ScàzAS 3 à P1 M' 3. Donc , à plus forte raison, le rapport des
changements simultanés du cylindre ayant AS  pour rayon de fa base & du
solide engendré par la courbe peut approcher de fun ou l’autre des rapports
de AS 3 à P M 2 ou ócAS 3 àP 'jVÍ'1 plus près que n’eu approche aucun rap¬
port assigné plus petit ou plus grand qu’eux. Partant, la limite du rapport
qui règne entre ces changements simultanés est bien celui qui règne entre le
quarré de la droite constante AS Sc le quarré de Tune ou l’autre de deux
ordonnées P M ou F 'M 1. Que le solide variable engendré par la courbe soit
désigné par <5, Sc le cylindre ayant AS  pour rayon de fa base par C. Que
ks abscisses 6c les ordonnées soient désignées par x Sc y . On aura

lim AS
Te

y y A i 1; mais a C — a a a x\ donc lima a aa  Aï
y y . *.

»

ou dí
aa dx

yy Sc dS
yy •
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Substituant dans cette équation différentielle à la place de y  la fonction
de x qu’elle représente 2c qui est donnée par Téquation de la courbe, on
aura une équation différentielle entre S & xt de laquelle on pourra remon¬
ter à leur équation intégrale.

Exemple.  Soit y ~ x m.
yy Donc (§ XIV) : § .i «+ i

ì m -p I

— X lm  X X - yy-1m -p  I im  +

i er  cas.  Soit m un nombre positif quelconque. La courbe généra¬
trice est une parabole ; & le solide paraboloïde est au cylindre de méme base
& de méme hauteur, comme i est à im -f i.

xá cas.  Que m soit un nombre négatif . La courbe génératrice est
une hyperbole rapportée à son asymptote, dont Téquation est y x m zz ba m.

Dans ce cas, comme l’ordonnée répondante à Tablasse o ue rencontre
pas la courbe, soit prise l’origine des abscissesà une distance a du centre à
laquelle réponde Tordonnée b-, ôc  *

soit y (a —j —x') m~ba m
âS _ bba im

yyd* — ' ' (« +xy m

d’où Ton déduit, S zz C

bba lm  Ç (a -|- x)~ 1

(a -+bba :
2. m -

Or le solide cherché doit évanouir lorsque x ZZ o; donc C ZZ

bba2 m a
2. m •

- ab b. donc S ZZ — -— f a b b —.
x <1m — I \

(abb - hJ£ L .') (a -f x ) ZZ■i— I V (a + i) 1”/ 1 '

2 m — i

b b a lm

2 m-

(abb — (a -lf- x ) yy ) .

Savoir, le solide hyperboloïde engendré par un segment hyperbolique
tournant autour dune  asymptote a un rapport donné à la différence des cy¬
lindres engendrés pendant la méme révolution par les deux rectangles qui ont
pour hauteurs les abscisses comptées depuis le centre & pour bases les cercles
dont les rayons font les ordonnées qui terminent ce segment. ,

. O z
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On montre , tout comme dans le § XLII , que lorsque 2. m >_ ioum> ~f
le fuseau hyperboloïde est susceptibled’une limite en grandeur, laquelle est
â mJTj bba,  du côté des x positives, quoiqu’une de íès dimensions, savoir
sa hauteur, ne soit susceptible d’aucune limite, & que du côté des x négati¬
ves ledit solide ne soit susceptibled’aucune limite. Ce fuseau n’cst suscepti¬
ble d’aucune limite lorsque z m est plus petit que l’unité. Et enfin le cas
où z m ~ 1 est réduit à la quadrature de l’hyperbole d’Apollonius ou aux
logarithmes.

§. Lin.
On peut aussi déterminer la cubature des paraboloïdes & des hyperbo-

loïdes d’une manière tout à fait analogue à celle qui a été employée dans les
§ § XLI . XLII . pour la quadrature des paraboles & des hyberboles.

i °. Soit S MP  un segment parabolique tournant autour de l’axe S P.
Par M  soit menée une tangente qui rencontre Taxe en T -, & par le sommet
S soit menée une tangenteS Q.  Soit menée une autre ordonnéeM 1 P'  qui
rencontre en n la tangente M T.  Par M' & n soient menées à l’axe les pa¬
rallèles M 1 Q', nq,  qui rencontrent l’ordonnée P M  cn m -6c n'. Par Aí
soit encore menée la parallèle à TaxeM Q,  qui rencontre M 1 P1 sn ot.

Toute k Figure tournant autour de l’axe S P, le cylindre engendré par
le rectangle Pin & l ’écorce cylindrique engendrée par le rectangle M q font
entr ’eux comme M P 2 x PP' & A1Q x Mn (MP -s - n' P); ou comme
M P 1 x P P ' & MQ  x m n (zMP -J - m 72) ; ou comme M P 3 x — &rán
MQ ( z M P -f - mn ) .

F P* P TOr — zr -77-7 ; donc ce cylindre & cette écorce sont.entéeux com-mn M P J

me MP  x PT ôc M Q ( z M P -j - ot  n) , ou comme MP  x &
z M P -j - m n.

Soit y ~x m, l ’équation de la parabole ; donc ~ — mx
à X Y

m . s

donc, y
d x

x™ 1

áy mx m— » X .
m
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Ou PT ZZ ~ M Q ; &c ~ — ; donc le cylindre & l’écorce
m ^ M Q m J

cylindrique font entr’eux comme -ì- MP &c i Aï P -f - "rn , ou comme

AIPScm (z MP -|- mn).

Partant la limite du premier rapport est égale à la limite du second,
savoir au rapport de r à a rn.  Or le solide engendré par le trapèze para¬
bolique MPP 'M' est la limite du cylindre engendré par le rectangle P m.
Je dis que le solide engendré par l’eípace parabolique M Q Q AI' est auílì la

limite de l’écorce cylindrique engendrée par le rectangle MQqri.

En effet , les écorces engendrées par les rectangles M q & MQ  sont
cntr ’elles comme Ain ' (z M P - f- As ri) ôcAs/ri (z M P -f- M/ri ) ; d ’où il

est aisé de montrer que la limite du rapport de ces écorces est le rapport

d’égaîité : & les écorces engendrées par les rectangles MQ & mÇs  font
entr ’elles comme les droites M Q & w Q , & partant la limite de leur rap¬

port est le rapport d’égalité ; donc à plus forte raison le rapport d’égaliíé est
la limite du rapport du solide engendré par le trapèze MQQ 'M ' & l ’écorce

cylindrique engendrée par As  Q', & partant aussi le rapport d’égalité est la
limite du rapport des solides engendrés par le rectangle M q 6c le trapèze
paraboliques.

Partant , la limite du rapport des solides engendrés par les rectangles
AI P ' 6c Asq est le rapport des solides engendrés parles trapèzes paraboli¬
ques MPP 'M 1& MQQM ';. & partant les solides engendrés par ces deux
trapèzes font entr ’eux dans le rapport constant de i à z m.  Donc auílì
tout le solide engendré par le segment SAIP, est au solide engendré par
l’espace intérieur tS’Af Q , dans le méme rapport constant de i à %m, & le
premier solide est au cylindre engendré par le rectangle SMPQ dans le

rapport de i à z m -j - i.
De méme , soit ( Fig . 16 .) une hyperbole dont l’équation cstMP x SP^

— AB  x SB mì tournant autour de l’asymptote SP.
Par M soit menée la tangente MT y qui rencontre en T l’asymptote

S Pt ôc soit menée MQ ordonnéeà l’autre asymptote. Par un autre point
O 3
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M'  soient menées aux asymptotes les ordonnées M *P \ M 'Q\  dont la pre¬
mière rencontre la tangente en n & M Q en m 8c  à t la seconde rencontre
M P  en m.  Par n soit menée n q ordonnée à l’afymptote S Q 6c qui ren¬
contre M P en n'. Enfin, que M Q, M 'Q , n q,  rencontrent AB,  en
R, R\ r.

Le cylindre engendré par le rectangleM P P m est à l’écorce cylindrique
engendrée par MQq ri,  comme MP 2 x PP ' cíïh SP x Mri  x (MP -j - P ri)  ;
ou comme MP a xPP ' eRkSPx Mri (zMP — Mri)

ou comme MP 2 x ~ est \SP (zMP — M ri)

comme MP 2 x ~ est à PS ( z MP — Mri)

comm cMPx  PT  est à S P {z MP — Mri)
comme M P x — est à a MP — Mri.

Mais, puisque MP x SP m zz AB x SBm; PT zz ~ SP
m

PT  i
( § XVI ) , donc — ZZ — . Donc le cylindre & l’écorce cylindrique
ci - dessus sont entr’eux comme MP & m( z M P — Mri ) , & partant le
rapport limite de ce cylindre 6c de cette écorce est égal au rapport limite de
M P à m(z M P — Mri ) . Mais on montre , tout comme pour la para¬
bole, que la limite du premier rapport est le rapport des solides engendrés
par les trapèzes hyperboliques M P P 1 M'  6c MQQM ', & la limite du
second rapport est le rapport de M P à m x z M P  ou de i à z m.  Donc
le solide engendré par le trapèze M P P 'M'  est au solide engendré par le tra-
père MQQM 1, dans le rapport constant de i à z m;  6c partant le solide
engendré par tout le trapèze AB P'M  est au solide engendré par le trapèze
ADQA1 , dans le même rapport constant de i à z m.  Or sol. ADÇ ) M
zz sol. ADQR -f sol. AMR — cyl .ADSB — cylSBRQ -f.

sol .ABPM—  cy IBP MR zz cyl ADSB — cyl . SPMQ -f sol.
ABPM.  Donc sol. ABPM : cyl . ADSB — cyl . SPMQ -j-  sol.
ABPM ZZ i : im  .
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i " cas.  Soit 2 m < i
sol AB P M : cy\ SPMQ — cylADSB zz r : i — 2. m

Soie 2/rc > 1
sol AB P M : cyl - cyl SPMQ  ZZ 1 : 2 m — 1

3 me cjí.  Soit 2/n z 1
sol AB P M zz cyl ADSB — cyl SPMQ -f MABPM

ou, cyl ADSB zz cyl SPMQ; & partant on ne peut rien con¬
clure de ce moyen pour le solide AB P M.

§. LIV.

II suit de tout ce qui précède,, que la cubature d’un solide de révolution:
peut toujours être réduite à la rectification de la circonférence , & à la qua¬
drature d’une autre courbe , décrite fur le même axe, & dont les ordonnées
sont entr’elles comme les quarrés des ordonnées de la courbe génératrice
correspondantes aux mémes abscisses. Les cylindres inscrits & circonscrits
au solide sont entr’eux comme les rectangles inscrits & circonscrits à la seconde
courbe ; & partant les limites dè ces cylindres font proportionelles aux limi¬
tes de ces rectangles ; ou, les solides engendrés par des trapèzes de la courbe
génératrice font proportionels aux trapèzes correspondants à la seconde cour¬
be ; & tout le solide engendré par la courbe génératrice est proportions à la
surface de la seconde courbe.

Ainsi la cubature du solide engendré par une parabole dont l’équation
est y  zz x m est réduite à la quadrature de la parabole dont l'équation est
y1 — x lm.

t.

§. LV.

On peut encore trouver une suite pour exprimer la grandeur d’un solide
de révolution d’après le HXXIII & d’une manière conforme aux procédés,
développés dans les § § XLV Sc  XLIX.

Soit S  l’expreíïion du solide, lequel est une certaine fonction de x ; ôc
que leurs changements simultanés soient a s ôc &x.

\

v
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PI. II.

On obtient , comme dans les §§ XLV & XLIX,

AS

Et S

Ax  d j
i d x

d s

Ax "1 d d s
I . z.  d .r 2

A * 3 d 3 í A x 4 d 4 s

d d
i . a . d .t +

1 - 2 . Z. d * 3
3 d 3

I . Z. 3,4 . dx 4
x 4 d 4 s

1. a . 3. di 3 1. z.  3 . 4 . d x 4

-j-" »».

—j- ». >

Or

Donc

d s
d x y y y y y désignant la surface du cercle donc y est le rayon.

dd
di 2
d 3 f

d .r 3
d 4 s
d x 4
d 5 í
d x 5

d.y
%y Tx

d X2
I d d y+

d3 y' 1/ •My ijy , íiA
V dx d x2 ^ dx 3/

*OGÍO+ ♦
6cc. . . .

ày
dx

d3 y
dx 3

1 d4y\+ y *a—;
Donc , substituant ces expressions différentielles dans l’expreffion de St

on obtiendra la valeur de S  dans x & y & dans leurs expressions disséren- .
tielles des ordres successifs.

Mais, quoique cette expression soit remarquable, ses termes font sou¬
vent trop compliqués & trop peu convergents pour que son application soit
commode.

§. L VI.

Lorsque la courbe génératrice d’un solide de révolution est rapportée à
un point pris fur Taxe de révolution, la détermination de fa solidité est fon¬
dée sur les mêmes principes.

Soit décomposée la courbe génératrice SMM 1(Fig . r y .) en secteurs
MFM\  dont les angles au sommet MFM 1 croissent uniformément . Du
foyer F  comme centre, avec les rayons F M , F M\  soient décrits les arcs
de cercle Mm %M 'm' -, le solide engendré par le secteur MFM'  est moyen
entre les solides engendrés par les secteurs circulaires MF mt m 1 FM '. Mais
ces deux solides sont entr’eux en raison triplée de leurs dimensions cor¬
respondantes MF &cM F' : 6c le rapport d’égalité est la limite tant du

rapport
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rapport des droite1» M F  6c M 1 F  que de leur rapport triplé ; donc
le rapport d’égalité est aussi la limite du rapport du solide engendré
par le secteur M F M'  à chacun des solides engendrés par les secteurs
M.FM, LcM 1 F m.  Des pointsX  Lc X'  soient abaissées fur SB’  les per¬
pendiculaires XY t X ' Y 1; le solide engendré par le secteur XSX 1 est égal
à un solide pyramidal qui auroit pour hauteur S F  6c pour base la surface en¬
gendrée par l’arc XX ' ; ou à un cône ayant pour hauteur le double de Y Y'
6c pour base le cercle dont S F  est le rayon ; partant l’expression du solide
engendré par le secteur XS X'  est | Y Y'  x S F * (S F*  désignant le cercle
dont S F  est le rayon ) . Soient désignés par S  6c S 1 les solides engendrés
par le secteur dc la courbe SFM y 6c par le secteur circulaire S F X -> 6c

soient as  6c As'  leurs changements simultanés; on obtient lim ^ ~ ~~  ,
F M 3 Ai 3 F M 3

■Tr~> ^ - ‘ -Fr-Ou lim A S

Ou lim

Ou lim

F M 3

| YY'  x SF*
A »

XX'  _
FF —
xr
A *

x ~x' _ A F M 3
FF — - TF
XX'

Mais lim á i
XX'

à s YT6c limd x ' XX'
XY
~SF

Donc d s
: sin x.
F M 3

sin x ; 6c de cette équation différentielle ond x * F s

pourra déduire l’équation intégrale entre s 6c x.

Chapitre Dixième.

Sur la Quadrature des Surfaces courbes des Solides
de Révolution.

§. LVII.

Soit une courbe quelconque tournante autour d’un axe auquel elle est rap¬
portée par des ordonnées perpendiculaires ; je dis que le rapport d’égalité

J?
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