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rapport des droite1» M F  6c M 1 F  que de leur rapport triplé ; donc
le rapport d’égalité est aussi la limite du rapport du solide engendré
par le secteur M F M'  à chacun des solides engendrés par les secteurs
M.FM, LcM 1 F m.  Des pointsX  Lc X'  soient abaissées fur SB’  les per¬
pendiculaires XY t X ' Y 1; le solide engendré par le secteur XSX 1 est égal
à un solide pyramidal qui auroit pour hauteur S F  6c pour base la surface en¬
gendrée par l’arc XX ' ; ou à un cône ayant pour hauteur le double de Y Y'
6c pour base le cercle dont S F  est le rayon ; partant l’expression du solide
engendré par le secteur XS X'  est | Y Y'  x S F * (S F*  désignant le cercle
dont S F  est le rayon ) . Soient désignés par S  6c S 1 les solides engendrés
par le secteur dc la courbe SFM y 6c par le secteur circulaire S F X -> 6c

soient as  6c As'  leurs changements simultanés; on obtient lim ^ ~ ~~  ,
F M 3 Ai 3 F M 3

■Tr~> ^ - ‘ -Fr-Ou lim A S

Ou lim

Ou lim

F M 3

| YY'  x SF*
A »

XX'  _
FF —
xr
A *

x ~x' _ A F M 3
FF — - TF
XX'

Mais lim á i
XX'

à s YT6c limd x ' XX'
XY
~SF

Donc d s
: sin x.
F M 3

sin x ; 6c de cette équation différentielle ond x * F s

pourra déduire l’équation intégrale entre s 6c x.

Chapitre Dixième.

Sur la Quadrature des Surfaces courbes des Solides
de Révolution.

§. LVII.

Soit une courbe quelconque tournante autour d’un axe auquel elle est rap¬
portée par des ordonnées perpendiculaires ; je dis que le rapport d’égalité

J?



est la limite du rapport des surfaces engendrées pendant cette révolution par
tm arc de cette courbe & par fa chorder

Soit MM 1(Fig . xi . ) un arc de courbe engendrant une surface coiìrbe
par fa révolution autour de fa xe>SP,  Par les extrémités M ôc M'  de cet
arc soient menées deux tangentes MT ôc  MT qui se rencontrent en T»
Soient menées les deux ordonnées M P ôc M 'P ôc  la chorde MM ',

i er cas,  Que la courbe soir concave vers saxe S P,
La surface courbe engendrée par la chorde M M!  est égale à un rectan-

gîe qui auroit pour hauteur la chorde M M , ôc  pour base la circonférence
dont le rayon est moyen arithmétique entre M P ôcM 'P ', Donc cette sur¬
face est plus grande que le rectangle qui a pour hauteur MM 1 Ôc  pour base
îa circonférence dont MP  est le rayon, & au contraire elle est plus petite
que le rectangle de même hauteur ayant pour base la circonférence dont
M 'P  est le rayon. Soit T Q perpendiculaire à TaxeS P,  La surface en¬
gendrée par la révolution de M T  est plus petite que ïe rectangle qui a pour
hauteur MT ôc  pour baie la circonférence dont QT  est le rayon ; & h plus
forte raison elle est plus petite que le rectangle quia  pour hauteur MT <Sc
pour base la circonférence dont M 1 P'  est le rayon . Mais la surface engen¬
drée parla révolution de M 'T  est plus petite que le rectangle ayant pour hau¬
teur M ' T & pour base la circonférence dont M ' P'  est le rayon. Donc , à
plus forte raison, la surface courbe engendrée par la révolution des deux
tangentes MT ôc M 'T  est plus petite que le rectangle ayant pour hauteur la
somme des deux tangentes MT ÔcM ' T, ôc  pour base la circonférence dont
MP'  est le rayon ; & au contraire, elle est plus grande que le rectangle de
même hauteur ayant pour base la circonférence dont M P  est le rayon.

Partant le rapport qui règne entre les surfaces engendrées par la chorde
MAT ôc  par les tangentes MT ôc M 'T  est plus grand que le rapport qui
règne entre les rectangles MP  x MM ' ôc (MT -f - M 'T ) MP\  mais plus
petit qrie le rapport qui règne entre les rectangles M P'  x MM 1 ôc
(AÍT -f M 'T ) MP,

O'Jr, le rapport d’cgalité étant la limite de chacun des rapports de MP
IM 'F, & de MAT a AIT -f M ' T ( §. XVII ) , le rapport d’égalité est



aussi la limite des rapports , tant du rectangle M P  X MAT  au rectangle

{AIT -j - M 'T ) Aï P , que du rectangle AI 'P 1 x ATM!  au rectangle
{MT -f - M 'T ) M P ( § VI ) . Donc aussi Je rapport d’égalité est la limite
du rapport des surfaces engendrées par la chorde M M' & par les tangentes

MT & M 'T.  Mais la surface engendrée par l’arc MM'  est moyenne entre
les surfaces engendrées par cette chorde & par ces deux tangentes . Donc,

à plus forte raison , le rapport d’égalité est la limite du rapport de la surface

engendrée par l’arc MM  à chacune des surfaces engendrées par la chorde

M M' & par les tangentes MF ôc M 'T ; & en particulier il est la limite du
rapport de la surface engendrée par l’arc MM' & la surface engendrée par

sa chorde , & partant la première surface est hien la limite de la seconde.

cas.  Que la courbe soit convexe vers Taxe.

En tant que la chorde MM'  est plus petite que la somme des deux tan¬

gentes MT, & M 'T ; la surface engendrée par cette chorde est plus petite

que la somme des surfaces engendrées par ces tangentes ^ mais d’un autre
côté , en tant que cette chorde est plus éloignée de Taxe de révolution , elle

peut engendrer , une surface plus grande que la somme des surfaces engen¬

drées par les tangentes ; & partant il paroît qu’on ne peut pas conclure

comme dans le premier cas. Cependant on peut le faire à plus forte raison.

En effet, íì les deux élémens desqucls dépendent les grandeurs de ces sur¬
faces , tendoient l’un & l’autre à rendre l’urie d’elles plus grande ou plus

petite que l’autre , nous avons vu par lc premier cas que le rapport d’égalité'

feroit la limite de leur rapport ; donc , à plus forte raison , le rapport de ces

deux surfaces pourra - 1- il différer du rapport d ’égalité moins que n’en dif¬

fère aucun rapport proposé , lorsque l’un de ces élémens tendant à éloigner

ce rapport du rapport d’égalité , l’autre élément tendra à s’en rapprocher ou

à s’en éloigner dans un sens opposé . D ’où l’on peut conclure que le rap¬

port d’égalité est aussi la limite du rapport de l’une de ces deux surfaces à la

surface engendrée par Tare de la courbe ; ou qu’il est égal à leur rapport.

Pour mettre cette conclusion dans le plus grand jour , je remarque que

la surface engendrée par l ’arc MAT  est plus petite que la surface courbe
P z



d’un cylindre droit engendrée par un rectangle dont le côté parallèle à Taxe
MM 1 seroic égal à Tare MM \ 6c  dont l'autre côté seroit égal à la plus
grande des ordonnées MP \ 6c  au contraire elle est plus grande que la surface
courbe d’un cylindre droit , engendré par le rectangle dont le côté parallèle
à Taxe est égal à l’arcMM ', & dont l’autre côté est égal à la plus petite des
deux ordonnées M ' P '. Partant la surface courbe engendrée par YarcMM*
tient un milieu entre les surfaces courbes des cylindres droits engendrés par
les rectangles ayant une hauteur égale à Tare M M ' 6c  dont les bases sont les
ordonnées MP 6c M 'P '. Mais la surface courbe engendrée par la chorde
MAI'  est aussi égale à la surface courbe d’un cylindre droit engendré par un
rectangle dont la hauteur est égale à la chorde MM ' 6c  dont la base est
moyenne (arithmétique) entre les ordonnées M P 6cM 1 P'. Et le rapport
d’égalité est la limite des rapports des deux ordonnées MP 6cM 'P \ 6c  à
plus forte raison de deux droites qui sont l’une 6c  l’autre moyennes entre ces
ordonnées ; 6c  le rapport d’égalité est aussi la limite du rapport de Yarc MM 1
6c  de fa chorde. Donc le rapport d’égalité est la limite du rapport de la
surface engendrée par l’arc 6c  par sa chorde ( H. VI ) ; ou, la surface engen¬
drée par l’arc est la limite de la surface engendrée par la chorde.

Soit l’abscisse S P ZZ x SP ' ZZ x- 1~ ax

l’ordonnée MP ZZ y AI 'P 1 ZZ y + Ay.

chorde MM ' ZZ K (aP -f Ay3) — a*  K ( r +
La surface courbe engendrée par la chorde MM 1 est proportionne

(y±i *y) «K ( : + ■

Soit un rectangle ayant pour côté constant une droite a, 6c  pour autre
côté varia ble l’abscisseS P , & que ce rectangle tourne autour de Taxe S P
en môme te ms que la courbe. La surface courbe engendrée par la chorde
Aï M ' fera  à la surface courbe du cylindre engendré en mérne tems par le

rectangle ayant pour hauteur P P ', comme (y + Ay) ax1/ ^ i -j-
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est à a Ax ; ou comme (y±Ay) 1/ Çi -j - est à <r; ou comme

(y ± Ay) V s * +- - - - - — est à l’umté.a

Soit S  la surface engendrée par la courbe, & C la surface engendrée par
le cylindre,

E» k±3jLk±EÙ. - «On a lîm.
A S
~c a d*

OU y V (1 + = 77 .

Partant , substituant à y la fonction de x donnée par séquation de la
courbe génératrice, on obtient l’équacion différentielle entre S Sc  x, de la¬
quelle on peut déterminer leur relation intégrale.

Exemple. Soit yy ZZ r r  —
sphère.
d r _ _
àx

1
'•C|H

d y2 xx ,
T~T — — » 1 ~f-Qx* y y 4

& V  ( 1 —j*- dy 2\ _ _ r
«**V — y '

d y 2
d z 2 I +

** + yy rr
yy yy yy

Donc y V (1 + 7-77) = y x zz n Partant ^ = r;
&

partant S — rx.  Ce qui s’acorde avec ce qui est connu dans les élémens,

§. LVIII,

On montre , tout comme dans les § § XLV Sc XLIX , qu'une surface
courbe de révolution peut être déterminée par une suite déduite du § XXIII,

On obtient
xS:

Or, puisque

d§
d .r
d S
d x

z2 Us ,
i .a. d z 2 “f“

3 d '3 S! d * s

1. a. 3. d z 3

yK C1+ îi)
1.2. Z.q. dz 4

P 3



á

aas
d7 ®

d3s
dï 3

/ *r <í i jy x
*v fl +  4 - —y*
1 ^ d*’; y0 +:-fD

0

d dy
dx 2

. *yx _J-
r j , i .

d y a d J i
2. X . X

+

y (  i 4- 4- „_ !LL___diL
1 + i **; + v  C - + £ )

«Œ0‘
d y d * y

V X - X - 7
J  d x d » î

dJ_
d x 2

^o + g ) Q + sy
D ’où l’on voit que cette suite devient íì compliquée , qu’elle ne peur

être d ’aucune application commode.

H. LIX.

La détermination des surfaces courbes de révolution peut toujours être
réduite à la rectification de la circonférence du cercle, & à la quadrature
d’une surface plane dont î’équation est déterminée par celle de la courbe
génératrice.

En effet, sur l’axe 51P  soit décrite une courbe SS 'JVN' t dont les or¬
données PN 4 P 'N'  soient respectivement égales aux normales dans les
points M & M*  de la courbe génératrice ; je dis que la surface courbe en¬
gendrée par l’arc S M  tournant autour de S P,  est à la surface SPN  de la
seconde courbe, dans le rapport constant de la circonférence d’un cercle à
son rayon.

En effet, la normale au point M  est y y (\ -f - . Partant,

désignant par S 'la surface de S N  P, on aura ^ zz NP ~ y -f

( § XL ) .

Mais £ - *y V ( . + £ £ ) -

Donc — zr 2T. Ou le rapport différentiel de la surface engendrée

par la révolution de la première courbe, à la surface de la seconde, est celui
, \ *
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de k circonférence dson cercle à son rayon, 6c partant ces deux surfaces sont
entr ’elles dans le méme rapport constant-

§. LX-

De même qu’on détermine fa nature d’uner courbe toute située sor utï
même plan, en la rapportant à deux droites faisant entr’elles un angle donné
p»ex. un angle droit j par des coordonnées à ces deux droites : on détermi¬
nera de même la nature d’une surface courbe, & celles des courbes qu’on

peut tracer fur elles & qui ne peuvent pas être placées fur un même plan; en
les rapportant à deux plans p. ex. perpendiculaires l’un à l’autre, & en com¬
parant non seulement les perpendiculaires abaisiecs sor ces plans des points
de cette surface ou de cette courbe ( dite à double courbure ) ; mais encore

en rapportant les pieds de ces perpendiculaires sor ces plans, à des droites
fixes prises fur les mêmes plans, p. ex. deux droites perpendiculaires l’une &
l’autre à leur commune section, ou, ce qui revient au même, à un troisième
plan perpendiculaire aux deux premiers. On obtient ainsi sor les deux pre¬
miers plans les projections de la courbe à double courbure , Sc de la connoif-

fance de ces projections on remonte à déterminer la nature mêtne de cetto
dernière-

P . ex. Les projections des tangentes 6c sécantes d’une courbe â double
courbure sont aussi tangentes & sécantes à ces projections, Sc en particulier
la connoisiancc des tangentes de ces dernières sert à déterminer les tangentes

des premières. Qu’il me suffise de m’occuper de ce soûl exemple de la théo¬
rie des courbes à double courbure, aisez: connue depuis le bel ouvrage do
Clairaut.

Soit AQ ( Fig. 2. r.. ) la commune section de deux plans perpendiculai¬
res l'un à l’autre, ScA  l’oiigine commune des axes de deux courbes qui font
les projections d’une courbe à double courbure sor les deux plans. Soit M
un point de la courbe à double courbure , duquel soit abuissee sor un des
plans la perpendiculaire MP ; du pied P de cette perpendiculaire soit abaiísoe
íur Taxe commun la perpendiculaire P Q. Les droites P Q & A Q seront
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ks coordonnées de la projection de ía courbe proposée fur ce plan ; 2c les
droites M P & A Q seront !es coordonnées de la projection de la méme
courbe fur l’autre plan. Soit M'  un autre point de la courbe duquel soit
abaissée la perpendiculaire M 1 P'; & du point P  soit la perpendiculaireP 'Q'.
Soient menées les droites P P 'y M M '. Les droites M P , M ' P ', perpen¬
diculaires à un méme plan, sont parallèles entr ’elles, partant le quadrilatère
M P P ' M'  est tout dans un même plan; donc en particulier les droites PP\
M M 'y sont dans un même plan. Que ces droites se rencontrent en S,
Soient M 'm, P 'p perpendiculaires à VifP , P Q , & que P F  rencontre
AQ_  en <5. Soit AQ — xt PQ — y ; MP  m {; soit Q Q' — ajt,

Pp ~ Ay& Mm ~ &{ysQzZy  x ^ ; P P ' — M 'm ZZ 1/ (a* s -f - Ay*)

- - Ar V + Ê7O * ^ eS trianSles MmM 'y MPS  sont sembla¬

bles. Partant Mm ; M 'm ZZ MP : PS t ou ; Ax  J/ ^ z -f-

= î : P*
donc PS ZZ- { x

Donc la projection de la sécante MS  sur le plan A P Q est toujours

5 V • Or la projection PT  de la  tangente MT  est ía

limite de la projection de la sécante ; donc la projection PT  de la tangente.

A x

A l

M T  est exprimée par la limite de la quantité s V -j - — , ou  p at
/ Sàx 2 dv 2 X ^

rv Cïp+ ck ) •
Item , Impression du quarté de la chorde MM' est Mm * -j- M 'm*

— ax 3 -s - Ay* -f - a £*. . . Donc le rapport de cette chorde à Q Q' ou

Ar est celui de K ( 1 -f- ^ + ~rs)  à l’unité, Sc le rapport différen¬

tiel de Tare de la courbe à double courbure à l’abscisseA P  est celui de

17  C 1 + ë 2 + !u0 àI ’unué*
Au
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Au reste , quoique cette manière de déterminer les affections des cour¬
bes à double courbure , en les rapportant à trois plans, soit la plus générale,
elle n’est pas toujours la plus commode dans les cas particuliers . Je n’en
citerai pour exemple que les loxodromiques tracées fur la surface d’une
sphère , donc il est plus court âc plus lumineux de Yoccuper immédiatement
que de les rapporter à d’autres surfaces.

n Chapitre Onzième.

Sur P Infini & sur les différentes expositions des Principes
des Calculs supérieurs.

D ns tout ce qui précède je me fuis efforcé de montrer que les calculs ap¬
pelés supérieurs sont indépendants de toute idée de l’infini, soit en grandeur,
soit en petitesse ; & je me fuis proposé de répondre à sintention ( qui m’a
paru être la principale ) de mes juges, en développant d’une manière plus
étendue & plus rigoureuse que je crois qu’on ne l’a fait jusqu ’à présent , les
nombreuses conséquences des principes lumineux élémentaires & vraiment
mathématiques contenus dans le premier Chapitre ; & tout particulièrement
de ceux qui sont contenus dans les § § V. VTI. a.  Si des quantités varia¬
bles, susceptibles de limites , ont entr ’elles un rapport constant , leurs limites
sent entr ’elles dans ce même rapport : & si des quantités variables , suscepti¬
bles de limites , ont entr ’elles un rapport variable , mais de manière que leur
rapport variable soit lui - même susceptible de limites , les limites de ces quan¬
tités sont entr ’elles dans ce rapport limite.

Ces principes me paroissant incontestables , «Sc démontrés avec la rigueur
mathématique , je ne puis prévoir les difficultés qu’on pourroit élever con-
tr ’eux & contre leurs applications . Je pourrois donc regarder comme rem¬
plie la tâche que je m’étois imposée , en traitant la question proposée par l’il-
lustre Corps littéraire auquel j’ai l’honneur de présenter mon travail , s’H
n’avoit demandé en même te ms qu’on examinât la nature d'un être qui
échappe peut - être à tout examen ; ou du moins à tout examen fait par une

Q
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