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rapport des droites MF & M'F que de leur rapport triplé; donc
le rapport d'¢galité eft aufli la limite du rapporc du folide engendré
par le feCteur MFM' & chacun des folides engendrés par les fe@eurs
MFM, & M'Fm. Des points X & X' foient abaiffées fur §'F les per-
pendiculaires X ¥, X'¥"; le folide engendré par le fe@teur X8 X" eft égal
3 un folide pyramidal qui auroit pour hauteur §'F & pour bafe la furface en-
gendrée par arc X .X'; ou & un cone ayant pour hauteur le double de ¥ ¥
& pour bafe le cercle dont S F eft le rayon; partant Pexpreffion du folide
engendré par le fe&teur X 8 X' eft % Y Xlews S (S P défignant le cercle
dont § Feft le rayon).  Soient défignés par § & ' les folides engendrés
par le fefeur de la courbe S FM, & par le fe&eur circulaire S FX; &

¥ i A FpMa
foient A s & A s’ leurschangements fimultanés ; on obtient lim e

gl ﬁ_i ’
- As FM3 " At FMms3
(it whnatis TN B e A
Ou lim TYY X SFT — S ou 3 i
3
B T 1)
OH hm ¥y — 32 TS—'-".
XX’
A=
. Eﬁ._'_.i.: FM M As d s g ¥y ¥ %
Oulm == — 2 . Mais lim—— — 2°. B
5 Wamep ¥, ! A’Y*‘—dx’&hmx,\f' ]
xx
= fin"x.
ds F M3 . ey :
Donc = = § —— fin x; & dc cette équation différenticllc on

pourra déduire I'équation intégrale entre s & x.

Cuarirre Dixiiime.
Sur la Quadrature des Surfaces courbes des Solides
de Révolution.
§l L V II.

Soit une courbe quelconque tournante autour d’un axe auquel elle eft rap-
portée par des ordonnées perpendiculaires; je dis que le rapport d'¢galicé
1)
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eft 1a fimite du rapport des furfaces engendrées pendant cette révolution par
un arc de cette courbe & par fa chorde.

Soit MM' (Fig.21.) un arc de courbe engendrant une furface courbe
par {a révolution autour de Vaxe S P.  Par les extrémités M & M' de cet
arc foient menées deux tangentes MT & M'T" qui fe rencontrent en 1.
Soient menées fes deux ordonnées M P & M'P & la chorde MM'.

1 cas. Que la courbe foir concave vers I'axe § P.

La furface courbe engendrée par la chorde MM’ eft égale & un reftan-~

gle qui auroit pour hauteur la chorde MM, & pour bafe la circonférence

dont le rayon cft moyen arithmétique entre MP & M'P'. Donc cette fur-
face cft plus grande que le reftangle qui a pour hauteur M M' & pour bale
Ia circonférence dont M P eft le rayon, & au contraire clle eft plus petite
que le re&tangle de méme hauteur ayant pour bafe la circonférence dont
M'P eft le rayon, Soit T’ Q perpendiculaire & Paxe S P.  La furface en-
gendrée par la révolution de M T eft plus petite que fe rectangle qui a pour
hauteur MT & pour bafe la circonférence dont QT eft le rayon; & & plus
forre raifon elle eft plus petite que le reGangle qui a pour hauteur MT' &
pour bafe la circonférence dont M’ P’ eft le rayon.  Mais la furface engen-
drée parla révolution de M'T" cft plus petite que le rectangle ayant pour hau-
teur M' T & pour baft la circonférence dont M’ P’ eft le rayon.  Donc,
plus forte raifon, la furface courbe engendrée par Ja révolution des deux
rangentes M T & M'T eft plus petite que le rectangle ayant pour hauteur la
fomme des deux tangentes M 1" & M' T, & pour bafe la circonférence dont
M'P’ eft le rayon; & au contraire, elle eft plus grande que le reftangle de
méme hauteur ayant pour bafe l2 circonférence dont M P eft le rayon.

Partant le rappore qui régne entre les furfaces engendrées par la chorde
MM’ & par fes tangentes M T & M'T eft plus grand que le rapport qui
régne entre les reangles MP x MM' & (MT -+ M'T) M'P, mais plus
petit que le rapport qui regne entre les rectangles M P x MM' &
(MT 4+ M'TY MP.

O, le rapport d'égalité érant la limite de chacun des rapports de M P
M P, & de MM' 3 MT - M'T (§. XVII), le rappore d’égalicé eft
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auffi la fimite des rapports, tant du reGangle MP x MM’ au reftangle
(MT 4 M'T) MP, que du re&angle M'P' x MM' au redangle
(MT 4 M'T) MP(§ VI). Donc auffi le rapport d'égalité eft la limice
du rapport des furfaces engendrées par la chorde M M' & par les tangentes
MT & M'T. Mais la furface engendrée par Parc MM’ eft moyenne entre
les furfaces engendrées par cette chorde & par ces deux tangentes.  Donc,
A plus forte raifon, le rapport dégalité eft la flimite du rapport de la furface
engendrée par Parc MM’ A chacune des furfaces engendrées par la chorde
MM’ & par les tangeotes MF & MT'; & en parviculier il cft la limite du
rapport de la furface engendrée par l'arc MM' & la furface engendrée par
fa chorde, & partant la premidre furface eft bicn la limite de Ia feconde.

2% cas. Que la courbe foit convexe vers laxe,

En tant que la chorde MM cft plus petite que la fomme des deux tan-
gentes MT', & M'T’; la furface engéndrce par cette chorde cft plus peare
que la fomme des furfaces engendrées par ces tangentes: mais d'un autre
cbié, en rant que cette chorde eft plus éloignée de l'axe de révoludion, clle
peut engendrer, une furface plus grande que la fomme des furfaces engen-
drées par les tangentes; & partant il paroit qu'on pe peut pas conclure
comme dans le premier cas.  Cependant on peut le faire & plus forte raifon.
En effer, files deux élémens desquels dépendent les grandeurs de ces fur-
faces, tendoient Pun & lautre A rendre I'une dlelles plus grande ou plus
petite que lautre, nous avons vu par le premier cas que le rapporc d'égalité’
{eroit la limite de lcur rapporr; donc, A plus forte raifon, le rapport de ces
deux furfaces pourra-t - il différer du rapport d’égalité moins que n'en dif-
fere aucun rappore propofé, lorsque I'un de ces élémens tendant & Eloigner
ce rapport du rapport d'égalité, Tautre élément tendra & s'en rapprocher ou
3 s'en éloigner dans un fens oppofé.  D’ou 'on peut conclure que le rap-
port d'¢galité eft auffi la limite du rapport de Y'une de ces deux furfaces A la
furface engendrée par P'arc de la courbe; ou qu'il eft égal & leur rapport,

Pour mettre cette conclufion dans le plus grand jour, je remarque quc
la furface engendrée par l'arc MM’ cft plus petite que la furface courbe
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d’un cy‘.li'nd'rc droit engendrée par un retangle dont le coré paralltle & Paxe
MM’ feroit égal & Parc MM', & dont Vautre cbté feroit égal a laplus
grande des ordonnées MP; & au contraire elle eft plus grande que la furface
courbe d’'un cylindre droit, engendré par le re@angle dont le cbté paralléle
a laxe eft égal & Parc MM, & dont Pautre cté cft égal A Ia plus petite des
deux ordonnées M’ P'. Partant la furface courbe engendrée par P'arc MM’
tient un milieu entre les furfaces courbes des cylindres droits engendrés par
les rectangles ayant une hautcur égale & P'arc MM’ & dont les bafes font les
ordonnées MP & M'P. Mais la furface courbe engendrée par la chorde
MM eft auffi égale A la furface courbe d’un cylindre droit engendré par un
rectangle dont la hauteur eft égale A la chorde MM’ & dont la bafe cft
moyenne (arithmérique) entre les ordonnées MP & M'P. Et le rapport
d’égalicé cft la limite des rapports des deux ordonnées MP & M'P, & &
plus forte raifon de deux droites qui font Pune & Pautre moyennes entre ces
ordonnées; & le rapport d’égalité eft auffi la limite du rapport de Parc M M’
& dc fachorde.  Donc le rapport dégalité eft la limite du rapport de la
furface engendrée par V'arc & par fa chorde (§.VI); ou, la furface engen-
dréc par l'arc eft la limite de la furface engendrée par la chorde.

Soit I'abfcife SP = x SP — x| ax
lordopnée MP — y M'P — y * ay.
chorde MM' = V' (ax* 4~ ay®) — ax V/ (r o c‘-‘l.v’) A

Ax?

La furface courbe engendrée par la chorde MM’ ¢ft proportionelle
X ‘Q; 2 -
(y £3ay) axV (1 4 22).

Soit un re@angle ayant pour cté conflant une droite ¢, & pour autre
cbté variable Pabfciffe S P, & que ce retangle tourne autour de P'axe S P
¢n méme tems que la courbe. * La furface courbe engendrée par la chorde
MM’ fera 2 la furface courbe du cylindre engendré en méme tems par le

reftangle ayant pour hauteur PP, comme (y + ay) ax]/(: -+ i_;)
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eft hasx; oncomme (y +ay) V(: -+ 5::_5) eft & 2; ou eomme
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2 oft A Punité.

Soit S la furface engendrée par la courbe, & Cla furface engendrée par

Ie cylindre.
(ri.ﬁy)V(:r;,-::j) as

e :
On a lim. —, — Im — —
afl a adzx

dy?N . dS
ou _y]/(: +Iﬁ)_3_x'
Partant, fubfticuant & y la fon&ion de x donnée par Péquation de la

courbe génératrice, on obtient 'équation diffcrenticlle entre § & x, de la-
quelle on peut dérerminer leur relation intégrale.

Exemple, Soit yy — rr — xx, ou, que l¢ folide engendré foit une

fphere.

dy-—- x dy¥ = ey e xr xx -+ ¥y re.

de o o T AB N ey T 3 +ny Y "
dy* e

&V(l _}_dxz)__;'v

V s ol P . o A
Donc ¥ l+§}7 __yx;__r. artantﬂ_r,

partant § —— rx.  Ce qui sacorde avec ce qui eft connu dans les élémens,

§. LVIIL

On montre, tout comme dans les §§ XLV & XLIX, qu'une furface
courbe de révolution peut étre déterminée par une fuite déduite du § XXIIL

On obtient

ds 2
B by YT Y
dx 1.2, C

285" 43§ z4 de§ s
2.3, da3 3.2.3:4. dx4 =
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B drx dz3 Y dz? de?
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" e B it ac
( +|l:r ( +,_{13

D'otr 'on voit que cette fuite devient fi compliquée, qu’elle ne peus
étre d’aucune application commode,

§. LIX.

La détermination des furfaces courbes de révolution peut toujours érre
réduite 4 la re@ification de la circonférence du cercle, & A la quadrature
d’'une furface plane dont I'équation eft déterminée par celle de la courbe
génératrice.

En cffet; fur Vaxe § P foit décrite une courbe §S' N N', dont les or-
données PN, P'N' foient refpe@ivement €gales aux normales dans les
points M & M’ de la courbe génératrice; je dis que la furface courbe en-
gendrée par Pate 8" M tournant autour de S'P, eft 3 lafurface SPN de la
fccondc courbe, dans le rapport conftant de la circonférence d’un cercle &

{fon rayon.

En effet, 1a normale au point M eft y 1/ ( ot ‘L".) Partant,

défignant par.§’ lafurface de SV P, on aura g—; wiNPics y]/( _|_‘“
(§ XL).

Maﬂ—;:wy]/( + >

ds e : ,
Donc - = =. Ou le rapport d:H'urr:nrlcl de la furface engendrée

par la révolution de la premicre courbe, i la furface de la feconde, eft celui
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de la-circonférence d’un cercle 4 fon rayon, & partant ces deux {urfaces fonc
entr’clles dans le méme rapport conftant.

§. LX.

De méme qu'on détermine Ta nature d'une courbe toute fituée fur um
méme plan, en la rapportant & deux droites faifant encr’elles un angle donné
p- ex. un angle droit; par des coordonnées } ces deux droites: on détermi-
nera de méme la nature, d’une furface courbe, & celles des courbes qu'on
peu tracer fur elles & qui ne peuvent pas Ctre placées fur un méme plan; en
les rapportant i deux plans p. ex. perpendiculaires I'un & 'autre, & en com-
parant non feulement les perpendiculaires abaiffées fur ces plans des points
de cette furface oude cette courbe (dite 3 double courbure ); mais encore
en rapportant les pieds de ces perpendiculuires fur ces plans, & des droites
fixes prifes fur les mémes plans, p. ex. deux droites perpendiculaires l'une &
Pautre 4 leur commune fe&ion, ou, ce qui revient au méme, 4 un troifitme
plan perpendiculaire aux deux premiers. ~ On obtient ainfi fur les dcux pre=
miers plans les projetions de la courbe 4 double courbure, & de la connoif-
fince de ces proje&ions on remonte & déterminer la nature méme de cette
derniére. .

P. ex. Les proje&ions des tangentes & fécantes d’une courbe & double
courbure font auffi tangentes & fecantes & ces projc&ions; & en particulier
la connoiflance des tangentes de ces dernitres fere & déterminer les tangentes
des premiéres. Qu’il me fuffife de m’occuper de ce feul exemple de la théo-
ric des courbes 3 double courbure, aflcz connue depuis le bel ouyrage de
Clairaut.

Soit .4 Q (Fig.2.2.) la commune feftion de deux plans perpendiculai-
res Pun A Pauwre, & A Porigine commune des axes de deux courbes qui font
Ies projecions d’une courbe 3 double courbure fur les deux plans.”  Soit M
un point de la courbe 2 double courbure, duquel foit abuiffee {ur un des
plans la perpendiculaire M P; du picd P de cette perpendiculaire foic abaiflce
fur Paxe commun la perpendiculaire P Q. Les droites P Q & A Q feront
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1¢§ coordonnées de fa projection de fa courb: propofée fur ce plan; & les
droites MP & AQ feront les coordonnées.de la proje@ion de la méme
courbe fur I'autre plan.  Soit M’ un autre point de la courbe duquel foit
abaiffée la perpendiculaire M’ P';.& du point P foit la perpendiculaire P'Q.
Soient menées les droites PP, MM'.  Les droites M P, M'P', perpen-
diculaires 3 un méme plan, font paralltles entrelles, partant le quadrilatére
MP P' M eft tout dans un méme plan: donc en particulier les droites PP,
MM', fonr dans un méme plan. Que ces droites fe rencontrent en S,
.- Soient M'm, P'p perpendiculaires 3 M P, PQ, & que PP rencontre
i AQen 8. Soit AQ —x, PQ —y; MP — z; foit QQ = ax,
Pp = ay&Mm — A7,sQ "y x E; PP —Mm =V (ax* 4 ay*)

! — ax V (I s ?;vq). Les triangles MmM', MP S font fembla-

bles.  Partant Mm : M'n == MP.: PS, ou az:Aax I/( + M* |

—7: PS;
i donc. P§ = 7 X 1 —l— == ] &= ¥R V( - :{_
Donc: la projection de la [ccanrﬁ M9 fur le plan APQ eft roujours

s, (irm i, ____) Or la proje&ion PT' de la tangente MT eﬂ- la

fimite de la projection de la fécante; donc la projection PT" de la tangente
MT eft exprimée par la limite de la quantité 7 V (iﬁ |- 3’_-3'_2) ou par
P T a2 )

Z-l {V (__ + dy ~
Item, lexprc[ﬁon du quarré de la chorde M M' eft Mm* - M'm*
i — ax* 4 ay* 4 a7%... Donc le rapporc de cette chorde & Q Q' ou

FI‘ ax eft celuide V/ (  — A:" e A I'unité, & le rapport différen-
!}1;' tiel de Tarc de la courbc A double courbure & V'abfcifle 4 P eft celui de

E V(2 + T ) A Punité,
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Aurelte, quoique cerre manitre de décerminer les affe@ions des cour-
bes A double courbure, en les rapportant a trois plans, foit la plus générale,
elle n’cft pas toujours la plus commode dans les cas particuliers.  Je n'en
citerai pour exemple que les loxodromiques tracées fur la furface d’une
fphere, - donril eft plus court & plus lumineux de s'occuper immédiatement
que de les rapporter A d'autres furfaces.

CuaritrRE ONzrimn.

Sur PInfini & fur les différentes expofitions des Principes
des Calculs fqu’riaﬂzf.

Duns tout ce qui précede je me fuis cfforcé de montrer que les calculs ap-
pelés fupérieurs font indépendants de toute idée de linfini, foic en grandeur,
foic en petitefle; & je me fuis propofé de répondre A l'intention (qui m’a
paru éue la principale) de mes juges, en développant d'unc manitre plus
éeendue & plus rigoureufe que je crois qu'on ne I'a fait jusqu'd préfent, les
nombreufes conféquences des principes lumineux élémentaires & vraiment
mathématiques contenus daas le premier Chapitre; & tout particulitrement
de ceux qui font contenus daas les § § V. VIL a.  Si des quanticés varia-
bles, fufceptibles de limites, ont entr’elles un rapport conftant, leurs limites
font entr’elles dans ce méme rapport: & fi des quantités variables, fufcepti-
bles de limites, ont entr’elles un rapport variable, mais de maniere que leur
rapport variable foit lui - méme fufceptible de limites, les limites de ces quan-
tités font entr’elles dans ce rapport limite.

Ces principes me paroiflant inconteftables, & démontrés avec fa rigueur
mathématique, je ne puis prévoir les difficultés qu'on pourroit élever con-
tr'eux & contre leurs applications. Je pourrois donc regarder comme rem-
plie la tiche que je m’érois impolée, en traitant la queltion propofée par l'il-
luftre Corps. littéraire auquel j'ai 'honneur de préfenter mon travail, sl
n'avoit demandé en méme tems quon examindc la mature d'un éere qui
échappe peut-éere A tout examen; ou du meins A tout examen fair par une
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