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Addition
à FExpofition élémentaire

des Pr incip es des Calculs fupér ieurs 3
envoyée

à l’Académie Royale des Sciences & Belles - Lettres de Prusse,
fous la Devise

P Infini ejì h goufre ou fe perdent nos pensées.

(Conformément à la demande de l’illustre Corps littéraire auquel j'ai en

l’honneur d’envoyer mon Mémoire fur l'Infiui mathématique , j’ai cru devoir

m’y borner à une exposition lumineuse des Principes des Calculs supérieurs,
fie ne pas entrer dans des détails de calcul qui meuroient éloigné de mon but

principal. Je ne prendrois donc pas la liberté de lui adresser cette légère ad¬

dition, si elle n’étoit étroitement liée avec une proposition qui a servi de base

à la plus grande partie de mon Mémoire , fie si elfe ne fervoit à faire mieux

sentir combien il étoic important de la démontrer d'une manière claire fie

rigoureuse.
Dans la Lettre Xî me  de la Correspondance allemande de Mrs. Lambert

fic Rolland (dont je viens de faire la lecture) ce dernier (également distingué

par ses connoissances mathématiques fic par la justesse fic la profondeur de fa

philosophie) s’exprime comme i! fuit. *) Ich habe bejonders âurch die ber-

noullische(Reihe ) finden wollen: ob'sich nicht kônnte f. y m dx aus Cy  d x;
Bb 3

*) C’est à dire : J ’ai voulu trouvèr par la fuite de Bernoulli, fì de l’intégrale f.y dx on ne pourrait pas

déduire l’intégrale f. y m dx;  ou , ce que je désirais tout particulièrement , l’intégrale  f . xy  dx.

Mais jus qu'à présent toutes mes recherches à cet égard ont été inutiles . Sì cette comparaison est

généralement possible, ( « dont je doute encore) j ’en regarde la découverte comme une des plus im¬

portantes qu’on puisse faire pour l’avancement du Calcul intégral,
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odcry -wtlch.es ich befonâers wiìnschtey f. xy dx aus  s . y d x , finden lajscn.
Mein Bemiihen war sruchtlos , wie es noch aile mtine Unterfuchungen in die-

sem Punkt gewesen fìnd . Wetm diese Vergleichung allgemeìn môglich ifl,
( woran ich noch çweijle) , fo sehe ich die Entdeckung derselben sur eine dtr
wichtigsen 4/2, die man %ur Erweiterung der Jntegal -Rechnung machen kann.

II seroit étonnant que les vœux 6c les tentatives de Mr.HolJand n’eussent
pas engagé Mr. Lambert à s’occuper de cet objet . Cependant , dans fa ré¬
ponse il ne relève point cet endroit remarquable de la lettre de son ami.
Auroit - il donc regardé comme peu importante une recherche qui ne tend à
rien moins qu’à réduire au simple calcul différentiel une grande partie du
calcul intégral ? La facilité extrême avec laquelle les vœux de Mr. Holland
peuvent être remplis, ne me laisse aucun doute fur le succès qu’auroit eu un
mathématicien tel que Mr. Lambert, s’il s’en fût occupé.

Le théorème de Taylor , développé 6c démontré (indépendamment de
toute idée de l’infini) dans le Chap. IIÍ me  de mon Mémoire, sert de base aux
propositions les plus importantes qui y font contenues . Dans le Chap. Vif 3*
j’en ai déduit immédiatement la fuite de Bernoulli, ou la quadrature des cour¬
bes ; 6c dan; les Chap. VIII , IX 6cX j’en ai montré l’application à la rectifi¬
cation des courbes , à la cubature des solides de révolution, 6c à la quadra¬
ture de leurs surfaces. Savoir , ( pour m’en tenir aux expressions de mon

Mémoire,) j’en ai déduit les valeurs de P , lorsque les valeurs de ^ fonC

respectivement y, K (̂ i 77 1 6c 7 ^ Ç 1 ~h . Ou bien,
(pour parler le langage commode adopté, ) j’en ai déduit les intégrales de
y dx , l/ ( d *’ - f- dy a) , yjdx , 6c y V/ (dx *-f - dy 2) . Le procédé que
j’ai suivi dans ces cas particuliers, prut être généralisé. Mais, pour m’en
tenir au désir de Mr.Holland, je vais partir de la fuite de Bernoulli, recon¬
nue démontrée de la manière requise par l’Académie ; d’autant plus que les
deux déductions (par le théorème de Taylor immédiatement , 6c par la fuite
de Bernoulli) nc diffèrent que dans le début.
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Far la suite de Bernoulli : lorsque
dP

{ ; ou P zzí . { dx (suivant

^expression adoptée) P

+ d4 ;
l X

.6

1. 2 d X
d*{

í + -X 1 I.
ddf

2. Z d;
x* d 3 1

I. 2.3. 4

I. 2. 3. 4. J d*4 1. 2. 3. 4 . 5. 6 dxs -f * & C. . .

,Cette fuite jiyant lieu, quelle que soit la valeur de ( simple ou com¬
posée, rationeíle ou irrationelle, algébrique ou transcendante ), pourvu qu’on
puisse obtenir les exposants des rapports différentiels successifs de £ & de x :
lorsque £ fera une quantité complexe, les exposants des rapports différen¬
tiels successifs de î 2c de x,  au lieu de se présenter sous une forme simple,
pourront se présenter sous la forme de quantités composées, mais de manière
que l’cxpreísion de P  ne différera que par la complication de ses termes, dc
son expression dans le cas où s est une quantité simple.

Je vais éclaircir cette assertion générale par les deux formules que Mr.
Holland a prises pour exemples.

dPSoit d x

Partant d j
dx

àd  j
dT 2

d 3 {
dx3

tli
dx*

ds f
di s

il?
dx a

Z xy : ou , P zz Cxy dx.  Soit {

+  d yX — .
dx

A -r  >

XJ'

dx
ddy
dx 2

d̂ y
dx

d4y 1zz  s —- -f- x- / Ay*  >àx‘

6^
d*s

dx2

, d3 y+

£ 4 . x ïll
3 d * 4

dSy
d*5

-f - x ~ &c . 6cc. &c. . .

Dans la fuite de Bernoulli, substituant à £ Sc  aux exposants des rap¬
ports différentiels de s Lc de x leurs valeurs en y ôc xt on obtient
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P ~ xxy
xxy
i . %

x3 dy
I . l àx

. ix 3 dy . x *- ddy
' 1,1 .3 dx ' â .r.z dr 2

3 x 4 d dy

1 4 x ~_ ;^ _y 1

* x. 1. 3.4. ; dx 3 **i ~ 1,1 . 3. 4, j

1. 2. 3. 4 d* 2
d3 y

* s d 3y
X. l . 3 . 4 dx 4

d4y

.3 .4. J dx 3 * 1 . 1. 3. 4. ; dx 4
j xe d 4y

1. 1. 3.4. J.6 dr 4
6 x 7 d 5 y

1. 1. 3. 4. 6. 7 dr 5

d*

+
xxy
1. z

■3 dy • x4 d dy
' i . a . V*

1. 1. 3. 4. 5. 6 d**

-f- &c. &c. &c. . .

c 5 d 3 y

1. 1. 3 dx

+
3.4 dx 2
d4y

1. 1. 3. 4. 5 dx 3
^ 7

a°. Soit
dP
d x

Partant ^ ” m y " ' .dx J dx

dd {
d x2

d3 { __
dT 3 —

X. l . 3. 4. $.6 dx 4 1 . 1. 3. 4. j . 6. 7 dx s

y mi ou P ZZ C.y m âx.  Soit { ~ j m.
dy

d5 y ,
v? “ r -

m . m

m. m— 1 . m

-f - m. m — ■1 . y

i y ™"1 ^ -f - my m~~17 dx 2 ' ' dx 2

dy 3
dx 3ay * } 4 - a m. m— 1 — . —dx 3 ' * dx dx*

/n . m

dy  d dy
dx dx2

dy 3

-f - my
d 3y
dx 3

i . m—-a y ""—; ~ -j - T>m.m-—i .y' . i dy d dy
dx dx*

-j- my  ' .1 d3 y
d x3
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_ _ » dy * ddy ' , ,
+ 3 — — . jHr

-f 3/Ti. m — i ,y — ‘ (jjif ) + 3/n .m— ijr — *-íi.
d *.r
dx 4

4 - m . m — i y m 1
dy d3 y
dx d* 3 •+ mï'

d4y
dx*

-j - 6 m . m— i . m

-j- 4 m. m — > i . y

m . m — i . m — z . m — 3 y
m— , dy 2 dd y

•4
d e4

dx2 di 2
1— 1 dy d3 y

d x d x3 4- mJ
-f - 3 m. m

d4y
dx 4

Partant , substituant dans la fuite de Bernoulli à { & aux exposants des

rapports différentiels de f & de x, leurs valccrs en y & x ; on obtient la
valeur de P  en y Sc x.

Ce procédé est général pour toute valeur de p. ex. lorsqu’clle est le

produit de plusieurs quantités variables dont on peut déterminer les rapports
différentiels successifsà x.

Partant

Exemple.
d l _
d x

àài
dH
d 3 {
dH

Hj
d*4

di s

dp _
dr

V - + y

z

+ 3

Soit
d
dr
d d y
dr 2

d3 y

V

V

á r3

d*4

vy;
d v
dx

dv
d~x ’
d v
dx

OU. P ZZ f. vy dx . Soit 1 n vy.

d y , dd v4- ydx

d d y
dT2 4" 3

4 - 4. l_v A2 l  4 . 6
dx dx 3

dx 2
d dv
dx 2 dx

d dv d dy

dy , d3 v
4 . y

dr 2

d 5y
dx 5 + d v d4 y , ddp< — —- 4 " 1 °7 dx dx » " dx 2

4- 5 dx
d» v
dx»

dx 3

, d3 y d y
dx- 4 “ 4

, d» y
+ ^ d^

d3 y d 3 v d dy—- 4—1o — ——
dx 3 * dx 3 dx 2

d s v
dx s4- y — âcc ... &c... Scc.

Cc
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Ay  i « lîf\
dxy4 - y

%oi»

Partant P  ZZ vxy
X * s

I . L V dx

4 - — Cv —
I . L. 3 v dx 2 1 d * d*

-il — 4 - 3 - 1^ + 3
1. 2. 3. 4 V dx 3 d * A~2

• - r s  d 4y
' i . 2. 3. 4 . ; \  d* 4 ' ^

d3 v dy , d4 v>
4 ^ . £ + y ^ ,)

-X- %— dy  4 _ VÍ£A
^ % Tr - 7Z ~T y Zë)

d3 y , ^ d v d dy . d d v d y , d3v^
d x d *2

d v
+ yjz)

d3 y . ç  ddv d dy
dx  dx 3 "** A~2d x‘

d*:
dx 2

1. 2. 3. 4. J . 6 ( dsy, dvd4 y, ddvd3yV —± _i_ c - - 4 - 10 - - — -
(Jj;S * ' A -r A-r ^ è A r %dx dx 4

d3 v ddy
+  1 o -—- 4 - ?dx 3 dx 2 ' 1

-j- &c. .. &c. . . &c. . .

d x2 d x3

d4 v d y
dx4 dx + * £ 0

Enfin !a fuite de Bernoulli ne renferme pas feulement la solution des
équations différentielles simples du premier degré , dans lesquelles on a

~ ~ y , ou ” fj dJr; mais encore la solution des équations différen-

tielles simples de tous les degrés, comprises fous la forme — zi y.  Sa-
d - P

voir, je trouve que, si' d x" y , on a

d"- - ?
dx" —m 1. 2. 3. . . .m ' I .2.3. . . m-f1 dx

+
1 1

J. y « + *
ddy

m m-j- 1
1 2

m + 1 ,,- 1
3

1. 2. 3. . . m -1- 2 dx2 1. 2- 3. . . m -f - 3

m m-f- l m- f- 1 ra-f- 3 m+ 4

4-
I ' 2 f 4 d4 y

- & C. >
1. 2 . dx 4

M + ,
d 3 y
d x 4

/



Donc , en particulier , en faisant m ” n

— i n+ 1

_ _ r " - i d y

1. 2 . 3. . . n ^ r - r - Z . - • « + 1 ’ ix

" " + 1 j. n+ 2 JL, . l±i . l±i z -+ *

+
1 2 * ddy r 2 ' 3

1. 2. 3. . . . n -f- 2 di* I . L. 3 . ,, . n + 3 d * *
n n -J- i n + i fi-f-4

4- t 234 d * y - &C . . .
1. 2 . 3 . . . . n -f - 4 da: 4

Comme ce sujet est bien plus relatif à l’avancement du calcul intégral en

particulier qu’à la métaphysique des principes des calculs supérieurs en géné¬

ral , je crois ne devoir pas abuser de la patience de mes juges , en dévelop¬

pant la démonstration , qui ne peut avoir aucune difficulté pour le plus grand
nombre d’entr ’eux. ,

Simplification
des § § VI mi& z du premier Chapitre de l’Exposition élémentaire

des Principes des Calculs supérieurs.

(Pag . 18 Sc  2.4 . )

Pressé par le temps Sc  distrait par d’autres occupations , f Auteur de ce Mé¬

moire n’a pas dû se flatter de traiter , avant le terme prescrit pour le concours,
d’une manière aussi satisfaisante qu’il espère le faire un jour , toutes les par¬

ties d’un sujet aussi vaste que celui qui en fait l'objet ; & de réunir toutes les

conditions requises par l’Académie . En particulier , le premier Chapitre lui

paroít exiger des changements importants , soit dans fordrc des propositions

en général , soit dans le développement de quelques - unes d’entr ’elles en par¬

ticulier . D ’après cet avis, le Lecteur voudra bien ne pas juger trop à la ri¬

gueur un ouvrage composé dans un petit espace de temps.
Cc i


	Seite 197
	Seite 198
	Seite 199
	Seite 200
	Seite 201
	Seite 202
	Seite 203

