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Addition
a PExpofition élémentaire
des Principes des Calculs fupérieurs,

envoyee
3 'Académie Royale des Sciences & Belles - Lettres de Prufle,

fous la Devile

£ Infine eft le goufre ou fe perdent nos penfees.

Cc}nformémcn: % la demande de lilluftre Corps lictéraire auquel jai en
Phonneur d’envoyer mon Mémoire fur Vnfiui mathématique, {ai cru devoir
m’y borner } une expofition Jumineufe des Principes des Calculs fupérieurs,
& ne pas entrer dans des dérails de calcul qui m'auroient éloigné de mon but
principal. ~ Je ne prendrois donc pas la liberté de Iui adrefler cette légére ad-
dition, fi elle n'étoic éeroitement fiée avec une propofition qui a fervi de bale
3 la plus grande partie de mon Mémoire, & fi elle ne fervoit & faire mieux
fentir combien il éroit important de la démontrer d’'une manitre claire &
rigourcufe.

Dans la Lettre XI™ de la Correfpondance allemande de Mrs. Lambert
& Holland (dont je viens de faire la le@ure) ce dernier (également diftingué
par fes connoiffances mathématiques & par la jutteffe & la profondeur de fa
philofophie) s'exprime comme il fuit. *)  Ick habe befonders durch die ber=

nowllifche (Reihe) finden wollen: ob’ fich nicht kdnnte Ly dxausfydux;
Bb 3

*) Cleft A dire: Jai voulu trouver per la fuite de Bernoulli, [f de Vintégrale 1. yd x onre pourroit pas
déduire Pintégrale f. y™ dx; ou, ¢ que je défirois sout particulitrements Pintégrale f, zy d=,
Mais jusqu'a préfens toutes mes recherches a cet égard ont ¢ inutiles, i cette comparaifon eft
généralement poffible, (ce dons je doute encore ) j'en regarde la découverte comme une des plug im-

portantes qu'on puiffe faire pour Pavantement du Caleul intégral,
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oder, welches ich befonders wiinfechte, (. xy dx aus . ydx, finden laffen.

Mein Bemiihen war fruchtlos, wie es noch alle meine Unterfuchungen in die-
Jem Punkt gewefen find.  Wenn digfe Vergleichung allgemein méglich iff,
(woran ich noch pweifle), Sfo fehe ich die Entdeckung derfelben fiir eine der
wichtigflen an, die man gur Erweiterung der I ntegal-Rechnung macken kann.

Il feroit étonnant que les veeux & les tentatives de Mr. Holland n’euflent
pas engagé Mr. Lambert i s’occuper de cet objet.  Cependant, dans fa ré-
ponfe il nc releve point cet endroit remarquable de la lettre de fon ami.
Auroit~il donc regardé comme pen importante une recherche qui ne tend A
rien moins qu'd réduire au fimple calcul différentiel une grande partie du
calcul intégral?> La facilité extréme avec laquelle les veeux de Mr. Holland
peuvent étre remplis, ne me laifle aucun doute fur le fuccés qu’auroit cu un
mathématicien tel que Mr. Lambert, §'il s'en fiit occupé,

Le théortme de Taylor, développé & démontré (indépendamment de
toute idée de l'infini) dans le Chap. I1I™ de mon Mémoire,. fert de bafe aux
propofitions les plus importantes qui y font contenues. Dans le Chap. VIF*
j'en ai dédait immédiatement lafuite de Bernoulli, oula quadrature des cour=-
bes; & dans les Chap, VIIL, IX & X j’en ai montré lapplication A Ia re&ifi-
cation des courbes, & la cubature des folides de révolution, & A la quadra-
ture de leurs furfaces, Savoir, (pour m’en tenir aux expreflions de mon

A A Ty : dP
Mémoire,) j'en ai déduit les valeurs de P, lorsque les valeurs de 13 font
x

refpetivement y,'l/(l _]_.:_%), vy, & 3 V(l 4 gD Vgl
(pour parler le langage commode adopté,) jen ai déduit les intégrales de
ydx, V(dx* 4 dy%), yydx, & y V' (dx*+4-dy’). Le procédé que
fai fuivi dans ces cas particuliers, prut étre généralifé,  Mais, pour m'en
tenir au défir de Mr. Holland, je vais partir de la fuice de Bernoulli, recon-
nue démontrée de la manicre requile par PAcadémic; d'autant plus que les
deux déduions (par le théoréme de Taylor immédiatement, & par la fuite
de Bernoulli) ne different que dans le débur,

=
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Par la fuite de Berpoulli: lorsque g = 7; ou P = (7 dx (fuivant

2 g 3 ddy 24 - d3g
Pexprefh optée) P — 7x — . 1 BRI v | ol
expreffion adoptée) P — 7 e e I ST
x5 dat _.rcF
- o e v dx’ +&c...

Cette fuite gyant liew, quelle que foit la valeur de 7, (fimple ou com-
pofée, rationelle ou irrationelle, algébrique ou rransccndantc ), pourvu qu'on
puifle obtenir les expofants des rapports différenticls fucceflifs de 7 & de x:
lorsque 7 fera une quanrité complexe, les expofants des rapports différen=
ticls fucceflifs de 7 & de x, au lieu de fe préfenter fous une forme fimple,
pourront fe préfenter fous la forme de quantités compofées, mais de maniére
que P'expreflion de P ne différera que par la complication de fes termes, de
fon expreffion dans le cas ol 7 eft une quanticé fimple.

Je vais éclaircir cette affertion générale par les deux formules que Mr.
Holland a prifes pour exemples.

Sou:-—P—ry o, P = Lxydx, Soit'{_—_x

d dy
Partant — — X
artant o =y + X
dd ¢ dy ddy
— i —= X —
dz2 T dx + dzx2
doa’ ddy d3y
SPL, X
dz3 = dz? + dzd
d"{ e (i-‘ly d‘_r
L dz4
,,_]sz d2y ds..,
LA = X e
dzs = dx4 + dx$
dﬁ
d { T + X _): &c. &CI &Co ..
I

Dans la fuite de Bernoulli, fubftituant 2 7 & aux expofants des rap-
ports différenticls de 7 & de x leurs valeurs en y & x, on obtient
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4 gm.m— 1.Y s nnt -+ my = &c... &c... &co..

Partant, fubftituant dans la fuite de Bernoulli & 7 & aux expofants des

raf
valeurde Peny & x.

Ce procédé cft général pour toute valeur de 7
produit de pluficurs quantités variables dont on pcur

pports différenticls de 7 & de x, leurs valeurs en y & x; on obtient la

; p. ex. lorsqu'elle eft le
déterminer les rapports

différentiels fucceffifs 2 x.
Exemple Soit d—P = s s B s vydx Soit 7 — v
o r . d_r —— }r, ] S— . y - {_
. dy
Partant = == v = <~ J 2
x
ddg ddy dw dy ddwv
ik T Gl RS 2w, Al i
dx% — dz? + dzx dz= + yd;'z
d37 diy dv ddy ddv dy diyg
- B B == g e e, _—
2= = R B sl e e
dér déy dy diy dds ddy d3y dy
e R _..'_ — —_—, —— R
dz4 = dx* + ‘1’ dzx d_i.'i' + 6 x2 dz® + -11‘ dx? dzx
d"v
e
d?s ds dv diy dde d? d"v ddy
el s o i o-u,-.m-?f AT
dxzs daxs dr dx* dx? dx3 dl dz®

d dd v
+ y Y' d;d+y

&Cise, &Cuos
dzxs
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Partant P — vxy ,

1.5 dx dr ;
+ x8 ( ddy dv dy ddy '
I.2.3 dx? dz ' d=z d.rz)
x4 d3y dv ddy ddwv d‘y diyp
el o iae el i § ;r;s)
= ddy dv d3y ddv ddy
oo g © o i i O sy el
+ 1,2.3.4. (1 x4 + 4 dz. d=z? dz? dx?
d3y dy dd v
. e o= e ke |
v dSs dv d4 dd i3
e —.-.—.nx_.—n__ (1? -_._j: s _v .—..__—‘: _!_ 10 ...__: H ‘_y
L3345 8 dx’ dx da* dax® dx3

d?v ddy d4y dy ds v
de o b ey ek et )
+ &c... &c.. &c... |

Enfin la fuite de Bernoulli ne renferme pas feulement la folution des
cquations -différenticles fimples du premier degré, dans lesquelles on a

dP | : . . A
— =y, ou £ = (y dx; mais encore la folution des équations différen-
x
Ap
ticlles fimples de tous les degrés, comprifes fous la forme =Y.  Sa
: : L '
voir, je trouve que, f1 . —Y, ona
a xr |
e
gremp e 3 dy
desew = e m J 1.2.3...m+1  dzx
m m—f-[ m m-i—; m+;
i T e e e . W 4 )
+ ] : c | i dd.‘r' I 2 1 3 a d3'f
I."...;_...m-{—l dx* L2 3,..m 4 3 dx#
m mad¢wr mf2r mog i
+ -—; . - : ﬂ:l’ TS &CII' |
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Donc, en particulicr, en faifagt m — n

— gtz
® :I d_r
P: ___J,_' cowey el Ao
I1.2.3...n I.2:3ss0ft 4 I dr
n n -1 n n <t na
— e P nd 2 PO gt S B u+l
4 - b sy ‘ 2 e L
1:2.30. 0 4 2 dz? 1.2.3... n 4} dzld
e el b s drl
B AN d o ds
+ - - x J—&Cun-
.3 Beinfe s -4 dz*

Comme ce fujet eft bien plus relatif A I'avancement du calcul intégral en
particulicr qu' la méraphyfique des principes des calculs fupérieurs en géné-
ral, je crois ne devoir pas abufer de la patience de mes juges, en dévelop-
pant la démonftration, qui ne peut avoir aucune difficulté pour le plus grand
nombre d’entr’cux.

Simplification
des §§ VI™ & a du premier Chapitre de I’ Expofition ¢lémentaire
des Principes des Calculs fupérteurs.
(Pag. 18 & 24.)

Prcﬂ'& par le temps & difteaic par d’autres occupations, I"Auteur de ce Mé-
moire n'a pasdi e flaccer de traiter, avaut le terme prefcric pour le concours,
dune maniére aufli fatisfaifance qu'il efpére le faire un jour, toutes les par-
ties d’un fujet aufli vafte que ‘celui qui en fait Pobjet; & de réunir toutes les
conditions requifes par lAcadémic.  En particulier, le premier Chapitre lui
paroit exiger des changements importants, - foit dans l'ordre des propofitions
en général, foitdans le développement de quelques -unes d’entr’elles en par-
ticulier, D’aprés cet avis, le Leceur voudra bien ne pas juger trop la ri-
gueur un ouyrage compof¢ dans un petit efpace de temps.
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