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Donc , en particulier , en faisant m ” n
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Comme ce sujet est bien plus relatif à l’avancement du calcul intégral en

particulier qu’à la métaphysique des principes des calculs supérieurs en géné¬

ral , je crois ne devoir pas abuser de la patience de mes juges , en dévelop¬

pant la démonstration , qui ne peut avoir aucune difficulté pour le plus grand
nombre d’entr ’eux. ,

Simplification
des § § VI mi& z du premier Chapitre de l’Exposition élémentaire

des Principes des Calculs supérieurs.

(Pag . 18 Sc  2.4 . )

Pressé par le temps Sc  distrait par d’autres occupations , f Auteur de ce Mé¬

moire n’a pas dû se flatter de traiter , avant le terme prescrit pour le concours,
d’une manière aussi satisfaisante qu’il espère le faire un jour , toutes les par¬

ties d’un sujet aussi vaste que celui qui en fait l'objet ; & de réunir toutes les

conditions requises par l’Académie . En particulier , le premier Chapitre lui

paroít exiger des changements importants , soit dans fordrc des propositions

en général , soit dans le développement de quelques - unes d’entr ’elles en par¬

ticulier . D ’après cet avis, le Lecteur voudra bien ne pas juger trop à la ri¬

gueur un ouvrage composé dans un petit espace de temps.
Cc i



a.04 - -

Cet aveu est relatif en particulier au § VI du premier Chapitre . Comme
le théorème qui y est contenu , sur le rapport composé de rapports susceptibles
dc limites , joue un très grand rôle dans le cours de ce Mémoire , & qu'il est
d’une très - grande importance dans toute la théorie des rapports différentiels,
l’Auteur désire qu’une démonstration plus lumineuse & plus géométrique de
cette proposition , que celle qui est contenue dans le texte , soit rendue pu¬
blique , comme exemple des améliorations dont son travail est susceptible.

Théorème.  Soient deux quantités variables susceptibles de limites, qui
Rapprochent en môme temps de leurs limites de manière à pouvoir cn diffé¬
rer en méme temps moins que d aucune quantité assignée : j’affirme que,
ou bien le rapport de ces deux quantités est égal au rapport de leurs limites,
ou bien leur rapport limite est égal au rapport de leurs limites.

Soient A & B'  les limites de deux quantités variables ^! & B ; je dis que
ou bien A : B ~ A' : B'

on bien lim. {A : B) ZZ A ' : fí' .
i “ cas.  Que les deux limites A & B'  soient dc genres opposés ; sa¬

voir , que A'  soir , par exemple , la limite en petitesse de A } & que B'  soit la
ljmite en grandeur de B.

Puisque A  est toujours plus grand que A' } & que B est toujours plus
petit que B\  le rapport de A  à B est toujours plus grand que le rapport de
A ' k B1: j ’affirmc que le rapport de A h B peut être rendu plus petit que

-k rapport proposé de A ' -f - d h, B'  plus grand que le rapport de A  à B' .
Soit pris A  plus petit que A' -f - d.  Soit établie la proportion

A 1-j - d : A  n B' : B "; & soit pris B plus grand que B".
Puisque B > B" : B' : B" > B1: B.  '

Donc A -f - d : A > B' : B

Ou A -j - d : B' > A : B.
cas» Que A & B'  soient l’un & fautre les limites cn grandeur de

& de B) ^affirme que le rapport de A  à tì  peut être égal au rapport de
à B\  ou en.approcher plus près que n’en approche aucun rapport proposé

plus grand ou plus petit que ce dernier.



i °. Si le rapport de A k B est constant, ce rapport est aussi, celui de

leurs limites ( par le § III , qui pourroit être réuni avec celui - ci. )

Que le rapport dq Aï B as  soit pas constant ; je dis qu’on peut

rendre le rapport de A  à B,  en même temps plus grand qu’un rapport proposé

de A — d  à B', plus petit que le rapport deAkB 'y Sc  plus petit qu’un rapport

proposé de A  à B'— b'  plus grand que le rapport de A'  à B' .
Soit fait en même temps /- plus grand quc A 1— d , ScB  plus grand que

B’— b' .
i ° Puisque A > A — d ',A : B > A — d : P ; mais ïï > B;  donc

à plus forte raison A : B > A 1— d : B

2?. Puisque B > B1— b1; A : B <J A : B'— />' ; mais A > A ', donc

à plus forte raison A : B <3 A : B1— b1.

3™cas.  Que A Sc B1 soient Vun & Vautre les limites en petitesse de

A & de B.  La démonstration est la même, en changeant la soustraction

en addition, «Sc en substituant l’une à Vautre le$ expressions plus grand. Sc

plus petit.
Théorème.  Soit un nombre quelconque de rapports susceptibles de

limites ; je dis que, ou bien leur rapport composé est égal au rapport com¬

posé de leurs rapports limites, ou bien il a pour limite le rapport composé

de leurs rapports limites.

i er cas.  Que le nombre des rapports composants soit deux, que le

rapport de A k B ait pour limite le rapport de A  à B1 Sc  que le rapport de

B à C ait pour limite le rapport de B‘k C '; je dis que, ou bien le rapport
de A  à C est égal au rapport de A k C\  ou bien il a pour limite le rapport
de A k C.

1°. Que les rapports de A  à tì Sc  de B'  à C  forent Vun & Vautre les

limites en grandeur des rappOrts de A  k B Sc  de B à C.
Puisque A : B < A : B'; soit A : B rz A — d : B'

Et puisque B : C <J B1: £ '\  soit B : C íél B' : C' -f - c

Donc A : C ru A — d r C' -f c'.

Et lim. A : C ziZ  lim . (A — d : C' -f - c') .



Or, par supposition, les quantités d Sc c'  peuvent Tune Sc  1 autre être
tendues plus petites qu’aucune quantité assignée; donc lim. (A — d : C ' -j- c)
— A : C ' (Théorème précédent ) ; donc, Iim. A : C — A ' : C1.

z°. Que les rapports de A  à B' Sc  de B' k C  soient sun Sc  l ’autre les
limites en petitesse des rapports de A h. B Sc de B k C.  La détermination
est la même.

Puisque A m. B > A! : B'; soit A : B m A -f - d : B'

Et puisqufeB : C > B' iC ' ì soit B ; C ~ B' : C1—c'
Donc A : C - =  A ' + d : C' ~ c'

Etlim . ( A : C) zz  lim . (A' -f d : C' — c')
~AJ : C' .

3°. Que le rapport de A'  à B'  soit la limite en grandeur, par exemple,
du rapport de A  àP ; Sc  que le rapport de B'  à C'  soit la limite en petitesse
du rapport de B k C ', je dis que, ou bien le rapport de A k C est ega! au
rapport de A!  à C", ou bien, le rapport limite de A  à C est égal au rapport
de A  à C .

Puisque A : B < A : S ', soit A : B — A — d : B'

Et puisque B : C í > B1: C\  soit B : C m B1: C1— c1.
Donc A : C — A' — d : C' — >c.

Mais ( par supp. ) les quantités A Sc  C ' font respectivement les limites
des quantités A  — d Sc C' — c.  Donc ( Théor . précédent ) ,

ou bien A : C — A : C'
ou bien lim. A : C m A : C

La démonstration est la même lorsque les rapports de A 1 k B1 Sc  de B'  à
C' font respectivement les limites cn petitesse Sc  en grandeur des rapports de
A k B Sc de B k C.

zdcas.  Que le nombre des rapports composants soit plus grand que
deux. L’Auteur ne trouve rien k changer au texte.
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Addition & Correction au Chap . nr e,
poJMrieures au Jugement de ly Académie,

(Pag . 47 - 5 i . )

L ’importance du théorème de Taylor , dont le développement termine ce
Chapitre, & le grand nombre des applications qu’il trouve dans le cours dc
ce Mémoire , m’ont engagé à développer cette proposition fondamentale
mieux que je ne crois savoir fait avant le terme prescrit pour le concours.

Après avoir prouvé dans le texte, que la fonction ( vraie ou apparente)
de ax . . . ax (ct 4 - b'  Ax -f - c Ax * -f - d.'ax 3 -f - . . .) est constante , j'en ai
déduit que cette fonction étoit zéro, parce qu’elle évanouit pour une valeur
déterminée de Ax, savoir zéro. Mais, comme a x est supposée être une par¬
tie aliquote de b, 6c partant qu’elle ne peut être zéro, on peut élever des
doutes fur la légitimité de cette déduction. C’est ce qui ra’a»engagé à recti¬
fier ma démonstration comme il fuit.

La quantité Ax (a' -j - b'&x -\- c Ax* -J- d' Ax3-j- • étant constante
pour toUte valeur de ax (plus petite que />) ; en particulier soit substitué à
ax une partie aliquote d’elle- ménve, p*ex. fa moitié.

On aura ax (ct' -j- b'Ax -j- c' ax * -j- d 1ax"5 - [” " •)

= jAx ( d -{- ~ b'Ax -f - - c'a  x* -f y d 'Ax*  4 - . . .)

Donc ausiì d  4 " b' ax -j- c Ax* 4 - Ax 3 4 “ «

ZZZ~ d 4 " Z d ax -{- j c a x* -j- d' Ax3 -j - . . .

Donc 1 d  4 - - d ax  4 ~ f-c' ax *4 - -jd 'Ax* 4 - ••• — ° *

Mais, si les coefficients -f ct' , ~b\ ^ c, ~ d' “ , &c. . . ; ne font pas
tous en méme temps zéro, les racines de cette équation, ou les valeurs deAx,
sont déterminées par ceux de ces coefficients qui n’ont pas évanoui, & ne
fauroient être prises à volonté : partant, puisque cette équation doit avoir



lieu pour toutes les valeurs de ax;  tous les facteurs ^d , ^ b\
font zéro ; & partant aussi tous les facteurs a' , c , d , &c. . .
font zéro. Doue lz fonction apparente de ax , ax (a ' - f- é>' Ax c' ax*

4 - Pax 5 -j " • • • ) z r̂a

Avis.  D ’après cette rectification de la détermination de la valeur de
p N le Lecteur est prié de supprimer ( comme tout au moins inutile ) cette
phrase du texte : Si ce rïétoit pas là la véritable valeur de P Nt on montreroit
{par absurde) qu*elle ne peut en différerd aucune quantité assignée.

Autre Démonstration.
En admettant la démonstration élémentaire du théorème binomial, pris

suivant route sa généralité, on peut démontrer, comme il fuir, le théorème
deTaylor.

I er cítr . Que P soit une puissance de x f savoir x " .

Puisque P “ x n.

i . xn . n

L . X

L . nn. n

éíti i » ôcc.. .

Donc P -j-
b2 d d P
l . i dx a

b 3 d3 P

3 d x 3 1 1. 1. 3.4. u * -
d3 .p . 84 -

4 - &C

(x 4“ b)

1
ìrJx "- 3 p

3

Donc,



-

Donc, dans ce cas , la fonction de a je, a* (a ' -j- V Ax -f - c’Ax*
-j- d ' x1 -j - . . . ) est zéro.

Lorsque la fonction P  est de la forme Ax ny lavoir líy »roduit d’une
puissance de x par une quantité constante, la démonstration est exactement
la même.

cas.  Que la fonction P  soit de la forme A x a -f - Bx h -f - Cx*
-j - D x d -j - . . . Pour abréger ; que les termes successifs qui composent
cette fonction, soient désignés par Q, E , S, T , &c. . . & que les mêmes
termes , quand on y substitue x -{- b à x, soient désignés par R Nt
S N, T N, Lc . . .

On a les équations suivantes:

P *ï zzQ * + R N + S N 4 . r w -f . . .
dP d Q
d x " d x

ádP
di 2

- dx ^
d^
Tx +

dT
d x + • • •

' d x *

d 3 P d 3tz
d x 3 " d x 3

d 4 P d4 (>

AdQ , ddfl , ddi 1 , ddT ,
"r Zn “T T7T "r- TTâd x d x :

, d 3R d 3_£ , d3r  I
• " d r 3 * 1™ d r 3 " l J j 3

d x* +

d x 3
d4 Jt
dT 4

d x 3

+ — 4 -
dX 4 ' dX 4 ' dX 4

ê ( Çi •. & C. • . &Cm.

■3

d4r
d x 4

Or ( r " cas)

Q " = Q + lg +

E JV

1 d x

L-t- - - -s-1 i d x '
K d .S

ft* ddÇ
i . a d x *
ft* ddP

s N—s -f i _ -fi d>

r -f- - A~ -f.

I. 1 dx*
ft* dd§
l . a dx *
ft* ddr
i . r dx *

Scc.• » ôcc. .

+
+
4“

4-

s 3 d s e
I . a. 3 d x 3

r 3 d 3R

i . a.3 dx 3
ft3 d 3 §

i . a. 3 d x 3
ft3 d 3 r

+
+

+

4“

A* d4 Q
i . a. 3.4 d x 4

ft4 d 4 P

1. a. 3.4 d x 4
í 4 d 4S

l . a. 3. 4 dx 4
ft4 d*T

1. a. 3 dx 3 1 1 . a. 3. 4 dx 4

-f- ». .

-f*...
4- ...

...

&c.

Dd



aio

Donc P * z : Q 4 - P 4 - S + T  4 - . . . ( rzP)
» SdQ b dP

l d x

-r fddQ b* ddP'
1. 2. di
i * ddP\
1. 2. da

IL z d * 3

1_£ _j— ( I . L. Z. 4 da 4i . a. 3. 4

Donc P NZZ P ~\-
b*  ddP
I . a d a I . a . 3 d a 3

b 3 d 3 P

1. a . 3. 4 d a 4

3 ”* cûj.  II est connu que toute fonction algébrique de x peut être ra¬
menée ( tout au moins en la réduisant en suite) à une fonction de la même
variable, composée seulement de puissances de cette dernière, de manière
qu’elle revête la forme du second cas; & qu’il en est de même de toute fonction
transcendante ( comme nous le verrons dans la fuite ) # Partant la proposi¬
tion est générale pour toute fonction de x.

Note postérieure au Jugtment de VAcadémie. (Pag . 1z z. îïg . a . )
Les réflexions  physiques contenues dans ce Chapitre sont tout particulièrement le fruit des in¬

structions que j'ai eu le bonheur de recevoir de ce profond Philosophe. La reconnoissance
dont me pénètrent les soins paternels que ce respectable Parent a donnés à mon édocation;
Pimportance que j’attache à ce que ses méditations fur les points fondamentauxde la Physique
soient aussi répandues qu’elles méritent de l’étre ; & le désir que j'ai d’y contribuer autant qu'il
està ma foible portée; m’ont guidé dansl’esquisse quej’ai tracée de ses sentiments fur les Imper¬
ceptibles ou Infiniment - petits physiques: en me bornant (pour le fond) à l’exposition qu'il en
a faite lui- méme dans ses ouvrages mentionnés dans le texte; & en me contenant dans les
limites que je devois me prescrire, dans une digression peut - être étrangère ï  la question pu¬
rement mathématique, proposée par ['Académie.
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