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Comme ce fujet eft bien plus relatif A I'avancement du calcul intégral en
particulicr qu' la méraphyfique des principes des calculs fupérieurs en géné-
ral, je crois ne devoir pas abufer de la patience de mes juges, en dévelop-
pant la démonftration, qui ne peut avoir aucune difficulté pour le plus grand
nombre d’entr’cux.

Simplification
des §§ VI™ & a du premier Chapitre de I’ Expofition ¢lémentaire
des Principes des Calculs fupérteurs.
(Pag. 18 & 24.)

Prcﬂ'& par le temps & difteaic par d’autres occupations, I"Auteur de ce Mé-
moire n'a pasdi e flaccer de traiter, avaut le terme prefcric pour le concours,
dune maniére aufli fatisfaifance qu'il efpére le faire un jour, toutes les par-
ties d’un fujet aufli vafte que ‘celui qui en fait Pobjet; & de réunir toutes les
conditions requifes par lAcadémic.  En particulier, le premier Chapitre lui
paroit exiger des changements importants, - foit dans l'ordre des propofitions
en général, foitdans le développement de quelques -unes d’entr’elles en par-
ticulier, D’aprés cet avis, le Leceur voudra bien ne pas juger trop la ri-
gueur un ouyrage compof¢ dans un petit efpace de temps.

e 2




204

Cet aveu eft relatif en particulier ay § VI do premier Chapitre. Comme
le théoréme qui yeft contenu, fur le rapport compofé de rapports fufceptibles
de limites, joue un trés grand role dans le cours de ce Mémoire, & qu'il eft
d’une trés - grande importance dans route la théorie des rapports différentiels,
FAuteur défire qu'une démonfiration plus lumineufe & plus géomérrique de
cette propofition, que celle qui eft contenue dans le texte, foit rendue pu-
blique, comme exemple des améliorations dont fon travail eft fufceprible.

Théoréme.  Soient deux quanticés variables fufceptibles de limites, qui
s apprachent en méme temps de leurs limites de maniére & pouvoir en diffé-
rer en méme temps moins que d'aucune quantité affignée: Jaffirme que,
ou bicn le rapport de ces deux quanticés eft égal aw rappore de leurs limices,
ou bicn leur rapport limite eft égal au rapport de leurs limites,

Soient A’ & B' les limites de deux quantités variables 4 & Bj; jedis que

oubien A:B = A4:F
on bien lim. (A4:B) — 4': B'.

1%cas.  Que les deux limites 4" & B' {oient de genres oppofés; fa=
voir, que A’ foit, par exemple, la limite en petitefle de 4, & que B foit la
Iimite en grandeur de B.

Puisque A ft toujours plus grand que A, & que B eft toujours plus
petic que By le rapporc de A 2 B eft toujours plus grand que le rapport de
A aB: jafirme que le rapport de A4 a B peur ére rendu plus petit que

-l rapport propofé de A' -|- &' 4 B plus grand que le rapport de A4 4 B'.

Soit pris A plus petit que A4 -f- a'. Soit érablic la proportiqn
A - a A= B B, & ot pris'B plus grand que B,

Pulsque B "B B°: B > B B.

Donc A }-d:45 B:8
Ou A ~~d:b > A4:B.

2tcar.  Que A" & B foicut Pun & l'autre les limites en grandenr de
A & de By yaffirme que le rapport de” 4 4 B peuc éere égal au rapport de
A & B, ou enapprocher plus prés que n’en approche aucun rapport propofé
pius grand ou plus petic que ce dernier,
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1% Sile rappore de A 4 B'eft conftane, ce rapport cft auffi celui de
leurs limites (par e § I, ‘qui pourroit étre réuni avec celui-ci. )

2°. Que le rappore de A 4 B me {oit pas conftant; je dis qu'on peut
rendre le rapport de 4 A B, en méme temps plus grand qu’un rapport propof?
de A'— a' & B', plus petitque lerapport de A’ A B, & plos petit qu'un rapport
propofé de A' 3 B'— &' plus grand que le rapport de A3 B.

Soit fait en méme temps 4 plus grand que 4’ —a', & B plus grand que
B—V.

1° Puisque 4 > A'~—ad'; A: B> A—a': B; mais B' & By donc

b

a plus forte raifon A:Bi> A—d: Bi
2% Puisque B> B—b; A:B < A: B — ¥y mais A" > A; done
3 plus forte railon A:B <« A: B—D.

3™ cas.  Que A’ & B foient I'in & lautre les linites en petitefle de
A& de B. La démonftration ¢ft fa méme, ‘en changeant la foustraction
¢n addition, & en fubfticuant l'une & laure les expreflions plus grand &
plus petit.

Théoréme.  Soit un nombre quelconque de rapports fufcepribles de
fimites; je dis que, ou bien leur rapport compofé eft égal au rappert com-
pofé de leurs rapports limites, ou bien il a pour limite le rappart compofé
de leurs rapports limites.

1% cas. Que le nombre des rapports compofants foit deux, que Ie
rapport de .4 & B ait pour limite fe rappore de A A B & que le rapport de
B & C ait pour limite le rapport de B2 €75 je dis que, ou bien le rapport
de A A Ceft égal au rapport de A 2 C', ou bicn il a pour limite le rapport
de £4C,

1%, Que les rapports de A" a B & de B' & C’ foient I'un & l'autre les
limites cn grandeur des rapportsde £ 4 B& de Ba C.

Puisque 4: B < A : B; fonA:B— A—d: 8
Ec puisque B: C < B 1€ foic B:C =B + €' 4 ¢
Donc A:C = A—a:C 4 €.
Etlim. A: C — lim, (4 —=a' : C'}¢).
£c 4
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Or, par fuppofition, Jes quantités &' & ' peuvent F'une & Vautre étre
rendues plus petites qu'aucune quantité alfignée ; done lim, (Af'—a': C' 4 ¢)
— A : C' (Théortme précédent); dove, lim, 4:C = 4 :C'.

2° Que les rapports de 4" A B & de¢ B'A C' foient Pun & l'autre les

limites en petitefle des rapports de 44 B & de B2 C.  La détermination

elt la méme.
Puisque A: B > A :B; foit A:B = A4-4ad:B

Et puisque B: C > B':C'; foic B: C = B': C'—¢

Donc A: C —A4ad:C—¢
Et lim. (4: C) = lim, (A4 4 a":C'— ')
sntnC s

3°. Que le rapport de A% B’ foit la limite en grandeur, par exemple,
du rapport de .4 2 B; & que le rapport de B' & C' {oit la limite en pertitefle
du rapport de B A C; je dis que, ou bien lerapport de 4 A C elt égal au
rapport de A 2 C’, ou bicn, le rapport limite de A4 3 C eft égal au rapport
de AaC'.

Puisque A: B < A': B, foit A:B = A—ad: B
Et puisque B:C > B':C, foit B: C = B : C'—/.
Donc A:C = A= :C'—¢.

Mais (par fupp.) les quantités A & C'font refpe@ivement les limites

des quantités 4 — a' & C'— ¢, Donc (Théor. précédent),
oubien A:C— A:C'
oubienlim. 4A:C — 4':C'.

La démonftration eft la méme lorsque les rapports de 4 2 B' & de B' A
C' font refpe&ivement les limites en petitefle & en grafideur des rapports de
AaB & de BAC.

2% cas. Que le nombre des rapports compofants foit plus grand que
deux. L’Autcur ne trouve rien i changer au texte.

e ———
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Addition & Corre&tion au Chap. 1117,

pc;:/:'érieure.s au Jugement de P Académie.
(Pag. 47 -51.)

L’imporrancc du théoréme de Taylor, dont le dévcloppement terthine ce
Chapitre, & le grand nombre des applications qu'il trouve dans le cours de
ce Mémoire, m'ont engagé % développer cette propofition fondamentale
micux que je ne crois I'avoir fait avant le terme preferit pour ke contotrs.

Apres avoir prouvé dans Je texte, que la fonétien (vraic ou apparente )
de ax... ax(a 48 ax 4 dax® 4 d'ax? 4 ...)elt confiante, jen ai
déduit que cette fon&ion étoit zéro, parce qu'elle évanouit pour une valeur
déterminée de A x, favoir zéro. Mais, commeax eft fuppofée étre une par=
tie aliquote de b, & partant qu'elle ne peut étre zéro, on peut élever des
doutes fur la légitimité de cette dédudtion. C'elt ce qui m'aengagé a recti-
fier ma démonitration comme il {uit.

La quantité ax (a' - &ax4-c'ax® 4 d'ax’ 4 ,..) éuant conftante
pour toure valeur de 4 x (plus petite que 4); en particulier {oit fubftitué a
a x une partie aliquote d’clle- méme; p.ex. fa moiuc.

Onauraax (a4 dax 4 dax® 4 d'ax’ 4...)
ax(dEBax A4 Edast 4 dax 4.0
Donc auffi ' -+ 6 ax 4 'ax* 4 d'ax? 4 ...

a4+ SHarE Tosly L dar 4 .
Donc £ o/ 2 Hax 4 I dax* | 18d'ax® 4 ... = o.

[

[

Mais, files coéfficients £ ', £&', ¢, 154" =, &c...; e fontpas
tous en méme temps zéro, les racines de cette équation, ou les valeurs deax,
font déterminées par ceux de ces coéfficients qui n'ont pas €évanovi, & ne

fauroient étre prifes & volonté: partant, puisque cette équation deit avoir
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ficu, pour toutes Ies valenrs de Ax; rous lesfadteurs 74’2 5, £y =4’ &c...
font zéro; & partant aufli tous les fadteurs a', b’ s oo 8e6i 6
font zéro. Donc 13 fon&ion apparente de ax, AX (d _I_ Vax - caxt

+ d'ax? - ...) eft zéro,
Aw’s. D’apres cette retification de la détermination de la valeur de
PY, le Le&eur eft prié de fupprimer (comme tout au moins inutile) cette

phrafc du texte: Sice n'étoit pas la la veritable valeur de P “on montreroit
( par abfurde) qu elle ne peut en différer d'aucune quanticé affignée.

Aurre De’mmzﬁmréon.

Fon admettant la démonftration élémentaire du théortme binomial, pris
fuivant toute fa généralité, on peut démontrer, comme il fuir, le théoréme

de Taylor.
1% cas. Que P foit une puiffance de x, favoir x ", !
Puisque P — x".

48— gyt

dxlic

d4dpP P

dz*

5 § — a.A—1.n—2,x""}

dxd

4 p 3

i—— r n.rz——-I.n--:..n——-g.x" 4
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n i n 1 s 19 L | e ne=—12 L3
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Tk X + Ix b+ 1 + 1 a }
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s - - -+

t

(x4 b)r = PP

Donc,
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Donc, dans ce cas, la fon@ion de Ax, ax (a' 4= ¥ ax 4= dax’
ot d'x? 4 ...) eft 2éro.

Lorsque la fonétion P eft de la forme 4x", favoir I produit d'une
puiffance de x par upe quantité conftante, la démonftration eft exadtement
la méme.

2% cas. Que Ja fon&tion P foit de la forme A x* - Bx® - Cx*
o Dx?+4-... Pour abréger; que les termes fucceflifs qui compofent
cette fon&tion, foient défignés par Q, R, S, T, &c... & que lts mémes
termes, quand on y fubflitue x ~}= & A x, foicnr défignés par Q%, R%,
S PR

On a les {quations fuivantes:

PY¥ —QV 4+ RY 4- SY 4. TV ...
ar -0 Tdp dR ds aT
g Sl e i Rt o JPTONS &

dz dx
ddP __ ddg dd R ad § ddT
i + dz* + dzr? + dr* s
d3p _d3Q d3R +
;r_ﬁ—-dxs dr°+dr3 o
d+P dsT
B e L P + dzd + a5 & + d__.l:T+
&Cill &clru &c.-.
Or (1* cas)
; * O d@ b* ddQ B3 d43Q b q;_q
QT=1 1d.r+ e dh +'1_.1:-3§_:J+1.z_.3.4d:4+"’
5 dR §* ddR 3 d3R % AR
il o R - A sl atceparn sl - =
+ I dx 1.2 dx? 5.2.3dx3 1.2.3.4dx* +
SN i S+ bdS B3 dds b3 d3 8 64_d_‘:c:'
i 1 dz 1.2 da? I. z;sz 1.2.3. 4d=z% AT
- bdaT bs ddT b3 aT b4 d+T
T‘h : T s e "_'_'_"'_9'_-" LM r e + XX
i dz .9 dst 1.2.3 dsd $.2.3. 4 da¢

&CIII &cl ie &CIUD
Dd
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Donc PP = Q-+ R4+ S4+ T <+ w. (= P)
g 9 s S D, i K R
2
+ i Sttt (=550
3 3 3 3 3 3
ti-E+ st m+tm ()
& & &
+ 2 (Rt mt it et (=g
&C. .o &Cove &Ciso
Donc P*=P + 3 3- + 1= 157 + 1510 + i oo

3™ cas. Il eft connu que toute fonction algébrique de x peut étre ra-
menée (tout au moins en la réduifant en fuite) 4 une fonction de la méme
variable, compofée feulement de puiffances de cette dernidre, de maniére
qu’elle revéte Ia forme du fecond cas; & qu'il eneft de méme de route fonction
transcendante ( comme nous le verrons dans la fuite).  Partant la propofi-
tion eft générale pour toute fon&ion de x.

Note poftérieure au Jugement de I' Académie. (Pag.188. lig.2.)

Les réflexions phyfiques contenues dans ce Chapitre font tout particulitrement le fruit des in-
firutions que jai e le bonbeur de recevoir de ce profond Philofophe. La reconnoiffance
dont me péndrrent les foins paternels que ce refpeftable Parent a donnés 3 mon-édacation;
Pimportance que jattache A ce que fes méditations fur les points fondamentaux de la Phyfique
foient aufli répandues qu’elles méritent de Péwre ; & le défix que jai d’y contribuer autant qu'il
eft i ma foible portée ; m’ont guidé dans Pesquiffe que j’aitracée de fes fentiments fur les Imper-
eeptibles ou Infiniment - petits phyfiques : en me bornant (pour le fond) 3 Pexpofition qu'il en
a faite lui- méme dans fes ouvrages mentionnés dans le texte; & en me contenant dans les
limites que je devois me prefcrire, dans une digreffion peut - éte érangére 3 la queftion pu-
rement mathématique, propofée par I'Académie.
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