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HES T OLRFE

D E S

MATHEMATIQUES.

CINQUIEME PARTIE,

Qui comprend I’Histoire de ces Sciences pendant le
dix-huitieme siecle.

ekl R L T R0CES LE MoE.

Des progrés de la Mécanique théorique et analytique ;
ox Mécanique-philosophique.

No vs avons donné dans le second volume, p. 178 ez suiy.
p- 404. et suiy. I'Histoire de la mécanique dans le dix-septiéme
siecle ; mais le siécle suivant a été plus loin, et nous allons
donner une idée des travaux que les géométres ont faits & cet
égard.

La mécanique renferme essentiellement deux branches trés-
distinctes, la théorie et la pratiqgue. Nous commengons par la
premidre qui renferme les principes et les calculs de I'équi-
libre et du mouvement des solides et des fluides. Le livre snivant
traitera des machines , qui sont la partie importante dela méca-
nique relativement aux besoins de la sociéte. '

Le cit. de la Grange, dans sa Mécanique analytique pu-
blide en 1788 , réduisit tous les problémes A des formules générales
dont le développement donne toutes les équations nécessaires
pour la solution de chaque probléme; il réunit sous un méme
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point de vue les différens principes trouvés pour feciliter la
solution des questions de mécanique, en en montrant la liaison
etla dépendance, etfairejuger de lenr justesse et de leur étendue.

Nous allons les exposer d’aprés lni; on ne sauroit trouyer un
guide plus str, un‘his.torien plus_ profond ; d’autant plus qu'il
n’a point négligé 'histoire etP’érudition, relativement aux parties
dont il traitoit.

¥,
Principes de Statique.

Les Iois de la statique sont fondées sur des principes géné-
raux qui se réduisent & trois, celni de I'équilibre dans le levier,
celui de la composition du mouvement, et celui des vitesses
virtuelles, dont Jean Bernoulii fit voir la généralité en 17:7,
Archiméde, le seul parmi les anciens qui nous ait laissé quelque
théorie sur la mécanique, dans ses deux livres de AEqguipon-
derantibus est 'auteur du principe du levier, lequel consiste i
comme on l'a vii, en ce que si un levier droit est chargé de
deux poids quelconques placés de part et d’autre du poiat dap-
pui & des distances de ce point réciproquement proportionnelles
aux mémes poids, ce levier sera en équilibre, et son appui
sera chargé de la somme des deux poids. Archiméde prend ce
principe, dans le cas des poids égaux placés 4 des distances
égales du point d’appui, pour un axiome de mécanijue, évi-
dent de soi-méme, ou du moins pour un principe d’expérience;
et il raméne a ce cas simple et primitif celui des poids inégaux.
Pf“}l' cela il imagine ces poids lorsqu’ils sont commensura les,
divisés en plusicurs parties, toutes égales entr’elles, et en sup-
posant que les parties de chaque poids soient séparées et trans-
portées de part d’autre sur leméme levier, a des distances égales,
ensorte que tout le levw_r se troave chargé de plusicurs petits
poids égaux et placés & distances eg::les autour du point d’appui.
Ensnite, il démontre la vérité du méme théoréme pour les poids
incommensurables & 'aide de la méthode d’exhaustion, en faj.
sant voir qu'il ne sauroit y a'.r.oir équilibre entre ces poids, }
moins qu'ils ne soient en raison inverse de leurs distances an point
d’appui.

Quelques modernes , comme Galilée dans ses Dizlogues sur
le Mouvement, et Stevin dans sa Siatique , ont rendu la dé-
monstration d’Archiméde plus simple.

D’antres, au contraire, ont cru trouver des défauts dans la
lémonstration d’Archiméde, et ils 'ont tournde de différentcs
fagons pour la rendre plus rigoureuse. Mais si I'on excepte Huy-
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gens ! il n'y en a aucun qui ait mérité sur ce point la recon~
noissance des geometres.

Ladémonstrationd’Huygens , ( Opera varia ,t.1.), estfondée
sur la considération de 'équilibre d’un plan chargé de plusieurs
poids égaux, et appuyé sur une ligne droite ; mais cette dé-
monstration , quoique ingénieuse et exempte des difficultés anx-
quelles celle d’Archiméde est sujette, ne paroit pas a l'abii
de tonte objection ; au reste il suffit que ce principe soit constant.

Le principe du levier droit et horizontal une fois posé, on
en peut déduire les lois de 'équilibre dans les autres machines ,
et en général dans guelque systéme de puissances que ce soit.
Clest ce que plusieurs auteurs ont fait, surtout la Hire, dans
son Traité de Mécanique , imprimé dans le neuviéme volume
des anciens mémoires 3e I’Académie de Sciences de Paris. Ce-

endant il paroit qu'on n’a pas d’abord congu la maniére de
réduire a la théorie du levier celle de toutes les autres machines,
et surtout celle du plan incliné; car non-seulement on voit par
les fragmens qui nous sont parvenus du huitié¢me livre de Pappus,
que les anciens ignoroient le vrai rapport de la puissance au
poids dans le plan incliné ; mais on sait que la détermination
de ce rapport a &té longtemps un probléme parmi les premiers
mathématiciens modernes , probléme dont la premiére solution
exacte est due 4 Stévin, mathématicien du prince Maurice de
Nassau ; encore ne l'a-t:il trouvée que par une considération
indirecte et indépendante de la théorie du levier.

Stévin considére un triangle solide posé sur sa base horizon-
tale, ensorte que ses deux cdtés forment deux plans inclinés;
et il imagine qu'un chapelet formé de plusieurs poids égaux,
enfilés & des distances égales, ou plutdt une chaine d’égale
grosseur soit placée sur les deux cOtés de ce triangle , de maniére
que toute la partie supérieure se trouve appliquée aux deux cOtés
du triangle, et que la partie inféricure pende librement au-
dessous de la base , comme si elle étoit attachée aux deux extré-
mitds de cette base. Il en tire une démonstration curieuse ; il
déduit de cette théorie, celle de I'équilibre entre trois puissances
qui agissent sur un méme point, et il fait voir que cet ?qmllbl‘e
a lieu lorsque les puissances sont paralléles et proportionnelles
aux trois cbtés d'un triangle rectiligne quelconque. Voyez les
Llémens de Statique, et les additions a la Statique de cet anteur
dans ses Aypomnemata matfematica.

Le second principe fondamental de I'équilibre est celui de
Ja composition des mouyemens. 11 est fondé sur cette supposition
que si deux forces agissent a-la-fois sur un corps , suivant dif-
férentes directions sces forces équivalentalors A une force unigue,
capable d’imprimer au corps le méme mouyement que lui don-
neroient
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neroient les deux forces agissant séparément ; or , un corps qu’on
fait mouvoir uniformément, suivant deux directions ditférentes
a-la-fois,, parcourt nécessairement la diagonale du parallélo-
grame dont il elt parcourn séparément les ctés en vertn de
chacun des deux mouvemens. D’ou il suit que denx puissances
quelconques qui agissent ensemlfle sur un meéme corps, seront
équivalentes & une seule , représentée dans sa quantité et sa
direction , par la diagonale du parallélograme dont les c8tés
représentent en particulier les quantités et les directions des
deux puissances données. C’est en quoi consiste le principe
quon nomme la composition des forces.

Ce principe suffit seul pour déterminerles lois de ’équilibre dans
tous les cas ; car en composant successivement toutes les forces
denx 4 deux, on doit parvenir 4 une force unique, qui sera
équivalente A toutes ces forces, et qui, par conséquent, deyra
étre nulle dansle cas d’équilibre, §’il 0’y a dans le systéme
aucun point fixe; mais s'il yena un, il faudra que la direc-
tion de cette force unique passe par le point fixe. C'est ce quon
peut voir dans tous les livres de Statique, et particuliérement
dans la nouvelle Mécanique de Varignon , ou la théorie des
machines est déduite uniquement du principe dont nous venons
de parler.

Quant a l'invention du principe dont il s’agit, il me semble
gu’on doit l'attribuer 4 Galilée, qui, dans la seconde propo-
sition de la quatriéme journée de ses Dialogues, démontre qu'un
corps mii avec deux vitesses uniformes , I'une horizontale , Pautre
verticale , doit prendre une vitesse représentée par I'hypothénuse
du triangle dont les cOtés représentent ces deux vitesses.

Mais il paroit en méme-temps que Galilée n'a pas connu
toute 'importance de ce théoréme ﬂans la Théorie de I’Equi-
[ibre; car dans le troisiéme dialogue ot il traite du mouvement
des corps pesans sur des plans inclinés, au lien d’employer
le principe de la composition du mouvement pour déterminer
directement la gravité relative d’'un corps sur un plan incliné ;
il déduit plutdt cette détermination de la théorie de équilibre
sur les plans inclinés, d’apres ce qu'il avoit établi auparayant
dans son traité : Della scienza mecanica , ol il raméne le plan
incliné au levier.

On trouve ensuite la théorie des mouvemens composés dans
les écrits de Descartes, de Roberval, de Mersenne , de Wallis :
mais, c'est Varignon qui, le premier montra I'usage de cette
théorie dans 'Eguilibre des Machines.

,Le projet d’'une nouvelle mécanique qu’il publia en 1687,
Na pour objet que de démontrer les régles de la Statique par

Composition des mouyemens ou des forces ; et cet objet g
Tome 11, Hhbhh :
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été rempli ensuite avec plus détendue dans la Nongelle Mé-
canigue qui ne parut qu'aprés sa mort, en 1725. Il ayoit déja
donné en 1685, dans I'Histoire de la f:’f"p?sf';/.f.?ne des Lettres ,
an mémoire sur les poulies, ou il expliguoit la théorie de ces
sortes de machines, par celle des mouvemens composés.

Le troisiéme principe de Statique est celui des vitesses vir-
tuelles. On doit entendre par vitesse virtuelle celle qu'un corps
en équilibre est disposé & recevoir en cas que I'équilibre vienne
a &tre rompu, c'est-a-dire la vitesse que ce corps prendroit réel-
lement dans le premier instant de son mouvement; et le prin-
cipe dont il s’agit consiste en ce que des puissances sont en
équilibre quand elles sont en raison inverse de leurs vitesses
virtuelles , estimées suivant les directions de ces puissances.

Pour peu qu'on examine les conditions de Iéquilibre dans
le levier et dans les antres machines, il est facile de reconnoitre
la vérité de ce principe ; cependant il ne paroit pas que les
géomeétres qui ont précédé Galilée, en aient eu connoissance,
et Lagrange croit pouvoir en attribuer la découverte & cet auteur

ui, dans son traité, Della scienza mecanica, et dans ses
ﬁialogucs sur le mouvement, le proposa comme une propriété
générale de I'équilibre des machines. Voyez le Scholie de la
seconde proposition du troisieme dialogue.

Galilée entend par moment d’un poids, ou d’une puissance
appliquée A une machine , l'effort , Paction, I'énergie, Bimpetzzs
de cette puissance pour mouvoir la machine, de maniére qu’il
y ait équilibre entre deux puissances, lorsque leurs momens
pour mouvoir la machine en sens contraire sont égaux. Et il
fait voir que le moment est toujours proportionel A la puissance
multipliée par la vitesse virtuelle dépendante de la maniére dont
la puissance agit.

Cette notion des momens a aussi été adopté par Wallis dans
sa Mécanique, publiée en 1669. L’auteur y pose le principe
de I'égalité des momens pour fondement de la statique, et il
en déduit au long la théorie de 'équilibre dans les principales
machines.

Aujourd’hui on n’entend plus communément par moment que
le produit d’une puissance par la distance de sa direction 4 un
point ou A une ligne , c’est-a-dire par le bras du levier par lequel
elle agit; mais il semble que la notion du moment, donnée

ar Galilée et par Wallis, est plus naturelle et plus générale;
et ’on ne voit pas pourquoi on I'a abandonnée pour y en sub-
stituer une autre qui exprime seulement la valeur du moment
dans certains cas, comme dans le levier.

Descartes @ réduit pareillement toute la statique a un prin-
tipe unique, qui revient pour le fond a celui de Galilée , mals
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qui est présenté d’une maniére moins générale. Ce principe est
qu’il ne faut ni plus ni moins de force pour élever un pO}dS
a une certaine hauteur , qu’il n’en faudroit pour élever un poids
plus pésant 4 une hauteur d’autant moindre, ou un poids moindre
4 une hauteur d’autant plus grande. (Yoyez lalettre 73 de la
premiére partie , et le Trai[ef de Mécamgue , imprimé dans ses
Ouvrages posthumes ). Delail résulte qu'il y aura équilibre entre
deux poids, lorsqu'ils seront disposés de maniére que les che-
mins perpendiculaires qu’ils peuvent parcourir ensemble, soient
en raison réciproque des poids. Mais dans l'application de ce
}ercipe aux cﬁff’érentes machines, il ne faut considérer que
es espaces parcourus dans le premier instant du mouvement,
et qui sont proportionels aux vitesses virtuelles, autrement on
n’auroit pas les véritables lois de I'équilibre.

Le principe des vitesses virtuelles peut étre rendu trés-général
de cette maniére: si un systéme quelconque de tant de corps
‘ou points que l'on vent, tirés chacun par des puissances quel-
conques est en équilibre, et qu'on donne a ce systéme un petit
mouvement quelconque ;en vertu duquel chaque point parcoure
un espace infiniment petit qui exprimera sa vitesse virtuelle,
la somme des puissances, multipliées chacune par 'espace que
le point ol elle est appliguée parcourt suivant la direction de
cette méme puissance, sera tonjours égale 4 zéro, en regar-
dant comme positifs les petits espaces parcourus dans le sens
des puissances, et comme négatifs les espaces parcourus dans
un sens opposé : Jean Bernouilli est le premier qui ait appergu
cette grande généralité du principe des vitesses virtuelles et
son utilité pour résoudre les problémes de statique : C'est ce
qWon voit dans une de ses lettres 4 Varignon, datée de 1717
que ce dernier a placée 4 la téte de la section neuviéme de
sa Nouvelle Mécanigue, section employde toute entiére & mon-
trer par différentes applications la vérité et 'nsage du principe
des vitesses virtuelles.

Ce méme principe a donné lien ensuite A celui que Maupertuis
a proposé dans les Mémoires de I’dcadémie des Sciences,
pour 1740 , sous le nom de Loz de Repos. et qu Eulerr a dé-
veloppé davantage , et rendu plus général dans les Mémoires
de I’ Adcadémie de Berlin , pour 'année 1751. Enfin, c’est encore
le méme principe qui sert de base & celui que le marquis de
Courtivion a donné dans les Mémoires de ['Académie des
Sciences de Paris, pour 1748 et 1749.

La Grange estime que tous les principes généraux, qu’on pour-
roit peut-&tre encore découyrir dans la science de l'équilibre,
ne seront que le méme principe des vitesses virtuelles envisage

ifféremment, et dont ils ne différeront que da}nsi i;exPr"’SS.“?n'-
Hhhih 2
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Au reste, ce principe est non-seulement en loi-m&me trés-
simple et trés-général ; il a de plus 'avantage précieux et unique
de pouvoir se traduire en une formule généraie qui renferme
tous les prohlémes qu’on peut proposer sur i'étluiiibfe des corps.
La Grange expose cette formule dans toute son étendue. Il la
présente méme d'une maniére encore plus générale qu'on ne
P'avoit fait avant lui, et il donne des applications nouvelles
pour un systéme quelconque de forces, dans sa Meécanique
analytique.

11.
Principes de Dynamique.

La Dynamique est la science des forcesaccélératrices ou retar-
datrices et des mouvemens variés qu’elles peuvent produire. Cette
science est due entiérement aux modernes, et Galilée est celui
qui en a jeté le premier fondement. Avant lui on n’avoit con-
sidéré les forces qui agissent sur les corps que dans I’état d’équi-
libre, et quoiqu'on ne piit attribuer 'accélération des corps
pesans et le mouvement curviligne des projectiles qu'a 'action
constante de la gravité, personne n’avoit encore réussi a déter-
miner les lois de ces phénoménes. Galilée fit le premier ce pas
important, et ouvrit parld une carriére nouvelle et immense a
I’avancement de la mécanique. Ces décounvertes sont exposées et

- développées dans Vouvrage intitulé : Dialoghi delle scienze
nuove , lequel parut pour la premiére fois & Leyde en 1637. Elles
ne procurerent pas a Galilée, de son vivant, autant de célébrité
que celles qu'il avoit faites sur le systéme du monde ; mais elles
font avjourd’hui la partie la plus solide et la plus réelle de la gloire
de ce grand homme , au jugement de la Grange. Car, dit-1l, les
découvertes des satellites de Jupiter, des phases de Vénus , des
taches du soleil, ne demandoient que des télescopes et de I'as-
siduité ; mais il falloit un génie extraordinaire pour déméler les
loisde lanature dans des phénoménes que 'on avoit toujours eus

sous les yeux, et dont 'explication avoit néanmoins toujours
échappé aux recherches des philosophes.

Huygens, qui paroit avoir été destiné a perfectionner et com-
pletter la plupart des découvertes de Galilée, ajouta a la théorie
de Paccélération des graves celles du mouvement des pendules et
des forces centrifuges, et prépara ainsi la route 3 la grande dé-
couverte de la gravitation universelle.

1.a mécanique d.evi.nt une science nouvelle entre les mains de
Newton, et ses principes mathématiques, qui parurent pour la
premiére fois en 1687, furent 'époque de cette réyolution.




DES MATHEMATIQUES. Parr, V. Liv. III.  6:3.

Enfin, l'invention du calcul infinitésimal , mit les géométres
en ¢tat de réduire 4 des questions analytigues les lois du mou-
vement des corps ; la recherche des forces et des mounvemens qui
en résultent, estdevenue depuis le principal obict de leurs tra-
vaux , et le cit. de la Grange, dans sa mécanique ;LI};I!}rtique .
a donné encore un nouveau moyen de faciliter cette re-
cherche.

Pour calculer le monvement d'un corps, le moyen le plus
simple est de rapporter le mouvement & des directions fixes
dans 'espace. Alors en employant, pour déterminer le lieu du
corps dans l'espace, trois coordonnées rectangles qui aient ces
mémes directions, les variations de ces coordonnées représen-
teront les espaces parcourus par le corps, suivant les directions
de ces coordonnées ; par conséquent leurs différentielles secondes,
divisées par le carré de la différentielle constante du temps ,
exprimeront les forces accélératrices qui doivent agir suivant ces
mémes coordonnées. Ainsi, en égalant ces expressions 4 celles
des forces données par la nature du probléme, on aura trois
équations semblables qui serviront & déterminer toutes les cir-
constances du mouvement. Cette maniére de déterminer le mou-
vement d’un corps animé par des forces accélératiices quel-
conques , est, par sa simplicité, préférable & toutes les autres, Il
paroit que Maclaurin est le premier qui I'ait employée dans son
Traité des Fluzrions, imprimé en1742: elle est maintenant
universellement adoptée.

Mais st on cherche le mouvement de plusienrs corps qui
agissent les uns sur les autres par impulsion ou pression , soit
immédiatement comme dans le choc ordinaire, ou parle moyen
de fils ; ou de leviersinflexibles anxquelsils soient attachés, ou en
géuéral par quelqu’autres moyens que ce soit, alors la question
est d’un ordre plus élevé, et les principes précédens , sont insuf-
fisans pour la résoudre ; car ici les forces: qui agissent sur les
corps sont incorfnues, et il faut déduvire ces forces de l'action
que les corps doivent exercer entre eux , suivant leur disposition
mutuelle. 1l est donc nécessaire d’avoir recours & un nouveau
principe qui serve i détermine‘r la Foice des corps en mouve-
ment, eu égard a legr masse et & leur vitesse.

Ce principe consiste en ce que, pour imprimer i une masse
donnée une certaine vitesse,suivantune direction quelconque,soit
gue cette masse soit en repos, ou en mouvement, il faut une force

ont la valeur soit proportionnelle au produit de la vitesse , et
dont la direction soit la méme que celle de cette vitesse. Ce
Produit de la masse d’un corps multipliée par sa vitesse, $ap-
pelle communément la quantité de mouvementde ce corps , parce

2

quen clfet ¢’est la somme des mouyemens de toutes les parties
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natériclles. Ainsi, les forces se mesurent par les quantités de
mouvemens qu’elles sont capables de produire, et réciproque-
ment laquantité de mouvement d’un corps, est la mesure de la force
que le corps est capable d’exercer contre un obstacle , et qui s’ap-
pelle la percussion ; d’ot il s’ensuit que si deux corps non élas-
tiques viennent 4 se choquer directement en sens comntraires avec
des quantités de mouvement égales , leurs forces doivent se
contre. balancer et se détruire ; par conséquent les corps dolivent
Sarrbter et demeurer en repos ; mais si le choc se faisoit par le
moyen d’'un 1évier , il faudroit, pour la destruction du mou-
vement des corps, que leurs forces suivissent la loi connue de
Péquilibre du lévier.

il paroit que Descartes apercut le premier le principe que nous
venons d’exposer; mais il se trompa dans son application au choc
des corps, pour avoir cru que la méme quantité¢ de mouvement
absolu devoit tonjours se conserver.

Wallis est proprement le premier quiait eu une idée nette de
ce principe , et qui s’en soit servi avec succés pour découvrir les
lois de la communication du mouvement dans le choc des corps
durs ou élastiques , comme on le voit dans les Trans. philos. de
1669 et dans la troisieme partie de son Zraité de Mot , imprimé
en 1671.

De méme quele produit de 1a masse et de la vitesse exprime la
force finie d'un corps en mouvement, ainsi le produit de la masse
et de la force accélératrice que nous avons vu dtre représentée
par I’élément de la vitesse divisé par I’élément du temps, expri-
mera la force élémentaire ou naissante ; et cette guantité, si on
la considére comme une mesure de leffort que le corps peut faire
en vertu de la vitesse élémentaire qu'il a prise , ou quil tend 2
prendre, constitue ce qu'on nomme pression ; mais si on la
regarde comme la mesure de la force, ou puissance nécessaire
pour imprimer cette méme vitesse , ¢’est alors ce quon nomme
force motrice.

Ainsi, des pressions ou des forces motrices se détruiront ou
se feront équilibre, si elles sont égales et directement oppos<es ,
ou si étant appliquées a une machine quelconque , elles suivent
les lois de 1’équilibre de cette machine. . )

Lorsque des corps sont joints ensemble , de manicre qu’ils ne

aissent obéir: librement aux impulsions regues et aux forces
accélératrices dont ils sont animés, ces COTps exercent néces-
sairement les uns sur les autres des pressions continuelles qui
altdrent leurs monvemens, ct qui en rendent la détermination
difficile.

Le premier probléme et le plus simple de ce genre dont les
géométres se soient occupés , est celui des centres d’oscillations.
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Ce probléme a été fameux dans le 17¢siécle et au commence-
ment du 18¢, par les efforts et les tentatives que les plus
grands géométres firent pour en venir & bout; et comme c'est
principalement a ces_tFuatativesE gqu'on doit les progres immenses
que la .;1Ynamique a faits depuis ; la Grange en donne une his-
toire détaillée , pour montrer par quels degrés cette science s'est
élevée 2 la perfection on elle est parvenue dans ces derniers
temps. Mersenne avoit proposé ce I)robléme a Descartes, qui
donna une régle, contestée par Roberval. Huygens vit qu’on ne
pouvoit déterminer ce centre d’'une maniére rigoureuse, sans
connoltre la loi suivant laquelle les différens poids du pen-
dule composé altérent mutuellement les mouvemens que la

ravité & tend & leur imprimer a chaque instant; mais au lien de
chercher & déduire cette loi des principes fondamentaux de la
mécanique , il se contenta d’y suppléer par un principe indirect ,
lequel consiste a supposer que si plusieurs poids, attachés comme
I’on voudra, 4 un pendule, descendent par la seule action de la
gravité, et que, dans un instant quelconque, ils soient détachés
et sépares les uns des autres, chacun d’eux, en vertu de sa
vitesse acquise pendant sa chiite , remontera A vne telle hauteur,
que le centre commun de gravité se trouvera remonté i la méme
hauteur d’ot1 il étoit descendu. A la vérité, Huygens n’établit
pas ce principe immédiatement; mais il le déduit de deux hypo-
théses qu’il croit devoir étre admises comme des demandes de
mécanique : l'une, c'est que le centre de gravité d’un systénie
de corps pesans, ne peut jamais remonter & une hauteur plus
grande que celle d’ou il est tombé, quelque changement qu'on
fasse 2 la disposition mutuelle des corps ; car autrement le mou-
vement perpétuel ne seroit plus impossible : 'autre, c¢’est qu'un
pendule composé peut tonjours remonter de lui méme 4 la méme
bhauteur d’otr il est descendu librement. Awn reste , Huygens
observe que le m&me principe a lieu dans le mouvement descorps
pesans liés ensemble , d'une maniére quelcongue , comme aussi
dans le mouvement des fluides. Huygens, de Horologio oscilla-
tonio, 1673. (La Grange, p. 174 ). : :

Jacques Bernoulli ayant examiné IEl .l'héorle FI’Hu;-'gens fit un
peu plus, mais il se 'Irompa, .Et j’I"IDpll'al le'ht I‘eVUI]iI‘; il en
résulta enfin la premiére solution directe et rigoureuse du pro-
bléme des centres d’oscillations; solution qui contient le germe
du principe de Dypamique, devenu fécond entre les mains de
d’Alembert.

11 seroit trop long de parler des autres problémes de dyna-
Mmique qui ont exercé la sagacité des géométres aprés celui du
centre d’oscillation , et avant que l'art de les résoudre rﬂt_‘"éd“lt
#des régles fixes. Ces problémes, que les Bernoulli, Clairaut ,
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Euler se proposoient eux*mémes,se trouvent répandas dans les pre
miers volumes des Mémoires de Pétershourg et de Berlin, dansles
Mémoires de Paris (années 1736 et 1742), dans les BGuires de
Jean Bernoulli et dans les Opuscules d’Euler. lls consistent a
déterminer les mouvemens de plusieurs corps pesans ou non qui
se poussent ou qui se tirent par des fils ou des leviers inflexibles
ou ils sont fixement attachés, ou le long desquels ils peuvent
couler librement, et qui, ayant regu des fmpressions quel-
conques , sont ensuite abandonnés a eux-mémes, ou contraints
de se mouvoir sur des courbes ou des surfaces données. Mais il
falloit toujours une adresse particuliére pour déméler dans chaque
probléme toutes les forces auxquelles il étoit nécessaire d’avoir
égard ; ce qui rendoit ces problémes piquans et propres a exciter
I'émulation. Le Traité de Dynamique donné par d’Alembert en
1743, mit fin 4 ces espéces de défis, en offrant une méthode
directe et générale pour résoudre, ou du moins pour metire
en équations lous les problémes de dynamique que l'on peut
imaaginer.

Cette méthode réduit toutes les lois du mouvement des corps
4 celle de leur équilibre, et raméne ainsi la dynamique & la
statique. Le principe employé par Jacques Bernoulli dans la
recherche du centre d’oscillation, avoit l'avantage de faire dé-
pendre cette recherche des conditions de 1'équilibre du levier 3
mais il étoit réservé & d’Alembert d’envisager ee principe d’une
maniére générale , et de lni donner toute la simplicité et la fécon~
dité dont il pouvoit &tre susceptible ; nous en parlerons en détail
dans Varticle IV. :

Ce principe ne fournit pas immédiatement les équations néces-
saires pour la solution des différens problémes de dynamique;
il apprend 2 les déduire des conditions de 1'équilibre. Ainsi, en
combinant ce principe avec les principes ordinaires de Iéquilibre
dn levier, ou de la composition des forces, on peut toujours
trouver les équations de chaque probléme, 4 I'aide de quelques
constructions plus ou moins compliquées. i

Clest de cette maniére qu'on en a usé jusquici dans I'appli-
cation du principe dont il s’agit; mais la ditficulté de déterminer
les forces qui doivent étre détruites, ainsi que leslois de I'équi-
libre entre ces forces, rend souvent cette application embar-
rassante et pénible, et lessolutions qui en résultent sont presque
toujours plus longues que si elles étoient déduites de principes
moins simples et moins directs.

La Grange, dans la premiére partie de son traité, se sert du
principe des vitesses virtu.elles » comme nous l’avons dit , pour
trouver un moyen apalyt:que trés - simple de résoudre toutes
les questions de statique, Ce méme principe , combing avleg

ceial
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celui que nous venons d’exposer, lui fournit aussi une méthode

semhlable pour les problémes de dynamique, et qui a les mémes
avantages. :

Pour se former d’abord une idée de cette méthode, on se rap-
pelera que le principe général des ﬁ?tf}f‘zses virtuell_es consiste en
ceque, lorsqu'un systéme de corps redmﬂts a des points, et animés
deforces quelconques, esten équilibre, sion donne A ce systéme un
petit mouvement quelconque, en vertu duquel chaque corps
parcoure un espace infiniment petit, la somme des forces ou
puissances multiplides chacune par I'espace que le point out elle
est appliquée parcourt suivant la direction de cette puissance,
est tovjours égale a zéro. ;

Si maintenant on suppose le systéme en mouvement et qu’on
regarde le mouvement que chaque corps a dans un instant
comme composé de deux, dont I'un soit celui que le corps aura
dans Vinstant suivant , il faudra que lautre soit détruit par
Paction réciproque des corps et par celle des forces motrices,
dont ils sont actuellement animés. Ainsi, il devra y avoir équi-
libre entre ces forces et les pressions ou résistances qui résultent
des mouvemens qu'on peut regarder comme perdus par les corps
d’un instant A Pautre : d’on il suit que pour étendre au mou-
vement du systéme la formule de son équilibre, il suffira d'y
ajouter les termes dfis 4 ces derniéres forces.

Or, si on considére les vitesses que chaque corps a, suivant
trois directions fixes et perpendiculaires entre elles, les décrois-
semens de ces vitessess présenteront les mouvemens perdus
suivant les mémes directions; et leurs accroissemens seront par
conséquent les mouvemens perdus dans des directions opposées :
donc. les pressions résultantes de ces mounyemens perdus seront
exprimées en général par la masse multipliée par I'élément de la
vitesse , et divisée par 'élément du temps, et auront des direc-
tions directement contraires A celles des vitesses. De cette
maniére, on exprime analytiquement les termes dont il sagit ,
et 'on a une formule générale pour le mouvement des corps,
laquelle renferme la solution de tous les problémes de dyna-
mique, et dont le simple développement donne les équations
nécessaires pour chaque probléme » comme on le voit dans
Pouvrage de la Grange.

Mais un des plus grands avantages de cette formule, est d’offrir
immédiatement les équations générales qui renferment les prin-
Cipes ou théorémes connus sous les noms de conservation des

orces wives , de conservation du mouvement du centre de gra-
vitd, de conservation du moment du mouvement de rotation , ox

de principe des aires, et de principe de la moindre quantité
Lome I11, ITiii
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d’action. Ces principes doivent étre regardés plutdt comme des
résultats généraux des lois de la dynamique, que comme des
principes primitifs de cette science ; mais étant souvent employés
comme tels dans la solution des problémes, il est naturel d'in-
diquer en quoi ils consistent et A quels avteurs ils sont dus , pour
ne rien laisser & désirer dans cette exposition préliminaire des
principes de la dynamique. (La Grange, p. 182 ).

Le premier des quatre principes dont nous venons de parler,
celui de la conservation des forces vives a été trouvé par
Huygens, mais sous une forme un peu différente de celle qu'on
lui donne présentement, et nous en avons déja parlé a l'occasion
du probléme des centres d’oscillation. Ce principe, tel qu'il a été
employé dans la solution de ce probléme, consiste dans 1'égalité
entre la descente et la montée du centre de gravité de plusieurs
corps qui descendent conjointement, et qui remontent ensuite
séparément , étant réfléchis en haut chacun avec la vitesse quil
avoit acquise. Or, par les propriétés connues du centre de gra-
vité, le chemin parcouru par ce centre dans une direction quel-
conque, est exprimé par la somme des produits de la masse de
chaque corps et du chemin qu’il a parcouru suivant la méme
direction divisée par la somme des masses. D'un auntre c8té: par
les théorémes de Galilée , le chemin vyertical parcourn par un
corps grave, est proportionnelau carré de la vitesse qu'il a acquise
en descendant librement, et avec laquelle il pourroit remonter a
la méme hauteur. Ainsi, le principe de Huygens se réduit a ce
que, dans le mouvement des corps pesans, la somme des produits
des masses par les carrés des vitesses & chaque instant, est la
méme, soit que les corps se meuvent conjointement d’'une maniére
quelconque, ou qu'ils parcourent librement les mémes hauteurs
verticales. C'est aussi ce que Huygens lui-méme remarqua en

eu de mots dans un petit écrit relatif aux méthodes de Jacques
%emoulli et du marquis de I'Hépital, pour les centres d’os-
cillation.

Jean et Daniel Bernoulli 'étendirent davantage et en for-
mérent le principe de la conservation des forces vives dont 10us
parlerons plus au long dans 'article suivant.

Le second principe est dft 4 Newton, qui au commenccment
de ses principes mathématiques , démontre que l'état de repos ou
de mouvement du centre de gravité de plusieurs corps, n’est
point altéré par Vaction réciproque de ces corps, quelle qu'elle
soit , de sorte que le centre de gravité des corps qui agissent les
uns sur les antres d'une maniére queconque , soit par des fils ou
des leviers, ou des lois d’attractions, sans qu'il yait aucune action
ni aucun obstacle extérieur, est toujours en repos, ou se meut
sniformément en ligne droite, :
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D’Alembert lui a donné depuis, dans son Trzité de Dyna-
mique, une plus grande étendue, en faisant voir que si chaque
corps est sollicité par une force accélératrice , et qui agisse par
des lignes paralléles, ou qui soit dirigée vers un point fixe, qur
agisse en raison de la distance, le centre de gravité doit décrire
la méme courbe que si les corps étoient libres: & quoi I'on peut
ajouter que le mouvement de ce centre est en gér}éral le méme
que si toutes les forces des corps, quelles qu'elles soient, y étoient
appliquées chacune suivant sa propre direction: il est visible
que ce principe sert a déterminer le mouvement du centre de
gravité , indépendamment des mouvemens respectifs des corps,
et qu’ainsi il peut toujours fournir trois équations finies entre les
coordonnées des corps et le temps, lesquelles seront des intégrales,
des équations différentielles du probléme.

Le troisi¢me principe est beaucoup moins ancien que les deux
précédens, et paroit avoir été découvert en méme temps par Euler,
Daniel Bernoulli et le chevalier d’Arcy, mais sous des formes
différentes, Selon les deux premiers, ce principe consiste en ce
que, dans le mouvement de plusieurs corps autour d’un centre
fixe, la somme des produits de la masse (!1@ chaque corps, par
sa vitesse de circulation autour du centre et par sa distance au
Far sa distance au méme centre, est toujours indépendante de

‘action mutuelle que les corps peuvent exercer les uns sur les
autres, et se conserve la méme tant qu’il n’y a aucune action
ni aucun obstacle extérieur.

Daniel Bernoulli exposa ce principe dans le premier volume
des Mémoires de I’ Adcadémie de Berlin en 1746, et Euler le
donna la méme année dans le premier tome de ses Opmczdes "
€L c’est aussile méme probl&dme qui les y a conduits ; savoir, la
recherche du mouvement de plusieurs corps mobiles dans un
tube de figure donnée, et qui ne peut que tourner autour d’um.
point ou centre fixe.

Le principe que d’Arcy donna & PAcadémie des sciences de
Paris, dans un mémoire qui porte la date de 1746, mais qui n’a
paru qu'en 1752, dans les Mémoires de 1747, est que la somme
des produits de la masse de chaque corps par l'aire que son
rayon vecteur décrit autour d’un centre f.IKG-, est toujours pro-
portionnelle au temps. On voit que ce principe est une généra-
lisation du beau théoréme de Newton, sur les aires décrites en
vertu de forces centripétes quelconques ; et pour en apercevoir
Panalogie, ou plutdt I'identité avec celui d Euler et Daniel Ber-
Boulli, il n'y a qu’a considérer que la vitesse de circulation est
©xprimée par |'élément de I'arc circulaire diyisé par I'élément f_"]“
temps, et que le‘fremier de ces élémens multiplié par la dis-

tance au centre, donne P'élément de Vaire décr}t_e_f{“m“f de ce
1112
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centre; d’ont 'on voit que ce dernier principe n'est antre chose
que Pexpression différentielle de celui de d’Arcy.

Cet auteur a présenté ensuite son principe sous une
autre forme, qui le rapproche davantage du précédent , et qui
consiste en ce que la somme des produits des masses, par les
vitesses et par les perpendiculaires tirées du centre sur les direc-
tions du corps, estune quantité constante. '

Sous ce pointdevue, il en a fait m&ie une espéce de principe
méthaphysique, qu'il appelle la conservation de l'action , pour
I'opposer, ou plutdt pour le substituer A celui de la moindre
quantité d’action, comme S1 des dénominations vagues et arbi-
traires faisolent I'essence des lois de la nature, et pouvoient ,
par quelque vertu secréte, ériger en causes finales de simples
résultats des lois connues de la mécanique.

Quoi qu'il en soit, le principe dont il s'agit a lieu généra-
lement pour tout systéme de corps qui agissent les uns sur les
autres, d'une fagon quelconque, soit par des fils, des lignes
inflexibles ; des lois d’attractions , et qui sont de plus sollicites
par des forces quelconques dirigées A un centre fixe, soit que le
systéme soit d'aillenrs entierement libre, ou qw’il soit assujetti &
se mouvoir autour de ce méme centre. La somme des produits
des masses , par les aires decrites antour de ce centre et projetées
sur un plan quelconque, est touvjours proportionnelleau temps ;
de sorte qu'en rapportant ces aires A trois plans perpendiculaires
entre eux, on a trois équations différentielles du premier ordre
entre le temps et les coordonnées des courbes décrites par les
corps, et c'est proprement dans ces équations que consiste la
nature du principe dont nous venons de parler.

Le quatriéme principe est celui que la Grange appelle de la
moindre action, par analogie avec celul que Maupertuis ayoit
donné sous cette dénomination , que les écrits de plusieurs au-
tenrs illustres ont rendu ensuite si fameux , et dont nous par-
lerons plus au long dans l'article V. Ce principe, envisagé ana-
lytiqguement, consiste en ce que, dans le mouvement des corps
qui agissent les uns sur les autres, la somme des produits des
masses par les vitesses et par les espaces parcourus. est un
minimum. L'auteur en a déduit les lois de la réflexion et de la
réfraction de la lumiére , ainsi que celle du choc des corps dans
deux mémoires, 'un & ’Académie des sciences de Paris en 1744,
et Uautre deux ans aprés a celle de Berlin ; mais il faut avouer
que ces applications sont trop particuliéres pour seryir a établir
la vérité d’un principe général ; elles ont d’aillenrs quelque chose
de vague €t d’arbitraire , qui ne peut que rendre incertaines les
conséquences qu’on en pourroit tirer pour Pexactitnde méme du
principe. Aussil'on auroit tort de mettre ce principe présente




DES MATHEMATIQUES. Paar. V. Liv. IIL. 621

ainsi sur la méme ligne que ceux que nous venons d’exposer ;
mais il y a une autre maniére de I'envisager plus générale et plus
rigOHI‘EI.]SE, et qui mérite seule I"attention des géumc‘-tres. Euler
en a donné la premiére idée A la fin de son Lraité des Isopéri-
métres,imprimé 2 Lausanne en 1744, en y faisant voir que dans
les trajectoires décrites par des forces centrales, lintégrale de la
vitesse , multipliée par I’élément de la courbe, fait toujours un
FLETLITLLIE O U ILLELIILILITE.,

Cette propriété , que Euler n'avoit reconnue que dans le mou-
vement des corps isolés, a été étendue depuis par la Grange an
mouvement des corps qui agissent les uns sur les autres dune
maniére quelconque, et il en a résulté ce nouvean principe ge-
néral que la somme des produits des masses, par les intégrales
des vitesses multipliées par les élémens des espaces parcourus , est
constamment BN MALLALM OV WD LRI,

Tel est le prince anquel la Grange donne, quoign’impropre-
ment, le nom de moindre action, et qu’il regarde, non comme
un priecipe méthaphysique, mais coinme un résultat Simple et
+ géneéral des lois de la mécanique. On peut voir , dans le tom, 1I
des Mémoires de Turin, I'usage que la Grange en a fait pour
résoudre plusieurs problémes difficiles de dynamique. Ce prin=
cipe, combiné avec celui de la conservation des forces vives,.et
developpé &uivant les régles du calcul des variations, donne
directement toutes les équations nécessaires pour la solution de
chaque probléme, et de-la nait une méthode également simple
et générale pour traiter les questions qui concernent le mou-
vement des corps; mais cette méthode n’'est elleméme qu'un
corollaire de celle qui {ait 'objet de la seconde partie de la méca-
nique analytigne, et qui aen méme-temps 'avantage d’étre tirée
des prem:mrs principes de la mécanique. (T.a Grange, p. 189 ).

La mécanique philosophique du cit, Prony (1799) con-
tient toutes les formules, tous les théorémes et tous les problémes

ue la géométrie transcendante et les découvertes modernes ont
?ournies ala mécanique ,eta I’hydrodynamique , les usa ges qu’on
a faits des principes précédens, et I'application de la théorie
au mouvement des machines dont nous parlerons dans le livre
suivant. On trouve, dans cet ouvrage de Prony, un tableau
méthodique des résultats,, dégage de la particdesdémonstrations
et des calculs intermédiaires, qui n’est d'une nécessité absolue
que pour les premicres études; 1l s'est borné a faire connoitre
Vesprit des méthodes, & indiquer les principaux anneaux ou l&
trace de la chaine quilie les propositions entr’elles , en facilitant
11‘-’_3 moyens de bien saisir 'ensemble et la correspondance des
Clverses parties de la science, sans fatiguer 'attention et sané

charger sa mémoire de ce qui n’est pas rigourensement NECCSSALE
pour paryenir & ce but, '
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Du principe de la conservation des jforces vives.

Nous avons donné ci-devant (pag. 618) d’aprés la Grange , une
idée du principe de la conservation des forces vives ; mais il ne
sera pas inutile d’entrer & ce sujet dans quelgue détail. La méca-
nique offre souvent des problémes qui, analysés directement et
d’aprés les principes orc inaires , jeteroient dans des difficultés
insurmontables. Le génie a su quelquefois s’ouvrir des routes
particuliéres. Le principe dont nous parlons en est un exemple. Il
consiste en ce que dans toute action des corps les uns sur les autres,
soit quils se choquent, pourvu que dans ce cas ils soient parfai-
tement élastiques, soit qu'ils soient liés entre eux par des verges
inflexibles ou par des fils, au moyen desquels ils se commu-
niquent le mouvement, la somme des masses multipliées par les

uarrés des vitesses absolues, reste tonjours invariable.

Nous avons vu que la découverte de ce principe, qui est ap-
pliqué avec succés & diverses recherches, qui seroient, sans lui,
extrémement épineuses , est proprement due 4 Huygens, qui
entreprit de démontrer que si plusieurs poids lils ensemble
tombent d’une certaine hauteur , et qu'arrivés au plus bas de
leur chiite, ils soient libres de remontcr chacun a la hauteur
déterminée par sa vitesse acquise, le centre de gravité de ces
corps remontera 3 la méme hauteur que celle dont il étoit des-
cendu , tandis que tous ces corps étoient liés ensemble. Or , les
quarrés des vitesses avec lesquelles ces corps remontent sont
comme les hauteurs anxquelles ils doivent s’élever. Ainsi, le pro-
duit des masses , par ces hauteurs , étant constamment le méme,
puisque le centre de gravité commun remonte a la méme hau-
teur, i} s'ensuit que celui des masses, par les quarrés des vitesses,
qui sont les forces wives, suivant le langage léibnitzien, reste
invariable. De-1, le nom de ce principe adopté par' ceux méme
qui n’admettent point la distinction léibnitzienne entre les forces
vives et les forces mortes. s

La démonstration d’Huygens prouve bien , quoiqueé d'une
rhanire indirecte , que le centre de gravité du corps ne sauroit
remonter plus haut qu’il n’est descendu ; mais 'autre partie de
cette démonstration , dont I'objet est de faire voir qu'il ne mon-
tera pasmoins haut, ne porte pas également la conviction avec
elle. Aussi ce principe fut-il contredit dans Je temps , mais cepen-
dant & tort ; car son application & tous les phénoménes méca-
niques, est démontrée d’'une maniére directe , et donne constam-
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ment les mémes solutions. On ne peut donc refuser dele regarder
comme un des principes fondamentaux de la nature et une des
clefs de la dynamique. Cette loi enfin est, comme le fait voir
Bernonlli dans son Discours sur la communic. du mouvement,
chap. 10, une suite nécessaire de deux autres déja admises par
les mécaniciens j savoir ,, 1°. que dans tout choc de corps élas-
tiques , la vitesse respective reste la méme avant et aprés le choc;
20. que la quantité d’action , c’est-a-dire, le produit de la masse
des corps choquans et choqués, multipliée par la vitessede leur
centre de gravité, est encore la méme avant et aprés le choc ;
car si Pon suppose deux corps A et B portés 'dn contre l'autre
avec des vitesses a et b, qui, apres le choc, seront changées cn
x et y, la premiére loi donnera a—b=y — =, et la seconde
aA 4+ 6B= A x+ By.Eneffet, la quantité¢ A @~ Bbest le pro-
duit de chaque masse par sa yitesse propre, lequel est égal au
produit des masses réunies, par la vitesse de leur centre de
gravité : car la premiére équation donne y+b=c +x, et la
seconde By —Bé=Aa—A . Ainsi, en multipliant le premier
membre de I'une par le premier de l'autre, et le second par le
second , on aura Byy — Bbb—=Aca—A zx, ou A ca+ Bbb=
A zx + Byy, ce quiest le produit de chaque masse par le quarré
de sa vitesse avant le choc et aprés le choc,

Cette preuve de la vérité de cette loi me paroit plus forte que
celle que Bernoulli employa dans son écrit et qu'il déduisit de la
notion de la force vive. Tout le monde admet, ditil, comme un
axiome incontestable,que toute cause efficiente ne sauroit périr ni
en tout ni en partie , qu’'elle ne produise un effet égal a sa perte.
L’idée de la force vive, en tant qu'elle existe dans un corps qui
se meut, est quelque chose d'absolu, d’indépendant et de si
positif, qu’elle resteroit dans ce corps quand méme l'univers
seroit aneanti. 1l est donc clair que la forée vive d’un corps dimi-
nuant ou augmentant & la rencontre d'un autre corps , la force
vive de cet autre doit, en échange, angmenter ou diminuer de
la méme quantité. Ce qui emporte nécessairement la conservation
de la quantité totale des forces vives. Aussi cette quantité est-elie
absolument inaltérable par le choc des corps, Ne pourroit on
pas dire que ce raisonnement est ana]ogue a celui d’aprés lequel
Descartes Crovoit p[‘DL‘I'I."f_‘I' que la ['fL'IaI'II]té de mouvement [‘Ef’.‘f“it
étre constamment la méme dans 'univers : ce qui n’est cependant
pas vrai? 5
~ Nousavonsremarqué, pag. 618 que le principe d’Huygensavoit
€té étendu par les Bernoulli; mais jusques-la il mavoit été
regardé que comme un simple théoréme de mécanique : lorsque
Jean Bernoulli eut adopté la distinction établie par Léibnitz ,
entre les forces mortes, ou pressions qui agissent sans MOUYEmMEN;
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actuel, etles forces vives accompagnées de ce mouvement,donf
nous parlerons art. 1V, ainsi que la mesure de ces derniers par
les pm«:inits des masses et des quarrés des vitesses, il ne vit plus ,
dans le principe en question, qu'une conséquence de la théorie
des forces vives, ct une loi générale de la nature, suivant laguelle
la somme des forces vives de plusieurs corps se conserve laméme
pendant que ces corps agissent les uns sur les antres par desimples
pressions , et est constamment égale a la simple force vive qul
résulte de laction des forces actuelles qui meuvent les corps. 1l
lui donna ainsi le nom de conservation des forces, et il g’en
servit avec succes pour résoudre quelques problémes qui n’avoient
pas encore été résolus, et dont il paroissoit difficile de venir a
bout par des méthodes directes.

Daniel Bernonlli, son fils, a déduit ensuite de ce principe les
lois du mouvement des fluides dans les vases, matiére quin’avoit
été traitée avant lui que d'une manicre vague et arbitraire. Enfin,
il 2 rendu ce méme principe trés général dans les Mémoires de
Berlin pour l'année 1746, en faisant voir comment on peut l'ap-
pliquer an mouvement des corps animés par des attractions mu~
tuelles quelconques,ou attirés vers des centres fixes par des forces

roportionnelles a quelques fonctions des distances que ce soit.
Le grand avantage de ce principe est de fournir immédiatement
une équation finie entre les vitesses des corps, et les variables qux
déterminent leur position dansl'espace ; de sorte gue lorsque par
la nature du probléme toutes ces vyariables se réduisent a une
seule , cette équation suffit pour le résoudre complétement, et
c'est le cas de celui des centres d’oscillation. En général , la con-
cervation des forces vives donne toujours une intégrale premiére
des différentes équations difféventielles de chaque probléme, ce
qui est d’une grande utilité dans plusieurs occasions.

On se tromperoit si 'on pensoit qu'il fallit nécessairement
recourir A cette méthode indirecte pour résoudre ces problémes.
Bouguer, ayant que d’étre de I’ Académie , envoya une solution
d’un probléme assez difficile, an Journal des Savans, avril
1728 ; cette solution est uniquement fondée sur les lois connues
de la communication du mouvement entre les corps élastiques
dans le choc, et elle saccorde entiérement avec celle de Ber-
noulli. On peut voir aussi, dans la Dyramigie de d’Alembert,
la solution de plusieurs problémes difficiles sur le choc des corps
¢lastiques entre eux, ainsi que dans les Mémoires de Fontaine ,
publies en 1769, o il donne des principes sur l’art de résoudre
les problémes sur le mouvememt des corps, Nous remarquons
cette identité, parce qu‘il est agréable 34 {'esprit mathématique
de voirides méthodes si différentes, conspirer 4 donner les mémes

résultats, et que pour ceux 4 qui les mahtématiques sont étran-
= géres 9

—
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geéres , rien n’est plus propre A leur donner une idée de la cer-
titude de ces sciences, que de voir arriver au méme point par des
voies si différentes.

Bernoulli ne se contenta pas de résoudre, d’aprés le prin-
cipe ci-dessus, les problémes que nous venons de voir ; il s'en
proposa un grand nombre d’autres qu’il résolut et publia en
forme de théorémes, sans en donner I'analyse, dans les Mém. de
Pétershourg , t. IT : en voici quelques-uns.

Le corps P, (ffz. 27)attaché & un fil passant surune poulic A |
et tirant aprés lui un corps moins pesantp, roule surune courbe
donnéz AB, on demande le mouvementdu corps P, dans les dif-
férens points de la courbe.

Un tube ABCD, (/ig.28) recourbé a angles inégaux en B et
C, est rempli d’eau , ou d’un autre fluide ; on demande les oscil-
lations de ce {lnide lorsqu’on ['aura mis en mouvement.

Un triangle ABC, ( fiz. 29) reposant par la base infiniment
polie sur un plan horizontal, également poli, est chargé d’un
poids P, qui roule sur le plan, et tend 4 le faire reculer dans
le sens CB, on demande, tant le mouyement de ce plan, que la
courbe que décrira ce globe.

Plusieurs autres géométres se sont aidés du méme principe dans
la solution de problémes de dynamique de grande difficulté. Je
citerai pour exemple Montigny , qui dans les Ménoires de I’ Aca-
démie pour 1741, s'en proposa un singulier et fort difficile,
que voicl,

On suppose sur un plan horizontal une verge inflexible,
chargée de deux, ou d'un plus grand nombre de poids, qui
peuvent librement couler sur cette verge ; elle passe elle-méme
dans un anneau fixé sar un plan horizontal, et dans lequel elle
peut couler sans résistance, suivant qu’elle sera plus ou moins
tirée par le poids dont elle est chargée. Cet anneau, au reste,
peut tourner librement sur lui-méme. La verge ci-dessus rece-
vant une impulsion ou choc quelconque , on demande quelle sera
la courbe que décrira chacun des corps, etla vitesse qui leur sera
imprimée. 5 - :

Montigny appliquant 4 la solution de ce probléme le principe

e la conservation desforces vives, le résoud d’une maniére fort
satisfaisante. Nous remarquerons cependant encore que le pro-
bléme n’est pas inaccessible 4 une méthode directe ; et en effet ,
d’Alembert le résoud dans sa dynamique d’une manidre di-
rect, en se servant lui- méme dn principe lumineux dont il est
Yinventeur , et dont nous allons parler dans 'article suivant

Je n’étendrai pas davantage cet article; c'est surtout dans la
étermination du mouvement des fluides qu'on tira parti du

principe dont il s’agit; Daniel 1li g’en servit dans son
Tome III. S e Kkkk
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hydrodynamique, en 1738, mais sans le démontrer: et d’Alem-
bert, ala fin de son Traité de Dynamique , en 1743, entreprit

i [
.

d'en donner, sinon une démonstration généraic , au moins les
principes suffisans pour trouver la démonstration dans chague
cas particulier.

Il en vésulte quen général la conservation des forces vives
dépend de ce principe, que quand des puissances se font équi-
libre, les vitesses des points ou elles sont appliquées, estimées
suivant la direction de ces mémes puissances, sont en raison
inverse de ces mémes puissances. Ge principe est reconnn depuis
long-temps par les géomeétres pour le principe fondamental de
l’g.'ailuflihre; mais on n'avoit pas encore démontré, en général,
ni fait voir gue celui de la conservation des forces vives en résulte
nécessairement.

N
Du principe de d’Alembert pour la Dynamique.

Nous avons parlé ; dans l'article 11, pag. 616 du principe que
d’Alembert donna en 1743, dans son Traité de Dynamique. On
ne sauroit, dans les mathématiques transcendantes , multipliez
trop les instrumens de recherches , et il est rare que lorsque ces
instrumens nouveaux sont maniés par d’habiles mains , il n’en
saillisse de nouvelles luwiéres, et souvent des solutions inesperées
de difficultés qui avoient arrété jusques-l:‘;. 1l en résulte d’ailleurs,
A Pavantage de la science , un nouvean degre de certitude trés-
catisfaisant. Car, quoi de plus agreable pour un esprit mathé-
matique , ou qui a du gofit pou rla vérité , que de voir plusieurs
notions primordiales isolées et différentes , conduire toutes an
méme but? Clest un avantage, il faut le remarquer en passant , &
'honneur des mathématiques , qui leur est propre, a I'exclusion
de toute autre science.

On doit & d’Alembert la découverte d’un principe mécanique
de ce genre, qui est d'une application trés féconde aux ques=
tions les plus difficiles de la mécanique. 11 fait la base de son
excellent 1raité de Dynamigue, dans lequel on trouve la solu-
tion de gquantité de problémes qui avoient échappe aux re-
cherches de ses prédécesseurs. C’est méme ce principe qui lui a
frayé la route a la solution d'un des problémes les plus inté-
ressans et les plus épineux de ce genre, celui du mouyement de
la terre, qui produit la précession des équinoxes ; probléme
traité par Newton d’une maniére qui n’étoit pas assez convain-
cante, et que d’Alembert a le premier complétement résoln ent
1749, comme on e verra dans le yolume suivant.
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Ce principe est celui-ci: Soyent plusieurs corps dont les
mouvemens , c'est-a-dire , les vitesses A, B,C, D, &c. ainst
que les directions sont donanées , et qui se choquent, se tirent
ou se poussent dune mam'ére.f;z.agicorzqr:e. Ces mouvemens
A, B, C, D, &c. sont respectivement décomposés en deux
autres , tels que aeta, b et f,cetrn,det , &c. qui soient tels
que si Ces corps n’eussent eu que les mouvemens a, Z)', ¢, d, &c.
ils eussent pu conserver leur mouvement saus se nuire mutuel-
lement, et que §'ils n'eussent eu (ue CEUX a, B, %, &, &ec. ils
eussent restés en équilibre, les mouvemens a, b, ¢, d , seront
ceux qu'ils prendront en conséquence de leur action mutuelle.
On snppose les corps sans ressort; mais on passe facilement de
ce cas A celui des corps élastiques.

On se démontrera ce principe en 'examinant attentivement;
car on verra facilement qu’il est une conséquence évidente des
lois du mouvement et de l'équilibre ; et en second lien qu'il
a l'avantage de réduire tous les problémes de la dynamique &
la géométrie pure , et A la statique , car il est toujours possible,
( non cependant sans beaucoup de sagacité en bien des cas),
de décomposer chacun des mouvemens opposés de plusieurs
corps en deux autres, tels que si ces corps n’eussent eu chacun
que 'un des composans, ils fussent restés en équilibre, ou le
mouvement etit été zéro. On aura donc alors pour les mouve-
mens restans 4 chacun de ces corps, le second des composans,
ainsi 'on connoftra le mouvement du systéme de ces corps.

Ou si le mouvement de ces corps est donné aprés le choc
ou linstant aprés leur action mutuelle, et qu'on décompose
celui de chacun en deux, tels que &ils n’eussent eu que le
premier , ils fussent restés en repos, le second sera celui que
chacun auroit du avoir avant le choc, pour produire le mous
vement donné.

Fontaine , dans les premiérés pages de ses mémoires nous
apprend qu’il avoit eu cette idée. On lit dans la table de ces
nmeémoires , page 3, a Particle des principes de I'art de résoudre
les problémes sur le mouyement des corps, le passage snivant ;
« Ceux qui écriront I'histoire des sciences doivent re_{?arder ces
» principes-cl comme aussiconnus (‘lel';ms 1739 que 8’ils avoient
» été imprimés cette année-la, celui-ci surtout : Dans le conflit
» de plusieurs corps, quelle qu’en soit la cause, les change-
» mens qui arriveront aux. états de ces corps dans lespace
» seront tels, que les forces qu’ils avoient pour s’y refuser se
» seront vaincues mutuellement, ou auront été en équilibre »-
Ettous ceux que je propose furent donnésa I’Académie en 17395
et communiqués depuis 4 tous les géométres que g e rCR OO
trés. Il est ajsé de voir Panalogie ou l'idenlit;é E‘i 'f:-‘ principe

LK 2
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avec celai de d’Alembert, Cependant tout en accordant 3 Fon-
taine, dont la sagacité étoit extréme, I'honneur de la décou-
verte de ce principe, nous me croyons point que cela doive
diminver la gloire de d’Alembert; il n'étoit point encore de
I’Académie quand Fontaine l'entretint des principes dont il
parle. Celui-ci ne publia rien qui pit mettre d’Alembert sur
la voie; et le grand usage que d’Alembert fit de son principe
lui en assure la propricié.

Nous ne quitterons pas cette matiére sans dire quelque chose

de plus de Vouvrage ou d’Alembert ouvrit cette nouvelle voie.
Car indépendamment de l'exposition et de Papplication du prin-
cipe ci-dessus, ce traité contient beaucoup d’autres choses re-
marquables. Telles sont en particulier des réflexions sur les
principes de la mécanique, qu’il réduit A trois, la force d'inertie ,
{e meuvement composé, et I'équilibre; comme nous avonsexpli-
qué, (art. 11). Et d’abord dans un discours préliminaire, écrit
comme celui de I'Encyclopédie , et on régne une métaphysique
profonde et lumineuse; il expose ses vues sur ce sujet d’une
maniére a &tre entendue de tout le monde; mais dans la pre-
aniére partie de son ouvrage, il reprend cette matiére et la traite
more geomelrarum , en établissant géométriquement ces prin-
cipes d’aprés les notions métaphysiques les plus claires. En effet,
quoique admis et pris pour bases de leurs raisonnemens par
tous les mécaniciens , on pouvoit encore désirer que ces prin-
«cipes d'expérience fussent fondés sur une certitude métaphy-
sique. C'est ce que fit d’Alembert dans cette premiére partie
de son ouvrage; et d’aprds ses démonstrations on peut et on
doit regarder ces principes comme d’une nécessité aussi rigou-
reuse que les premiéres vérités élémentaires de la géométrie.
Remarquons toutefois ici qu'avant d’Alembert, Daniel Bernoulli
avoit eu un objet semblable an moins relativement 4 la com-
position du mouvement qu’il démontre aussi more geometra-
yum dans les Mémoires de Pétersbourg; mais la démonstration
de d’Alembert nous paroit avoir que\lques degrés de plus de
concision et de clarté, Daviet de Foncenex s'est aussi propose
<e sujet, qu'il traite d'une maniére savante et lumineuse dans
un mémoire qu’on Jit dans le second yolume des Mémoires de
Surin , en 1761.

Il en étoit encore du principe de la conservation des forces
wvives comme de ceux de I'équiiigre, et de la décomposition des
forces. Quoique employé sans cesse par les mécaniciens , il étoit
ce semble, plus démontré par l'accord , jamais démenti de ses
conséquences avec I'observation des phénoménes mécaniques, ou
avec celles tirees d'autres principes démontrés, quil ne I'étoit
4 priori , €t mélaphysiquement. Il falloit en guelque sorte con-
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solider cette base, et c'est ce que fit d’Alembert comme nous
Vavons remarqué page 626. On peut dire enfin que par la et
par diverses observations gqu’on lit dans ce: ouyrage et divers
autres de d'Alembert, il a jeté une grande jumiére sur cette
branche de nos connoissances, et dissipé les Iégers nuages qui
en couvroient encore quelques parties. :

D’Alembert traite encore dans I'édition de 1796 une ques-
tion qui a beawcoup occupé les métaphysiciens allemands, et
qui fut proposée pour sujet de prix, par)'Académie de Berlin,
savoir : 87 les lois de la méeanique et de la statique sont des
Vvéritds nécessaires ou contingentes. La meilleure piéce sur ce
sujet nous a parn étre celle du savant physicien et profond
metaphysicien Bulfinger. Il n’hésite pas a les regarder comme
«es vérités nécessaires, ¢'est -dire pour fixerl'état de la question,
que la nature des corps étant telle qu’elle a été établie par I'an-
teur de Pumivers, c’est-2-dire, douée d'impénétrabilité, les loix
de la statique et de la mécanique en sont une suite nécessaire ,
comme des propriétés de 'étendue svivent nécessairement toutes
les vérités géométriques. Tel est aussi le sentiment de d’Alem-
‘bert, qu’il établit sur une snite de réflexions métaphysiques lu-
mineuses et profondes.

La question des forces vives devoit nécessairement fixer 1'at<
tention d'un aunteur qui écrivoit surla ananzigrze, oula Science
des forces. D' Alembert ne pouvoit se dispenser d’en parler ; mais
il ne prend pas le change; entrer dans cette discussion o chaque
adversaire puise dans une métaphysique plus ou moins déliée
de nouvelles raisons ; ¢'efit été s’écarter inntilement de son ohjet,
quelle que soit la maniére d’estimer les forces des corps en mou-
vement, les principes de solution établis par d’Alembert sont
indépendans de cette question. Les problémes qu'il analyse et
qu’il résoud , se réduisent uniquement A déterminer des vitesses
et des directions de masses données; chacun des tenans, dans
«ce grand combat, estimera ensvite comme il le voudra la force
des corps dont il connoitrala vitesse ; aussi trouva-t-il que c’étoit
une question de mots, comme nous expliquerens dans 'ar-
ticle guivant,

.E“r.
De la question des Forces viyes.

_ Il -est rare de voir les mathématiciens disputer sur les prir-
‘C1pes; C’est cependant ce qu’on vit, avec une sorte de scandale,
wers Je.commencement du dix-huitiéme sidcle, -et pendant qua-
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rante ans, L’objet de cette dispute étoit la maniére dont on doit
estimer la force des corps en mouvement que Leibnitz, appelle
Sforce vive, tandis qu'il donne le nomn de Jforce morte a celle
des corps qui sont seulement dans une tendance a se mouvyoir,
et n'agissant que par leur pression. On vit alors I'Europe se
partager en quelque sorte ; presque toute I’Allemagne se rangea
du cité de Leibnitz et de Bernoulli; I’Angleterre fidéle a l'an-
cienne estimation , combattit toutes les raiscas des premiers
avec tant de succds, qu’aprés avoir vu les réponses & des rai-
sons qui paroissoient des démonstrations, on étoit tout étonné
de ne savoir plus & qui accorder I'avantage. La France fut par-
tagée aussi entre une femme célébre tenant pour Leibnitz, et
un membre illustre de ’Académie; la Hollande fut en géneral
favorable au sentiment du philosophe allemand, ainsi gue l'Italie.
Ce qu’il y avoit de bien singulier dans cette dispute, c’est que
le mé&me probléme résolu par les géomeétres des deux partis avoit
la méme solution ; ils admettoient tous les mémes lois du choc,
ce qui pouvoit dés-lors donner 'idée que la dispute n’étoit qu’une
question de métaphysique ; ces sortes de disputes sont encore
une espéce de scandale en mathématiques; mais il n'en est
plus question ; I'on estime les forces comme 'on veut, ou par le
quarre de la vitesse, .ou par la simple vitesse; les conclusions
n’en sont pas différentes.

La maniére d’estimer la force des corps qui, en vertu de leur
pesanteur , ou d'une pression, tendent an mouvement, n'a
ialnaig causé dejschisme : les principes de la statiqu? démontrent
que la force d’'un corps est dans ce cas proportionnelle a la
vitesse qu'il auroit, si son mouvement étoit effectué. Mais en
est-il de méme des corps qui sont dans un mouvement actuel?
Leurs forces, toutes choses d’ailleurs égales, suivent-elles le
rapport simple des vitesses comme dans le cas précédent? On
n’avoit pas songé a en douter jusqu'a 1686, que Leibnitz crut
appercevoir une erreur dans l'opinion commune. Il ticha d’¢-
tablic que dans ce cas la force est, non comme la vitesse,
mais comme le quarré de la vitesse. Ce nouveau sentiment
fut annoncé dans les Actes de Leipzig, par un éerit intitulé ;
Demonstratio erroris mémorabilis , cartesii et aliorum in aes-

tpimandis viribus motricibus corporum. Voici le raisonnement
de Leibnita.

Lorsqu’un corps tombe d’une hanteur de quatre pieds ,ilacquiert
4 la fin de sa chate une vitesse double de celle qu’il efit acquise
en tombant d’'unehanteur d’unpied ; eten méme-temps il acquiert
la force de sélever A la hauteur de laquelle il est tombé ; avec
une vitesse double il a donc acquis la force de s’élever a une
hauteur quadmple de celle & laquelle il s’éleveroit au moyen de
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la vitesse acquise en tombant d’'une hauteur d’un pied. Il est
aisé de yoir qu’une vitesse triple I'éléveroit 4 une hauteur neuf
fois plus grande, et ainsi des autres. Or; les forces sont comme
les hauteurs auxquelles le méme poids est élevé. Ainsi concluoit
Leibnitz, un corps mu d'une v’f{es‘-se double est doué d’une force
gnadruple ; d’ou il suit que les forces sont en raison des quarrés
des vitesses.

Le sentiment de Leibnitz avoit trop d’analogie avec le fameux
principe de la conservation des forces ascensionelles de Huygens
pour ne pas lui plaire. On ne sait cependant point préciscment
ce qu'Huygens pensa sur cela, mais Leibnitz dit qu'il ne lui
€10iL pas contraire ; Huygenius quoque & sententia mea non
alienus. Mais il n’en fut pas de mé&me des autres mathémati-
ciens. Leibnitz ne rencontra d’abord par tout que des contra-
dicienrs. Son opinion naissoit & peine qu'elle fut attaquée par
V'abbé de Catelan, cartésien z8lé jusqu'a I'adoration. 1l entre-
prit de répondre & Leibnitz. 11 prétendit que son raisonnement
€toit vicieux en ce qu'on n'y faisoit aucune attention au temps
de I'ascension du corps, Il est bien vrai, disoit-il , Comme ont
fait d’autres ‘antagonistes des forces vives, qn’'un corps qui a
une vitesse double s’éléve a une hauteur quadruple, mais il
ne le fait que dans un tem{rs double. Or, produire un effet
quadruple , dans un temps double , n’est pas avoir une force
quadruple, mais seulement double.

Le cit. de la Lande, dans son 4stronomie , art. 3505, remarque
aussi que l'espace parcouru qui indique la force est comme la
vitesse simple, si on considére I'espace parcourn dans un
temps déterminé ; il est comme le quarré de la vitesse, si l'on
ne demande point en conibien de temps cet espace est parcouru.
Mais il lui semble qu’il est plus naturel de considérer la force
dans un temps donné ; sans cela on diroit gu'une tortue a au-
tant de force i la course qu’un liévre, car, avec le temps, elle
parcourroit lfa méme chemin; un enfant auroit autant de force
que celui qui porte un sac_de bled de. 240 livres, putsq_n’avec
le temps et par parties, Penfant porteroit tout le bled. D’aillenrs,
le mouvementse continue 4 I'infini , ainsi toute force seroit infinie
si Pon n’ayoit pas égard au temps.

Papin si connu par sa machine & ramollir les os fut aussi
un adversaire de Leibnitz ; mais le parti de celui-cis’étant accru ,
tous les mathématiciens célébres furent divisés entr'enx sur cette
uestion.

-'_Iean Bernoulli entra en 1694 en commerce de lettres avec
Leibnitz, Celni.ci ne manqua pas de lui proposer les raisons
sur lesquelles il se fondoit pour avancer sa nouvelle doctrine.
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Bernoulli résista longtemps (1) et m&me presque au pointd'indis-
oser Leibnitz. Cependant il se mita examiner plus sérieusement
{Ics raisonnemiens de Leibnitz et les réponses a ses objections ;
cet examen le détermina enfin A adopter son opinion , dont il
devient bientdt aprés le plas zélé partisan. Il faut cependant
observer qu’il conyient lui-m&me (2) que ce furent moins les
raisonnement de Leibnitz, dont il ne fut jamais parfaitement
satisfaiz, que ses réflexions propres qui lui firent adopter cette
nouvelle estimation de la force dépendante du mouvement.

Il paroit cependant que Leibnitz et Bernoulli, contens d'étre
du méme avis sur cette question, et d’avoir un nombre de par-
tisans, n'insistérent pas beaucoup pour s'en fazire de nouveaux,
ensorte que la distinction des forces vives étoit en quelque sorte
concentrée entre un fort petit nombre de méeaniciens géométres
lorsque I’Académie des Sciences proposa, en 1724, pour sujet
d’un de ses prix, la question de la eommunication du mouvement.
Cette question avoit une trop grande liaison avec celle des forces
vives pour ne pas renouveller la guerre commencée. Maclaurin ,
jeune encore, attaqua dans sa dissertation 'opiniorr de Leibnitz
avec force; et Bernoulli, dans la piéce qu’il envoya, ticha de
Vétablir avee toute la vigueur dont il étoit capable. Le P.
Mazeas, adversaire des forees vives fut couronné; en peut voir
ce qui empécha Bernoulli de I'étre, dans I'cloge que d’Alem-
bert publia de ee grand géométre aprés sa mort arrivée en 1748.
Mais la pidce de Bernoulli, fut aussi imprimée.

C’est proprement A cette datte que la: querelle des forces vives
g'en gagea entre les géométres métaphysiciens de I’Europe ; car,
quoique la pi¢ce de Bernoulili n’ett pas remporté le prix, ses
raisonsy étolentexposées avec tant de force,que malgré 'avantage
du parti contraire, un grand nombre d’hommes célébres se
rangea de son cdté. Si d'une part on compte les Maclaurin, Stir-
ling, Clarcke, Desaguliers et autres Anglois; de V'autre, on peut
citer Bernoulli, Herman, ’sGravesande , Musschenbroek,, Poléni,
Wolf, Bulfinger, et une grande partie des savans du continent
surtout de I’Allemagne. On a opposé , raisons & raisons; les expe-
riences les plus décisives en apparence , ont regu des explications
qui semblent elles-mémes ne rien laisser A désirer.

On peut réduire les preuves apportées par Leibnitz et ses par-
tisans a deux espéces , sayoir & des expériences, en cons¢quence
desquelles’il raisonnent, et & des raisonnemens métaphysiques,
nous allons commencer par les expériences.

La premiére et la plus simple de toutes est celle dont nous

() Commerciumt Epistolicum FLeibnitii es Bern, tom. I,
(2) Discours sur la ¢omm. du mouvement.
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avons parlé page 630, savoir que les corps peuvent, en vertu
de la vitesse acquise par une chute, remonter A la méme hau-
teur que celle d’o1 ils étoient tomhés. Nous avons vu la réponse.

Les anli- Leibnitziens infirment encorele raisonnement de Leib-
nitz de cette maniére. En admettant avec Leibnitz que la force
est comme la somme des obstacles égaux qu’elle peut surmonter :
ils disent que le corps qui monte & une hauteur quadruple dans
un temps dounble, n’a & surmonter que le double du nombre
d’obstacles qu'éprouve le corps montant dans un temps simple a
une hauteur comme 1. En effet, il paroit que ce nombre de
coups, de chocs de la gravité qui produit 'accélération de la
chute est proportionel au temps, puisque les vitesses acquises
sont comme les temps, d'out I'on peut conclure qu'un corps
montant en deux temps & une hauteur quadruple, ne regoit
de ces impulsions retardatrices que le double de celles qu'é-
prouve le corps montant en untemps & une hauteur simple;
de méme qu’'un corps tombant en deux temps d’une hauteur
quadruple, n’a regn que le double de ces impulsions accéléra-
trices de la gravité e Cou:paré au corps qui, dans un temps 2,
parcourt en descendant un espace 1; aussi le premier n’a t-il
en effet qu’'une vitesse double.

Bernoulli lei-méme, tout partisan qu’il devint dans la suite
des forces vives, ne pensoit point (1) comme Leibnitz que ce
fussent les hautenrs qui dussent mesurer les forces des corps
qui les avoient parcourues en montant; parce que, disoit-il ,
ces effets ne sont qu'accidentels, et une conséquence de la loi
actuelle de la gravité ; que si les lois de la pesanteur étoient autres
que celles qni ont lien actucllement, les hauteurs ne seroient
nullement proportionnelles aux quarrés des vitesses. La raison
en est sensible. Les corps continueroient 3 se mouvoir 4 infini
én montant si une cause extérieure ne les empéchoit ; celle pour
laquel{e cette hauteur est finie se trouve dans l'action de la
gravilé, action dont le niode est encore un mystére pour nous.
1l est donc impossible de déterminer la nature”de Pobstacle, ou
des obstacles réitérés que le corps éprouve en montant, et qui
consument, pour ainsi dire, sa vitesse ascensionnelle.

Leibnitz sentit trés-bien la justesse de la réponse de Bernoullj,
Aussi lui répliqua-t-il qu’il n’avoit allégué. I’élévation d’'un corps
que comme un des effets dans la production desquels la force se
consume, et qui par-la peut la mesurer, Ensuite reprenant son
argument et tdchant de lui donner plus de force, il lui fit remar-
quer que tout I'art d’estimer une chose quelconque , ne consiste
qua réduire le tout 3 une seule mesure, dont la répétition seule

(1) Comm. Epist. Leib, et Bern, tom. I, epist, XI,
dLome 117, L1l
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puisse seryir & en faire connoitre la quantité, comme la multitude
ot la répétition des unités fait connoitre celle des nombres ;
qu‘ainsi,l’fm pouvoit mesurer la force d’un corps en mouve-
ment par le nombre des corps éganx auxquels il étoit capable
&’imprimer un méme degré de vitesse , ou au lieu de ces corps
égaux, par un nombre quelconque deffets égaux et répétés, par
exemple , de certains poids élevés & la méme hauteur.

Un des plus forts argumens qui aient été faits en faveur des
forces vives, est celui que J. Bernoulli tire de la force et de
I'action des ressorts agissant sur un corps, pour lui imprimer du
mouvement. Discours sur la communication du mouvement.
Nous allons l'expliquer aprés avoir présenté quelques prélimi-
naires que tout le monde accorde.

Si plusieurs ressorts éganx se tiennent bout-a-bout les uns les
autres , la méme puissance qui pourra en soutenir un bandé a
moitié , pourra soutenir également la suite de tous, également
bandée A moitié; de sorte que trois ressorts , par exemple,
n’exercent pas une action plus grande , lorsqu’ils sont débandés
de la moitié de leur étendue , que donze semblablement détendus ;
mais ces derniers se détendront avec plus de vitesse, parce que
chacun de ces douze derniers se détendra avec la méme vitesse
que chacun des trois premiers ; d'olt il snit que les douze occu-
pant plus d’espace que les trois, en raisonde 124 3, oude 4 a 1,
il y aura aussi méme raison de la vitesse avec laquelie les douze
tendront A se rétablir dans leur état naturel, & la vitesse avec
laquelle les trois tendront & se rétablir de méme, que de 42 1.

Cela étant admis, voici le raisonnement de Bernoulli. 1.a force

w'imprimera un ressort seul & un corps P, qu’il poussera en se
détendant, doit étre A celle que communiqueront & un corps
ézal Q, quatre ressorts qu'il pousseront, comme les nombres de
ressoris, ou comme 1 4 43 car on ne peut pas dire qu’il y ait
aucune partie de la force qui se perde ; il fandra donc que la force
de chacun de ces ressorts soit employée & produire son eflet, et a
quel effet peut-elle &tre employée qu'a mouvoir ces corps ; par
conséquent les forces produites seront proportionnelles an nombre
des ressorts employésa les produire : sans cela il y auroit quelque
force de perdue.

Bernonlli démontre ensuite, ou prétend démontrer, que les
vitesses imprimées A ces corps ne sont entre elles qu'en raison
sondoublées de ces nombres, ou dans le cas ci-dessns, comme
1 4 2. Des vitesses comme 1 4 2, sont donc prodvites par des
forces qui sont comme 1 a4, et réciproql.lcment des vitesses
comme 1 et 2, produiront des forces comme 1 et 4 ; car si le
corps P revenoitavec sa vitesse comme 1 contre le ressort qui la
lui a communiquée, il le tendroit au méme poiat, et de méme le
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corps Q, revenant avec sa vitesse 2 contre les 4 ressorts, les
tendroit au méme point qu'ils I'étoient : d’ott 'on doit con-
clure que les forces des corps en mouvement sont comme les
quarrés des vitesses.

On conclund aisément de cette démonstration, que si ces
ressorts étoient infinis en longueur, l'accélération de vitesse
seroit uniforme et tout-a-fait semblable & celledes corps tombans
car, ce seroit alors une force constamment égale qui seroit
employée a hiter le mouvement du corps. Or, dans ce cas les
forces sont comme les quarrés des vitesses: donc il en est de
méme a 'égard des corps tombans, et Léibnitz a eu raison de
mesurer les forces de ces corps par les hauteurs d’on ils sont
tombés, ou par celles auxquelles ils pourroient atteindre en
remontant. .

Quelque concluante que paroisse cette démonstration, les dé-
fenseurs de 'ancienne estimation des forces ne laissent pas d'y
répondre d'une maniére satisfaisante. 1ls prétendent que dans le
raisonnewment par lequel Bernoulli prétend démontrer que, dans
le cas ci-dessus, les corps P et Q n’acquéreront des vitesses que
comme 1 a4 2,1l a omis un élément nécessaire de son caleul. Il
est bien vrai, disent-ils, que dans I'état de repos les forces qui
pressent contre les corps P et Q sont égales; mais la suite des
ressorts qui agit contre le corps Q, se développant avec une
vitesse quadruple de celle avec laquelle se développe le ressort

ui met en mouvement le corps P;si 'on fait entrer dans le
calcul de Bernoulli, cet élément, on trouvera que les vitesses
des corps P et Q, seront comme les nombres de ressorts, ou en

énéral comme les longueurs des suites de ressorts appliqués a
es mettre en mouvement, Clest ainsi que Heraclite Manfredi
(le frére des célébres Eustache et Gabriél Manfredi ) répond a
I'argument de Bernoulli : et il nous semble qu’il n'y a rien &
répliquer.

Bernoulli déduisit du principe commun du mouvement com-
posé (1) une nouvelle preuve du sentiment qu'il avoit embrassé,
et que les partisans de ce sentiment regardent comme dune
grande force. vt _

Si un globe A ( fig. 30), parfaitement élastique se meut sur la
diagonale AC d'un quarré, et rencontre obliquement un globe
égal et dlastique qu'il choque dans la direction CD, le corps C se
mouvra sur CD avec une vitesse CD égale & CB ; aprés le choe,
le corps A continuera son mouvement dans la direction CE,
barali¢le 4 AB. Or, lIa somme des forces, avant et aprés le choc,
doit &tre la méme ;cequin’arrive point si la force est prc postions

() _Discours sur a communication du mouyement , chap- €

Llllg
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nelled la vitesse. Car les lignes CE, CD,excédentla ligne AC; mais
cette somme est la méme avant et aprés le choc, en faisant les
forces proportionnelles aux quarrés des vitesses. Car les quarrés
de CE et CD pris ensemble, sont égaux au quarré de AC. Mais
Mgclaurin, dans la piéce ou il combat les forces vives, fait un
raisonnement dont conviendront tous ceux qui admettront la
force d'inertie, ¢’est-d-dire, qui auront une idée saine du mou-
vement. La force que perd un corps en agissant sur un autre,
n’est égale A celle qu’il produit dans ce corps, que lorsqu'il tend
A le mouvoir suivant la direction selon laquelle il se meut lui-
méme. Mais lorsqu'il tend 4 le mouvoir dans une autre direction,
alors il agit et par son mouyement et par sa force d’inertie , qui
s’'oppose au changement de sa direction. Ainsi, le corps A cho-
quant et tendant & mouvoir G, suivant la direction CD et non
snivant AC, agit sur Ini et par son mouyement et par la force par
laquelle il résiste an changement de sa direction, parce qu'il ne
sauroit se mouvoir dans cette direction , sans écarter C de son
chemin,

En effet, le corps A se mouvant suivant AC et tendant & mou-
voir Csuivant la direction CD,est dansle m&me cas que si"se mou-
vant suivant la ligne AC, un corps ou une force quelconque, dés
qu’il seroit en C, le choquoit selon la ditection DC, et tendoit a
Iui imprimer une vitesse CB ; le corps A changeroit A l'instant de
direction , et se mouvroit suivant CE. Or, on voit aisément que
dans ce cas le corps C résiste & ce changement de direction , uni-
quement par sa force d'inertie.

Jajouterai qu'il n’est pas surprenant qu’un corps A, en en
choquant deux autres obliquement, produise dans chacun d’eux
des forces qui, prises ensemble , soient plus grandes que celle
qui les a produites., La méme chose arrive dans le cas des pres-
sions , et un globe A ( /iz. 31), poussé dans la direction AC avee
une force morte, égale & AC, et pressant les boules D et E,
suivant les directions AH , AG, exerce sur elles deux pressions
particuliéres, qui, prises ensemble, sont capables de surmonter
le corps A tout seul, pressant selon sa direction et sa force
propres. On me doit donc point s’étonner que la force de A,
avant le choc, puisse étre plus grande que celle de D et Eapres
le choe,

Les partisans de la nouvelle estimation des forces vives , doi-
ventencore 4 Herman un raisonnement tiré duconcoursde glohes
¢lastiques qu’ils ont fait valoir comme une démonstration irre-
i'ragalﬂe de leur sentiment. Qu'on suppose un corps ¢lastique
M d'une masse comme 1 et avec une vitesse comme 2, aller
4 la rencontre d’un autre globe élastique et im mobile N, dont la
masse soit 3, 'effet de ce choc sera, selon les lois du mouvement ,
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entre les corpsélastiques, que le corps N prendra une vitesse égale
4 1, et le corps M rejaillira avec une vitesse en sens contraire ,
aussi égale & 1: que ce corps M rencontre ensuite directement
un corps O égal a lui-méme, il lui communiguera toute sa vitesse
restante et restera en repos. Voild donc deux corps, I'un de 3
de masse, 'autre de 1 de masse, mis en mouvement avec une
vitesse 1, par le seul corps M de 1 de masse et de 2 de vitesse. La
force d'un corps de masse 1 avec 2 de vitesse, équivaut donc a
celle de deux corps dont la masse st 4 avec une vitesse 1. Or,
une masse comme 4, mue avec une vitesse comme 1, 4 une force
incontestablement quadruple de celle d’un corps de masse 1, mil
avec la vitesse 1 : doncle corps M de masse 1 avec une vitesse 2, &
une force quadruple de celle d'un corps de masse 1 avec une
vitesse 1.

Ce raisonnemement est, il faut 'avouer, le plus spécienx en
faveur du sentument des forces vives; car il n’y a ici ancun me-
lange, comme dans les chocs obliques de la force dilatée du
corps choquant avec celle qui résulte de son inertie a changer de
direction. Toutefois bien apprécié, il ne prouve pas davantage :
car ce n'est qu’accidentellement, et par un effet de suppositions
combinées, qu'on trouve ici la quantité du mounvenient qua-
druplée ; d’ou I’on infére que la force est quadruplée , ou comme
Pobserve de Mairan (1), parce que 2+ 2 est accidentellement la
méme chose que 2 multiplié par 2.

Faisons en effet une autre supposition de masses et de vitesses.
Que le corps M, avec un de masse , au lieu d’une vitesse 2 en ait
une comme 4, et qu'il aille choquer le corps N en repos ayant )
de masse, il lui communiquera une vitesse comme 2 : ainsl
voild une force comme 6. Que ce corps M qui sera repoussé
avec une vitesse comme 2, rencontre un corps égal a lui gni
pr.emlra Cette vitesse 2 et la réduira aa repos; ce sera, selon le
raisonnement de Herman, une nouvelle force comme 2, qui,
ajoutée a la premiédre, fera nne force comme 8. Mais ici les par-
tisans des forces vives sont loin de compte ; car pour que la force
it comme le quarré de la vitesse, il auroit fallu trouver un pro-
duit comme 16.

Sila vitesse du corps M, tout le reste étant le méme, efit été
supposée 3, le résultat elit été que nous aurions eu le corps N
m{l avec une vitesse 1 ., et le corps O mbiavec 1+ de vitesse, ce
qui et donné pour produit 6, et non pas 9, qui auroitdd résulter
d’une vitesse triple.

On pourroit aussi supposer an corps B une autre masse que 3,
€t tout le reste étant le méme, on trouveroit qu’il y a tantdt plus,

t () Zettre @ madame *** ( madame du Chitelet), Parisy 1741 5 #7-13.
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tantdt moins de force aprés le choc, qu'il n’en résulte du produit
des masses par le quarré de la vitesse.

On pourroit encore observer, contre ce raisonnement, que le
mouvement du corps M, aprés la réflexion du corps N, ou
celui du corps O, aprés avoir été choqué par le corps M, se fai-
sant en sens contraire dn mouvement du corps N, on devroit
plutdt soustraire le premier du second, que les ajouter pour
avoir la force totale engendrée par le corps M. Mais nous n’in-
sisterons par sur cette observation,parcelqu’on peut prétendre qu'il
n’est question ici que la force absolue , de quelque coté qu'elle
s'exerce.

il n’y a au surplus ici qu'une avgmentation de quantité de
mouvement absolu, phénoméne résultant le plus souvent du
choc des corps élastiques ; et cette augmentation est du reste
astreinte 4 la loi générale , découverte par Huygens ; savoir , qu’il
y en a tonjours la méme quantité vers le méme cOté : Cest ce
qu'il aisé de se démontrer dans tous les exemples précédens.

Voici encore un raisonnement auquel la marquise du Chatelet
attribuoit uue trésgrande force, en ce que les adversaires des
forces vives éludant la plupart des argumens qu’on leur faisoit ,
par le motif qu'on négligeoit la considération du temps, il n’y
a dans ce raisonnement rien qui préte A ce subterfuge. Soit, dit-
on, une boule A dont la masse est 1 et la vitesse 2, et qui choque
avec cette vitesse, et a-la-fois, sous un angle de 60°, deux autres
boules B et C, ayant chacune une masse double de la premicére.
On convient qu'elle leur communiquera, a chacune, une vitesse
égale & la moitié de la sienne, ou égale & 1. Voila donc 4 degrés
de masse mus avec une vitesse 1, ou 4 degrés de mouvement ou
de force engendrés par un corps mfl avec une vitesse 2. La force
est donc comme le quarré de la vitesse,

Mais quelque force que les partisans des forces vives attribuent
A cet argument, il n’en est pas moins, comme les précédens ,
susceptible d’une réponse qui I'énerve entiérement ; car on peut
Ini opposer les mémes considérations qu’au précédent ; savoir,
que ce n’est que dans cette supposition particuliére de masses
d’incidence et de vitesse du corps choquant, qu'on trouve la
quantité de mouvement quadraple de celle d'un corps de la
Yvitesse,

E{l effet, que le corps choguant, au lieu d’une vitesse double
en ait une triple, tout le reste étant supposé le méme, chaque
corps choqué se mouyra avec une vitesse égale a1 & Aipsi,
multipliant chaque corps dont la masse est 2 par sa vitesse acquise
3 &, nous aurons pour les deux 6 de mouvement ou de force,
et non g, comme celadevroit étre, si une vitesse triple produisoit
une force qui it comme son quarré,




DES MATHEMATIQUES. Pant. V. Liv. IIl. 63

Sur ces divers raisonnemens on peut voir encore vn dcrit de
Herman , dans les Mémoires de Pétersbourg, tom, I, an. 1726;
un sur le méme sujet, par Bulfinger ; et un autre de Wolf, sous
le titre de Principia dynamica ,dansle méme volume,

Poleni rapporta diverses expériences qui paroissent favorables
au sentiment des forces vives. Voyez le Recueil de ses Lertres.
En laissant tomber de diverses hautenurs des corps égaux de forme
et de volume, mais inégaux en pesanteur, sur des matidres
molles, comme de I'argile, on remarqua, apreés avoir réitéré
cent fois I'expérience, que les cavités étoient égales, lorsque les
hauteurs et les pesanteurs de ces corps étoient réciproquement
Froimrtiopncllcs; c’est-&-dxr.e, lorsque le produit de-s masses par

es quarrés des vitesses, étoient égaux. Or, ces cavitéds sont cer-
tainement comme les forces de ces corps, puisqu’elles sont comme
la quantité de matiére que le corps a pu chasser en avant de lui ,
avant que de perdre toute sa force. Par consdquent les forces
seront égales lorsque les masses multipliées par les quarrés des
vitesses formeront des produits égaux.

On a fait cette expérience encore autrement : on a lajssé
tomber les mémes corps de différentes hauteurs. On a mesuré les
cavités qu’elles produisoient dans Pargile molle, et I'on a trouvé
qu’elles étoient comme ces hauteurs méme, c'est-d-dire, comme
les quarrés des vitesses. Ces expériences, dit-on, prouvent dong
victorieusement que les forces des CoTps en mouvement sont
comme les quarrés des vitesses. ‘

On a enfin laissé tomber des balles d’ivoire on de marbre, de
différentes hauteurs , sur un plan enduit légérement d’une matiére
ﬁrasse, etl’on a remarqué que les impresions qu’y laissent ces
»oules étoient tonjours 4 trés. peu-prés de diameétre proportion-
nees a ces hauteurs, ce qui annongoit le déplacement ou la
compression d'un segment de la sphére proportionnel 4 la hau-
teur , ou au quarré de la vitesse,

Ce fut par de pareils raisonnemens quon traita la question
des forces vives pendant quelques années A datter de 1726.
Nous avons cité page 632, les principaux auteurs qui s’en oc-
cupérent. La discussion fut assez vive entre ’sGravesande et o
docteur Clarcke. Ce dernier y mit un ton de vivacité , d’aigreur
et méme de mépris pour ses adversaires que ’sGravesande crut
devoir repousser par des observations, ou ne s'écartant point
lui-méme du ton d’honnéteté qui doit régner dans des discus-
sions purement scientifiques,, il fit voir combien celui de Clarcke
€N passoit les bornes; mais tel étoit le doctenr Clarcke qui avoit
8ussl traité assez mal Leibnitz dans les discussions philesophico-
théologiques quils eurent ensemble. Nons observerons seule~
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ment que ’sGrave}sand'e parofit dgnner a la question, dans la
pratique de la mécanique, une 1mportance qu’c:ile n’a pas.

1l est reconnu aujourd’hui que le calcul de Peffet d’'une ma-
chine , soit par un partisan des forces vives, ou celui d’un de
leurs adversaires est absolument le méme.

La dissertation de Mairan , dans les Mémoires de I’Académie,
pour 1728, fut le germe d’une nouvelle discussion assez vive
entre ce savant physicien, et la marquise du Chitelet. Celle ci
dans la premiére édition d'une picce sur la nature du feu, im-
primée en 1740, avoit donné beaucoup d’éloges aux raisons
fortes et victorieuses de Mairan contre les forces vives; mais
elle changea d’avis. Le chdteau de Cirey, ou vivoit le plus sou-
vent madame du Chételet, séjour des sciences et des belles lettres
devint peu de temps aprés ces éloges une école léibniteienne,
ot le rendez-vous des plus célébres partisans des forces vives.
Keenig y passa en effetquelque temps. Bientdt, continue Mairan ,
on y parla un autre langage, et les forces vives y furent placées
sur le tréne 4 cOté des monades. Madame du Chitelet ne vit
plus les choses du méme ceil, et ne pouvant corriger le texte
de la dissertation déjdimprimée , elle crut devoirmetire dans un
orrata imprimé & la'fin , un correctif aux éloges qu'elle avoit
données d la piéce de Mairan, et méme ensuite un second errata
qui changedit ce correctif en une épigramme; ce qui néanmoins
n’eut licu que sur quelques exemplaires échappés des premiers,
par les soins d'un académicien célébre (Clairant); mais ma-
dame du Chételet ne tarda pas & s’expliquer d’une maniére plus
décidée A la fin de ses institutions ﬂ:’r;’_p;{!;vsir]ue qui sont toutes
leibnitziennes. Elle y reprit plusieurs des preuves qu'elle jugeoit
victorieuses en faveur de Leibnitz, et y réfuta les raisonnemens
par lesquelles Mairan les infirmoit.

Cependant, si Keenig étoit un leibnitzien décidé, Voltaire,
Maupertuis, Clairaut, qui formoient avec lui Ia société litté-
raire et savante de Cirey étoient assez indifférens pour la doc-
trine de Leibnitz, et madame du Chitelet, en méme - temps
qu'e’nlc écrivoit ses Institutions leibnitziennes,traduisoit Newton.

Quoi qu’il en soit,Mairan crut devoir défendre son ancienne d_ls-
sertation, et le fit par unellertre a Madame *** sur la question
des forces wvives en réponse aux objections gu’elle lui fait sur
ce sujer dans ses Institutions de Pfi__ysfqitt-'.

On s’étonnera sans doute de voir ici Voltaire jouer un réle ; et
ce qni surprendra davantagé ceux qui connoissent les liaisons
de cet homimne célébre avec madame du ChAtelet, c'est de le
SailE précisément d’m} avis contraire. Keenig, dont ensuite il
prit si vivement la défense contre Maupertuis n’avoit pu l'en-
tratner. Voltaire, alors, assez mal avec Keenig, étoit intime

ami
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ami de Maupertuis pour lequel il faisoit des vers pleins d’éloges ;
qul auroit cru que dix ans aprds, le méme homme épousant
la querelle de Keenig porteroit le poignard dans le ceeur de son
ancien ami, par les plus sanglantes railleries, dans sa diatribe
du docteur Akakia, en 1753.

Voltaire publia en 1741, et adressa 2 'Académie des Sciences
un mémoire intitulé : Doutes sur la mesure des forces motrices
et sur leur nature. 1| y adoptoit entiérement 'ancienne mesure
des forces motrices; on en lit le précis dans V'Histoire de I’4-
cadémie, de 1741, ot l'on donne de justes éloges aux idées
de cet homme célibre, et 4 sa maniére de les présenter.

D’Alembert, dans son traité de Dynamigue, publié peu de
temps aprés, ne pouvoit manquer de dire son avis sur une ques-
tion agitée avec tant de chaleur; il n’hésite point a déclarer
qu'il la regarde comme une pure question de mots,

Quand on parle , dit-il, de la force des corps en mouvement,
ou l'on n’attache point d’idée nette au mot qu'on prononce ,
ou l'on ne peut entendre en général, que la propriété qu'ont
les corps qui se meuvent de vaincre les obstacles qu’ils rencontrent
ou de leur résister. Ce n'est donc ni par l'espace qu’un corps
parcourt uniformément , ni par le temps qu'il employe a le par-
courir, nienfin par la considération simple, unique et abstraite
de sa masse et de sa vitesse qu'on doit estimer immédiatement
la force ; c’est uniquemerit par les obstacles quun corps ren-
contre,et par la résistance que lui font ces obstacles, Plus Pobs-
tacle qu'un corps peut vaincre, ou auquel il peut résister est
considérable, plus on peut dire que sa force est grande ; pourvu
gue sans vouloir représenter par ce mot un prétendu étre qui
reside dans le corps, onmne s'en serve que comme d’une ma-
niére abrégée d’exprimer un fait, a-peu-prés comme on dit
gqu'un corps A deux fois autant de vitesse qu'un autre, au lien
de dire qu'il parcourt en temps égal deux fois autant d’espace,
sans prétendre pour cela que ce mot de vitesse représente un.
étre inhérent au corps. :

Ceci bien entendu, il est clair qu'on peut opposer au mou-
vement d'un corps trois sortes d’obstacles, ou des obstacles
invincibles anéantissant tout-a-fait son mouvement, quel qu'il
puisse étre; ou des obstacles :qui' n'ayent précisément que la
résistance nécessaire pour anéantir le mouvement du corps, et
qui I'anéantissent dans un instant, c'est le cas de 'équilibre.
On enfin des obstacles qui anéantissent le mouyement peu-
a - peu, c'est le cas du monvement retardé. Comme les obs-
tacles .insurmontables anéantissent également toutes sortes de
Mouvemens , ils ne peuvent servir A faire connoitre la force:

¢e n'est dong que dans l'équilibre ou dans le mouvement
.I'Ome III, M mm m
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retardé qu’on doit en chercher la mesure. Or, tout le monde
convient qu’il y a équilibre entre deux corps, quand les produits
de leurs masses par leurs vitesses virtuelles , c'est- & -dire ,
par les vitesses avec lesquelles ils tendent A se mouvoir , sont
égaux de part et d’autre. Donc dans I'équilibre le produit de
la masse par la vitesse, ou ce qui est la méme chose, la quan-
tité de mouvement peunt représenter la force. Tout le monde
convient aussi que dans le mouvement retardé , le nombre
des obstacles vaincus est comme le quarré de la vitesse ; ensorte
qu'un corps qui a fermé un ressort, par exemple, avec une
certaine vitesse, pourra avec une vitesse double fermer, ou
tout-a-la fois, ou successivement , non pas denx , mais quatre
ressorts semblables au premier, ncuf -avec une vitesse triple,
et ainsi du reste; d’ou les partisans des forces vives concluent
que la force des corps qui se meuvent actuellement, est en gé-
néral comme le produit de la masse par le quarré de la vitesse.
Au fond , quel inconvénient pourroit-il y avoir & ce que la me-
sure des forces fit différente dans I'équilibre et dans le mou-
yement retardé, puisque si on ne veut raisonner que d’aprés
des idées claires, on mne doit entendre par le mot de force,
que PPeffet produit en surmontant 'obstacle ou en lui résistant ?
1l faut avouer cependant que 'opinion de ceux qui estiment la
force par la vitesse, peut avoir 'en, non-seulement dans le
cas de I'équilibre , mais aussi dans celui du mouvement retardé,
si dans ce dernier cas on mesure la force, non par la quan-
tité absolue des obstacles, mais par la somme des résistances
de ces mé&mes obstacles: caronne sauroit douter que cette somme
de résistance ne soit proportionnelle 4 la quantité de mouvement,
puisque de I'aveu de tout le monde, la quantité de mouvement
que le corps perd a chaque instant, est proportionnelle an produit
de la résistance par la durée infiniment petite de l'instant, et
que la somme de ces produits est évidemment la résistance
totale.

Toute la difficulté se réduit donc 2 savoir si on doit mesurer
a force par la guantité absolue des obstacles, ou paula somme
de leurs résistances. Il paroiiroit plus naturel de mesurer la force
de cette derniére manidre, car un obstacle n'est tel quen tang
qu’il résiste, et c'est A proprement parler la somme des résis-
tances qui est 'obstacle vaincu : d’ailleurs, en estimant ainsi
Ja force , on a l'avantaged’avoir pour Péquilibre et pour le mou-
yement retardé une mesure commune : néanmoins comme nous
n’ayons d’idée précise et distincte du mot de force qu'en res-
treignant ce terme A exprimer un effet, je crois'qu’on doit laisser
chacun le maitre de se décider comme il voudra la-dessus:et
soute la question ne peut plus consister que dans une discussion
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métaphysique trés- futile, ou dans une dispute de mots plus
indigne encore d’occuper des philosophes. Ajoutons A cette con-
clusion qu’on ne peut regarder autrement la question quand on
observe gu'une question de mécanique transcendante résolue
par un partisan ou par un adversaire du sentiment de Leibnitz
donne la méme solution. Mais il semble que depuis la fameuse

uerelle des nominaux qui alla jusqu’a ensanglanter 'univer-
sité de Paris, ce furent toujours les disputes de mots qui furent
les plus opinidtres et les plus échautfées.

Cette question venoit de la différente maniére dont les ung
et les autres entendoient le mot de force. La nature de la force
est une chose obscure et métaphysique ; tout ce que des savans
allemands en ont dit dans des dissertations profondes, n’est
qu'un épais brouillard de métaphysique dont I’obscurité semble
se renforcer & mesure qu’on 'agite davantage. Mais on a vu
ci-dessus, page 631 qu'il est plus naturel d’appeler force I'effet

roduit dans un temps déterminé; ainsi nous finirons cet article
en disant que Leibnitz auroit dii laisser l'ancienne estimation .
des forces proportionnelles aunx vitesses.

i B

Du prf&c{pe de Iz moindre action.

Nous ayons parlé page 611 de divers principes que les mé-
caniciens ont reconnus avoir lieu dans tous les mouvemens des
corps; mais l'historien doit en distinguer un qui a été le sujet
d’une querelle d’antant plus célébre, qu’on y vit paroitre le plus
bel es_prir:- de I’Europe, et un de ses plus grands monarques.
Ce principe est celui que Maupertuis mit en ayant vers 1744 »
et qu'on nomme de la moindre action. Voici en quoiil consiste.

Lorsque plusieurscorps agissans les uns surles autres éprouvent
un changement dans leur mouvement, ce changement est tou-
jours tel que la quantité d’action employée par la nature pour
}e produire, est la moindre qu’il. est possih[e‘; et cette action
a pour mesure , suivant Maupertuis , le produit de la masse par
Yespace et la vitesse. Y 4

Maupertuis proposa pour la premiére fois ce principe 3 I'A-
cadémie des Sciences en 1744, et dans le mémoire quil y lut,
il y développa les considérations qui I'y avoient conduit.” Elles
D'étoient a ce qu'il paroft que le résultat de ses efforts pour
Concilier les explications contradictoires en quelque sorte que

«eibnitz et Fermat donnoient de la loi de la réfraction, eny
employant les causes finales. Mais dans les Mémoires de la
Mmmm 2
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Nouvelle Académie des Sciences de Berlin, pour 1746, il
étendit ces applications aux lois du mouvement, et méme du
repos; et géneralisant ce principe, il en fit un principe universel
dont ceux de la loi de I'équilibre, de la marche uniforme du
centre de gravité' dans le choc des corps, de la conservation
des forces vives &c. ne sont que des branches.

Les lois du mouvement qui ont lieu dans le choc des corps
durs , ou dans celui des corps élastiques sont totalement dif-
férentes ; quoi qu'il y en ait de communes, comme celle-ci,
que le centre de gravité aprés le choc, continue de se mouvoir
dans le méme sens et avec la méme vitesse quavant le choc.
Mais il y a un autre principe qui a lieu seulement dans le
choc des corps élastiques , savoir celui de la conservation des
forces vives, qui consiste en ce que le produit des masses par
les quarrés des vitesses avec lesquellesils se meuvent reste cons-
tamment le méme avant et aprés le choc, ce qui n'a pas lien
a ’égard des corps ou durs ou mous. Il est cependant trés- pro=
bable, et il est conforme aux autres procédésde la nature qu’elle
agisse a l’é%?rd des uns et des antres par une méme loi. Aussi
quelques philosophes, afin de se délivrer pour ainsi dire de
cette incohérence apsarente, ont-ils avancé qu’il n’y avoit et
ne pouvoit y avoir de corps absolument durs.

La loi de la réfraction étoit en quelque sorte une autre pierre
d’achopement pour ceux qui tentoient de I'expliquer au moyen
des causes fina{les., comme avoient fait Fermat et Leibnitz, L'un
et 'autre prenoient pour principe que la nature agit tonjours
par les lois les plus simples. Un ancien géométre, Héron le
mécanicien , expliquoit par-la , comment et pourquoi la lumié¢re
se réfléchit de dessus une surface plane, en faisant un angle
de réflexion égal & celui d’incidence. Cette loi la plus simple
étoit pour lui que le chemin du point rayonnant au point éclairé
fit le plus court. Et effectivement, on trouve que tout autre
chemin seroit plus long que celui qui est déterminé par I'égalité
de ces angles. La foiblesse néanmoins de ce raisonnement tuoi-
qu’ingénieux se fait voir en l'appliquant & wun miroir concave;
car lorsque le point rayonnant et 'eil se trouvent dans la con-
cavité d’une sphére, la réflexion se fait de Pun a l'antre par
deux chemins, ’un le plus court, P'autre le plus long, Il y a
ICl UN minimum et un maximur a-la-fois. .

En tichant d’appliquer ce genre de démonstrations 3 la cauvse
et A la loi de la réfraction, il est aisé de voir que le chemin
entre le point rayonnant placé dans un milieu, et V'eeil place
dans un autre m:hf:u, n'est pas le chemin le plus court; car
ce seroit la ligne droite. Fermat imagina donc de faire consister
cette loi la plus simple de la nature en ce que le rayon allant
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d’un point § Pautre, en passant d’un milien plusrare, par excmp.fl?;
dans un plus dense, devoit prendre un chemin tel guil mit moins
de temps dans son trajet que par tout autre qu’il auroit pu tenir.
il supposoit d’ailleurs, ce qu’il étoit assez naturel de penser,
que la lumiére se mouvoit avec moins de vitesse dans un milien
dense que dans un milien rare. D’aprés ces principes, i} étoit
déja facile de voir que pour satisfaire A cette condition du mini-
mum, il fallait que le mobile ou la lumidre fit dans un certain
rapport moins de chemin dans le milien le plus difficile a tra-
verser, que s'il se mouvoit en ligne droite d’un point a 'autre.
Fermat enfin appliquoit le caleul au probléme , et an moyen d_&
sa régle de maximis et minimis, que Descartes lni contestoit
mal-a-propos; il trouvoit précisément que pour satisfaire 2 ce
minimum de temps, il falloit que le chemin de la lumiére dans
le premier milien, et celui qu’elle prenoit dans le second fussent
tels que le sinus d'inclinaison fiit au sinus de I’angle rompu dans
la raison des facilités des milicux & se laisser traverser par la
lumiére , ou des vitesses avec lesquelles la lumiére peut les tra-
verser ; et conséquemment que ces sinus sous toutes les inclinai-
sons devoient é&tre dans un rapport constant. .

Leibnitz, entreprenant anssi d’appliquer & I’explication de ce
phénomeéne les causes finales, partoit d'un principe différent
de celui de Fermat. Ce n’est suivant Ini ni par la route la plus
courte, mni par celle qui exigeroit le moins de temps, que le
rayon doit aller d'un point a autre, mais par le plus facile.
Et cette facilité doit &tre estimée par le plus ou le moins de
résistance que présentent les milieux dans lesquels Ia lumiére se
meut, Il pensoit d’ailleurs que la résistance étoit plus grande
dans Leau et le verre que dans l'air, et estimant la facilité da
chemin total par la somme des produits du chemin fait dans
CllﬂE{ue milieu , et la résistance de ce milieu, il y appliquoit
sa regle de maximis et minimis, et trouvoit que les sinus d'in-
cidence et de I'angle rompu devoient &tre dans le rapport cons-
tant et inverse des résistances dans lesdeux milieux, Ainsi Leibnitz
pensoit comme Fermat, en supposant plus de résistance dans
le milieu dense, mais il s’en écartoit, en ce que, par un rai-
sommement qui paroitroit siirement aujourgi"hui plus spécienx
que solide, il prétendoit prouver que la lumiére se mouvoit ayec
plus de rapidité dans le milieu dense que dans le milien rare.
C'est aussi le sentiment de Newton, et il est établi sur les lois
de l'attraction comme on l'a vix page 534. Mais si 'on entre-
Prenoit de chercher d’aprés ce prinéipe: le chemin de la lumiére
@ travers denx milieux de différente densité, et gu’on prit pour
e chemin celui qui seroit le plus prompt, on trouyeroit préci-

o Setent le contraire de ce qui a lieu dans la nature; le rayon
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deyroit s'approcher de la perpendiculaire dans le milieu le plus
rare, et sen éloigner dans le plas dense.

Telles étoient les contradictions qu’on éprouvoit dans I'ex-

lication de la loi de la réfraction , en vy faisant entrer les causes
finales. Mais la loi de la moindre action les concilie, et fait voir
comment en supposant que la vitesse est la plus gramle dans
le milien le plus dense, la réfraction doit s’y faire en s'appro-
chant de la perpendiculaire. La quantité d’action, la dépense
en quelque sorte que fait la nature dans le mouvement d’un
corps est le produit de la masse par la vitesse avec laquelle
il se meut, et par Pespace qu'’il parcourt dans un temps déterminé.
Car lorsqu'un corps est transporté d’un lieu dans un autre, I'ac-
tion employée & ce transport est d’autant plus grande que la
masse est plus grosse, que la vitesse est plus grande, et que
Vespace est plus long. Nous ne dissimulerons pasailleurs quelques
difficultés que présente cette évaluation ; mais ce n’est pas ici lieu
de les examiner.

Pour faire voir la généralité de ce principe dans le choc des
corps, supposons d’abord deux corps absolument durs ou sans
ressort A, et B, dont les masses soient exprimées par les mé&mes
lettres. Que A qui suit B ait la vitesse a, et B la vitesse & qui
doit é&tre moindre que @, puisque A est supposé atteindre et
choquer B. On demande quelle sera leur vitesse commune apres
Ie choc. Pour cela, que ce soit , et puisque A doit étre retardé
et B accéléré, il s'ensuit que le corps A aura perdu de sa vitesse
une quantité a— T, et By aura acquis une portion égale a
2 —b. Le changement opéré par le choc dans le mouvement
de ces deux corps consiste donc en ce que dans le corps A,
il a été produit une vitesse en sens contraire de son mouve-
ment égale & ¢—x, et dans le corps B une vitesse dans le
méme sens que le sien égale 3 z— 4. Ce qui est la méme chose
A Pégard du corps A, que si se mouvant sur un plan imma-
tériel avec la vitesse @, ce plan efit été porté en arriére aveC
une vitesse égale & @ —x; car alors en vertu de ce double

mouvement, il se mouvroit dans V'espace absola avec la vitesse

& ; puisque a—a—z =z. La vitesse engendrée dans le corps
étant donc @— x , et I’espace étant aussi @ — &> puisque dans
le mouvement uniforme les espaces sont comme les vitesses,
il s'ensuit que la guantité d’action employée & produire ce

mouvement dans le corps A sera exprimée par A x a—Z ,et
pour une semblable raison I'action employée & produire le nou-

yean mouvement du corps B sera Bxw—5 , et la somme de
- T T ke - .
ces actions AX@—& B xx—0, sera un minimum, d'ou
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résulte en y appliquant la régle de minimis et maximis, que
Aa-4-Bb
A+B
d’aprés d’autres principes

Si les deux corps eussent em des directions opposées , 1'unt
venant au devant de l'autre, on trouveroit par une semblable
Aa—Bb
A4B"

Le mouvement des corps élastiques, aprés le choc, se déduit
facilemment aussidn méme principe; carlesmémes suppositions que
ci-dessus étant faites, que z ety soient les deux vitesses respec-
tives des corps A et B aprés ig choc; on aura pour la vitesse
perdue par le corps A, dans le choc, a— =, et pour celle que B
aura acquise , ¥— b. Ainsi, la guantité d’action employée & ce

e

, comme on le trouve par la voie directe et

anal }'SE 7

changement sera A+ a— zi4A X 5y —b& . Cette expression, dif-
férentiée en faisant = et y variables, et égalée 4 zéro, donnera
— Aa dr+ A zdxr+ B6 dv. Mais on sait de plus que dans le
choc' des corps élastiques , la vitesse respective aprés le choc
reste la méme qu'avant le choec. Ainsi, a—b=y x ; d’ou il suit
que dy=—dx. Ainsi, au lieu'de dy subsistuant sa valeur 4z, on
au lieu de dr, sa valeur dy dans Vexpression précédente, on

ﬂJ—Ba-}'!BB e BL»—-H}’-'-IA&I a r
— x5 ¢t ¥=—aFa— Cest le méme ré-

gultat que donne la considératiou directe de ce qui se passe
dans le choc de deux corps élastiques, et l'application du
principe des forces vives.

Appliquons enfin ce méme principe 2 la recherche de la loi de
la réfraction, en supposant que la vitesse, dans le milieu le plus
dense, est plus grande que dans ie milien rare. Pour cela que
A, (ffg. 32) soit le point d’ofr part le rayon de lumidre, et B
celul ot il doit ar:l-iver pour que la quantité d’action employéde
pour opérer ce trajet soit lla moindre possible ; m exprimera la
vitesseavec laquelle la lumiére se meut dansle premier milieu et 7
celle aveclaquelle elle peut se mouvoir danslesecond. AF, BE sont
ies Perpcmiiculaires A la surface ou a la ligne qui sépare les deux
milieux. On aura done mx AD 4.2 xDB égal ala quantité d’action,

ou m X VAP + FD + = VBE & ED* égal 4 un minimum ;
L b= =0, Ur FE étant cons-
V/ AF + FD° s, V' BE+ED: 2
tant, on a dDF — —~ JdDE, ce qui donne cette équation
&ED , | pED FD.LED,.
AD — ~DB.OY ip," DB :°
¥a = - D - e
dinclinaison gDA , ef ps celui de Yangle rompu BD4; ainer

ifrouve xr —

ce qui donne

ntm. Or ;% est le sinus de langle
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Pon voit que ces sinus doivent étre en raison inverse des vi-
tesses avec lesquelles la lumiére se ment dans l'un et l'autre
milieu.

Maupertuis entre dans d’autres détails relatifs a cette loi, et
dit que si quelque chose prouve lexistence d’un étre souveraine-
ment puissant et intelligent, c’est surtout la considération deslois
de la nature.

1l y a une autre loi genérale découverte par Maupertuis , et

ui est relative au repos ou a 1'équilibre, elle entra dans la que-
relle dont nous avons 4 parler, et Maupertuis 'avoit donnée
dans les Mémoires de I’ 4cadémie de 17 4o.

Maupertuis étoit tranquillement en possession d’avoir dé-
couvert un principe plus général que les antres, et qui les lioit
tous, pour ainsi dire, lorsqu'il y fut troublé par Keenig, pro-
fesseur de mathématiques A la Haye, ancien ami et commensal
de Maupertuis , qui inséra dans les actes de Léipzig, de 1751,
un écrit dans lequel il attaquoit le principe, et prétendoiten mon-
trer la fausseté. 1l y disoit de plus qu’il ayoit été connu de Léib-
nitz, et citoit & 'appui de son assertion un fragment de lettre
écrite 3 Herman en 1707, ou il étoit dit: « La force est donc
» comme le produit de ga. masse par le quarré de la vitesse, et
» le temps n'y fait rien, comme la démonstration dont vous
» youlez faire usage, le montre clairement ; mais 'action n’est
» point ce que vous pensez, la considération du temps y entre,
» comme le produit de la masse par l'espace et la vitesse , ou
» du temps par la force vive. J’ai remarqué que dans les modi-
» fications cFe mouvemens, elle devient ordinairement un maxi-
v mum ou minimum,On en peut déduire plusieurs propositions
» de grande conséquence; elle pourroit servir a déterminer les
» courbesque décrivent les corps attirés & un ou plusieurs centres.
» Je voulois traiter de ces choses dans la seconde partie de ma
» Dynamique, que j'ai supprimée, le mauvais accueil que le
» préjugé a fait a la premicre m’ayant degotté, etc ».

Il étoit difficile que Maupertnis demeurdt insensible & une
pareille imputation , plus odieuse a certains égards que celle qui
lui étoit faite en méme-temps , savoir de s'étre trompé. Clest
pourquoi il invita Keenig 2 déclarer s’il possédoit Voriginal de
Cettec}ettre, ou bien a faire connoitre ou il étoit. Keenig répondit
qu’il n’en avoit qu’un copie, ainsi que de quelq_ues autres quil
tenoit de M. Henzy, homme studieux , et qui avoit ramassé
beaucoup de papiers et d’anecdotes de Léibnitz ; ce Henzy, de
Berne, avoit tenté d’y changer le gouvernement, et avoit eu la
t8te tranchée quelques années auparavant. Comme les papiers
d'un criminel d'état sont toujours gardés avec soin, Maupertuis
fit demander par le roi de Prusse aux magistrats de Ben;e. de

aire 5
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faire, dans les papiers d’Henzy, les recherches nécessaires pour
Y tronver les originaux de ces lettres de Léibnitz , §'il en existoit.
On fit en mémetemps des recherches auprés des héritiers
d'Herman qui pou vuierlll'. les avoir conservées ; mais on ne trouva
rien ni dans un endroit ni dans l'autre. Je remarquerai ici que ,
dans le cours de la querelle , qui eut lieu sur ce sujet, M, Keenig
i communiqua les copies de quatre lettres qui paroissent bien du
style de Léibnitz, dans 'une desquelles est le passage cité
| plus haut, .
Il est, dans cette trop fameuse querelle , deux points qui mé-
. ritent d'dtre présentés & part. L'un est, en quelque sorte, la
question de fait: Keenig doit-il éire censé en avoir youlu imposer,
en attribuant & Léibnitz ce principe de la moindre action ? L’autre
' la question de droit : ce principe est-il faux ou de nulle valeur,
| comme Koenig tenta de le montrer dans l'écrit qu'il publia
] d’abord dans les actes de Léipzig, et dans divers écrits pos-
' terieurs, on, quel qu'il soit, il 'attribue & d’autres?

Quant au premier point, il paroit que trop de sensibilité
entraina Maupertnis & mettre dans cette affaire autant de chaleur,
et & demander A I’Académie de Berlin de s'ériger en une sorte
de tribunal pour juger de 'authenticité du fragment en ques-
tion et de la lettre alléguée par Keenig, en les déclarant sup-
posées. Keenig a d’ailleurs justifié depuis qu’il étoiten commerce
de lettres avec Henzy, par des piéces reconnues comme étant de
sa main. D’ailleurs , il semble que loin de vouloir ravir & Mau-
pertuis la gloire de la découverte en question, pour en revétir
Léibnitz, il la combattoit au contraire. La lettre enfin dont il
S’%git avoit toujours resté cachée ; c’en étoitassez,ce semble, pour
laisser au public le soin de juger quelle croyance mériteit l'allé-
gation de chnig, et pour se borner i dire que, de ce cju’uﬂ.
iomme a eu l'apergu d’une vérité qui n’a jamais été publiée, ce
: n’est point une raison de priver celui qui la découyre de son
cOté , et qui I'établit, de la gloire qu'il mérite.

Les découvertes de Copernic et de Newton avoient été entre-
vues ; personne cependant ne leur refuse 'honneur de la décou-
verte de ces grandes vérités. Je ne sais mémes’il en est ‘i“}"}"'l“,““e
| un peu capitale dont quelgyc homme n’ait saisi quelqu’étincelle,
jusqu’a qu'un esprit supérieur les rassemblant, en ait tiré une
découverte compléte.

Koenig blessé par le jugement de I’Académie, ne garda plus
c?c mesures ; il ren voya son dipléme d’académicien , et publia un
€crit sous le titre d’Aj{pe/ aupublic du jugement de I’ Académie
f"{)’cz!e.de Berlin, sur un fragment de letire de Léibnitz (.1?53 )s
4 la suite duquel on trouve les quatre lettres de Liéibnitz, ou
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donnédes comme telles , dor]t I'une est celle & Ierman, qui
contient le iragment en question.

L’appel au public fut bientdt suivi d’une nouvelle piéce inti-
tulée : Défense de Pappel au public, ou réponse aux letires
concernant le jugement de I’ Académie de Berlin, adressées &
2, de Maupertuis (1753 ). Je passe légérement sur une multie
tude d’autres piéces, la plupart plus méchantes que solides et
raisonnables, dont les ennemis de Maupertuis inondérent les
journaux d’Allemagne. Tout le monde connoit d’ailleurs la
piquante diatribe du docteur Akakia ; la part que le roi de Prusse
prit lui-mé&me 2 la querelle par un écrit de sa main , et le départ
de Voltaire , qui quitta Berlin en 1752 (1).

1l seroit & souhaiter , pour 'honneur de I'humanité, qu'en pt
passer I'éponge sur ces abus de la sensibilité et de l'csprit. An
surplus , si, par quelques idéas sin guliéres, Maupertuis donnoit
lieu aux cruelles plaisanteries de Voltaire; nous pensors qu un
homme de beaucoup d’esprit efit pu rendre la pareille & Vcltaire
lui-méme. Car, quelle ignorance de géométrie en quelques en-
droits de sa Philosophie de Newton2 1l en est un qui prouve
que cet homme célébre regardoit un angle comme d’autant plus
grand que ses cotés sont prolongés. Quel tissu de mauvais rai-
sonnemens, quelle ignorance des faits dans ses Singularités de
le Nature, et quelle idée absurde d'attribuer les coquillages
trouvés méme sur les Alpes anx Pélerins de Lorette qui les y ont
déposés? Quclle matiére-la et ailleurs, & faire rire le public , pour
quelqu’un qui elit en l'art de manier les armes de la plaisanterie ,
méme dans un degré fort inférieur 3 Voltaire?

Ce n’étoit pas seulement dans le fragment cité de Léibnitz,
ue Keenig trouvoit le pringipe de Maupertnis , il voulut aussi
w'il fit suffisamment enseigné par Malebranche , par Wolf, par

&'Gravesande et par Engelhart, physicien et mathématicien de
la Haye. Malebranche dont, dit il, le président de ' Académie de
Berlin a stirement lu les écrits, puisqu’il le cite, a avancé expres-
sément (1) , que Diex agit toujours dans Pordre ez{:ar les voies
les plus simples , ce qu’il explique ensuite par 'exemple Elu
mouvement d’un corps A qui va frapper B par la ligne droite
qui est la plus courte ; car, dit plus loin ce métaphysitien , ll.faut
plus daction pour transporter ce corps A vers B, par une ligne
courbe, que par une droite, &c.

. - -

Mais qui jamais a contesté qu'avant Maupertuis plusieurs philo-

(») La brouillerie de Voltaire et _de ne vouloit point s’y préter. Voltaire
Maupertuis vient de ce que le premier les obtint du roi malgré Maupertuis,
demandoit pour Pabbé Raynal des (2) Recherche de la vérité. Eclair-
letires d'académicien y et aue Vautre cissemens, P 191, éd, de Geneve, 1691,
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sophes avoient senti cette vérité, que la divinité agit dans 'exé-
cution de ses vues par les woies les plus simples ? Mais il
s’agissoit de savoir en quoi consistoit cc moyen le plus simple,
ou ce minimum d’action que l'auteur de la nature emploie dans
la production du mouvement et de ses différentes modifications ;
et c’est ce que Malebranche étoit bien loin de soupgonner.,

Wolf, ajoute Keenig, s'est expliqué bien plus clairement dans
un mémoire de ce philosophe, inséré parmi ceux de I'Aca-
démie de Pétersbourg, tom. I; on y trouve en effet cette consé-
quence qui termine la proposition XIII, que les actions sont en
raison composée des masses M et 7z, des vitesses C et ¢, et des
espéces S et 53 d’ou il conclud encore, dans le corollaire sui-
vant, que les actions, dans le méme temps ou les forces sont en
raison composées de masses et des quarrés de vitesses,

A ne prendre que les mots, M. de Maupertuis paroitroit ici
condamné sans appel. Mais chez Wolf, le mot d’action ne signifie
point la mé&me chose que chez M. de Maupertuis ; chez le philo-
sophe Léibnitzien , c’est I'énergie d’un corps mis en mou-
vement pour produire un effet quelconque, et s'il trouve cette
évaltiation de I'action ou de Iénergie du corps en mouvement,
c’est quil emploie des prémices dont on peut bien lui nier
quelques-unes, et en particulier, celle ot voulant prouver que
Vaction d’un corps se mouvant librement, et sans résistance, est
ﬁroportionnelle a l'espace parcouru, il la compare & celle d’un

omme qui 'auroit transporté dans cet espace. 1l y a, ce me
semble , une grande disparité ; car le corps mis en mouvement,
doit , par sa nature et sans effort nouveau, se mouvoir sans cesse
et uniformément ; cet état est pour lui aussi natnrel que celui
du repos, tandis que I’homme transportantle long d’on espaceun
corps quelconque, le sien, par exemple, est obligé & chaque ins-
tant de renouveler son action,

Mais quoiqu’il en soit de cette dénomination de Wolfet de
Léibnitz, il n’y a, dans cet écrit, aucune trace de mazimum ou
minimum de cette action dans les modifications du mouvement,
et c’est-14 ce qui caractérise le principe de Maupertuis.

Quant 4 ’sGravesande, voici ce qu'il dit dans un petit écrit
imprimé en 1726, sous le titre d’Essai surle choc des corps. La
vitesse respective de deux corps étant donnée, la somme de
Ieu_rs forces est la moindre possible, leurs directions sont con-
traires, et leurs vitesses absolues en raison réciproque de leurs
masses ; ou ce qui revient au méme , lorsque deux corps dont les
Vitesses absolues sont réciproques A leurs masses se choquent, 1a
Somme de leurs forces est la moindre possible, ou la somme des
produits de leurs masses par les quarrés de leurs vitesses , est la
moindre possible , aprés le choc. Cela est éyident pour les corps
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qui ne sont point doués d’élasticité ; car s’ils ont des directions
contraires,ils seront réduits an repos dans le casénancé par sGra-
yesande, et s'ils ont méme direction , 'on trouve effectivement
gue , dans le méme cas, la somme des forces apres le choc est
encore la moindre possible. Quant aux corps dlastiques , la
somme des forces étant la méme avant et aprés le choc, il
n’y a nul lien & la proposition ; mais on pent demander quel
rapportcela a avec la proposition Maupertuis ; que, dans tous les
cas , soit que les vitesses soient en raison réciproque des
masses, soit que cela n’ait pas lieu, la quantité d’action employde,
ot si 1’on veut de force consumée & opérer le changement, est
la moindre qu'il se puisse. 1l est difficile de ne pas voir dans
Keenig vu homme emporté par la passion.

Engelhard , dit encore Keenig, m’a écrit qu'il a enseigné , dés
1732, la prétendue /o7 de l’(inm:_gfw sous lenom de /a moindre
somme de forces absolues. Mais qu’est-ce que M. Engelhard a
entendn par-14? Il paroit senlement que ¢’est a-peu-prés la méme
chose que ce quenseignoit ’sGravesande; car M. Kenig les
associe dans la méme idée. Or, on vient de voir qu'il n'y a nulle
affinité entre cette moindre somme de forces trouvées dans cer-
tains cas par ’sGravesande et la moindre quantité d’action de
Maupertuis.

Quant au fond de la question, Keenig prétendoit démontrer
que la loi étoit absolument fausse , et qu'il falloit lui en substituer
une autre d’aprds laquelle il entreprenoit de résoudre divers pro-
blémes épineux de dynamique.

Euler, qui par intérét, autant que par attachement, étoit aux
ordres de son illustre président (comme il lappelle), donna,
dans les Mémoires de Berlin pour 1751 (tom.VII, 1753), deux
grands mémoires, pour prouver que la lettre de Léibnitz ne pou-
voit exister, que Maupertuis étoit le premier gui eflit trouvé le
principe , qu’on en déduisoit toute la mécanique 3 que le principe
de Keenig, par la nullité de la force vive, se réduisoit A rien j il
le persifle 4 toute outrance , et prouye quil s'étoit fonteusement
trompé.

11 parut aussi ui volume in-4°. intitulé : Mémoires porr servir
& Dhistoire du jugement de I’Académie; on'y établit, par un
grand nombre de raisonnemens , que le fragment de Leibnitz ,
ailegzué par Keenig, n’existoit pas, et qu’il faudroit, pour le faire
valoir, des démonstrations invincibles et des piéces dong l'au-
thenticité ne souffrit aucune difficulté.

TLa loi de I'épargne de Maupertuis a eu encore deux adver-
saires ; I'un estle chevalier d’Arcy, de PAcadémie des sciences ;
Vautre M. Martens , mathématicien hollandois. Le premier l'at-
taqua en 17562 , dans un mémoire inséré parmi ceux de I'Aca-




DES MATHEMATIQUES. Parr. V. Liv. III. 653

démie pour 174g; l'antre dans un écrit hollandois et frangois
intitulé : Remarques sur la loi de ’épargne , qui fait & présent
Zont de bruit, &e. Amst. 1752, in- 4°.

Suivant d’Arcy , Maupertuis avoit eu tost de qualifier du nom
d’action le produit de la masse par la yitesse et Pespace, et il
étoit fanx que cette acception admise, la quantité d’action fiit un
minimum dans les modifications du mouvement ; enfin |
trouve que quelques fussent les lois de la nature, il seroit aisé de
de trouver une fonction des vitesses et des masses, qui étant un
minimum , donneroit ces lois, mais que cela ne suffisoit pas pour
donner le nom d’action A cette fonction. D’Arcy y substitue un
principe général qui paroit n’étre sujet & ancune objection,

Aussitot que cette attaque du principe de la moindre action
eut paru, Maupertuis y opposa une réponse courie et hon-
néte (1), comme l'avoit €té la critiqgue de son adversaire. Cette
critique fut réfutée plus an long par M. Bertrand, dans les
Mémoires de Berlin pour 1753. Quand on a lu ces réponses, on
ne peut gueres s'empécher de reconnoitre de la précipitation
dans l'attaque de d’Arcy. En effet, admettant pour un moment
que l'action diit étre proportionnelle an produit de la masse par
la vitesse et Lespace, il cherchoit quelle étoitla quantité d’action
de denx corps durs ou sans ressort, avant le choc , et ensuite la
méme quantité apreés le choc, il prenoit ensuite lenr diftérence -
qui, suivant lui , devoit étre un r{u'ﬂim.wn ; et y appliquant la
régle de minimis et maximis, il trouvoit un résultat absolu-
ment contraire a l'observation: donc, diseit-il, le principe de
Maupertuis est erroné.

Il étoit bien facile de répondre & une pareille objection ; car
Maupertuis n'a jamais dit que le changement d’action des
deux corps dont il s’agit fit lui-méme un minimum : clest
la quantité d’action nécessaire pour produire ce change=~
ment, quiest la moindre possible, et cette quantité n’est point
celle riui résultoit du procédé de M. d’Arcy.

Il nous paroit superflu d'examiner d’autres prétentions de
M. d’Arcy, parce qu’elles nous paroissent aussi peu fondées et
aussi solidement repoussées , dans les deux mémoires cités ci-
dessus, Mais au sujet du principe du chevalier d’Arcy, il faut
voir les Mémoires de I'’Académie 1747, 1749, 1752, et ce que le
cit. de la Grange a ajouté dans le second volume des Mdmoires
de Turin 1761,p. 213, On/pent y en joindre un de Beguelin (7.
1751), qui a denx objets ; 'un d’examiner sila loi de conti-
nuité est anssi nécessaire que le prétendent les léibnitziens et
d’autres philosophes ; et il peut exister dans la nature des

1) Mdm. de Berlin , ann, 1751,
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corps absolument durs ; V'autre, de faire voir en quoi et com<
ment le principe de Maupertuis est plus général que celui de la
conservation des forces vives, appliqué soit au choc des corps,
soit & la détermination des lois du repos et del'équilibre. Quant
au premier point, Beguelin ne regarde point ce fameux prin-
cipe léibnitzien comme bien solidement fondé, ni sur des raisons
physiques, nisur des raisons métaphysiques. Bien loin de-la, 1l
{Jéve contre ce principe des difficultés qui le rendent au moins
fort douteux. Au surplus , il nous semble qu’en supprimant méme
de la nature les corps absolument durs, le principe de Mau-
pertuis n’en recevroit pas d’atteinte ; car il est au moins des corps
sans élasticité, et tout ce que dit Maupertuis, des corps absolu-
ment durs, s'applique a ceux-la.

Quant aux Remarques de M. Martens, dont nous avons paﬂé
plus hant, il m’a semblé qu’elles sont fort indifférentes au prin=
cipe de M. de Maupertuis ; car ne contestant point ses calcnls,
il se borne presqu’a le chicaner sur le nom qu’il donne & sa loi
de principe de la nature. 1l est enfin difficile de voir quel est
Yobjet dé M. Martens, et quelle est la conséquence qu'il entend

tirer de son examen,
Quoiqu’il en soit, le principe de la moindre action ne méritoit

pas, ceme semble, toute Pimportance qu'on y a mise et tout le
temps qu'on y a employé , c’étoit plus une atfaire d’amour-
propre, qu'une affaire de mathématiques ; mais Vamour-propre
offensé ne pardonne jamais.

VIL

Du probléme des Tautochrones dans un milieu résistant.

Parmi le problémes qui ont le plus occupé les géométres, et
eui ont exigé de plus arandes ressources d’analyse , est celui
qu’on appelle des tautochrones, ou des courbes dont un corps
parcourt les arcs dans le méme temps. La cycloide est celle qui
a lien dans le vide , comme nous l'avons, dit tom. I, P-72, 415,
et c’est une des découvertes d’Huygens. Mais lorsqu’on fait entrer
dans le probléme la considération de la résistance du milieu ,
cela rend le probléme un des plus dificiles de la mécanique
transcendante. '

1] est sinaturel aux géomeétres de chercher 4 généraliser les
questions, qu'il ne pouvoit leur échapper de rechercher quelle
seroit la courbe tautochrone , dans le cas oit les directions des

raves , tendroient vers un méme point; car Huygens, de méme
que Galilée et Archiméde ont supposé, a cause de l'éloignement
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infini du centre de la terre , que ces directions sont parailélcs, et
que la force dela gravité est constamment la mé&me ; mais cette
hypothése n’est pas conforme au véritable état des choses. Dail-
leurs le probléme envisagé sous cette nouvelle condition des
directions convergentes et d'une pesanteur variable,, présente
un nouveau degré de difficulté, et 'on voit que Newton et
Herman dans sa Phorononia, L.1,c.3, s'étoient proposés la
question , en la limitant néanmoins au cas ol la pesanteur seroit
comme la distance an centre. lls démontrent que, dans ce cas,
la courbe tautochrone sera une épicycloide, décrite par le rou-
lement intérieur d’un cercle sur la circonférence d'un autre
ayant pour centre le point de tendance de la gravité; épicy-
cldide qui se change en une cycloide ordinaire, lorsque ce point
de tendance est infiniment éloigné. Il faut remarquer encore que
si, dans cette hypothése de pesanteur, on suppose un corps placé
sur un plan passant hors du centre d’attraction , et gu’on Je livre
& lui-méme, il arrivera au point de ce plan le plus voisin du
centre dans le méme temps, quelque soit le point de départ.
Ainsi, la ligne droite est aussi, dans ce cas, doude de la pro-
pri¢té du tautochronisme, 1l restoit néanmnoins 3 résoudre le
probléme pour le cas ot les directions de la gravité étant conver-
gentes, la gravité suivreit un rapport quelconque de la distance :
mais nous passens aux tautochrones dans un milieu résistant.

Ce cas du probléme n’avoit pas entiérement échappé a Newton s
mais il ne I'avoit considéré que sons l'aspect le plus simple, je
venx dire, en supposant et les directions paralléles et la résis-
tance en raison des vitesses, la tautochrone se trouver alors
encore une cycloide, le mouvement du corps 8’y fait seulement
un peu antrement que dansle cas d’un milien non résistant ;
car, dans ce cas, le corps remonte aussi haut que le point d’ou
il étoit tombé, au lien que dans le second il ne remonte pas
aussi haut, quoique dans le méme temps, et chacune de ses
montées €tant moindre que la chiite précédente, il finit par
§’arréter.

Cette hypothése de résistance est purement mathématique. La
résistance d'un corps mit dans un fluide est bien plutdt en raison
du quarré de la vitesse, mais au temps de Newton, Panalyse
n’avoit pas acquis des forces suffisantespour résoudre un probléme
de cette nature,

Ce n’est que vers 1729 et 1730, que les géomeétres s’en occu-
érent ; encore me semble t-il que Jean Bernoulli et Euler furent
es senls pour qui il flit accessible. On trouve la solution d’Enler
ans le 4¢ vol. des anciens Mémoires de Pétershour , et celle de

Bernoulli, dans les Mémoires de I’Académie des Sciences de
3790 , dans le 3¢ yolume de ses ceuyres.
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L'analyse conduit strnoulli a une équation différentielle fort
compliquée, qui exprime le temps, et dont P'intégrale , par la
nature du probléme, doit &tre égale & une quantité, ou fonction
de VPabcisse, qui soit toujours la méme, quelle que soit I'ab-
cisse, puisque, de quelque hauteur que tombe le corps, il faat
que le temps employé jusqu’au bas de la courbe soit le méme,
Cela l'engagea & démontrer quelques théorémes préliminaires sur
ce quon appelle les fonctions semblables, et il y fit voir que
toutes ces fonctions, lorsqu’elles sont ce qu'il appelle de dimen-
sions nulles, sont égales entr’elles. Enfin, par des adresses de
caleul, il arrivoit & une équation différentielle entre I’ordonnée
et I'abcisse de la courhbe qu’il construisoit au moyen des qua-
dratures.

Nous remarquerons d’abord qu'il n’en est pas ici comme pour
la tautochrone dans le vide ou les deux branches de la descente
et de la montée sont semblables et égales ; car I'on sent aisément
que le corps arrivé aun plus bas de la courbe avec une vitesse
moindre que celle qu'il auroit eue sans la résistance du milieu,
et devant de plus rencontrer, en remontant, une double cause
de retardement, celle de la pesanteur et celle de la résistance du
milieu dans le m&me temps, doit remontera une hauteurmoindre,
et rouler le long d'une courbe de forme différente.

En second lieu, le point de la plus grande vitesse acquise en
tombant, n’est pas le point le plus bas de la courbe. Le corps a
acquis cette plus grande vitesse avant que d’arriver au plus bas :
c’est ce que démontroit Bernoulli. Il fit voir enfin, que si I'on
supnose la résistance nulle, la courbe en question devient la
cveloide ordinaire,

" Buler suivit une ronte un pen différente ct également digne
d’un analyste tel que lui. Aussi arriva-t-il & des résultats sem-
blables. Mais nous ne pouvons développer ici les moyens analy-
tiques qu'il employa. Nous ne' parlerons que de quelques consi-
dérations sur les tautochrones dans le vide qu'on trouve dans le
méme veolume.

Dans l'acception ordinaire de la tautochrone , on demande
gue le temps de la descente du corps par une des branches de la
courbe , soit égal a celui de la montée et ensuite celui de la’des-
cente subséquente égal au dernier et a celul de la' montée dans
la premiere branche, et ainsi toujours jusqu’a la fin du mouve-
ment qui, mathématiquement parlant, dcvroit ne s’andantir
jamais. Euler étend cette idée r.lu.tautochrcmisme , en cherchant
quelles courbes auroient la propriété de faire que les temps de la
descente et de la montée , réunis ensemble, fussent toujours les
mémes. Une pareille courbe auroit les mémes avantages que la
cyclu’idc pour la juste division du temps, puisque l‘uscill.:{tion

entiére ,
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entidre , composée d’'une descente et d’une montée, seroit tou-
jours de la méme durée, quoique la demi-oscillation ne fot pas
égale 3 la suivante. Une courbe méme étant donnée pour celle
de la descente, on peut trouver celle qu’il fandroit pour remplir
cette condition. Enfin, ce qui est remarquable, cette courbe
ou ces courbes, peuvent devenir, dans quelques cas, pure-
ment algébriques ; tandis que toutes les antres tantochrones sont
transcendantes.

Le mémoire de Bernoulli, sur ce sujet, fit sensation parmi les
géométres, et donna & ce probléme une grande célébrite. Fon-
taine qui venoit d'entrer a I'Académie, en donna, en 1733,
une solution. Poyez les Mdmoires de 1734 et 1768. 11 dit a ce
sujet que ce probléme avoit tourné les esprits de ce coté-la,
qu'on ne parloit que du probléme des tautochrones, qu’il en
donna une solution , et qu'alors on n’en parla plus. (Mémoires
publiésen 1764 : p. 3).

11 est vrai que la solution de Fontaine a sur les précédentes
guelques avantages, en ce que les solutions exigeant qu'on ait
I'expression de la vitesse, ne sont applicables qu'aux cas out
I'équation différentielle de cette vitesse est intégrable. C'est pour-
quoi Bernoulli et Euler ne traitérent ce probléme que dans le cas
d’une résistance proportionnelle au quarré de la vitesse. LEuler
reconnoit lni-mé&me, a lafin de sa solution de 1729, que l'ana-
lyse étcit, par cette raison , en défaut pour une solution plus
génc’rale du probléme. Mais Fontaine sut trouver une méthode
indépendante de cette intégration, a quoi il parvint au moyen
d’un calcul particulier, qui consiste & faire varier les quantites de
deux manicres différentes; méthode qui a quelque rapport a
celle par laquelle on est parvenu a résoudre divers problémes
trés—t.:liffici!es sur les trajectoires. Il appliqua sa méthode A la
solution du probléme dans diverses hypothéses , comme celles
d’une résistance proportionnelle ala vitesse, ou A son quarré, ou
3 une fonction formée de la vitesse et du quarré.

La solution de Fontaine parut en effet aux géométres si satis-
faisante qu'Euler en faisant l'éloge , ’étendit encore en 1764,
dans le 10¢ volume des nouveaux Mémoires de Pétersbourg.

La Grange en fit ensuite I'objet d’un mémoire lu ilrl’A.cadémie
de Berlin en 1767 , et inséré dans le volume de ses mémoires pour
176511 y envisagea la question c}es tautocht:ones sous un point
de vue nn peu différent, et parvint a une formule génerale et
fort simple , qui donne l'expression de la force nécessaire pour
produire le tautochronisme, et qui a I’avantage de renfermer
tous les cas déja résolus et une infinité d’autres ou Pon doutolt
que le probléme piit se résoudre, o

Fontaine ne voulut pas, ce semble, aprés ce qu'il avoit dit de

Tome III. Qo000
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sa solution de 1734, rester, pour ainsi dire, en arridre;
et donna, en 1768, & 'Académie des Sciences un nouyean
mémoire sur ce sujet, ol il présenta une nouvelle solution.
Mais comme il parloit en termes peu favorables de celle de la
Grange, celui-ci présenta , en 1770 , de nouvelles considérations
sur ce probléme, et méme traita un peu sévérement la nouvelle
méthode de Fontaine.

Il efit été difficile que d’Alembert n’efit pas pris quelque part
2 un probléme si piquant par sa difficulté. Aussi voyons-nous
qu’il donna la méme année, et seulement quelques mois aprés
le cit. de la Grange , un mémoire sur ce sujet : celui-ci ayant fait
part a d’Alembert de ses nouvelles idées sur le probléme, cela
véveilla chez celui-ci, celles dont il s’étoit occupe il y avoit déja
du temps, et par une analyse d’'une extr@me profondeur, il
parvint & wne formule d'une trés-grande généralité qui donne
la solution du probléme , pour le cas on il s’agiroit de faire les
temps comme une fonction quelconque de I'arc ; ce qui renferme
le tautochronisme méme comme un simple cas du probléme.

Il ya encore une espéce de tautochronisme proposé par le
cit. Necker , de Genéve, frére du célébre ministre des finances.
Il cherche quelle seroit la courbe tautochrone dansle casou la
résistance proviendroit seulement du frottement. On sent d’abord
que ce frottement a une relation a la pression, et que cette pres-
sion est un eftet de la force centrifuge, produite par le mou-
vement du corps dans la courbe , dont I'expression dépend de la
vitesse ; en employant ces ¢lémens et faisant le frottement en
raison de la pression, le cit. Necker parvient & I'équation diffé-
rentielle de la courbe, quise trouve encore une cycloide ren-
versée, de dimension seulement un peu différente de celle du
tautochronisme simple. Il examine ensuite et résoud le probléme,
en supposant indépendamment de la résistance du frottement,
celle du milien en raison doublée de la vitesse, et méme selon
une fonction quelconque de la vitesse, pouryu que cette résis~
tance soit fort petite.

Enfin, il cherche la courbe ou le corps se mouvroit unifor-
mément dans P'hypothése adoptée du frottement, et il trouve
que ce seroit une ligne droite, ou un simple plan incling,

Euler a traité le sujet du tautochronisme , dans sa mécanique,
avec toute I'étendue, la profondeur et les développemens que
ce grand géométre mettoit toujours dans ses ouvrages,
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VIIL

Du probléme des Cordes vibrantes.

I’objet dont nous allons parler est peut-&tre de tous cenx
ue la mccanique a considérés, le plus difficile, et celui qui

a exigé le plus d’efforts d'analyse, et en méme-temps le plus
d’adresse. Aussi a-til exereé les quatre plus grands géometres de
PEurope, et a-t il contribué 4 reculer considérablementles bornes
de Panalyse.

Les anciens avoient bien reconnu que le son d’mne corde
pincée est excité par les vibrations de cette corde ; mais ce n’est
que vers le commencement du dix-huiti¢me sidcle que 'on a eu
I'idée de scruter la natare de ce mouvement et sa vitesse, comme
aussi de determiner la nature de la courbe dans laquelle se meut
une corde vibrante. Ce probléme de dynamique a été proposé
et résolu pour la premiére fois par M., Taylor, géometre an-
glois , dans son livre intitulé : Methodus incrementoruim di-
recla et inversa, quil publia en 1716.

Taylor commence par établir deux vérités préliminaices, I'une
que si l'on a entre deux points fixes A B, ( fig+ 33.) deux courhes
infiniment peu distantes de la ligne droite, et ayant leurs or-
donnances CD, Cd dans une raison donnée , lenr courbure
en D et sera comme les ordonnées CD, C . Lautre , que
dans une corde tendue et peu différente de la ligne droite ,
la force accélératrice de chaque particule ou increment de la
courbe, est comme la courbure en ce point, ou réciproquement
comme son rayon osculateur en ce méme point.

Supposons donc la corde tendue entre les points A et B par
on poids donné. Qu’on la suppose écartée de la ligne droite
d’une quantité infiniment petite,, et selon une courbe dont les
ordonnées répondantes 4 une méme abeisse , comme CD, C
soyent en méme raison ; la force accélératrice en d et qui porte
le porte le point & vers 'axe, fera que tous les points de cette
corde arriveront en méme-temps a l'axe, le dépasseront par
leur mouvement accéléré et reviendront ensuite dans le mame-
terps presque a la position qu’ils avoient d’abord, jusqu’a ce
que ce mouvement se détruisant peu a-peu, la corde restera
€n repos coincidant avec 'axe A B. Ainsi toutes ces yibrations
8¢ feront en allant et venant dans un méme-temps , c'est-a-
dire qu'elfes seront isochrones, ce qui est le propre d’une corde
tendue, qui rend le méme son; car sans cet isochronisme le

son des premitres vibrations seroit différent de celui des der-
Qooo 2z
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niéres; d’olt il suit que telle est la courbure d’une corde mise
en vibration. Quant A la nature de cette courbe,on trouve par
la méthode inverse des fluxions, et m8me sans cela, que c’est
la courbe appelée la compagne de la cycloide, qui ne différe
de la cycloide que parce que dans cette derniére ce sont les
prolongations des ordonnées au cercle qui sont égales aux arcs,
mais la courbe de la corde vibrante n’est formée que de la partie
supérieure de cette courbe, extrémement allongée,

Cette solution laisse bien quelque chose a desirer ; car lors-
qu’une corde est frappée et mise en vibration, comment peut-elle
prendre la figure dont nous parlons? mais Pexpérience paroit
répondre A cette difficulté, Car elle nous apprend qu'une corde
ainsi frappée aprés quelques oscillations irréguliéres et quelques
sons ingrats, ne tarde pas 4 rendre le son convenable a sa
longueur et a sa tension.

C’eiit été sans doute dans les commencemens de la mécanique
un probléme qui ebt para devoir 4 jamais éluder toutes les forces
de l'industrie humaine, que de déterminer le nombre des vibra-
tions que fait nne corde d’une grosseur et d’'une longueur donnée,
et tendue par un poids déterminé. Ce probléme toutefois est
susceptible de résolution. Taylor 'a aussi résolu, en faisant
voir que si 'on nomme la longueur de la corde L, son poids
N et le poids tendant P, et que p soit le rapport de la circon-
férence du cercle au diamétre, ou de 1134355 ;3 enfinun pendule
de la longueur D dont la durée des vibrations est conséquem-
ment connue , le nombre des vibrations de la corde en question
VP
hele
sant D=3 pouces 8 lignes, ou 44o lignes, qui est la longueur
moyenne du pendule battant les sccondes; L égal & 18 pouces,
ou 216 lignes , le poids P une livre, et le poids dela corde A de
6 grains , ce qui donnera le rapport de P aN de 1536 a 1.
on aura le nombre des vibrations faites dans une seconde par

pendant que le pendule en fera une, sera p Ainsi fai-

la corde en question, égal & ;—;—% ‘—/-4—4—{\';31%5-3-ts = %—;-; V 3129, ou

enfin = 7 56 = 165,9240. Ainsi la corde dont il s’agit fera

dans une seconde 166 vibrations, & trds-peu prés.

On pourra enfin connoftre par ce moyen quel est le nombre
de vibrations que fera une corde , rendant un ton (Jue.lconque ,
par exemple le Zz-mi-/a de’Opéra. Car, qu'on prenne une corde
de 6 grains de pesantenr, qu’elle soit attachée d’un bout et tendue
de l'autre par un poids qu’on augmentera jusqu’a ce qu’elle
rende ce ton; lon aura, au moy:en de la formule ci-dessus,
le nombre des vibrations de cette corde pendant une seconde.
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Ce probléme étoit digne d’exciter l'attention de Jean Ber-
I}fﬂlui » comme on le voit dans le tome III de ses ccuvres, et
Cans les Mémoires de Pétersbourg, t. 111. ann. 1728 il l'en-
visagea d'abord d’une maniére particuliére. 11 supposa un, ou
denx , ou un plus grand nombre de petits poids suspendus A
des points équidistans d’une corde dénuée de toute grosseur et
pesanteur, et tendue par un poids donné, considérable A leur
égard, et il rechercha la durée de leurs oscillations, en faisant
usage de son principe de la conservation des forces vives ; ce
qui lui donna des formules pour ces cas particuliers ; mais comme
il n'en résultoit pas une loi, il analysa le probléme d’aprés les
principes purement statiques, et il arriva aux mémes conclu-
sions que Taylor.

Tel étoit I’état du probléme des cordes vibrantes jusques vers
1745. On pensoit alors qu’il y entroit comme une condition
nécessaire que tous les points de la corde arrivassent 3-la-fois
a la ligne droite, et que cette courbe fiit une cycloide comme
nous lavons dit plus haut. Mais d’Alembert examinant ce pro-
bléme d'aprés des moyens d’analyse plus généraux et plus re-
levés, trouva qu’il y avoit une infinité de courbes (qui pouvoient
résoudre le probléme ; et il enseigna la maniére de les déter-
miner et de les construire. Il annonca cette extension A la solu-
tion du probléme des cordes vibrantes , dans les Mémoires de
I Académie de Berlin, de 1747. Euler examina aussi la ques-
tion , et donna dans le volume de 1748 un mémoire dans lequel
il convient que sa méthode est peu différente de celle de d’Alem-
bert, et ol il parvient anx mémes résultats 4 peu-prés que ce
dernier.

, Mais la solution d'Euler, quoique fort analogue & celle de
d’Alembert y ajoutoit cela de. particulier que, suivant Euler,
il n’étoit pas nécessaire que les courbes & décrire au-dessus et
an-dessous de I'axe prolongé de part et d’autre fussent lides

ar une équation algébrique continue; ainsi, en supposant que

a courbe fiit un arc de cercle de 60°, il n’étoit pas nécessaire
suivant Euler , de considérer le reste du cercle ; mais de décrire
simplement des arcs semblables alternativement en-dessus et en-
dessous. 1ls devoient servir également A trouver par le procédé
commun de d’Alembert et d’Euler, la forme de la courbe aprés
un temps quelconque. Euler alloit plus loin, il prétendoit qu’il
n'étoit pas méme besoin que la courbe fit géométrique, algé-
brique ou transcendante ; sa solution étoit suivant lui également
applicable au cas od cette courbe ne seroit méme pas expli-
cable par une équation, comme seroit une courbe décrite li-
brement 3 la main, pourvu qu'elle fiit comprise entre les termes
AetB, etne fit pas en ces points des angles droits aveC son axe,

| |
|
|
i
i
|
i
?
i
il
it
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|
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D’Alembert attaqua cette prétention dans les AZdmoires de
Derlin, de 1750. Daniel Bernouili entra avssi dans la lice; et
en méme-temps qu'il témoignoit la plus grande estime pour la
profonde analyse qui avoit guidé Euler et d’Alembert, préten-
dit néanmoins contre 'un et Pantre que cette analyse abs-
traite n’avoit pulesconduire stirement & leur but ; ayant toujours
pensé, dit-il, que la courbe de la corde vibrante est toujours
une trochoideallongée , on un composé des pareilles trochoides,
quelgues figures initiales que V'on ait données & la corde.

Euler ne tarda pas de répondre & Bernoulli, et par occasion
a dAlembert, Sa réponse est & la suite des éerits dont nous
venons de parler. Il y développe et met dans un nouveaun jour
son analyse, et persiste & prétendre contre le premier que les
trochoides tayloriennes ne sont pas les seules admissibles dans
la solution du probléme en question; ce qui est chez lui une
suite de son analyse; il répondoit an second que c’étoit i tort
qu'il pretendoit donner Pexclusion aux courbes discontinues
qu'Euler avoit introduites dans sa solution, qui n'est sujette
a aucune limitation fondée sur la continuité ou discontinuité
‘des courbes en question. Que cette introduction des fonctions
discontinues dans l’analyse transcendante étoit un nouveau
moyen de recherches, non-seulement admissible, mais néces-
saire dans une multitude de problémes physico-mathématiques
c’est ce dont les gbométres conviennent actuellement comme on
le verra 4 la fin de cet article.

On ne peut s’empécher de reconnoitre dans ces observations
de Daniel Bernoulli toute la sagacité qui caractérise ses autres
productions , et ¢’est un aveu que faisoit Enler dans la réponse
quiil lni opposa, et qu'on lit 1mmédiatement aprés, dans les

Mémoires de Berlin, de 1753, Euler n’y conteste point la for-
mation des diverses courbes que Bernoulli déduit de la théorie
taylorienne ; mais en les admettant, il persiste dans la préten-
ticn qu’elles ne sont pas les senles qu'on doive y admettre. 1l
reprend & cet effet sa solution de 1748, en la développant
davantage, et s’attache surtont a faire voir qu’on peut prcn_dre

our courbe initiale, telle courbe qu'on voudra, et a déterminer
a construction de la courbe que prendra la corde livree d elle-
méme et aprés un temps donné. Il ne me paroit S il soit
possible de se refuser 4 cette analyse, etsans doute §’il vy avoit
en quelque exception & oppose}, elle n’auroit pas échappé a
Bernoulli que je ne sache pas y avoir rien Opposé postérien-
rement , quoique dans des mémoires insérés dans la suite parmi
ceux de Pctershourg , il ne paroisse pas avoir changé de sen-
timent. Ne pourroit-on pas dire d’un autre c6té qu'Euler s’en
tenant toujours dans les termes généraux d’une analyse abs-
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traite , négligea trop de descendre A des exemples propres &
prouver son sentiment. 1l n’établit pas sa prétention d'une ma-
niére 4 forcer absolument la persuasion; il efit peut-&tre dft
développcr quelques cas de sa théorie ».tel que celni-ci qui est
le plus commun dans la pratique des instrumens corde ; je
veux dire celui, ou la corde tirde de son repos Par un de ses
points forme deux lignes droites entre ses an-?—:s_, el est livrée
a elle-méme ; ce cas est celui d'une courbe alocbrique ,'mais qui
seroit discontinue avec ses adjacentes semblables tracées suivant
le procédé de la solution. La corde dans ce cas et dans tous
les cas semblables, ou elle est brusquement frappée dans un
de ses points, prend, sinon tont-a-coup, du moius fort promp-
tement des vibrations réguliéres, et donne le son qui convient
a sa longueur, & sa grosseur et a sa tension. Ne devoit- on
pas s’attendre A yoir ce cas analysé ? mais il faut en convenir,
on ne voit que trop souvent les plus grands géométres dédai-
gner de descendre du faite de leurs spéculations 3 des exemples
simples et sensibles.

Il y avoit bien pen d'hommes capables de jnger nn pareil
différent. Clairant auroit pu donner un avis et cI'c'parlrager les
contendans , s'il n’efit pas été entidrement livré & ses recherches
sur la théorie de la lune. Mais il se formoit alors”dans le silence
un géomeétre qui parut en 1759, comme un phénomeéne inat-
tendu, et qui, pendant vingt-huit ans, a continué d'enrichir la
géométrie. Clestle cit. Joseph-Louis de la Grange, né & Turin,
le 25 janvier 1736, 1l y forma avec Saluce et Cigna une aca-
démie, et en 1759, ils publidrent le premier volume de leurs
Liscellanea , dont le premier article est un savant mémoire
de la Grange sur les cordes vibrantes, Il observe d’abord que
la construcuon d’Euler est beaucoup plus générale que celle
que d’Alembert avoit imaginée , celui-ci ayant toujours supposé
que la gén_ératrice futréguliére, et quelle pdit &tre renfermée dans
une équation continue. C'est dans cette idée, dit la Grange , que
d’Alembert avoit cru qu’une telle construction deyenoit insuf-
fisante tontes les fois que dans la courbe génératrice, on n’avroit
pas suivi la loi de continnité, etil s'étoit contenté d’en avertir
dans une addition & ses mémoires dans le volume de 1750,
Euler répondit & cette objection dans le volume de 1753. Euler
reprit toute I'analyse du probléme, et il soutint contre d’A-
lembert que pour l'exactitude de la construction donnde, il
n'est nullement néeessaire d’avoir égard a la loi de continuité

dan_SJa fonction qui dépend de la courbe initiale de la corde.
Mais comme d’Alembert n’avoit apporté aucune raison parti-

‘-‘l?h‘@r_ﬁi‘ Pour appuyer son objection , Euler n’en rapperta aucune,
d'ou i

. ‘ . Ei ' i FER
SHWit que la question reste encore indécise. D'Alembert
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pi‘D:nctt(ﬁt dans l'édition du Traité de I_)t_\'-r‘.’flrfifgk‘f, de 1758,‘
un écrit assez étendu sur cette matiére, mais en attendanft, la
Grange donna sur cette dispute des réflexions décisives.

1l est certain, dit-il, page 21, que les principes du calcul
différentiel et intégral dépendent de la considération des fonc-
tions variables algébriques Il ne paroit donc pas qu'on puisse
donner plus d’étendue aux conclusions tirées de ces principes
que n’en comporte la nature méme de ces fonctions. Or, per-
sonne ne sauroit douter que dans les fonctions algébriques toutes
leurs différentes valeurs ne soient lides ensemble par la loi de
continuité ; c’est pourquoi il semble indubitable que les consé-
quences qui se déduisent par les régles du calcul différentiel
et intégral, seront tonjours illégitimes dans tous les cas, ou
cette loi n’est pas supposée avoir lieu ; il s'ensuit dela que puisque
la construction d’Euler est déduite immédiatement de Pintégra-
tion de Péquation différentielle donnée , cette construction n’est
applicable par sa propre nature, quaux courbes continues,
et qui peuvent &tre exprimées par une fonction quelconque des
variables. La Grange conclut donc que toutes les preuves qu'on
peut apporter pour décider une telle question, en supposant
’abord que 'ordonnée de la courbe, soit une fonction telle
que Pavoient fait jusqu’alors d’Alembertet Euler sont absolument
insuffisantes, et que ce n’est que par un calcul tel que celui qu'il
donnoit, dans lequel on considére les mouvemens des points
de la corde, chacun en particulier, qu'on peut espérer de par=~
venir & une conclusion qui soit 2 I'abri de toute atteinte.

Bernoulli, dans un mémoire imprimé parmi ceux de Berlin
de année de 1753, prétendoit ayoir démontré que la solution
de Taylor est seule capable de satisfaire A tous les cas possibles
du probléme, et il établit cette proposition générale, que quelque
puisse &tre le mouvement d’une corde tendue, elle ne formera

ue des trochoides allongées ; ou bien que sa figure sera unl
mélange de deux, ou plusieurs courbes de cette espéce. Ainsi
le dessein de Bernoulli étoit de faire voir que les calculs de
d’Alembert et Euler ne nous apprenoient rien de plus que ce
quon pouvoit déduire de ceux de Taylor, et méme que ces
calculs, quoique extrémement simples, pmwoient’!‘ef’a“dre sur
la nature des vibrations des cordes une lumiére qu'on attendroit
envain de l'analyse abstraite et épineuse de ces deux gé{_}métres :
mais Euler §’étoit hité de répondre a ces dichu}rés; et il objec~
toit a son tour & Bernoulli, que son équation pour la courbe
sonore, quoique continude a I'infini,ne pouvoit cependant expri-
mer tous les mouvemens possibles d’'une corde tendue, parce
quil faudroit que I'équation renfermit toutes les hgures qulon
peut donner & ume corde et toutes les courbes possibles, ce

qui
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qui parolt n’avoir pas lien 4 cause de certaines propriétés qui
semblent distinguer les courbes comprises dans cette équation

€ toutes les autres courbes qu’'on pourroit imaginer. Ces pro-
priétés sont les mémes que d’Alembert exige -dans ses courbes
génératrices , savoir qu'en angmentant, ou diminuant P’abcisse
d’'un multiple quelconque de 'axe, la valeur de 'ordonnée ne
clmuge point.

En eflet, la Grange dit qu'on peut démontrer que toutes les
courbes douées de ces propriétés pourront se réduire & I'équa-
tion qulil a donnée; d’ou il s'en suit que quoique d’Alembert
ait trouvé l'analyse taylorienne insuffisante pour en tirer une
reésolution générale, néanmoins il paroit &tre d’accord avec
Bernoulli pour le fond, savoir que le probléme n’est soluble
que dans les cas de la trochoide, ou du mélange de plusieurs
trochoides.

On voit par-la que les objections de Bernoulli et d’Alembert
contre Euler, quoiqu’elles différent beaucoup les unes des autres,
tiennent néanmoins aux mémes principes. Au reste Bernoulli
et Euler n'ont pas cherché directement, si toutes les courbes
que peut former une corde tendue sont comprises ou non dans
I'équation. Car puisque dans cette équation chaque terme ré-
Fl)nd » pour ainsi dire, aux mouvemens de chaque point de
a corde, il elit fallu pour cela donner d’abord une solution
générale du probléme de la corde vibrante dans I’hypothése
quelle fit chargée d’'un nombre indéfini de corps; solution que
Bernoulli convient n’avoir jamais été donnée. Ainsi Panalyse de
la Grange étoit la seule qui piit jeter sur ces matiéres obscures
une lumiére suffisante pour éclaircir les doutes. Il la développa

'une maniére entiérement neuve , puisqu'il détermina les mou-
vemens de tant de corps qu'on en voudra supposer; sans conce-
voir d’abord qu’il y ait entr’eux aucune loi de continnité par
laquelle ils soient i'iés pour ainsi dire, et contenus dans une
méme formule. :

Il paroit donc que d’Alembert est le premier qui ait résolu
le probléme en supposant la figure primitive quelconque , mais
assujétie a une équation. Bernoulli limitoit la solution encore
davantage, Euler 'emporta en soutenant qu'on pourroit prendre
les fonctions arbitraires sans quelles fussent soumises & aucune
équation , pas méme a la loi de contin_uité. La Grange réunit
les deux solutions qui paroissoient trés différentes; mais il trouve
aujourd’hui que cela ne valoit pas la peine de disputer si long-
temps. D’Alembert, dans ses Opuscules, est encore revenu l'a-

essus ; mais ses objections étoient du méme genre que celles
quon fait contre le calcul différentiel, c’est une espéce de mé-

taphysique sur laquelle on peut éternellement disputer , comme
Lome 111, P
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sur les logarithmes des nombres négatifs , sur la rigueur des cal-
culs des infiniment petits, sur les forces vives, &e,

Le citoyen la Place a douné dans les A/émoires de P’Aca-
démie des Sciences, pour 1779, un mémoire sur les diffé-
rences partielles ot il raméne a une équation aux différences
ordinaires du deuxiéme ordre, ’équation des cordes vibrantes
dans un milieu résistant comme la vitesse. Cette équation sup-
posée intégrée, donne la solution compléte de I'équation des
cordes vibrantes dans ce cas; laquelle dépend des intégrales
définies ; il restoit ce semble 2 intégrer cette équation aux dif-
férences ordinaires; or, le citoyen Parseval est parvenu a en
donner Iintégrale compléte parle moyen des intégrales définies ;
desorte que par ce moyen, I’équation des cordes vibrantes dans
un milien résistant comme la vitesse, est entidrement ramenée
ala méthode des quadratures par le moyen des intégrales définies.

Le cit. Parseval a encore donné, en 1801, a 'Institut, un mé-
moire qui a ajouté quelque chose a I'analyse de ce probléme.
1l a pour objet 'intégration générale et compléte des équations
de la propagation du son, lair étant considéré avec ses trois
dimensions. Le nombre des variables de ces équations augmente
avec celui des dimensions que l'on suppose 4 Vespace qu’oc—
cupe Pair ;lorsqu’on n’a égard qu’a une seule dimension, on tombe
sur I'équation différenticlle partielle & laquelle conduit le pro-
bléme des cordes vibrantes et qui a été intégrée, il ya plus de 50
ans par d’Alembert, mais qu'on ne doit pas prendre néanmoins
comme le dit le cit, Perseval, pour l'origine du calcul des diffé-
rentielles partielles : le cit. Cousin a rappelé avec raison aux
géométres qu'Euler avoit rencontré des équations de ce genre,
et en avoit intégré dés 1739 ; qu'il devoit par conséquent étre
regardé comme l'inventeur du calcul des différentes partielles,
mais que d’Alembert en avoit fait le premier I'application aux
questions de physique. 1l convient d'insister sur ce point de
I'histoire des mathématigues que des écrivains célébres semblent
avoir méconnu, Quand on donne deux ou trois dimensions ala
masse d’air, l'équation tovjours aux différentielles partielles,ren-
ferme trois on quatre variables indépendantcs; cest-2 '_'il"'e' que la
fonction & déterminer contient le temps et deux outrols coordon-
nées, suivant qu'on suppose l'air étendu sur vn plan ou dans
Pespace 5 mais dans chacun de ces cas, elle conscrve toujours
la méme forme. Le coéfficient différentiel du second ordre de
la fonction déterminée relatif au temps, est tovjours dans un
rapport constant avec la somme des antres coéfficiens différen-
tiels de la méme fonction pour le méme ordre.

Cette circonstance a suggéré an cit. Parseval l'idée henreuse
de faire dépendre dela fonction & deux variables celle qui en
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contient trois , et de cette derniére celle qui en contieny quatre,
Pour cela il a considéré la premiére fonction dont la torme est
donnée par l'intégrale due & d’Alembert, comme renfermant
illlp]_icitcm,ent toutes les varial;!qs d’g:‘x dépendent les autres. Il
est paryenu & exprimer chaque fonction par celle qui la précede ,
au moyen d'une scrie dont la loi est trés-évidente , et dans
laquelle il fait varier le coefficient constant , dépendant de I'élas-
ticité du fluide. 3

Pour former cette série, il a recours & une transformation fort
simple, par laquelle il introduit une nouvelle variable, qu'il con-
sidére sous deux formes différentes, la seconde donnant lieu
a un développement qui s’éffectue par le théoréme de Taylor,
et reproduit la séric proposée dans les termes indépendans de la
variable introduite. 1l resulte deld que tout se réduit a sommer
la série transformée. Elle se décompose facilement en deux par-
ties. Le cit. Parseval fait dépendre chacune d’une équation dif-
férentielle qu’il intégre. Il détermine les fonctions relatives &
ces équations par la considération de I'état initial du fluide, en
supposant le temps égal & zéro, et changeant convenablement
dans ce résultat, la nouvelle variable quil y a fait entrer ; il
en déduit relativement 4 I'état initial qu’il s'est donné, la so-
lution de ’équation différentielle partielle proposée. Nous ne
saurions entrer ici dans de plus grands détails sur les artifices
de calculs dont le cit. Parseval a fait usage dans son mémoire ;
nous nous bornerons 4 dire, d’aprés les commissaires de 1'Ins-
titut , qu'il a en effet ramené l'intégration des équations re-
latives 4 la propagation du son, dans le cas ou la fonction
cherchée dépend de trois variables, & ne contenir au plus qu'ane
intégrale définie prise par rapport & une nouvelle variable ; a
deux si la fonction cherchée dépend de quatre variables, aussi
ont-ils regardé ce travail comme utile au progrés de Panalyse,
(3 septembre 1801); et nous avons cru devoir en faire men-
tion en finissant cet article des cordes vibrantes, auquel nous
n’avons donné de I'étendue qu’d cause de la célébrité des quatre
grands géomélres qui s’en sont longtemps occupés.

I X.

De la Balistique , O des Corps pmjezc’s dans un miliex
résistant.

La balistique est cette partic de la mécanique qui s’occupe
du mouvement des projectiles , et en particulier de cevx qui
traversent un milieu résistant, comme l'air. Elle prit naissance
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entre les mains de Galilée , comme nousPavonsdit, t.II. p- 1873
mais il s’en falloit bien que la mécanique fiit en état de consi-
dérer le mouvement i travers un milieu résistant; et Galilée
suppose , au moins tacitement , quun fluide tel que l'air n’op-
pose qu'une résistance insensible & un corps qui le traverse;
mais cette science ayant fait des progrés considérables , }ea
géomdétres ont osé envisager le probléme sous ce nouveau point
de vue, et c’est un des problémes les plus difficiles de la mé-
canique et de I’analyse, en méme-temps qu’il est un des plus
utiles ; mais jusqu’ici'les théories d’artillerie sont encore fondées
sur la supposition de la courbe parabolique. Robert Anderson
donna en 1674, son Art of gunnery ; et Blondel, en 1683,
son ouvrage intitulé V' 47z de jeter les bombes, ouil ticha méme
de répondre aux objections qu'on avoit déja formées sur la na-
ture de la courbe décrite par un corps lancé dans lair; et
supposant tonjours que la courbe parabolique estla véritable tra-
jectoire d’une bombe , il calcula des tables dont il expliqua I'usage
avec des rdgles pratiques en faveur des artilleurs.

Depuis Anderson et Blondel Iétnde des mathématiques
g'est introduite dans les écoles d'artillerie, mais la théorie de
la parabole vy, suffisoit, car elle a cet avantage d’étre suscep-
tible d’un calcul facile. Aussi tandis que les géométres com-
mencoient & douter que le jet des bombes, ou le tir du canon
dussent étre traités d’aprés ce principe, Bélidor, dont on connoit
d’ailleurs les travaux utiles, publia en 1734 son Bombardier
Frangois. 11 ne doutoit pas que tous les problémes relatifs &
cet art ne pussent étre résolus d’aprés la théorie de la parabole ;
il assura méme que les expériences qu'il avoit faites en 1725
et 1731, saccordoient avec la parabole. Sans doute il y eut des
circonstances qui en imposérent & Bélidor, et Jui firent tirer
cette conclusion ; car d’autres expériences faites avec beaucoup
de soin, donnent un résultat qui n'est pas A beaucoup prés
conforme au sien. Il étoit bien facile de se détromper de
Vidée quun corps gui traverse l'air avec la vitesse d'un boulet
de canon, n’éprouve de la part de ce fluide qu'une résistance
nulle ou peu sensible ; car Pexpérience apprend qu'un vent mé-
dipcre faisant 15 ou 18 pieds par seconde, exercé ume force
trés-sensible ; un fluide qui se meut contre une surface plane
avec des vitesses différentes exerce sur elle des impressions qui
sont a-pen-prés comme les gquarréds des vitesses ; les mathéma-
ticiens ont conclu que leffort d’un fluide mn avec une certaine
vitesse contre une surface est égal au poids de la colonne de
ce fluide dont la hauteur seroit égale a celle d’olt un corps
devyroit tomber pour acquérir cette vitesse dans une seconde ;
et comme un boulet de ganon a une vitesse de 1500 pieds par
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seconde , il en résulte une résistance trés-grande , et nousver-
rons méme que I'expérience la donne beaucoup plus considérable
dans les grandes vitesses. Comment une force aussi considérable
n’influeroit-elle pas sur la courbe décrite par le boulet.

Malgré un raisonnement si convainquant, il semble que c’est
aux écrits de Benjamin Robins que l'on doit la destruction du
préjugé qui rég_nmt parmi les art:lie}lll's. Cet hort:,lme: » d'un yrai
génie, entreprit vers 1740 des expériences sur l'artillerie, dont
on lit le résultat dans son ouvrage intitulé : a4 New theony of
Gunnery , imprimé 4 Londres, en 1742, in-4°. et de nouvean
dans le recueil de ses Mathematicals tracts , Londres , 1761,
in-8°. 2 vol. ouvrage qui efit mérité d'étre traduit beaucoup
plutét dans notre langue, et qui ne I'a cependant été qu'en
1781, par Dupuy, professeur de Grenoble, par 'impulsion de
de la Lande dont il étoit éléve.Il y en eut une autre traduc-
tion en 1783, par Lombard, professeur d’Auxonne.

Aprés plusieurs propositions appartenant plus 4 la physique
ou a la chimie qu'aux mathématiques, sur la nature du fluide
produit par U'explosion de la poudre, sur I'espace qu’il tend 2
occuper aussitdt qu’il est développé et sur la force qui en résulte
pour chasser le boulet, Robins examine mathématiquement ce
probléme de balistique : étant données les dimensions d’'une
piéce d’artillerie, la densité du boulet et la quantité de la charge,
déterminer la vitesse que le boulet acquerra par Vexplosion,
en supposant que I'élasticité du fluide produit est donnée au
moment de I'explosion. Il y suppose aussi ces deux principes,
qu’il prouve ensuite, savoir : 1. Que l'action de la poudre cesse
au moment ol le boulet est hors de la piéce. 2°. Que toute
la poudre est convertic en fluide élastique avant qu’il ait sen=
siblement changé de place.

Ce probléme savamment résolu, il en fait I'application 2 des
cas particuliers, et il fait voir qu’une balle de plomb de 2 de
pouce de dJiamétre, chassée d’un canon de fusil de 45 pouces
de longueur, avec une charge de poudre de 2 piedst de hauteur,
lui donne une vitesse de 1668 pieds par seconde, au sortir
de la bouche du canon.

Mais comme de pareilles conclusions tiennent toujours i deg
principes physiques [lf_].-ll[. la ceru}itlldf:_n’est pas absolument ma.
thématique , ‘il détermina par 'expérience quelle est la vitesse
d’une balle partant d’un canon avec certaine charge de poudre.
U y emploia une machine fort ingéniensement imaginée qui
Consiste en une espéce de pendule d'un poids donné et tour-
nant sur un axe horizontal; ce pendule recevant l'impression
de la balle en est éleyé jusqu’d un certain angle qui est mesure ;
ensorte que connoissant le poids Au pendule, celui de la balle
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et sa vitesse, on peut déterminer cct angle , et réciproquement
cet angle étant donné avec le poids du pendule et celui de
la balle , on peut déterminer cette vitesse, d’aprés ce principe
de mécanique : lorsqu'un corps non élastique en choque un autre
en repos, ils marchent ensuite conjointement ayec Une quan-
tité de mouvement égale & celle du corps choquant avant le
choc. Mais il faut voir dans le livre de Robins la manicre dont
il fait ce calcul, et les attentions scrupuleuses quil y met.
Ses expériences confirment sa théorie sans autres différences que
celles qu'on doit attendre dans de pareilles matiéres,, ou mille
petites circonstances impossibles & prévoir font varier en plus
ou en moins les résultats. Mais prenant un milieu entre plusieurs
expériences, comme fait en général Robins , on est assuré d’at-
teindre 4 trés-peu-prés le point de la vérité.

1l passe ensuite 3 la recherche de la résistance que ’air oppose
au mouyement du projectile ; ce qui 'engagea présenter d’abord
des réflexions trés-judicieuses sur celle qu’éprouvent les corps
en traversant des milieux différemment constitués. 1} fait veir
que la résistance en raison du quarré des vitesses n’a lieu que
dans un fluide dont les particules isolées les unes des autres

euvent étre déplacées, sans qu'elles m@mes tendent a déplacer
Fes parties voisines; ce qui est une supposition purement ma-
thématique , et ¢’est aussi dans ce seul cas qu’a lieu la propor-
tion selon laquelle une sphére mise en mouvement éprouve
pne résistance, qui est la moitié de celle qu’éprouve le plan
de son grand cercle ; mais il n’en est pas ainsi dans les fluides
ou incompressibles comme I'eau , dont les parties semblent s’ap-
Juyer les unes sur les autres, ou dans un fluide élastique comme
P'air. 1l n’en est pas de méme non plus dans le cas ou le corps
se meut avec une trés-grande vitesse, et dans celui onil n'a
qu'une yitesse médiocre. Dans ce dernier cas le flnide tend A
remplir et remplit en effet sur-le-champ la place laissée en
arriére par le corps en se mouvant. Il n'y a ici quune résis-
tance simple, et a dire vrai, que I'expérience seule peut deé-
terminer. Dans le premier cas c’est toute autre chose 3 le fluide,
Vair par exemple, ne pouvant tout-a-coup prendre la place que
venoit d’occuper le corps, il s’y fait un vide , et conséquem-
ment , indépendamment de Peffort du corps pour pousser le
fluide en avant, il a a soutenir le poids d’'une colonne d’air
de méme base et dont la hauteur est égale 2 celle de'atmosphére.
Robins trouve enfin par des expériences que lorsque la vitesse
est petite comme de 20 & 3o pieds par seconde, la résistance
ne s écarte pas beaucoup de la loi du quarré de la vitesse; et
le cit Coulomb a fait voir en 1800, que dans un mouyvement
trés-lent la résistance est comme la vitesse simple.
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Robins trouve que lorsque la vitesse est de quelques centaines
de pieds par seconde jusqu’d 11 ou 12 cent pieds, la resistance
va jusqu’a 12 fois le poids du corps méne, et quenfin lorsqu’elle
est trés-grande, comme de 16 4 18 cent pieds, elle va an triple
ou au quadruple de cette c!ermére résistance. Ainsi il trouve
quun boulet de 24, poussé avec une charge de 16 livres de
ln)u(lrc > partant avec 1’1119 vitesse Fllll va ],USLIT: d 1900 ou 2000
pieds, €prouve une réesistance qui va A 20 i_ms-, et ,Plf’m , son
poids, savoir A& 484 livres. On n’a pu déduire immédiatement
un pareil fait de I’expérience ; mais il résulte d’'une combinaison
d’expériences et de raisonnemens qui, s'ils ne sont pas une
démonstration mathématique, en approchent beaucoup.

Ainsi il n'est pas possible que la trajectoire décrite par un
projectile lancé avec une grande vitesse soit une parabole , ni
méme qu’elle en approche; et d'abord, quant a la distance
de la portée, il fait voir combien elle est moindre dans le
cas d’un milien résistant comme l'air. Car ure balle partant avec
une vitesse de 16 4 17 cent pieds par seconde, sous un angle
de 45° devroit en avoir 17 mille de portée, selon la théorie,
tandis qu'elle a & peine un demi-mille ; ce qui n'est gue la
34¢. partie de la portie que donneroit le calcul fondé sur une
résistance i.peu-prées nulle, et dans une trajectoire parabolique:
Un boulet de canon de 24 livres, poussé avec une charge de
16 livres de poudre sous un angle de 45°, ne va qu’a 2456 toises
et ce n’est qu’environ le 5¢. de la portée dans la parabole et dans
Ihypothése de la non-.résistance. Si dans le premier exemple
nous trouyons la portée réduite a 5, et ici seulementa ¢, cela
vient de ce qu'un boulet de 24 a une bien moindre surface dans
son grand cercle relativement 4 son poids, qt’une balle de 2 de
pouce de diamétre.

Il est méme aisé d’observer dans des projectiles lancés avec
des vitesses médiocres comme de quelques centaines de pieds,
combien la courbe qu’ils décrivent différe de la parabole ; car
on voit sensiblement que la branche décrite depuis le départ
jusqu'a la pl.ns gram}e éllévation est _hier} plus e'r_end.ue quelcelle
qui va depuis ce point ]l'lS('lE.lgil ceI}u ol le projectile atteint le
plan horizontal. Et c’est aussi ce qui suit de l’a?aiyse, quoiqu’en-
core imparfaite , qu'on a pu faire du probléme.

Il'y a d’autres objets intéressans dans cet ouvrage, ainsi que
dans des mémoires remis a la Société Royale sur le méme sujet,
parmi lesquels il en est un qui contient des expériences sur la
résistance de l'air au mouvement des corps, suivant leur forme ,
et les différens angles sous lesquels ils frappent ce fluide. Ce
lt]“e’ncuus venons de dire suffira pour faire connoitre le merite
de l'ouvrage de Robins. Aussi parutil si intéressant @ Euler,
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que méme ayant qnelques raisons de se plaindre de Robins,
il ne laissa pas de le traduire en allemand, et de l'éclaircir
par de savantes notes, dans lesquelles cependant il contredit
quelquefois son auteur. Robins se proposoit de répondre & Euler,
mais les occupations qui lui survinrent I'en empéchérent. Trem-
bley a publié en frangois, a Genéve, les notes d’Euler sur
Robins.

Les géométres ont entrepris de résoudre ce probléme des tra-
jectoires dans un milien résistant en 7y employant les seules
considérations de l'analyse et de la mécanique speculative. Nous
{)ourrions rapporter 2 oet objet plusieurs propositions du second
ivre des Principes de Newton ; mais ce fut Keil qui proposa
en 1718, A Jean Bernoulli par forme de défi, la solution du
probléme suivant : Trouver la courbe que décrit un projectile
dans Pair, en vy supposant la loi la plus simple de la gra-
vité , (C’est-a-dire), la direction perpcmﬁcm’aim a Phorizon,
et la résistance en raison des quarrés des vitesses. Il croyoit
embarrasser Bernoulli, en lui proposant un probléme que Newton
n’avoit pas résolu. 1l se trompoit; Bernoulli le résolut et offrit
de publier sa solution sous la condition que Keil publieroit la
sienne; mais il se lassa d’attendre, et donna sa solution dans
les Actes de Leipzig, mai 1719. 11y envisageoit méme la ques-
tion d’'une maniére plus générale que Keil, car celui-ci ne de-
mandoit une solution que dans la supposition d’une résistance
en raison des quarrés de vitesses; mais Bernoulli supposa une
loi de résistance quelconque, exprimée par une puissance de
la vitesse : il ne donna pas l’analyse qui I'y avoit conduit , mais
il remarqua qu'il en avoit consigné les principes dans les Actes
de Leipzig, en parlant des courbes décrites dans des milieux
résistans, 11 publia ensuite cette analyse dans les Actes de Leipzig
de 1719. Mais la solution de ce grand géomeétre ne pouvoit étre
utile pour la pratique , parce que l'aire de la courbe ne pouvant
la plupart du temps étre exprimée en termes finis , il est comme
impossible, aumoins d’aprés analyse actuelle, d’en tirer la valeur
desinconnues; si Pony parvenoiton n'arriveroit qu'a des valeurs
si compliquées qu’elles ne seroient d’ancun usage: :

1l résulte seulement deld quelques vérités théoriques. Si l'on
suppose la résistance comme le quarré de 1a vitesse , alors on
& un espace hyperbolique ; on pourroit méme faire telle sup-
position qui rendroit la premiére courbe quarrable en termes
finis; et la seconde pourroit le devenir, oudun moins n'étre quune
transcendante du premier degré. Si, par exemple, on suppose
ja rdsistance comme la vitesse, on a une courbe logarithmique
ou qui peut se construire au moyen de la logarithmique , et

supposant la résistance nulle, on voit renaitre la parabole.
Jean
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Jean Bernoulli ne fut pas le seul qui résolut le probieme. il
fut aussi résolu par son neveu, Nicolas Bernoulli, dont la so-
lution nous paroit méme plus traitable et plus applicable a la
pratique que celle de son oncle qu’il donna a la suite de la
sienne. ‘Ce probléme fut aussi résolu, ou plutdt il 'ayoit été
d’avance par Herman qui donna sa solution dans sa Pjoro-
nomie , page 354, presque la méme que celle de Bernoulli. 1’An-
gleterre enfin qui avoit proposé le probléme, fournit aussi une
solution de Taylor; mais outre la difficulté de développer en
termes traitables |'expression de la courbe cherchée, on al'in-
certitude de la loi méme de la résistance. Car, 4 quoi serviroient
des calculs immenses si faute de connoftre cette loi ils ne peuvent
manquer de conduire & des résultats contraires a l'expérience.
Nous convenons néanmoins que si ces calculs n’étoient que
médiocrement laborieux , ils auroient quelque utilité en ce qu'ils
pourroient servir 4 reconnoitre la vraie loi.

Les difficuliés en géométrie bien loin de décourager sont au
contraire un nouvel aiguillon pour les surmonter. Ainsi le pro-
bléme dont nous parlons ne pouvoit manquer d’occuper les
géométres d’un ordre supérieur. Euler qui avoit traduit 'ou-
vrage de Robins , malgré les raisons données par cet auteur
pour la faire regarder comme désespérée , ne laissa pas de s'en
occuper. C’est I'objet d’une des notes dont il enrichit cet ouvrage.
Mais ce travail étoit encore loin de le satisfaire ; c’est pourquoi
il y revint; et 'on trouve dans les Mémoires de Eer[?n, pour
1753, un savant mémoire sur ce sujet. Quoi qu’il y admette
jusqu’a un certain point les résultats des expériences de Robins,
il ne pense pas qu’ils renversent entiérement la loi de résistance
communémentadmiserelativementaux corpstrayversantun fluide,
savoir que cette résistance est comme le quarré de la vitesse.
11 admet a la vérité , et trouve méme par le calcul ce que Robins
avoit déduit de quelques raisonnemens, c’est-a-dire, que quand
la vitesse excéde une certaine mesure comme de 1 12 12 cents
pieds par,seconde, le corps en mouvement éprouve une ré-
sistance €gale au poids de toute la colonne atmosphérique ;
mais mettant ce cas a part dans la solution du probléine, il per-
siste & penser que la résistance opposée & un boulet qui a une
vitesse de 1350 pieds, s'éloigne peu de la raison du quarré
de la vitesse. Il se borne & y faire une correction pour le cas
des vitesses moyennes , comme de 400 a 1000 pieds par seconde.
Draprés ces données et quelques autres qu'on ne peut lui con-
tester, il analyse le probléme & sa maniére, et parvient & des
expressions finies, et assez approchantes du vrai, qui donnent
les valeurs de I’abscisse et de l'ordonnée de la courbe, ainsi
que de la courbe méme et du temps de la plus grande montée,
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pour chaque angle de projection et de vitesse initiale donnée
an pmiectile. 11 fait aussi qnclqucs remarques Intéressantes sur
la forme de la courbe de projection , savoir 1%, Que la branche
(’ascension est beaucoup plus grande et moins courbe que celle
de descente; que la courbe de descente a une asymptote per-
pendiculaire vers laquelle elle approche sans cesse ; et la courbe
. demontée, uneasymptote inclinée a I’horizon ; que la plus grande
courbure n’est pas au sommet, mais quelque peu au-dela dans
la branche descendante ; cette forme de la courbe qui résulte
de V'analyse d’Euler donne beaucoup de poids a son travail ;
car ces propriétés de la branche ascendante et descendante de
la trajectoire des bombes avoit déji été observée méme a la
vue, par la trace apparente de 'amorce. Euler calcula sur cette
hypothése et ses formules une table, esquisse d’une plus étendue,
au moyen de laquelle pour les différens angles Xc projection
de 5 en 5°, les différens poids du boulet on de la bombe, et
la vitesse imprimée, on trouve, par un calcul facile, 'am-
plitude de la branche ascendznte et celle de la branche des-
cendante, ainsi que leur longuenr méme, et 'angle sous lequel
le projectile frappe la ligne horizontale. Ony voit par exemple
quune bombe partant sousun angle de 45° et avec une vitesse
c{c 434 pieds par seconde, s'éléve en 8" 18 4 sa plus grande
hauteur qui est de 1234 pieds, et quelle va frapper le plan
horizontal sous un angle de 60° a une distance de 3772 pieds;
que Phorizontale répondant 4 la. branche ascendante sera de
2139 pieds, et celle qui répond 2 la branche descendante de
1640, enfin que la totalité de la courbe sera de 4682 piedset
la- durée de la descente de ¢" 5o ensorte que la durée totale
de la montée, et de la descente sera de 17/ 2,

Nous avons dit que la table qui suit le mémoire de M. Euler,
n’étoit que l'esquisse de tables beaucoup plus dtendues, qu’il
falloit avoir pour mettre 4 la portée de tous les artilleurs le pro-
bléme dont il est question : ces autres tables ont ¢té calculées par
M. de Gravenita.

On est porté A penser que ce travail, tout savant quil est, n’a
pas été aussi utile & Partillerie-pratique que le présumoilt son
auteur; car on a vu postérieurement a lui, plusieurs geometres
s’en occuper. Lambert en a fait U'objet d'un mémoire qu'on
lit parmi ceux de ’Académie de Berlin , poar ,1 année 1765, Il y
reprend toute la théorie de la résistance , €t finit par des consi-
dérations trés-savantes sur la nature et la forme de |a courbe bal-
listique ;'mais 'auteur semble avoir eu pour objet les recherches
géométmques , plutdt que l’application a la pratique.

Le chevalier de Borda, aussi grand géomeétre qu habile ingé-
pieur , entreprit aussi, en 1769, de décider, a l'aide du calcul
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d'une maniére certaine , les principales questions de la bal-
listique,

Le premier pas qu’il fait est de déterminer quelle est la courbe
décrite par un corps qui se meut dans nn milien résistant, er,
dans cette solution, il ne détermine pas la loi suivant laqueﬂs
s'exerce cette résistance : ce qui rend la solution la plus générale
qu'il soit possible. Comme il étoit cependant persuade que la
résistance des fluides est A trés- peu-prés proportionnelle au
quarré de la vitesse ; il introduit cette expression dans I'éguation.

La courbe qui en résulte est trés-différente de la parabole,
non-seulement parce qu'on introduit un élément de plus dans
le calcul , mais encore parce que cet élément est variable; car il
est évident que la vitesse du projectile allant  tonjours en
diminuant, la résistance diminue aussi dans la raison du quarré
de la diminution de la vitesse. Il s’ensuit que les denx branches
de la courbe substituée 4 la parabole, seront inégales, On sent
assez combien toutes ces variables, introduites dans-le calcul ,
rendent le probléme diificile & résoudre. 1l le seroit peut-étre
encore plus, si 'on y faisoit entrer d’'autres ¢iémens qui géomé-
triquement deyroient y avoir lieu, mais qui ne produisent pas
des effets assez sensibles pour embarrasser le calcul. Nous en
allons apercavoir quelques-uns de cette espéce, en appliquant
cette courbe aux effets de l'artillerie.

Puisque la résistance de lair angmente dans la. raison des
quarrés des vitesses du boulet, il est clair que plus cette vitesse
sera grande , plus les portées différeront en moins de celles qu'on
anroit assignées en employant le monvement dans le vide et la
parabole qui en résulte. Borda a done calculé une table dans
laquelle , en supposant un canon de 24, pointé a 459, il a
marqué dans une colonne les portées dans le vide, en sup-
posant différentes vitesses inmitiales depuis 100 pieds jusqu'a
3500 pieds par seconde, etles portées correspondantes, eu égard
4 la résistance de l'air.

La portée réelle d’une piéce de 24 , pointée sous un angle de
45°, est de 2250 toises, ce qui donneroit une vitesse initiale de
2038 pieds par seconde ; mais cette méme vitesse 4 faisant abs-
traction de la résistance de l'air, donneroit une portée de 22922
toises. La résistance de l'air diminue donc les portées de nenf
dixidmes; on voit combien on se trompe, en négligeant cet
élément.

Mais voiciquelque chose de plus fort : les angles qui répondent
a différentes portées , ne sont pas constans, et Vangle de 45°
qu'on supposoit donner la plus grande portée , ne la donne pas
a beaucoup prés.

Il n’est pas difficile de le comprendre, sil'on considére que la
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courbe n'est plus une parabole, que ses deux branches méme
diffarent entr’elles considérablement , parce que les vitesses allant
en diminuant, les résistances diminuent aussi, méme dans une
raison plus forte. 1l faut donc, dans le calcul des angles ui
doivent répondre 4 une portée donnée, avoir égard aux diffé-
rentes vitesses initiales, si on ne veut pas tomber Jans des erreurs
énormes. Borda fait voir que la mé&me piéce de 24 qui, avec une
vitesse initiale de 300 pieds par seconde, donne , pour I'angle de
la plus grande portée, 42° 10/, ne donne plus cet angle que de
28° 10/, si on suppose cette vitesse initiale de 2000 pieds par
seconde.

On savoit bien que le boulet perdoit de sa vitesse & mesure
qu’il s’éloignoit du canon ; maisil étoit nécessaire de voir com-
ment se faisoit cette diminution. Borda 1'a calculée pour les
piéces de différens calibres, et a déterminé pour chacune, deux
distances, l'une au bout de laquelle le boulet avoit perdu un
dixidme de sa vitesse, et I'autre aprés laquelle il en avoit perdu
un cinquiéme ; et il résulte de ce calcul que ces pertes sont dans
une raison assez peu différente de celles des distances méme.

Un des points les plus intéressans de toute I'artillerie, est
certainement de déterminer la vraie porté= des différentes piéces.
Borda en donne le moyen par un théoréme général qui ne laisse
plus que de simples analogies, et quelques interpolations pour
conclure de la premiére table de son mémoire, les portées de
boulets de différens calibres; il donne méme ce calcul, tout
fait dans une table, en employant seulement deux vitesses ini-
tiales, I'une de 1500 pieds , Vautre de 1800 par seconde : ces

ortées se trouvent assez différentes de celles qu'on trouve dans
les Mémoires d’ Artillerie de Saint-Remy ; mais cette différence
prouve que les vitesses initiales pourroient n'étre pas les mémes
pour tous les calibres.

Puisque la résistance de l'air offre un si grand obstacle au
mouvement du boulet, il est clair que si l'air a, de son cété, un
mouvement contraire, cette résistance deviendra plus grande;
ce qui doit arriver nécessairement quand le vent se tronve dans
ane direction contraire au chemin du boulet. Borda na pas.
négligé d’apprécier cette résistance, et il fait voir quen sup-
posant la vitesse initiale d’un boulet de 24, de 1800 pieds par
seconde, et que le vent fasse parcourir A I'air 4o pieds dans le
méme temps, la portée se trouve diminuée de 9o toises. Le
calcul de Borda peut de mé&me s'appliquer aux variations causées

ar les différences de densité de l'atmosphére et par les diffé-
rences de pesanteur dans les boulets.

Ce que 1OUS venons de dire des boulets , s"applique d.e méme
an jet des bombes, et Borda n'a pas négligé cette application ,
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mais il n’a traité que deux guestions qui lui ont paru plus impor-
tantes que les autres; savoir, les différentes portées des bOfT_ibfi‘S
de différens poids, de méme diamétre, et les angles des diffé-
Tentes portées. )

Poar comprendre la d:f‘f‘é{ence des bombes aux boulets dansces
deux points , il est nécessaire de cons:dérerl que les boulets sont
solides, et comme il sont tous de méme matiére, leur pesanteur
a toujours un rapport déterminé avec leur diamétre. Il n’en eet
pas de méme des bombes, elles sont creuses , pour renfermer la
poudre qui les doit faire éclater ; et deux hombes, de méme
diamétre , seront plus ou moins pesantes, selon que ce vide sera
plus ou moins, grand. Il étoit donc nécessaire de voir si cette
différence de poids n’en introduiroit pas une dans les portées.
Voici ce qui résulte du calcul de Borda. 1l a trouvé qu'en com-
parant ensemble deux bombes du méme diamétre de 11 pouces
8 lignes , mais dont I'une peseroit 14o livres et 'auntre 175, et leur
donnant les vitesses initiales depuis 6eo pieds jusqu’a 1200 pieds
par seconde , la plus pesante a toujours une plus grande
portée, et que cette différence est assez constamment d’environ
un dixiéme : 'expérience a confirmé ce raisonnement. 1l résulte
donc des recherches de Borda , qu’on augmenteroit sensiblement
la portée des bombes, si en leur conservant le méme diamétre ,
on diminuoit le vide qui est au centre, pour augmenter levr
pesanteur, ce qui peut, dans certaines circonstances, devenir
trés-important.

La recherche des angles de la plus grande portée méritoit bien
d’étre faite avec soin ; le calcul de Borda y étant appliqué, a fait
voir que, conformément & ce que nous en avons dit ci-dessus ,
en parlant des boulets, I'angle de la plus grande portce,
N est ni constant, ni dans aucun cas celui de 45°; qu'il est d’au-
tant plus petit, que les vitesses sont plus grandes, étant de 37°
157 pour une bombe de 140 livres, partie du mortier avec une
vitesse de 600 pieds par seconde; et de 33° 20/ seulement pour
la méme bombe, partie du mortier avec une vitesse de 1100
pieds; d'olt il suit que les mortiers marins, qui sont fondus
avec leurs semelles sonus un angle de 45°, anroient une portée
plus grande d’environ cent toises, si leur angle avec la semelle
n’étoit que de 33 ou 34°. ( Hist. de I’Acad. 176g, p. 121).

M. Tempelhof, géométra et capitaine de Prusse, a donné aussi
un ouvrage intéressant, intitulé: Le Bombardier prussien, ok
dr mouvement des projectiles dans 'hypothése de la résistance
de lair proportionnelle ax guarré des” viteses, (Berlin 1781,
P-8.) Enfin,ilyenaun de M. d’Ehrenmalm, officier du régi-
ment Royal-Suédois, sous le titre de T%édorie du jet des bombes .,
(Paris 1788, in-8°.)
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Dans le premier deces éerits ;, M. Tempelhof arrive au moyen
d’une analyse savante extrémement laboricuse & des séries assez
convergentes pour exprimer tant I'abcisse que Pordonnée de la
courbe du projectile sous un angle donné, ainsi que la portée
tant horizontale que sur un plan incliné a 'horizon ; il examine
aussi ce qui arrivera en supposant une densité d’air variable ; car
il est clair quune bombe qui s'¢léve a une grande hauteur , ne
se ment pas dansun air de densité uniforme. Enfin, M. Tem-
pelhof compare les résultats de ses calculs avec des expériences
qui paroissent ‘faites avec beauconp de soin et d’exactitude
Jar M. &’Antoni, dans -son Traité surla force de la poudre ,
etil y trouve une conformité aussi favorable & ses calculs, qu'il
est possible de l'atteindre en des matidres ou il y a des données

dans chacune desquelles il peut y avoir quelque légére erreur. La
conformité est telle enfin, que M. Tempelhof n’hésite point de

prononcer que la résistance de lair , sur des corps sphériques,
est proportionnelle au quarré de la vitesse. J'ignore jusqu'a quel
point les artilleurs prussiens ont accueilli la théorie de M. Tem-

pelhof , mais on peut dire que ce mémoire le range parmi les
hommes qui manient l'analyse et le calcul avec le plus de’

sagacite.

1.e mémoire de M. Ehrenmalm est également fondé sur I’hy-
pothése que larésistance croit comme le quarré de la vitesse, au
moins dans les cas ol cette vitesse n’excéde pas certaines limites.
L’autenr analyse le probléme avec beaucoup de sagacité, et il
régne dans son mémoire une sobriété de calcul qui fera plaisir
au plus grand nombre des lecteurs. Il parvient enfin & des for-
mules finies, et otentrent senlement des quantités logarithmiques
et circulaires qui, pour une vitesse initiale et un angle de pro-
jection donnés , font connoftre la hauteur verticale du sommet
de la courbe , ainsi que la vitesse restante lorsque le corps est
arrivé A cette plus grande hauteur , la durée de la montée et de
la descente , et enfin, la portée de chacune des branches de la
courbe , d’ou résulte la portée totale, Quelques applications a des
hypothéses de pesanteur des projectiles et de vitesse de projec-
tion terminent cet écrit, ouvrage d'un géometre agé alors de
vingt ans , et qui annongoit de grandes dispositions.

Le chevalier d’Arcy, en 1760, publia des Lssais swr la
théorie de Partillerie’, on il y a des expériences intéressantes
sur les différentes qualités de la poudre , sur les différentes vitesses,
sur les portées, sur le recul, &ec. Cet ouvrage est trés-rare,
mais om en trouve un grand extraijt dans I'Histoire de I’ Académie

des Sciences 1760, p. 142.
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De I'llydrodynamique.

L'hydrodynamique est une science née dans ce siécle, parce
que auparavant 'analyse étoitinsuffisante pour Eaf traiter.En effet,
st c'est déjd un probléme presqu'inaccessible a la mécanique
trancendante, d'assigner le mouvement qu'un certain nombre
de globes élastiques choqués par un autre doivent prendre ,
quelle doit &tre la difficulré de celuiotile nombre de ces corpsest,
pour ainsi dire, infini, sans qu’on connoisse leur forme ou leur
' nature, et sans qu'on sache méme comment ils agissent les uns
: sur les autres. Il a donc fallu recourir, dans ce cas, 4 des prin-
cipes généraux ou indirects et 4 des supposilions yraisems-
blables. ‘

Archiméde et Galilée (car lintervalle qui sépare ces deux
grands génies disparoit dans lhistoire de la mécanique) ne
s occuperent que de 1'équilibre des fluides ; les théories nou-
velles n’ont fait qu’y ajouter plus de généralité et d’élégance;
ainsi, la Grange, dans sa Mécanique analytique , publiée en
. 1788, déduit les lois de 'équilibre des fluides de la nature méme
des fluides considérés comme des amas de molécules trés- .
déliées, indépendantes les unes des autres, et parfaitement mo-
biles en tous sens; mals il n'en est pas de méme du mouvement
des fluides.

Galilée ayant restauré la physique, Toricelli ent explication
des pompes’, et Castelli, un des disciples de Galilée, dans un
petit Traité publié en 1628 , expliqua trés-bien quelques phéno-
menes du mouvement des eaux courantes ; mais il se trompa
| dans la mesure des vitesses qu’il faisoit proportionnelles aux

hauteurs des réservoirs. Toricelli fut plus heureux ; en voyant
! que l'ean d’un jet, qui sort par un petit ajutage, s’élance verti-
calement presqu’a la hauteur duréservoir, il pensa gu’elle devoit
avoir la méme vitesse que'si elle étoit tombée , par sa gravité,
de cette haunteur; d’olt il conclut, conformément a la théorie de
Galilée, quabstraction faite de la résistance des obstacles, les
vitesses des écoulemens suivoient la raison sous-doublée des
pressions: cette idée fut confirmée par des expériences que
Raphaél Magioti fit dans ce temps-1d sur les produits de diffé-
rens ajutages sous différentes charges d’eau, Toricelli publia
_~ sa découverte en 1643, & la suite d'un petit Z7ziz¢ intitulé ¢ De

motu gravium naturaliter accelerato. Elle fit de Ihydravlique

une science toute nouvelle ; néamoins elle n’a lieu, & 1a rigneur,
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que pour les fluides qui s’écoulent , comme cela arrive ordi-
nairement par de petits orifices ; car, lorsque Porifice est fort
grand , le mouvement du fluide suit une autre loi beaucoup plus
cotposee.

A la mort de Pascal, on trouva dans ses papiers un traité de
1'équilibre des liqueurs , qui fut publié en 1662, Cet ouvrage,
yraiment original, est le premier ou les lois de Phydrostatique
aient été démontrées en détail , et d’'une maniére claire et simple,
par la voie du raisonnement et de V'expérience , mais il n’y est
point parlé du mouvement des fluides. Parmi les auteurs qui ont
crit sur ce dernier sujet, et qui ont mis le théoréme de Toricelli
en usage , Mariotte mérite d’étre cité avec distinction ; ne avec
un talent rare pour imaginer et exécuter des expériences ; ayant
eu occasion d'en faire un grand nombre sur le mouvement des
eaux a Versailles, a (Jhantitﬁy et dans plusieurs endroits, il com-
posa , sur cette matiére, un 7raité qui ne fut imprimé qu'apres
sa mort, arrivée en 1684; il 8’y est trompé en quelgues endroits; il
n’a fait queffleurer plusieurs questions; il n’a pas connu le déchet
occasionné dans le produit d'un ajutage, par la contraction a
laquelle la veine fluide est sujette, lorsque cet ajutage est percé

dang une mince paroi. Malgré ces défauts, son ouvrage a été

fort utile, et il a beaucoup contribué aux progrés de I'hydrau-

lique-pratique , qui se rédnita l'art de conduire les eaux , et de

les faire servir au mouvement des machines. Cet art a dit étre

cultivé , de tout temps, pour le besoin qu’on en a toujours eu,

et les anciens y ont peut-&tre autant excellé que nous, aen juger
ar ce qu'ils nous ont laissé dans ce genre.

Mais ’hydrodynamique étoit bien plus difficile ; Newton entre-
prit de démontrer la régle de Toricelli , dans le second livre des
Principes mathématiques qui parurent en 1637 ; mais il faut
avouer que c'est l’endqroit le moins satisfaisant de ce grand et
bel ouvrage. Si l'on considére une colonne d’eaun qui tombe libre-
ment dans le vide, il est aisé de se convaincrequ’elle doit prendre
ia figure d'un concide formé par la révolution d’une hyperbole
du quatri¢me ordre autour de I'axe vertical ; car la vitesse (%e
chaque tranche horizontale,est d’un cbté comme la racine quarree
de la hauteur d’out elle est descendue, et de Vautre elle doit
étre, par la continuité de I'eau, en raison inverse de la largeur
de cette tranche, et par conséquent en raison 1nverse du quarré
de son rayon; d'oi il résulte que la portion de I'axe ou 'abscisse

ni représente la hautenr est en raison inverse de la quatriéme

" nissance de ordonnée de 'hyperbole génératrice.Si donc on se
représente un vase qui ait la figure de ce conoide, et qui soit
entretenu tonjours plein d’eau, et qu'on suppose le mouvement
de l'eau parvenu dun état permanent, il est clair que chaque
particule
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particule d’eaun y descendra comme si elle étoit libre, et qu’elle
aura par conséquent, au sortir de l'orifice, la vitesse due a la
hauteur du vase de laquelle elle est tombée.

Or , Newton imagine que I'eau qui remplit un vase cylindrique
vertical , percé a son fond d'une ouverture par laquelle elle
s’échappe, se partage naturellemen.t en deux parties, dont |'une
est seule en mouvement, et a la figure du conoide dont nous
venons de parler ; c’est ce qn’il nomme la cataracte : Pautre est en
repos, comme si elle étoit glacée. De cette maniére, il est clair
que l'eau doit s'échapper avec une vitesse égale a celle qu'elle
auroit acquise en tombant de la hauteur du vase, comme Tori-
celli l'avoit trouvé par I'expérience. Cependant Newton ayant
mesuré la quantité d’eau sortie dans un temps donné, et l'ayant
comparée a la grandeur de l'orifice, en avoit conclu, dans la
premiére édition de ses Principes , que la vitesse, au sortir du
vase, n’étoit due qu'a la moitié de la hauteur de I'eau dans le
vase. Cette erreur venoit de ce qu'il n’avoit pas d’abord fait
attention a la contraction de la veine : il y eut égard dans la
seconde édition qui parut en 1714, et il reconnut que la section la
plus petite de la veine étoit, a 'ouverture du vase, i-pen-prés
comme 1 4 J/2; de sorte qu'en prenant cette section pour
le vrai orifice, la vitesse doit &tre augmentée dans la méme
raison , et répondre par conséquenta la hauteur entié¢re de l'eau,
De cette maniére, sa théorie se trouva rapprochée de l'expé-
rience , mais elle n’en devint pour cela plus exacte ; car la for-
mation de la cataracte (1) ou vase fictif dans lequel 'eau est
supposée se mouvoir, tandis que l'ean latérale demeure en repos,
est évidemment contraire aux lois connues de I’équilibre des
fluides, puisque ’ean qui tomberoit dans cette cataracte avec
toute la force de sa pesanteur, n'exergant aucune pression laté-
r:fie » ne sauroit résister a celle du {luide stagnant qui l'en-
yironne,

Vingt ans auparavant, Varignon avoit donné 4 I'Académie
des Sciences de Paris, une explication plus naturelle et plus
plausible du phénomeéne dont il s’agit. Ayant remarqué que quand
P’ean s’écoule d’un vase cylindrique par une petite ouverture
faite au fond , elle n’a dans le vase qu'un mouvement trés-petit
et sensiblement uniforme pour toutes les particules, il en conclut
qu'il ne s’y faisoit aucune accélération , et que la partie du fluide
qui s'échappoit & chaque instant, recevoit tout son mouvement de
la pression produite par le poids de la colonne de fluide dont elle
€toit ]a base. Alnsi, ce poids qui est comme la 1argeu:_' de 'orifice

(1) Sur le Gunces de Newton 5 voyez une digsertation de M. Giannini,
Opuscu!a » in=A%
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multipli¢ par la hauteur de I'eau dans le vase, doit étre la
particule qui sort a chaque instant par le méme orifice. Or,
cette quantité de mouven.ent est proportionnelle a la vitesse et
) la masse , et la masse estici comme le produit de la largeur de
Vorifice par le petit espace que la particule parcounrt dans U'instant
donné ; espace (ui est évidemment proportionnel 2 la vitesse
méme de cette particule’; par conséquent la quantité du mou-
vement dont il s’agit, est en raison de la largeur de lorifice mul-
tipliée par le quarré de la vitesse : donc enfin la hauteur de ’eau,
dans leé vase est proportionnelle au quarré de la vitesse avec la-
quelle elle s'échappe ; ce qui est le théoreme de Toricelli.

Ce raisonnement a néanmoins encore quelque chose de
yague ; car on y suppose tacitement que la petite masse qui
s’échappe a chaque instant du vase, acquiert brusquement toute
sa vitesse par la pression de la colonne qui répond & Vorifice.
Or, on sait qu'une pression ne peut pas produire tout-a coup une
yitesse finie. Mais en supposant , ce qui est naturel, que le poids
de la colonne agisse sur la particule pendant tout le temps
qu’elle met & sortir du vase, il est clair que cette particule recevra
un mouvement accéléré, dont la quantité, au bout d’'un temps
quelconque, sera proportionnelle ala pression multipliée par le
temps : done le produit du poids de la colonne, par le temps de
la sortie de la particule , sera égal au produit de la masse de cette
particule, par la vitesse qu’elle anra acquise ; et comme la masse
est le produit de la largeur de l'orifice par le petit espace que la
particule décrit en sortant du vase ; espace qui, par la nature du
mouvement uniformément accéléré est comme le produit de
la vitesse par le temps: 1l s’ensuit que la hauteur de la colonne
sera de nouveau comme le quarré de la vitesse acquise. Cette
conclusion est done rigourevse , pourvan qu'on accorde que
chaque particule, en sortant du vase, est pressée par le poids
entier de toute la colonne du fluide, qui a cette particule pour
base ; ce qui auroit lieu en effet si le fluide contenn dans le vase
y étoit stagnant; car alors sa pression , sur la partie du fond on
est 'ouverture, seroit égale au poids de la colonne dont elle est
la base ; mais cette pression doit étre différente , lorsque le fluide
est en mouvement. Cependant il est clair que plus il approchera
de Vétat de repos, plus anssi sa pression sur le fond approchera
du poids total de la colonne verticale. D'ailleurs, 'expérience
fait voir que le mouvement du fluide dans le vase est dautant
moindre , que Pouverture est plus petite, Ainsi, la théorie prece-
dente approchera d’autant plus de la vérité , que les dimensions
du yase seront plus grandes relativement & Y'ouverture par laquelle
te fluide s'écoule, et c'est ce que I'expérience confirme.

Par uge raison contraire , la méme théorie devient insuffisante




DES MATHEMATIQUES, Panr. V. Lrv. III. 683

pour déterminer le mouvement des fluides qui coulent_ dans les
tuyaux dont la largeur est.assez petite et varie peu ; il faut alors
considérer a-la-fois tous les monvemens des particules du fluide
et examiner comment ils doivent étre changéz et altérés par la
figure du canal. Or, 'expérienceapprend que quand le tuyau a une
direction peu différente de la verticale, les différentes tranches
horizontales du fluide conservent, 4 trés-peu-prés, leur paral-
lélisme ; ensorte qu'nne tranche prend toujours la place de celle
flUE la précéde ; d'ouil suit, & cause de 'incompressibilité du
fluide , que la vitesse de chaque tranche horizontale, estimée,
suivant le sens vertical , doit &tre, en raison inverse de la
largeur de cette tranche, largenr qui est donnée par la figure
du vase,

Il suffit donc de déterminer le mouvement d’une seule tranche,
et le probléme est, en quelque maniére , analogue a celvi du
mouvement d'un pendule composé. Ainsi, comme selon la
théorie de Jacques Bernoulli, les mouvemens acquis et perdus a
chaque instant par les différens poids que forment le pendule, se
font mutuellement équilibre dans le levier; il doit aunssi y avoir
équilibre dans le tuyau entre les différentes tranches du fluide,
animées chacunede ia vitesse acquise ou perdue a chaque instant,
Ainsi, par Papplication des principes déja connus de I'équilibre
des fluides , on auroit pu d’abord déterminer celui du pen-
dule composé. Mais ce n’est jamais par les routes les plus simples
et les plus directes, que 'esprit humain parvient aux vérités, de
quelque genre qu’clles soient, et la matiére que nous traitons en
fournit un exemple frappant. ;

Nous avons exposé les différens pas qu'on avoit faits pour
arriver a la solution du probléme du centre d'oscillation , et
nous y avons vu que la véritable théorie de ce probléme n’avoit
été découyerte par Jacques Bernoulli que long-temps aprés que
Huygens eut résolu par le principe indirect de la conservation
des forces vives. Il en a été de méme du problémne du mouvement
des fluides dans des vases , o il est surprenant qu’on n’ait pas su
d’abord profiter , pour celui-ci, des lumiéres qu’on avoit déji
acquises par l'autre. : : .

Nous verrons bientdt que Daniel Bernoulli y parvint ; mais il
faut auparavant parler de quelques autres onvrages.

Mit_:helotti , célébre médecin italien, fit anssi des recherches
expérimentales et théoriques dans son livre de Separatione flui-
dorum in corpore animali. 11 y rejetie la cataracte newtonienne,
€n quﬂi il critique ainsi que sur que[ques autres pOiJ’ltS 3 le ('10'3"
teur Jurin. Sa maniére d’envisager le probléme est celle-ct:
Suppose un vase plein d’eau qui s’échappe par une ouverture per-

ceea son fondset avec une vitesse produite par Ja hauteur dela
RTrrr 2
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surface supérieure; il imagine ensuite que ne laissant qu'one
petite quantité d’ean , comme de quelques lignes, au-dessus de
I'ouverture , toute la partie au-dessus est comme glacée on ré-
duite en un corps solide de méme densité, qui presse sur cette
Jame d’eau restante ; il montre ensuite ou entreprend de montrer
que ce poids ne changera rien A I'éconlement de l'eau; que
cette ean solidifiée soit ensuite de nouveau liquefiée, il n'y a
nulle difticulté 2 “admettre que tout restera de méme.

Tel est le raisonnement de Michelotti; comme au surplus le
médecin et mathématicien italien critiquoit assez fortement Jurin ;
celui-ci lui répondit dans les Tronsactions Philosophigues ,
de 1722, n° 373. On y voit qu’ils différoient entr'enx plus
dans l'expression que dans les choses.

Je pourrois encore parler a ce sujet de plusieurs autres ma-
thématiciens surtout italiens, tels que le P.. Guido-Grandi, qui
a joné un rdle distingué parmi ceux qui se sont attachés 2 cul-
tiver cette partie si intéressante de la mécanique, de M. Eus-
tache Manfredi, aussi savant mécanicien que géométre, qui a
enrichi d’excellentes notes I'édition du livre Della natura
de’i fiumi de Guglielmini, ce qui la rend d’un prix fort supe-
rienr A toutes les précédentes; de Geminiano Montanari, le
collégue de Guglielmini, dont on a aussi divers écrits sur le
mouvement des eaux, Je m’arréterai cependant au marquis Po-
1éni qui s’est spécialement attaché A cette partie de la mécanique,
et A fait sur ce sujet des expériences ou il a mis beaucoup de
soin. Elles font en partie I'objet de son livre De castellis per
ouae derivantur fluviorum agquae , &c. qu'il publia 4 Padoue,
en 1718, in-4°. Cet ouvrage avoit été plusieurs années anpara-
vant précédé d’un antre sous le titre De motu aquae mixio,
(Patavii, 1697, in-4°.) ou il traite principalement du mouye-
ment des eaux entant quil a trait aux AEstuaria, aux ports et
aux fleuves. On lui doit aussi une nouvelle édition de Frontin,
intitulée : 8. J. FRoNTINT, de aquae ductibus urbis Romae
commentarirs, quil a enrichi d’'amples notes. Mais nous nous
bornerons ici & quelques expériences tirées du premier de ces
ouvrages parce qu'elles ont plus directement trait & sotre objet.

Une de ces expériences est celle par laquelle il a mesuré la
quantité d’ean qui s'écoule par I'ouverture percée au fond d'un
vase. 11 a trouvé par un grand nombre d’expériences que nom-
mant A, l'ouverture , par ot l'eau s’écoule, H la hauteur de
'ean au-dessus, la quantité d’eau sortant pendant un temps
0.571
1.0c0 ?
dtre précisément comme 2A H, si au sortir de l'ouverture elle
jaillissoit avec une vitesse acquise par une chuie de la hauteur

déterminé €toit comme 2 AH x tandis qu'elle deyroit
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H ; ainsi I'expérience ne lui a donné qu'un peu plus de la moitié
de ce que promet la théorie, ensorte que si I'on calcule d’aprés
ces expériences la vitesse que 'eaun a dii avoir pour fournir cette
quantité d’eau, l'on trouve qu'elle est & peine celle qui la feroit
remonter a 7 de sa hauteur.

Une autre observation de Poléni est celle-ci. On adapte au
trou circulaire par lequel I'eau s'échappe un tuyau cylindrigue
de méme diamétre que ce trou, et U'on trouve qualors I'eau
qui s'écoule dans un temps donné est beaucoup plus considé-
rable que si ce petit tube n’avoit pas été ajouté; et cela a lien
soit A I'égard de I'eau qui s’échappe en tombant perpendiculai-
rement, soit a I'égard de celle qui s’échappe horizontalement
au moyen d'une Pareiﬂe ouvyerture percée au flanc du réservoir ;
I'on ne peut cependant pas dire que cela vienne de ce que
la hauteur de !'ean au-dessus de I'ouverture soit augmentée ;
car, d'abord elle ne I’est pas dans le second cas, et dans le
premier 'eau ayant regn son accélération au sortir de I'ouver-
ture du fond, est suivie d’'une ean qui en a regu une semblable
et égale ; ainsi elle ne presse ni ne retarde celle qui coule dans
le petit tuyau surajouté. On ne trouveroit méme pas dans la
cataracte newtonienne le moyen d’expliquer une accélération
de vitesse au-dela de celle acquise au sortir de 'ouverture.

La premiére de ces expériences doit surtout exciter notre
attention, parce qu'elle paroit tout-a-fait contraire i ce que
Pon est d’ailleurs fondé a croire sur la vitesse avec laquelle
I'eau sort de l'ouverture d’'un réservoir. Mais une observation
de Newton les concilie 2 bien peu prés. Newton a en effet observé
que ’eaun sortant d'une ouverture de § de pouce étoit 2 quelques
lignes de distance, contractée de maniére & n’avoir plus qu'en-
viron les 2! du diamétre de cette ouverture. Ainsi le cylindre
d’eau réellement écoulé est moindre qu’il ne devroit étre en
raison du quarré de 21 ou 441 A celui de 25 ou 625 : augmen-
tons le dans le rapport de 625 & 441, et nous trouyverons que
le cyiindre d’eau de méme diamétre que I'ouverture auroit été
2 AH % ‘?’-3%1, ce qui est les ¢ de l'eau qui devroit s’écouler
en supposant la vitesse en raison de la raqin_e de l\a hauteur.
11 est yrai que nous ne trouyons pas encore ici tout. a-fait notre
compte , mais un grand nombre.d'obstacles ne peut-ll pas s’op=
poser A ce que cet écoulement soit aussi considérable qu'il deyroit
étre. Tel est celui de la résistance de l'air qui presse sur 'ou-
verture. Dailleurs, nous verrons méme que selon la théorie
Tigoureuse, la vitesse avec laquelle I'eau s’échappe de I'ou-
verture n’est en raison de la racine de la hauteur de I'eau au-
dessus que dans le cas o cette ouyerture a un TappOrt assez
petit en comparaison de la surface du réseryvoir.
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Aprés tous ces préliminaires nous en venons enfin & la mé-
thode annoncée au commencement de cet article pour déter-
miner d’aprés les vrais principes de la dynamique le mouvement
de Veau s‘échappant d’une ouverture percée au dessous de son
niveau. Danicl Bernoulli , fils de Jean, la déduit de la conser-
vation des forces vives. Ce fut 'objet d’'un mémoire qu’il donna
dés 1726 4 PAcadémie de Pétersbourg, intitulé : Theoria nove
de motu aquarum, per_canczfes quoscumgque fluentium. 11 dit
que son pére ayant fait voir combien le principe des forces
vives est utile pour la résolution des problémes qui seroient
fort difficiles a résoudre par des voies directes, il lui est venu
dans Pesprit de rechercher si ce principe ne pouvoit pas étre
utile pour découvrir la vraie théorie des eaux coulantes dans
des tuyaux, et que l'événement a secondé ses expérances.

1l y efit aussi & ce svjet entre Daniel Bernoulli et le comte
Riccati une discussion poussée assez vivement de part et d’autre.
Mais la discussion physico-mathématique dégénéra en une que-
velle de procédds, en quoi néanmoins il me semble que le tort
n’étoit pas du cdté de Bernoulli. Op peut voir an surplus les
piéces de ce petit procés dans les Exercitationes quaedam ma-
thematicae , de Daniel Bernoulli, imprimées & Padoue en 1724.
C’est presque uniquement l'histoire des procés qu'il eut & sou-
tenir contre Rizzeti, & l'occasion d'un probléme sur les jeux
que ce dernier , esprit faux et pointilleux, prétendoit mal résolu

ar Jean Bernoulli et Montmort, et avec Riccati sur la maniére
dont Michelotti envisageoit le probléme du mouvement des eaux,
En général il paroit que I'on ne voyoit en Italie que de mau-
vais il I'accueil que la république de Venise avoit fait & ces

gometres allemands, éléves de Leibnitz et Bernoulli ; aussi aban-
gonnérent-ils bientdt la partie.

Pendant que Daniel Bernoulli s’occupoit de 'explication des
phénomeénes des eaux coulantes dans des canaux, son illustre

ére travailloit sur le méme objet, mais d’aprés des principes
différens. Il paroft méme qu'il étoit en possession de la prin-
cipale partie de sa théorie sur cesujet dés 1726. Mais son ouvrage
a resté jusqu’d sa mort parmi ses manuscrits ; on Yoit SC‘Jleme_nt
par une lettre d’Euler qu'il I'avoit communique a ce dernier
qui lui témoigne I'extréme satisfaction qu’il en avoit recue, il
n’a vlile jour parla voie de 'impression que dans le quatriéme
volume de ses cenvres , sous le titre de, Jok. Bernoulli hydran-
lica nunc primum detecta et directe démonstrata ex princi-

iis pure mecanicis , anno 1732, 1l y procéda en effet plus
directement que n’avoit fait son fils, mais aussi d'une maniére
qui pr’étemit peut étre sujet a contradiction, ?i les deux théories
ne se conlirmoient pas Pune et I'autre aussi bien qu’elles le font,
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car, il y emploie une considération qui a quelque ressemblance
avec l'idée de la cataracte newtonienne quoiqu’elle en différe
cependant par un caractére essentiel, mais il vaut mienx revenir
an travail de Daniel. Le mémoire dont nousavons parlé page 686,
n’étoit que le germe d’un ouyrage beaucoup plus considérable,
car, s’étant occupé depuis I'époque ci-dessus, et principale-
ment & Pétersbourg, de faire des expériences propres i confir-
mer et éclaircir sa théorie; il fut enfin, en 1738, en état de
publier son grand ouvrage intitulé : Hydrodynamica, seu de viri-
bus et motibus fluidorum commentaris. ( Argent. in-4°.)
Mais l'incertitude du principe quin’avoit pasencore été démon-
tré d'une maniére générale devoit en jeter aussi sur les Pl‘Oposi-
tions qui en résultent, et faisoit désirer une théorie plus stire , et
appuyée uniquement sur les loix fondamentales de la mécaniqgue.
D’Alembert éleva des objections contre I'hydrodynamique de
Daniel Bernoulli. Kestner y répondit dans les Novz comm. S. R.
gott. , t. 1. Maclaurin, et Jean Bernoulli entreprirent de donner
une théorie , 'un dans son Traité des {luxions, et 'autre dans
sa Nouvelle hydraulique dont nous avons avons parlé. Leurs
méthodes quoique trés-différentes conduisent anx mémes résul-
tats que le principe de la conservation des forces vives; mais
il faut avouer que celle de Maclaurin n’est pas assez rigou-
reuse, et paroit arrangée d’avance, conformément aux résultats
qu’il vouloit obtenir. Et quant & la méthode de Jean Bernoulli,
sans adopter en entier les difficultés que d’Alembert 1ui a oppo-
sées , la Grange convient qu’elle laisse encore a désirer du coté
de la clarté et de la précision. _
D’Alembert, en généralisant la théorie de Jacques Bernonlli
surles pendules étoit parvenu & un prineipe de dynamique simple
et %énéral » qui réduit les loix du mouvement des corps & celles
de leur équilibre. L’application de ce principe au mouvement
des fluides se présentoit d'elle-mé&me, et Fauteur en donna d’a-
bord un essai 4 la fin de sa Dynamique, imprimée en 1743.
1l la développa ensuite avec tount le détail convenable dans son
Traité des fluides qui parut Pannée suivante , et qui renferme
des solutions aussi directes qu’éléﬁan.les des principa?es ques-
tions qu’on pent proposer sur les tIlmcles qui se meuvent dans
des vases ; mais ces solutions, comme celles de Daniel Bernoulli
étolent appuyées sur den}:1511p1.1051110ns qui ne sont pas vraies
en général. 1°. Que les différentes tranches du fluide conservent
exactemnent leur parallélisme , ensorte qu'une tranche prend
toujours la place de celle qui Ja précéde. 2°.-Que la vitesse de.
chaque tranche re varie point en direction , c'est-a-dire que
tous les points d’une méme tranche sont supposés aver une
vitesse égale et paralléle 5 lorsque le fluide coule dans des vases
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ou tuyaux fort étroits : ces suppositions sont tFéS-pla;usibles et
aroissent eonfirmées par I'expérience. Mais hors de ce cas
elles s’éloignent de la vérité , etiln'ya plus alors d’autre moyen
our déterminer le mouvement du fluide que d’examiner celui
que chaque particule doit avoir. Voyez le Mémoire de Borda
eur I'écoulement des fluides par Lorifice des vases, Mémoire
de [I’Académie, de 1760. '

Clairaut avoit donné dans sa Théorie de la frgure de la terre,
imprimée en 1743, les loix générales de 'équilibre des fluides,
dont toutes les particules sont animées par des forces quel-
conques ; il ne s'agissoit donc que de passer de ces loix a celles
de leur mouvement, par le moyen du principe auquel d’Alem-~
bert avoit réduit 4 cette méme époque toute la dynamique.
Ce dernier fit, quelques années aprés , ce pas important a loc-
casion du prix que ’Académie de Berlin proposa en 1750, sur
\a Théorie de la résistance des fluides , et il donna le pre-
mier, en 1752, dans son Essa: dune nouvelle théorie sur la
résistance des fluides, les équations rigoureuses €t générales
du mouvement des fluides , soit incompressibles, soit compres-
sibles et élastiques, équations qui appartiennent 4 la classe de
celles qu'on nomme & différences partielles, parce qu’elles sont
entre les différentes parties des différences relatives & plusieurs
variables. Par cette découverte toute la mécanique des fluides
fut réduite A un seul point d’analyse; et si les équations qui
la renferment étoit intégrables, on pourroit dans tous les cas
déterminer complétement les circonstances du mouvement et
de l'action d'un fluide mfi par des forces quelconques ; mal-
heureusement on n’a pll jusqu’a présent en venir bout que
dans des cas trés-limites.

Clest donc dans ces équations et dans leur intégration que
consiste toute la théorie de I’hydrodynamique. D’Alembert em-
ploya d’abord pour lestrouver une méthode un peu compliquée,
;1 en donna ensuite une plus simple ; mais cette méthode étant
fondée sur les loix de l'équilibre, particuliéres aux fluides , fait
de 'hydrodynamique une science séparée de la dynamique des
corps solides. La réunion que le cit. la Grange a faite dans la
premiére partie de sa Mécanique analytique de toutes les }Ois
de équibre des corps tant solides que fluides dans une méme
formule, et Iapplication qu’il fait ensuite de cette formule anx

loix du mouvement , ’a conduit naturellement a réunir de mémer

]la dynamique et I'hydrodynamique comme des branches d’un
rincipe unique, et comme des résultats d’une seule formule
énérale. Cest ce que la Grange fait pour completter son travail
sur la mécanique analytique, ou il donne les équations géné-

rales pour l¢ mouvement des fluides incompressibles , (pag. 437 )-
oes




DES MATHEMATIQUES. Part. V. Liv. IIl. 689

Ses solutions sont.conformes A celles que les premiers auteurs
auxquels on doit des théories du mouvement des floades, ont
trouvées, d’aprés la supposition que les différentes tranches du
fluide conservent exactement leur parallélisme en descendant
dans le vase. ( Voyez 'Hydrodynamigue de Daniel Bernoulli,
| Hydrarlique de Jean Bcr_m)ulh , et le Traite des fluides de

: d’Alemsbert ). La Grange fait voir que cette supposition n’est
exacte que lorsque la largeur du vase est infiniment petite ; mais
: quelle peut dans tous les cas étre employée pour une premiére
| approximation, et que les solutions qui en résultent sont exactes
\ aux quantités du second ordre prés, en regardant les largeurs
' du vase , comme des quantités du premier ordre. Mais le grand
avantage de cette analyse est quon peut par son moyen ap-
procher de plus en plus du vrai mouvement des fluides 53\3115
des vases de figure quelconque: car, ayant trouvé les premieres
valeurs des inconnues, en négligeant les secondes dimensions
des largeurs du vase, il sera facile de pousser I'approximation
plus loin, en ayant égard successivemnent aux termes néegligés ;
ce détail n’a de difficulté que la longueur du calcul, et la Grange
ne le donne pas. Mais il fait I'application des mémes formules,
au mouvement d’un fluide contenu dans un canal peu profond
et presque horizontal, eten particulier au mouvement des ondes.

Le calcul intégral des équations aux différences partielles
est encore bien éloignée de la perfection nécessaire pour l'in-
tégration d’équations aussi compliquées que celle dont il s’agit.
: Et il ne reste d’autre ressource que de simplificr cette équation
: par quelque limitation.

. On suppose pour cela que le fluide dans son mouvement ne
s'¢ldve, ni ne s’abaisse au-dessous ou au-dessus du nivean qu'in-
finiment peu, ensorte que les ordonnées de la surface supérieure
solent toujours trés-petites, et qu'outre cela les vitesses hori-
zontales soient aussi infiniment petites, C'est avec ces conditions

ue la Grange essaye de résoudre ces problémes. 1l trouve une
parfaite analogiie entre les ondes formées i la surface d'une ean
tranquille, par les élévations et les abaissemens successifsdel’ean,
et les ondes formées dans l'air , par les condensations et raréfac-
tions successives de l'air, analogie que plusieurs auteurs avoient
déji supposée , mais que personne n’ayoit encore rigoureuse-
ment démontrée,

Ainsi, comme la vitesse de la propagation du sen se trouve
égale A celle quun corps grave acquerroit en tombant de la
: moitié de la hauteur de I'atmosphére supposée homogene, 0%
1 en peut déduire la vitesse de la propagation des ondes comMe

pous le verrons dans l'article XII.

Pour les fluides élastiques , la Grange donne une formule qui
Tome II1. Ssss
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renferme deux théories importantes , celle du son de fllite, oun
tuyau d'orgue, et celle de la prnpagﬂtitm du son dans l'air
libre. 11 ne s'agit que de déterminer convenablement les denx
fonctions arbitraires, et voici les principes qui le gvident dans
cette détermination.

Pour les fliites on ne considére que la ligne sonore qui y est
contenue. On supgose que I'état initial de cette ligne soit donné,
cet état dépend des ébranlemens imprimcs aux particules , et
on cherche la loi des oscillations.

Voyez au reste sur la théorie des {lfites les deux premiers
volumes de Turin, les Mémoires de Paris, pour 1762, et les
Novi commentarii de Pétersbourg, tome XVI. :

Considérant ensuite une ligne sonore d’une longueur indéfinie
qui ne soit ébranlée au commencement que dans une trés petite
étendue , on aura le cas des agitations de Pair produites par
les corps sonores.

En supposant, avec la_plupart des physiciens, Vair 850 fois
plus léger que l'eau, et I'eau 14 fois plus légére que le mer-
cure, on a r & 11goo pour le rapport du poids spécifique de
Vair A celui du mercure. Or, prenant la hautenr moyenne du
barométre de 28 pouces, il vient 333200 pouces, ou 27766 §
pieds pour la hauteur d’une colonne d’air uniformément dense
et faisant équilibre & la colonne de mercure dans le barométre.
Donc la vitesse du son sera due & une hauteur de 13883 + pieds
et sera par conséquent de 9145 par seconde. L’expérience donne
environ 1088; ce qui fait une différence de prés d'un sixiéme ;
mais cette différence ne peut étre attribuce qua Vincertitude
des résultats fournis par Pexpérience. Sur quoi, voyez surtout
un mémoire de Lambert, parmi ceux de I’Académie de Berlin,
pour 1768,

On explique de la méme maniére les échos composés en
supposant que la ligne sonore soit terminée des denx cotés
par des obstacles immobiles qui réfiéchiront successivement les
fibres sonores, et leur feront taire des espéces d’oscillations con-
tinuelles. Sur quoi on peut voir les onvrages cités, @Sl queé
\es Mémoires de I’ Académie de Berlin , pour 1759 € 1765.

On trouvera de plus grands détails sur les loix, le calcul et
P%I‘Plication de ces principes dans deux excellens ouvrages, le
Traité d"H:ydradL-ynﬂngigye du cit. Bossut, 1786, et dans la
Nouvelle drechitecture hydraulique du cit. Prony, 1790.

La chaire d'hydrodynamique que M. Turgot , controleur- geé-
néral , fit dtablir au Louvre, en 1775, fut une digne récom-
pense des travaux du cit. Bossut dans cette partie,
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Dun cours des Fleuves,

parmi les parties de I'hydraulique et de I'hydrodynamique ,
;1 n'en est pas de plus intéressante que celle qui & pour objet
le cours des rividres et des fleuves. Car, si ces courants d'eau
qui doivent porter la fécondité dans les pays qu'ils arrosent, sont
un bienfait de la nature, combien de fois y portent-ils le ravage
et la désolation ? L'art de les enchainer, pour ainsi dire, est
devenu un art nécessaire dans les pays exposés A ces dévasta~
tions; il a fallu étudier les mouvemens de ces grandes 1asses
d’eau, connottre les effets de leurs réunionset de leurs séparations.

La partie de I’hydraulique dont nous parlonsa pris surtout
naissance en Italie; ‘car cette partie de I'Europe recoit des Apen-
nins.une foule de torrens qui, avant de se réunir dans le P§,
ot ils tombent pour la plupart, traversent une multitude de
: i}riucipautés particuliéres, dont chacune tdche d'écarter de sol

e fléau dont elle est menacée. Deld les déméles anciens et
presque continuels entre les villes de Bologne, de Modéne ,
Ferrare &c. sur lesquels il a été fait des volumes immenses
d’écritures, pour la plupart inutiles ou nuisibles ; car souyent
’ elles ont été Fouvrage Ee gens ignorans en ces maticres, et
d’aillenrs, il n’y a guére qu'un siécle et demi que I'on a com-
mencé a déméler les vrais principes qui doivent guider & cet
i €gard.
On irn_prima a Florence, en 1722, un recueil italien des au-
teurs qui ont traité du mouvement des eaux. Le P. Ximenez,
a Florence, en a fait un autre dont les quatre premiers volumes
| ont parn i Parme, en 1766, sous le titre: Nuova raccolta
; d’autori che trattano del moto dell’ acque. On cite encore les
'I Régles de Castelli, de Guglielmini, de Grandi ; ce sont des auteurs
: primiti{s ; aussi 'on cominence par le traité du P. Castelli, della
misura dell’ acque correnti ; ony ajoint ses Lettres & Galilée, a
Cavalieri ; ses considérations sur les lagunes de Venise , sur
les eanx du Ferrarois, sur les marais Pontins, et des remarques
de Montanari, VivianietCassini. Vientensuite La misura dell’ac-
gue correnti di Domenico Guglielmini. ;
. Le second volume commence par son Traité de la nature
des fleuyes, et linit par les Nozes d'Lustache Manfredi.
. Le troisiéme volume contient le Traizé du mouverem® 22
eanz du P. Guido Grandi, et ses remarques sur plusiears fra-

Vaux faits om projettés en ltalie, L’ouvrage dsesps‘:e:” sur le
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Mouvement des eanx mélées; un ouvrage de Buteone, sur la
Mesure des eaux courantes , et les remarques de Poléni.

Le quatriéme renferme des lettres inédites de Galilée, de
Castelli, d’Arrighetti, de Guiducci, Baliani, et plusieurs piéces
relatives 4 la contestation ancienne de Bologne et de Ferrare
sur l'introduction du Reno dans le PO.

Le tome V contient un choix fait dans l'ouvrage de Zendrini
des choses utiles A la pratique, et des rapports sur les'eaux de
Bologne. '

Le tome VI contient des expériences de Genneté sur le cours
des fleuves, et la réfutation par Bonati; des remarques d'Eus-
tache Manfredi, sur ’élévation continuelle du fond de la mer,
un discours d’Eustache Zanotti sur la disposition du lit des fleuves
prés de leur embouchure, un mémoire de Bolognini sur les
marais Pontins.

Le tome VII, a pour objet différens torrens d’Italie, et un
ouvrage de Frisi, sur la maniére de régler les fleuves et les
torrens, nous en parlerons ci-apres.

Le principal ouvrage du recueil italien est Traité de la na-
ture des fleuves. Voici la notice qu’en donre le cit. Bossut dans
son Hydrodynamique, tome Il. page 445. Ce traité qui eut dans
son temps la plus grande célébrité, mérite encore aunjourd’hui
Iattention des savans hydrauliciens; et Eustache Manfredi en
a enrichi les dernidres éditions de mnotes instructives.

Il est évident que I’ean prendra du mouvement, pourvu quelle
soit plus élevée que 'endroit vers lequel elle est supposce avoir
la liberté de s’étendre. Ainsi un fleuve dont la surface est ho-
rizontale, ne laissera pas de s'écouler il a une décharge placée
un peu plus bas que sa surface: dans I'état physique et actuel
des choses, les lits des riviéres sont inclinés, du moins dans
la plus grande partie de leur étendue. Lenrs différentes incli-
naisons et leur sinuosités dépendent de la résistance du fond
et des obstacles que l'eau rencontre.

L’eéau d’une riviére, en frottant contre le fond et les bon.fls
du lit, en détache nécessairement de la terre qui est emportee
par le courant; ainsi la riviére doit s’approfondir et g'élargir ,

’

tant que la force de ’eau n’éprouvera pas une resistance égale
qui la détruise. Mais comme le lit de la riviére, en s'agran-
dissant perd peu-a-peu de sa pente, que la vitesse primltive-
ment acquise diminue par les coudes du lit on par d’autres
obstacles ; qu'au contraire, les terres A une plus rande pro-
fondeur, ont plus de tenacité : il arrive enfin que ?a force des
eaux, et la résistance des terres se mettent sensiblement en
équilibre. Si yous Placez quelqu’obstacle dans la riviére , la force
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de I’eau luttera contre cet obstacle et rétablira peu-3-peu, d’une
maniére ou d’autre, I'état d’équilibre.

Les flenyes doivent plutdt cesser de s’approfondir que de §'é-
largir ..car deux causes, la tenacité du fond et la diminution
de la vitesse concourent a rallfentlr ou a empécher tout-i-fait
’approfondissement dfl lit ; mais en méme-temps la dimination
de la pente et de la vitesse doit faire augmenter la_hauteur de
Ieau dans la riviére , d’oi résulte une augmentation dans la
pression, et par conséquent aussi dans le frottement qui tend
A emporter les terres des bords, on 2 les faire ébouler dans la
rividre, C’est par cette raison que toutes choses d’ailleurs égales,
les fleuves qui coulent dans des lits de matiéres homogenes et
de peu de consistance, sont beancoup plus larges que profonds:
tels sont par exemple, le PO de la Lombardie, etle Réno.

Tous les fleuves ne forment pas leurs lits de la méme maniére,
car il est certain, par exemple qu'un méme courant creuse et
emporte plus facilement un fond de sable, qu’un fond composé
de craie ou de gravier. Mais supposons que la force de I'ean
et la résistance du terrein soient données, et voyons l'effet précis
qui doit résulter de la combinaison de ces deux forces.

Qu’on se représente pour cela, plusicurs plans de méme lon-
gueur et différemment inclinés & I'horizon : supposons ensuite
un. corps grave qui les parcoure successivement. 1l est évident
que la pesanteur relative du corps en quesfion est d’antant plns
grande , que le plan sur lequel il se meut, approche plus d’étre
vertical, S1 maintenant on imagine que les plans proposés sont
hérissés de pointes qui résistent au mouvement du corps on
verra que pour imprimer A ce corps une méme vitesse il fandra
ajouter & la pesanteur relative une force étrangére d’autant plus
grande que la pesanteur relative est plus petite, ou que le plan
sur lequel le corps est posé approche plus d’étre horizontal.
Les obstacles répandus sur les plans résistent donc, toutes choses
d'ailleurs égales, avec d’autant plus davantage que les plans
approchent plus d’étre horizontaux. 1l en est de méme du terrein
qui forme le lit d’une riviére : plus le lit approche d’étre hori-
zontal , plus il a de consistance ; et plus par conséquent , il
oppose d’obstacles la' force du courant.

Il suit dela, que s1 I'inclinaison duvfond du it est suffisante
pour empécher la corrosion que la force du courant tend a
produire, et que cette derniére force vienne 2 augmenter , elle
tendra, par cette augmentation, a creuser le lit et a I'élargir.
Or, lorsqu’une section transversale et perpendiculaire au fleuve
augmente , la vitesse diminue nécessairemert , ou répond & une
moindre pente. Ainsi, 4 mesure qu'un fleuve s’éloigne de sa
source ou s'approche de la mer, et que sa quantite d’eau ou
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sa force wient & amgmenter, il doit nécessairement pcrdrc de
plus en plus de sa pente , comme }'expcrmncu le fait voir. Dela
vient principalement que si plusiears fleuves se réunissent, le
lit cowmun a moins de pente que n'en avolent les litg par-
ticuliers des mémes fleuves avant leur réunion.

Lorsqu'un fleuve contient par tout la méme quantité d'eaun,
le fond peut éire considéré comme rectiligne sur une étendue
peu considérable ; mais sur un long espace, ce fond forme
réellement une courbe que l'on peut regarder comme une spi-
rale dont les tangentes font par tout des angles égaux avec
les perpendiculaires correspondantes , tirées du centre de laterre,
qui est en méme temps le centre de la spirale. Si deux fleuves
inégaux en masse, ont des vitesses égales, le plus considérable
auraunemoindre pente ,toutes choses d'ailleurs égales ; puisqu’a-
lors la plus grande force du courant doit étre contrebalancée
par une plus grande résistance, qui provient d’une moindre
inclinaison du lit.

Lorsqu'une riviére 4 la force primitivement acquise de corro-
der le fond subséquent ; ce fond finira par devenir horizontal ;
car., si 'on prétendoit qu'il pit conserver quelque pente un
peu sensible, il en résulrcrullt une augmentation de vitesse ,
et par conséquent aussi de force. Or, dans son premier état
le courant pouvoit corroder le fond. Donc sa force ayant aug-
menté , il n’en sera que plus capable de produire le méme
effet, et par conséquent de rendre le fond horizontal.

Dela il suit que si la force de I'ean vient & augmenter, la
grandeur du lit angmentera: mais sa sitnation horizontale ne
sera point changée, pourvu que la résistance du terrein soit
la mé&me, et que lesautres circonstances soientanssi les mémes.

Si le lit d’un fleuve, étant devenu horizontal dans une partie,
vient & se rétrécir dans la partie suivante, il se formera d’une
partie 4 V'autre une contre-pente dont I'angle sera continuel-
lement rongé; et le lit dans la seconde partie tendra vers la
position horizontale, Mais il pourra se faire que la force de
'eau ne soit pas capable de I'y amener entiérement, et qu’il
conserve de la pente. Il peut arriver d’ailleurs une multitude
de variétés , soit par I'accroissement des eaux , 501t par le trans-
port des mati¢res quelles entrainent et quelles déposent suc-
cessivement.

L’auteur ayant établi que la résistance du terrein étant donnée,
plus le courant a de force, moins la riviére a de pente, il cone
clut réciproquement que la force du courant étant donnée, plus
la tenacité du courant est grande , plus la riviére aura de pente.
Dela vient que les fleuves dont le fond est composé de craie
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ou de tuf , ont plus de pente que ceux dont le fond est de
sable ou de limon.

Lorsque Je fond sera composé de pierres, de gravier et autres
matidres que l'ean peut en’tra"tnEr, la pente sera d’autant moindre
que les parties dont il s'agit auront moins de pesanteur spé-
cifique ; car moins ces parties sontpesantes, moins elles rdsistent
4 leau, et plus la riviére a de force pour creuser le lit et le
rendre horizontal. De plus, la figure des mémes parties peut
présenter plus ou moins d'obstacle au choc de I'ean : ce qui doit

roduire encore des variétés dans la vitesse et dans la pente.
{Es fleuves qui coulent entre des montagnes, on dont le fond
est de roc, doivent avoir, et ont en effet, plus de pente que
les Hlenves qui coulent dans les plaines, parce que le fond de
ceux-ci est extraordinairement composé de sables,

Comme la plupart des fleuves, dans la partie supérieure de
leurs cours ont leur lit rempli de grosses pierres, et gue ces
pierres vonten diminuant de grosseur 4 mesure qu'on s'¢loigne
de la source ; on voit que dans les fleuves qui roulent ainsi sur
un fond pierreux, ce fond doit former une courbe concave,
qui, en s’éloignant de la source fait des angles de plus en plus
petits avec 'horizon. Si un fleuve se ment entre des montagnes,
sur un fond composé de pierrailles, et qu’ensuite dans la plaine
le fond soit composé d’un sable peu uniforme le fond entier
sera composé de deux courbes, l'une concave , 'autre convexe ,
et qui se raccordent.

Siun fleuve court sur un fond qui résiste & Pexcavation, et
que cette excavation, pour &tre portée au point requis par la
force du courant combinée avec la résistance du terrein demande
un certain temps; qu'ensuite on suppose quavant qu'elle soit
achevée, le fleuve regoive de la nouvelle matiére, de méme
espece que le fond ; le fleuve tendra & emporter cette maticze,
ou a creuser de nouveau le fond : de sorte qu’on pourra regarder
le fond comme établi entre deux termes, dont l'un répond a
la plus grande hauteur que la nouvelle matiére peut occasionnner,
Vautre a la plus. grande profondeur oun Pexcavation est réelle-
ment portée. On sent assez que 'élévation et I'abaissement de
Peau produisent des variétés dans la force du courant. Majs
dans toutes ces choses, il faut prendre des résultats moyens.;

Un torrent qui vient se jeter dans vn fleuve y apporte non-
seulement de l'ean, mais encore des matidres étrangéres, d'ou
résultent des changemens dans le lit du fleuve : il est clair, par
¢e qui précede, que plus la durée des crues du torrent sera
Petite, et plus les crues serontpetites; ou plus I'un et lantre
auront lieu A-la fois, et moins le fleuve aura de pente.

Lorque les matiéres étrangeéresa l'eau, apportées par le torrent

4
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viendront & tomber au fond du fleuve, elles V'exhausseront
nécessairement: quand le cours du torrent cessera, ces matiéres
seront corrodées et emportées par le courant du fleuve. Si pour
produire cet effet il faut plus de temps qu'il ne s'en écoule
entre deux affluences consécutives du torrent, le fond ne pourra
Iias dtre réduit A la moindre pente que demandent la force
de 'eau et la résistance du terrein ; mais ce fond s’établira entre
deux termes; dont 'un est celui qui répond & la plus grande
corrosion que peut faire 'eau de la riviére; l'autre est celui
qui répond A la plus grande élévation que peut produire la
matiére apportée par le torrent.

Le cit. Bossut donne également une notice des autres ouvrages
contenus dans le Recueil italien ; il faut voir sur tout le ju-
gement qu’il porte sur 'ouvrage du P. Frisi.

Mais I’ltalie n’a pas fourni d’ouvrage plus complet que celui
dn P. Lecchi, ingénieur célébre du Milanez. Idrostatica esa-
minata ne’ suoi principi, e stabilita nelle sue regole della mi=
nera delle acque correnti. Dal P. Antonio Lecchi, della comp.
di G. Milano , 1765, in-4°. 460 pages. Cependant il convient
que son principal but a été de déterminer les savans 2 faire
des recherches sur une matiére encore trés-neuve, et de sou-
mettre lui-méme & un examen plus rigoureux ce que les phy-
siciens et les géométres en ont pensé et écrit depuis prés de
deux siécles; de reconnoitre la vérité ou l'incertitude des pre-
miers principes de I’hydraulique adoptés jusqu’ici, de séparer
les véritables de cenx qui ne sont que doutenx , et donton n’a
fait usage que trop souvent, ll traite d’abord des vitesses et
de la quantité, soit absolue, soit relative de I’eau qui sort par
les ouvertures des vases et des réservoirs , suivant les différentes
hauteurs. Il cherche ensuite avec soin si cette loi peut s’appli-
quer aux grands volumes d’eau qui coulent dans les canaux
et dans les fleuves. Enfin, il démontre les régles de pratique
les plus stires pour la division et la mesure des eaux courantes.
Nous allons reprendre ces trois grands objets, et dopner une
idée de la maniére dont I'auteur les a remplis. Avant de traiter
de la loi des vitesses, le P. Lecchiexamine les différens moyens
que les auteurs ont employés pour connoitre les {013 du mouve-
ment des fluides, les uns, @& priori, ont cherché par les prin-
cipesgénéraux de la mécanique, la vitesse que doit avoir chaque
particule d’eaun en sortant d’une ouverture qHEIConque suivant les
circonstances. Mais cette méthode est extrémement incertaine
et arbitraire, comme 'on en peut juger par les différences qui
se trouvent entre les auteurs qui I'ont employée.

Lesautres ont cru pouvoir rapporter la vitesse , avec laquelle
'eau s'écoule d'une ouverture, & la seule pression du fluide su-
périeur :




;
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périeur : de ce principe on a conclu que la vitesse étoit propor-
tionnée 3 la hauteur de ’eau contenue dans le vase; tel estle sen-
timent de Castelli. D'auntres en ont conclu que les vitesses ¢toient
seulement comme les racines de ces hauteur;. Enfin, il yena
qui se sont figuré que cette vitesse étoit l'effet d’une chute na-
turelle , semblable 4 celle de tous les corps graves, et sujette
aux mémes degrés d'accélération. Mais il y a eu des auteurs
plus sages qui prenant la question & posteriori, et partant
de lexpérience actuelle y ont cherché quelque loi générale
qui, par la nature desfluides put étre supposée ayoir lien toujours
dans leurs mouvemens. I’auteur s’occupe donc A réfuter les
théories de tous ceux qui n’ont pas employé expérience pour
les appuyer, tels que Castelli, Varignon, Newton, Maclaurin,
’sGravesande, Euler, Bernoulliet d’Alembert. Il fait voir quelles
sont appuyées ou sur des principes indirects, ou sur diverses
hypothéses arbitraires. Mais ce qu’ily a de fiAcheux, c’est quil
conclut, ainsi que d’Alembert, qu’on ne peut espérer aucune
théorie générale du mouvement des fluides.
_ Le paralogisme de Castelli et de ceux qui ont suivi son sen-
timent est prouvé par le P. Lecchi, d’une manidre assez satis-
faisante : il est bien vrai que la gravité est la méme dans les
solides et dans les fluides : elle est la cause en yertu de laquelle
les corps étant arrétés par un plan, le pressent, et étant libres
descendent par un mouvement accéléré, Mais il faut bien dis-
tinguer l'effet de la pression d’un fluide ou d’un solide soutenu
en repos d’avec l'effet de la pesanteur. Dans le premier cas,
la pression du fluide est bien proportionelle & sa hauteur et a
54 gravité spécifique , parce qu'il est employé tout entier A presser,
mais dans le second cas, la vitesse n’est point proportionnelle
a la hauteur et a la gravité spécifique du fluide, parce que
la hapteur va toujours en diminuant tandis que le mouvement
g'accélére toujours par la chute; deld naft une progression de
gravité et une de pression; la premiére dont les accroissemens
sont égaux, la seconde dont les accroissemens sont toujours
de plus en plus petits, Ainsi, dans 'un et 'autre cas les vitesses
sont proportionnelles & la somme des actions successives , les=
quelles ne Provicnnent pas de la pression la plus forte, qu’il Y
avoit au commencement , mais de toutes les actions successiver,
Ainsi, quoique la premiére pression ait été proportionnelle &
la hauteur du fluide, on ne doit pas conclure avec Casteli que
la yitesse produite doive &tre proportionnelle & cette hautear.
ecchi examine si du méme principe de la pression des {luides
On peut tirer une doctrine toute opposée 2 la précédente, comme
Varignon I'a fait, en supposant que la vitesse des eaux qui s'é-
goulent des vases suive la proportion. des racines des hau-
Lome 111, I -
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teurs. Sa démonstration conduit 4 une conséquence différente
de celle de Castelli, mais qui-est fondée sur le méme principe :
que les pressions sont comme les hauteurs des colonnes qui
pressent. Il y a dans Varignon une équivoque semblable a celle
de Castelli : il ne distingue pas le passage du fluide de l'état
de repos 4 celui du mouvement, qui fait diminuer la pression ,
et l'on peut démontrer que les pressions pendant le premier
instant de ce passage sont diminuées proportionnellement Ala
hauteur primordiale qui avoit lieu dans l'état de repos. La ca-
taracte dont Newton se servit, le bouillon d’eaun employé par
Jean Bernoulli et la démonstration prétendue de Herman, ren~
fermoient de nouvelles incertitndes.

Il s’agit ensuite de Vhypothése adoptée par Newton , et par
d’autres écrivains qui considérent toutes les circonstances du
mouvement de I'ean qui sort d’un vase, comme si elle étoit
tombée réellement depuis la superficie jusqu’a l'ouverture avec
un mouvement aceéléré. Clest de cette considération que Newton
déduit sa cataracte, hypothése qu’il applique ensuite au mou-
vement de 'eau ; mais ces suppositions et leurs conséquences
sont détruites par les expériences de Guglielmini, et Manfredi,
et ne peuvent se concilier avec la multitude des forces qui se
combinent dans 'écoulement d’un fluide et qui, I'éloignant de
Yétat d’un solide, rendent trés-différente la loi de son mou-
vement. Quoique la figure de la cataracte de Newton se réduise
suivant ses commentateurs, A une hyperbole du cinquiéme degré,
on en démontre l'insuffisance par plusieurs raisons, par les ex~
périences de Bernoulli, et par celles de T'auteur.

Quant 4 'hypothése de Jean Bernoulli, Lecchi fait voir qu’elle
est contraire aux loix de I'hydrostatique. Le mouvement de
plusieurs corps qui agissent mutuellement les uns sur les autres,
& quelques distances, est trop au-dessus des forces de la géo-
métrie pour qu'on puisse jamais espérer une théorie du mou-
vement des eaux , déduite des principes de la mécanique. Ausst
d’Alembert, nous dit-il, page g5, de son Traité des fluides
qu'il seroit difficile de démontrer ses suppositions d’une mamere
rigoureuse , mais qu'il faudroit renoncer i toute théorie sur
le mouvement des fluides si on refusoit de les admettre. Le P.
T.ecchi examine les différentes théories & _pf'ff’”' , fondées sur
des principes indirects, ou sur des suppositions secondaires ,
comme celles de Jean, et Daniel Bernoulli, de Maclaurin, de
&’ Alembert. Telles sont encore la conservation des forces vives,
appliquée pa.r_Bemoulli au mouvement des fluides , les nou~
velles suppositions que Daniel Bernoulli et d’Alembert ont ajou-
tées A ce principe. Parmi les dernidres , il met le parallél’sme
des couches, qui ne sauroit avoir lieu que quand le trou esk
extrémement petit, et la hauteur trés- ‘rande.
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Ainsi l'auteur a épuisé la célébre question de la force
de l'eau qui sort par l'ouverture d’un vase. Newton dans la
trente-sixiéme proposition du second livre de sa Philosophie
Naturelle , édition de 1713, trouva par son calcul une force
double de celle qu’il avoit trouvée dans sa premiédre édition-
Depuis ce temps-la on n’a guére été plus d’accord. I’auteur
examine la décision de Daniel Bernoulli, la distinction entre
I’état de repos et celui de mouvement, les méthodes différentes
employées par les' commentateurs de Newton et par Manfredi.
1l établit I'état de la question, la doctrine des forces, leur ap-
plication 4 la mesure de la force de l'eau qui sort des vases
suivant Newton , Manfredi et Bernoulli; les exceptions que chacun
admet, la mesure du solide hyperbolique, formé par le cata-
racte de Newton , qui est le double de celle d'une simple colonne
d’eau qui sort.

Il traite ensuite de la pression qu'un fluide en mouvement
exerce contre un corps solide. Aprés différentes comparaisons
de résistances et de pression, le P. Lecchi déduit la loi fon-
damentale de la résistance des fluides, d’un principe qui lui
paroit plus simple que celui de d’Alembert ; il expose les prin-
cipes de chaque théorie, leur application quoique sans calcul,
et le défaut général de ces différentes hypothéses. 11 donne
une idée des nouveaux calculs de Newton, de Bernoulli, de
d’Alembert, des différences de leurs résultats , des abus de I’a=
nalyse fondée sur des suppositions arbitraires, et de l'esprit de
systéme trop dominant dans les écrits des modernes. Il compare
les formules analytiques de d’Alembert avec les expériences de
Kraft ; enfin, il conclut qu'on ne sauroit espérer une théorie
certaine, et qu'il faut s'en tenir & 'expérience en distinguant
les différens cas ou elle a lieu. A cette occasion il parle de celles
qul ont été faites par Mariotte, par ’Académie des Sciences
c!e Paris, et par celle de Pétersbourg , et de la maniére de per-
iectionner en général ces sortes d’expériences.

L'usage des expériences, pour trouver la loi du mouvement
d’un fluide qui sort d’un vase, fait la matiére d’un chapitre.
Le P. Lecchi réfute ce que disoit Poléni, que I’expérience est
insuffisante sans le secours de la théorie, et il examine quelle
sorte d’analogie a la force de preuve. On y trouve ensuite une
comparaison des expériences de Toricelli et de Mariotte dans
les jets d’eaux , les variations de hauteurs et leurs régles. Le P.
Lecchi résout aussi la difficulté de Manfredi qui prétendoit trou-
ver une différence sur le temps de la chute des solides et des
fluides. 1| donne la maniére de trouver la vitesse respective et
absolue des jets horizontaux. Il rapporte les observations de
‘sGravesande , de Newton , du P. Boscoyich , le résnltat de leurg
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calculs , les exceptions qu'll y faut faire, les défauts qu’il trouve
dans quelques expériences de Bernoulli et de Kraft, et les at-
tentions qu'il fautavoir pour tirer quelque chose des observations.
Dans un autre chapitre, le P. Lecchi explique la fagon de
déterminer par expérience si la quantité d'ean qui sort par
Pouverture d’un vase, est proportionnelle & la vitesse et a la
surface de 'ouverture; les expériences de Guglielmini et dela
plupart des auteurs se bornent au seul cas des ouvertures qui
sont trés-petites, semblables, et semblablement sitnées. 11 fait voir
le danger de se tromper quand 'ouverture est grande et voisine
de la surface; le changement dansle centre delavitesse moyenne,
la grande difficulté entre Grandi et Manfredi, au sujet de la
vitesse de l'eau sortant des vases, la moitié moindre que celle
des corps solides qui tombent d’une hauteur égale a celle de
la surface de l’eau; la solution de Newton, la limitation de
sa doctrine, reconnue par ses commentateurs , par Bernoulli
et par Poléni: cette premiére partie du livre du P. Leechi finit
par des détails sur Veffet que produisent les tubes ajnstés aux
ouvertures suivant leur position oun leur longueur, et par de
nouvelles expériences sur les différentes quantités d’eau qui,
avec une parabole de m&me amplitude , sortent par des tuyaux
dont on fait varier la position, la figure et la longueur.
Lecchi, aprés avoir donné tout ce quil pouvoit de théorie
passe aux expériences; il examine d’abord si l'on peut faire
usage pour la vitesse des fleuves, de la régle qu'il a établie
dans sa premiére partie pour les eaux qui sortent par les ouver-
tures des vases, savoir que ces vitesses sont comme les racines
des, hauteurs; il cherche si cette régle peut servir dans les
fleuves , du moins en substituant & la hauteur réelle de la source
une certaine hautenr équivalente. A cet égard ’expérience montre
une trés-grande différence entre les loix des vitesses dans les
eaux qui coulent librement par des ouvertures et celles qui sortent
des lacs ou étangs par des canaux rétrécis. Il y a a ce snjet
des expériences remarquables de Poléni, par lesquelles on sait
que la seule apposition d’'un canal a 'ouverture d’un vase,
avugmente la quantité d’ean qui en sort, quoique le diamétre
de Vouverture n’ait pas changé. L’auteur ajoute a cela divers
’;‘-h?rlgemens qui arrivent suivant la différente longueur des tubes;
il indique plusieurs expériences qu'on pourroit f2ire, il donne
une démonstration du théoréme fondamental de Guglielmini et
de Grandi. Il montre Vincertitude de la table de Guglielmini, la
différence des vitesse entre celles qui tombent librement et celles
qui coulent dans les canaux. Il y a une action et une réaction
dans le total du corps d’un fleuve, qui rend son cours bien dif-
{érent de celni d'une eau abandonnée 2 sa seule pesanteur.
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Dans un autre mémoire , le' P. Lecchi parle de l'altération
que la résistance cause a la vitesse de Peau d’un canal , et de
Vorigine équivalente admise par Grandi pour en calculer la
vitesse. Il attaque I’hypothése de Grandi sur la résistance du
fond d'un canal ; il se sert ici d’'un caleul du P. Boscowich
sur la chute d'un fleuve qui fait cascade prés de Rimini, et
qui per.d en peu de temps une partie considérable de sa vitesse :
on avoit soutenu a grand frais les eaux du fleuve & une hau-
teur fort grande, espérant que, par la vitesse de sa chute, il
viendroit nettoyer le port et en entrainer le gravier que le
métauro y avoit amoncelé : mais toute cette dépense fut inutile,
car 3 un demi mille de la cascade, la vitesse dtoit réduite a
deux pieds par seconde ; vitesse trop petite pour produire 'effet
qu'on en avoit attendu. La pente de la Loire est plus grande
que celle de la Seine, et cependant la vitesse est plus petite,
ce n’est donc pas la pente qui régle la vitesse. Le P, Grandi
se replioit pour saunver cette difficulté , conserver I'hypothése
de la Table parabolique , et déterminer la hauteur équiva-
lente de la chute des eaux. Mais le P. Lecchi proive que de
toute fagons I'hypothése est défectueuse. Les différentes vitesses
sont exprimées par des courbes trés-différentes entr’elles.

Dans un autre mémoire on voit que les observations immé-
diates donnent des phénoménes absolument contraires i 1'ex-
pression parabolique des vitesses croissantes comme les racines
des’ hauteurs. Mariotte trouva que dans un canal de trois pieds
d’eau la vitesse étoit tomjours plus grande 4 la surface, et il
en donna la raison , mais sa théorie se borne aux senls cananx
qui ont peu de profondeur. Le P. Lecchi a fait diverses ex-
Périences avec une boule suspendue & un fil dont les écarts,
par rapport a la verticale, indiquent la vitesse de l'eau & diffé-
rentes profondeurs. Il a tronvé que les vitesses dans différentes
parties d’'une méme section verticale étoient trés-irréguliéres,
et que le total ne pouvoit étre représenté par un solide para-
bolique.

Il examine la méthode proposée par Pitot pour mesurer lg
vitesse des eaux courantes, et les observations de cet acadé-
micien. Il donne la description de sa machine, les raisons hy-
dmstatiques des effets quelle produit. Il fait voir I'incertitude
de la table qui en résulte', les corrections qu’on powrroit y faire.
Il entre dans I’examen des observations de Zendrini et de Ma-
riotte, contraires au résultat de Pitot; la difficulté consiste prin-
Cipalement a savoir si dans le cas du fluide en mouvement
4 pression se fait de la m@me maniére que quand le dluide
Cﬁtlfpm obile, ce qui exigeroit encore de nouvelles ohservations.

instrument le plus propre & mesurer les yitesses de Veau
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est une boule suspendue & un fil qui marque sur les divisions
d’un quart de cercle la déviation par rapport a la perpendi-
culaire. Mais il y aeu sur le calcul qu'ontire de ces observations
des difficultés entre les auteurs; Guglielmini a fait une sup-
position qui a été contredite par Zendrini, Herman, Manfredi ,
et qui est véritablement fausse. Aussi le P. Lecchi donne des
moyens de rectifier cetinstrument. Il en borne I'usage aux vitesses
respectives, et A celles qui ne sont pas trop petites. Il donne
la maniére qui lui a paru la plus sure pour déterminer avec
cette machine la loi des vitesses absolues. En conséquence, il
corrige les expériences de Zendrini sur la méme maliére.

La réputation de Zendrini exigeoit qu'on discutdt ses travaux
avec une extréme attention ; on voit que les principes de son
calcul analytique et la construction de sa table sont également
suspects ; les loix qu'on en déduit pour la vitesse des eaux cou-
rantes ne s'accordent point entr'elles. Sa formule pour trouver
le punto di sublimata , ou V'origine équivalente de la chute d’un
fleuve conduit 4 des conséquences absurdes. Le P. Lecchia donc
été obligé d’opposer de nouvelles expériences a celles de Zen-
drini ; il démontre par leur moyen que la table de Zendrini
pour les vitesses peut se combiner avec toute sorte de paraboles ,
mais mon pas avec une seule parabole déterminée qui donne
des vitesses ahsolument égales & celles qui résulteroient de la
hauteur équivalente. Il n'est donc pas possible d’assigner une
loi déterminée pour les vitesses des fleuves, Parmi les raisons
qui s’y opposent, il en est une qui fait la matidre d’un chapitre,
et qui est extrémement considérable, c’est le regorgement des
eaux qui sont retenues ou génées par quelques obstacles. 11 est
encore plus difficile d’assujettir ce phénomene a une loi, gqu’il
ne I'étoit pour le cours ordinaire d’'un fleuve. Les causes en
sont trop diversifides et trop irréguliéres. Le P. Lecchi réfute
ce qu'ont écrit la-dessus Grandi, Guglielmini, Manfredi, Poléni.
Il n’entreprend pas cependant d’y substituer ancune espéce de
théorie ; les conditions du probléme sont en trop grand nombre,
et les observations en trop petit nombre. :

Ainsi la seconde partie de cet onvrage a été employe a traiter
des instrumens et des méthodes que I'on doit employer ou rejet-
ter dans la mesure des vitesses. Dans la troisiéme, Vauteur re-
cueille le fruit des deux premiéres, au moyen des régles de
pratigne qu'on y trouve pour la mesure des eaux, Soient quelles
sortent par des ouvertures, soit quelles coulent dans des canaux.
1l s’étend de préférence sur les méthodes qu’il a en: occasion
lui-méme’ d’employer, et qui lui ont paru les plus commodes
dans la pratique. Le premier article est rempli par une lettre
du P. Boscovich en réponse  la demande que I'auteur lui avoit
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faite de son avis sur les principes que on peut établirdans les
Régles pratiques de la mesure des eaux. On y trouve la maniére
de calculer la quantité d’eau qui doit sortir par une ouverture
de figure quelconque : 1l trouve par exemple, que de trois ou-
vertures égales en surface, l'une tnanfu]aire avec la base a la
surface supériecure de l'eau, la seconde rectangulaire, la troi-
siéme en triangle , dont la pointe soit en haut, il doit sortir des
guantités d’eau qui sont comme les nombres 4, 5 et 6.

Par le second article, le P. Lecchi passe a une maniére de
calculer la quantité des eaux courantes dans des canaux; il en
donne une plus simple et plus & la portée des ingénieurs que
les méthodes connues; il explique différentes attentions de
pratique sur l'usage de la boule qui sert a trouver les vitesses
moyennes. 11 fait voir le danger qu'il y a de faire la boule, ou
trop légére , ou trop pesante ; il donne des régles pour la quan-
tite ou elle doit étre ‘plongée, pour sa tension et pour son éloi-
gnement de la perpendiculaire. 1l fait la comparaison de diffé-
rentes wéthodes pour mesurer la vitesse & distance égale de la
surface ; il montre les difficultés d'y employer les formules de
Cotes; il donne la méthode facile et commode pour déterminer
la vitesse qui tient le milieu entre les autres vitesses moyennes
de chaque ligne verticale .d’une section de canal. Enfin, il fait
voir qu'on trouve la guantité respective d’eau qu’il y a dans
deux fleuves , au moyen de ce théoréme, que lenrs masses d’ean
sont en raison composées de la surface des sections et de leur
vitesse moyenne , et il rassemble, dans un sevl exemple du
fleuve Chiése, plusieurs régles-pratiques pour la division et'la
mesure des eaux. On y voit la méthode que le P. Lecchi a sou-
ventemployée dans les canaux de dérivation et les régles qu'on y
observe. Par exemple, on doit tenir compte non-seulcment de
la grandeur de I'ouverture, mais de la difiérente vitesse qu'elle
prodmt , et de la situation du centre de l'ouverture par rapport
a la surface de I'ean; les canaux dans lesquels les eaux sont regues,
doivent avoir une pente uniforme sur un assez long espace.

Pour tirer des eaux d’un fleuve, on doit placer Pembouchure
du canal de maniére que le courant du fleuve ne I'enfile pas
directement, mais lui soit paralléle du cté de la source sur une
une certaine distance ; il faut aussi conserver la hauteur d’eau
qui a été régjce, quand méme les eaux du fleuve s'¢lévent on
s’abaissent. Quand on veut partager les eaux d’un canal , on doit
s'assurer d'une vitesse uniforme, soit & 'entrée , soit A la sortie
de la division ; enfin, quand on a formé les séparations avee
les régles les plus siires, il faut vérifier la quantité d’eaa qui en
resulte et corriger les erreurs inséparables de ces grandes opé=
rations de pratique. Le P. Lecchiindique 3 gette occasion 'usage




so4 B F 5 TS0 1ORGR

d’un pendule simple, nageant da]:}s I'eau, dont la vitesse peut
représenter la vitesse moyenne de I'eau dans laquelle il est plongé.
Le P. Cabeo en avoit donné une idée dans son livre des Aé-
téores ; mais le P, Lecchi en perfectionne l'usage et indigue les
attentions nécessaires que I'expérience lui a indiquées pour tirer
parti de cet instrument.

Le livre du P. Lecchi est terminé par un appendix fait posté-
rieurement au corps de l'ouvrage, et destiné A en éclaircir et
détailler quelques parties; il y donne l'usage d’un régulateur
ou espéce d'empellement qui barre un canal, et qui peut se
rétrécir on s'agrandir ponr faire diverses expériences sur les

nantités d’eau qui y coulent; une méthode, plus simple que
celle de Castelli, pour calculer la quantité d'ean par I'hypothese
parabulilp'lég effet que produit la différente forme des ouver=
tures que 'on peut faire A un canal pour en détournerune partie.
Cest Vobjet d'un ouvrage entier de Poleni, intitulé de Castellis
ot il y a beaucoup de bonnes observations; cependant le P.
Lecchi ne croit pas, avec lui, que l'eau sorte avec la méme
vitesse quand elle est recue A la sortie du canal entre deux murs
paralléles, ou entre deux murs convergents , surtout si la figure
de ces deux murs estun peu différente dans les deux cas.

La petite notice que nous avons donnée de ce livre, suffit
pour faire voir qu'onn’en a guére d'autres ou la pratique de I'hy-
draulique soit traitée d’'une manicére si detaillée et aussi utile aux
ingénieurschargés de la conduite, dela mesure et de la distribation
des eaux: on n'en devoit pas moins attendre d'un mathéma-
ticien occupé depuis long-temps, par ¢tat, de ces sortes de tra-
vaux , et associé, pour ainsi dire, avec un des plus grands geo-
métres de 'Europe, le P. Boscovich qui examina cet ouvrage et
contribua 4 sa perfection. Le P. Lecchi lui-m&me avoit toujours
joint la thérorie a la pratique du génie, ce qui lui procura
les plus grands succés dans tous les travaux qu’il exécuta en
Italie.

Le P. Frisi avoit aussi été consulté souvent sur les rivieres
d’Italie , et son livre mérite attention : il approfondit une ques-
lion intéressante , souvent agitée , et que personne n’avoit encore
¢éclaircie comme il le fait.

Elle consiste & savoir si les sables que les riviéres trans-
portent, viennent de la pulvérisation des pierres, ou sl ce sont
des corps originaires répandus ¢ et1a comme les pierres. Gugliel-
mini observa quen descendant une riviére,, on rencoptre d’aTlord
de grosses pierres d'une forme irréguliére ; ensuite des pierres
rondes , successivement plus petites; puis du _gravier gros et
menu ; enfin , des sables et de la terre pure: il en conclut que
les sahles n’étoient autre chose que de petits morceaux de pierres
décomposées ;
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décomposée ; ce qui, 4 son ayis, est d’autant plus vraisemblable,
que plusieurs pierres sont composces de gravier. 1l pensa que 1'0
poli des graviers des riviéres étoit une preuve évidente de la bri-
sure de leurs angles ; que le bruit que font les graviersdes riviercs
est plutdtproduil par le chocdeces graviers, que par celuj de ’cau
et de I'air ; que les pierres, en se choquant et en se froissant les
unes les autres, s'arrondissoient, diminuoient de grosseur, se
résolvoient peu-d-peu en gravier ; et qu'enfin une partie de ces
graviers se réduiscit en sable, Le P. Frisi combat toute cette
doctrine , il soutient que les graviers et les sables sont des corps
originaires répandus par tout le globe terrestre ; que les pierres,
en roulant dans le lit d’une riviére, peuvent bien s’arrondir et
se polir; que semblablement les graviers peuvent s’atténuer ;
mais que tout cela a des limites, et que jamais les pierres et les
graviers ne peuvent, par le froissement mutuel , se résoudre en
sable. Ainsi, selon lui, la raison pour laquelle on trouve dsns le
lit des riviéres, les pierres, les graviers, les sables, dans l'oidre
observé par Guglielmini, se tire de la diminution de la chite
et de la vitesse des eaux courantes qui , abandonnant dans les
parties supérieures, les pierres les plus grosses et les plus irré-
flllif"i'es , € peuvent transporter ade plus grandes distances que
es pierres rondes et les graviers, par degrés, tonjours plus petits.
l.e P.Frisi éiablit son opinion, 1° sur ce que I'on trouve par
tout dans les montagnes et dans les plaines des sables entiére-
ment semblables 4 cenx des riviéres ; d’on il résulte que tous
ont une méme origine , indépendante du frottement des pierres ;
2°. sur ce que le frottement mutuel des pierres, dans une riviére,
quelque violent qu’il puisse étre,n’est pas capable de produire du
sable : assertion que 'auteur prouve par des expériences , ou un
frottement plus fort que celui qui a lien dans les riviéres les plus
rapides, n’a jamais pu donner un véritable sable.
uglielmini, en partant de son systéme, et supposant de plus
que la brisure des pierres pouvoit s’opérer dans l'espace compris
entre l'origine de la riviére et la derniére limite des graviers ,
s'étoit persuadé que lorsqu’il survenoit de nouveaux graviers, ils
ne devoient point faire hausser le lit de la riviére, et que la quan-
tité de ceux quon retiroit de la riviére, pour divers usages,,
absorboit A-peu-prés cette augmentation. Au contraire, dit le
P. Frisi, si les pierres et les graviers ne se résolvent point en
sable', et n'arrivent point jusqu'a la mer, mais restent dans le lit
des riviéres, comme ils y ont eté transportés dans les crues d’eau,
€e sera une conséquence nécessaire que le fond des riviéres doit
se rehausser continuellement dans les lieux ou elles coulent sur
€ gravier, et ¢’est ce qui est conforme aux ohservations:
Nous avons vu que les Italiens font un grand usage de la table
Tome 111 Vyvy
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[Jaraholique; elle avoit été donnée par le P. Grandi, dans son
excellent ouvrage sur le Cours des eanx , et elle a été publide
encore et étendue par le P. de Regi, & Milan en 1764. Cette table
est fondée sur deux principes : le premier, que quand I'eau sort
d’une ouverture par la seule pression de I’ean dontelle estchargée,
elle recoit une vitesse proportionnelle A la racine quarrée de la
hauteur de l’eau au.dessus de ouverture : le second est que
quand l'ean qui passe par une ouverture, a non-seulement
la pression de I'eau dont elle est chargée , mais encore une cer-
taine vitesse A sa superficie, on doit trouver une hauteur équi-
valente , que |'on considérera comme la cause de cette vitesse &
la surface del’eau, et 'on aura la vitesse avec laquelle 'eaun passe
par l'ouverture.

Pour trouver cette hauteur équivalente , on suppose que les
lois de I'accélération des solides s’observent anssi dans 'accélé-
ration des fluides : ce qui est &-peu-pres conforme A I'expérience.
Aprés avoir établi ces principes, on observe la vitesse actuelle
de la surface de ’ean avec quelque corps léger qu’on abandonne
au courant, ouavec un pendule dont on mesure la déviation, et
1’on calcule ensuite la quantité d’eau que donnent les ouvertures
du pouce de Milan ou du guadretto de Mantoue; 1°. en sup-
posant que 'eau passe en vertn d’une simple pression ; 2°. en
supposant qu’elle soit encore affectée a sa surface d’une cer-
taine vitesse ; 3°. dans ’hypothése qu’il y aitencore quelqu’engor-
gement de I'eau aux approches de I'onverture. A l'occasion de
cette troisiéme hypothése , notre auteur enseigne comment on
peut, en changeant la hauteur ou la largeur de ces ouvertures
ot il y a,engorgement , faire passer la méme quantité d’eau que
dans une ouverture libre.

Lorsque ’eau coule par une ouverture d’une certaine hauteur,
la vitesse de leau, & la partie supérieure de l'ouverture, n'est
pas la m&me que la vitesse 2 la partie inférieure. Tout le monde
en convient : mais de quelle maniére change-t-elle? Cest ce qut
est difficile 2 déterminer. :

Castelli, Cassini et quelques autres, fondés sur quelques expe-
riences, ont cru que les vitesses étoient en proportion deg hau-
teurs de l'eau : Toricelli, Mariotte , Guglielmini et d’autres
auteurs, fondés sur 'analogie qu’il y a entre 'eau qui sort d’une
ouverture latérale, faite 4 un vase d'une certaine hauteur et celle
qui coule par une bouche libre et de niveau a la surface de
I’eau, ont cru que les vitesses étoient comme les racines des
hauteurs. Zendrini, fondé sur des observations qu’il avoit faites
de la yitesse du P6 A différentes profondeurs , assure que le
rapport des vitesses est extrémement différent, suivant les diffé-
rentes circonstances; mais il conyient que dans des fleuves qui
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covlent lentement, on peut calculer les vitesses , suivant la racine
des hauteurs. En conséquence le P. de Regi se sert de cette hypo-
thése dans tout le cours de son ouvrage.

Quand on connoit la vitesse de ’eau en une seconde, on en
conclut facilement la hauteur de laquelle il faudroit que l'ean
tombdt pour acquérir cette vitesse, en prenant la soixantiéme
partie du quarré de l'espace parcduru en une seconde : cette
hauteur s'ajoute 4 celle de la surface de I'eau au-dessus de 1'ou-
verture, et 'on opére avec cette hauteur composée, comme l'on
faisoit auparavant avec la hauteur seule de I'eau.

Lorsqu'on emploie le pendule pour observer la vitesse de
I'ean, on se sert de cette régle démontrée par Zendrini dans
son traité dell’ acque corrent: : la force absolue de I'eau est égale
au produit du poids relatif de la boule dont on se sert, par le
sinus de I'angle de déviation divisé par le cosinus, et cette force
absolue, divisée par la surface du grand cercle de la boule,
donnera la hautenr équivalente qui produiroit la vitesse ob-
servée : cette méthode est plus commode dans la pratique. Le
P. de Regi suppose une boule dont le diamétre soit d’'un pouce
de Milan, dont le poids, dans I'eau, soit de 1080 grains, et qui
soit écartée de 28° de la perpendiculaire par Pimpulsion de I'eau
coulante; le poids multiplié par le sinus 469, divisé par le
cosinus 883, donne 575 pour la force absolue de P’eau ; et celle-
ci divisée par la sarface du grand cercle de la boule qui estde 113
points quarrés, donne la hauteur équivalente de 5 points ; ajou-
tant cette hauteur équivalente & la hauteur réelle de Pean au-
dessus du fond de 'ouverture qu’on suppose de 4 pouces, ou de
48 points , on a 53. On retranche de la parabole qui répond a la
hauteur 53, celle qui répond A la hauteur 5 ; le reste se multiplie

ar la largeur de I'ouverture , et 'on trouve au produit la quantité
d’eau qu’elle donne.

Le P. de Regi fait divers calculs sur les quantités d’eau dont
les différens terrains ont besoin ; partout ildonne des exemples
si clairs et si détaillés que les praticiens pourront s’en servir avec
la plus grande facilit¢ pour I'administration des eaux dans la
campagne. Cet objet,.dans' la Ifomhardie, est d’t‘lne extréfne
importance ; les eaux s’y paient fort cher, et s’aménent de fort
loin ; on voit souvent dans un méme endroit quatre conduites ou
ruggies qui passent les unes sur les autres et portent les eaux
dans différentes directions 4 des campagnes plus ou moins éloi-
gnées.' L’administration de ces différens canaux, est une branche
essentielle de la police et de la jurisprudence des biens ruraux.
(Jour. des Sav. 1766 p.364).

Nous devons aussi faire connoitre un ouvrage important:ce sont
les Principes d’hydraulique , publiés en 1736 par le chevalier

Vvyva
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du Buat; ony trouve des expériences intéressantes sur ]CSFI'[IGHES
il fonda une théorie aussi satisfaisante qu'il étoit possible.

Personne ne peut nier que si denx fleuves ont mdme pro-
fondeur , méme largeur et méme pente , et qu'ils coulent sur un
fond homogéne , leurs vitesses ne différent en rien ; mais si on
vient a changer une seule de ces circonstances, la vitese crolira
ou diminuera , sanscesser néanmoins ’étre uniforme. Jusqu’a
présent aucune théorie n’apprend a calculer la viiesse d’aprés
ces données. Or, la vitesse étant inconnue, la dépense l'est
aussi, et par une suite nécessaire , on ne peut prévoir le succes
d’aucune opération sur le lit des fleuves, ni résoundre un seul
probléme qui y aitrapport.

Frappé de l'ignorance ou nous laissent nos meilleurs auteurs sur
vne maltiére aussi importante,il eut recours a la partie de 'hydro-
dynamique du cit. Bossut qui traite du mouvement des eaux,
aussitdt que cet ouvrage devint public, et il y chercha la solution
du probléme qui paroissoit devoir étre la clef de Phydraulique,
¢’est-a-dire , de déterminer quelle est la- vitesse d'un courant
dont la pente et le lit sont donnés ; mais les expériences n’étoient
point encore décisives ni assez varices pour atteindre jusques-
la. L’auteur considéra que si 'ean étoit parfaitement fluide, et

v’elle couldt davs un lit infiniment poli, de la part duquel elle
n’éprouvit ancune résistance , elle accéléreroit son mouvement
a la maniére des corps qui glissent sur des plans inclinés ; car
il est évident que la pente i la surface estia seule cause efficace qui
engemlre son IHQ‘UVEIHCX‘N: , puisque sans elle le mouvement n'a
pas lieu. Or, la vitesse d'un fleuve n’accélére pas a l'infini; an
contraire , elle persévére dans un degré assez borné, qunnd elle
a atteint 'uniformité , et elle n’augraente plus ensuite sans caunse 3
d’our il suit qu'il existe quelqu’cbstacle qui détruit la force accé-
lératrice , et 'empéche d’imprimer 4 'eau de nouveaux degrés
de vitesse. Or, en quoi peut consister cet obstacle, sinon dans
le frottement que I’eau essvie de la part des parois du lit et dans
la vicosité du fluide ? La viscosité seule peut donner licn 4 deux
espéces de résistances , 'une qui vient d'un mouvement intestin
des parties du fluide , dont la mobilité est imparfaite, €t 'autre
de I'adhésion naturelle que les parties ont avec le lit dans lequel
elles se menvent. ;

Ces causes agissant ensemble , et venant & égaler ]_a force accé-
latrice de 'ean courante , c'est-a-dire, la force relative pour des-
cendre le long du plan incliné de son lit, la vitesse ne pent plus
ﬂ'l'lgl'neﬂtcr, et ﬂ”e devient Ullif(_.]!'lfﬂe. C’est done un p[‘i:]cipe
certain que guand ’ean coule uniformément dans un lit quel-
congque , la force accélératrice qui l'oblige A couler est égale A la
somme des resistances qu'elle essuie , soit par sa propre viscosité,
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soit par le frottement du lit, Cette loi devoit &tre la clefde Phy-
draulique.

Par la fécondité de ce principe dans les différentes applica-
tions gu’on en pent faire 2 la pratique et a la solution de quan-
tité de problémes, duv Buat se persuada que le mouvement de
I'eau dans un tuyaun de conduite avoit une grande analogie avec
le cours uniforme d’un lit de riviére; puisque, de part et d’autre 5
la pesanteur étoit le moteur, et la résistance du lit le modérateur.
1l se servit donc, pour faire une formule du mouvement uni-
forme, des expériences du cit. Bossut, sur les tuyaux de con-
duite, et méne de celles qu’il avoit faites sur des canaux face
tices , quoiqu'il y manquit une donnée, qui éteit la profondeur
du courant, C'est ainsi qu’il composa Pouvrage qu'il donna au
public sous le titre de principes d’hydranlique , en 'arnée 1779
pour la premiére fois.

1l sentoit bien néanmoins qu’une théorie aussi nouvelle , et qui
conduisoit & des résultats tout-A-fait différens de la théorie ordi-
naire, avoit besoin d’dtre appuyée sur de nouvelles experiences
plus directes que les anciennes, ou d'un genre tout-a-fait dif-
férent ; car il avoit été obligé de supposer que le frottement de
I'eau ne dépendoit point de sa pression , mais uniquement de la
surface frottée et du quarré de la vitesse.

En conséquence, il s’occupa de ces nouvelles expériences de
1780 4 1783 : elles devoient &tre le complément de celles qu’on
avoit faites jusqu’alors, sur-tout par rapport au mouvement uni-
forme. Or, on en manquoit principalement pour les cas extrémes
des lits trés-petits et des lits d’une grandeur approchante de ceux
des riyiéres.

Le cit. Bossut n’avoit donné, dans son 7 ydraunligue , que des
pentes médiocres A ses tuyaux de conduite ; on manquoit d’ob-
Servations sur les plus grandes pentes et sur les trés. petites : dut
Buat s'appligua & suppléer, autant quil étoit possible, a ce
qu’on n’avoit pas fait, sans négliger néanmoins de répéter plu-
sieurs expériences qui avoient une relation plus rapprochée avec
celles qui étoient déja faites, afin de varier par-la I'exactitude des
unes et des autres, et surtout la précision de ses procédés. Ainsi,
1l employa des pentes depuis la ['ll'us' grande de toutes, qui est
la verticale, jusqu’a un quarante millieme, et il soumit 'y I'expé-
rience des lits, depuis une ligne et demie de diamétre , jusqu’a
sept ou huit tojges quarrées de surface.
.. Les expériences quilni ont donné plus de peine sont celles o
xl’a employé un canal factice , qui avoit la forme d’un trapéze ou

un rectangle, selon la maniére dont on assembloit les madriers
qﬂ}.le composoient. 1l éprouva de grandes difficultés & rel}d{e
uniforme le cours de l'ean dans ce canal, dont la longueur ¢toit
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bornde ; mais il en fut bien dédommagé par les expériences qu’il
eut occasion d'y faire sur la diminution des vitesses d’un courant
uniforme, & compter du milieu de la surface jusqu’au fond ; par
la recherche du rapport qui existe entre la vitesse moyenne et
celle de la surface du fond : par des observations trés-curieuses
sur la maniére dont I'ean travaille le fond de'son lit; par la con-
noissance du degré de résistance qu'opposent 4 ’eau des natures
de terrains différentes, comme les galets, le gravier, le sable et
Vargile.

L’auteur entre aussi dansle développement du principe fonda-
mental du mouvement uniforme ; ¢’est I'équilibre entre une puis-
sance et une résistance. La puissance est la pesanteur relative de
la colonne fluide qui tend & se mouvoir sur le plan incliné de
son lit; la résistance est le frottement de ce lit; la viscosité du
fluide et son adhésion aux parois. Il suppose d’abord la résis-
tance entiére proportionnelle au quarré des vitesses , et de-13 suit
la formule primitive du mouvement uniforme de 'eau dans un lit
quelconque.

1l consulte ensuite 'expérience et lui confronte cette théorie.
Mais, pour corriger la derniére, il faut dépouiller 'un apres
Vautre les élémens variables qui sont la grandeur du lit, son
périmétre et sa pente,et examiner comment la vitesse varie,selon
qgue 'un de ces élémens est variable,tous les autres étant constans.
Cette analyse découvre pour quelle part le frottement, la visco-
sité du fluide et son adhésion aux parois entrent chacun dans
la résistance totale: chaque effet se trouve représenté par une
expression analytique convenable ; la loi du mouvement se dé-
veloppe depuis des vitesses infinies jusqu'a I'anéantissement
méme : une seule formule la représente et embrasse tous les cas,
et la parfaite conformité du calcul avec ceux de l'expérience
assure et démontre la vérité des principes et la justesse de leur
application. :

Cette base posée, il jette un coup-d’ceil sur la variété des lits
ot Peau coule, soit naturellement , soit par l'effet de l'art; sur
les différentes vitesses d’un méme courant ; surlintensité ’de la
vésistance produite par linertie du lit; sur la force que tedua
pour creuser et élargir sa section. 2 \

1l examine l'effet des crues formées par la réunion permanente
de plusieurs riviéres dans un méme lit, ou d'une crue extraor-
dinaire , qui gonfle les eaux d’un fleuve; l'effet des redressemens,
qui deviennent quelquefois nécessaires pour prévenir les débor-
demens la dépense d’un réservoir ; la hauteur du remoux qu’oc-
casionne une retenue ou un pont;la distance ou l'effet du
remoux se rend sensible au-dessus des écluses par le refoulement
des eaux ; ]a maniére de calculer la hauteur de ce remoux a une
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distance quelconque d’une écluse; les moyens de rendre navi-
gable une riviére 4 laquelle trop peu d’eau, on trop de pente ne
permettent pas de porter batean ou d’étre flottable ; l'effet des
saignées ; I'établissement des canaux de desséchement; il donne
des régles pour opérer un desséchement complet , avec le
moins de dépense possible : il montre comment et dans quel cas
on peut dounbler, tripler la dépense d’eau d’un canal de déri-
vation; quelle est la forme qui convient le mieux aux entrées
des canaux, aux piles des ponts, aux bajoyers des écluses,
Enfin, aprés avoir traité des obstacles qui retardent]'écoulement
de l'eau comme les roseaux, le vent, la glace, ilexamine pourquoi
un corps qui flotte librement a la surface d’un courant y acquiert
une plus grande vitesse que celle du fluide qui le porte, et dans
quel cas la surface d'un courant est quelquefois convexe et quel=
quefois concave, '

Aprés avoir donné la principale attention aux riviéres et aux
canaux dont les services sont plusimportans,ou les désordres plus a
craindre, du Buat s’occupe des aqucducs, des conduites el des
f'ets-d’uau qui ont plutdt pour objet la salubrité , la propreté ou

‘agrément. On y trouve cette maticre traitée avec la précision
qui dérive de la netteté de la théorie. Son ouvrage est terminé
par la théorie du mouvement de I’eau dans les pompes; et, par
occasion , il parle de I'effet des machines & feu, de la force qu'il
faut pour les mouvoir, et des effets des fluides élastiques. Mais
nous verrons dans le livre suivant, que Prony a épuisé cette
matiere.

Nous terminerons cette histoire de I’hydraulique en indiquant
les ouvrages les plus complets ol elle ait été traitée ; et d’abord ,
]‘arc&imr;:zz.-!m .‘:va’r(zuﬁnge de Belidor (1737-17581), qui est un
ouvrage immense, un trésor de recherches et de machines, que
le cit. Coulomb vouloit compléter, et que le cit. de Prony a com-
mencé de refaire, mais que lhistoire de Ihydraulique doit tou-
jours annoncer et célébrer.

Le premier volume contient les principes de la mécanique,les
machines simples, les lois du mouvement, les calculs des frot-
temens , l'action de l'eau contre les surfaces, sa vitesse dans
Pécoulement , la dépense d’eau dans tous les cas, la description
des moulins & blé de différentes formes, de diftérens pays, et
les perfections dont ils sont susceptibles. Les moulins 3 scies, les
moulins & poudre , les machines d’épuisement, 3 chapelets, &
auges, a godets, & tympans; la vis d’Archiméde.

Le second volume (1739), contient le détail de toutes les
Pompes anciennes et nouvelles, les machines mues par le vent,
s machines 2 eau, les machines 2 bras ; la description, les
détails, Panalyse et les calculs de la machine de Marly , de celle
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da Pont-Nenf, de celle du pont Notre-Dame, et de plusieu fs
autres machines i:::f_lg;wée& et proposées du temps de Belidor
par Francini, Denisard, la Ducille , &c. les expériences et les
calculs des tnyavx de conduite ; les machines a feu ; les fon-
taines , les puits, la baguette de Jacques Aiwmar, la distribution
des eaux, I'aqueduc d’Arcueil, celui de Roquancourt, les janges,
les dimensions des murs de soutennement ; et les tables relatives
aux dépenses des jets-d’eau et des tuyaux de conduite.

Le teoisiéme volume (1751), contient la description des tra-
vaux qu’on exécute dans l'cau, les jetées, les écluses, les bilar-
deaux, les quais; les canaux, les travaux de Dunkerque , de
Mardick, de Gravelines, de la Muére, de Cherbourg,de Bergues,
du Havre , de Mnyden; les machines A enfoncer les pilotis, les
cabestans, la résistance des bois et des fers.

Enfin, le quatriéme volume traite des travaux sur la mer et
dans les poris; on y voit les phénomeénesde la marée, I'histoire
des ports anciens et modernes, lents inconvéniens, les jetées,
les ponts, entr’autres celui de Westminster; les formes, les
cales, les machines & curer les poits, les moyens de dessé-
chemens.

Les travaux faits et & faire & Dunkerque, A Toulon, &c. les
travaux méme pour l’attatiue et la détense des places, la nature
des fleuves, leurs actions, la maniére de la diriger, les écluses
qu'on y fait, les canaux d’arrosage; entfin , I'histoire du canal
de Languedoc et sa description; a laquelle on doit ajouter le
grand ouvrage que j’ai donné sur les canaux en 1778 in-folio.

I! fant aussi y ajouter deux améliorations contenues dans les
ouvrages suivans : Recherches sur la construction des digues,
par Bossut et Vialet , 1764.

T'héorie des Fleuves , avec Part de bdtir dans leurs eaux et
Ade ‘pre'verzir f{rm's ravages , par Jean-lsaje Silberschlag, 1769,
ouvrage traduit de I'Allemand , iz-4°. avec figures.

Ces deux ouvrages , du méme format que I'drchitecture hy-
drauligue , peuvent étre joints a cet ouvrage en forme de sup-

lément.
; Le cit. Bernard a donné, en 1787, de nounveauwx Principes
d’lyydraulique appliqués a tous les objets d’utilité, et particu-
litrement aux riviéres, précédés dun Discours ﬁzsff{f‘f!]zze et
cr‘f_tf;zue sur les principaux ouvrages qui ont €t publids & ce
sujet.

i}et habile ingénieur fait une analyse trés-étendue de tous les
onvrages qu’on a sur cette matiére » €t surtout de celui de Gugliel-
mini dont il reléve les erreurs; puis il ajoute :

« Jentre dans la carriére avec de meilleures observations ;
» Pétude des riviéres a été mon objet principal : j’ai montré que

» des

-
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» des ouvrages célébres , sur cette matiére , ne méritoient ni !eur
» réputation, ni la confiance du public : en suivant attentive-
» ment les phénomeénes, je crois étre parvenu & les distinguer
» tous, et & indiquer les véritables causes qui les produisent :
» aussi je suis persuadé que mes recherches ne seront pas inutiles
» & ceux qui, doués d'un génie distingué, voudront s’occuper du
» méme sujet, un des plus beaux que la philosophie naturelle
» présente, et le traiter avec ’étendune qu'il mérite ».

Eomme le cit, Bernard ne pouvoit pas adopter les principes
de Guglielmini sur les vitesses des eaux courantes, il est revenu
sur les premiers principes de 'hydraulique; il a cherché d’abord
leslois du mouvement de I'eau lorsquelle sort d’un vase prisma-
tique droit, en supposant le fluide entretenu A la méme hauteur
et ayant sa surface toujours horizontale; il a ainsi considéré
toutes ces parties comme animées d’'une méme vitesse , comme
formant une masse unique. Cette vitesse est produite par la
Pesanteur ; mais il falloit déterminer la maniére dont cette force
est modifiée. I éroit aisé de voir que son effet dépendoit essen-
tiellement du rapport de l'orifice an fond du vase, et que les
mouvemens de I'eau dans un vase entrenu plein pouvoit étre
assimilé 4 celui qui se fait librement le long d’un plan incliné. Le
fond contient-il, par exemple , la cinquiéme partie du poids de
Peaw, il imagine un pareil nombre de tranches égales A celles

ui sont contenues dans le vase, disposées sur un plan incliné,
3& maniére que ce plan supporte la cinquiéme partie de leur
poids. Dans les deux cas, la pesanteur est semblament modifide,
et par conséquent le mouvement de I’eau doit &tre le méme.

L’action de la pesanteur modifiée doit &tre évaluée pour le
temps que les gravesemploient & tomber librement de la hauteur

U vase ; pendant ce temps déterminé, la hauteur dont la tranche
qui étoit d’abord la plus élevée s’abaissera, détermine la dé-
pense du vase. Pour connoitre la vitesse de Iean qui sort par
Iorifice, il faudra augmenter la hauteur dont I'eau gera abaissée
dans le vase, dans le méme rapport que le fond est plus grand
que V'orifice.

Une formule simple embrasse tous les cas. Lorsque le fond
est détruit, I'eau tombe librement par lorifice, et lorsque 'orifice
ess infiniment petit, la vitesse de I'eau qui s'échappe est égale &
celle qui seroit produite par la chiite libre de la hauteur du vage :
ce qui est conforme au céelébre théoréme de Toricelli,

’ Ap.res. avoir fait sur cette théorie des remarques propres &
Péclaircir et 4 la modifier, Bernard rapporte toutes les appli-
cations dont elle est susceptible; il essaic d’y ramener le cas o
Oulement a lieu par des orifices verticaux, et il a remarqué le
premier que dans un canal horizontal et régu]ier, dans lequel
Lome I11. XXX
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I’écoulement se feroit par des orifices percés sur une face verti-
cale , élevée A une de ses extrémités il yavoit un cas qui répou-
doit A celui ot le fond est détruit dans les vases verticaux, et que
ce cas a lien lorsqu’on enléve l'avance qui fermoit le canal
horizontal A son extrémité : il tombe alors toute 'eau que sou-
tenoit la vanne, et cette eau tombe librement; mais cette vanne
ne soutient qu'un poids égal & un volume d’eau qui auroit la
vanne pour base et pour hauteur la moitié de celle de la vanne.
Ce cas est donc assimilé & celni d'un vase vertical qui auroit un
fond égal a la suirface de la vanne, et une hauteur égale aux
de celle de la méme vanne; mais alors la dépense n’est que 'la
moitiéde celle que fournit 'ancienne théorie. La différence étoit si
grande et il étoit si important d’avoir quelque chose de certain
sur cet objet, que l'auteur eut recours a expérience : elle jus-
tifia ses idées.

L’ouvrage donné par du Buat lui fournit Voccasion d’entrer
dans quelques détails sur cet article important.

Gugliclmini, aprés avoir déterminé la vitesse que doit avoir
Peau qui tombe librement 4 Pextrémité d’un canal horizontal,
fut obligé de supposer que la vitesse du fluide étoit exactement
la méme dans toutes les autres parties du méme canal; car,
autrement la dépense se trouveroit plus grande & P'extrémité que
par les antres sections supérieures, ce qui étoit visiblement ab-
surde : mais la supposition de Guglielmini étoit évidemment con-
traire 4 la raison et & lexpérience. Dans les canaux réguliers
la vitessesdiminue toujours depuis la surface jus()lu’an fond; ct
ce n’est que dans le cas ou il se rencontre des obstacles qu'on
a remarqué que la vitesse étoit plus grande dans les parties
les plus ¢loignées de la surface. Donc la vitesse moyenne ob-
servée dans les canaux horizontaux est considérablement moindre

ve la vitesse moyenne & l'orifice, déduite de la théorie de Gu-
glielmini ; donc la dépense déterminée par cet auteur a Porifice
est de beaucoup trop grande.

Dans cet ouvrage utile, le cit. Bernard a exclu de ses re-
cherches tous les objets qui n’avoient pas quelqu’utilité; et parmi
ceux dont il s’est occupé , il s’en trouve qui n’ayoient pas éré
approfondis auntant qu'ils le méritoient.

. Un ingénieur célébre de la république de Venise, le chevalier
Lorgna,aencore donné un ouvrage important Acesujet: Memorie
ntorno all’ acque correntt ’ in verona 1777 » .!.ﬁ.-ffu_

Le P. Ximenes , également célebre en Italie, a donné un
grand ouvrage intitulé : Nuove sperienze idraulicke fatte ne’ca-
nali e ne’ fumi per verificare le principali leggt e fenomeni
delle aeque correnti s in Siena , 1780, in-4°. Et comme il a été
employé jusqu’a sa mort arrivée en 1786, a des trayaux hy-
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drauliques, cet ouvrage contient ce qu'il y a de meilleur sur
Cc sujet.

Le P. Grégoire Fontana, habile geométre de Pavie, a donné
un savant mémoire sur la résistance de lair dans les jets d’eau,
Dissertazione idrodinamica. Mantova , 1775, in-4°.

Les ravages de PO en Italie ont occasionné beaucoup de tra-
vaux et beaucoup de livres, et j'en ai parlé assez au long dans
mon Voyage en Italie, 1786, tome VIII.

De Bologneil y a seize lieues vers l'orient jusqu'a Ravenne,
et dix lieues vers le nord jusqu'a Ferrare. Cette surface de seize
lieues quarrées est presque toute désolée par les eaux. Mais lles
intéréts divers des pays voisins ont été cause que l'on a dis-
buté pendant un siécle sur la manicre d'y rémédier, tandis que
}a dépense et les difficultés de 'entreprise contribuoient & éloi-
gner 'exécution.

Le P& qui, de tous les temps, a été redoutable par ses dé-
bordemens et ses ravages, passoit avant le douziéme siécle pres
de Ferrare, du cOté du Midi:il se forma, vers 1155, un nou-
veau lit au Nord de Ferrare; dés-lors la branche droite s’ap-
Eau_vrit peu a peu, et devint continuellement plus petite. Les

abitans de Ferrare craignoient vers l’an 1600 que le Panaro
et le Reno continuant de couler par I'ancien lit appelé P6-di-
primaro , et d’y former des atterrissements , il n’en résultit
des inondations dans le polesino de Saint-Georges, et dans les
valées de Commachio: on parla de détourner le Reno, de creuser
Vancien lit du P6; mais on n’a jamais pu s’accorder : c’est ce

ui occasionna tant de visites et de dissertations de Castelli,

_uglit?imini, Cassini, Ximénes, Lecchi, Jacquier, le Seur,
Siviéri, Fantoni &c. Ce dernier a publié un ouvrage intitulé :
_Pe[{a inalveazione de’ Sfiumi del Bolognese e della Romagna,
in riposta alla memoria idrometrica del P. Leonarde Ximenes
eda molti passi esaminati dell’ altre cin qgue memorie.C'est dans
ces divers ouvrages que l'on peut trouver le plus de détails
sur les fleuves, sur leur nature , sur leurs réunions, sur leurs
débordemens, et sur les travaux qu’ils exigent. L'auteur de
cet ouvrage est M. Pio Fantonij; il le dédie an P. Ximenes
1|_Ji.méme, quoiqu’il s’agisse dans cet ouvrage d'établir un sen-
timent différent de celui de ce grand mathématicien sur I'écou-
lement des eaux qui inondent les plaines du Bolonois et du
Ferrarois; on a projeté plusiteurs lignes qu'on pourroit suivre
pour la conduite de ces eaux, et celle qu'on appelle la ligne
Supérieure est préférable , suivant 'avis de beaucoup de personnes
qui ont écrit 1-dessus; c’est V’avis de M. F., et ¢'est cependant
contre cette ligne supérieure que le P. Ximenes s'est élevé avec
eetle vivacité et cette force quon admire dans ses écrits.

XxXxX 2
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L,f{-y(fngcﬁﬂfgﬂe de M. Wieland contient d’excellentes choses
sur toutes ces matiéres. Le troisiéme volume a paru en 1801,
mais il est en allemand, et je n’ai pu me procurer la notice
qwil auroit fallu mettre ici.

p. 4% i B
Des ondes et des oscillations des fluides.

On verra dans 'Histoire de la Navigation les effets des vagues
et des ondes sur les mouvemens des vaisseaux; mais nous de-
vons donner ici une ilée de la maniére de les calculer.

Newton est le premier qui ait ouvert cette carriére par un

robléme curieux qu'il se propose, (Liv. 1I. prop. 44. ) et qui
ui sert & calculer c%u vitesse des ondes de la mer par le temps
qu’elles mettent A s’élever et & s'abaisser. Il suppose un syphon
A deux branches verticales, communiquant ensemble par une
branche horizontale. Si ces denx branches verticales sont rem-

lies d’un fluide d'une densité donnée, comme d’eau, ces deux
colonnes d’ean , laissées en repos, resteront en équilibre et de
nivean. Mais si 'une est éleyée au-dessus du niveau de l'auntre,
et livrée A elle-méme, elle s’abaissera au-dessous de ce niveaun
en poussant la colonne opposée au-dessus; et aprés quelques
oscillations elles resteront en repos. Newton se demandoit qu'elle
étoit la durée de ces oscillations, c’est-A-dire , quelle est la lon-
gueur du pendule isochrone a cette durée, car c’est toujours la
a quoi se réduit la détermination du probléme, puisque de la
longucur de ce pendule dépend la durée de ses oscillations.

Or, Newton trouvoit par un raisonnement assez simple, qu'en
faisant abstraction de la petite résistance apportée par le frot-
tement de l'eau dans le tuyau, si I'on prend la moitié de sa
longueur, c’est-a-dire de deux branches verticales et de I'ho-
rizontale du syphon , entre les points d’équilibre des colonnes
du fluide , 1a ‘moitié de cette longueur sera celle du pendule
sinchrone, d’ou il conclut d’aborr? que ces oscillations seront
isochrones. Si donc par exemple, cette longueur est de 6 pi.5;
les oscillations des deux colonnes d’eau seront de la durée juste
d’une seconde, la longueur du pendule qui bat les secondes
étant de 3 p, ', il est plus exactement de 3 P. GLBE

Deld Newton déduit le mouvement des ondes excitées par
le vent sur une mer ou un lac, lorsqu’il cesse de les accélérer |
ou de celles qu'une pierre jetée dans I'ean y produit, etil fait
voir que leur vitesse est dans la raison soudoublée de leur lar-
geur ; si donc on mesure leur vitesse , ce qui est facile de plu-
sieurs mani¢res , on aura leur largeur, en prenant un pendule
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qui fasse une oscillation pendant le temps que I'onde employe
a s’abaisser et A s’élever. Cela explique pourquoi dans les mers
ou la lame est courte , c’est-A-dire oun l'intervale entre les somn-
mets des ondes est court, les vaisseaux sont beaucoup plus
fatigués par un gros temps ; car ils sont frappés plus fréquem-
ment que dans celles ou la lame est plus ltm%ue , la vitesse
du développement ayant tovjours un rapport déterminé avec
cette longueur.

Newton observe néanmoins que ce calcul n'est pas mathé-
matiquement exact, parce que l’eau qui, en montant forme
les ondes, ne s’éléve et ne descend pas perpendiculairement.

Les géométres mécaniciens se sont depuis proposés ensuite
plusieurs problémes analogues: un corps spéciliquement plus
léger que l'eau y étant plongé en partie, et étant tiré oblique-
ment de I'état de repos, qu’elle sera la durée de ses oscillations.

Le méme corps étant soulevé verticalement soit dans un
vase ou bassin de dimension finie, soit dans un fluide d’une
dimension infinie relativement & ce corps, quelle sera la durée
de ses oscillations verticales.

L'eau qui étoit tranquille dans un vase étant mise en oscil-
lation , par un mouvement de ce vase , ensuite laissée en repos,
trouver la durée des oscillations réciprogues de l'eau contre s€s
parois,

Un corps tel qu’un sphéroide elliptique , un segment de sphére
ou de sphéroide qui étoit en repos sur un plan, ayant été un
pen incliné obliquement, on demande la durée de ses balance-
mens alternatifs avant de s’étre remis dans son état de repos.
Mais il seroit trop long d’expliquer les principes d’aprés lesquels
on a résolu ces problémes.

Dans un mémoire sur le mouvement et la figure des ondes
qui est par extrait dans le Journal des Savans , octobre 1789,
le cit. Flaugergues rapporte des expériences pour détruire le
sentiment de Newton et de d’Alembert, (dans larticle Onde
de I'Encyclopédie ). 1l en conclut quune onde n’est pas Peffet
d’un mouvement dans les particules de l'eau, par lesquelles ces
particules monteroient et descendroient alternativement en sui-
vant une ligne serpentante, et en s'éloignant ainsi de 'endroit
de la surface de I'ean on s’est fait le choc ; mais que c’est une
intqmescence que ce choc fait naitre tout autour de cet en-
droit par la dépression qu'il yacausée, et qui se propage ensuite
circulairement en s’éloignant ainsi de Pendroit de la surface de
Yeau ou s'est fait le choc méme de cette portion d’eau élevée
au-dessus du niveau de l'eau stagnante ; et COmme une partie
de cette eau afflue de toute part dans le creux formé & Ven-
droit du choc , ce creux en est plusquy comblé, etPean se tronve
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élevée de maniére 3 produire tout autour une intumescence ;
ou une BDUVEHB onde qui se propage ensuite Cir{:ulairemen;
comme la premiére; et cet effet se répétant ainsi plusieurs fois,
la surface de l'eau se trouve divisée en un grand nombre de
cercles concentriques successivement élevés et abaissés , qui ont
pu donner l'idée du mouvement ondulatoire telle qu'on I'a euve,
idée qu'on a cru confirmée par 'observation de certaines ondes
qui, dans les riviéres rapides, ont réellement un mouvement
de translation en montant et en descendant alternativement:
mais ces ondes n'ont lieu que dans les endroits ou le fond de
la riviére est inégal et couvert de creux et d'éminences, et
alors ces prétendues ondes ne sont qu’une suite du mouyement
que prend l'eau en coulant sur ces inégalités,

Il étoit aisé, d'aprés ce que nous venons de dire, de déter-
miner la figure d’une onde. Le cit. Flaugergues en donne 1'é-
quation, ainsi que celle de la courbe que décrit le centre de

ravité d'un vaisseau par le mouvement des ondes.

L’égalité de vitesse des ondes grandes ou petites qu'on déduit
de la théorie précédente, a été confirmée par 'expérience sui-
vante, 11 a mesuré sur le bord d’'une branche du Rhéne, dont
Yembouchure étoit fermée, de sorte que I'ean y étoit dormante,
une longueur de trente pieds. Il a fait jeter ensuite , dans cette
eau, par un temps calme, de petites pierres vis-a-vis d'une
des extrémités de cette longueur. Il a observé que les ondes

randes et petites , que le choc de ces pierres faisoit naitre sur
a surface de I'eau, employoient toutes les mémes temps , c’est-
a-dire , a-peu-prés vingt-une secondes pour parvenir i Vautre
extrémité de la longueur mesurée.

~ La Grange, dans sa Médcanique analytique, a essayé de
déterminer la vitesse des ondes dans un canal , et il trouve qu’elle
est la méme que celle qu'un corps grave auroit en descendant
d’une hauteur égale 4 la moitié de la profondeunr de l'eau dans
le canal,

Par conséquent, si cette profondeur est d’'un pied, la vitesse
des ondes sera de 5,495 pieds par seconde ; et sila profondeur
est plus on moins grande, la vitesse des ondes variera en raison
sousdoublée des profondeurs, pourvu qu’clles me soient pag
trés-considérables. Au reste, quelle que puisse €tre la profon-
deur de I’eau et la figure du fond , on pourra toujouvrs em loyer
la théorie quil indique , si I'on suppose que dans la forma-
tion des ondes I'ean n’est ébranlée et remuée qu’s une profondeur
trés-petite, supposition qui est trés-plausible en elle-méme, 3
cause de la tenacité et de I'adhérence mutuelle des particules
de l'eau , et que Von trouve d’ailleurs confirmée par I'expérience,
mbme & I'égard des grandes ondes de la mer, comme on le verra
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dans UHistoire de la Nayigation. De cette maniére donc, la

vitesse des ondes déterminera elle-méme la profondeur a laquelle
Peau est agitée dans leur formation.

La nesistance des fluides est un article important qui devroit
trouver place ici, mais comme il faudra parler des expériences
qui ont été faites pour déterminer la résistance qu’éprouvent
les vaisseaux, (t. IV. p. 438 ), nous renverrons cet article
PHistoire de la Navigation.

Fin du troisiéme Livre de la guatriéme Partie.
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