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Sechstes Kapitel .
Weitere Ausführung der Theorie der Momente .

§ . 74 .

Ist ein System von Kräften im Räume nicht im

Gleichgewichte , so ist sein Moment , oder das Moment

der zwei Kräfte , auf welche sich das System immer

reduciren lässt , von einer Axe zur andern im Allge¬

meinen veränderlich . Die sehr merkwürdigen Gesetze ,

nach denen diese Aenderungen sich richten , sollen den

Gegenstand unserer nächsten Untersuchungen ausmachen .

Die höchst einfachen Beziehungen , welche bei einem

in einer Ebene enthaltenen und auf eine einzige Kraft

reducirharen Systeme zwischen den Momenten desselben

oder seiner Resultante für verschiedene Punkte der

Ebene statt finden , haben wir in § . 30 . und § . 48 . ken¬

nen gelernt . Die jetzt anzustellenden Untersuchungen

werden daher den dortigen zwar verwandt , aber in dem

Grade zusammengesetzter seyn , als es überhaupt jede

geometrische Untersuchung wird , sobald man sie aus

dem Gebiete von zwei Dimensionen in das von drei

Dimensionen überträgt .

Relationen zwischen Momenten ,

deren Axen sich in einem Punkte schneiden . *

§ . 75 .

Alle zu einem Systeme im Raume gehörigen Kräfte

kann man auf eine einfache , durch einen beliebig ge¬

wählten Punkt M ( Fig . 24 . ) gehende Kraft v und ein

Paar w , dessen Kräfte PQ und P ' Q ! seyen , zurück -

führen ( § . 57 . ) . Die Ebene des Paares und die eine
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Kraft P ' Q ! desselben , nehme man gleichfalls durch

M gehend an , was nach § . 50 . Folger , immer möglich

ist . Alsdann ist in Bezug auf eine durch M gelegte

Axe MN das Moment von v sowohl , als von P ' Q ' ,

null , und daher in Bezug auf dieselbe Axe das Moment

des Systems = dem Momente von v und w ( § . 59 . ) ,

= dem Momente von PQ , = dem Sechsfachen der

Pyramide MNPQ ,

= 2 MPQ . MN . sin { MPQ AMN ) .

Wenn daher , wie in diesem Kapitel immer gesche¬

hen soll , alle Axen , worauf ein System bezogen wird ,

von gleicher Länge angenommen werden , so hat

man folgenden Satz :

Für jeden Punkt M giebt es eine durch ihn ge¬

hende Ebene MPQ , von der Beschaffenheit , dass das

Moment des Systems f ür jede den Punkt M treffende

Axe dem Sinus des von der Axe mit dieser Ebene

gebildeten Winkels proportional ist .

§ . 76 .

Um uns die Verhältnisse , die hiernach zwischen den

Momenten für die durch M gehenden Axen statt finden ,

anschaulicher zu machen , wollen wir von M aus auf die

einzelnen Axen , wie MS und MN , Abschnitte , Ms

und Mn , tragen , die den Momenten , welche den Axen

zukommen , proportional sind . Ist daher MS auf der

Ebene MPQ normal , so verhält sich

Ms : Mn = 1 : cos SMN ,

folglich ist Mus ein rechter Winkel , d . h . der Punkt

n liegt in einer um Ms als Durchmesser beschriebenen

und daher die Ebene MPQ in M berührenden Kugel¬

fläche ; oder mit andern Worten : das Moment jeder durch

i
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M gehenden Axe ist dem von dieser Kugelfläche ab¬
geschnittenen Theile Mn der Axe proportional .

So wie nun unter allen durch M gehenden Sehnen
der Kugel die auf der Berührungsebene in M normal
stehende Sehne , als Durchmesser , die grösste ist, und
alle von M ausgehende , mit ihr gleiche Winkel bil¬
dende Sehnen einander gleich sind , so hat auch unter
allen durch M gelegten Axen die auf der Ebene MPQ
normale Axe das grösste Moment , und allen Axen ,
die gegen sie unter gleichen Winkeln geneigt sind ,
kommen Momente von gleicher Grösse zu . So wie
ferner die Sehnen , wenn sie in die Berührungsebene
selbst zu liegen kommen , in Null übergehen , so ist
auch von jeder in dieser Ebene enthaltenen und durch
M gehenden Axe das Moment = 0 . Sind endlich MN
und MO zwei von M nach gerade entgegengesetzten
Richtungen ausgehende Axen , und schneidet die Gerade ,
in welcher sie beide liegen , die Kugelfläche in n , so
wird das Moment einer jeden von ihnen zwar durch
dieselbe Gerade Mn ausgedrückt . Da aber n mit N
auf einerlei und mit O auf entgegengesetzte Seiten von
M fällt , so stellt Mn für die eine Axe ein positives
und für die andere ein eben so grosses negatives Mo¬
ment vor .

Man lege durch M eine beliebige Ebene ; sie schnei¬
det die Kugelfläche in einem Kreise , von welchem der
Durchschnitt der Ebene mit der die Kugel in M be¬
rührenden Ebene eine Tangente ist . Von den Sehnen
dieses Kreises gilt offenbar dasselbe , was so eben von
den Sehnen der Kugel bemerkt worden . So wie daher
durch jeden Punkt im Raume eine Kugel , so lässt sich
durch jeden Punkt einer Ebene in ihr ein Kreis be¬
schreiben , welcher die Eigenschaft besitzt , dass das
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Moment jeder durch den Punkt gehenden und in der

Ebene enthaltenen Axe der Sehne proportional ist , ;

welche der Kreis von der Axe abschueidet . Unter allen

diesen Axen hat daher die den Kreis berührende ein

Moment = 0 , die darauf normale Axe das grösste

Moment , u . s . w .

Da übrigens das Sechsfache der Pyramide MNPQ

zunächst das Moment der Kraft PQ ausdriickt , so gilt

das bisher von den Momenten eines ganzen Systems

Gesagte auch von den Momenten einer einzelnen Kraft

PQ , d . h . die Momente der Kraft PQ in Bezug auf

Axen , die durch M gehen , sind den Theilen dieser

Axen , welche in eine die Ebene MPQ in M berüh¬

rende Kugel fallen , proportional .

§ . 77 .

Unter allen Momenten , welche einem System in

Bezug auf die durch M gehenden Axen zukommen , ist

das grösste = 2 MN . MPQ . Die Richtung seiner Axe

und seine Grösse in Vergleich zu den Momenten für die

übrigen in M sich schneidenden Axen stellt der von M

ausgehende , auf MPQ normale , Durchmesser der Ku¬

gel vor . Will man daher in Bezug auf durch M ge¬

legte Axen die Momente nicht bloss von einem , sondern

von mehreren Systemen , oder auch von mehreren ein¬

zelnen Kräften , mit einander vergleichen , so hat man

durch M eben so viele Kugclflächen zu beschreiben ,

deren von M ausgehende Durchmesser auf den Drei¬

ecken MPQ , welche den einzelnen Systemen oder

Kräften angehören , rechtwinklig stehen und den Flächen

dieser Dreiecke proportional sind . Ein solcher Durch¬

messer , welcher , in der Axe des grössten Moments

9
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liegend , diesem Momente proportional ist , werde die

Linie des grössten Moments genannt

Von einer einzelnen Kraft PQ ist daher , rück¬

sichtlich des Punktes M , die Linie des grössten Moments

ein in M auf der Ebene MPQ errichtetes und diesem

Dreiecke proportionales Perpendikel .

§ . 78 .

Bei der Reduction eines Systems von Kräften AB ,

CD , . . . auf eine einfache durch M gehende Kraft v

und auf ein Paar PQ , P ' Q ' ( § . 75 . ) entsteht letzteres

durch Zusammensetzung von Paaren , welche in den

Ebenen MAB , MCD , . . . liegen , und deren Momente

den Doppelten dieser Dreiecke gleich sind ( § . 58 . ) .

Diese Zusammensetzung kann aber nach § . 53 . dadurch

bewerkstelligt werden , dass man auf den Ebenen MAB ,

MCD , . . . in M Normalen errichtet , ihre Längen die¬

sen Dreiecken proportional macht , und von diesen Li¬

nien , als Kräfte betrachtet , die Resultante bestimmt .

Denn diese ist auf der Ebene des gesuchten resultiren -

den Paares PQ , , P ' Q ' rechtwinklig und , wenn P ' Q !

durch M gelegt wird , dem Dreiecke MPQ proportional .

Nach der im vorigen § . gegebenen Erklärung werden

aber durch diese Normalen zugleich die Linien der

grössten Momente der einzelnen Kräfte und des von

ihnen gebildeten Systems rücksichtlich des Punktes M

dargestellt , und wir schliessen daher :

, Die in Bezug auf einen gewissen Punkt statt

findende Linie des grössten Moments für ein System

von Kräften ist die Resultante der durch denselben

• Punkt gehenden Linien der grössten Momente für

die einzelnen Kräfte des Systems .
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# • 79 .

Aus dein ebeu entwickelten Satze lässt sich eine

nicht uninteressante geometrische Folgerung ziehen .

Seyen in Bezug auf den Punkt M die Linien Ms ,

Ms ' , . . . die Linien der grössten Momente für die Kräfte

AR , CD , . . . -, Ms , die Linie des grössten Moments

für daf System dieser Kräfte . Man beschreibe um

Ms , Ms ' , . . . und Ms , , als Durchmesser , Kugeln und

lege durch M eine beliebige Axe MN , welche die

Oberflächen dieser Kugeln , ausser in M , resp . noch

in n , n ' , , . . und n , schneide , so sind die Abschnitte

Mn , M71 ' , . . . und Mn , die der Axe MN zugehörigen

Momente der einzelnen Kräfte A R ^ CD , . . . und des

von ihnen gebildeten Systems ; folglich Mn + Mn ' + . . .

— Mfi , , welches uns folgenden Satz gieht :

Beschreibt man durch einen Punkt M mehrere

Kugelflächen , legt durch M beliebig eine Gerade

und bestimmt auf ihr von M aus einen Abschnitt ,

welcher der algebraischen Summe der Sehnen gleich

ist , die von den (Kugelflächen in der Geraden ab¬

geschnitten werden , so ist dieser Abschnitt die Sehne

einer neuen durch M gehenden Kugel , deren durch

M gelegter Durchmesser , statisch ausgedrückt , die

Resultante der durch M gelegten Durchmesser der

erstem Kugeln ist .

Auf dieselbe Art , wie die Wirkungen mehrerer

sich in einem Punkte schneidender Kräfte auf die Wir¬

kung einer einzigen , denselben Punkt treffenden Kraft

reducirt werden können , lassen sich daher auch meh¬

rere sich in einem Punkte schneidende Kugelflächen

zu einer einzigen zusammensetzen , und eben so wird

man auch mehrere in einer Ebene enthaltene und durch

9 *
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denselben Punkt gehende Kreise zu einem neuen Kreise

vereinigen können .

Sind demnach DA , D B ( Fig . 25 . ) zwei anliegende

Seiten und DC die Diagonale eines Parallelogramms ,

und beschreibt man uin diese drei Linien , als Durch¬

messer , Kreise , so ist der dritte Kreis , als durch Zu¬

sammensetzung der zwei erstem entstanden , zu betrach¬

ten , indem , wenn eine beliebige durch D gtAogenc

Gerade die drei Kreise resp . in a , b , c schneidet , die

Sehne De des dritten aus den Sehnen Da und Db

der beiden ersten zusammengesetzt ist .

Um dieses unmittelbar zu beweisen , erwäge man ,

dass DaA , Dbß , DcC , als in Halbkreisen gelegen ,

rechte Winkel , und daher Da , Db , De die rechtwink¬

ligen Projectionen von DA , DB , DC auf eine und

dieselbe Gerade sind . Es ist aber immer die Projection

von DC gleich der Summe der Projectionen von DA

und AC ; und die Projection von AC gleich der Pro¬

jection von DB , als von einer der AC gleichen und

parallelen Linie ; folglich Dc = z Da -\ - Db .

§ . 80 .

Diese aus statischen Betrachtungen hervorgegan -

gene , jetzt aber rein geometrisch dargestellte und er¬

wiesene Zusammensetzung von Kreisen kann nun hin¬

wiederum zum Vortheil der Statik verwendet werden ,

indem sich darau £ »ein neuer Beweis für das Par¬

allelogramm der Kräfte gründen lässt , einBeweis ,

der sich von den meisten übrigen dadurch unterscheidet ,

dass sich bei ihm die Richtung und Grösse der Resul¬

tante zugleich ergeben . Folgendes sind die hierzu

nöthigen Betrachtungen .

1 ) Schneidet eine durch D gezogene Gerade die
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drei Kreise in « , b , c , und eine zweite Gerade durch

D in a ' , b ' , c ' , so sind die drei Bögen « « ' , bb ' , cc '

einander ähnlich , indem jeder von ihnen die Hälfte

des von den beiden Geraden gebildeten Winkels misst .

Und umgekehrt : schneidet man von drei , mit D in

einer Geraden liegenden , Punkten a , b , c der drei

Kreise auf den Kreisen nach einerlei Seite hin drei

einander ähnliche Bögen aa \ bb \ cc ' ab , so sind auch

b ' , c ' mit D in einer Geraden .

2 ) Werde nun jeder der drei Kreise , die ich nach

den Endpunkten ihrer Durchmesser kurz mit A , B , C

bezeichnen will , in eine und dieselbe Anzahl gleicher

Theile getlieilt , und dieses so , dass ein gewisser Thei -

lungspunkt des Kreises A ^ einer des B , einer des C

ufld D selbst in einer Geraden liegen . Alsdann wer¬

den , dem eben Bemerkten zufolge , wenn man von diesen

drei Punkten in ihren resp . Kreisen nach einerlei Seite

zu weiter fortzählt , je drei gleichvielte Theilpunkte

mit D wiederum in einer Geraden seyn .

3 ) Werde noch bei dieser Eintheilung festgesetzt ,

dass der den Kreisen gemeinschaftliche Punkt D in

jedem von ihnen ein Theilpunkt sey . Da nun , wenn

a , b } c irgend drei zusammengehörige Theilpunkte , d . b .

drei solche sind , die mit D in einer Geraden liegen ,

man Da + Db = = De hat , so muss , wenn a in D fällt ,

also die Gerade den Kreis A in D berührt , Db = Dc

seyn , also b mit c zusammenfallen ; d . h . die durch D

an den Kreis A gelegte Tangente geht durch den ge¬

genseitigen Durchschnitt E der Kreise B und C . Ist

daher , wie verlangt wird , D ein Theilpunkt im Kreise

A , so ist auch E ein Theilpunkt in den Kreisen B

und C . Damit folglich , der Forderung gemäss , D auch

in jedem der zwei letztem Kreise ein Theilpunkt seyn
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könne , ist es hinreichend und nothwcndig , dass von den

Bögen derselben DFE und DGE ein jeder zu seinem

ganzen Kreise in einem rationalen Verhältnisse stehe .

Weil aber DEB und DEC , als Winkel in Halb¬

kreisen , rechte Winkel sind , und daher E t B y C

in einer Geraden liegen , so misst der Bogen DFE

den Winkel 2 . DBE = 2 . ADB , und der Bogen

DCrE den Winkel 2 . DCE = 2 . ADC *t) . Mithin ist

es nur nöthig , dass in dem Parallelogramm DACB

jeder der beiden Winkel , welche die Diagonale DC

mit den Seiten macht , zu 360 ° rational ist . Setzen wir

daher 360 ° in m gleiche Theile getheilt , von denen p

Theile auf den Winkel ADC , und </ auf CDB gehen ,

so kommen , wenn auch die Peripherie jedes der drei

Kreise in m gleiche Theile getheilt wird , auf den Bog & i

DFE 2 ( p -f - (/ ) und auf DGE 2p solcher Theile , und

es liegen , wenn in jedem der drei Kreise D zum ersten

Theilpunkt genommen und nach der durch die Folge

DBCA bestimmten Richtung herumgezählt wird , der

Ä - tc Theilpunkt des Kreises A } der {# + 2 ( p + </ ) ) tu

° ) Ueberhaupt ist diese Figur an merkwürdigen Beziehungen
reichhaltig . Die Punkte E , U , I , in denen sich die Kreise B und C,
A und C , A und B , ausser in D , noch schneiden , liegen in den
Seiten BC , AC und der Diagonale AB des Parallelogramms , und die
in E , H , I auf BC , AC , AB errichteten Normalen schneiden sich
in D . Von diesen Normalen berührt DE den Kreis A , DU den Kreis
B , und wenn DI bis nach K an den Kreis C fortgesetzt wird , so ist
DI = IK . So wie ferner im Obigen die Bögen DFE und DGE , so
lassen sich auch alle übrigen Bögen , in welche die drei Kreise einander
zerschneiden , durch Winkel im Parallelogramm AB ausdrücken . So
sind z . B . die Bögen UhD , DFE , HDE der Kreise A , B , C
einander ähnlich und messen einen Winkel = 2 . ADB . Die Bögen
Dnl ; Ebl der Kreise A , B sind sich ähnlich nnd messen einen Win¬
kel «= 2 . IMi ? ; die Bögen IAH , IMD der Kreise A , B sind sich
ähnlich , indem jeder von ihnen einen Winkel — 2 . DBA misst ; n . s . w .
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des Kreises B und der ( ,r + 2/ *) te des Kreises C mit

D immer in gerader Linie .

4 ) Wir wollen jetzt von D nach allen m — 1 übri¬

gen Theilpunkten des Kreises A gerade Linien ziehen ,

deren jede , ihrer Grösse und Richtung nach , eine auf

D wirkende Kraft vorstelle . Auf gleiche Art jverde

durch die Theilpunkte des Kreises B ein zweites , und

durch die Theilpunkte des Kreises C ein drittes System

auf / ? wirkender Kräfte bestimmt . Wegen der Glei¬

chung Da -\ - Db = Dc 3 wenn « , b 3 c drei zusammen¬

gehörige Theilpunkte sind ( nr . 3 . ) , ist nun von den diesen

Theilpunkten , zugehörigen drei Kräften die Kraft in dem

Kreise C gleichwirkend mit den beiden andern ; und da

die Theilpunkte aller drei Kreise zu dreien so zusam¬

men genommen werden können , dass sie mit / ? in einer

Geraden liegen , so wird die Resultante der Kräfte des

Kreises A 3 verbunden mit der Resultante der Kräfte

des Kreises B , gleichwirkend mit der Resultante der

Kräfte des Kreises C seyn .

5 ) Betrachten wir aber die Kräfte eines der drei

Kreise besonders , so sind je zwei , die von/ ? aus nach

gleichweit von D zu beiden Seiten liegenden Theil¬

punkten des Kreises gerichtet sind , einander gleich

und haben daher eine Resultante , welche den durch/ ?

gelegten Durchmesser zur Richtung hat . Dieselbe Rich¬

tung muss folglich auch der Resultante aller Kräfte des

Kreises zukommen .

Offenbar sind ferner je zwei Kreise mit ihren Seh¬

nen , oder den dadurch vorgestellten Kräften , einander

ähnliche Figuren , von denen die eine in die andere

übergeht , wenn man jede Kraft des einen Kreises in

dem Verhältnisse ändert , in welchem sein Durchmesser

zu dem Durchmesser des andern steht , ln demselben
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Verhältnisse werden folglich auch die Resultanten aller
Kräfte des einen und des andern Kreises zu einander

seyn , so dass die Durchmesser DA , DB y DC nicht

allein die Richtungen , sondern auch die ] Grössenverhält¬

nisse der Resultanten der drei Systeme von Kräften

augebpn .

6 ) Zu Folge des in nr . 4 . Erwiesenen ist daher von

drei durch DA , DB , DC vorgestellten Kräften die

letztere gleichwirkcnd mit den beiden erstem , und somit

das Parallelogramm der Kräfte für den Fall dargethan ,

wenn die Diagonale DC mit den Seiten Winkel macht ,

deren jeder zu 360 ° in einem rationalen “ Verhältnisse

steht . Die Ergänzung des Rewcises für den Fall irra¬
tionaler Verhältnisse bleibe dem Leser selbst überlassen .

•

Von den Axeu der grössten Momente .

§ . 81 .

Ist für einen Punkt M die Linie des grössten Mo¬

ments , welche dnrch ihre Richtung und Länge die dem

Punkte zugehörige Axe des grössten Moments und den

Werth desselben angiebt ( § . 77 . ) , gegeben , so lässt

sich das Moment für jede andere durch M gehende Axe

sogleich finden . Wie diese Linie des grössten Moments

bestimmt werden kann , ist in § . 78 . gezeigt worden ,

und wir wollen nun untersuchen , nach welchem Gesetze

die Richtung und Länge dieser Linie von einem Punkte
zum andern veränderlich ist .

Sey demnach ein System von Kräften auf eine

einfache , durch einen willkührlich angenommenen PunktM gehende Kraft v und auf ein Paar w reducirt wor¬
den . Eben so habe man das System auf eine durch
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einen beliebigen andern Punkt M ' gehende Kraft v

und auf ein Paar w ' zurückgebracht .

Da hiernach v und w gleichwirkend mit v ’ und w ’

sind , so sind es auch v , w und — w ’ mit v ’. Die Kraft
v muss daher in der Ebene des aus w und — w ' resul -

tirenden Paares liegen , oder doch dieser Ebene parallel

seyn ( § . 57 . ) , und muss mit — ein diesem resultiren -

den Paare das Gleichgewicht haltendes Paar bilden

( § . 15 . 1 . ) . Die Kräfte v und »/ sind folglich einander

gleich und haben gleichlaufende Kichtungen , und die

Ebene dieser Dichtungen wird von den Ebenen der

Paare w und w ’ in parallelen Geraden geschnitten

( § . 51 . ) . — Ist M ’ ein Punkt in der Dichtung von v

selbst , so fallen v und v zusammen , und haben daher

gleiche Wirkung ; mithin sind dann auch die Paare w

w ' einander gleichwirkend , d . i . , sie liegen in parallelen

Ebenen und haben gleiche Momente .

Dass die Kraft v von einem Punkte M zum andern

ihre Dichtung und Intensität unverändert behält , geht

übrigens auch daraus hervor , dass v die Desultante der

an einen Punkt M parallel mit ihren Dichtungen ge¬

tragenen Kräfte des Systems ist .

Weil w mit w ' und v \ — v gleichwirkend ist , so

ist , wenn wir sämmtlichc drei Paare auf eine Ebene

projiciren , das Moment der Projcction von w gleich dem

Momente der Projectionen von w ' und v \ — v ( § . 54 . 5 . ) .

Um ein bestimmteres Bild zu haben , wollen wirunsdie

gemeinschaftliche Dichtung von v und v ’ vertical auf¬

wärts gehend denken . Lassen wir nun die Projections -

ebene horizontal seyn und projiciren darauf rechtwinklig ,

so ist die Projection des Paares v \ — v null und die

Momente der Projectionen von w und w ' sind einander

gleich .
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Das Moment der Projection des Paares w auf eine

horizontale Ebene ist demnach für alle Punkte M von

gleicher Grösse , und mithin das Moment von w selbst

am kleinsten für diejenigen Punkte üf , für welche sich

die Ebene von w horizontal findet .

Um diese Punkte , wenn es anders solche giebt , zu

bestimmen , wollen wir dje Paare w und vf auf die Ebene

des Paares v ' , — v rechtwinklig projiciren . Nach obi¬

gem Satze von den Projectionen ist alsdann das Moment

der Projection von w gleich der Summe der Momente

des in der Projectionsebene liegenden Paares v ' , — v

selbst und der Projection von w \ In dem Falle nun ,

wenn w ' horizontal , also auf der Projectionsebene recht¬

winklig ist , ist das Moment seiner Projection null , folg¬

lich haben dann die Projection des Paares w und das

Paar v ' t — v gleiche Momente ; und weil immer die

Durchschnittslinien der Ebenen von w und w ’ mit der

Ebene von ( *>' , — v ) einander parallel sind , jetzt aber

w ' horizontal seyn soll , so sind jetzt die beiden Durch¬

schnitte von w und w ' mit der verticalen Ebene von

(V , — v ) horizontal . Dies giebt zur Bestimmung der

Punkte für welche w ' horizontal ist , folgende Regel :

Man lege durch die irgend einem Punkte M zuge¬

hörige Kraft v eine ( verticale ) Ebene so , dass sie die

Ebene des demselben Punkte zukommenden Paares w

in einer horizontalen schneidet . Auf diese Ebene pro -

jicire man das Paar w rechtwinklig und ergänze die

Kraft — v durch eine zweite v ' in derselben Ebene zu

einem Paare , welches mit der Projection von w einerlei

Moment hat . Jedes Paar « / , das einem Punkte M ' in

der Richtung von v ' zukommt , wird alsdann eine hori¬

zontale Lage haben .

Sind umgekehrt die sich rechtwinklig schneidenden
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v ' und w ' gegeben , und legt man durch irgend einen

Punkt M eine der v r parallele und gleiche Kraft v y so

ist das Paar , welches aus der Zusammensetzung der

Paare w ' und v ' y — v entspringt , das dem M zugehö¬

rige . Die Ebene desselben schneidet die Ebene von

(V , — v ) in einer Horizontalen , sein Moment aber und

sein Winkel mit dem horizontalen w ' ist um so grösser ,

je grösser das Moment des Paares v ' y — v ist , je weiter

also M von v ’ entfernt liegt .

§ . 82 .

Dieses vorausgescbickt ist nun die Bestimmung der

jedem Punkte M zugehörigen Linie des grössten Mo¬

ments ganz leicht . Diese Linie steht nach § . 77 . auf

dem w des 4 Punktes rechtwinklig und ist dem Älomente

dieses Paares proportional ; sie ist daher dasselbe ,

was wir in § . 53 . die Axe des Paares nannten . Da nun

die Resultante der Axen zweier zusammenzusetzenden

Paare die Axe des resultirenden Paares ist ( ebendas . ) ,

und da jetzt das Paar w aus der Zusammensetzung der

Paare v/ und v 'y — v hervorgeht , so ist die Linie des

grössten Moments für den Punkt M die Resultante der

Linie des grössten Moments für einen in v ' liegenden

Punkt M ’ und der nach demselben Massstabe bestimm¬

ten Axe des Paares v \ — v . Die hierzu nöthige Con -

struction ist folgende .

Sey , wie im Vorigen , v ' auf w rechtwinklig ; AB

( Fig . 26 . ) stelle die Richtung von v ' vor ; wir wollen sie

die H auptlinie des Systems nennen und sie uns

wiederum vertical denken . Für jeden ihrer Punkte M '

ist die Linie des grössten Moments eine von M ' aus

auf sie getragene , dem Momente von w ' proportionale ,

Länge M ' s ' .



Erster Theil . Sechstes Kapitel .
< \ &0

Ist nun M irgend ein anderer Punkt des Raums ,

und M ' der Punkt der Hauptlinie , welcher mit M in

einer Horizontalen liegt , so ist MAB die Ebene des

Paares v ‘, — v \ M ' M seine Breite , also M ' M . v sein

Moment und ein auf der Ebene MAB errichtetes , die¬

sem Momente proportionales Perpendikel MO die Axe

des Paares . Die Linie des grössten Moments für M

wird hiernach gefunden als die Resultante Ms von MO

und einer an M der M ' s ' gleich und parallel getra¬

genen MQ , oder , was dasselbe ist , als die Hypotenuse

Ms des bei O rechtwinkligen Dreiecks MOs , in wel¬

chem Os gleich und parallel AevMs ' ist ; sie ist daher

rechtwinklig auf dem von M auf die Hauptlinie gefäll¬

ten Perpendikel M ' M , und ihre Grösse , so wie ihr

Winkel mit der Hauptlinie , sind bei einem und dem¬

selben Systeme bloss von der Grösse dieses Perpen¬

dikels abhängig .

Weil MO proportional mit M ' M . v ist , so ist das

Verhältniss MO : M ' M , oder die Tangente des Win¬

kels MM ' O proportional mit v , also constant , weil v

von einem Punkte M zum andern seine Grösse nicht

ändert . Für alle Punkte , welche in einer und derselben

durch M ! gehenden Horizontalen M ' C enthalten sind ,

liegen daher die zugehörigen O in einer gleichfalls durch

M ' gehenden Horizontalen M ' D . Vertical über O in

einer Höhe = MV , also in einer durch s ' mit M ' D

gezogenen Parallele s ' E liegt der Punkt s . Lässt man

daher die Punkte M und s in M ' C und s ' E sich so

fortbewegen , dass die Gerade Ms auf M ' C immer normal

steht , so ist Ms jederzeit die Linie des grössten Mo¬

ments für M , und - man sieht hieraus deutlich , wie bei

wachsender Entfernung des M von M ' die Grösse dieser

Linie und ihr Winkel mit der Hauptlinie immer zunehmen .
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Setzt mau «leu Winkel Os IM, oder den Winkel von
Ms mit der Hauptlinie , = to und den constanten Win¬
kel CM ' D = a , so ist

M ' M
Ms = / ( M’s' 2 + M' M ’ tangtt ’ ) und tang w = , taug « ,

woraus dasselbe erkannt wird . '
Zum Schlüsse wollen wir die erhaltenen Resultate

in folgenden Sätzen zusammenstellen .
1 ) Für alle Punkte , welche in der Fluche eitles

um die Hauptlinie , als Axe y beschriebenen Cylinders
Herren , sind die JAnien der grössten Momente einan -
der gleich , berühren insgesammt diesen Cylinderund
machen mit der Hauptlinie gleiche Winkel . Für
alle Punkte , die in einer und derselben Seitenlinie des
Cylinders liegen , sind daher diese Pinien einander
parallel und in einer Ebene enthalten , die den Cylin -
der in der Seitenlinie berührt . Für alle Punkte
dagegen , welche in dem Durchschnitte der Cylinder -
fläche mit eitler auf der Ht&ptlinie normalen Ebene ,
also in einem Kreise , liegen , bilden die xugehörigen
Pinien die Fläche eines durch Umdrehung um die
Hauptlinie erzeugten hyperbolischen Hyperboloids .

2 ) Je weiter ein Punkt von der Hauptlinie ab¬
steht , je grösser also der Durchmesser des Cylinders
ist , desto grösser ist die zugehörige Pinie des gröss¬
ten Moments und desto mehr nähert sich der Winkel
dieser Pinie mit der Hauptlinie einem rechten , indem
die Tangente desselben dem Abstande des Punktes
von der Hauptlinie proportional ist . Für Punkte ,
die in einer auf der Hauptlinie normalen Geraden
hegen , bilden die zugehörigen Pinien die Fläche
eines hyperbolischen Paraboloids . Denn indem M in
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M ' C fortbewegt wird , bleibt Ms einer auf M ' C nor¬

malen Fläche parallel und trifft fortwährend die zwei

Geraden M ' C und s ' E , ^

3 ) Für jeden Punkt in der Hauptlinie fällt die

Pinie des grössten Moments in die Hauptlinie selbst

und ist kleiner , als für jeden andern Punkt , also ein

Minimum Maximorum .

§ . 83 .

Aufgabe . Die Gleichung , für die Hauptlinie und

den Werth des kleinsten unter den grössten Momenten

zu finden .

Auflösung . Das Coordinatensystem sey « in recht¬

winkliges . Beziehen wir nun das System der Kräfte

zuerst auf eine Axe welche durch den Punkt ( f , g , h )

geht , eine Länge = 1 hat und mit den Axen der x ,

y , % die Winkel <p , * , ip macht , so sind die Projectio -

nen der Axe auf die Coordinatenaxen , = cos <p , cos * ,

cosi// , und es ergiebt sich das Moment für diese Axe ,

wenn wir in dem in § . % . erhaltenen Ausdrucke des

Moments , für F , 6r , H diese Cosinus substituiren .

Bezeichnen wir daher dieses Moment mit T und setzen

zur Abkürzung :

* ( 1 ) . . . Z/ — gChB = L n M — AA + fC — M n

N — fB + gA = JV t ,

so wird

( 2 ) . . . T — L , cosg > + M , cos * + N , cosi \i .

Setzen wir ferner

V + M * + N *) — T ', und

( 3 ) . . . vp = cos <p ' , ^ = = cos * ' , = COS1// ' ,

so ist ( 4 ) . . . cos <p ' 2 + cos * ' 2 + cosi// 2 = 1 und

T = T ' ( cos <p cosqp ' + cos * cos * ' + cosy cosi// ) .
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Wegen ( 4 ) lassen sich aber q>' } / , 1// als drei
Winkel betrachten , die eine Gerade — sie heisse if
und werde gleichfalls durch ( f , g , k ) gelegt — mit
den Axen der x , y , % bildet ; und es ist mithin

cosgp cosqp ' -J- cos ^ cos ^' -l- cosr//cosit/ ' = cos
folglich . . . T — T ' cos t ' t \

Nehmen wir daher bloss <p , Xi veränderlich , so
ist der grösste Werth von T , = T ’ und dafltr der
Winkel f ' £ = 0 , d . h . unter allen durch den Punkt
( f , gi %) gehenden Axen t ist t ’ diejenige , welcher
das grösste Moment zukommt ; die Winkel dieser Axe
mit den Coordinatenaxen sind = qi \ / , ) und das
grösste Moment selbst = T \

Unter den verschiedenen grössten Momenten , welche
den verschiedenen Punkten (yj g , k ) zugehören , fal¬
len aber die Axen t r aller derjenigen Momente in die
Hauptlinie , deren Axen mit v , d . i . mit der Resultante
von A , B , C , parallel sind , für welche sich also

cos <jp' : cos ^ ' : cos xp' = A : B : C
verhalten . Hiermit folgt aus ( 3 ) und ( 1 ) :

L — gC + hB M — hA + fC N — fB + gA
A ~ B ~ C ’

welches daher zwei Gleichungen zwischen den Coordi -
naten y , g , h aller derjenigen Punkte sind , welche
nebst ihren Axen in die Hauptlinie fallen ; es sind folg¬
lich die zwei Gleichungen der Hauptlinie selbst .

Setzen wir zuletzt noch in dem allgemeinen Aus¬
drucke des Moments ( 2 ) die durch q>, / , \p bestimmte
Richtung der Axe parallel mit der Hauptlinie , also mit
der Resultante von A , B , C , so werden
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A B
D »COSfjP = yj , COS ^ =

wo D — ^ ( A 2 B 2 -+ • C 2 ) , und damit

^ AL , + BM , + CN ,D

also unabhängig von y , g y h . Alle mit der Hauptlinie |

parallele Axen haben daher gleiche Momente , deren

gemeinschaftlicher Werth der eben gefundeneist . Die - >

scr Werth kommt daher auch dem Momente einer in

die Hauptlinie selbst fallenden Axe zu , d . i . dem klein - ,

sten unter den grössten Momenten .

Zusatz . Dass alle mit der Hauptlinie parallele

Axen gleiche Momente haben , wird auch leicht aus

Fig . 26 . erkannt . Denn da Ms die Linie des grössten

Moments für den Punkt M , und MQS ein rechter

Winkel ist , so ist die der M ' s ' gleiche und parallele

Linie MQ . dem Momente der in sie fallenden Axe

proportional ( § . 76 . ) .

Von den Axen , deren Momente null sind .

§ . 84 .

Noch eine besondere Aufmerksamkeit verdienen

diejenigen Axen , in Bezug auf welche das Moment des

Systems null ist . Sie ergeben sich unmittelbar aus

dem Vorigen , da es unter allen durch einen Punkt M

gehenden Axen alle diejenigen und keine andern sind ,

welche auf der dem Punkte zukommenden Linie des i

grössten Moments rechtwinklig sind , also in der Ebene j

des dem M zugehörigen und durch ihn selbst gelegten '

Paares w liegen . In dieser Beziehung wollen wir die *
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durch M gelegte Ebeue von w die Nullebene des

Punktes M nennen .

So wie es nun für jeden Punkt eine Nullebene giebt ,

so lässt sich auch umgekehrt in jeder Ebene ein Punkt

angeben , in Bezug auf welchen sie die Nullebene ist ,

also ein Punkt , den man den Nullpunkt der Ebene

nenne , und welcher die Eigenschaft besitzt , dass von

allen in der Ebene enthaltenen Axen bloss für diejeni¬

gen , welche den Punkt selbst treffen , das Moment des

Systems null ist .

Denn werde die Ebene von der vertikalen Haupt¬

linie AB ( Fig . 26 . ) im Punkte M ' geschnitten und sey

M ' C eine in der Ebene durch M ' gelegte Horizontale ,

so liegt darin der Nullpunkt M der Ebene und ist von

M ' um einen Abstand = entfernt ,
tang « ’

wo AfV und a constant sind , und w den Winkel der

Ebene mit dem Horizonte bezeichnet ( § . 82 . ) . Ist aber

die Ebene mit der Hauptlinie parallel und von ihr um

einen Abstand = x entfernt , berührt sie also einen um

die Hauptlinie mit einem Halbmesser =c= x beschriebenen

Cylinder , so liegen in der Ebene die Axen , deren Mo¬

mente null sind , einander parallel und machen mit der

Ebene des Horizonts einen Winkel , dessen Tangente

= Vcrgl . § . 82 . In diesem Falle ist also der
• AZV ° y

Nullpunkt der Ebene als unendlich entfernt zu betrachten .

Hat man somit den Nullpunkt M einer Ebene ge¬

funden , so kann für eine andere durch M nicht gebende

Axe t der Ebene das Moment nicht = 0 seyn . Denn

ist erstens die Ebene nicht parallel mit der Hauptlinie ,

so lässt sich unter der hier allein geltenden Voraus¬

setzung , dass die zwei Kräfte , worauf das System re -
10
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ducirbar ist , nicht in einer Ebene liegen , das System

auf ein in der Ebene enthaltenes Paar w und auf eine

durch M gehende mit der Hauptlinie parallele Kraft v

reduciren , und für die Axe t sind nur die Momente der

zwei Kräfte , welche das Paar ausmachen , nicht aber

das Moment von » , also auch nicht das Moment des

Systems , null .

Ist zweitens die Ebene mit der Hauptlinie parallel ,

J und ist p eine der in ihr liegenden parallelen Axen ,

für welche das Moment des Systems null ist , t irgend

eine andere in der Ebene enthaltene Axe , welche p im

Punkte N schneidet , so ziehe man durch N ( in der

Ebene ) eine Parallele v mit der Hauptlinie und be¬

schreibe in der Ebene einen Kreis , welcher p in N

berühre . Alsdann verhalten sich die Momente in Bezug

auf die Axen v und t , wie die in den Kreis fallenden

Theile von v und t ( § . 76 . ) . Da nun das Moment für

v gleich dem kleinsten unter den grössten Momenten

ist ( § . 83 . Zus . ) , und dieses unter der gemachten Vor¬

aussetzung nicht null seyn kann , so kann es auch nicht

das Moment für die Axe t seyn .

§ . 85 .

Die Eigenschaften von Nullebenen und Nullpunkten

lassen sich auch ganz leicht aus den oben ( § . 69 . ) ana¬

lytisch bewiesenen Sätzen herleiten , dass von der einen

der beiden Kräfte , worauf ein System reducirbar ist ,

die Richtung im Allgemeinen nach Willkühr genommen

werden kann , und dass , wenn die eine der beiden

Kräfte durch einen gegebenen Punkt geht , die andere

in einer damit gegebenen , den Punkt enthaltenden

Ebene liegt , und umgekehrt . Von diesen Sätzen will
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iob jetzt noch einen andern auf ganz einfache Betrach¬

tungen sich gründenden Beweis mittheilen , und hierauf

den Zusammenhang zwischen ihnen und den Eigenschaf¬

ten der Nullebenen und Nullpunkte kürzlich angeben .

1 ) Bat man zwei Kräfte P und P t ( Fig . 27 .) , de¬

ren Richtungen nicht in einer Ebene liegen , und eine

Richtung q , welche mit der einen P der beiden erstem

in einer Ebene a liegt , und daher , im Allgemeinen

wenigstens , mit P einen Punkt A gemein hat , so ist es

im Allgemeinen immer möglich , die zwei Kräfte in zwei

mit ihnen gleichwirkende Q und # , zu verwandeln , von

deneu die eine Q die Richtung q hat .

Denn da P und / *, mit Q und Ö , gleichwirkend

scyn sollen , so müssen es auch P und — Q mit ö ,

und — / *, seyn . P und — Q , haben aber , als zwei

Kräfte , deren Richtungen in einer Ebene a liegen und

im Punkte A derselben sich schneiden , eine durch den

Schneidepunkt A gehende und in der Ebene « enthal¬

tene Resultante jft . Diese Resultante R muss daher

auch den Kräften und — / *, zukommen , es muss

folglich auch Q L die Resultante von / *, und R seyn ;

und da zwei nicht in einer Ebene enthaltene Kräfte

nicht auf eine einzige Kraft reducirt werden können

( § . 57 . ) , so müssen P l und R , so wie auch in

einer Ebene a l enthalten seyn und sich darin , im All¬

gemeinen wenigstens , in einem Punkte A t schneiden .

Hiernach ist die Richtung von R bestimmt als der

Durchschnitt der Ebene a , in welcher P und Q , wirken ,

mit der durch P t und den Schneidepunkt A von P

und Q . zu legenden Ebene a L. Da also von den drei

Kräften P — Q , — R , welche im Gleichgewichte sind ,

die Richtungen , und von der « rsten derselben , P , die
10 *



148 Erster Tlieil . Sechstes Kapitel .

Intensität , gegeben sind , so lassen sich auch von Q ,

und R die Intensitäten finden ( § . 28 . « . ) , und hieraus

die Richtung und Intensität von # , , als von einer Kraft ,

welche mit — R und — P y im Gleichgewichte ist .

2 ) Wir folgern hieraus w eiter : Ist von der Richtung

der Kraft Q nur der Punkt A gegeben , in welchem

sie die P schneiden soll , so kennt man von der Kraft

Q y nur die Ebene a iy in welcher sie mit P y liegen

muss ; es ist nämlich die durch A und P l zu legende

Ist aber für Q , nur die Ebene a gegeben , in wel¬

cher sie mit P liegen soll , so ist von ö , nur der Punkt

A y bekannt , in welchen » sie die P t schneiden muss ;

es ist nämlich der Durchschnitt der Ebene a mit P t .

Wenn demnach von irgend zwei Kräften , die mit

zwei nicht in einer Ebene liegenden Kräften P und P l

gleiche Wirkung haben , die eine der P in einem Punkte

A begegnet , so liegt die andere in der durch A und

P y bestimmten Ebene ; und wenn die eine mit P in

einer Ebene a liegt , so geht die andere durch den

Scbueidcpunkt von a mit P y .

3 ) Auch in dem Falle , wenn die gegebene Rich¬

tung von Q nicht , wie vorhin , mit der Richtung von P

in einer Ebene liegt , lassen sich im Allgemeinen die

Intensität von Q , und die Richtung und Intensität von

Q . i so bestimmen , dass Q und Q , mit P und P y gleich¬

wirkend werden . Denn zieht man eine Gerade s , welche

die Richtung von P und Q zugleich schneidet , so kann

man nach dem Vorigen P und P t zuerst in zwei Kräfte

S und S y verwandeln , von denen S die Richtung s

hat , und kann sodann auf dieselbe Weise aus S und

S L die mit ihnen , und folglich auch mit P und P lt

gleichwirkenden Kräfte Q . und Q . y herleiten .



Theorie der Momente . 149

4 ) Ist daher ein System von Kräften auf zwei

nicht in einer Ebene liegende Kräfte reducirbar , so
kann die Richtung der einen von beiden im Allge¬
meinen jede beliebige seyn . Um so mehr kann folglich
das noch Unbestimmtere verlangt werden , dass die eine

der beiden Kräfte durch einen beliebig gegebenen Punkt

gebe , oder in einer beliebig gegebenen Ebene liege .

Der Punkt A und die Ebene a in dem Satze nr . 2 .

können daher ebenfalls ganz nach Willkühr bestimmt

werden , welches uns zu dem Schlüsse führt :

In Bezug auf ein System von Kräften , welches
auf zwei nicht in einer Ebene liegende Kräfte I * und
I " reducirt werden kann , entspricht jedem Punkte
A eine durch ihn gehende Ebene a l und jeder Ebene
a ein in ihr liegender Punkt dergestalt , dass , wenn
die eine der beiden Kräfte , P , dem Punkte A be¬
gegnet , oder in der Ebene a wirkte die andere P t
in der entsprechenden Ebene a l enthalten ist , oder
den entsprechenden Punkt A t trifft .

5 ) Geht aber die Kraft P durch den Punkt A , und

liegt folglich die Kraft / *, in der dem A entsprechen¬

den Ebene so schneidet jede durch A gehende und

in a l enthaltene Axe sowohl die Richtung von P , als

die von P i , und es ist daher in Bezug auf jede dieser

Axen das Moment von P und / *, , folglich auch das

Moment des Systems , null .

Die einem Punkte A entsprechende Ebene a , ist

mithin die Nullebene des Punktes , und eben so der

einer Ebene a entsprechende Punkt A L der Nullpunkt

der Ebene .

Zusätze , a . Ist « , die dem Punkte A entspre¬

chende Ebene , so ist auch A der der Ebene a t entspre -
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chende Punkt * indem , wenn die eine Kraft P t in

wirkt , die andere P dem A begegnen muss ; und eben

so erhellet , dass wenn der Ebene a der Punkt A t ent¬

spricht , auch umgekehrt letzterer die erstere zur ent¬

sprechenden hat .

6 . Ist A ein Punkt der Ebene a , und wird die

willkührliche Richtung der Kraft P so genommen , dass

sie zugleich durch A geht und in a liegt , so muss die

Kraft P t wegen des erstem in der Ebene a , liegen

und wegen des letztem durch den Punkt A t gehen ;

mithin muss A l ein Punkt der Ebene « , seyn , d . h :

Liegt ein Punkt in einer Ebene , so geht die dem

Punkte entsprechende Ebene durch den der Ebene ent¬

sprechenden Punkt .

f 86 -

Diese gegenseitigen Beziehungen zwischen Punkten

und Ebenen sind eine besondere Art der sogenannten

dualen oder reoiproken Verhältnisse , welche in der

neuern Zeit so mannigfach untersucht worden sind , und

wobei zwei Systeme von Punkten und Ebenen in einer

solchen Beziehung zu einander betrachtet werden , dass

jedem Punkte des einen Systems eine Ebene des andern

und jeder Ebene des einen ein Punkt des andern ent¬

spricht . Im Gegenwärtigen kommt noch die besondere

Bedingung hinzu , dass jeder Punkt in der ihm entspre¬

chenden Ebene selbst liegt , und — was eine Folge

davon ist , — jede Ebene den ihr entsprechenden Punkt

selbst enthält . Hierdurch werden nicht nur die bei der

Dualität im Allgemeinen Statt habenden Beziehungen

in etwas modificirt , sondern es treten noch Relationen

von eigcnthümlicher Beschaffenheit hinzu . Folgende
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Sätze geben eine kurze Uebersioht dieser merkwürdigen

Beziehungen " ) .

Zuerst folgt unmittelbar aus dem Vorhergehenden :

1 . Zu jedem Punkte gehört eine ihn enthaltende Null¬

ebene und zu jeder Ebene ein in ihr liegender

Nullpunkt .

2 . Ist von einer Ebene und einem in ihr liegenden

Punkte erstere die Nullebene des letztem , so ist

auch letzterer der Nullpunkt der erstem , und um¬

gekehrt .

3 . Liegt ein Punkt in einer Ebene , so geht die Null¬

ebene des Punktes durch den Nullpunkt der Ebene ;

oder was dasselbe ist :

3 ° . Geht eine Ebene durch einen Punkt , so liegt der

Nullpunkt der Ebene in der Nullebene des Punktes .

Aus 3 . fliesst weiter : Liegen mehrere Punkte in

einer Ebene , so gehen die Nullebenen der Punkte durch •

den Nullpunkt der Ebene ; d . h .

4 . Von mehreren in einer Ebene liegenden Punkten

schneiden sich die Nullebenen in einem Punkte ,

welcher in ersterer Ebene liegt und ihr Null¬

punkt ist . ■'

Eben so folgt aus 3 * . :

4 * . Von mehrern sich in einem Punkte schneidenden

Ebenen liegen die Nullpunkte in einer Ebene ,

welche erstem Punkt enthält und seine Null¬

ebene ist .

Aus 4 . sohliessen wir ferner : Von mehrern in zwei

Ebenen zugleich , d . i . in einer Geraden , liegenden

* ) Ausführlicher habe ich diesen Gegenstand in einer Abhand¬
lung „ Ueber eine besondere Art dualer Verhältnisse zwischen Figuren
im Raume “ in Crelle ' s Jornal X . Band , pag . 317 . untersucht .
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Punkten gehen die Nullebenen sowohl durch den Null¬

punkt der einen , als durch den der andern jener zwei

Ebenen , d . i . sie schneiden sich in der diese zwei Null¬

punkte verbindenden Geraden ; also :

5 . Die Nullebenen mehrerer in einer Geraden liegen¬

den Punkte schneiden sich wiederum in einer

Geraden .

Aehnlicherweise ergiebt sich aus 4 ° . :

5 ° . Die Nullpunkte mehrerer sich in einer Geraden

schneidenden Ebenen liegen wiederum in einer
Geraden .

Nach 5 . und 5 " . entspricht also jeder Geraden eine

zweite Gerade , so dass jeder Punkt der einen zu seiner
Nullebene die durch ihn und durch die andere Gerade

gelegte Ebene hat , und dass von jeder durch die eine

Gerade gelegten Ebene der Nullpunkt derjenige ist , in

• welchem sie von der andern Geraden geschnitten wird «

Je zwei solchergestalt sich entsprechende Gerade sind

zugleich die Richtungen zweier Kräfte , auf welche sich

das System reduciren lässt . Denn sind a und b die

Nullebenen der Punkte A und B , und gebt die eine

der beiden Kräfte durch A oder B , so muss die an¬

dere resp . in a oder b liegen ; geht folglich die eine

durch A und B zugleich , so muss die andere den Durch¬

schnitt von « mit ^ , d . i . die der AB entsprechende Ge¬

rade vzur Richtung haben .

In dem besonderen Falle , wenn B in a liegt , geht

nach 3 . die Nullebene b von B durch den Nullpunkt

A von a , d . i . a und b schneiden sich in AB selbst .

Jede in einer Ebene a durch den Nullpunkte dersel¬

ben gezogene Gerade , oder , was dasselbe ist , jede

durch einen Punkt A gelegte Gerade , welche zugleich

in der Nullebene a des Punktes liegt , also jede Axe ,
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in Bezug auf welche das Moment des Systems null ist ,

hat folglich sich selbst zur entsprechenden , und es ist

daher unmöglich , das System auf zwei Kräfte zu redu -

ciren , von denen die eine eine solche Gerade zur Rieh -

tung hat .

Um diese Sätze durch ein Beispiel zu erläutern ,

wollen wir von den drei Coordinatenebenen , worauf das

System der Kräfte in dem Vorigen bezogen worden ,

die Nullpunkte , und von dem Anfangspunkte der Coor¬

dinaten O die Nullebene zu bestimmen suchen .

Für eine in der Ebene der xy liegende Axe sind

h und H null ( § . 62 . ) , folglich das Moment des Systems

( § . 63 . ) in Bezug auf eine solche Axe

= rF {L - g C ) + rG ( .M + fC ) .

Man sieht nun sogleich , dass , wenn man / ' und g

durch die Gleichungen und M -\ - fC — Q und L — gC

= 0 bestimmt , dieses Moment , unabhängig von F und

G , also für jede in der Ebene der xy enthaltene Axe ,

welche durch den Punkt ( f , g ) geht , null wird . Dieser

Punkt , d . i .

( ML
V C > C

ist daher der Nullpunkt der Ebene der xy , und eben

so finden sich

( n N M \ , ( N _ L \

V 0 ’ A ’ A ) Und ’ ° » B )

als die Nullpunkte der Ebenen der yz und zx .

Ferner ist für eine durch O gelegte Axe , wenn

wir den Anfangspunkt { f , g , /t ) derselben mit O zu¬

sammen fallen lassen und daher g , h — 0 setzen ,

das Moment

= rFG + rGM + rHJV .
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Da nun jetzt ( F , G , H ) der Endpunkt der Axe

ist , so liegt derselbe , und mithin die von O ausgehende

Axe seihst , wenn in Bezug auf sie das Moment null

ist , in einer Ebene , deren Gleichung

Lx + My + N % — 0 ,

welches also die Gleichung der Nullehene von O ist .

In dieser Ebene müssen nach 4 ° die Nullpunkte der

in O sich schneidenden Coordinatenehenen liegen . Auch

finden wir dieses durch unsere Rechnung bestätigt ,

wenn wir in der Gleichung für erstere Ebene die vorhin

für die Nullpunkte erhaltenen Coordinaten substituiren .

§ . 87 .

Weitere Folgerungen ergeben sich , wenn wir Sy¬

steme von Ebenen betrachten , die entweder mit einer

und derselben Geraden , oder mit einander parallel sind .

Drei oder mehrere sich in Parallelen schneidende

Ebenen können als solche angesehen werden , die sich

in einem unendlich entfernten Punkte schneiden , und

wir schliessen daher nach 4 * . :

6 . Die Nullpunkte mehrerer sich in Parallelen sohnei¬

denden Ebenen liegen in einer mit den parallelen

Durchschnittslinien ebenfalls parallelen Ebene , de¬

ren Nullpunkt unendlich entfernt nach der durch

die Parallelen bestimmten Richtung zu liegt .

Da ferner parallele Ebenen als solche betrachtet

werden können , die sich in einer unendlich entfernt lie¬

genden Geraden schneiden , so müssen nach 5 .* .

7 . die Nullpunkte mehrerer paralleler Ebenen in einer

Geraden liegen .

Seyen a , a \ « " , . . . mehrere unter sich parallele

Ebenen , und eben so bilden b , b \ b ' \ . . . ein zweites
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System unter sich , aber nicht auch mit den erstem

parallelen Ebenen . Von « , seyen A y A ' y . . und

von b , b ’y . . seyen B y B ' y . . die Nullpunkte , so liegen

nach 7 . A y A ’y . . in einer Geraden « , und B , B ' y . .

in einer zweiten Geraden ß . Da ferner die Ebenen

« , von den Ebenen b y b ' , . . in einander parallelen

Geraden geschnitten werden , so liegen nach 6 . sämmt -

liche Nullpunkte A , A ' y . . B , also auch die

Geraden a und ß , in einer Ebene . Zugleich aber können

« und ß keinen Punkt mit einander gemein haben .

Denn fiele z . B . A mit B zusammen , so müssten auch

die Nullebenen a und b dieser Punkte zusammenfallen ,

welches gegen die Voraussetzung ist . Mithin sind a

und ß mit einander parallel , und wir können den Satz

aufstellen :

Hat man mehrere Systeme paralleler Ebenen , so

sind die Geraden , welche sich in jedem Systeme durch

die Nullpunkte der Ebenen legen lassen , insgesammt

mit einander parallel .

Diese parallele Richtung der Geraden ist , wie man

leicht sieht , dieselbe , welche wir im Obigen bei jedem

Systeme von Kräften als einzig in ihrer Art fanden und

uns yertical dachten . Wir wollen auch gegenwärtig

diese Richtung vertical annehmen und hiernach den

vorigen Satz so aussprechen :

8 . Die Nullpunkte eines Systems paralleler Ebenen

liegen in einer verticalen Linie .

Hieraus folgt leicht der umgekehrte Satz :

9 . Von zwei Punkten A und B , die in einer Verti -

oallinie liegen , sind die Nullebenen a und b parallel .

Denn wären sie es nicht , so lege man durch B

eine Ebene lV parallel mit a . Der Nullpunkt von b '

müsste dann derjenige seyn , in welchem b ' von einer
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durch A gelegten Verticale getroffen wird , folglich B

selbst . Mithin hätte B zwei verschiedene Nullebenen ,

welches nicht möglich ist .

10 . Jede verticale Ebene c hat einen unendlich ent¬

fernten Nullpunkt , und jeder unendlich entfernte

Punkt C eine verticale Nullebene .

Denn seyen A und B zwei Punkte in c , welche in

einer verticalen Linie liegen . Die Nullebenen a und 6

von A und B sind folglich ( 9 . ) einander parallel , und

da nach 3 . in a sowohl , als in b , der Nullpunkt von c

liegt , so muss dieser unendlich entfernt seyn .

Um den zweiten Theil des Satzes zu beweisen ,

lege man durch C eine Ebene a , und eine mit a par¬

allele Ebene 6 , die , weil C unendlich entfernt seyn soll ,

ebenfalls durch C gehend zu betrachten ist . Nach 3 *.

geht aber die Nullebene von C sowohl durch den Null¬

punkt A von a , als durch den Nullpunkt B von 6 , also

durch die Verticallinie AB ( 8 . ) und ist daher selbst

vertical .

Da die Nullebenen zweier Punkte , die in einer

Verticale liegen , einander parallel sind ( 9 . ) , also sich

erst in einer unendlich entfernten Geraden schneiden ,

so ist die einer Verticalen entsprechende Gerade un¬

endlich entfernt . Von den zwei Kräften , worauf sich

das System zurückführen lässt , kann daher keine eine

verticale ( mit der Hauptlinie parallele ) Richtung haben ,

eben so wenig , als sie mit einer Axe , für welche

das Moment des Systems null ist , zusammen fallen

kann ( vor . § . ) .

§ . 88 .

Zusätze . Sey ABCD eine dreiseitige Pyramide ,

und von ihren Seitenflächen BCD y CDA , DAB ,
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ABC seyeu die Nullpunkte resp . F , G , H , I , so ist

FGHI eine in ABCD eingeschriebene Pyra¬

mide , zugleich aber auch eine um letztere umschrie¬

bene . Denn die Ebene durch die Nullpunkte G , H ,

I der sich in A schneidenden Ebenen CDA , DAB ,

ABC ist nach § . 86 . 4 ° . die Nullebene von A , und

auf gleiche Art sind HIF ', IFG , FGH die Nullebenen

von B , C , D . Die zwei Pyramiden stehen daher in

einer solchen gegenseitigen Beziehung , dass die Ecken

der einen die Nullpunkte der Flächen der andern , und

die Flächen der einen die Nullebenen der Ecken der

andern sind . Dabei entspricht jeder Kante der einen

Pyramide eiue Kante in der andern ; z . B . der Kante

AB , in welcher sich die Flächen DAB und ABC

schneiden , die Kante HI , welche die Nullpunkte die¬

ser Flächen verbindet 0) .

Dieselbe Betrachtung lässt sich auch auf jedes an¬

dere Polyeder anwenden . Sey S die Ecke eines Po¬

lyeders , a , b , e , . . . die in dieser Ecke in der Ordnung ,

wie sie an einander grenzen , ( a an b , b an c , u . s . w . )

zusammenstossenden Seitenflächen , und A , B , C , . . .

die Nullpunkte dieser Flächen , die daher in einer

Ebene , in der Nullebene von <S , liegen . ABC . . . ist

mithin ein ebenes Vieleck , und auf gleiche Art wird

bei jeder andern Ecke durch die Nullpunkte der um

die Ecke hcrumliegenden Flächen ein ebenes Vieleck

bestimmt . Von allen Seiten aller dieser Vielecke gehört

aber jede Seite , z . B . AB , zweien Vielecken zugleich

an . Denn wenn die Kante des Polyeders , in welcher

sich die Flächen a und b schneiden , und von welcher

*) Ueber die Construction zweier solchen Pyramiden siehe einen
Aafsatz desVerf . in Crelle ’ s Journal , III , Band , pag . 273 . Vergl .
auch Steiner Systemat . Entwickel , pag . 247 .
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S der eine Endpunkt ist , zum andern Endpunkte die

Ecke T hat , so gehört die Seite AB des Winkels

ABC . . . auch zu dem Vielecke , welches sich in der

Nullebene von T aus den Nullpunkten der in T zusaro -

menstossenden Flächen bildet . Alle diese Vielecke

hängen daher als Seitenflächen eines zweiten Polyeders

zusammen , welches in das erstere zugleich um - mul

eingeschrieben ist ; eingeschrieben , weil seineEcken
A , B , . . . die Nullpunkte der Flächen a , 6 , . . . des

erstem sind , — umschrieben , weil seine Flächen

ABC . . . , u . s . w . die Ecken S , u . s . w . des erstem

zu Nullpunkten haben . Jedes von ihnen hat daher eben

so viel Ecken und Flächen , als das andere resp . Flä¬

chen und Ecken hat ; nach dem bekannten Euler ’ schen

Satze , dass die Kantenzabl der um zwei Einheiten ver¬

minderten Summe der Ecken - und Flächenzahlen gleich

ist , haben folglich beide Polyeder gleich viel Kanten ,

was auch schon daraus fliesst , dass jeder Kante des

einen eine Kante des andern entspricht , z . 11 . der Kante

des ersten , in welcher sich die Flächen a und £ schnei¬

den , die Kante AB des zweiten .

Seyen , um diese Betrachtungen noch durch ein

Beispiel deutlicher zu machen , a und a ' , b und b \
c und c' die sechs sich zu zweien gegenüberliegenden

Vierecke eines Hexaeders , in weiterem Sinne genom¬

men , so sind die Nullpunkte A , A ', B, B', C, C die¬
ser Flächen die Ecken eines in und um das Hexaeder

beschriebenen Oktaeders , welche sich eben so paar¬

weise , A und A \ u . s . w . gegenüberstehen . So wie

das Hexaeder 6 Flächen und 8 Ecken hat , kommen dem

Oktaeder 8 Flächen und 6 Ecken zu . Die Z ahl der

Kanten ist aber bei jedem der beiden Körper = 12 .

Ist das Hexaeder ein Parallelepipedum , und daher
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a ' mit a , b ' mit b , d mit c parallel , so sind die drei

Diagonalen AA ' , BB ' , CC ' des Oktaeders einander

parallel ( § . 87 . 8 . ) ; die Ebene AA ' BB ist parallel mit

den vier Kanten des Parallelepipedums , in denen sich

die Flächen a , b , b f schneiden ; u . s . w . ( § . 87 . 6 . ) .

Allerdings macht es einige Schwierigkeit , sich ein

Oktaeder , dessen Diagonalen einander parallel sind ,

vorzustellen . Es gehört zu den bis jetzt noch nicht

betrachteten Polyedern , deren Flächen sich innerhalb

der sie begrenzenden Kanten schneiden , zu Polyedern ,

welche den in § . 45 . 3 . gedachten Vielecken analog sind ,

deren Perimeter , bevor sie in sich zurückkehren , sich

gleichfalls ein - oder mehrere Male begegnen .

Relationen zwischen Momenten , deren Axen

beliebige Richtungen haben .

§ . 89 .

Die Momente eines Systems in Bezug auf mehrere

sich in einem Punkte M schneidende Axen sind , wie

wir in § . 76 . gesehen haben , den Theilen der Axen

proportional , welche in letztem von einer gewissen durch

M zu beschreibenden Kugelfläche abgeschnitten werden .

Sind daher von drei sich in einem Punkte M schneiden¬

den und nicht in einer Ebene liegenden Axen MA ,

MB , MC die Momente a , ß , y gegeben , so lässt sich

daraus das Moment <5 für irgend eine vierte durch M

gehende Axe MD durch folgende einfache Construction

finden : Man nehme in den Axen MA , MB , MC die

Abschnitte Ma , Mb , Mc proportional mit a , ß , y und

beschreibe durch die vier Punkte M , a , b , c eine

Kugelfläche . Schneidet nun diese die Axe MD in d ,

so wird Md dem gesuchten ä proportional seyn .

Eben so lässt sich aus den Momenten Ma , Mb
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zweier sich schneidenden Axen MA , MB das Moment

Md für jede dritte durch M gehende und mit erstem

beiden in einer Ebene liegende Axe MD finden , indem

man durch M , a , b einen Kreis beschreibt , welcher

MD in d schneiden wird .

§ . 90 .

Schneiden sich die drei Axen , deren Momente ge¬

geben sind , unter rechten Winkeln , so lässt sich die

Aufgabe sehr einfach durch Rechnung lösen . — Sey

unter allen durch M gehenden Axen MS die Axe des

grössten Moments , und daher , wenn diese von der Ku¬

gelfläche in s geschnitten wird , Ms ein Durchmesser

der Kugel . Alsdann ist Ma — Ms . cosSMA , oder ,

wenn wir das grösste Moment = a setzen und uns eine

zweite Kugel denken , die um M als Mittelpunkt mit

der gemeinschaftlichen Länge der Axen , als Halbmesser ,

beschrieben ist , und auf deren Oberfläche daher die

Punkte S , A , B , C , D liegen :

u = a cosAS , und eben so

ß = acosBS , y = ocosCS , S = acosDS .

Schneiden sich nun , wie angenommen worden , die

drei Axen MA , MB , MC unter rechten Winkeln ,

und sind daher die Seiten und Winkel des sphärischen

Dreiecks ABC insgesammt = 90 ° , so hat man :

cosDS = cos AD cosAS + cos BD cos BS

- J- cos CD cos CS .

Hierin für cosDS , cos AS , . . . die ihnen nach

vorigen Formeln proportionalen Werthe d , « , . . . sub -

stituirt , erhält man :

( .A ) . . . ä = a cosAD + ßcosBD + ycos CD .

Aus den Momenten für drei sich unter rechten

Winkeln in einem Punkte schneidenden Axen findet
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sich demnach das Moment für jede vierte durch den¬

selben Punkt gehende Axe , wenn man erstere drei

Momente resp . mit den Cosinussen der VCinkel mul -

tiplicirt , welche von den Axen dieser Momente mit

der Axe des vierten gebildet werden , und diese Pro -

ducte addirt .

tfebrigens ist unter derselben Voraussetzung , dass

BC — CA — AB — 90 ° :

cosAS * + cos BS 2 + cos C S 2 = 1

und daher

« 2 + /2 2 + y 5 — a 2 ,

cos AS = a , cos B S — u . s . w .
l / u * + (j > + y *

Formeln , mittelst deren man aus den Momenten für

drei sich rechtwinklig in einem Punkte schneidende

Axen , von der durch denselben Punkt gehenden Axe , *

welche das grösste Moment hat , dieses Moment selbst

und die Lage der Axe finden kann .

§ . 91 .

Die im vorigen § . erhaltene Relation zwischen vier

Momenten , von deren vier Axen sich drei unter rechten

Winkeln treffen , ist zuerst von Euler gegeben wor¬

den * ) . Es ist aber nicht schwer , eine eben so einfache

f Formel für den allgemeinem Fall herzuleiten , wenn die

vier Axen willkiihrliche Winkel mit einander machen .

1 ) Von einer durch die Gerade PQ vorgestellten

Kraft ist das Moment in Bezug auf die Axe A t B l die

Pyramide A , B t PQ . ( § . 59 . Zus . ) . Seyen nun A und

B zwei beliebige andere Punkte in A r B v , so verhalten

*) Nova Acta Petrop . Tom . VII . vom Jahre 1793 .

11
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sich die Pyramiden A , B , PQ : A BPQ wie die Drei¬

ecke A , B , P : ABP , und diese wie die Geraden

A , Bt -. AB -, und es ist daher , wenn wir die Axenlänge

A , B , zur Einheit des Maasses nehmen :

ABPQ = AB . A , B , PQ ,

wo die Linie AB positiv oder negativ zu nehmen ist ,

je nachdem sie mit der in sie fallenden Axe A , B ,

einerlei oder entgegengesetzte Richtung hat .

2 ) Auf gleiche Art ist , wenn wir noch andere Kräfte

PQ ' , P ' Q ' ' , . . . auf die Axe A , B , beziehen :

ABPQ ’ = AB . A , B , P ' Q ' ,

u . s . w . Addiren wir alle diese Gleichungen , so kommt

mit Anwendung des Sunimationszeichens 2 , und wenn

wir das Moment des von den Kräften PQ , PQ ' , . . .

gebildeten Systems in Bezug auf eine Axe , welche in

der Geraden A B liegt , aber nicht A B selbst , sondern

die Linieneinheit [ = = A , B , ) zur Länge hat , mit [ AB ]

bezeichnen :

2 ABPQ = AB2A , B , PQ = AB [AB ] .

3 ) Seyen MA , , MB , , MC , , MD , vier sich in

einem Punkte M schneidende Axen , von denen die drei

ersten wenigstens nicht in einer Ebene liegen . Man

nehme in MD , beliebig einen Punkt D und construire

um MD als Diagonale ein Parallelepipedum , dessen

in M zusammenstossende Kanten in die Axen MA ,

MB , , MC , fallen . Seyen resp . A , B , C die andern

Endpunkte dieser Kanten , so ist , wenn PQ wiederum

eine Kraft bezeichnet :

MDPQ = MAPQ + MBPQ + MCPQ ( § . 63 . 3 . )

folglich auch bei einem Systeme von mehreren Kräften

PQ , PQ ' , u . s . w . :
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2MDPQ — 2MAPQ + 2MBPQ + ZMCPQ

folglich nach nr . 2 . :

( B) . . . MB [ MB ] = MA \_MA \ + MB \ MB \ + MC [ MC \ .

Wenn demnach für die drei Axen MA , , MB , ,

MC , die Momente [ MA ] , [ MB ] , [ MC ] gegeben sind ,

und das Moment [ MB ] für die Axe MB , gesucht wird ,

so construire man das Parallelepipedum MABCB ,

als wodurch sich die Verhältnisse zwischen MA , . . . MB

ergeben , und man erhält damit nach letzterer Gleichung

folgenden das Gesuchte .

§ • 92 .

Zusätze , a . Macht man in den Axen MA „ . . . MB ,

die Linien Ma , . . . Md den Momenten der Axen resp .

proportional , so liegen a , b , c , d mit M in der Ober¬

fläche einer Kugel ( § . 76 . ) , und man bekommt damit

den geometrischen Satz :

Hat man eine Kugel und ein Parallelepipedum ,

dessen eine Ecke M in der Fläche der erstem

liegt , und sind a , b , c , d die Punkte , in denen die

Kugelfläche resp . von den in M zusammenstossen -

den Kanten MA , MB , MC und der Diagonale

MB des Parallelepipedums geschnitten wird , so ist :
MB . Md — MA . Ma + MB . Mb -j- MC . Mc .

b . Schneiden sich die drei Axen MA , , MB , , MC ,

unter rechten Winkeln , so verhalten sich

MA -. MB . MC . MD

= cos ^ j MB , : cos B , MB , : cos C , MB , : 1

und man kommt durch Substitution dieser Verhältniss -

werthe in die allgemeine Gleichung ( B ) auf die spe -

cielle Gleichung ( A ) in § . 90 . wieder zurück .
11 *



164 Krater Theil . Sechste » Kapitel .

§ . 93 .

So sehr auch die Gleichung ( B ) die Eulersche ( A )

an Allgemeinheit übertrifft , so ist sie doch nur als ein

spccieller Fall einer weit allgemeinem Relation anzu¬

sehen , die sich auf ganz ähnliche Art wie ( B ) ent¬
wickeln lässt .

Man habe , wie vorhin , ein beliebiges System von

Kräften PQ , PQ ' , P ' Q " , . . . , welches S heisse .

Seyen ferner AA ' , BB ' , CC , . . . die Kräfte eines

zweiten Systems T , welche einander das Gleichgewicht

halten . Alsdann ist wegen dieses Gleichgewichts von

T , wenn man T nach und nach auf alle Kräfte PQ ,

PQ ! , . . . des Systems S , als auf Axen , bezieht ( § . 58 . ) :

AA ' PQ + BB ' PQ + CC ' PQ - \- = 0

AA ' PQ ! + BB ' PQ ’ + CCPQ + . . . = 0

u . s . w . ; und wenn man alle diese Gleichungen summirt ;

2AA ' PQ + 2BB ' PQ + 2CCPQ + . . . = 0 ;

folglich nach § . 91 . 2 . :

AA ' [ AA ' ] + BB ' [ BB 1] + CC ' [ CC ] + . . . = 0 ,

wo \ AA ' \ , [ BP ] , . . . die Momente des Systems $ fiir

Axen bezeichnen , welche an Länge einander gleich

sind und resp . in den Geraden AA ' , BB ' , . . . liegen ,

und wo man , wie schon erinnert , die Coefficienten

AA ' , BB ' , . . dieser Momente positiv oder negativ zu

nehmen hat , je nachdem die Richtungen dieser Linien

mit denen der in sie fallenden Axen übereinstimmeD ,
oder nicht .

Bezieht m .an demnach ein System S von Kräften

auf mehrere ( einander gleiche ) Axen ^ und kann man
nach der Richtung einer jeden dieser Axen eine

Kraft wirken lassen von der Grösse , dass alle diese
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neuen K räfle einander das Gleichgewicht halten , so

ist die Summe der Momente von S , jedes Moment

vorher mit einem Coefficienten multiplicirt , welcher

der , der A .ve des Moments zugehörigen , Kraft pro - '

portional ist , = 0 . #

Auf gleiche Art findet sich , wenn AA ' die Resul¬

tante von BB ’, CC ’, . . . ist :

AA ' [ AA ' ] = BB ' [ BB ' ] + CC ' [ CG ] + . . .

Auch tliesst dieses schon aus der vorhergehenden

Formel . Denn alsdann sind A ' A , BB ' , . . . mit ein¬

ander im Gleichgewichte und daher

A ' A [ A ' A ] + BB ’ [ BB ' \ + . . . = 0 .

Es ist aber A ' A — — AA ’ und [ A ' A ] = [AA ' \ ,

indem der eine Ausdruck , so gut wie der andere , das

Moment des Systems S in Bezug auf eine Axe vor¬

stellt , welche in der durch die zwei Punkte A und A '

gezogenen Geraden enthalten ist ; folglich u . s . w .

§ . 94 .

Beispiele . 1 ) Hat man vier sich in einem Punkte

schneidende Axen , so kann man immer ein Parallel -

epipedum construiren , von welchem drei in dem Punkte

zusammcnstossende Kanten und die durch denselben

Punkt gehende Diagonale in die vier Axen zu liegen

kommen . Von vier Kräften aber , welche ihrer Grösse

und Richtung nach durch diese drei Kanten und die

Diagonale vorgestellt werden , ist die Kraft in der Dia¬

gonale die Resultante der drei andern . Hiermit das

vorige Theorem in Verbindung gebracht , kommen wir

auf den Satz in § . 91 . zurück , der daher von dem vo¬

rigen nur ein besonderer Fall ist .

2 ) Ist ABCD ein Parallelogramm , so sind die
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Kräfte AB und AD mit (len Kräften BC und DC

gleichwirkend , und daher :

AB [AB ] + AD [AD \ = BC [ BC ] + DC [ DC \ .

3 ) Construirt man zu einem ebenen Vierecke ABCD

( Fig . 13 . ) ein zweites ab cd , dessen Seiten ab , bc , . . ,

mit den gleichnamigen AB , BC , . . . des erstem , und

dessen Diagonalen ac , * bd mit den ungleichnamigen

BD , A C des erstem parallel sind , so sind vier Kräfte ,

welche in den vier Seiten der einen Vierecks wirken ,

und deren Intensitäten sich wie die entsprechenden

Seiten des andern verhalten , im Gleichgewichte ( § . 29 . ) ;

folglich :

ab [AB ] + bc [ BC ] + cd [ CD ] + da [ DA ] = Q, so wie

AB [ ab ] + BC [bc ] + CD [ cd ] + DA [du ] = 0 ,

zwei Gleichungen , deren jede die Relation zwischen den

Momenten für irgend vier in einer Ebene gelegene Axen

darstellt . ^

§ . 95 .

Folgerungen , a . Ist in dem zweiten Beispiele des

vorigen § . D der Nullpunkt der Ebene des Parallelo¬

gramms ABCD , so ist [ ^ f -ö ] = 0 , [ DC ] — 0 , und

die Formel wird :

AB [AB ] = BC [ BC ] -,

folglich verhalten sich die Momente [ AB ] und [ BC ] ,

wie BC und AB , d . i . wie die Abstände der Linien

AB und BC von D \ also :

Von je zwei in einer Ebene liegenden Axen sind

die Momente den Abständen der Axen vom Nullpunkte

der Ebene proportional , so dass , wenn man um den

Nullpunkt , als Mittelpunkt , Kreise in der Ebene
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beschreibt , alle Axen , welche einen und denselben

Kreis berühren , gleiche Momente haben , und dass

für Axen , welche Tangenteti verschiedener Kreise

sind , die Momente sich wie die Halbmesser der Kreise

verhalten .

b . Sind daher AA ' , BK ( Fig . 28 . ) zwei parallele

Axen , und trägt inan auf sie Längen Aa , Bb , welche

den Momenten für diese Axen proportional sind , so

muss in der Geraden DH , welche durch den Scbuei -

depunkt D der Geraden AB und ab parallel mit den

Axen gezogen wird , der Nullpunkt der Ebene der Axen

liegen . Denn die Abstände der AA ' und B Bl von irgeud

einem Punkte dieser , und nur dieser , Geraden DB '

verhalten sich wie Aa und Bb . In Bezug auf DD ' ,

als Axe , ist daher das Moment null , und für je zwei

mit DH parallele und in einer Ebene gelegene Axen

sind die Momente den Abständen der Axen von DD '

proportional . Für eine dritte mit AA ' und BB ’ paral¬

lele und mit ihnen in derselben Ebene liegende Axe

CC ' j ^ die von AB in C und von ab in c geschnitten

wird , ist folglich das Moment proportional mit Cc .

c . Auf ähnliche Art , wie hiernach aus den Momen¬

ten für zwei parallele Axen das Moment für jede dritte

mit ihnen parallele und in derselben Ebene enthaltene

Axe gefunden werden kann , lässt sich auch aus den

Momenten Aa , Bb , Cc ( Fig . 29 . ) für drei parallele

und nicht in einer Ebene liegende Axen das Moment

für jede vierte ■mit ihnen parallele Axe p überhaupt

bestimmen . — Eine durch Aa und Bb gelegte Ebene

und eine durch Cc und p gelegte mögen sich in der

Geraden y schneiden , die mit den vier Axen Aa , . . p

parallel seyn wird . Sind daher F und f die Durch¬

schnitte von y mit AB und ab , so ist Ff das Moment
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für y , und eben so , wenn p von CF und cf resp . in

G und g getroffen wird , Gg das Moment für p . Es

liegt aber G mit A , B , C , und g -. mita , b , c in einer

Ebene , welches folgende noch kürzere Regel giebt : Man

lege durch A . , B , C eine Ebene und eine zweite durch

a , b , c , und wenn diese Ebenen die Aderte Axe / ? resp .

in G und g schneiden , so ist Gg das für p gesuchte
Moment .

Sind daher von drei parallelen aber nicht in einer

Ebene liegenden Axen die Momente einander gleich ,

so ist auch das Moment jeder vierten mit ihnen paral -

lefen Axe von derselben Grösse , indem dann jene zwei

Ebenen eine parallele Lage haben . Sind aber die drei

Momente ungleich , so schneiden sich die zwei Ebenen ,

und wenn man durch ihre Durchschnittslinie eine Ebene a

parallel mit den Axen Aa , . . . legt , so ist von jeder

mit Act , . . . parallelen Axe das Moment dem Abstande

der Axe von « proportional . Alle Axen , die parallel

mit Aa , . . . und in einer und derselben mit « parallelen

Ebene enthalten sind , haben daher einander gleiche

Momente . Jede in a selbst fallende und mit Aa , . . .

parallele Axe hat ein Moment = 0 . Der Nullpunkt der

Ebene « ist daher unendlich entfernt und liegt nach

der durch die Parallelen Aa , . . . bestimmten Richtung .

Die Ebene a ist folglich mit der Hauptlinie des Systems

parallel ( § . 87 . 10 . ) .

§ . 96 .

Zusatz . Aus dem Satze des vorigen § . , dass

die Momente für Axen , die in einer Ebene liegen ,

sich wie die Abstände der Axen vom Nullpunkte der

Ebene verhalten , fliesst eine leichte Methode , um aus

den Momenten dreier Axen in einer Ebene , die nicht
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alle drei mit einander parallel sind , oder sich in einem

Punkte schneiden , den Nullpunkt der Ebene und damit

das Moment für jede vierte Axe der Ebene zu finden .

Sey ABC ( Fig . 30 . ) das von den Richtungen der drei

Axen gebildete Dreieck , ( von welchem die eineEcke auch

unendlich entfernt seyn kann , ) und die Momente die -

dieser nach BC , CA , AB gerichteten Axen seyen f ,

g , h . Man construire ein zweites Dreieck A ' B ' C ,

dessen Seiten B ' C ' , . . . mit den gleichnamigen BC , . . .

des erstem parallel laufen und von BC , . . . sich in

Abständen befinden , die den Momenten f , g , h pro¬

portional sind . Da hiernach die Abstände des Punktes

A ' von CA und AB sich wie g zu h verhalten , und

in demselben Verhältnisse die Abstände jedes andern

Punktes der Linie AA ’, und nur dieser , von CA und

AB sind , so muss jenem Satze zufolge der Nullpunkt

der Ebene in AA ' , und aus ähnlichem Grunde auch in

BB ' und CC ' , liegen . Die drei Geraden AA ' , BB ' ,

CC schneiden sich daher in einem Punkte N , im Null¬

punkte der Ebene , und das Moment für jede vierte

Axe der Ebene verhält sich z . B . zu f , wie der Abstand

der vierten Axe von N zum Abstande der Axe BC

von N .

Beiläufig folgt hieraus der auch sonst schon be¬

kannte geometrische Satz , dass bei zwei ähnlichen und

ähnlich liegenden Dreiecken die drei Geraden , welche

die sich entsprechenden Ecken verbinden , sich in einem
Punkte schneiden .

— Die Aufgabe , aus den Momenten dreier in einer

Ebene liegenden Axen das Moment für irgend eine

vierte Axe der Ebene zu finden , kann auch mittelst

einer der beiden Formeln in § . 94 . 3 . gelöst werden ,
wie von selbst cinleuchtct .
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Noch eine Lösung der Aufgabe geht aus der in

§ . 89 . zu Ende bemerkten Construction hervor . Liegen

nämlich die Axen , deren Momente gegeben sind , in

den Seiten des Dreiecks ABC , und ist D ein beliebi¬

ger Punkt der vierten Axe , so erhält man mittelst

jener Construction aus den Momenten der Axen in AB

und AC das Moment der Axe in AD , aus den Mo¬

menten der Axen in AC und BC das Moment der Axe

in CD , und aus den Momenten der Axen in AD und

CD das Moment der vierten Axe selbst . — Hiermit

ergeben sich zugleich einige geometrische Sätze , bei

deren Entwickelung ich mich aber nicht aufhalten will .

§ . 97 .

Die im Vorhergehenden erhaltenen Relationen zwi¬

schen den Momenten eines Systems in Bezug auf meh¬

rere Axen fanden nur dann statt , wenn Kräfte bestimmt

werden konnten , welche , nach den Axen wirkend , ein¬

ander das Gleichgewicht hielten . Die Relationen selbst

waren von linearer Form , und jene Kräfte traten darin

als Coefficienten der Momente auf . Es entsteht nun

die Frage , ob nicht auch dann , wenn ein solches Gleich¬

gewicht nicht möglich ist , Relationen , wenn auch von

anderer , als linearer Form , zwischen den Momenten

sich angeben lassen .

Um dieses zu untersuchen , wollen wir mehrere

Axen in solcher Anzahl = n , und in solcher Lage gegen

einander voraussetzen , dass zwischen den auf sie be¬

zogenen Momenten irgend eines Systems von Kräften

stets eine Gleichung , und nur eine , statt findet . Für

ein System S seyen diese n Momente = M , M ' ,

für ein beliebiges andere S ' seyen sie = M -\ - N ,

M ’ - j - /V ”, M " + N " , . . . . Nach der Natur der Momente



Theorie der Momente , 171

werden alsdann für ein drittes System , welches aus

den Kräften von S ' und den direct entgegengesetzten

von S besteht , die Momente in Bezug auf dieselben

n Axen , = N , N ' , N " , . . . seyn . Besteht daher die

gesuchte Gleichung das einemal zwischen M , M ' , . , .

und das andremal zwischen M -\ - lV , M ' + JV 7, . . . , so

muss sie auch bestehen zwischen JV , N ' , . . . , d . i . wenn

man für M , M ' , . . . die Incremente setzt , welche diese

Grössen der Gleichung zufolge haben können . Wie die

Analysis lehrt , ist dieses aber nur dann möglich , wenn

die Gleichung von der linearen Form pM p ' M ’ p " M "

+ . . . = 0 ist , wo p , p ' , p " , . . . Zahlen vorstellen , die

von einem Systeme S zum andern in constanten Ver¬

hältnissen zu einander stehen “ ) .

Um diese constanten Verhältnisse zu bestimmen ,

setze man , das System S bestehe aus einer einzigen

° ) ln der That , sind z . E . drei Veränderliche x , y , z durch
eine Gleichung z — f ( ■» , y ) mit einander verbunden , so ist die all¬
gemeine Gleichung zwischen ihren Incrementen /Ix , Ay , Az -.

Az — pAx + qAy + %rAx 2 + sAxAy + $ tAy 2 + . . .
wo p , q , r , s , t , . . . die aus der Gleichung z = f ( x, y ) zu bestim¬
menden Differentialquotienten

dz - dz d 2 z d 2 z d 2 z
dx ' dy ’ dx 2 ’ dx dy ’ d y 2 2 ’ ’ '

bezeichnen . Soll nun zwischen den Incrementen dieselbe Gleichung ,
wie zwischen x , y , z , statt finden , soll also Az bloss von Ax und
Ay , nicht aber von x und y abhängen , so müssen auch in jener all¬
gemeinen Gleichung der Incremente die Coefficienten p , q , r , s , 1, ■. .
unabhängig von x und y , folglich constant seyn . Sind aber p und q
constant , so sind alle folgenden r , s , t , . . . null . Hiernach ist die
Gleichung zwischen den Incrementen :

Az — pAx JrqAy ,
und damit die Gleichung zwischen x , y , z selbst :

zi = px + qy ,
wo p und q constant sind .
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Kraft . Alsdann sind M , M ' , . . . die ( sechsfachen ) Py¬

ramiden , welche diese eine Kraft S zur gemeinschaft¬

lichen Kante und die der Längeneinheit gleichen » Axen

zu gegenüberstehenden Kanten haben . Die Producte

pM , p ’ M ’, . . . sind folglich Pyramiden , die man erhält ,

wenn man in den vorigen die mit den Axen zusammen¬

fallenden Kanten resp . = p , // , . . . , statt = 1 , nimmt ;

folglich auch die Momente von Kräften p , p ' , . . . , welche

in den » Axen wirken , in Bezug auf eine in der Rich¬

tung von S liegende Axe . Da nun die Summe dieser

Momente für jede Lage von S null seyn soll , so müssen

die Kräfte p , p ' , . . . einander das Gleichgewicht halten .

Sind demnach mehrere Axen in solcher Anzahl

= = n und in solcher Lage gegen einander vorhanden ,

dass die Momente M , M ' , . . . M ^n ~ für n — 1 der¬

selben nach der Beschaffenheit des Systems , welches

auf sie bezogen wird , alle möglichen fVerthe haben

können , das Moment M ^n ^ für die nte Axe aber

durch jene n — 1 Momente bestimmt wird , so ist die

deshalb zwischen den n Momenten statt findende Glei¬

chung von der linearen Form :

pM + p ' M ’ + . . . + p {n - l ) M ( n ~ t ) = 0 ,

und Kräfte , welche die Richtungen der n Axen haben

und sich wie die Coefficienten p , // , . . . p ^n ~ ^ ver¬

halten , sind mit einander im Gleichgewichte .

Sind folglich — so können wir hieraus noch schlie -

ssen — die Momente für irgend n — 1 Axen von ein¬

ander unabhängig , und lassen sich für die n — 1 Axen

und eine rate keine Kräfte angehen , welche , nach ihnen

wirkend , einander das Gleichgewicht halten , so ist auch
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das Moment für die ra te Axe von den Momenten für

die ra — 1 erstem unabhängig .

Dieselbe Folgerung gilt aber auch dann noch , wenn

die Momente für die ra — 1 erstem Axen , oder für einige

derselben , von einander abhängig sind , so dass zwi¬

schen ihnen eine oder auch etliche Gleichungen ( a ) statt

linden . Denn gäbe es eine Gleichung ( ß ) zwischen dem

raten Momente und den übrigen , so könnte man aus

( /? ) mittelst der Gleichungen ( « ) so viel der ra — 1 erstem

Momente eliminiren , dass in ( ß ) ausser dem raten Mo¬

mente nur solche zurückblieben , welche von einander

unabhängig wären , und es müssten dann Kräfte , nach

den Axen dieser Momente wirkend , mit der Kraft in

der raten Axe im Gleichgewichte seyn können , welches

gegen die Voraussetzung streitet ; überhaupt also :

Je nachdem sich für die Richtungen gegebener

Axen Kräfte , die im Gleichgewichte mit einander

sind , angeben lassen , oder nicht , findet auch zwischen

den Mometiten eines Systems in Bezug auf diese

Axen Abhängigkeit , oder keine , statt .

§ . 98 .

Nach den Ergebnissen des vorigen § . ist die Un¬

tersuchung über die gegenseitige Abhängigkeit zwischen

den Momenten eines Systems in Bezug auf gegebene

Axen in jedem Falle auf die Beantwortung der Frage

zurückgebracht : Welches muss die gegenseitige Lage

einer gegebenen Anzahl gerader Linien seyn , wenn

Kräfte sollen gefunden werden können , welche , nach

diesen Linien wirkend , einander das Gleichgewicht
halten ?

Wir gehen , um diese schon an sich nicht unin -

i
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teressante Frage zu beantworten , von den sechs all¬

gemeinen Bedingungen des Gleichgewichts aus :

, . iA — 0 , B — 0 , 67 = 0 ,

w L = o , M = 0 , ,y = o , ( « • 66 . )

wo , wenn P , P . . . die Kräfte des Systems und <p , / , 1// ;

y ' , / ' , ip ' i . . . die Winkel bezeichnen , welche die Rich¬

tungen von P ; mit den drei Axen eines recht¬

winkligen Coordinatensystems machen , und wenn ( x ,

y , * ) , fr ' , y ' , z % . . . beliebige in den Richtungen von

P , P ' , . . . genommene Punkte sind :

A — .S/ ' cosijp , B = 2Pcosx , C = 2Pcosyj

L — 2P ( y cosi// — 3; cos/ ) , M = 2P ( zcos (p — - xcosxjS ) ,

N = 2P ( x cos/ — ycosy ) .

Aus dem Früheren wissen wir , dass zwischen zwei

Kräften nur dann Gleichgewicht herrschen kann , wenn

ihre Richtungen in eine und dieselbe Gerade fallen

( § . 4 . I . ) , und zwischen drei Kräften nur dann , wenn

ihre Richtungen in einer und derselben Ebene liegen

( vergl . § . 85 . 1 . ) und sich darin entweder in einem

Punkte schneiden oder einander parallel sind . Dasselbe

muss sich auch aus den Gleichungen ( « ) folgern lassen .

Doch wollen wir uns bei den hierzu nöthigen Rechnun¬

gen nicht aufhalten , sondern sogleich zu dem Falle

übergehen , wenn

1 ) das System aus 4 Kräften besteht . Eliminirt

man diese 4 Kräfte aus den Gleichungen ( « ) , so blei¬

ben , weil in ( « ) nur die gegenseitigen Verhältnisse der

Kräfte Vorkommen , 3 Gleichungen , sie mögen ( 5 ) heissen ,

— zwischen den die Richtungen der vier Kräfte be¬

stimmenden Grössen x , y , sc, q>, / , ip , x ' , . , . ip ' " zurück .

Diese Gleichungen ( b ) geben daher für die gegenseitige

Lage der 4 Richtungen die Bedingungen an , unter
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denen es möglich ist , dass 4 nach diesen Richtungen

wirkende Kräfte sich das Gleichgewicht halten können .

Nun wird die Lage einer geraden Linie im Raume

iin Allgemeinen durch 4 Constanten bestimmt , z . B .

die Richtung der Kraft P durch die zwei Coordinaten

x } y ihres Durchschnitts mit der Ebene der x , y , und

durch die zwei Winkel q > und / , welche P mit den

Axen der x und y macht . Die Lage einer Geradeft

ist daher als bestimmt anzusehen , wenn zwischen diesen

4 Gonstanten 4 Gleichungen gegeben sind . Zu einer

solchen Gleichung führt unter andern die Bedingung ,

dass die Gerade eine andere gegebene Linie schnei¬

den soll ; zu zwei solchen Gleichungen die Bedingung ,

dass die Gerade durch einen gegebenen Punkt ; gehen ,

oder in einer gegebenen Ebene liegen soll .

Bezeichnen wir daher die Richtungen der vien Kräfte

mit a , b , c , d und nehmen a , b i c als willkührlich

gegeben an , so haben wir für die Bestimmung der 4

Constanten von d die 3 Gleichungen ( b ) , und wir kön¬

nen daher nach Willkiihr noch eine 4te Gleichung hin¬

zusetzen , welche z . B . die Bedingung ausdrückt , dass

d eine gegebene Gerade / schneiden soll . Dies führt

zu der bestimmten Aufgabe :

I . Zti drei gegebenen Richtungen « , b , c eine

vierte d zu Jaulen , welche eine noch andere gege¬

bene Gerade l schneidet , dergestalt , dass sich vier

Kräfte angeben lassen , welche , nach diesen vier Rich¬

tungen wirkend , im Gleichgewichte sind .

2 ) Besiehe das System aus 5 Kräften . Nach " Eli¬

mination derselben aus den 6 Gleichungen ( « ) erhält

man zwei Bedingungsgleichungen ( b ) zwischen ihren

Richtungen . Lässt man daher 4 dieser Richtungen

gegeben seyn , so muss die 5te den 2 Gleichungen ( b )
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Genüge leisten , und man kann daher zur vollständigen

Bestimmung der 4 Constanten der 5ten Richtung noch

zwei beliebige andere Gleichungen zwischen diesen Con¬

stanten binzufügen , wodurch z . B . die Bedingung aus¬

gedrückt wird , dass die 5te Richtung durch einen gege¬

benen Punkt M gehen , oder in einer gegebenen Ebene

I* liegen soll . Hieraus fliesst die bestimmte Aufgabe :

II . Zu vier gegebenen Richtungen a , b , e , d

eine fünfte e zu finden , welche durch einen gegebenen

Punkt M geht , oder in einer gegebenen Ebene ent¬

halten ist , dergestalt , dass sich nach diesen fünf

Richtungen wirkende Kräfte angeben lassen , welche

sich das Gleichgewicht halten .

3 ) Hat man ein System von 6 Kräften , so geht

nach Elimination derselben aus ( « ) eine einzige Glei¬

chung ( <5) zwischen den Richtungen hervor . Hier kön¬

nen also 5 Richtungen beliebig gegeben seyn und für

die 6te 3 Bedingungen nach Willkühr genommen wer¬

den , z . B . dass die 6te drei gegebene Gerade , oder

einen gegebenen Punkt und eine gegebene Gerade

treffen soll . Man hat daher die Aufgabe :

III . Zu fünf gegebenen Richtungen a , b } c , d ,

e eine sechste f zu finden , welche in einer gegebenen

Ebene fx liegt und darin einen gegebenen Punkt M

trifft ) dergestalt , dass sich nach diesen sechs Rich¬

tungen wirkende Kräfte u . s . w .

4 ) Ist das System aus 7 Kräften zusammengesetzt ,

so lassen sich aus ( a ) je 5 derselben eliminiren , und

man bekommt damit das Verhältniss je zweier Kräfte

zu einander , ausgedrückt durch die Grössen , welche

die Richtungen der 7 Kräfte bestimmen .

Sind daher sieben Richtungen gegeben , so ist

es im Allgemeinen immer möglich , Kräfte zu finden ,
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welche , nach diesen Richtungen wirkend , einander

das Gleichgewicht halten . Die Intensität einer dieser

Kräfte kann nach IVillkähr bestimmt werden .

Aehnlickcrwcise erhellet , dass im Allgemeinen für

8 , 9 , etc . gegebene Richtungen sich Kräfte im Gleich¬

gewichte linden lassen , und dass von diesen Kräften

resp . 2 , 3 , etc . ihrer Intensität nach willkührlich ge¬

nommen werden können .

§ • 99 .

Zusätze , a . Von den drei im vorigen § . gestell¬

ten Aufgaben lässt sich die erste , ohne die allgemeinen

Formeln ( « ) zu Hülfe zu nehmen , auch folgendergestalt

durch Construction lösen . Zuerst sieht man leicht , dass

jede Gerade x , welche die drei gegebenen Richtungen

a , b , c , zugleich schneidet , auch die vierte d schnei¬

den muss . Denn heissen P , Q , R , S die nach a , b , c , d

gerichteten Kräfte , so sind in Bezug auf x , als Axe ,

die Momente von P , Q , R einzeln null ( § . 60 . ) , mithin

muss wegen des Gleichgewichts zwischen P , Q } R , S

auch das Moment von S für x null seyn ; dieses ist

aber nicht anders möglich , als wenn x der d begegnet .

Hallen sich daher vier Kräfte das Gleichgewicht ,

so trifft jede Gerade , welche die Richtungen dreier

der vier Kräfte schneidet , auch die Richtung der

vierten .

Es ist aber bekannt , dass , wenn eine Gerade x

so fortbewegt wird , dass sie drei andere a , b , c fort¬

während schneidet , jede Gerade d , welche drei ver¬

schiedenen Lagen h , * , k der x begegnet , auch jede

vierte Lage der x trifft , dass folglich die durch die

Bewegung der x erzeugte Fläche , — ein kyperbo -
12
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lisch cs Hyperboloid , — auch entsteht , wenn d an

h , i , k fortgefiibrt wird .

Man ziehe demnach drei Gerade h , i , Jc y deren

jede die Richtungen a , b , c zugleich schneidet , und die

Aufgabe ist darauf zurückgebracht : eine Gerade d so

zu legen , dass sie die vier Geraden / «, * , £ , l zugleich

trifft . Dieses ist aber im Allgemeinen entweder auf

doppelte Weise , oder gar nicht möglich , je nachdem

nämlich das durch die Bewegung von x oder d erzeugto

Hyperboloid von der Geraden l entweder in zwei Punk¬

ten , oder gar nicht getroffen wird . Im erstern Falle

führe man die Gerade d an h , i , k so weit fort , bis

sie durch den einen oder andern Schneidepunkt geht ,

und sie wird dann die verlangte Lage haben . Im letz¬

teren Falle aber ist die Lösung der Aufgabe unmöglich .

Nachdem somit die Richtung von d , wo möglich ,

bestimmt worden , hat es keine Schwierigkeit , die Ver¬

hältnisse zwischen den Kräften P , Q , R , S noch aus -

zumitteln . Man lege die Kräfte parallel mit ihren be¬

kannten Richtungen a , b , c , d an einen und denselben

Punkt . Weil dadurch das Gleichgewicht , das zwischen

ihnen bestehen soll , nicht gestört wird ( § . 67 . 2 . ) , so

muss jetzt die Resultante von/ * und Q , welche Theisse }

der Resultante von ll und S gleich und direct entge¬

gengesetzt seyn . Die Richtung von T ergiebt sich hier¬

mit als der Durchschnitt der Ebene , in welcher P und

Q , liegen , mit der Ebene , in welcher R und S sind .

Nach § , 28 . a . kennt man damit die Verhältnisse zwi¬

schen P , fl -, 7 ’, so wie zwischen / £, S , — 7 1, folglich

auch die Verhältnisse zwischen P , Q , R , S selbst .

b . Ohne bei der Lösung der zweiten und dritten

Aufgabe zu verweilen , will ich über diese Aufgaben

nur folgende Bemerkungen hinzufügen .
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Da sich bei vier gegebenen Richtungen a , b , c , d

zu jedem Punkte M eine durch ihn gehende fünfte , so

wie zu jeder Ebene (i eine in ihr liegende fünfte Rich¬

tung finden lässt , so wird durch alle fünften Richtungen ,

die zu vier gegebenen gefunden werden können , der

ganze Raum erfüllt , jedoch so , dass sich im Allgemei¬

nen keine zwei derselben schneiden , oder , was dasselbe

ist , keine zwei in einer Ebene liegen , indem tesr -stmst t

für jdes - Durßhschnittspunkt M * zwei durch ihn gehender ,

fünfte Richtungen e und e L gäbe , und damit auch jede '

andere durch M gehende und in der Ebene von e und

e , liegende Gerade f eine fünfte Richtung seyn könnte .

Sind nämlich l \ Q , /l , S , T Kräfte , die , nach a , b , c , d , e

gerichtet , sich das Gleichgewicht halten , und sind die

nach « , b , c , d , e 1 gerichteten Kräfte P t , Q . n It l , S l } T ,

ebenfalls im Gleichgewichte , so würden auch die Kräfte

P + P ^ Q . + Q . ! -, R + Iti , S + S l mit der Resultante ,

der nach e und e x gerichteten Kräfte T und T , im

Gleichgewichte seyn . Weil es aber sowohl bei den

erstem fünf Kräften / *, . . . T , als bei den fünf letztem

P 1 . . . T l , nur auf ihr gegenseitiges Vcrhältniss an¬

kommt , so würde man das noch willkiihrliche Yerhält -

niss von T zu T , so bestimmen können , dass die ge¬

dachte Resultante irgend eine durch M gehende und

in der Ebene von e und e l liegende Richtung f hätte .

Haben die vier gegebenen Richtungen eine solche

Lage , dass sich zw ei Gerade m und n angeben lassen ,

von deren jeder jede der vier Richtungen geschnitten

wird , so ist die einem Punkte M zugehörige fünfte

Richtung e diejenige , welche durch M , die m und n zu¬

gleich schneidend , gelegt wird . Denn für m und n , als

Axen , ist das Bioment jeder der nach « , b } c , d wir¬

kenden Kräfte null . Blithin muss auch das Blomcnt

12 •
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der nach e gerichteten Kraft in Bezug auf m sowohl ,

als auf n , null scyn .

c . Sind fünf Richtungen a , b , c , d , e gegeben , so

sind alle daraus herzuleitenden sechsten Richtungen/ -,

welche durch einen und denselben Punkt M

gehen , in einer Ebene enthalten . Denn gesetzt , es

lägen f , / ■„ f 2 nicht in einer Ebene . Da nun drei

Kräfte , die nach drei sich in einem Punkte M schnei¬

denden und nicht in einer Ebene liegenden Richtungen

wirken , immer in solchen Verhältnissen zu einander

genommen werden können , dass ihre durch M gehende

Resultante irgend eine beliebige Richtung hat , so w ürde

man nach ähnlichen Schlüssen , wie vorhin , von den

fünf Richtungen a , . . . e zu allen durch M gehenden

Richtungen überhaupt , also auch zu allen durch M gehen¬

den und in der Ebene ;. i enthaltenen Richtungen , nicht

bloss zu einer derselben , wie es die dritte Aufgabe

fordert , gelangen können . Sind aber die sechsten Rich¬

tungen , welche den Punkt 31 treffen , in einer Ebene v

enthalten , so ist die in der Aufgabe geforderte Rich¬

tung der Durchschnitt der Ebenen ft und r .

Auf ähnliche Weise zeigt sich , dass alle aus a , . . . e

herzuleitenden sechsten Richtungen , welche in einer

und derselben Ebene ft liegen , sich in einem Punkte A

dieser Ebene schneiden müssen , und dass die in der

Aufgabe verlangte Richtung die Gerade MN ist .

Bei einer solchen Lage der fünf Richtungen end¬

lich , bei welcher sie sämmtlich von einer Geraden m

geschnitten werden , wird jede aus ihnen herzuleitende

Richtung von » * , als von einer der Axen , für welche

das Moment der sechs Kräfte null ist , gleichfalls ge¬

troffen . Die in diesem Falle gesuchte sechste Richtung
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ist daher die vou M nach dein Durchschnitte von ft
und m gezogene Gerade .

§ . 100 .

Dieselben Bedingungen , die wir somit für die Rich¬
tungen von Kräften gefunden haben , wenn die Kräfte
sich das Gleichgewicht sollen halten können , müssen
nun auch für die Richtungen von Axen statt finden ,
wenn zwischen den Momenten irgend eines Systems in
Bezug auf diese Axen eine Relation bestehen soll , oder ,
was dasselbe ist , wenn das Moment für eine dieser
Axen aus den Momenten für die übrigen soll hergclci -
tet werden können . Es findet daher

1 . zwischen den Momenten eines Systems in Be¬
zug auf zwei Axen nur dann eine Relation statt ,
wenn letztere in einer und derselben Geraden liefen .
Die zwei Momente sind dann einander gleich und
haben einerlei oder entgegengesetzte Zeichen , nach¬
dem die Axen einerlei oder entgegengesetzte Rich¬
tungen haben .

2 . Zwischen den Momenten in Bezug auf drei
Axen , von denen keine zwei in dieselbe Gerade fallen ,
giebt es nur dann , und dann immer , eine Relation ,
wenn die drei Axen in einer Ebene liegen und sich
darin entweder in einem Punkte schneiden ( § . 89 . ) ,
oder einander parallel sind ( § . 95 . bi) .

3 . Sind die Mometbte dreier Axen von einander

unabhängige so kann aus ihnen das Moment für jede
vierte bestimmt wei ' deti ^ welche gegen die erstem drei
eine solche Lage hat , dass jede Gerade , welche
erstere drei schneidet , auch der vierten Axe be¬
gegnet .
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Von den Momenten dreier Axen , die in einer Ebene

liegen , aber sich nicht in einem Punkte schneiden , ist

daher das Moment jeder vierten Axe in der Ebene ab¬

hängig ( § . 96 . ) , und ans den Momenten dreier Axen ,

die sich in einem Punkte schneiden , aber nicht in einer

Ebene liegen , kann das Moment für jede vierte den

Punkt treffende Axe gefunden werden ( § . 89 . u . § . 91 . ) .

Wenn keine von drei Axen die andere schneidet , so ist

von ihren Momenten das Moment jeder vierten abhängig ,

welche zu den drei erstem eine byperboloidische Lage

hat ( § . 99 . o . ) .

4 . Bei vier Axen , die rücksichtlich der auf sie
bezogenen Momente von einander unabhängig sind,
giebt es für jeden Punkt eine durch ihn gehende,
und für jede Ebene eine in ihr liegende , Axe , deren
Moment aus den Momenten der vier erstem bestimmt
werden kann ( § . 99 . b . ) .

Wird jede der visr Axen von denselben zwei Ge¬

raden getroffen , so sind von ihnen alle diejenigen , und

keine anderen , abhängig , welche gleichfalls von diesen

Geraden geschnitten werden .

5 . Bei fünf von einander unabhängigen Axen
giebt es für jeden Punkt eine durch ihn gehende
Ebene , und für jede Ebene einen in ihr liegenden
Punkt dergestalt , dass aus den Momenten für erstere

fünf Axen das Moment für jede durch den Punkt
gehende und in der Ebene zugleich enthaltene Axe
gefunden werden kann ( § . 99 . <?. ) .

Werden die fünf Axen von einer und derselben

Geraden geschnitten , so sind von ihnen alle diejenigen ,

und keine anderen , abhängig , welche dieser Geraden

ebenfalls begegnen .



Theorie der Momente . 183

6 . Aus den Momenten für sechs von einander

unabhängige Axcn kann das Moment f ür jede sie¬

bente gefunden werden ( § . 98 . zu Ende ) .
§ , 101 .

Zusatz . Da die Gleichung zwischen den von ein¬

ander abhängigen Momenten von linearer Form ist und

darin kein von deu Momenten freies Glied vorkömmt

( § • 97 . ) so sohliessen wir noch , dass wenn von den

n — 1 Momenten , woraus sich ein « tes bestimmen lässt ,

jedes = 0 ist , auch das » te = 0 scyn muss .

Sind also die Momente für 6 von einander unab¬

hängige Axen einzeln = 0 , so ist es auch das Moment

jeder 7ten , und es herrscht Gleichgewicht . Ehen so ,

wie hei einem Systeme von Kräften in einer Ebene

daraus , dass die Momente des Systems für 3 nicht in

einer Geraden liegende Punkte der Ebene = 0 waren ,

die Nullität des Moments für jeden andern Punkt der

Ebene , und somit das Gleichgewicht des Systems , sich

folgern lies « ( § , 33 . A . ° ) , kann also bei einem System

im Raume auf die Nullität aller Momente und somit

auf das Gleichgewicht geschlossen werden , wenn man

weiss , dass für irgend 6 von einander unabhängige Axeu

die Momente einzeln — 0 sind . — Dasselbe ergiebt

sich auch aus dem allgemeinen Ausdrucke für das Mo¬

ment eines Systems im Raume ( § . 65 . ) :

F ( L — gC + hü ) + Q ( M - hA + fC ) + H ( JY — fB + gA ) .

Denn schon dadurch , dass man denselben für 6 ver¬

schiedene Axen , also für 6 verschiedene Systeme zu¬

sammengehöriger Werthe von f g , h , F , G , II , null

setzt , gelangt man zu den 6 Bedingungen des Gleich¬

gewichts : A = 0 , . . . iV = 0 .

Wenn ferner in Bezug auf 5 von einander unab¬

hängige Axec die Momente eines nicht im Gleichgewichte
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befindlichen Systems einzeln = 0 sind , so sind es auch

die Momente aller andern , von erstem fünf abhängigen

Axen , nicht aber das Moment einer Axe , welche von

ihnen unabhängig ist , indem sonst nach dem Vorher¬

gehenden das System im Gleichgewichte wäre , gegen

die Voraussetzung * Aus 5 von einander unabhängigen

Axen , deren Momente = 0 sind , lassen sieh daher alle

übrigen Axen , die ein Moment — 0 haben , finden . —

Eben so , wie alle durch einen Punkt gehenden Axen ,

deren Momente null sind , in einer Ebene liegen ( § . 84 . ) ,

müssen daher auch alle in einem Punkte zusammen¬

treffenden Axen überhaupt , deren Momente aus den

Momenten für 5 von einander unabhängige Axen ge¬

funden werden können , in einer Ebene enthalten seyn ,

u . s . w . ( Vcrgl . vor . § . )

§ . 102 .

Die Bedingungen unter denen sich für 4 , 5 oder 6

Richtungen Kräfte finden lassen , die mit einander im

Gleichgewichte sind , so wie die Verhältnisse zwischen den

sich das Gleichgewicht haltenden Kräften selbst , können

ausser den im Obigen angezeigton Verfahrungsweisen ,

noch auf eine andere Art hergeleitet werden , die sich

unmittelbar auf den das Gleichgewicht im Raume be¬

treffenden Hauptsatz ( § . 58 . ) gründet und wegen der

Einfachheit , mit welcher sie die gesuchten Resultate

liefert , eine nähere Anzeige verdient . Es wird hin¬

reichen , wenn ich diese Methode an dem Falle erläu¬

tere , wenn das System nur aus vier Kräften besteht .

Seyen daher l \ Q , fl , S vier Kräfte , zwischen

denen Gleichgewicht herrschen soll . Stellt man diese

Kräfte durch Linien dar , bezeichnet durch x ir¬

gend eine andere Linie von bestimmter Länge , und
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drückt durch Px u . s . w . die Pyramiden aus , welche

P und x u , s , w . zu gegenüberliegenden Kanten haben ,

so ist jenem Hauptsatze zufolge :

( 1 ) . . . Px -\ - Qx -\ - Itx + Sx = 0 ,

welches auch die Lage und Länge von x seyn mag .

Man nehme nun in den Richtungen von P , Q , 11 , S

Abschnitte a , b , c , d von beliebiger Länge , so ist ( § . 91 . 1 )

Px = — . ax , etc . wo ax die durch die Geraden a und x

bestimmte Pyramide vorstellt , und es wird die vorige

Gleichung , wenn man noch der Kürze willenp a r
( 2 ) . . . p , ö — 7 , c

S
» d ~ ~ s

setzt : ( 3 ) . . . p . ax + q . bx + r . cx + s . dx = 0 .

Man lasse jetzt die noch unbestimmte Gerade x

nach und nach mit a , b , c , d identisch werden , so er¬

hält man , weil die Pyramiden aa , bb null sind , und

ab = ba , u . s . w . ist ( § . 72 . zu Ende . ) :

q . ab -\ - r . ac -\ ~s . ad = 0 ,

p . ab -\ - r . be -j - s . bd = 0 ,

p . ac -\ - q . bc -\ - s . cd — Q,

p . adJf - q . bd -^ - r . cd = 0 ,

vier Gleichungen , welche die gesuchten Bedingungen

des Gleichgewichts enthalten müssen .

Eliminirt man r und s das einemal aus den drei

letzten dieser Gleichungen und das anderemal aus der

ersten , dritten und vierten , so kommt :

( 5 ) . . . p . {ab . cd — ac . bd — ad . bc ) = 2 q . bc . bd

( 6 ) . . . 2p . ac . ad — q {ab . cd — ac . bd — ad . bc )

und wenn hieraus noch das Verhältniss pig eliminirt

wird :

( 7 ) . . . {ab . cd — ac . bd — ad . bc ) 2 = 4 ac . bd . ad . bc ,

welches die Bedingungsgleichung für die gegenseitige

Lage der vier Richtungen ist . Nach dem bereits in
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§ . 99 . Gefundenen kann sie daher nichts anderes , als

die hyperboloidische Lage dieser Richtungen ausdriickeu .

Auch lässt sich dies unter der Voraussetzung , dass es

zwei Gerade t und f giebt , deren jede jeder der vier

Richtungen zugleich begegnet ( ebendas . ) folgenderge¬

stalt leicht darthun .

Schneide die eine dieser Geraden t die Richtungen ,

in denen die Abschuitte a , b , c , d liegen , resp . in A ,

B , C , D ( Fig , 31 . ) , und die andere Gerade if resp . in

A ' , B \ C " , D ' . Man nehme ferner die noch unbestimmt

gelassenen Abschnitte a , b , c , d resp . = AA \ BB \

CC ’, DI ? . Hiermit werden die Pyramiden ab = AA ’

BB ' — — ABA ' B ' } bo ^ — BCB ' C ' , etc . Nach § . 59 .

Zus . ist aber das Sechsfache der Pyramide ABA ' lf

= AB .A ' B ' . u sin (f , wo w den kürzesten Abstand der

beiden Geraden AB und A ' Bf , oder t und von

einander , und q > den Winkel von t ’ mit t bezeichnet .

Die Pyramiden ab , bc werden daher proportional

den Produkten AB . A ' BBC . ITC , . . . Substituirt man

diese Verhältnisswerthe in der Gleichung ( 7 ) und setzt

noch zur Abkürzung :

AB . CD = f ; AC . BD = g , AD . BC = h ,

A ll . CD f= f , A ' C . B ' IT — g ' , A ' IT . B ' C ' — A ,

so wird die Gleichung :
hh\

Weil aber A , B , C , D in einer Geraden liegen ,

so ist , wie man leicht findet :

( f7 = g — h , und aus ähnlichem Grunde

Hiermit roducirt sich die Gleichung auf : {g/t — g ' h ) ' = 0 ,

also :

( Ä ) . . . gih = g ’ -. h 's d . i .
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, , AC AD A ' C A'nr
( e > BC ' BD ~~ B ' C ‘ B ' D ”

d . h , das Verhältniss zwischen den Verhältnissen , nach

welchen die Linie AB das einemal in C und das an -

deremal in D geschnitten wird , ist dem eben so durch

die Punkte A \ / »' , C \ D ' bestimmten Verhältnisse gleich .

Wie bekannt , ist dies aber das charakteristische Merk¬

mal , bei welchem ausser t und t ' auch jede dritte Ge¬

rade , welche dreien der vier Geraden AA \ BB \ CC ' ,
DD ' begegnet , zugleich die vierte trifft 9 ) .

Mittelst der Abschnitte AB , BC , . . . A ' B \ . . . lassen

sich auch die Verhältnisse zwischen den Kräften sehr

einfach darstellen . Setzt man nämlich noch

UC . BD = /, B ' C' . B ' D^ — i\

so geht die Gleichung ( 5 ) über in :

P ( ff — gg — M?)

und wenn man darin für f y f \ h aus ( « ) und ( 6 ) ihre

Werthe setzt :

— pgh ' — qii \
. folglich . . . pu/ = — BC . 1? AC , A ' jy ,

a . P a BC A ’DT
d ’ *• AA ' : Bir ~ A & H ’jy

_ BD A ' C _AD ' B ' C nach ( c )

woraus durch gehörige Vertauschung der Buchstaben

sich die Verhältnisse zwischen je zwei der übrigen

Kräfte ergeben .

Zugleich folgt hieraus , dass , wenn die Punkte A ,
By c , D in der genannten Ordnung in der Geraden
t auf einander folgen , und mithin auch A', B ', C', W
die Folge der Punkte in der Geraden t ' ist , und wenn

* ) Vergl . Steiner Systemat . Bntwicket , pag . 192 .
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/ * nach der Richtung AA ' wirkt , Q . die Richtung — Uli 1,

d . i . jWB , hat . Auf eben die Weise zeigt - sich , dass

unter denselben Voraussetzungen CC ’ die Richtung von

It und iyD die Richtung von S ist .

§ . 103 .

Zusätze , a . Nicht je drei Kräfte können auf eine

einzige Kraft reducirt werden , also auch nicht mit einer

einzigen Kraft ins Gleichgewicht gebracht werden . Sind

daher von den Richtungen der vier Kräfte P , ( l , It , S ,

welche im Gleichgewichte seyn sollen , irgend drei , z . B .

die von P , Q , It , willkiihrlich gegeben , so können nicht

auch P , Q , M selbst nach Belieben genommen werden ,

und es muss folglich zwischen P , Q , II und den Grössen ,

welche die gegenseitige Lage der Richtungen dieser

drei Kräfte bestimmen , eine Relation statt finden .

Diese Relation ergiebt sich ebenfalls ganz leicht aus

den vier Gleichungen ( 4 ) . Denn multiplicirt man sie

der Reihe nach mit p , (/ , r , s und zieht hierauf von

der Summe der drei ersten die vierte ab , so kommt :

p . q . ab -\ -p * r . ao -\ - (j . r . bc — 0 ,

und mit Zuziehung Yon ( 2 ) :

P . ß . — , + P . R — + Q . Il ~ = 0 ,a . b a .c b .c 7

welches die gesuchte Gleichung ist . Sie drückt aus ,

dass die Summe der drei Pyramiden , welche jPund Q ,

P und It , Q und It zu gegenüberliegenden Seiten ha -

ben , null ist . Denn so wie — . ab die Pyramide darstellt ,

deren gegenüberliegende Seiten die Linie P , welche in

a fällt , und b sind , so drückt ob die Pyramide

aus , die zu gegenüberliegenden Seiten zwei Linien hat ,

welche in a und b fallen , und deren Längen resp .

P und <2 sind , u . s . w .
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b . Auf eine andere Weise , als vorbin geschah , v

lassen sich die Verhältnisse zwischen den vier Kräften

folgcndergestalt darstellen . Man inultiplicire wiederum

die Gleichungen ( 4 ) in ihrer Folge mit p , (j , r , s und

ziehe dann von der Summe je zweier die Summe der

beiden andern ab ; dies giebt :

p . q . ab = r . s . cd ,

p . r . ac — t/ . s . bd

p . s . ad — q . r . bc *) ,

und wenn man je zwei dieser drei Gleichungen mit

einander multiplicirt :

p 2 . ac . ad = g 2 . bc . bd ,

p 2 . ab . ad — r 2 . bc . cd ,

p 2 . ab . ac = s 2 . bd . cd ,

folglich . . . . p : g : r : s =

\ /bc . bd . cd : — j/ac . ad . cd : ) / ab . ad . bd : — ^ ab . ac . bc ,

wo nur noch für p , zu setzen sind , und

wo die Vorzeichen so gewählt sind , wie sie statt finden

müssen * wenn a , b , c , d die Ordnung ist , in welcher

diese Linien von einer sie alle zugleich schneidenden

Geraden getroffen werden .

Substituirt man diese Verhältnisswerthe von p , r/ , . . .

in einer der Gleichungen ( 4 ) , so ergiebt sich :

J /ab . cd — ] /ac . bd + j/ ad . bc = 9 ,

welches die Bedingungsgleichung für die byperboloidi -

sche Lage der vier Geraden a , b , c , d ist , die , wenn

° ) Nach dem vorhin Bemerkten sind diese drei Gleichungen iden¬
tisch mit : PQ = RS , PR = QS , PS *= QR , und stellen daher den schon
in § . 72 . c gefundenen , von Chasles entdeckten , Satz dar . Auch ist
die Schlussfolge , durch welche wir gegenwärtig zn diesem Satze ge¬
langt sind , von der dortigen nicht wesentlich verschieden .
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sie rational gemacht wird , mit der bereits erhaltenen ( 7 ) ,

wie gehörig , zusammcnfällt .

c . Durch Substitution derselben Werthe von p , y , r , s

in ( 3 ) erhält man nachstehenden geometrischen Satz :

Sind a , b , c , d vier Gerade von beliebigen Län¬

gen und so gelegen , dass jede andere Gerade , wel¬

che drei derselben schneidet , auch die vierte trifft ,

so findet zwischen den Pyramiden ax ^ bx , cx , dx ,

welche eine beliebige fünfte Gerade x zur gemein¬

schaftlichen Kante und a , b , c , d zu gegenüberlie¬

genden Kanten haben , immer eine lineare Relation

statt . Es ist nämlich :

ybc . bd . cd . aX — | / ac . ad . cd . bx + \ / ab . ad . bd . cx

— \ /ab . ac . bc . dx = 0 .

d . Heissen K , L , M , N die Momente irgend eines

Systems in Bezug auf vier Axen , welche resp . in die

liyperboloidisch gelegenen Linien a , b , c , d fallen , so

bekommt man die Relation zwischen diesen Momenten ,

wenn man in letzterer Gleichung für ax , bx , cx , dx

resp . a . K , b . Z/ , c . M , d . N setzt .

Siebentes Kapitel .
Von den Mittelpunkten der Kräfte .

§ . 104 .

Bei allen bisherigen Untersuchungen über Systeme

von Kräften , die auf einen frei beweglichen festen

Körper wirken , zogen wir bloss die Intensitäten und

die Richtungen der Kräfte in , Betracht , liessen aber
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