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Erster Theil. Sechstes Kapitel.

Sechstes Kapitel.
Weitere Ausfilhrung der Theorie der Momente.

§. 74

Ist ein System von Kriiften im Raume nicht im
Gleichgewiehte, so ist sein Moment, oder das Moment
der zwei Kriifte, auf welche sich das System immer
reducirén lisst, von einer Axe zur andern im Allge-
meinen veriinderlich. Die sehr merkwiirdigen Gesetze,
nach denen diese Aenderungen sich richten, sollen den
Gegenstand unserer niichsten Untersuchungen ausmachen.

Die hochst einfachen Beziehungen, welche bei einem
in einer Ebene enthaltenen und auf eine einzige Kraft
reducirbaren Systeme zwischen den Momenten desselben
oder seiner Resultante fiir verschicdene Punkte der
Ebene statt finden, haben wir in §.30. und §.48. ken-
- nen gelernt. Die jetzt anzustellenden Untersuchungen
werden daher den dortigen zwar verwandt, aber in dem
Grade zusammengesetzter seyn, als es iiberhaupt jede
geometrische Untersuchung wird, sobald man sie aus
dem Gebiete von zwei Dimensionen in das von drei
Dimensionen iibertrigt.

Relationen zwischen Momenten,
deren Axen sich in einem Punkte schneiden.

§. 75.

Alle zu einem Systeme im Raume gehorigen Krifte
kann man auf eine einfache, durch einen beliebig ge-
wiihlten Punkt M (Fig. 24.) gehende Kraft » und ein
Paar w, dessen Krifte @ und P’ @’ scyen, zuriick-
fihren (§.57.). Die Ebene des Paares und die eine
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Kraft 7”@ desselben, nehme man gleichfalls durch
M gehend an, was nach §.350. Folger. immer méglich
ist. Alsdann ist in Bezug auf eine durch M gelegte
Axe M /N das Moment von » sowohl, als von /'@,
null, und daher in Bezug auf dieselbe Axe das Moment
des Systems — dem Momente von o und « (§. 39.),
— dem Momente von @, — dem Sechsfachen der
Pyramide N P@Q,

—2MPQ.MN.sn(MPQ'MN).

Wenn daber, wie in diesem Kapitel immer gesche-
hen soll, alle Axen, worauf ein System bezogen wird,
von gleicher Liinge angenommen werden, so hat
man folgenden Satz:

Fir jeden Punkt M gielt es eine durch iln ge-
hende Ebene MPQ von der Beschaffenheit, dassdas
Moment des Systems fir jede den Punkt M treffende
Aze dem Sinus des von der Adxe mit dieser Ebene
gebildeten Winkels proportional ist.

§. 76.

Um uns die Verhiiltnisse, die hiernach zwischen den
Momenten fiir die durch # gehenden Axen statt finden,
anschaulicher zu machen, wollen wir von M aus auf die
einzelnen Axen, wie M.S und MN, Abschnitte, Ms
und M, tragen, die den Momenten, welche den Axen
zukommen, proportional sind. Ist daher M.S auf der
Ebene M P@Q normal, so verhiilt sich

Ms: Mn—=1:cos SHN,

folglich ist Mns ein rechter Winkel, d. h. der Punkt
# liegt in einer um Ms als Durchmesser beschriehenen
und daher die Ebene M P& in M beriihrenden Kugel-
fliche; oder mit andern Worten: das Moment jeder durch
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M gehenden Axe ist dem von dieser Kugelfliche ab-
geschnittenen Theile M der Axe proportional.

So wie nun unter allen durch M gehenden Sehnen
der Kugel die auf der Beriihrungsebene in /M normal
stchende Sehne, als Durchmesser, die grosste ist, und
alle von M ausgehende, mit ihr gleiche Winkel bil-
dende Sehnen einander gleich sind, so hat auch unter
allen durch M gelegten Axen die auf der Ebene MFQ
normale Axe das grosste Moment, und allen Axen,
die gegen sie unter gleichen Winkeln geneigt sind,
kommen Momente von gleicher Grisse zu. So wie
ferner die Sehnen, wenn sie in die Beriihrungsebene
selbst zu liegen kommen, in Null iibergehen, so ist
auch von jeder in dieser Ebene enthaltenen und durch
M gehenden Axe das Moment = 0. Sind endlich N
und MO zwei von M nach gerade entgegengesetzten
Richtungen ausgehende Axen, und schneidet die Gerade,
in welcher sie beide liegen, die Kugelfliche in n, so
wird das Moment einer jeden von ihnen zwar durch
dieselbe Gerade Mn ausgedriickt. Da aber » mit /V
auf einerlei und mit @ auf entgegengesetzte Seiten von
M fillt, so stellt Mxn fir die eine Axe ein positives
und fiir die andere ein eben so grosses negatives Mo-
ment vor.

Man lege durch /M eine beliebige Ebene; sie schnei-
det die Kugelfliche in einem Kreise, von welchem der
Durchschnitt der Ebene mit der die Kugel in M be-
rilhrenden Ebene eine Tangente ist. Von den Sehnen
dieses Kreises gilt offenbar dasselbe, was so eben von
den Sehnen der Kugel bemerkt worden. So wie daher
durch jeden Punkt im Raume eine Kugel, so lisst sich
durch jeden Punkt einer Ebene in ihr ein Kreis be-
schreiben, weleher die Eigenschaft besitzt, dass das
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Moment jeder dureh den Punkt gehenden und in der
Ebene enthaltenen Axe der Sehne proportional ist,
welche der Kreis von der Axe abschueidet. Unter allen
diesen Axen hat daher die den Kreis heriihrende ein
Moment =0, die darauf normale Axe das grisste
Moment, u. s. w.

Da iibrigens das Sechsfache der Pyramide MN/Q
zuniichst das Moment der Kraft P& ausdriickt, so gilt
das bisher von den Momenten eines ganzen Systems
Gesagte auch von den Momenten einer einzelnen Kraft
P@, d. h. die Momente der Kraft 7”@ in Bezug auf
Axen, die durch M gehen, sind den Theiler dieser
Axen, welche in eine die Ebene M€ in M beriih-
rende Kugel fallen, proportional.

§. 77.

Unter allen Momenten, welche einem System in
Bezug auf die durch M gehenden Axen zukommen, ist
das grosste == 2HN . MP Q. Die Richtung seiner Axe
und seine Grésse in Vergleich zu den Momenten fiir die
iibrigen in M sich schneidenden Axen stellt der von M
ausgehende, auf M P@ normale, Durchmesser der Ku-
gel vor. Will man daher in Bezug auf durch M ge-
. legte Axen die Momente nicht bloss von einem, sondern
von mehreren Systemen, oder auch von mehreren ein-
zelnen Kriiften, mit einander vergleichen, so hat man
durch M eben so viele Kugelflichen zu beschreiben,
deren von M ausgehende Durchmesser auf den Drei-
ecken MP, welche den einzelnen Systemen oder
Kriiften angehéren, rechtwinklig stehen und den Flichen
dieser Dreiecke proportional sind. Ein solcher Durch-
messer, welcher, in der Axe des grissten Moments

9
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liegend, diesem Momente proportional ist, werde die
Linie des grissten Moments genannt.

Von einer einzelnen Kraft /7@ ist daher, riick-
sichtlich des Punktes M, die Linie des grissten Moments
ein in M auf der Ebene M P errichtetes und diesem
Dreiecke proportionales Perpendikel.

§. 78.

Bei der Reduction eines Systems von Kriiften 48,
CD,... auf eine einfache durch M gehende Kraft v
und auf ein Paar P&, F'@ (§.75.) entsteht letzteres
durch Zusammensefzung von Paaren, welche in den
Ebenen M AB, MCD,... liegen, und deren Momente
den Doppelten dieser Dreiecke gleich sind (§. 58.).
Diese Zusammensetzung kann aber nach §. 33. dadurch
bewerkstelligt werden, dass man anf den Ebenen MAB,
MCD,... in M Normalen errichtet, ihre Lingen die-
sen Dreiecken proportional macht, und von diesen Li-
nien, als Krifte betrachtet, die Resultante bestimmt.
Denn diese ist auf der Ebene des gesuchten resultiren-
den Paares 7@, P’ rechtwinklig und, wenn 7@
durch M gelegt wird, dem Dreiecke M 7@ proportional.

Nach der im vorigen §. gegebenen Erklirung werden
aber durch diese Normalen zugleich die Linien der
grissten Momente der einzelnen Kriifte und des von
ihnen gebildeten Systems riicksichtlich des Punktes M
dargestellt, und wir schliessen daher:

Die in Bexug auf einen gewissen Punlt statt

Sindende Linie des grissten Moments fiir ein System
von Kriften ist die Resultante der durch denselben

« Punkt gehenden Linien der grissten Momente fir

die einxelnen Krifte des Systems.




Theorie der Momente. 151

§. 79.

Aus dem eben entwickelten Satze lisst sich eine
nicht uninteressante geometrische Folgerung ziehen.
Seyen in Bezug auf den Punkt M die Linien /s,
M, ... die Linien der grissten Momente fiir die Kriifte
AR, CD,...; Ms, die Linie des grossten Moments
fir dag System dieser Krifte. Man beschreibe um
Ms, Ms,... und Ms,, als Durchmesser, Kugeln und
lege durch M ecine beliebige Axe MV, welche die
Oberflichen dieser Kugeln, ausser in M, resp. noch
in #, #,... und n#, schneide, so sind die Abschnitte
Mn, M. .. und Mn, die der Axe MV zugehirigen
Momente der einzelnen Krifte 48, CD,... und des
von ihnen gebildeten Systems; folglich M 4 Mn'+-. ..
= Mn,, welches uns folgenden Satz giebt:

Beschreibt man durch einen Punkt M mehrere
Kugelflichen, legt durch M beliebig eine Gerade
und bestimmt auf ihr von M aus einen Abschnitt,
welcher der algebraischen Summe der Sehnen gleich
ist, die von den |[Kugelflichen in der Geraden ab-

geschnitten werden, so ist dieser Abschnitt die Sehne
einer neuen durch /M gehenden Kugel, deren durch
M gelegter Durchmesser, statisch ausgedriickt, die
Resultante der durch M gelegten Durchmesser der
erstern Kugeln ist.

Auf dieselbe Art, wie die Wirkungen mehrerer
sich in einem Punkte schneidender Krifte auf die Wir-
kung einer einzigen, denselben Punkt treffenden Kraft
reducirt werden kionnen, lassen sich daher auch meh-
rere sich in einem Punkte schneidende Kugelflichen
zu einer einzigen zusammensetzen, und eben so wird
man auch mehrere in einer Ebene enthaltene und durch

g o
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denselben Punkt gehende Kreise zu einem neuen Kreise
vereinigen kinnen,

Sind demnach D A4, D B (Fig. 25.) zwei anliegende
Seiten und 22C die Diagonale eines Parallelogramms,
und beschreibt man um diese drei Linien, als Dureli-
messer, Kreise, so ist der dritte Kreis, als durch Zu-
sammensetzung der zwei erstern entstanden, zu betrach-
ten, indem, wenn eine beliebige durch 72 gefogene
Gerade die drei Kreise resp. in @, 4, ¢ schoeidet, die
Sehne Z¢ des dritten ans den Sehnen Da und D
der beiden ersten zusammengesetzt ist.

Um dieses unmittelbar zu beweisen, erwige man,
dass Dad, D6B, DeC, als in Halbkreisen gelegen,
rechte Winkel, und dater e, D4, De die rechtwink-
ligen Projectionen von 2.4, DR, DC auf eine und
dieselbe Gerade sind. Es ist aber immer die Projection
von D) C gleich der Summe der Projectionen von /2.4
und 4 C; und die Projection von A C gleich der Pro-
jection von D) B, als von einer der 4 C gleichen und
parallelen Linie; folglich D¢ = Da + D6.

§. 80,

Diese aus statischen Betrachtungen hervorgegan-
gene, jetzt aber rein geometrisch dargestellte und er-
wiesene Zusammensetzung von Kreisen kann nun hin-
wiederum zum Vortheil der Statik verwendet werden,
indem sich darauf-ein neuer Beweis fiir das Par-
allelogramm der Krifte griinden lisst, ein Beweis,
der sich von den meisten iibrigen dadurch unterscheidet,
dass sich bei ihm die Richtung und Grisse der Resul-
tante zugleich ergeben. Folgendes sind die hierzu
nithigen Betrachtungen. |
1) Schneidet eine durch Z) gezogene Gerade die
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drei Kreise in @, 4, ¢, und eine zweite Gerade durch
D in o, ¥, ¢, so sind die drei Bigen aa’, b4, cc
einander ihnlich, indem jeder von ihnen die Hilfte
des von den beiden Geraden gebildeten Winkels misst.
Und umgekehrt: schneidet man von drei, mit /) in
einer Geraden liegenden, Punkten @, 4, ¢ der drei
Kreise auf den Kreisen nach einerlei Seite hin drei
einander iihnliche Bigen aa’, 44, c¢’ ab, so sind anch
a, ¢, ¢ mit D in einer Geraden.

2) Werde nun jeder der drei Kreise, die ich nach
den Endpunkten ihrer Durchmesser kurz mit 4, #, C
bezeichnen will, in eine und dieselbe Anzahl gleicher
Theile getheilt, und dieses so, dass ein gewisser Thei-
lungspunit des Kreises 4, einer des B, einer des €
ufld 7 selbst in einer Geraden liegen. Alsdann wer-
den, dem eben Bemerkten zufolge, wenn man von diesen
drei Punkten in ihren resp. Kreisen nach einerlei Seite
zu weiter foriziihlt, je drei gleichvielte Theilpunkte
mit /) wiederum in einer Geraden seyn.

3) Werde noch bei dieser Eintheilung festgesetzt,
dass der den Kreisen gemeinschaftliche Punkt 2 in
jedem von ihnen ein Theilpunkt sey. Da pun, wenn
@, b, ¢ irgend drei zusammengehirige Theilpunkte, d. h.
drei solche sind, die mit 2 in einer Geraden liegen,
man Da 4 Db = De hat, so muss, wenn @ in /) fillt,
also die Gerade den Kreis 4 in D beriihrt, Db=Dc
seyn, also 4 mit ¢ zusammenfallen; d. h. die durch 2
an den Kreis 4 gelegte Tangente geht durch den ge-
genseitigen Durchschnitt £ der Kreise B und C. Ist
daher, wie verlangt wird, #? ein Theilpunkt im Kreise
4, so ist auch £ ein Theilpunkt in den Kreisen B
und €. Damit folglich, der Forderung gemiiss, £) auch
in jedem der zwei letztern Kreise ein Theilpunkt seyn
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konne, ist es hinreichend und nothwendig, dass von den
Bégen derselben DFE und D & E ein jeder zu seinem
ganzen Kreise in einem rationalen Verhiltnisse stehe.
Weil aber D EB und 2 EC, als Winkel in Halb-
kreisen, rechte Winkel sind, und daher E, &, C
in einer Geraden liegen, so misst der Bogen DFE
den Winkel 2. DBE —=2. AD B, und der Bogen
DEE den Winkel 2. DCE —=2. 4D C*). Mithin ist
es nur nithig, dass in dem Parallelogramm D ACB
jeder der beiden Winkel, welche die Diagonale DC
mit den Seiten macht, zu 360° rational ist. Setzen wir
daher 360° in e gleiche Theile getheilt, von denen p
Theile auf den Winkel 4 Z) C, und ¢ auf C2) B gehen,
so kommen, wenn auch die Peripherie jedes der drei
Kreise in m gleiche Theile getheilt wird, auf den Bogén
DFE 2(p+¢) und auf DG E 2p solecher Theile, und
es liegen, wenn in jedem der drei Kreise £ zum ersten
Theilpunkt genommen und nach der durch die Folge
D B C.A bestimmten Richtung herumgeziihlt wird, der
«te Theilpunkt des Kreises A, der (#+2(p+9¢))te

°) Uecherhaupt ist diese Figur an merkwirdigen Beziehungen
reichhaltiz. Die Punkte E, H, I, in denen sich die Kreise B undC,
A und €, 4 und B, ausser in D, noch schneiden, liegen in den
Seiten BC, 4 C und der Diagonale 4B des Parallclogramms, und die
in E, H, I auf BC, AC, AB errichteten Normalen schneiden sich
in D. Von diesen Normalen beriihrt DE den Kreis 4, D H den Kreis
B, und wenn DI bis nach K an den Kreis € fortgesetzt wird, so ist
DI=1IK. So wie ferner im Obigen die Bigen D FE und DG E, so
lassen sich auch alle iibrigen Bogen, in welche die drei Kreise. einander
zerschneiden, durch Winkel im Parallelogramm 4B ausdriicken. So
sind z. B. die Bigen HLD, DFE, HDE der Kreise 4, B, C
einander dbnlich und messen einen Winkel = 2. 4D B, Die Bégen
Dal; EbI der Kreise A, B sind sich dhnlich und messen einen Win-
kel ==2.DAB; die Bogen IAH, IMD der Kreise 4, B sind sich
dhnlich, indem jeder von ihnen einen Winkel =2. D B 4 misst; u. 5. w.
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des Kreises B und der (z+42p)te des Kreises € mit
D immer in gerader Linie.

4) Wir wollen jetzt von ) nach allen m — 1 iibri-
gen Theilpunkten des Kreises 4 gerade Linien ziehen,
deren jede, ihrer Grisse und Richtung nach, eine auf
D wirkende Kraft vorstelle. Auf gleiche Art werde
durch die Theilpunkte des Kreises & ein zweites, und
durch die Theilpunkte des Kreises € ein drittes System
auf D wirkender Kriifte bestimmt. Wegen der Glei-
chung Da+ Db = Dec, wenn a, b, ¢ drei zusammen-
gehorige Theilpunkte sind (or. 3.), ist nun von den diesen
Theilpunkten,zugehirigen drei Kriften die Kraftin dem
Kreise € gleichwirkend mit den beiden andern; und da
die Theilpunkte aller drei Kreise zu dreien so zusam-
men genommen werden konnen, dass sie mit £ in einer
Geraden liegen, so wird die Resultante der Kriifte des
Kreises .4, verbunden mit der Resultante der Kriifte
des  Kreises B, gleichwirkend mit der Resultante der
Kriifte des Kreises C seyn.

5) Betrachten wir aber die Kriifte eines der drei
Kreise besonders, so sind je zwei, die von /) aus nach
gleichweit von Z? zu beiden Seiten liegenden Theil-
punkten des Kreises gerichtet sind, einander gleich
und haben daher eine Resultante, welche den durch 22
gelegten Durchmesser zur Richtung hat. Dieselbe Rich-
tung muss folglich auch der Resultante aller Kriifte des
Kreises zukommen.

Offenbar sind ferner je zwei Kreise mit ihren Seh-
nen, oder den dadurch vorgestellten Kriiften, einander
ihnliche Figuren, von denen die eine in die andere
iibergeht, wenn man jede Kraft des einen Kreises in
dem Verhiiltnisse éndert, in welchem sein Durchmesser
zu dem Durchmesser des andern steht. In demselben
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.Verhii!tnisse werden folglich auch die Resultanten aller

Krifte des einen und des andern Kreises zu einander
seyn, so dass die Durchmesser .4, DR, DC nicht
allein die Richtungen, sondern auch die Grissenverhiilt-
nisse der Resultanten der drei Systeme von Kriiften
angebgen.

6) Zu Folge des in or. 4. Erwiesenen ist daher von
drei durch D .4, DB, DC vorgestellten Kriiften die
letztere gleichwirkend mit den beiden erstern, und somit
das Parallelogramm der Kriifte fiir den Fall dargethan,
wenn die Diagonale 2) € mit den Seiten Winkel macht,
deren jeder zu 360° in einem rationalen™Verhiltnisse
steht.. Die Ergiinzung des Bewecises fiir den Fall irra-
tionaler Verhiltnisse bleibe dem Leser selbst iiberlassen.

Von den Axen der grissten Momente,

§. 8L

Ist fir einen Punkt M die Linie des grossten Mo-
ments, welche durch ihre Richtung und Liinge die dem
Punkte zugehirige Axe des gréssten Moments und den
Werth desselben angiebt (§. 77.), gegeben, so lisst
sich das Moment fiir jede andere durch M gehende Axe
sogleich finden. Wie diese Linie des grissten Moments
bestimmt werden kann, ist in §. 78. gezeigt worden,
und wir wollen nun untersuchen, nach welchem Gesetze
die Richtung und Liinge dieser Linie von einem Punkte
zum andern veriinderlich ist,

Sey demnach ein System von Kriiften auf eine
einfache, durch einen willkiihrlich angenommenen Punkt
M gehende Kraft v und auf ein Paar w reducirt wor-
den. Eben so habe man das System auf eine durch
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einen beliebigen andern Punkt M’ gehende Kraft o’

und auf ein Paar @ zuriickgebracht.

Da hiernach » und « gleichwirkend mit »* und 2’
sind, so sind es auch v, » und — #’ mit2". Die Kraft
» muss daher in der Ebene des aus » und — #' resul-
tirenden Paares liegen, oder doch dieser Ebene parallel
seyn (§.57.), und muss mit —%’ ein diesem resultiren.
den Paare das Gleichgewicht haltendes Paar bilden
(§-15. 1.). Die Kriifte » und ¢’ sind folglich einander
gleich und haben gleichlaufende Richtungen, und die
Ebene dieser Richtungen wird von den Ebenen der
Paare » und «’ in parallelen Geraden geschnitten
(§.51.). — Ist M’ ein Punkt in der Richtung von v
selbst, so fallen » und ¢’ zusammen, und haben daher
gleiche Wirkung; mithin sind dann auch die Paare w
w’ einander gleichwirkend, d. i., sie liegenin parallelen
Ebenen und haben gleiche Momente.

Dass die Kraft » von einem Punkte M zum andern
ibre Richtung und Intensitit unverindert behilt, geht
iibrigens auch daraus hervor, dass » die Resultante der
an einen Punkt M parallel mit ihren Richtungen ge-
tragenen Kriifte des Systems ist.

Weil w mit ' und ¢, — v gleichwirkend ist, so
ist, wenn wir siimmtliche drei Paare auf eine Ebene
projiciren, das Moment der Projection von w gleich dem
Momente der Projectionen von «/ und ¢/, — v (§.54. 3.).
Um ein bestimmteres Bild zu haben, wollen wiruns die
gemeinschaftliche Richtung von » und ¢ vertical auf-
wirts gehend denken. Lassen wir nun die Projections-
ebene horizontal seyn und projiciren darauf rechtwinklig,
so ist die Projection des Paares o/, — » null und die
Momente der Projectionen von = und @’ sind einander
gleich.
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Das Moment der Projection des Paares # auf eine
horizontale Ebene ist demnach fiir alle Punkte M von
gleicher Grosse, und mithin das Moment von # selbst
am kleinsten fiir diejenigen Punkte M, fiir welche sich
die Ebene von % horizontal findet.

Um diese Punkte, wenn es anders solche giebt, zu
bestimmen, wollen wir dje Paare 2 und «’ auf die Ebene
des Paares 2/, — » rechtwinklig projiciren. Nach obi-
gem Satze von den Projectionen ist alsdann das Moment
der Projection von # gleich der Summe der Momente
des in der Projectionsebene liegenden Paares ¢, — v
selbst und der Projection von #’. In dem Falle nun,
wenn ' horizontal, also auf der Projectionsebene recht-
winklig ist, ist das Moment seiner Projection null, folg-
lich haben dann die Projection des Paares % und das
Paar ¢/, — v gleiche Momente; und weil immer die
Durchschnittslinien der Ebenen von % und «' mit der
Ebene von (2, — #) einander parallel sind, jetzt aber
w’ horizontal seyn soll, so sind jetzt die beiden Durch-
schnitte von 2 und 2" mit der verticalen Ebene von
(¢’y —v) horizontal. Dies giebt zur Bestimmung der
Punkte M, fiir welche ¢’ horizontal ist, folgende Regel:

Man lege durch die irgend einem Punkte M zuge-
hirige Kraft » eine (verticale) Ebene so, dass sie die
Ebene des demselben Punkte zukommenden Paares w
in einer horizontalen schneidet. Auf diese Ebene pro-
jicire man das Paar « rechtwinklig und erginze die
Kraft — v durch eine zweite ¢’ in derselben Ebene zn
einem Paare, welches mit der Projection von w einerlei
Moment hat. Jedes Paar «/, das einem Punkte M in
der Richtung von ¢’ zukommt, wird alsdann eine hori-
zontale Lage haben. -

Sind umgekehrt die sich rechtwinklig schneidenden
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o und »’ gegeben, und legt man durch irgend einen
Punkt M eine der 2" parallele und gleiche Kraft 2, so
ist das Paur, welches aus der Zusammensetzung der
Paare ' und ¢’, — v entspringt, das dem M zugehi-
rige. Die Ebene desselben schneidet die Ebene von
(v, — ) in einer Horizontalen, sein Moment aber und
sein Winkel mit dem horizontalen 2/ ist um so grisser,
je grosser das Moment des Paares+’, — v ist, je weiter
also M von ¢ entfernt liegt.

§. 82.

Dieses vorausgeschickt ist nun die Bestimmung der
jedem Punkte M zugehdrigen Linie des grissten Mo-
ments ganz leicht. Diese Linie steht nach §. 77. auf
dem 2 des'Punktes rechtwinklig und ist dem Momente
dieses Paares proportional; sie ist daher dasselbe,
was wir in §.53. die Axe des Paares nannten. Da nun
die Resultante der Axen zweier zusammenzusetzenden
Paare die Axe des resultirenden Paares ist (ebendas.),
und da jetzt.das Paar w aus der Zusammensetzung der
Paare ' und ¢', — » hervorgeht, so ist die Linie des
grossten Moments fiir den Punkt M die Resultante der
Linie des grissten Moments fiir einen in o liegenden
Punkt M’ und der nach demselben Massstabe bestimm-
ten Axe des Paares +/, —». Die hierzu nithige Con-
struction ist folgende.

Sey, wie im Vorigen, o' auf «' rechtwinklig; 48
(Fig. 26.) stelle die Richtung von ¢ vor; wir wollen sie
die Hauptlinie des Systems nennen und sie uns
wiederum vertical denken. Fiir jeden ihrer Punkte M’
ist die Linie des grossten Moments .eine von M’ aus

auf sie getragene, dem Momente von «’ proportionale,
Linge M's'.
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Ist nun M irgend ein anderer Punkt des Raums,
und M’ der Punkt der Hauptlinie, welcher mit M in
einer Horizontalen liegt, so ist M. A B die Ebene des
Paares o/, —o; M’ M seine Breite,halso MM .» sein
Moment und ein auf der Ebene M AR errichtetes, die-
sem Momente proportionales Perpendikel M O die Axe
des Paares. Die Linie des grissten Moments fiir M
wird hiernach gefunden als die Resultante Ms von MO
und einer an M der M’s’ gleich und parallel getra-
genen M@, oder, was dasselbe ist, als die Hypotenuse
Ms des bei O rechtwinkligen Dreiecks M@ s, in wel-
chem @s gleich und parallel der M+ ist; sie ist daher
rechtwinklig auf dem von M auf die Hauptlinie gefill-
ten Perpendikel MM, und ihre Grisse, so wie ihr
Winkel mit der Hauptlinie, sind bei einem und dem-
selben Systeme bloss von der Grisse dieses Perpen-
dikels abhiingig.

Weil MO proportional mit M’ M. v ist, so ist das
Verhiiltuiss M@ : M’'M, oder die Tangente des Win-
kels M M’ @ proportional mit », also constant, weil »
von einem Punkte M zum andern seine Grosse nicht
iindert. Fiir alle Punkte, welche in einer und derselben
durch M’ gehenden Horizontalen M’ C enthalten sind,
liegen daher die zugehdrigen @ in einer gleichfalls durch
M’ gehenden Horizontalen M’ [). Vertical iiber @ in
einer Hohe = M’s’, also in einer durch & mit M.
gezogenen Parallele s’Z liegt der Punkt s. Liisst man
daher die Punkte M und s in M'C und s'E sich so
fortbewegen, dass die Gerade Ms auf M’C immer normal
steht, so ist Ms jederzeit die Linie des grissten Mo-
ments fiir M, und man sieht hieraus deutlich, wie bei
wachsender Entfernung des M von M’ die Grisse dieser
Linie und ihr Winkel mit der Hauptlinie immer zunehmen.
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Setzt man den Winkel @s M, oder den Winkel von
Ms mit der Hauptlinie, = @ und den constanten Win-
kel CM' D = o, so ist

Ms=y (M's’* 4+ M M tange.*) und tangw =%fg tang «,

woraus dasselbe erkannt wird. \

Zum Schlusse wollen wir die erhaltenen Resultate
in folgenden Siitzen zusammenstellen.

1) Fiir alle Punkte, welche in der Fliche eines
um die Hauptlinie, als Axe, beschriebenen Cylinders
liegen, sind die Linien der grissten Momente einan-
der gleich, berithren insgesammt diesen Cylinder und
machen mit der Hauptlinie gleiche Winkel. Fir
alle Punkte, die in einer und derselben Seitenlinie des
Cylinders liegen, sind daher diese Linien einander
parallel und in einer Ebene enthalten, die den Cylin-
der in der Seitenlinie beridwt. Fir alle Punfkte
dagegen, welche én dem Durchschnitte der Cylinder-
fliche mit einer auf der Halptlinie normalen Ebene,
also in einem Kreise, liegen, bilden die xugehirigen
Linien die Fliche eines durch Umdrehung wm die
Hauptlinie erzeugten hyperbolischen Hyperboloids.

2) Je weiter ein Punkt von der Hauptlinie ab-
steht, je grisser also der Durcimesser des Cylinders
ist, desto grosser ist die xugehirige Linie des griss-
ten Moments und desto mehr nihert sich der Winlkel
dieser Linie mit der Hauptlinie einem rechten, indem
die Tangente desselben dem Abstande des Punltes
von der Hauptlinie proportional ist. Fir Punkte,
die in einer auf der Hauptlinie normalen Geraden
liegen, bilden die xugehirigen Linien die Fliche
eines hyperbolischen Paraboloids, Denn indem M in
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M’ C fortbewegt wird, bleibt Ms ciner auf M’ C nor-
malen Fliche parallel und trifft fortwiibrend die zwei
Geraden M'C und s E. i

3) Finr jeden Punkt in der Hauptlinie fallt die
Linie des grissten Moments in die Hauptlinie selbst
und ist kleiner, als fiir jeden anderrn Punfkt, also ein
Minimum Maximorwm.

$.89.

Aufgabe. Die Gleichung fir die Hauptlinie und
den Werth des kleinsten unter den grissten Momenten
zu finden. ‘

Auflésung. Das Coordinatensystem sey ein recht-
winkliges. Beziehen wir nun das System der Kriifte
zuerst auf eine Axe#, welche durch den Punkt (/; g, 4)
geht, eine Liinge —1 hat und mit den Axen der z,
v, x die Winkel ¢, 7, ¥ macht, so sind die Projectio-
nen der Axe auf die Coordinatenaxen, — cosg, cosy,
cosy, und es ergiebt sigh das Moment fiir diese Axe,
wenn wir in dem in §. 65. erhaltenen Ausdrucke des
Moments, fir F, G, H diese Cosinus substituiren.
Bezeichnen wir daher dieses Moment mit 7" und setzen
zur Abkiirzung:

A)...L—gC+iB=L,, M—hAd+fC=M,
N—fB4gd=N,,
so wird
2)... T=L,cosp+ M, cosy+ N, cosy.
Setzen wir ferner
V(L +M’+ N,’)= T und

(3).sn - %: cos¢q’, —% =cosy’, —%r—ﬂ = cosv/,
so ist (4)...c08¢" 4 cosy'*+cosy/? =1 und
T = T (cosp cosg’ 4 cosy cosy’ + cosy 6osy).
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Wegen (4) lassen sich aber ¢, ¥, ¢ als drei
Winkel betrachten, die eine Gerade — sie heisse ¢
und werde gleichfalls durch (f, g, &) gelegt — mit
den Axen der 2, y, x bildet; und es ist mithin

cosp cos @’ 4 cosy cosy’ 4 €osy cosy = cost ¥,
folglich ... T'= T" cost'¢.

Nehmen wir daher bloss ¢, x, v veriinderlich, so
ist der grisste Werth von 7'y = 7" und daflir der
Winkel 7°#=0, d. h. unter allen durch den Punkt
(/5 g, #) gehenden Axen ¢ ist ¢ diejenige, welcher
das grosste Moment zukommt; die Winkel dieser Axe
mit den Coordinatenaxen sind =g¢’, ¥/, v/, und das
grisste Moment selbst —= 77,

Unter den verschiedenen grissten Momenten, welche

den verschiedezen Punkten (/; g, %) zugehiren, fal- |
len aber die Axen ¢ aller derjenigen Momente in die

Hauptlinie, deren Axen mit », d. i. mit der Resultante
von 4, B, C, parallel sind, fiir welche sich also

cosq :cosy’ icosy =A: B: C

verhalten. Hiermit folgt aus (3) und (1):
L—gC+hiB _M—1hA+fC_ N—fB+gd
A o B ik C 2

welches daher zwei Gleichungen zwischen den Coordi-
naten f, &, 4 aller derjenigen Punkte sind, welche
Debst ihren Axen in die Hauptlinie fallen; es sind folg-
lich die zwei Gleichungen der Hauptlinie selbst.

Setzen wir zuletzt noch in dem allgemeinen Aus-
drucke des Moments (2) die durch ¢, y,  bestimmte
Richtung der Axe parallel mit der Hauptlinie, also mit
der Resultante von 4, B, C, so werden
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\J

A B C
cosrpzﬁ, GOSZ:TJ, COSY = .I)’

wo D =y (4 4+ B* 4 €?), und damit
_ AL, + BM, 4 CN,
D

AL+ BM+4CN
=V + B+ C)
also ynabhiingig von S> g k. Alle mit der Hauptlinie
parallele Axen haben daher gleiche Momente, deren
gemeinschaftlicher Werth der eben gefundene ist. Die-
ser Werth kommt daher auch dem Momente einer in
die Hauptlinie selbst fallenden Axe zu, d. i. dem klein-
sten unter den grissten Momenten.

Zusatz. Dass alle mit der Hauptlinie parallele
Axen gleiche Momente haben, wird auch leicht aus
Fig. 26. erkannt. Denn da Ms die Linie des grossten
Moments fir den Punkt M, und H@S ein rechter
Winkel ist, so ist die der M's’ gleiche und parallele
Linie M@ dem Momente der in sie fallenden Axe

proportional (§. 76.).

T

wegen (1),

Von den Axen, deren Momente null sind.

§. 84

Noch eine besondere Aufmerksamkeit verdienen
diejenigen Axen, in Bezug auf welche das Moment des
Systems null ist. Sie ergeben sich unmittelbar aus
dem Vorigen, da es unter allen durch einen Punkt M
gehenden Axen alle diejenigen und keine andern sind,
weloche auf der dem Punkte zukommenden Linie des
grossten Moments rechtwinklig sind, also in der Ebene
des dem M zugehorigen und durch ihn selbst gelegten

Paares w liegen, 1In dieser Beziehung wollen wir die
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durch M gelegte Ebene von 2 die Nullebene des
Punktes /M nennen.

So wie es nun fiir jeden Punkt eine Nullebene giebt,
so liisst sich auch umgekehrt in jeder Ebene ein Punkt
angeben, in Bezug auf welchen sie die Nullebene ist,
also ein Punkt, den man den Nullpunkt der Ebene
nenne, und welcher die Eigenschaft besitzt, dass von
allen in der Ebene enthaltenen Axen bloss fiir diejeni-
gen, welche den Punkt selbst treffen, das Moment des
Systems null ist.

Denn werde die Ebene von der vertikalen Haupt-
linie 4 B (Fig.26.) im Punkte M’ geschnitten und sey
M C eine in der Ebene durch M’ gelegte Horizontale,
so liegt darin der Nullpunkt / der Ebene und ist von
M’ um einen Abstand MM — M Wl

tanga
wo M’s’ und o constant sind, und w den Winkel der
Ebene mit dem Horizonte bezeichnet (§.82.). Ist aber
die Ebene mit der Hauptlinie parallel und ven ihr um
einen Abstand = 2 entfernt, beriihrt sie also einen um
die Hauptlinie mit einem Halbmesser === beschriebenen
Cylinder, so liegen in der Ebene die Axen, deren Mo-
mente null sind, einander parallel und machen mit der
Ebene des Horizonts einen Winkel, dessen Tangente

entfernt,

=.-T;;9§E_ Vergl. §.82. In diesem Falle ist also der

Nullpunkt der Ebene als unendlich entfernt zu betrachten.

Hat man somit den Nullpunkt M einer Ebene ge-
funden, so kann fiir eine andere durch /M nicht gehende
Axe ¢ der Ebene das Moment nicht — 0 seyn. Denn
ist erstens die Ebene nicht parailel mit der Hauptlinie,
so lisst sich unter der hier allein geltenden Voraus-
setzung, dass die zwei Kriifte, worauf das System re-

10
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ducirbar ist, nicht in einer Ebene liegen, das System
auf ein in der Ebene enthaltenes Paar w und auf eine
durch M gehende mit der Hauptlinie parallele Kraft »
reduciren, und fiir die Axe # sind nur die Momente der
zwei Kriifte, welche das Paar ausmachen, nicht aber
das Moment von #, also auch nicht das Moment des
Systems, null.

Ist zweitens die Ebene mit der Haupilinie parallel,
und ist p eine der in ihr liegenden parallelen Axen,
fir welclhie das Moment des Systems null ist, ¢ irgend
eine andere in der Ebene enthaltene Axe, welche p im
Punkte /¥ schuneidet, so ziehe man durch &N (in der
Ebene) eine Parallele »# mit der Hauptlinie und be-
schreibe in der Ebene einen Kreis, welcher p in ¥
beriihre. Alsdann verhalten sich die Momente in Bezug
auf die Axen v und #, wie die in den Kreis fallenden
Theile von # und ¢ (§. 76.). Da nun das Mement fiir
v gleich dem kleinsten unter den grossten Momenten
ist (§.83. Zus.), und dieses unter der gemachten Vor-
aussetzung nicht null seyn kann, so kann es auch nicht
das Moment fiir die Axe ¢ seyn.

§. 85.

Die Eigenschaften von Nullebenen und Nullpunkten
lassen sich auch ganz leicht aus den oben (§.69.) ana-
lytisch bewiesenen Sitzen herleiten, dass von der einen
der beiden Kriifte, worauf ein System reducirbar ist,
die Richtung im Allgemeinen nach Willkiihr genommen
werden kann, und dass, wenn die eine der beiden
Kriifte durch einen gegebenen Punkt geht, die andere
in einer damit gegebenen, den Punkt enthaltenden
Ebene liegt, und umgekehrt. Von diesen Siitzen will
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ich jetzt noch einen andern auf ganz einfache Betrach-
tungen sich griindenden Beweis mittheilen, und hierauf
den Zusammenhang zwischen ibnen und den Eigenschaf-
ten der Nullebenen und Nullpunkte kiirzlich angeben.

1) Hat man zwei Kriifte 7 und £, (Fig. 27.), de-
ren Richtungen nicht in einer Ebene liegen, und eine
Richtung ¢, welche mit der einen # der beiden erstern
in einer Ebene @ liegt, und daber, im Allgemeinen
wenigstens, mit /* einen Punkt 4 gemein hat, so ist es
im Allgemeinen immer méglich, die zwei Krifte in zwei
mit ihnen gleichwirkende @ und €, zu verwandeln, von
denen die eine @ die Richtung ¢ hat.

Denn da 2 und P, mit @ und @, gleichwirkend
seyn sollen, so miissen es auch # und — @ mit @,
und — P, seyn. P und — @ haben aber, als zwei
Krifte, deren Richtungen in einer Ebene a liegen und
im Punkte A derselben sich schneiden, eine durch den
Schneidepunkt 4 gehende und in der Ebene @ enthal-
tene Resultante /. Diese Resultante £ muss daber
auch den Kriften @, und — P, zukommen, es muss
folglich auch &, die Resultante von #, und It seyn;
und da zwei nicit in einer Ebene enthaltene Kriifte
nicht auf eine einzige Kraft reducirt werden konnen
(§. 57.), so miissen P, und R, so wie auch @,, in
einer Ebene @, enthalten seyn und sich darin, im All-
gemeinen wenigstens, in einem Punkte 4, schneiden.
Hiernach ist die Richtung von X bestimmt als der
Durchschnitt der Ebene @, in welcher /2 und €@ wirken,
mit der durch 7, und den Schneidepunkt 4 von P
und @ zu legenden Ebene a,. Da also von den drei
Kriiften 7, — @, — %, welche im Gleichgewichte sind,
die Richtungen, und von der ersten derselben, /7, die

10°
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Intensitiit, gegeben sind, so lassen sich auch von @
und /2 die Intensitiiten finden (§. 28. @.), und hieraus
die Richtung und Intensitiit von @, , als von einer Kraft,
welche mit — & und — /2, im Gleichgewichte ist.

2) Wir folgern hieraus weiter: Ist von der Richtung
der Kraft @ nur der Punkt 4 gegeben, in welchem
sie die #” schneiden soll, so kennt man von der Kraft
&, nur dic Ebene # , in welcher sie mit P, liegen
muss; es ist nimlich die durch 4 und 2, zu legende
«,. lIst aber fir € nur die Ebene ¢ gegeben, in wel-
cher sie mit /* liegen soll, so ist von @, nur der Punkt
A, bekannt, in welchem sie die #°, schneiden muss;
es ist nimlich -der Durchschnitt der Ebene ¢ mit 2,.

Wenn demnach von irgend zwei Kriiften, die mit
zwei nicht in einer Ebene liegenden Kriiften # und P,
gleiche Wirkung haben, die eine der £ in einem Punkte
A begegnet, so liegt die -andere in der durch 4 und
P, bestimmten Ehene; und wenn die eine mit # in
einer Ebene @ liegt, so geht die andere durch den
Schoeidepunkt von o mit P,.

3) Auch in dem Falle, wenn die gegebene Rich-
tung von & nicht, wie vorhin, mit der Richtung von P
in einer Ebene liegt, lassen sich im Allgemeinen die
Intensitiit von & und die Richtung und Intensitiit von
€, so bestimmen, dass @ und @, mit 7 und P, gleich-
wirkend werden. D'enn zieht man eine Gerade s, welche
die Richtung von # und @ zugleich schneidet, so kann
man nach dem Vorigen 7 und P, zuerstin zwei Kriifte
S und §, verwandeln, von denen S die Richtung s
hat, und kann sodann auf dieselbe Weise aus § und
&, die mit ihnen, und folglich auch mit 2 und 27,,
gleichwirkenden Kriifte @ und @, herleiten.
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4) Ist daher ein System von Kriften auf xwei
nicht in einer Ebene liegende Krifte reducirbar, so
kann die Richtung der einen von beiden ém Allge-
meinen jede beliebige seyn. Um so mehr kann folglich
das noch Unbestimmtere verlangt werden, dass die eine
der beiden Kriifte durch einen beliebig gegebenen Punkt
gehe, oder in einer beliebig gegebenen Ebene liege.
Der Punkt 4 und die Ebene ¢ in dem Satze nr. 2.
kionnen daher ebenfalls ganz nach Willkiihr bestimmt
werden, welches uns zu dem Schlusse fiihrt:

In Bexug auf ein System von Kriften, welches
auf xwei nicht in einer Ebene liegende Krifte I und
P reducirt werden kann, entspricht jedem Punite
A eine durch in gehende Ebene a, und jeder Ebene
a ein in ithr liegender Punkt A, dergestalt, dass, wenn
die eine der beiden Krifte, P, dem Punkte A be-
gegnet, oder in der Ebene a wirkt, dic anderc P,
in der entsprechenden Ebene a, enthalten ist, oder
den entsprechenden Punkt 4, trifft.

5) Geht aber die Kraft # durch den Punkt 4, und
liegt folglich die Kraft #, in der dem .4 entsprechen-
den Ebene @,, so schneidet jede durch 4 gehende und
in, @, enthaltene Axe sowohl die Richtung von 2, als
die von P,, und es ist daher in Bezug auf jede dieser
Axen das Moment von 2 und 2P,, folglich auch das
Moment des Systems, null,

Die einem Punkte 4 entsprechende Ebene a, ist
mithin die Nullebene des Punktes, und eben so der
einer Ebene o entsprechende Punkt 4, der Nullpunkt
der Ebene.

Zusiitze. a. Ist @, die dem Punkte 4 entspre-
chende Ebene, so ist auch 4 der der Ebene @, entspre-
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chende Punkt, indem, wenu die eine Kraft P, in a,
wirkt, die andere 7’ dem A begegnen muss; und eben
so erhellet, dass wenn der Ebene ¢ der Punkt 4, ent-
spricht, auch umgekehrt lefzterer die erstere zur ent-
sprechenden hat.

b, Ist A ein Punkt der Ebene o, und wird die
willkiihrliche Richtung der Kraft /7 so genommen, dass
sie zugleich durch 4 geht und in a liegt, so muss die
Kraft P, wegen des erstern in der Ebene «, liegen
und wegen des letztern durch den Punkt 4, gehen;
mithin muss 4, ein Punkt der Ebene &, seyn, d. h:

Liegt ein Punkt in einer Ebene, so geht die dem
Punkte entsprechende Ebene durch den der Ebene ent-
sprechenden Punkt.

$. 86.

Diese gegenseitigen Beziehungen zwischen Punkten
und Ebenen sind eine besondere Art der sogenannten
dualen oder reciproken Verhiltnisse, welche in der
neuern Zeit so mannigfach untersucht worden sind, und
wobei zwei Systeme von Punkten und Ebenen in einer
solchen Beziehung zu einander betrachtet werden, dass
jedem Punkte des eincn Systems eine Ebene des andern
und jeder Ebene des einen ein Punkt des andern ent-
spricht. Im Gegenwiirtigen kommt noch die besondere
Bedingung hinzu, dass jeder Punkt in der ihm entspre-
chenden Ebene selbst liegt, und — was eine Folge
davon ist, — jede Ebene den ihr entsprechenden Punkt
selbst enthiilt. Hierdurch werden nicht nur die bei der
Dualitiit im Allgemeinen Statt habenden Beziehungen
in etwas modificirt, sondern es treten noch Relationen
von eigenthiimlicher Beschaffenheit hinzn, Folgende
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Sitze geben eine kurze Uebersicht dieser merkwiirdigen
Beziehungen*®).
Zuerst folgt unmittelbar aus dem Vorhergehenden:

1. Zu jedem Punkte gehért eine ihn enthaltende Null-
ebene und zu jeder Ebene ein in ihr liegender
Nullpunkt.

2. Ist von einer Ebene und einem in ibr liegenden
Punkte erstere die Nullebene des letztern, so ist
auch letzterer der Nullpunkt der erstern, und um-
gekehrt.

3. Liegt ein Punkt in einer Ebene, so geht die Null-
ehene des Punktes durch den Nullpunkt der Ebene;
oder was dasselbe ist:

3°. Geht eine Ebene durch einen Punkt, so liegt der
Nullpunkt der Ebene in der Nullebene des Punktes.

Aus 3. fliesst weiter: Liegen mehrere Punkte in
einer Ebene, so gehen die Nullebenen der Punkte durch
den Nullpunkt der Ebene; d. h.

4. Von mehreren in einer Ebene liegenden Punkten
schneiden sich die Nullebenen in einem Punkte,
welcher in ersterer Ebene liegt und ihr Null-
punkt ist.

Eben so folgt aus 3°.:

4*. Von mehrern sich in einem Punkte schneidenden
Ebenen liegen die Nullpunkte in einer Ebene,
welche erstern Punkt enthdlt und seine Null-
ebene ist.

Aus 4. schliessen wir ferner: Von mehrern in zwei
Ebenen zugleich, d. i. in einer Geraden, liegenden

*) Ausfilrlicher habe ich diesen Gegenstand in einer Abhand-
lung ,,Ueber eine besondere Art dualer Verhiltnisse zwischen Figuren
im Raume* in Crelle’s Jornal X. Band, pag. 317. untersucht.
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Punkten gehen die Nullebenen sowohl durch den Null-
punkt der einen, als durch den der andern jener zwei
Ebenen, d. i. sie schneiden sich in der diese zwei Null-
punkte verbindenden Geraden; also:

5. Die Nullebenen mehrerer in einer Geraden liegen-
den Punkte schneiden sich wiederum in einer
Geraden.

Aehnlicherweise ergiebt sich aus 4°.:

5° Die Nullpunkte mehrerer sich in einer Geraden
schneidenden Ebenen liegen wiederum in einer
Geraden.

Nach 5. und 5°. entspricht also jeder Geraden eine
zweite Gerade, so dass jeder Punkt der einen zu seiner
Nullebene die durch ihn und durch die andere Gerade
gelegte Ebene hat, und dass von jeder durch die eine
Gerade gelegten Ebene der Nullpunkt derjenige ist, in

+ welchem sie von der andern Geraden geschnitten wird.

Je zwei solchergestalt sich entsprechende Gerade sind
zugleich die Richtungen zweier Kriifte, auf welche sich
das System reduciren lisst. Denn sind @ und 4 die
Nullebenen der Punkte 4 und 2, und geht die eine
der beiden Kriifte durch 4 oder #, so muss die an-
dere resp. in @ oder & liegen; geht folglich die eine
durch 4 und 2 zugleich, so muss die andere den Durch-
schnitt von @ mit &, d.i. die der 4 # entsprechende Ge-
rade zur Richtung haben.

In dem besonderen Falle, wenn & in @ liegt, geht
nach 3. die Nullebene 4 von # durch den Nullpunkt
A von @, d.i. @ und & schneiden sich in .4 B selbst.
Jede in einer Ebene ¢ durch den Nullpunkt 4 dersel-
ben gezogene Gerade, oder, was dasselbe ist, jede
durch einen Punkt 4 gelegte Gerade, welche zugleich
in der Nullebene «-des Punktes liegt, also jede Axe,
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in Bezng auf welche das Moment des Systems null ist,
hat folglich sich selbst zur entsprechenden, und es ist
daher unmiglich, das System auf zwei Kriifte zu redu-
ciren, von denen die eine eine solche Gerade zur Rich-
tung hat.

Um diese Siitze durch ein Beispiel zu erldutern,
wollen wir von den drei Coordinatenebenen, worauf das -
System der Kriifte in dem Vorigen bezogen worden,
die Nullpunkte, und von dem Anfangspunkte der Coor-
dinaten @ die Nullebene zu bestimmen suchen.

Fiir eine in der Ebene der xy liegende Axe sind
A und A null (§. 62.), folglich das Moment des Systems
(§. 65.) in Bezug auf eine solche Axe

=rF(L—gC)+rG (M4 f0).

Man sieht nun sogleich, dass, wenn man £ und &
durch die Gleichungen und M+fC =0 und L —gC
=0 bestimmt, dieses Moment, unabhiingig von & und
@, also fiir jede in der Ebene der 2y enthaltene Axe,
welche durch den Punkt (/ g) geht, null wird. Dieser
Punkt, d. i

(~%> ¢ 9
ist daher der Nullpunkt der Ebene der 2%, und eben
so finden sich
(0, _jgt—v’ f—;I und (ﬁ,—f, 0, —%)
als die Nullpunkte der Ebenen der yx und zz.

Ferper ist fiic eine durch O gelegte Axe, wenn
wir den Anfangspunkt (f, g, 4) derselben mit @ zu-
sammen fallen lassen und daher f, g, 4 =0 setzen,
das Moment

=rFG 4 rGM4rHN.
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Da nun jetzt (F, &', H) der Endpunkt der Axe
ist, so liegt derselbe, und mithin die von @ ausgehende
Axe selbst, wenn in Bezug auf sie das Moment null
ist, in einer Ebene, deren Gleichung

Lz + My + Nz = 0,
welches also die Gleichung der Nullebene von O ist.

In dieser Ebene miissen nach 4° die Nullpunkte der
in @ sich schneidenden Coordinatenebenen liegen. Auch
finden wir dieses durch unsere Rechuung bestitigt,
wenn wir in der Gleichung fiir erstere Ebene die vorhin
fir die Nullpunkte erhaltenen Coordinaten substituiren.

§. 87.

Weitere Folgerungen ergeben sich, wenn wir Sy-
steme von Ebenen betrachien, die entweder mit einer
und derselben Geraden, oder mit einander parallel sind.

Drei oder mehrere sich in Parallelen schneidende
Ebenen kiénnen als solche angesehen werden, die sich
in einem unendlich entfernten Punkte schneiden, und
wir schliessen daher nach 4°.:

6. Die Nullpunkte mehrerer sich in Parallelen schnei-
denden Ebenen liegen in einer mit den parallelen
Durchschnittslinien ebenfalls parallelen Ebene, de-
ren Nullpunkt unendlich entfernt nach der durch
die Parallelen bestimmten Richtung zu liegt.

Da ferner parallele Ebenen als solche betrachtet
werden kénnen, die sich in einer unendlich entfernt lie-
genden Geraden schneiden, so miissen nach 3°.

7. die Nullpunkte mehrerer paralleler Ebenen in einer
Geraden liegen.

Seyen @, o', a”,... mehrere unter sich parallele
Ebenen, und eben so bilden &, &, 4”,... ein zweites
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System unter sich, aber nicht auch mit den erstern
pirallelen Ebenen. Von a, «,.. seyen d, A',.. und
von b, ¥,.. seyen B, B,.. die Nullpunkte, so liegen
nach 7. 4, A’,.. in einer Geraden «, und B, #',..
in einer zweiten Geraden 5. Da ferner die Ebenen
a, o,.. von den Ebenen &, #,.. in einander parallelen
Geraden geschnitten werden, so liegen nach 6. siimmt-
liche Nullpunkte A, 4,.. B, B',.., also auch die
Geraden o und g, in einer Ebene. Zugleich aber kinnen
¢« und @ keinen Punkt mit einander gemein haben.
Denn fiele z. B. 4 mit B zusammen, so miissten auch
die Nullebenen ¢ und 4 dieser Punkte zusammenfalien,
welches gegen die Voraussetzung ist. Mithin sind o
und # mit einander parailel, und wir kionen den Satz
aufstellen :

Hat man mehrere Systeme paralleler Ebenen, so
sind die Geraden, welche sich in jedem Systeme durch
die Nullpunkte der Ebenen legen lassen, insgesammt
mit einander parallel.

Diese parallele Richtung der Geraden ist, wie man
leicht sieht, dieselbe, welche wir im Obigen bei jedem
Systeme von Kriiften als einzig in ihrer Art fanden und
uns yertical dachten. Wir wollen auch gegenwiirtig
diese Richtung vertical annehmen und hiernach den
vorigen Satz so aussprechen:

8. Die Nullpunkte eines Systems paralleler Ebenen
liegen in einer verticalen Linie.

Hieraus folgt leicht der umgekehrte Satz:

9. Von zwei Punkten 4 und 2, die in einer Verti-
callinie liegen, sind die Nullebenen @ und 4 parallel.

Denn wiiren sie es nicht, so lege man durch &
cine Ebene # parallel mit . Der Nullpunkt von 4’
miisste dann derjenige seyn, in welchem #° von einer
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durch 4 gelegten Verticale getroffen wird, folglich 2
selbst. Mithin hiitte & zwei verschiedene Nullebenen,
welches nicht méglich ist.

10. Jede verticale Ebene ¢ hat einen unendlich ent-
fernten Nullpunkt, und jeder unendlich entfernte
Punkt € eine verticale Nullebene.

Denn seyen .4 und B zwei Punkte in ¢, welche in
einer verticalen Linie liegen. Die Nullebenen @ und &
von A und B sind folglich (9.) einander parallel, und
da nach 3. in @ sowohl, als in &, der Nullpunkt von ¢
liegt, so muss dieser unendlich entfernt seyn.

Um den zweiten Theil des Satzes zu beweisen,
lege man durch € eine Ebene @, und eine mit @ par-
allele Ebene &, die, weil €' unendlich entfernt seyn soll,
ebhenfalls durch € gehend zu betrachten ist. Nach 3%
geht aber die Nullebene von €' sowohl durch den Null-
punkt A von @, als durch den Nullpunkt Z von &, also
durch die Verticallinie .4 2 (8.) und ist daher selbst
vertical.

Da die Nullebenen zweier Punkte, die in einer
Verticale liegen, einander parallel sind (9.), also sich
erst in einer unendlich entfernten Geraden schneiden,
so ist die einer Verticalen entsprechende Gerade un-
endlich entfernt. Von den zwei Kriiften, worauf sich
das System zuriickfiihren lisst, kann daher keine eine
verticale (mit der Hauptlinie parallele) Richtung haben,
eben so wenig, als sie mit einer Axe, fiir welche
das Moment des Systems null ist, zusammen fallen
kann (vor. §.).

§. 88.

Zusiitze. Sey 4B C D eine dreiseitige Pyramide,
und von ihren Seitenflichen BCD, CD A, DAB,
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ABC seyen die Nullpunkte resp. F, &, H, 1, so ist
FGHI eine in ABCD eingeschriebene Pyra-
mide, zugleich aber auch eine um letztere umschrie-
bene. Denn die Ebene durch die Nullpunkte &, #7,
I der sich in 4 schneidenden Ebenen C D4, D.ARB,
ABC ist nach §. 86. 4°. die Nullebene von 4, und
auf gleiche Art sind #IF, IFG, FGH die Nullebenen
von B, C, D). Die zwei Pyramiden stehen daher in
einer solchen gegenseitizen Beziehung, dass die Ecken
der einen die Nullpunkte der Flichen der andern, und
die Flichen der einen die Nullebenen der Ecken der
andern sind. Dabei entspricht jeder Kante der einen
Pyramide eine Kante in der andern; z. B. der Kante
AR, in welcher sich die Flichen D AB und ABC
schneiden, die Kante 777, welche die Nullpunkte die-
ser Flichen verbindet®).

Dieselbe Betrachtung lisst sich auch auf jedes an-
dere Polyeder anwenden. Sey § die Ecke eines Po-
lyeders, @, b, ¢,... die in dieser Ecke in der Ordnung,
wie sie an einander grenzen, (¢ an 4, 4 an e, u.s.w.)
zusammenstossenden Seitenflichen, und 4, B, C,...
die Nullpunkte dieser Flichen, die daher in einer
Ebene, in der Nullebene von S, liegen. ABC.,. ist
mithin ein ebenes Vieleek, und auf gleiche Art wird
bei jeder andern Ecke durch die Nullpunkte der um
die Ecke herumliegenden Flichen ein ebenes Vieleck
bestimmt. Von allen Seiten aller dieser Vielecke gehirt
aber jede Seite, z. B. 4B, zweien Vielecken zugleich
an. Denn wenn die Kante des Polyeders, in welcher
sich die Flichen & und 4 schneiden, und von welcher

*) Ueber die Construction zweier solchen Pyramiden siehe einen
Aufsatz des Verf. in Crelle’s Journal, IIT, Band, pag. 273. Vergl
auch Steiner Systemat. Entwickel, pag. 247.

@
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S der eine Endpunkt ist, zum andern Endpunkte die
Ecke 7 hat, so gehirt die Seite 4B des Winkels
ABC... auch zu dem Vielecke, welches sich in der
Nullebene von 7" aus den Nullpunkten der in 7’ zusam-
menstossenden Flichen bildet. Alle diese Vielecke
hiingen daher als Seitenflichen eines zweiten Polyeders
zusammen, welches in das erstere zugleich um- und
eingeschrieben ist; eingeschrieben, weil seine Ecken
A, B,... die Nullpunkte der Flichen @, &,... des
erstern sind, — umschrieben, weil seine Flichen
ABC..., u s w. die Ecken S, u. s. w. des erstern
" zu Nullpunkten haben. Jedes von ihnen hat daher eben
so viel Ecken und Flichen, als das andere resp. Fli-
chen und Ecken hat; nach dem bekannten Euler’schen
Satze, dass die Kantenzahl der um zwei Einheiten ver-
minderten Summe der Ecken- und Fliichenzahlen gleich
ist, haben folglich beide Polyeder gleich viel Kanten,
was auch schon daraus fliesst, dass jeder Kante des
einen eine Kante des andern entspricht, z. B. der Kante
des ersten, in welcher sich die Flichen & und & schuei-
den, die Kante A4 B des zweiten. :
Seyen, um diese Betrachtungen noch durch ein
Beispiel deutlicher zu machen, @ und &', 4 und ¥,
¢ und ¢ die sechs sich zu zweien gegeniiberliegenden
Vierecke eines Hexaéders, in weiterem Sinne genom-
men, so sind die Nullpunkte 4, 4', B, &', C, €' die-
ser Flichen die Ecken eines in und um das Hexaéder
beschriebenen Okiaéders, welche sich eben so paar:
weise, .4 und 4, u. s. w. gegeniiberstehen. So wie
das Hexaéder 6 Flichen und 8 Ecken hat, kommen dem
Oktaéder 8 Flichen und 6 Ecken zu. Die Zahl der
Kanten ist aber bei jedem der beiden Kérper = 12.

Ist das Hexaéder ein Parallelepipedum, und daher
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& mit @, & mit 4, ¢ wit ¢ parallel, so sind die drei
Diagonalen 4 4', BB, CC des Oktaéders einander
parallel (§.87. 8.); die Ebene 44" BB ist parallel mit
den vier Kanten des Parallelepipedums, in denen sich
die Flichen a, o/, 4, &' schneiden; u. 5. w. (§.87. 6.).
Allerdings macht es einige Schwierigkeit, sich ein
Oktaéder, dessen Diagonalen einander parallel sind,
vorzustellen. Es gehort zu den bis jetzt noch nicht
betrachteten Polyedern, deren Flichen sich innerhalb
der sie begrenzenden Kanten schneiden, zu Polyedern,
welche denin §.45. 3. gedachten Vielecken analog sind,
deren Perimeter, bevor sie in sich zuriickkehren, sich
gleichfalls ein- oder mehrere Male begegnen,

Relationen zwischen Momenten, deren Axen
beliebige Richtungen haben.

§. 89.

Die Momente eines Systems in Bezug auf mehrere
sich in einem Punkte M schneidende Axen sind, wie
wir in §. 76. gesehen haben, den Theilen der Axen
proportional, welche in letztern von einer gewissen durch
M zu beschreibenden Kugelfliche abgeschnitten werden,
Sind daher von drei sich in einem Punkte /M schneiden-
den und nicht in einer Ebene liegenden Axen M.,
MB, MCdie Momente «, 3, y gegeben, so liisst sich
daraus das Moment & fiir irgend eine vierte durch M
gehende Axe M D durch folgende einfache Construction
finden: Man nehme in den Axen MA, MB, MC die
Abschnitte Ma, Mb, Mec proportional mit «, £, y und
beschreibe durch die vier Punkte M, «, &, ¢ eine
Kugelfliche. Schneidet nun diese die Axe MDD in d,
so wird Md dem gesuchten ¢ proportional seyn.

Eben so lisst sich aus den Momenten Ma, Mb
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zweier sich schneidenden Axen M.A, M B das Moment
Md fir jede dritte durch /M gehende und mit erstern
beiden in einer Ebene liegende Axe M 22 finden, indem
man durch M, @, 6 einen Kreis beschreibt, welcher
MD in d schneiden wird.

§. 90.

Schneiden sich die drei Axen, deren Momente ge-
geben sind, unter rechten Winkeln, so lisst sich die
Aufgabe sehr einfach durch Rechnung lésen. — Sey
unter allen durch M gehenden Axen M S die Axe des
grissten Moments, und daher, wenn diese von der Ku-
gelfliche in s geschnitten wird, Ms ein Durchmesser
der Kugel. Alsdaon ist Ma—= Ms.cosSMd, oder,
wenn wir das grosste Moment — o setzen und uns eine
zweite Kugel denken, die um /M als Mittelpunkt mit
der gemeinschaftlichen Liinge der Axen, als Halbmesser,
beschrieben ist, und auf deren Oberfliche daher die
Punkte S, 4, B, C, D liegen:

=0 cosAS, und eben so
f=ocosBS, y=occosCS, d =ocosDS.

Schneiden sich nun, wie angenommen worden, die
drei Axen M4, MB, MC unter rechten Winkeln,
und sind daher die Seiten und Winkel des sphirischen
Dreiecks A4 BC insgesammt — 90°, so hat man:

cos DS = cos.AD cos.AS + cos B I cos BS

+cos C.D cos CS.

Hierin fiir cosDS, cosAS,... die ihnen nach
vorigen Formeln proportionalen Werthe 9, «, ... sub-
stituirt, erhilt man:

(A)...5=acosAD+()’cosBD+ycosCD.

Aus den Momenten fir drei sich unter rechten
Winkeln in einem Punkte schneidenden Axen Sindet
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sich demnach das Moment fiir jede vierte durch den-
selben Punkt gehende Axe, wenn man erstere drei
Momente resp. mit den Cosinussen der Winkel madl-
tiplicirt, welche von den Axen dieser Momente mat
der Axe des vierten gebildet werden, und diese Pro-
ducte addirt.

Uebrigens ist unter derselben Voraussetzung, dass
BC—CA4—=—48_—_9: ,

cos A8? 4 cos BS* +cosC8* =1
und daher
ot g2 4 y? =7,

cos A4S — , cos BS = u.s. w.

gl sS4
Yo +82 2
Formeln, mittelst deren man aus den Momenten fiir
drei sich rechtwinkliz in einem Punkte schneidende
Axen, von der durch denselben Punkt gehenden Axe,
welche das grisste Moment hat, dieses Moment selbst
und die Lage der Axe finden kann,

W

§. ot.

Die im vorigen §. erhaltene Relation zwischen vier
Momenten, von deren vier Axen sich drei unter rechten
Winkeln treffen, ist zuerst von Euler gegeben wor-
den®). Es ist aber nicht schwer, eine eben so einfache
Formel fiir den allgemeinern Fall herzuleiten, wenn die
vier Axen willkiihrliche Winkel mit einander machen.

1) Von einer durch die Gerade @ vorgestellten
Kraft ist das Moment in Bezug auf die Axe 4, B, die
Pyramide 4, B, PQ (§.59. Zus.). Seyen nun 4 und
B zwei beliebige andere Punkte in 4, B,, so verhalten

®) Nova Acta Petrop. Tom, VII. vom Jahre 1793.
11
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sich die Pyramiden 4, B, PQ: ABPQ wie die Drei-
ecke 4, B P: ABP, und diese wie die Geraden
A, B, : AB; und es ist daher, wenn wir die Axenlinge
A, B, zur Einheit des Maasses nehmen:
ABPQR—=AB. A, B PQ,
wo die Linie 4B positiv oder negativ zu nehmen ist,
je nachdem sie mit der in sie fallenden Axe 4, B,
einerlei oder entgegengesetzte Richtung hat.

2) Auf gleiche Art ist, wenn wir noch andere Kriifte

PqQ, P'qQ",... auf die Axe 4, B, bhezichen:

ABP Q@ =AB. A B P,
u. s. w. Addiren wir alle diese Gleichungen, so kommt
mit Anwendung des Summationszeichens =, und wenn
wir das Moment des von den Kriiften PQ, P &,...
gebildeten Systems in Bezug auf eine Axe, welche in
der Geraden .4 B liegt, aber nicht 4 B selbst, sondern
die Linieneinheit (= 4, #,) zur Linge hat, mit [4 B8]
bezeichnen:
SABPQ—=ABZA, B PQ—AB|[AB]

3) Seyen M.A,, MB,, MC,, MD, vier sich in
einem Punkte M schneidende Axen, von denen die drei
ersten wenigstens nicht in einer Ebene liegen. Man
nehme in M D), beliebig einen Punkt 2 und construire
um MD als Diagonale ein Parallelepipedum, dessen
in M zusammenstossende KKanten in die Axen JT’IA',,
MB,, MC, fallen. Seyen resp. 4, B, C die andern
Endpunkte dieser Kanten, so ist, wenn /7@ wiederum
eine Kraft bezeichnet:

MDPQR=MAPQ+ MBPQ+MCPQ (§.63.3.)

folglich auch bei einem Systeme von mehreren Kriiften
PQ, P&, u. s w.:
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SMDPQ—=3SMAPQ +=MBPQ+XMCPQ
folglich nach or, 2.:
(B)... MD[MD|=MA[MA}+ MB|MB]|+MC[HMC}.

Wenn demnach fiir die drei Axen Md4,, MB,,
MC, die Momente [M A}, [M B], [MC] gegeben sind,
und das Moment [M D] fiir die Axe MDD, gesucht wird,
so construire man das Parallelepipedum M A BCD,
als wodurch sich die Verhiiltnisse zwischen M A ,... H D
ergeben, und man erhiilt damit nach letzterer Gleichung
folgenden das Gesuchte.

§ 92.

Zusitze. a. MachtmanindenAxen MA4,,...MD,
die Linien Ma,... Md den Momenten der Axen resp.
proportional, so liegen @, &, ¢, d mit M in der Ober-
fliche einer Kugel (§. 76.), und man bekommt damit
den geometrischen Satz:

Hat man eine Kugel und ein Parallelepipedum,
dessen eine Ecke M in der Fliche der erstern
liegt, und sind @, 4, ¢, & die Punkte, in denen die
Kugelfliche resp. von den in M zusammenstossen-
den Kanten M. A, MB, MC und der Diagonale
MD des Parallelepipedums geschnitten wird, so ist:

MD . Md=MA.Ma+MB.Mb++MC.Me.

&. Schneiden sich die drei Axen M4,, MB, , MC,

unter rechten Winkeln, so verhalten sich
MA:MB:MC: MD

—cosd, MD, :cosB,MD,:cosC,MD,:1
und man kommt durch Substitution dieser Verhiltniss-
werthe in die :ﬂlgemeine Gleichung (B) auf die spe-
ciello Gleichung (4) in §. 90. wieder zuriick.

1°
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§. 93.

So sehr auch die Gleichung (#) die Eulersche (A)
an Allgemeinheit iibertrifft, so ist sie doch nur als ein
specieller Fall einer weit allgemeinern Relation anzu-
sehen, die sich auf ganz ihnliche Art wie (/) ent-
wickeln ldsst,

Man habe, wie vorhin, ein beliebiges System von
Kriften @, @', P'Q",..., welches S heisse.
Seyen ferner 44’y BB, CC,... die Kriifte eines
zweiten Systems 7, welche einander das Gleichgewicht
halten. Alsdann ist wegen dieses Gleichgewichts von
T, wenn man 7" nach und nach auf alle Kriifte P,
P @,... des Systems §, als auf Axen, bezieht (§.58.)

AAPRQ+ BBPQ+CCPRA+...—=0
AALPQ + BBPQ 4+ CCPQ +...—0
1. s. W.; und wenn man alle diese Gleichungen summirt;

ZAAPRQ+ZBBPRQ+ZCCPR+...—=0;
folglich nach §.91. 2.:

AAd' AL+ BB BB+ CC[CC) +...=0,
wo [d A, [BR],... die Momente des Systems S fiir
Axen bezeichnen, welche an Liinge einander gleich
sind und resp.. in den Geraden 4.4’, BE,... liegen,
und wo man, wie schon erinnert, die Coefficienten
Ad', BE,.. dieser Momente positiv oder negativ zu
nehmen hat, je nachdem die Richtungen dieser Linien
mit denen der in sie fallenden Axen iibereinstimmen,
oder nicht.

Bexicht man demnach ein System S von Kriiften
auf mehrere (cinander gleiche) A’.z‘em; und Lannman
nach der Ricktung einer jeden dieser Axen eine
Kraft wirken lassen von der Grisse, dass alle diese
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neuen Krifte einander das Gleichgewicht halten, so
ist die Summe der Momente von S, jedes Moment
vorher mit einem Coefficienten multiplicirt, welcher
der, der Axe des Moments sugehirigen, Kraft pro-
portional ist, — 0. "

Auf gleiche Art findet sich, wenn 44" die Resul-
tante von BB, CC,... ist:

AAAd\= BB [BR|+CC[CC]+...

Auch fliesst dieses schon aus der vorhergehenden
Formel. Denn alsdann sind 4’4, BB,... mit ein-
ander im Gleichgewichte und daher

A'A[AL A+ BB [BB|+...=0.

Es ist aber A/’ A—=—AdA" vnd [4' d) =[4 4],
indem der eine Ausdruck, so gut wie der andere, das
Moment des Systems S in Bezug auf eine Axe vor-
stellt, welche in der durch die zwei Punkte 4 und 4’
gezogenen Geraden enthalten ist; folglich u. s. w.

§. 94

Beispiele. 1) Hat man vier sich in einem Punkte
schneidende Axen, so kann man immer ein Parallel-
epipedum construiren, von welchem drei in dem Punkte
zusammenstossende Kanten und die durch denselben
Punkt gehende Diagonale in die vier Axen zu liegen
kommen. Von vier Kriiften aber, welche ihrer Grisse
und Richtung nach durch diese drei Kanten und die
Diagonale vorgestellt werden, ist die Kraft in der Dia-
gonale die Resultante der drei andern, Hiermit das
vorige Theorem in Verbindung gebracht, kommen wir
auf den Satz in §.91. zuriick, der daher von dem vo-
rigen nur ein besonderer Fall ist.

2) Ist ABCD ein Parallelogramm, so sind die
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Krifte A B und 4D mit den Kriften BC ued DC
gleichwirkend, und daher:

AB[AB| 4+ AD[AD|= BC[BC|+ DC[DC).

3) Construirt man zu einem ebenen Vierecke 4 BCD
(Fig. 13.) ein zweites @bcd, dessen Seiten ab, be, ...
mit den gleichnamigen 4B, BC,... des erstern; und
dessen Diagonalen ac,*éd mit den ungleichnamigen
BD, AC des erstern parallel sind, so sind vier Krifte,
welche in den vier Seiten der einen Vierecks wirken,
und deren Intensititen sich wie die entsprechenden
Seiten des andern verhalten, im Gleichgewichte (§.29.);
folglich:

ab| AB)+be|BC|+cd|CD|+da|DA] =0, so wie
AB|ab)+ BClbe]+ CD|[cd)+ D A|da] =0,
zwei Gleichungen, deren jede die Relation zwischen den
Momenten fiir irgend vier in einer Ebene gelegene Axen
darstellt.

§. 95.

Folgerungen. a. Istin dem zweiten Beispiele des
vorigen §. 2 der Nullpunkt der Ebene des Parallelo-
gramms ABCD, so ist [AD]=0, [DC]=0, und
die Formel wird:

AB[AB| =BC[BC(];
folglich verhalten sich die Momente [4 B] und [BC],
wie BC und A B, d. i, wie die Abstinde der Linien
AB und BC von D; also:

Von je xwei in einer Ebene liegenden Axen sind
die Momente den Abstinden der Axen vom Nullpunkte
der Ebene propertional, so dass, wenn man um den
Nullpunit, als Mittelpunkt, Kreise in der Ebene
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beschreibt, alle Axen, welche cinen und denselben
Kreis beriikren, gleiche Momente haben, und dass
fir Azen, welche Tangenten verschiedener Kreise
sind, die Momente sich wie die Halbmesser der Kreise
verhalten., *

4. Sind dalter 4 4', BB (Fig. 28.) zwei parallele
Axen, und trigt man auf sie Lingen 4@, B4, welche
den Momenten fiir diese Axen proportional sind, so
muss in der Geraden D2V, welche durch den Schuei-
depunkt 2 der Geraden A4 B und aé parallel mit den
Axen gezogen wird, der Nullpunkt der Ebene der Axen
liegen. Denn die Abstinde der -4 4" und B B’ von irgend
einem Punkte dieser, und nur dieser, Geraden D1V
verhalten sich wie 4e und B4, In Bezug anf DIV,
als Axe, ist daher das Moment null, und fir je zwei
mit D 1) parallele und in einer Ebene gelegene Axen
sind die Momente den Abstiinden der Axen von D0V
proportional. Fiir eine dritte mit .4.4" und BB’ paral-
lele und mit ibnen in derselben Ebene liegende Axe
C(C',>die von AB in C und von ab in ¢ geschnitten
wird, ist folglich das Moment proportional mit Ce.

e. Auf ihnliche Art, wie hiernach aus den Momen-
ten fiir zwei parallele Axen das Moment fiir jede dritte
mit ihnen parallele und in derselben Ebene enthaltene
Axe gefunden werden kann, lisst sich auch aus den
Momenten -4a, Bb, Ce (Fig.29.) fir drei parallele
und nicht in einer Ebene liegende Axen das Moment
fir jede vierte mit ihnen parallele Axe p iiberhaupt
bestimmen, — Eine durch 4@ und Bé gelegte Ebene
und eine durch C¢ und p gelegte migen sich in der
Geraden ¢ schneiden, die mit den vier Axen Aa,..p
parallel seyn wird. Sind daher F' und f die Durch-
schnitte von ¢ mit .48 und aé, soist Ff das Moment




168 Hrster Theil. Sechstes Kapitel.

fiir 4, und eben so, wenn p von CF und ¢f resp. in
G und g getroffen wird, &g das Moment fir p. Es
liegt aber & mit 4, B, €, und gmite, 4, ¢ in einer
Ebene, welches folgende noch kiirzere Regel giebt: Man
lege durch .4, B, C eine Ebene und eine zweite durch
@, b, ¢, und wenn diese Ebenen die vierte Axe p resp.
in & und g schneiden, so ist &'g das fiir p gesuchte
Moment.

Sind daher von drei parallelen aber nicht in einer
Ebene liegenden Axen die Momente einander gleich,
so ist auch das Moment jeder vierten mit ihnen paral-
lefen Axe von derselben Grisse, indem dann jene zwei
Ebenen ecine parallele Lage haben. Sind aber die drei
Momente ungleich, so schneiden sich die zwei Ebenen,
und wenn man durch ihre Durchschnittslinie eine Ebene a
parallel mit den Axen Aea,... legt, so ist von jeder
mit 4a,... parallelen Axe das Moment dem Abstande
der Axe von « proportional. Alle Axen, die parallel
mit 4a,... und in einer und derselben mit « parallelen
Ebene enthalten sind, haben daler einander gleiche
Momente. Jede in o« selbst fallende und mit Aa, ...
parallele Axe hat ein Moment = 0. Der Nullpunkt der
Ebene « ist daher unendlich entfernt und liegt nach
der durch die Parallelen 4«,... bestimmten Richtung.
Die Ehene « ist folglich mit der Hauptlinie des Systems
parallel (§.87. 10.).

*§. 96.

Zusatz. Aus dem Satze des vorigen §., dass
die Momente fiir Axen, die in einer Ebene liegen,
sich wie die Abstinde der Axen vom Nullpunkte der
Ebene verhalten, fliesst eine leichte Methode, um aus
den Momenten dreier Axen in einer Ebene, die nicht
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alle drei mit einander parallel sind, oder sich in einem
Punkte schneiden, den Nullpunkt der Ebene und damit
das Moment fiir jede vierte Axe der Ebene zu finden.
Sey 4B C (Fig.30.) das von den Richtungen der drei
Axen gebildete Dreieck, (von welchem die eine Ecke auch
unendlich entfernt seyn kann,) und die Momente die=
dieser nach BC, CA, AB gerichteten Axen seyen f;
g5 h. Man construire ein zweites Dreieck .4'B’'(C’,
dessen Seiten B’C”, ... mit den gleichnamigen BC,...
des erstern .parallel laufen und von BC,... sich in
Abstinden befinden, die den Momenten /, g, % pro-
portional sind. Da hiernach die Abstinde desPunktes
A" von C.A und AB sich wie g zu /4 verhalten, und
in demselben Verhiltnisse die Abstinde jedes andern
Punktes der Linie 4.4, und nur dieser, von €4 und
AR sind, so muss jenem Satze zufolge der Nullpunkt
der Ebene in 4 _4’) und aus ihnlichem Grunde auchin
BB und CC, liegen. Die drei Geraden 4.4, B,
C €’ schneiden sich daher in einem Punkte /¥, im Null-
punkte der Ebene, und das Moment fiir jede vierte
Axe der Ebene verhilt sich z. B. zu #, wie der Abstand
der vierten Axe von /V zum Abstande der Axe BC
von V.

Beiliufig folgt hieraus der auch sonst schon be-
kannte geometrische Satz, dass bei zwei ihnlichen und
ihnlich liegenden Dreiecken die drei Geraden, welche
die sich entsprechenden Ecken verbinden, sich in einem
Punkte schneiden.

— Die Aufgabe, aus den Momenten dreier in einer
Ebene liegenden Axen das Moment fiir irgend eine
vierte Axe der Ebene zu finden, kann auch mittelst
einer der beiden Formeln in §.94. 3. gelost werden,
wie von selbst einleuchtet.
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Noch eine Lésung der Aufgabe geht aus der in
§.89. zu Ende bemerkten Construction hervor. Liegen
niimlich die Axen, deren Momente gegeben sind, in
den Seiten des Dreiecks 4 BC, und ist £ ein beliehi-
ger Punkt der vierten Axe, so erhilt man mittelst
jener Construction aus den Momenten der Axen in 4B
und AC das Moment der Axe in 42D, aus den Mo-
menten der Axen in 4C und BC das Moment der Axe
in CI, und aus den Momenten der Axen in 4/ und
€D’ das Moment der vierten Axe selbst. — Hiermit
ergeben sich zugleich einige geometrische Siitze, bei
deren Entwickelung ich mich aber nicht aufhalten will.

§. 97.

Die im Vorhergehenden erhaltenen Relationen zwi-
schen den Momenten eines Systems in Bezug auf meh-
rere Axen fanden nur dann statt, wenn Kriifte bestimmt
werden konnten, welche, nach den Axen wirkend, ein-
ander das Gleichgewicht hielten.. Die Relationen selbst
waren von linearer Form, und jene Krifte traten darin
als Coefficienten der Momente auf. Es entsteht nun
die Frage, ob nicht auch dann, wenn ein solches Gleich-
gewicht nicht méglich ist, Relationen, wenn auch von
anderer, als linearer Form, zwischen den Momenten
sich angeben lassen.

Um dieses zu untersuchen, wollen wir mehrere
Axen in solcher Anzahl =2, und in solcher Lage gegen
einander voraussetzen, dass zwischen den auf sie be-
zogenen Momenten irgend eines Systems von Kriften
stets eine Gleichung, und nur eine, statt findet. Fiir
ein System § seyen diese » Momente — M, M’y M",...;
fiir ein belichiges andere S seyen sie — M+ N,
M + Ny M”"4 N”,.... Nach der Natur der Momente
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werden alsdann fiir ein drittes System, welches aus
den Kriiften von &8’ und den direct entgegengesetzten
von S besteht, die Momente in Bezug auf dieselben
n Axen, =— N, N’y N”,... seyn. Besteht daher die
gesuchte Gleichung das einemal zwischen M, M, ...
und das andremal zwischen M4 N, W' - N',..., so
muss sie auch bestehen zwischen ¥, ¥,..., d. i. wenn
man fiir M, M',... die Incremente setzt, welche diese
Grissen der Gleichung zufolge haben kinnen. Wie die
Analysis lehrt, ist dieses aher nur dann méglich, wenn
die Gleichung von der linearen Form p M+ p" M’ + p” M
+...=0 ist, wo p, g, p”,... Zahlen vorstellen, die
von einem Systeme S zum andern in constanten Ver-
biiltnissen zu einander stehen®).

Um diese constanten Verhiltnisse zu bestimmen,
setze man, das System S bestehe aus einer einzigen

) In der That, sind z. B. drei Veriinderliche #, y, 2 durch
" eine Gleichung = ==1{ (w, y) mit einander verbunden, so ist die all-
gemeine Gleichung zwischen ihren Incrementen Jx, Ay, dz:
Ag==p Ax 4 q Ay~ 3r Ax® s dp Ayt Ay* 4=, ..
WO p, g, 7,8, 1, ... die aus der Gleichung s={ (@, y) zu bestim-
menden Diflerentialquotienten
dz dz d's  d'z ' dig
da’ E; da?’ W’J Ws--
bezeichnen. Soll nun zwischen den Incrementen dieselbe Gleichung,
wie zwischen a, ¥, =, statt finden, soll also 4z bloss von 42 und
Ay, nicht aber von a und y abhingen, so miissen auch in jener all-
gemeinen Gleichung der Incremente die Coefficienten p, g, , s, t,...
unabliingig von « und y, folglich constant seyn. Sind aber p und ¢
constant, so sind alle folgenden r, s, £, ... null. Hiernach ist die
Gleichung zwischen den Incrementen :

dz=pdx+qdy,
und damit die Gleichung zwischen x, y, z selbst:
=px+qy,

wo p und g constant sind.
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Kraft. Alsdann sind M, M, ... die (sechsfachen) Py-
ramiden, welche diese eine Kraft § zur gemeinschaft-
lichen Kante und die der Liingeneinheit gleichen z Axen
zu gegeniiberstehenden Kanten haben. Die Producte
pM, p' M, ... sind folglich Pyramiden, die man erhiilt,
wenn man in den vorigen die mit den Axenzusammen-
fallenden Kanten resp. =p, 2, ..., statt =1, nimmt;
folglich auch die Momente von Kriiften p, 2/,..., welche
in den zAxen wirken, in Bezug auf eine in der Rich-
tung von 8 liegende Axe. Da nun die Summe dieser
Momente fiir jede Lage von .S null seyn soll, so miissen
die Krifte p, ’,... einander das Gleichgewicht halten.

Sind demnach mehrere Azxen in solcher Anxahl
=mn und in solcher Lage gegen einander vorhanden,

dass die Momente M, M, ... ) A Jir n—1 der-
selben nach der Beschaffenheit des Systems, welches
auf sie bexogen wird, alle miglichen Werthe haben

kinnen, das Moment M g Jir die nte Axe aber
durch jene n—1 Momente bestimmt wird, so ist die
deshall xwischen den n Momenten statt findende Glei-
chung von der linearen Form:

P p P vt e g
und Krifte, welche die Richtungen der n Aven haben

und sich wie die Cocfficienten p, py',... p(”_i) ver-
halten, sind mit cinander im Gleichgewichte.

Sind folglich — so kénnen wir hieraus noch schlie-
ssen — die Momente fiir irgend »—1 Axen von ein-
ander unabhiingig, und lassen sich fiir die #—1 Axen
und eine nte keine Kriifte angeben, welche, nach ihnen
wirkend, einander das Gleichgewicht halten, so ist anch
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das Moment fiir die »te Axe von den Momenten fiir
die # — 1 erstern unabhiingig.

Dieselbe Folgerung gilt aber auch dann noch, wenn
die Momente fiir die z—1 erstern Axen, oder fiir einige
derselben, von einander abhingig sind, so dass zwi-
schen ihnen eine oder auch etliche Gleichungen («) statt
finden. Denn gibe es eine Gleichung () zwischen dem
nten Momente und den iibrigen, so kionnte man aus
(8) mittelst der Gleichungen () so viel der %2 —1 erstern
Momente eliminiren, dass in () ausser dem zten Mo-
mente nur solehe zuriickblieben, welche von einander
unabhiingig wiren, und es miissten dann Kriifte, nach
den Axen dieser Momente wirkend, mit der Kraft in
der nten Axe im Gleichgewichte seyn kinnen, welches
gegen die Voraussetzung streitet; iiberhaupt also:

Je nachdem sich fir die Richtungen gegebener
Azen Krifte, die im Gleichgewichte mit einander
sind, angeben lassen, oder nickt, findet auch xwischen
den Momenten eines Systems in Bewug auf diese
Adzen Abhingigheit, oder keine, statt.

§. 98.

Nach den Ergebnisssen des vorigen §. ist die Un-
tersuchung iiber die gegenseitige Abhiingigkeit zwischen
den Momenten eines Systems in Bezug auf gegebene
Axen in jedem Falle auf die Beantwortung der Frage
zuriickgebracht: Welches muss die gegenseitige Lage
einer gegebenen Anzahl gerader Linien seyn, wenn
Kriifte sollen gefunden werden kinnen, welche, nach
diesen Linien wirkend, einander das Gleichgewicht
halten ?

Wir gehen, um diese schon an sich nicht unin-
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teressante Frage zu beantworten, von den sechs all-
gemeinen Bedingungen des Gleichgewichts aus:

A=0, B=0, C=0,

(@) {L=0, M—o, N—o, & 0

wo, wenn P, P”,... die Kriifte des Systems und ¢, %, ¥;
@ X5 V5., die Winkel bezeichnen, welche die Rich-
tungen von P; P’;... mit den drei Axen eines recht-
winkligen Coordinatensystems machen, und wenn (=,
v, %), (¢, ¥, ¥),... beliebige in den Richtungen von
P, P,... genommene Punkte sind:

A =3 Pcosq, B=Z=Pcosy, C=2Z=Pcosy
L=3P(ycosy—=xcosy), M=ZP(xcosp—2zcosy),
N=Z3P(xcosy—ycosg).

Aus dem Friiheren wissen wir, dass zwischen zwei
Kriiften nur dann Gleichgewicht herrschen kann, wenn
ihre Richtungen in eine und dieselbe Gerade fallen
(§.4. 1), und zwischen drei Kriften nur dann, wend
jhre Richtungen in einer und derselben Ebene liegen
(vergl. §. 85. 1.) und sich darin entweder in einem
Punkte schneiden oder einander parallel sind. Dasselbe
muss sich auch aus den Gleichungen («) folgern lassen.
Doch wollen wir uns bei den hierzu néthigen Rechnun-
gen nicht aufhalten, sondern sogleich zu dem Falle
iibergehen, wenn

1) das System aus 4 Kriften besteht., Eliminirt
man diese 4 Kriifte aus den Gleichungen (a), so blei-
ben, weil in () nur die gegenseitigen Verhiltnisse der
Kriifte vorkommen, 3 Gleichungen, sie mégen (#) heissen,
— zwischen den die Richtungen der vier Kriifte be-
stimmenden Grossen 7, ¥, %, @y 1 ¥y &30 ee W’ zuriick.
Diese Gleichungen (&) geben daher fir die gegenseitige
Lage der 4 Richtungen die Bedingungen an, unter
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denen es moglich ist, dass 4 nach diesen Richtungen
wirkende Krifte sich das Gleichgewicht halten kionnen.

Nun wird die Lage einer geraden Linie im Raume
im Allgemeinen durch 4 Constanten bestimmt, z. B.
die Richtung der Kraft # durch die zwei Coordinaten
#, y ihres Durchschnitts mit der Ebene der 2, v, und
durch die zwei Winkel ¢ und yx, welche 2 mit den
Axen der # und y macht. Die Lage einer Geradef
ist daher als bestimmt anzusehen, wenn zwischen diesen
4 Constanten 4 Gleichungen gegeben sind. Zu einer
solchen Gleichung fiihrt unter andern die Bedingung,
dass die Gerade eine andere gegebene Linie schnei-
den soll; zu zwei solchen Gleichungen die Bedingung,
dass die Gerade durch einen gegebenen Punk{ gehen,
oder in einer gegebenen Ebene liegen soll.

Bezeichnen wir daher die Richtungen der vier Kriifte
mit @, 4, ¢, d und nehmen @, &, c als willkiihrlich
gegeben an, so haben wir fir die Bestimmung der 4
Constanten von o die 3 Gleichungen (4), und wir kén-
nen daher nach Willkiihr noch eine 4te Gleichung hin-
zusetzen, welche z. B. die Bedingung ausdriickt, dass
d eine gegebene Gerade / schneiden soll. Dies fiihrt
zu der bestimmten Aufgabe:

L. Zu drei gegebenen Richtungen @, b, c eine
vierte d xu finden, welche eine noch andere gege-
bene Gerade [ schneidet, dergestalt, dass sich vier
Kriifte angeben lassen, welche, nach diesen vier Rick-
tungen wirkend, im Gleichgewichte sind.

2) Bestehe das System aus 5 Kriiften. Nach Eli-
mination derselben aus den 6 Gleichungen () erhilt
man zwei Bedingungsgleichungen (4) zwischen ibren
Richtungen. Liisst man daher 4 dieser Richtungen
gegeben seyn, so muss die Ste den 2 Gleichungen (J)
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Geniige leisten, und man kann daher zur vollstindigen
Bestimmung der 4 Constanten der Sten Richtung noch
zwei beliebige andere Gleichungen zwischen diesen Con-
stanten hinzufiigen, wodurch z., B. die Bedingung aus-
gedriickt wird, dass die 5te Richtung durch einen gege-
benen Punkt M gehen, oder in einer gegebenen Ebene
u liegen soll. Hieraus fliesst die bestimmte Aufgabe:

Y IL Zu vier gegebenen Richtungen a, by, ¢, d
eine funfte e xu finden, welche durch einen gegebenen
Punkt M gehit, oder in einer gegebenen Ebene G ent-
halten ist, dergestalt, dass sich nach diesen Jinf
Richtungen wirkende Krifte angcben lassen, welche
sich das Gleichgewicht halten.

3) Hat man ein System von 6 Kriften, so geht
nach Elimination derselben aus (@) eine einzige Glei-
chung (&) zwischen den Richtungen hervor. Hier kin-
nen also 5 Richtungen beliebig gegeben seyn und fiir
die 6te 3 Bedingungen nach Willkiilhr genommen wer-
den, z. B. dass die 6te drei gegebene Gerade, oder
einen gegebenen Punkt und eine gegebene Gerade
treffen soll. Man hat daher die Aufgabe:

UL Zu finf gegebenen Richtungen a, b, e, d,
e eine sechste f xu finden, welché in einer gegebenen
Ebene n liegt und darin einen gegebenen Punkt M
trifft, dergestalt, dass sich nach diesen sechs Rich-
tungen wirkende Krifte w. 8. w.

4) Ist das System aus 7 Kriften zusammengesetzt,
so lassen sich aus (@) je 5 derselben eliminiren, und
man bekommt damit das Verhiiltniss je zweier Krifte
zu einander, ausgedriickt durch die Gréssen, welche
die Richtungen der 7 Kriifte bestimmen.

Sind daher sieben Richtungen gegeben, so st
es im Allgemeinen immer maglich, Krifte xu Sinden,
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welche, nach diesen Richtungen wirkend, einander
das Gleichgewicht halten. Die Intensitit einer dieser
Kvifte kann nach Willlithr bestimmt werden.

Aehnlicherweise erhellet, dass im Allgemeinen fiir
8, 9, etc. gegebene Richtungen sich Kriifte im Gleich-
gewichte finden lassen, und dass von diesen Kriiften
resp. 2, 3, ete. ihrer Intensitit nach willkithrlich ge-
nommen werden lkonnen.

§. 99.

Zusiitze. @. Von den drei im vorigen §. gestell-
ten Anfgaben lisst sich die erste, ohne die allgemeinen
Formeln (@) zu Hiilfe zu nehmen, auch folgendergestalt
durch Construction lésen. Zuerst sieht man leicht, dass
jede Gerade x, welche die drei gegebenen Richtungen
a, b, ¢, zugleich schneidet, auch die vierte ¢ schnei-
den muss. Denn heissen 7, @, R, S dienach @, b,¢,d
gerichteten Krifte, so sind in Bezug auf =, als Axe,
die Momente von P, @, R einzeln null (§. 60.), mithin
muss wegen des Gleichgewichts zwischen 7, @, R, §
aunch das Moment von S8 fir 2 null seyn; dieses ist
aber nicht anders moglich, als wenn 2 der & begegnet.

Hoalten sich daher vier Krifte das Gleichgewicht,
s0 trifft jede Gerade, welche die Richtungen dreier
der vier Krifte schneidet, auch die Richtung der
wvierien.

Es ist aber bekannt, dass, wenn eine Gerade 2
so forthewegt wird, dass sie drei andere @, 4, ¢ fort-
withrend schneidet, jede Gerade &, welche drei ver-
schiedenen Lagen /4, ¢, # der » begegnet, auch jede
vierte Lage der « trifft, dass folglich die durch die
Bewegung der 2 erzeugte Fliche, — ein hyperbo-

12
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lisches Hyperboloid, — auch entsteht, wenn & an
h, ¢, K fortgefilhrt wird.

Man ziehe demnach drei Gerade 4, ¢, £, deren
jede die Richtungen @, 4, ¢ zugleich schneidet, und die
Aufgabe ist darauf zuriickgebracht: eine Gerade 4 so
zu legen, dass sie die vier Geraden 4, ¢, £, / zugleich
trifit. Dieses ist aber im Allgemeinen entweder auf
doppelte Weise, oder gar nicht miglich, je nachdem
piimlich das durch die Bewegung von 2 oder & erzeugte
Hyperboloid von der Geraden / entweder in zwei Punk.
ten, oder gar nicht getroffen wird. Im erstern Falle
fiihre man die Gerade & an 4, ¢, £ so weit fort, bis
sie durch den einen oder andern Schneidepunkt geht,
und sie wird dann die verlangte Lage haben. Im letz-
teren Falle aber ist die Lésung der Aufgabe unmoglich.

Nachdem somit die Richtung von o, wo miglich,
bestimmt worden, hat es keine Schwierigkeit, die Ver-
hiiltnisse zwischen den Kriiften P, @, R, S noch aus-
zumitteln. Man lege die Kriifte parallel mit ihren be-
kannten Richtungen @, &, ¢, d an einen und denselben
Punkt. Weil dadurch das Gleichgewicht, das zwischen
ihnen bestehen soll, nicht gestort wird (§. 67. 2.), so
muss jetzt die Resultante von /2 und @, welche 7’ heisse,
der Resultante von #2 und § gleich und direct entge-
gengeseoizt seyn. Die Richtung von 7" ergiebt sich hier-
mit als der Durchschniit der Ebene, in welcher # und
€@ liezen, mit der Ebene, in welcher £ und § sind.
Nach §. 28. . kennt man damit die Verhiiltnisse zwi-
schen &, @, T, so wie zwischen R, S, — 7, folglich
aunch die Verhiiltnisse zwischen 72, @, £, § selbst.

4. Ohne bei der Lisung der zweiten und dritten
Aufgabe zu verweilen, will ich iiber diese Aufgaben
nur folgende Bemerkungen hinzufigen.




Theorie der Momente. 179

Da sich bei vier gegebenen Richtungen @, 4, ¢, d
zu jedem Punkte 71 eine durch ihn gehende fiinfte, so
wie zu jeder Ebene u eine in ilr liegende fiinfte Rich-
tung finden lisst, so wird durch alle fiinften Richtungen,
die zu vier gegebenen gefunden werden konnen, der
ganze Raum erfiillt, jedoch so, dass sich im Allgemei-
nen keine zwei derselben schneiden, oder, was dasselbe

ist,. kkeine zwei in einer Ehene liegen, indem es-sonst '

fiir l.den»l)urchschmttspunht M- zwei durch ibn gehende[:

i fiinfte Richtungen ¢ und e, giibe, und damit auch jede'

andere durch /i gehende und in der Ebene von ¢ und
¢, liegende Gerade f eine fiinfte Richtung seyn kiénnte.
Sind nimlich 2, @, R, S, T Kriifte, die, nach a, 4, ¢, d, ¢
gerichtet, sich das Gleichgewicht halten, und sind die
nach @, 4, ¢, d, ¢, gerichteten Kriifte P, @ ,R,, S,, T,
ebenfalls im Gleichgewichte, so wiirden auch die Kriifte
P+P, @+Q,, #+R,, S48, mit der Resultante
der nach ¢ und ¢, gerichteten Kriifte 7" und 7", im
Gleichgewichte seyn. Weil es aber sowohl bei den
erstern fiinf Kriften 7,... 7T, als bei den fiinf letztern
P,... T, nur auf ihr gegenseitiges Verhiltniss an-
kommt, so wiirde man das noch willkiihrliche Verhiilt-
niss von' 7" zn 7", so bestimmen kiénnen, dass die ge-
dachte Resultante irgend eine durch M gehende und
in der Ebene von ¢ und e, liegende Richtung f hitte.

Haben die vier gegebenen Richtungen eine solche
Lage, dass sich zwei Gerade m und » angeben lassen,
von deren jeder jede der vier Richtungen geschnitten
wird, so ist die einem Punkte /M zungehérige fiinfte
Richtung ¢ diejenige, welche durch M, die 7 und 2 zu-
gleich schneidend, gelegt wird. Denn fiir 7 und 2, als
Axen, ist das Moment jeder der nach @, 4, ¢, d wir-
kenden Kriifte null. Mithin muss auch das Moment

: b




180 Erster Theil. Sechstes Kapitel.

der nach e gerichieten Kraft in Bezug auf m sowobl,
als auf », null seyn.

¢. Sind fiinf Richtungen a, 4, ¢, d, e gegeben, so
sind alle daraus herzoleitenden sechsten Richtungen f,
Fis fassers welche durch einen und denselben Punkt M
gehen, in einer Ebene enthalten. Denn gesetzt, es
ligen f, f., j» nicht in einer Ebene, Da nun drei
Kriifte, die nach drei sich in einem Punkte M schnei-
denden und nicht in einer Ebene liegenden Richtungen
wirken, immer in solchen Verhiiltnissen zu einander
genommen werden kénnen, dass ihre durch /H gehende
Resultante irgend eine beliebige Richtung hat, so wiirde
man nach #hnlichen Schliissen, wie vorhin, von den
fimf Richtungen @,...e zu allen durch M gehenden
Richtungen iiberhaupt, also anch zu allen durch # gehen-
den und in der Ehenc y¢ enthaltenen Richtungen, nicht
bloss zu einer derselben, wie es die dritte Aufgabe
fordert, gelangen kénnen. Sind aber die sechsten Rich-
tungen, welche den Punkt M treffen, in einer Ebene »
enthalten, so ist die in der Aufgabe geforderte Rich-
tang der Durchschnitt der Ebenen g und ».

Auf ihnliche Weise zeigt sich, dass alle aus a,...e
herzuleitenden sechsten Richtungen, welche in einer
und derselben Ebene w liegen, sich in einem Punkte’ ¥V
dieser Ebene schneiden miissen, und dass die in der
Aufgabe verlangte Richiung die Gerade MLV ist.

Bei einer solchen Lage der fiinf Richtungen end-
lich, bei welcher sie simmtlich von einer Geraden m
geschnitten werden, wird jede aus ibnen herzuleitende
Richtung von =, als von einer der Axen, fiir welche
das Moment der sechs Kriifte null ist, gleichfalls ge-
troffen. Die in diesem Falle gesuchte sechste Richtung

e
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ist daher die von M nach dem Durchschnitte von g
und m gezogene Gerade.

§. 100.

~ Dieselben Bedingungen, die wir somit fiir die Rich-

tungen von Kriften gefunden haben, wenn die Kriifte
sich das Gleichgewicht sollen Lalten kinnen, miissen
nun auch fiir die Richtungen von Axen statt finden,
wenn zwischen den Momenten irgend eines Systems in
Bezug auf diese Axen eine Relation bestehen soll, oder,
was dasselbe ist, wenn das Moment fiir eine dieser
Axen ans den Momenten fiir die iibrigen soll hergelei-
tet werden kinnen, Es findet daher

1. xwischen den Momenien eines Systems in Be-
xug auf xwei Awen nur dann eine Relation siatl,
wenn letxstere in einer und derselben Geraden liegen.
Die zwei Momente sind dann einander gleich wund
haben einerlei oder entgegengesctzle Zeichen, nach-
dem die Azen einerlei oder entgegengesctzte Rich-
tungen haben.

2. Zwischen den Momenten in Bexug auf drei
Axen, von denen Feine xwei in dieselbe Gerade fallen,
gicbt es nur dann, und dann immer, cine Relation,
wenn die drei Azen in einer Ebene licgen und sich
darin entweder in einem Punkte schneiden (§. 83.),
oder cinander parallel sind (§. 95. b.).

3. Sind die Momenie dreicr Axen von eina:der
unabhiingig, so kann aus ilnen das Moment fir jede
vierte bestimmt werden, welche gegen die erstern diei
eine solche Lage hat, dass jede Gerade, welche
erstere dreé schucidet, auch der vierten Aze be-
Zegnet.
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Von den Momenten dreier Axen, die in einer Ebene
liegen, aber sich nicht in einem Punkte schneiden, ist
daher das Montent jeder vierten Axe in der Ebene ab-
hiingig (§. 96.), und ans den Momenten dreier Axen,
die sich in einem Punkte schneiden, aher nicht in einer
Ebene liegen, kann das Moment fiir jede vierte den
Punkt treffende Axe gefunden werden (§. 89. u. §. 91.).
Wenn keine von drei Axen die andere schneidet, so ist
von ihren Momenten das Moment jeder vierten abhingig,
welche zu den drei erstern eine hyperboloidische Lage
hat (§. 99. a.).

4. Bei vier Aven, die ricksichtlich der auf sie
bexogencn Momente von einander unabhingig sind,
gicht es fiir jeden Punki eine durch ihn gehende,
und fir jede Ebene eine in ¢hr licgende, Axe, deren
Moment aws den Momenten der vier erstern bestimmit
werden fLann (§. 99. b.).

Wird jede der vizr Axen von denselben zwei Ge-
raden getroffen, so sind von ihnen alle diejenigen, und
keine anderen, abhiingig, welche gleichfalls von diesen
Geraden geschnitten werden.

5. Bei finf von einander whabhingigen Axen
giebt es fur jeden Punkt eine durch ihn gehende
Ebene, und fir jede Ebene einen in élr liegenden
Punlet dergestalt, dass aus den Momenten fir erstere
Sfimf Axen das Moment fiir jede durch den Punikt
gehende und in der Ebene xugleich enthaltene Axve
gefunden werden kann (§. 99. ¢.).

Werden die fiinf Axen von einer und derselben
Geraden geschnitten, so sind von ihnen alle -diejenigen,
und keine anderen, abhingig, welche dieser Geraden
ebenfalls begegnen.
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6. Adus den Momenten fir sechs von einander
unabhimgige dven kann das Moment fiir jede sie-
bente gefunden werden (§. 98. zu Ende).

§. 101.

Zusatz. Da die Gleichung zwischen den von ein-
ander abhiingigen Momenten von linearer Form ist uud
darin kein von den Momenten freies Glied vorkimmt
(§ 97.) so schliessen wir noch, dass wenn von den
n—1 Momenten, woraus sich ein ntes bestimmen lisst,
jedes =0 ist, auch das nte =0 seyn muss.

Sind alse die Momente fiir 6 von einander unab-
hiingige Axen einzeln =0, so ist es auch das Moment
jeder 7ten, und es herrscht Gleichgewicht. Eben so,
wie bei einem Systeme von Kriften in einer Ebene
daraus, dass die Momente des Systems'fiir 3 nicht in
einer Geraden liegende Punkte der Ebene =0 waren,
die Nullitiit des Moments fiir jeden andern Punkt der
Ebene, und somit das Gleichgewicht des Systems, sich
folgern liess (§. 33. A.°), kann also bei einem System
im Raume auf die Nullitit aller Momente und somit
auf das Gleichgewicht geschlossen werden, wenn man
weiss, dass fiir irgend 6 von einander unabhiingige Axen
die Momente einzeln =0 sicd. — Dasselbe ergiebt
sich auch aus dem allgemeinen Ausdrucke fiic das Mo-
ment eines Systems im Raume (§. 65.):
F(L—gC+4B)+ G (M—hA+fC) +H (N—fB+g ).
Denn schon dadurch, dass man denselben fiir 6 ver-
schiedene Axen, also fiir 6 versclugdene Systeme zu-
sammengehiriger Werthe von f, g, ', F, G, H, null
setzt, gelangt man zu den 6 Bedmbungeu des Gleich-
gewichts. A=0,.,« N=0,

Wenn ferner in Bezug auf 5 von einander unab-
hiingige Axen die Momente eines nicht im Gleichgewichte
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befindlichen Systems einzeln —0 sind, so sind es auch
die Momente aller andern, von erstern fiinf abhiingigen
Axen, nicht aber das Moment einer Axe, welche von
ibnen unabhiingig ist, indem sonst nach dem Vorher-
gehenden das System im Gleichgewichte wiire, gegen
die Voraussetzung. Aus 5 von einander unabhiingigen
Axen, deren Momente =0 sind, lassen sich daher alle
iibrigen Axen, die ein Moment —0 haben, finden. —
Eben so, wie alle durch einen Punkt gehenden Axen,
deren Momente null sind, in einer Ebene liegen (§.84.),
miissen daher auch alle in einem Punkte zusammen-
treffenden Axen iiberhaupt, deren Momente aus den
Momenten fiir 5 von einander unabhiingige Axen ge-
funden werdem kinnen, in einer Ebene enthalten seyn,
w 8. w. (Vergl. vor. §.)

§. 102,

Die Bedingungen unter denen sich fiir 4, 5 oder 6
Richtungen Kriifte finden lassen, die mit einander im
Gleichgewichte sind, so wie die Verhiiltnisse zwischen den
sich das Gleichgewicht haltenden Kriiften selbst, kénnen
ausser den im Obigen angezeigten Verfahrungsweisen,
noch auf eine andere Art hergeleitet werden, die sich
unmittelbar auf den das Gleichgewicht im Raume he-
treffenden Hauptsatz (§. 58.) griindet und wegen der
Einfachheit, mit welcher sie die gesuchten Resultate
liefert, eine nithere Anzeige verdient. Es wird hin-
reichen, wenn ich diese Methode an dem Falle erliu-
tere, wenn das System nur aus vier Kriiften besteht.

Seyen daher #, @, R, S vier Kriifte, zwischen
denen Gleichgewicht herrschen soll. Stellt man diese
Kriifte durch Linien dar, bezeichnet durch 2 ir-
gend eine andere Linie von bestimmter Liinge, und
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driickt durch Pz u. s. w. die Pyramiden aus, welche
P und # u. s, w. zu gegeniiberliegenden Kanten haben,
go ist jenem Hauptsatze zufolge:

1) ... Pr4Qu+4Rr4Sr=0,
welches auch die Lage und Liinge von « seyn mag.

Man nehme nun in den Richtungen von P, &, &, §
Abschnitte a, b,¢, d von beliebiger Liinge, so ist (§. 91. 1)
Px:f%. ax, ete. wo ax die durch die Geraden @ und 2
bestimmte Pyramide vorstellt, und es wird die vorige
Gleichung, wenn man noch der Kiirze willen

(2)eais %}:p, %:9', g.:-r, %:s
setzt: (3) ... p.azr+q. bxtr. cx+s. da=0.

Man lasse jetzt die noch unbestimmte Gerade =
nach und nach mit @, &, ¢, & identisch werden, so er-
hiilt man, weil die Pyramiden @e, 66 null sind, und
ab=/ba, u. s. w. ist (§. 72. zu Ende.):

7. ab+r. ac+s. ad=0,
%) po @ab+r. bets. bd=0,
p. ac+tq. bets. ed=0,
p. ad4-q. bd+tr. cd=0,
vier Gleichungen, welche die gesuchten Bedingungen
des Gleichgewichts enthalten miissen.

Eliminirt man » und s das einemal aus den drei
letzten dieser Gleichungen und das anderemal aus der
ersten, dritten, und vierten, so kommt:

(5) ... p. (@b. ecd—ac. bd—ad. be) =2¢. be. bd
(6) ... 2p. ac. ad=gq (ab. cd—ac, bd—ad. bc)
und wenn hicraus noch das Verhiltniss p:g¢ eliminirt

wird:

(7) ... (ab. ed—ac. bd—ad. be)*=4 ac. bd. ad. be,
welches die Bedingungsgleichung fiie die gegenseitige
Lage der vier Richtungen ist. Nach dem bereits in
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§. 99. Gefundenen kann sie daher nichts anderes, als
die hyperboloidische Liage dieser Richtungen ausdriicken.
Auch liisst sich dies unter der Voraussetzung, dass es
zwei Gerade # und ¢’ giebt, deren jede jeder der vier
Richtungen zugleich begegnet (ecbendas.) folgenderge-
stalt leicht darthun.

Schneide die eine dieser Geraden ¢ die Richtungen,
in denen die Abschnitte @, &, ¢, & liegen, resp. in 4,
B, C, D (Fig. 31.), und die andere Gerade ¢’ resp. in
A, B, €', I¥. Man nehme ferner die noch unbestimmt
gelassenen Abschoitte @, 4, ¢, d resp. = dA', BE,
CC, DIY. Hiermit werden die Pyramiden ab—=AdA’
BE ——ABA'R , bo=— BCR'C’, ete. Nach §. 59.
Zus. ist aber das Sechsfache der Pyramide ARBA'R’

= AB.A'B'. using, wo % den kiirzesten Abstand der

beiden Geraden A& und A'H’, oder ¢ und ¢, von
einander, und ¢ den Winkel von ¢ mit ¢ bezeichnet.
Die Pyramiden @b, bc,... werden daher proportional
den Produkten AB. A'B', BC.B'C’,... Substituirt man
diese Verhiiltnisswerthe in der Gleichung (7) und setzt
noch zur Abkiirzung:
AB. CD=f, AC. BD=g, AD., BC=/,
AR.CD'=f, AC. BV =g, A'D.BC=h,
so wird die Gleichung:
(" —gg — ) =4gg’ M
Weil aber 4, B, C, D in einer Geraden liegen,
so ist, wie man leicht findet:
(a) { Jf=g —h, und aus dhnlichem Grunde
| fr==g'— .
Hiermit reducirt sich die Gleichung anf: (gA'—g’4)* =0,
also:
(6) oo. gih=g": ks d. i
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AC AD A'C 4D
() B¢’ BD= B C B D
d. h, das Verhiiltniss zwischen den Verhiiltnissen, nach
welchen die Linie 42 das einemal in € und das an-
deremal in /? geschnitten wird, ist dem eben so durch
die Punkte 4', B, C’, Z¥ bestimmten Verhiltnisse gleich.
Wie bekannt, ist dies aber das charakteristische Merk-
mal, bei welchem ausser ¢ und ¢’ auch jede dritte Ge-
rade, welche dreien der vier Geraden A4, BE', CC,
DIV begegnet, zugleich die vierte triffit®).

Mittelst der Ahschnitte AB,BC, ... A'F,... lassen
sich anch die Verhiiltnisse zwischen den Kriften sehr
einfach darstellen. Setzt man namlich noch

BC. BD::@’, B, B’D’:Z’,
so geht die Gleichung (3) iber in:
p ([ —gg — ) =2¢i,
und wenn man darin fir £, /7, 4 aus (@) und (4) ihre
Werthe setzt:
— ])g/b’ — ?Z'Z",

folglich ... p:y:——ﬂC.B’D':JIC. ALY,

Ly PrR . B0 AW
- JA' BB~ T 4AC'BI¥
BD A'C

=—I0'FC ¥ 0

woraus durch gehirige Vertauschung der Buchstaben
sich die Verhiltnisse zwischen je zwei der ibrigen
Kriifte ergeben.

Zugleich folgt hieraus, dass, wenn die Punkte 4,
B, C, D in der genannten Ordnung in der Geraden
¢t auf einander folgen, und mithin auch 4, #', €', IV
die Folge der Punkte in der Geraden ¢’ ist, und wenn

*) Vergl, Steiner Systemat, Entwickel, pags 192,
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P nach der Richtung 44" wirkt, @ die Richtung — BZ’,
& i. BB, hat. Auf ehen die Weise zeigt .sich, dass
unter denselben Voraussetzungen CC’ die Richtung von
£ und VD die Richtung von & ist.

§. 103.

Zusitze., a. Nicht je drei Kriifte konnen auf eine
éinzige Kraft reducirt werden, also auch nicht mit einer
einzigen Kraft ins Gleichgewicht gebracht werden. Sind
daher von den Richtungen der vier Kriifte 7, @, R, §,
welche im Gleichgewichte seyn sollen, irgend drei, z. B.
die von #, @, R, willkiihrlich gegeben, so kionnen nicht
auch P, @, & selbst nach Belieben genommen werden,
und es muss folglich zwischen #, @, & und den Gréssen,
welche die gegenseitige Lage der Richtungen dieser
drei Kriifte bestimmen, eine Relation statt finden.
Diese Relation ergiebt sich ebenfalls ganz leicht aus
den vier Gleichungen (4). Denn multiplicirt man sie
der Reihe nach mit p, ¢, 7, & und zieht hierauf von
der Summe der drei ersten die vierte ab, so kommt:

pq. abpor. actqg.r. be=0,
und mit Zuziehung von (2):
ab ae be
P g a—‘&+l’.li s QR 5.7::0’

welches die gesuchte Gleichung ist. Sie driickt aus,
dass die Summe der drei Pyramiden, welche 7 und &,
P und 2, @ und R zu gegeniiberliegenden Seiten ha-
ben, null ist. Denn so wie% ab die Pyramide darstellt,
deren gegeniiberlicgende Seiten die Linie /%, welche in
o fillt, und & sind, so driickt E- ;j*—j ab die Pyramide
aus, die zu gegeniiberliegenden Seiten zwei Linien hat,
welche in ¢ und & fallen, und deren Lingen resp.
Pund @ sind, u. s. w.
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6. Auf eine andere Weise, als vorhin geschah,
lassen sich die Verhiiltnisse zwischen den vier Kriiften
folgendergestalt darstellen. Man multiplicire wiederum
die Gleichungen (4) in ihrer Folge mit p, ¢, 7, & und
ziehe dann von der Summe je zweier die Summe der
beiden andern ab; dies giebt:
. ab=nr.s. cd,
por. ae=q.s. bd,
p.8. ad=q.7. bc*),
und wenn man je zwei dieser drei Gleichungen mit
einander multiplicirt:
P2 ae. ad=gq>. be. bd,
p2. ab. ad=r?. be. cd,
P2 ab, ac=s*. bd. cd,

folglich cesl PRYITIS =

Vbe. bd. ed: —V ac. ad. ed : Vab. ad. bd: — Y ab. ac. be,

: PO E ; :
wo nur noch -, ... fiir p, ¢, ... zu setzen sind, und

wo die Vorzeichen so gewiihlt sind, wie sie statt finden
miissen; wenn @, &, ¢, d die Ordnung ist, in welcher
diese Linien von einer sie alle zugleich schneidenden
Geraden getroffen werden. .

Substituirt man diese Verhiltnisswerthe von p,¢,...
in einer der Gleichungen (4), so ergiebt sich:

Vab. ed — Vac. bd + ]/a{l. be =0,
welches die Bedingungsgleichung fiir die hyperboloidi-
sche Lage der vier Geraden a, 4, ¢, d ist, die, wenn

) Nuch dem vorhin Bemerkten sind diese drei Gleichungen iden-
tisch mit: PQ=—RS, PR= 08, PS==0R, und stellen daher den schon
in §.72. ¢ gefundenen, von Chasles entdeckten, Satz dar. Auch ist
die Schlussfolge, durch welche wir gegenwiirtig zu diesem Satze ge-
langt sind, von der dortigen nicht wesentlich verschieden.
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sie rational gemacht wird, mit der bereits erhaltenen (7),
wie gehirig, zusammenfillt.
e. Durch Substitution derselben Werthe von p, ¢, 7, ¢
in (3) erhilt man nachstehenden geometrischen Satz:
Sind @, 4, ¢, d vier Gerade von beliebigen Liin-
gen und so gelegen, dass jede andere Gerade, wel-
che drei derselben schneidet, auch die vierte trifft,
so findet zwischen den Pyramiden ez, bz, cx, dx,
welche eine beliebige fiinfte Gerade 2 zur gemein-
schaftlichen Kante und @, 4, ¢, d zu gegeniiberlie-
genden Kanten haben, immer eine lineare Relation
statt. Es ist niimlich:

Vée. bd. cd. oz — Vac. ad. cd. br + Vab.ad.bd. ex

— Vab. ac. be, dx =0.

d. Heissen K, L, M, NV die Momente irgend eines
Systems in Bezug auf vier Axen, welche resp. in die
hyperboloidisch gelegenen Linien @, 4, ¢, d fallen, so
bekommt man die Relation zwischen diesen Momenten,
wenn man in letzterer Gleichung fir ax, bz, cxz, dz

resp. @K, 0. L, ¢. M, d./V setzt.

Siebentes Kapitel
Von den Mittelpunkten der Krifte.

§. 104,

Bei allen bisherigen Untersuchungen iiber Systeme
von Kriiften, die auf einen frei beweglichen festen
Korper wirken, zogen wir bloss die Intensititen und
die Richtungen der Kriifte in, Betracht, liessen aber
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