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62 SIXIEME LEGON

SIXIEME LE

Théorie générale de la décomposition des fractions rationnelles en fractions
simples. — Théorémes sur la possibilité du développement. — Méthodes

pour former le développement.

Théorie générale de la décomposition des fractions
rationnelles en fractions simples.

Nous avons été conduit naturellement, par une ques-
tion incidente, 4 nous occuper de la décomposition des
fractions rationnelles en fractions simples. Les détails
dans lesquels nous sommes entré a ce sujet, suffisent
pour l'()l)jv[ que nous avions en vue:; mais la théorie des
{ractions rationnelles est si importante, et ses applications
dans 1'analyse mathématique si varides, que je crois utile
de la reprendre ici, en lui donnant tous les développe-
ments qu’elle comporte.

Nous commencerons par établir qu'une fraction ra-

F(z)

tionnelle ek dont les deux termes sont des polynémes

quelconques premiers entre cux, est décomposable en
une partie entiére (qui peut cire nulle), et en plusieurs
fractions simples 4 numérateurs constants, ayant poul
dénominateurs les diverses puissances des facteurs li-
néaires qui peuvent diviser le l)r)l}'1||5:11(- /(t) Nous
démontrerons ensuite quune fraction rationnelle n’est
décomposable ainsi que d'une seule maniere, et
nous indiquerons enfin le moyen de former son déve-

loppement.
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Théorémes sur la possibilité du développement d’une

Jraction rationnelle.

Tatorime 1. — 87 a désigne une racine de Uéauation
(=] -
f(x)=o0, « son degré de multiplicité, en sorte que

Lon air

rosée en deux parties de la maniére suivante :
I

F ()

A étant une constante, et F, (x) un polynéme entier et
rationnel.

En effet, on a identiquement, et quel quesoit A,

et pour que le deuxiéme terme du second membre ne
contienne a son dénominateur que la puissance «

(2 B |
du facteur x— a, il faut et il suffit que le numérateur
F(x) — A fi (x) s’annule pour x = a. Posons donc

3 3 MeE F(a
F(a) — Afifla) =0, dou -A—=7">"":
5 fila

cette valeur de A sera finie, puisque f; (@) n’est pas nul,
et si I'on fait

F(z) —Af () = (x — &) F(z
on aura

; .4 [~
(r —a r—a f.(a

ce qu’il fallait démontrer
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COROLLAIRE. En :1J)|ﬁiqu;u|l le méme théoréme a la

* . ]“l
fraction ———————— on pourra la mettre sous la

forme

A, étant une constante et Iy (x) une fonction entiére;

seulement ici A, peut étre nulle, car I, (x) peut admettre

le facteur x — @. En continunant ainsi, on voit que la

fraction rationnelle

x > » ¥
> peut étre décomposée de la ma-
=

niére suivante :

A, A,, A,, ete., étant des constanies finies et détermi-
nées dont la premiére n’est pas nulle, et I, (x) une fonc-
{ion entiére.

Soient maintenant & une seconde racine de f(x) = o
¢t 8 son degré de multiplicité, en sorte que I'on ait

en appliquant la formule précédente a la fraction

aura une valeur de la forme

on
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et, par suite,

F () A
i N2 ; r— a
(x — a)
)
B B, PO e
o e e e S ey o T s ___]) TR
\o / O — et e
(x—8)° (v —b) Ji (@)

B, B;, etc., étant des constantes déterminées dont la pre-
13 ) P
miére n'est pas nulle, et Fy () une fonction entiére.
Il résulte de la, qu’en général . si ’on suppose
) g P

o

3 5 & 5 F(x
la fraction rationnelle 7

manicére snivante:

F(z)
o)t
B
AGAG B B SO C n L etant des lconstantes

finies, et E(x) une fonction entiére. C’est précisément la

proposition qu
Au lieu de s’occuper d’abord des fractions simples re-

latives a la racine a, on aurait pu commencer par celles
qui se rapportenta une autre racine, & par exemple; mais ,
comme nous allons le faire voir, on aurait toujours trouvé

ur
il

s'agissait d’établir.

le méme développement.
Tutoreme I1. — Une fraction rationnelle n’est dé-

£}
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composable que d’'une seule maniére en une partie en-
tiére et en fractions simples.

Supposons qu’on ait trouvé deux développements d'une
méme fraction rationnelle,

A B
e L R e + E(z
r — a) (2 — &)
et
A B’ 5
TR A == FSRTE == . =+ E (x);
— a) (2 — b)'
on aura
A g A’ o
e L o el R L ().
(.7: 252 (r) 4 (.r = n) v

Cela posé, a et «’ étant respectivement les exposants des

plus hautes puissances de x —a , dans les deux membres,

‘je dis que a=a' et A= A’. Supposons, en eflet, que =

et ' soient inégaux et que « soit le plus grand; tirons de

'équation précédente la valeur de ;/, et réduisons
I\Z' P ({/.

tous les autres termes au méme dénominateur ; on aura

A o (x)

ou

¢ et ¢ désignant des polynomes dont le second n’est pas
divisible par x —a. D’ailleurs A est une constante ; il faut
donc qu’elle soit nulle, car I'équation précédente donne
A = o pour x = a. Si donec A n’est pas nul, on ne peut
supposer « >>«’, et 'on ferait voir de méme que, si A’
n’est pas nul, on ne peut supposer non plus o <7 2’3 on a
done ¢ = &'. Je dis maintenant que A = A’. En effet, de
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i(’r([u.‘:{iml entre les deux t!c"\('|npin‘nu'nls on tireva ., o

étant égal & o,

ou

9

$(x)
()

=

¢ et ¢ élant, comme précédemment , des polynémes don

le second n’est pas divisible par x —a; comme A — A/
¢st constant, et que sa valeur est nulle pour x = a,
d’aprés I’équation précédente, on aura A — A’

[.es termes (llli renferment la ])]ll.f-i haute puissance de

x — a en dénominateur, dans les deux ¢ éveloppements,
étant égaux entre eux, on pourra les dter de part et d’au-
tre, et les deux restes seront égaux. En raisonnant sur eux
comme sur les proposés, on fera voir que les termes qui
contiennent en dénominateur la plus haute puissance du
méme bindme x — @, ou d’'un autre bindme, sont aussi
égaux entre eux; et en continuant ainsi, on prouvera
que les fractions simples des deux développements sont
égales chacune a chacune : il en résultera par corséquent
I’égalité des parties entiéres E () erEllxy,

ConoLraReE. — La partie entiére du (]("\'("[()i)])('!ll(‘ll!
F(x)
f{=x)
indépendante du moyen qu’'on emploie pour faire ce
développement, on l'obtiendra en faisant la division de

d’une fraction rationnelle

en fractions simples étant

I¥(x) par f(x) s car si o(x) désigne le reste de cette divi-

sion, E(x) le (ln,oli('nl' , On aura

Or, le degré de o (x) étant moindre que celui de ) e
: 1 { ; ]

2
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développement de };—: ne contiendra évidemment pas de
r

partie enticre; done, ete,

Méthodes pour former le développement d’une [raction
rationnelle en fractions simples.

Le corollaire du théoréme I, par lequel on démontre
la possibilité du développement, donne aussi le moyen
de former ce développement. Ainsi, dans le cas on les
exposants a, €,...,7 s¢ réduisent tous a4 'unité, on en
déduit aisément la formule que nous avons obtenue dans
la lecon précédente; mais, ce cas simple excepté, I’emploi
de ce procédé exigerait des calculs fort pénibles.

On peut aussi employer la méthode des coeflicients
indétermindss il faut alors calculer la partie entiére du
développement au moyen de la division du numérateur
par ie dénominateur, et 'on n’aura plus qu’a développer
une fraction, dont le numérateur est de degré inférieur
4 celui du dénominateur; on égalera cette fraction au
développement dont les coeflicients seuls sont inconnus;
on chassera les dénominateurs, et en égalant les coef-
ficients des mémes puissances de x dans les deux mem-
bres, on obtiendra une série d’équations qui serviront a
déterminer les coeflicients du développement.

ExemrLE. — Soit a développer la fraction rationnelle

~—_ en fractions simples.
2z — 1)

On poscra

d’ou , en chassant les dénominateurs,

i = Az — 1)+ B(x? — .?') + C(x? — 2 -+ D=

&

— — A+ (A — B+ (B—C)z’ +(C+ D)a?
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et, par conséquent ,
A== AR = B C='0 "Ci-Di=o;
d’ou
P s R R B e ol DR 2 P D h—g i
et, par suite,

I 1 1 I I
TP ——3) bk F o4 xr — T
Nous allons in(li({lu"l‘ une autre méthode qui n exige

que 'emploi de la division algébrique.

Soit la fraction rationnelle = <, dont le dénominateur

j'(.l"') a pour valeur
flo)=ixz— a) (a- i r)":,

cette fraction n’étant susceptible que d'un seul dévelop-
pement , on peut chercher, a part la partie entiérc, les
fractions simples qui répondent a la racine @, puis celles
qui répondent a la racine &, ete., et faire ensuite la
somme de tous les résultats partiels ainsi obtenus.

[La partie entiére E(x) s'obtiendra par la division de
I’ () par f(x); voyons comment on peut obtenir les frac-
tions simples qui répondent a chaque racine, a a par
exemple. Soit

Flz) = (. — a)” £ (=).

Posons x = a -+ i, ordonnons les polynomes I'(a —+ A)
et fi («— &) par rapport aux puissances croissantes de /2,
et faisons la division du premier par le second , en ar-
rétant le quotient au terme du degré o — 1 en & ; soient

— 1

A A I

=

- o 5 5 gET
e qlmlu'nr AR i R le reste qu contient / a tous ses
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termes, en soric que R désigne ici une fonction entiére
de A3 on aura

F(a < A) b=} “ R

g —~~—):1\+;-\‘/f—!—:\;ft"+...—1‘—A Rt T
Sila—+1) oto=1 Sila -+ 1h)

Remplagons dans. cette égalité 7% par sa valeur x —a,

puis divisons les deux membres par (.rﬁa)y'. et remar-
quons enfin que R se réduira & une fonetion entiére de x,
F (x); on aura

173

: 57
e : 5 3 e :
d’ou il suit que la partie du (]#_’V(‘]('ipp(?'l]l(,‘nl de & ) qui
x)

est relative a la racine a, sera

On pourrait déterminer ainsi, indépendamment les unes
des autres, les parties du développement qui se rapportent

aux diverses racines, mais il sera plus simple d’appliquer

1 A 3 : Fo) ) 4
la méme méthode a la fraction _2 "7 qui compléte les

Jy /
termes déja trouvés; on obtiendra ainsi les termes qui se
rapportent a une seconde racine, et une troisiéme frac-
iion sur laquelle on continuera 'opération.

La méthode précédente a surtout ’avantage de faire
connaitre 'expression algébrique des coeflicients du déve-
loppement. En effet; la division des polyndomes I (a ~+ £)
et fi (@ —+ 1), que nous avons effectuée, dans le but d’ob-

tenir les cocflicients A, Ay, .., A, revient évidemment
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; \ ) 5 Fla -+ &) S : 5 "
a ll('\('l(’l)[‘)l‘l‘ ];l |(’|l('!l(”! e —— €10 sSerie (”'(Il_)ll!ll'l‘. SUul=
Sile +— A
vant les puissances croissantes de %, et comme une fonc-
i-l()“ ll.l’ﬁl_ {]("\'('](JI)L)HI)[(‘. flli(f (1 une ﬁ(“ll.l('. lE]e’!i}i(‘?['(‘ cn une
série de celte espéce, on obtiendra le méme résultat en

faisant usage de la formule de Maclaurin. Si done on pose

= 9 |&
1
on aura
Fla - A
- —ogla 4+ h) =9 (a)+ L (a
fila + R) :
L
o i o
e T R S
I Qe e e o o0 )

en désignant par 2* R, le reste de la série; ici R, est

une fonction rationnelle de % qui n’est point infinie pour

I

; 3 F(a 4+ &)
¢ =0, et, par consequent, cette valeur de ———
Jila+

A = g (a), A,

i e
K= I
d’on résulte ce théoréme général
Tutonkeme, — 87 'on a
! o 6 ;
Flx) = (x —a) (x Dl s i st

que ¥ (x) désigne une fonction entiére de x, dont le

quotient par f(x) soit E(x), et que lon fusse, pour
abréger,
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on aura le developpement swivant pour la fraction ra-

1.2 (2 —

LLa théorie qui vient d’étre exposée subsiste entiérement

oy

si quelques-unes des racines de f(x) = o sont imag

F(z)

. est alors compligué
f x }. 1

d’imaginaires. On a cherché a modifier, dans ce cas, la

naires , mais le développement de

forme de ce ¢i(-\('fn]'x]')r.‘nu-nl , de maniére a n'y introduire
que des flll('lllli[(".‘-\ I‘("l"”(."‘i"_ €L on y ¢st parvenu par une

méthode que nous exposerons dans la legon suivante.

i G
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