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SIXIÈME LEÇON .
*

Théorie générale de la décomposition des fractions rationnelles en fractions
simples . — Théorèmes sur la possibilité du développement . — Méthodes
pour former le développement .

Théorie générale de la décomposition des fractions

rationnelles en fractions simples .

Nous avons été conduit naturellement , par une ques¬
tion incidente , à nous occuper de la décomposition des
fractions rationnelles en fractions simples . Les détails
dans lesquels nous sommes entré à ce sujet , suffisent
pour l ’objet que nous avions en vue ; mais la théorie des
fractions rationnelles est si importante , et ses applications
dans l ’analyse mathématique si variées , que je crois utile
de la reprendre ici , en lui donnant tous les développe¬
ments qu ’elle comporte .

Nous commencerons par établir qu ’une fraction ra -

F (jc)tionnelle > dont les deux termes sont des polynômes

quelconques premiers entre eux , est décomposable en
une partie entière (qui peut être nulle ) , et en plusieurs

fractions simples à numérateurs constants , ayant pour
dénominateurs les diverses puissances des facteurs li¬
néaires qui peuvent diviser le polynôme f ( x ) . Nous
démontrerons ensuite qu ’une fraction rationnelle n ’est
décomposable ainsi que d ’une seule manière , et
nous indiquerons enfin le moyen de former son déve¬
loppement .
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Théorèmes sur la possibilité du développement d ’une

fraction rationnelle .

Théorème I . — Si a désigne une racine de l ’équation

J (x ) = o , a son degré de multiplicité , en sorte que
l ’on ait

f {x ) = -(x — af f (x ) ,

J , (x ) étant , un polynôme non divisible par x — a , la

fraction rationnelle pourra toujours être décom¬

posée en deux parties de la manière suivante :

FW _ A | F , (x )
ff ) (,r — a f {x — d )*- 1ffp )

A étant une constante , et F , (x ) un polynôme entier et
rationnel .

En effet , on a identiquement , et quel que soit A ,

F (•* ) _ •_ F (■*) _ A F (.r ) — A f (x ) ,
f 'i 0 ') (x — a ) * / (x ) (x — a ) “ (.r — a ) Kf {x )

et pour que le deuxième terme du second membre ne
contienne à son dénominateur que la puissance a. -— i
du facteur x — « , il faut et il suffit que le numérateur
F (a ?) — A f (x ) s ’annule pour x = a . Posons donc

F (a ) — A f (a ) = o , d ’où A = 5
J , (a )

cette valeur de A sera finie , puisque f (<? ) n ’est pas nul ,
et si l ’on fait

F (x ) — A/ , (.r ) = (x — a ) F , (x ) ,on aura
F (x ) _ A F' , (x )

(.r — df ' (x — af '

ce qu ’il fallait démontrer
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Corollaire . — En appliquant le même théorème à la

fraction
V , (x )

(x - 7i (x )

forme
A ,

on pourra la mettre sous la

F 2(x )

(x — « )“ ' (x — « ) “ °'f (x )

A , étant une constante et F , (x ) une fonction entière ;

seulement ici A , peut être nulle , car F , (a ; ) peut admettre

le facteur x — a . En continuant ainsi , on voit que la

fraction rationnelle peut être décomposée de la ma¬

nière suivante :

F (x ) = F (x ) _ A + A ,

f W ( x — nf f (x ) (x — nf ' (x — a ) K 1

A « — i F a (x )
x — a y , (x ) 5

A , A , , A 2 , etc . , étant des constantes finies et détermi¬

nées dont la première n ’est pas nulle , et F a (a ?) une fonc¬
tion entière .

Soient maintenant b une seconde racine dey (x ) = o

et 6 son degré de multiplicité , en sorte que l ’on ait

f (x ) — (x — b ) fi (x ) ;

en appliquant la formule précédente à la fraction

on aura une valeur de la forme

F « W

f (Æ\ l ’

F « W
f (4 (x — è ) / 2(x ) (x — b )

'+ ■ '
B ,

(x ■
l>)

S— l

FS W
/ . (*) ’

H- . .



et , par suite ,
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F (J )

/ ■(■* )

A A ,

(æ — « ) " (x — a ) K 1

B B ,- --I- - - -f.
(x — b ) (x — b )

x — a

n « -
,27 — &

F « (* )

* " / > (* ) ’

jj B , Bi , etc . , étant des constantes déterminées dont la pre -

| mière n ’est pas nulle , et F g (x ) une fonction entière .

| Il résulte de là , qu ’en général , si l ’on suppose

f {x ) = {x — af (x — b f . . . (x — c) ' ,

la fraction rationnelle

manière snivanle :

FW

ff )
pourra être développée de la

!
|

F x ) _ A _ A ,f .x ) , i
■' • ' (x — a ) (x — a )

B B ,■+ - _ - - —

{x — b ) (x — b )

C

(x — c ) '

0 ,

(x — c )
y * 8W -

A , A ( , . . . , B , B t , . . . , C , C , , • • . , étant des constantés

finies , et E (o .) une fonction entière . C ’ est précisément la

proposition qu ’il s ’agissait d ’établir .

Au lieu de s ’occuper d ’abord des fractions simples re¬

latives à la racine a , on aurait pu commencer par celles
qui se rapportent à une autre racine , b par exemple ; mais ,

comme nous allons le faire voir , on aurait toujours trouvé
le même développement .

Théorème II . — T; ne fraction rationnelle n ’est dé -
5
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composable que tl une seule manière en une partie en¬

tière et en fractions simples .

Supposons qu ’on ait trouvé deux développements d ’une

même fraction rationnelle ,

et

A

(x — af

A '

( * - « ) “ '

B

(x — b )

B '

(x — b ~)

J -+ ■ • • ■ ■+ ■ E (x )

ê7 H - • • + E ' (x ) ;

on aura

• « )
H- - h E (,r ) =

A '

(x — a )

E ' (x ) .

Cela posé , a et a ' étant respectivement les exposants des

plus liautes puissances de x — a , dans les deux membres ,

je dis que a — a! et A = A ' . Supposons , en effet , que a

et a ' soient inégaux et que a soit le plus grand ; tirons de

l ’équation précédente la valeur de - —- , et réduisons
{x — af

tous les autres termes au même dénominateur ; on aura

ou

A tp (x )

, , , * — 1 'l (x ) '
[x — a ) (x — a ) T v '

A = (x ■
a )

ïM .
’} (■*•)

<p et ÿ désignant des polynômes dont le second u ’est pas

divisible par x — a . D ’ailleurs A est une constante ; il faut

donc qu ’elle soit nulle , car l ’équation précédente donne

A = o pour x — a . Si donc A u ’est pas nul , on ne peut

supposer a f > et l ’on ferait voir de même que , si A '

n ’est pas nul , on ne peut supposer non plus a <f a ' ; on a

donc a — a ' . Je dis maintenant que A = A ' . En elïct , de
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1 équation outre : les deux développements on lireva
Étant égal à a ,

<»7
a '

A — A ' _ y (x )_

(.r — <?) K ( ,r — n ) * ('z' !
ou

A — A '
{x — a )

tW

rf et étant , coinine prÉcédemnient , des polynômes don
le second n ’est pas divisible par x — a ; comme A — A '
est constant , et que sa valeur est nulle pour x = a ,
d ’après l ’Équation précédente , 011 aura A = A ' .

Les termes qui renferment la plus haute puissance de
x ■— a en dénominateur , dans les deux développements ,
étant Égaux entre eux , on pourra les ôter de part et d ’au¬
tre , et les deux restes seront Égaux . E11 raisonnant sur eux
comme sur les proposés , on fera voir que les termes qui
contiennent en dénominateur la plus haute puissance du
même binôme x -— a , ou d ’un autre binôme , sont aussi
Égaux entre eux ; et en continuant ainsi , 011 prouvera
que les fractions simples des deux développements sont
Égales chacune à chacune : il en résultera par conséquent
l ’égalité des parties entières fi (x ) et 1L ' (x ) .

Corollaire . — La partie entière du développement
d ’une fraction rationnelle n * )

m fractions simples étant

indépendante du moyen qu ’on emploie pour faire ce
développement , on l ’obtiendra en faisant la division de
f ’ ( a?) par f (x ) ; car si cp (x ) désigne le reste de celte divi¬
sion , E (x ) le quotient , on aura

F (f )
/A ? (f ) .

/ ( .r

Or , le degré de rv (x ) étant moindre que celui de / (x ) , le
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développement de ne contiendra évidemment pas de

partie entière ; donc , etc .

Méthodes pour former le développement , d ’une fraction

rationnelle en fractions simples .

Le corollaire du théorème I , par lequel on démontre

la possibilité du développement , donne aussi le moyen
de former ce développement . Ainsi , dans le cas où les

exposants a , S , . . . , y se réduisent tous à l ’unité , on en
déduit aisément la formule que nous avons obtenue dans

la leçon précédente ; mais , ce cas simple excepté , l ’emploi
de ce procédé exigerait des calculs fort pénibles .

On peut aussi employer la méthode des coefficients
indéterminés ; il faut alors calculer la partie entière du

développement au moyen de la division du numérateur
par le dénominateur , et l ’on n ’aura plus qu ’à développer
une fraction , dont le numérateur est de degré inférieur
à celui du dénominateur ; on égalera cette fraction au

développement dont les coefficients seuls sont inconnus ;
on chassera les dénominateurs , et en égalant les coef¬

ficients des mêmes puissances de ,r dans les deux mem¬
bres , on obtiendra une série d ’équations qui serviront à
déterminer les coefficients du développement .

Exemple , — Soit à développer la fraction rationnelle

- , —1 r en fractions simples .
x 3 (x — 1 ) f

On posera
i _ A B C _ U_

x 3 (x - l ) X 3 X 2 X X - 1

d ’où , en chassant les dénominateurs ,

i = A (x — I ) - |- B (x 2 — x ) -t- G (x 3 — x 1) -t- I ) l :
= _ A - t- ( A — B ) x -t- ( B — C ) x 2 - t- ( C D ) x >,
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et , par conséquent ,

— A = i , A — B = o , B — C = o , C + D = o ,

d ’où

A = — i , B = — i , C = — i , D = i ,

et , par suite ,
iii i

X * (x - l ) X
- HX X -— T

-Nous allons indiquer une autre méthode qui n ’exige
que l ’emploi de la division algébrique .

p«/ \
Soit la fraction rationnelle -z~ , dont le dénominateur

A * )
/ (x ) a pour valeur

f {x ) " (x — a ) " (x — b ) . . . (x

cette fraction n ’étant susceptible que d ’ un seul dévelop¬
pement , on peut chercher , à part la partie entière , les
fractions simples qui _ répondent à la racine n , puis celles
qui répondent à la racine ô , etc . , et faire ensuite la
somme de tous les résultats partiels ainsi obtenus .

La partie entière K (x ) s ’ obtiendra par la division de
F (x ) par / (x ) ; voyons comment on peut obtenir les frac¬
tions simples qui répondent à chaque racine , à a par
exemple . Soit

/ ( .c ) — (x — a ) * f (x ) .

Posons x = a - t- /*, ordonnons les polynômes b ’ (a - t- h )
et J \ (« -+ - h ) par rapport aux puissances croissantes de A ,
et faisons la division du premier par le second , en ar¬
rêtant le quotient au terme du degré a — i en h ; soient

A + - A , /i + A , A’ + . . . + A a — i è

ce quotient , et // X .R le reste qui contient h * à tous ses
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termes , en sorte que R désigne ici une fonction entière
de h \ on aura

F (« -
— A - t- A , h - f- A 2/i " - f - . . . - f - A

h K .
(fi -f- h )

Remplaçons dans cette égalité h par sa valeur x — a ,

puis divisons les deux membres par (x — a ) * , et remar¬
quons enfin que R se réduira à une fonction entière de x ,
F (x ) : on aura

* > ) F (x )

^ ^ (•* — « /Vi (* )

_ _ ^ _ _ _|_ A _ ' ! A 2 | ■ A g _ , F g (x ) .

(a ;— a ) (x — « )a ' (x — rt ) °’' - 2 ,r

d ' où il suit que la partie du développement de

est relative à la racine « , sera

F (x )
f {x ) qui

A ,
/ \ i — I •
(x — a ) (x — a ) x — a

On pourrait déterminer ainsi , indépendamment les unes
des autres , les parties du développement qui se rapportent
aux diverses racines , mais il sera plus simple d ’appliquer

F ( x )la même méthode à la fraction gV ’ qui complète les
M x )

termes déjà trouvés ; on obtiendra ainsi les termes qui se
rapportent à une seconde racine , et une troisième frac -
lion sur laquelle on continuera l ’opération .

La méthode précédente a surtout l ’avantage de faire
connaître l ’expression algébrique des coefficients du déve¬
loppement . En effet , la division des polynômes F (u - |- /t )
et j \ (fi h ) , que nous avons effectuée , dans le but cfob -
icnir les coefficients A , , A 2 , . . . , A ^ , relient évidemment
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à développer la fonction ~+ ~ en série ordonnée sui - ,
11 / (« -+ - A)

vaut les puissances croissantes de h , et comme une fonc¬
tion n ’est développable que d ’une seule manière en une

série de cette espèce , on obtiendra le même résultat en

faisant usage de la formule de Maclaurin . Si donc on pose

F (-r )
/ , (x ) = ? (•* ) >

on aura

(<7 -f- II)

/ , [a - t - h )
— y (a

! te¬ll

■A) = <f (a ) htsf ' (a ) f - A2 -I- ■ ■

1 (" )
1 . 2 . . . (a

- f - A R , ,

en désignant par à * R , le reste de la série ; ici 11 , est

une fonction rationnelle de h qui n ’est point infinie pour

h — o , et , par conséquent , cette valeur de
F (a ■+ ■ A)
/ . (fl + A)

identique à celle trouvée précédemment . On aura donc

est

A = <f (« ) , A , = f ' (a ) , A a = ? " W

A = (” >
a — i — . 2 . . . (a — i )

d ’où résulte ce théorème général .
Théorème . — Si l 'on n

f {x ) = (x — df (x — bf , — c )y ,

que F (a?) désigne une Jonction entière de x , dont le

quotient , par j (x ) soit E (x ) , et que Von fasse , pour
abréger ,

! \ t \ a- F W , , , , , , 6 F (x )
f ^ — " ) jÿJŸ * W = (<r — b > Jfjp ’ ’

(x -
' / (■* ) ’

• * 1
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on aura le développement suivant pour la fraction ra¬

tionnelle m '■A x)
n * )

E (^ )

? (° )
( \ a
(•» — « )

t ' (a ) _ ,_ V' (a) _
sCC— I . . « - 2

— fl ) i . a (ar — a )

T " ~ ' (« )

I ■2 . . . (a ■— I ) (^ — a )

- H -H 6 )

(.r — è ) ê

■VA fW , f 1 (* )

n je ) ^ ni ' (c ) sx" (c ) _ ra ’/ 1 ( c )

(- • — r ) / (a : — c) y ' \ , 9. (ûs — r )^ 2 1 . 2 . . . .7 *) (■* ' c )

La théorie qui vient d ’être exposée subsiste entièrement

si quelques - unes des racines de / (x ) = o sont imagi¬
er

naires , mais le développement de ffj est a J ° rs compliqué
d ’imaginaires . On a cherché à modifier , dans ce cas , la

forme de ce développement , de manière à n ’y introduire

que des quantités réelles , et on y est parvenu par une

méthode que nous exposerons dans la leçon suivante .
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