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VINGT ET UNIÈME LEÇON .
Des fonctions algébriques . — Des fonctions entières . — Des fonctions

rationnelles . — Classification (les fonctions algébriques non rationnelles .

— l 'orme générale des fonctions algébriques .

Des fonctions algébriques .

I .es considérations développées dans la dix -huitième

leçon et les suivantes donnent lieu de penser , sans toute¬

fois le démontrer d ’ une manière rigoureuse , qu ’il est

impossible de résoudre algébriquement les équations gé¬
nérales de degré supérieur au quatrième . Abel est par¬

venu à démontrer cette impossibilité , par une méthode

qui a été simplifiée ensuite par Wantzcl dans quelques -
unes de ses parties .

Résoudre une équation algébriquement , c ’est formel

une fonction algébrique des coefficients qui , substituée à

l ’ inconnue , satisfasse identiquement à l ’équation ; la pre¬

mière chose à faire , pour reconnaître si une équation est

soluble ou non algébriquement , est donc d ’étudier la

forme générale , des fonctions algébriques . C ’est cette étude

que nous allons faire ici , et nous démontrerons , dans la

prochaine leçon , l ' impossibilité de résoudre algébrique¬
ment les équations générales de degré supérieur au qua¬
trième .

Soient
,r , , .v , , j", , . . . , an, ,

A quantités quelconques indépendantes , et v une fonction

de ces quantités ; usera une Jonction algébrique , si l ’on
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peut l ’exprimer en x , , ,r s , x 3 , etc . , à l ’aide des opéra¬
tions suivantes , effectuées un nombre fini de fois : i " l ' ad¬
dition ou la soustraction ; 2 ° la multiplication ; 3 ° la divi¬
sion ; 4 ° l ’extraction des racines d ’indices premiers . Nous
ne comptons pas l ’élévation aux puissances entières et
l ’extraction des racines de degrés composés , car ces opé¬
rations sont évidemment comprises dans les quatre que
nous avons mentionnées

Des jonctions entières .

Lorsque la fonction v peut se former par les deux pre¬
mières des quatre opérations mentionnées ci - dessus , elle
est dite rationnelle et entière ou simplement entière .

Désignons par
f (X U ! X 3 i • ■ ■)

une fonction qui peut être exprimée par une somme d tin
nombre limité de ternies de la forme

Ax ’ 1 .v "' ! . . .
I 1

A étant une constante , et ni , , rn s , etc . , des exposants en¬
tiers et positifs . L ’opération désignée par J ' fournit une

! fonction entière , conformément à la définition précé¬
dente ; et l ’on peut , généralement considérer toutes les
fonctions entières comme obtenues en répétant cette
opération un nombre limité de fois . Soient e , , o , , etc . ,
plusieurs fonctions de .r , , .r ., , etc . , de la même forme
que / ’, la fonction

sera évidemment de la même forme . D ’ailleurs J ( o , , e 2 , . . . )
est 1 expression des fonctions obtenues en répétant deux

| fois l ’opération J ( x , , ,r 2 , . . . ) ; d ’où il suit qu ' on trouvera
{ toujours un résultat de même forme , en répétant cette
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même opération autant île fois que l ’on voudra , et que

toute fonction entière de x t , x s , etc . , peut être exprimée

par une somme de termes de la forme

Des Jonctions rationnelles .

Une fonction v des quantités x t , x 2 , x 3 , etc . , est dite

rationnelle lorsqu ’elle peut être exprimée par les trois

premières des quatre opérations algébriques ei - dessus

désignées .
Soient

i > 1 • ■ • ) ) F («Ti , X -, , X 3 , . . . )

deux fonctions entières , le quotient de ces fonctions

/ (•* , , Xi , ■ ■ ■)
F (ar , , x , , . -. . )

sera évidemment un cas particulier des fonctions ration¬

nelles non entières , et l ’on peut considérer toute fonction

rationnelle comme obtenue en répétant plusieurs fois

l ’opération précédente ; mais en désignant par e , , e 2 , etc . ,
•Ç / jf .

plusieurs fonctions de la forme ' ’— -F (a: , , x 2 est évi¬

dent que la fonction
/ ( '’■» «’i » •
F ( i’i , v , , .

)

)

peut être réduite à la même forme ; d ’où il suit que toute
fonction rationnelle se réduira à la forme

f (x , , x , , . . . )
F (a ’i , , • . - )

/ et F désignant des fonctions entières .
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Classification des jonctions algébriques non ,
rationnelles .

Soit
/ (x , , x , , . . . )

une fonction rationnelle quelconque ; il est évident que
toute fonction algébrique s ’obtiendra en combinant l ' opé -

ralion désignée par J avec l ’opération désignée par ÿ/ .
ni étant un nombre premier . Si donc p , , p s désignent
des fonctions rationnelles de .r , , x 2 , etc . , /q , , etc . ,
des nombres premiers , et qu ’on fasse

/ >' = / ( j -. , .f ,. , . . . , y/p , , y//q , ■ . .

/ >' sera la forme des fonctions algébriques dans lesquelles

1 opération désignée par y/ ne porte que sur des fonctions
rationnelles . JNous appellerons , avec Abel , Jonctions al¬
gébriques du premier ordre les fonctions de la forme // .

Soient p ' , p ' , etc . , des fonctions algébriques du pre¬
mier ordre , n ' , n \ , etc . , des nombres premiers ; et posons

l >" = / ( * <, •* » . s// ' . , y/p , , y/p ', , . . . ) ,
p Ff sera la foi ’ine générait * des fonctions algébi ’iques dans

lesquelles 1 opération désignée par y/ ne porte que sur
des fonctions l ’ationnelles ou sur des fonctions algébriques
du premier ordre . iNous appellerons Jonctions algébriques
tlu deuxième ordre les fonctions de la forme / >" .

De même si p " , / >"2 , etc . , désignent des fonctions algé¬
briques du deuxième ordre , n '[ , // ' , etc . , tics nombres
premiers , et qu ’on fasse

r " = / ( * , , x , y/p . . ‘\ J , y/p '
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p "' sera la forme des fonctions algébriques , où l ’opéra¬

tion désignée par y/ ne porte que sur des fonctions ra¬
tionnelles et sur des fonctions des deux premiers or¬
dres . Les fonctions de la forme p '" seront les fonctions
algébriques du troisième ordre .

En continuant ainsi , 011 formera des fonctions algé¬
briques du quatrième , cinquième , etc . , u ‘è'ne ordre , et il
est évident que l ’expression générale des fonctions du p., èm '
ordre sera l ’expression générale des fonctions algébriques .

Il suit de là qu ’en désignant par r une fonction algé¬
brique du p "' " " ' ordre , e aura la forme

\Jp <i fa . . . ) ,
où J désigne toujours une fonction rationnelle , p , , p 2 , etc . ,
dits fonctions de l ' ordre p. — 1 , // , , // 2 , etc . , des nombres
premiers , etc , , r ,2 , de . , des fonctions de l ’ordre p. •— 1 ou
d ’ordres moins élevés .

On peut évidemment supposer qu ’aucun des radicaux

, etc . , ne soit exprimable rationnellement en

fonctions des autres radicaux et des quantités , 7 2 , etc .

Si , en elfet , y/p , ctaiL dans ce cas , en portant sa valeur
dans l ' expression de t^ , on aurait une valeur de e

t> / ( „
s/p ^ ■ • ■)

de la même forme que la précédente , mais plus simple ,

puisqu ’elle contiendrait le radical y Pi de moins . Si de
même 1 un des radicaux qui restent pouvait s ’exprimer
en fonction rationnelle des autres radicaux et des quan¬
tités 7’i , i \ , etc . , on pourrait chasser ce radical de l ’ex¬
pression de e , qui conserverait d ailleurs la même forme ,
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el si l ’on pouvait ainsi continuer jusqu ’à ee qu ’on eût

éliminé tous les radicaux \ /pn \ /p * , etc . , la fonction v
serait réduite à l ’ordre p — i .

Si donc la fonction e est effectivement du u.‘c'",c ordre ,

on peut supposer que les radicaux y//j , , \ JPi ) etc . , aient
été réduits au plus petit nombre possible , et qu ’ il soit
impossible d ’exprimer l ’un de ces radicaux en fonction

rationnelle des autres et de fonctions algébriques d ’ordre

inférieur . Et si m désigne alors le nombre de ces radicaux

qui affectent des fonctions algébriques d ’ordre p — i , nous
dirons que la fonction v d ’ordre p est du degré ni .

D ’après cette définition , une fonction d ’ordre p et de

degré o n ’est autre qu ' une fonction d ’ordre p — i , et une
fonction d ’ordre o est une fonction rationnelle .

Il résulte de là que si n désigne une fonction algébrique
d ’ordre p et de degré m , on aura généralement

/ désignant une fonction rationnelle , p une fonction al¬

gébrique d ordre p — t , n un nombre premier , et / •, ,
r 2 , etc . , des fonctions d ’ordre p , mais de degré m — i . En

outre , d ’après ce qui précède , on peut toujours supposer

qu ’ il soit impossible d ' exprimer \Jp en fonction ration¬
nelle de / •, , »•, , etc .

Forme générale des jonctions algébriques .

Dans l ’expression précédente de désigne une fonc¬

tion rationnelle des quantités , r 2 , etc . , et ; mais

toute fonction rationnelle de plusieurs quantités peut
rtre représentée par le quotient de deux fonctions en -
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lières , nous pouvons donc poser

(pet <p désignant des fonctions entières , et si l ’on ordonne <f et

4 1 P ar rapport aux puissances de y ! > ou p " , on aura pour e
une valeur de la forme

■U + P n + Si P ' P " S
T

U - h f , P " -4 - t , p '1 . . . ■+ • ty p
,n

t y, , sont des fonctions en -ou s 0 , s , , . . . , et / c ,

lières de / , , / ’s , etc .
Soit a. une racine imaginaire de l ’équation

« “ = i ;
désignons par

1 i i f 1>• * ■i i ti—i ;

les n — i valeurs qu ’on obtient en remplaçant dans T , p "
successivement par

“ P " , « VA a 3// ' , . . . , a " - 1// 1,

et multiplions par T , T . . . . T „ _ , les deux ternies de la
valeur de r , on aura

ST . Ïj . . . T „ ,
TT , T .

Le produit T , I ’» . . . T „ _ , peut évidemment s ’exprimer en
lonction entière de p et des quantités ; -a , etc . ; il est
donc une fonction algébrique d ’ordre p. et de degré ni — i
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au plus , que nous désignerons par u . Pareillement , le
produit ST , Tj . . . T „ _ , est une fonction entière de

/ •2 , etc . , et v4 T ; nous représenterons sa valeur par
i 2 i

« „ U 1p " -h U, fl " -h u ,p " ,
et l ’on aura

I 2 i

« „ - f - u , p " 4 - . . - t- Ujp "i> rrr - - - . . ,U

ou simplement
I 2 1

v — </ ,. 4- y -, p " tf -p " -t- . . . 4- y , // *,

, « 0 « I
en mettant </ , , etc . , au lieu de — > — ? etc . <70 , </ , , etc . ,

désignent ici des fonctions rationnelles de ; '2 , etc . ,
et p .

On peut chasser de l ’expression précédente de e les

puissances de p " supérieures à la (n — 1 ) Si , en effet ,
y désigne un nombre qui , divisé par n , donne le quo¬
tient g et le reste h , on a

L h.
p " = pS . p \

et , en se servant de eette formule , on pourra mettre f
sous la forme

( 1) v = 1/ » 4 - y , p " -+ - <hp " 4 - . . . - H y „_ , p " ,

i/o , V >’ *7 2 2 • • ■1 (] n- 1 étant toujours des fonctions ration¬
nelles de p , / •, , / '2 , etc . , et , par conséquent , des fonctions
algébriques d ’ordre p. et de degré m — 1 au plus , telles ,
en outre , qu ’il soit impossible d ’exprimer rationnelle¬

ment / >" en fonction des quantités dont elles dépendent .
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Dans 1 expression ( i ) de e , on peut supposer

Pour le démontrer , supposons d ’abord que q , ne soit pas
nul , et posons
, , . P ' = /■"/ ','

P ~ ~ et p " - - !- ±
7 , 7 *

l ’expression de e devient

- a , - , —
v = 7 » + r \ -+ - r " + . . • -4- p "

ou plus simplement

JL 2
(2 ) v — Vo - t- y->" —t—</ip n

n—1
</n - , P n ,

en écrivant p au lieu de / >, ; q .z , q :i , etc . , au lieu d <;
‘h <Js etc .
7 , 7 T

Dans cette nouvelle expression ( 2 ) de v qui se déduit
de ( 1 ) en faisant <7 , = t , les quantités </ 0 , r/j , etc . , dési¬
gnent toujours des fonctions algébriques d ’ordre p et de
degré ni — 1 .

Supposons maintenant que dans l ’expression ( 1 ) de e
on ait <7 , = 05 désignons par q k l ’une des quantités <7 , ,

<7 2 , etc . , qui n ’est pas nulle , et posons

d ’où
/ J i = <hP .

i a

n étant premier et k moindre que n , on peut toujours
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trouver deux entiers et et 6 tels , que

A a. — H 6 ,

X étant un nombre entier quelconqu
aura

V. ^

ri = <i * / ' ê r " -

d ’où
/. Cf.

r " — <t ~J a p ~ 6 ri -

Ou a , en particulier et par hypothèse ,

à l ' aide des deux formules précédentes , on substituera

aux puissances de p " dans la valeur ( 1 ) de e , celles de p '; , et ,
après cette substitution , il est évident que la forme de v

n ’aura pas changé , mais que le coefficient de p " sera

l ’unité ; car , dans l ’expression primitive de e , p " a pour
coefficient q .

Conclusion . — II résulte de ce qui précède <jue toute

fonction algébrique d ’ordre u et de degré m peut être

mise sous la forme
1 l U—I

V = rj „ -+ - p " - H- <pp n 4 - " ,

où n est . un nombre premier , q „ , q %, etc . , des jonctions

algébriques d ’ordre p . , mais de degré ni — i , et p une
Jonction d ’ordre p . — - i , dont la racine n “ " 'e ne peut , être

exprimée rationnellement par les quantités q 0 , q .2 , etc .


	Seite 276
	Seite 277
	Seite 278
	Seite 279
	Seite 280
	Seite 281
	Seite 282
	Seite 283
	Seite 284
	Seite 285

