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2760 ; VINGT ET UNIEME LEGON.

VINGT ET UNIEME LECON.

Des fonctions algébriques, — Des fonctions entiéres. — Des fonctions

rationnelles, — Classification des fonctions algébrigues non rationnelles
Forme générale des fonctions algébriques

Des fonctions algébriques.

fes considérations développées dans la dix-huitiéme
lecon et les suivantes donnent lieu de penser, sans toute-
fois le démontrer d’une maniére rigourcuse, quiil est
impossible de résoundre algébriquement les équations gé-
nérales de degré supérieur au quatriéme. Abel est par-
venu A démontrer cette impossibilité, par une méthode
qui a été simplifiée ensuite par Wantzel dans quelques-
unes de ses parties.

Résoudre une équation algébriquement, cest forme:
une fonction algébrique des coeflicients qui, substituée it
I’inconnue , satisfasse identiquement a I'équation; la pre
miére chose & faire, pour reconnaitre si une équation est
st done d’étudier la

soluble ou non algébriquement, e

forme générale des fouctions algébriques. Clest cette étude
que nous allons faire ici, ct nous démontrerons, dans la
prochaine legon, I'impossibilité de résoudre algébrique-
ment les équations géndrales de degré supérieur au qua-
Lrieme.

Soient

FiasTin Figos e oy

k quantités quelconques indépendantes, ct v une fonction

de ces quantités; v sera une Sfonction algébrigue, si V'on
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eut l'e'\lll\jm(':‘ en X, Xy, X3, ete., a laide des opéra-
tions suivantes, effectuées un nombre fini de fois: 1° I'ad-

dition ou la soustraction; 2° la multiplication; 3° la divi-
sion ; 4° Pextraction des racines d’indices premiers. Nous
ne comptons pas I'élévation aux puissances entiéres et
I'extraction des racines de degrés composés, car ces opé-
l'flli(]ll.‘w sont ("Vi(l(fllll]l('lll (")I]l]il'iﬁl'h '{;lll-‘w l(fh (lllil'l'{' (I]“'

nous avons mentionnées
Des fonctions entiéres

I.Ul hl‘]llf‘ ’El lonction v 1)[,‘11! se l\()l‘lll"l‘ Pd!' |l'h (}l’!'l\' lll‘(‘—
mieres d('h (lll:]l]‘l' ll{nfl'(lli(\]li IIJ(:‘llli(”Illl-‘l‘:: ('i—f{(‘.‘mllh, (‘”l‘

st dite rationnelle et entiére on esim]r]t'mn-ut entiére

Désignons par

une fonction qui peul €lre exprimeée par une somme d'un

nombre limité de termes de la forme

A étant une constante,el Ty 5 Mg, €LC. des exposants en-
tiers et positifs. L’opération désignée par f fournit une

fonction entiére, conformément i la définition précé -

rivnl('; et 'on peut ;;(?ln'-r;lh‘ln('n! considérer toutes les
fonctions entiéres comme obtenues en répélant cette
opération un nombre limité de fois. Soient v, , v,, etc.,
plusieurs fonections de x,, a,, etc., de la méme forme
que f, la fonction

.f("\! Oy i ns)

sera évidemment de la méme forme. Dailleurs AR R
est I'expression des fonctions obtenues en 1 ‘pétant deux
fois Vopération f (x,, ax,,...); d’ou il suil qu’on trouvera

toujours un résultat de méme forme. en répétant celt
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méme opération autant de fois que 'on voudra, et que
toute fonction entiére de x,, x., elc., peut étre exprimée

par une somme de termes de la forme

my _m

AT,

Des fonctions rationnelles.

Une fonction ¢ des quantités x;, ax;, x;, ete., est dite
rationnelle lorsqu’elle peut étre exprimée par les trois
premiéres des quatre opérations algébriques ci-dessus
désignées.

Soient

A G S A e R B Sy e )
deux fonctions entiéres, le quotient de ces fonctions

S L1y Zay e e )
[<

{.Z“_‘ XLy 2 s}

sera évidemment un cas particulier des fonctions ration-
nelles non entiéres, et I'on peut considérer toute fonction
rationnelle comme obtenue en répétant plusieurs fois
I'opération précédente ; mais en désignant par v, , v, ete.,
Sl y oy e )

w -, 1l est évi-
AR

plusieurs fonctions de la forme

dent que la fonction

peut étre réduite a la méme forme; d’ou il suit que toute
fonction rationnelle se réduira a la forme

iz, 2
F(x,

/et I désignant des fonclions entiéres.
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( -/(!.\‘\_l/{('(l,:’{(“f des  fonctions (1/..;'&[)/‘1(/!((*.\ 1o
rationnclles

Soit
_/“;‘z‘,, Ly ais
une fonction rationnelle quelconque; il est évident que
toute fonction algébrique s’obtiendra en combinant lopé-

T

ration désignée par f avec l'opération désignée par \/ .
it €tant un nombre premier. Si donc p,, p, désignent

des fonctions rationnelles de &, , x, . ete.. Wjuq MG o CLC )

: s .
des nombres premiers, et qu'on fasse

/r"'T/.(\.L“, T 50 Rk v;, \‘/,“\);

P’ sera la forme des fonctions algébriques dans lesquelles

Vopération désignde par \/ ne porte que sur des fonctions

rationnelles. Nous appellerons, avec Abel, fonctions al-

gebriques du premier ordre les fonctions de la forme s
Soient p', p!, ete., des fonctions algébriques du pre

mier ordre, ), n! , ete. . des nombres premiers ; et posons

N

p" sera la forme générale des fonctions algébriques dans
5

Il'h(lll(’”(‘h 'opération désignée par ne porte que sui

des fonctions rationnelles ou sur des fonctions algébriques

du premier ordre. Nous appellerons fonctions algébrigues
) ¢ !

die deuxiime ordre les fonctions de la forme pil

4

pLsTetcy désignent des fonctions algé

De méme si 2
briques du deuxiéme ordre, n', n, ete., des nombres

premiers , ¢t qu'on fasse
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p"” sera la forme des fonctions algébriques, ou l'opéra-

tion désignée par ne porte que sur des fonctions ra-
tionnelles et sur des fonctions des deux premiers or-
dres. lLes fonctions de la forme p” seront les fonctions
a]gébriquvs du troisiéme ordre.

En continuant ainsi, on formera des fonctions algé-
l)uqm‘s du quatriéme, cinquiéme, ete., p" ordre, et il
est évident que I’e xXpre ssion “mu r d[(‘ des fonctions du u"””
ordre sera I'expression générale des fonctions a]g(e])l‘l(lucs.

11 suit de la qu’en désignant par v une fonction algé-
brique du p/* ordre, v aura la forme

—=h (:',j P

ou fdésigne toujours une fonction rationnelle, 2,, ps,ete.,

des fonctions de V'ordre p. —1, n,, n,, etc., des nombres
premiers, et 7y, 75, ete., des fonctions de Vordre p —1 ou
d’ordres moins élevés.

On peat évidemment supposer gu’ancun des radicaux

P [

ny © g z b X *
\//;1. \/,u,. , ele., me soit exprimable rationnellement en
fonctions des autres radicaux et des ({Llﬂlllill":& Tyt s g ke s
Si, en ellet, \//J, élail dans ce cas, en portant sa valeur

dans I'expression de ¢, on aurait une valeur de ¢

|‘:_:‘f(r‘. Fh ey V!J,.)

de la méme forme que la précédente , mais plus simple,

puisqu’elle contiendrait fe radical \/,.n= de moins. Si de
méme l'un des radicaux qui restent pouvait s'exprimer

fonction rationnelle des autres radicaux et des quan-
1ités 7y, rs, elc., on pourrait chasser ce radical de I'ex-

ill'l‘h‘)iﬂ}l 11(’ | 228 l'lﬂ:l conserverailt ']‘v‘li”l"lll'ﬁ lH meéme !‘f‘-l‘ﬂ\(‘ 5
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et si I'on pouvait ainsi continuer jusqu’a ee qu’'on el

32 s rg 1 ~ -
¢éliminé tous les radicaux \//;1 : \/,r)._, , ete., la fonction ¢
serait réduite a I'ordre L—I.

Si done la fonction ¢ est effectivement du pieme ordre,

on peut supposer que les radicaux {://JI : "\//)9. etc., aient
été réduits au plus petit nombre possible, et qu’il soit
impossible d’exprimer I'un de ces radicaux en fonction
rationnelle des autres et de fonctions algébriques d’ordre

inférieur. Et si m désigne alors le nombre de ces radicaux

qui affectent des fonctions algébriques d’ordre n —1, nous
dirons que la fonction v d’ordre . est du degré m.
D’aprés cette définition, une fonction d’ordre p. et de
degré o n’est autre qu'une fonction d’ordre p —1, et une
fonction d’ordre o est une fonction rationnelle.
Il résulie de 1a que si v désigne une fonction algébrique

d’ordre p et de degré m , on aura généralement

nf=\
0 __"/’{/‘, S AR e \//J g

\

J désignant une fonction rationnelle, p une fonction al-
gébrique d’ordre . — 1, 7 un nombre premier, ct 7,
73, ete., des fonctions d’ordre 1, mais de degré m —1. En
outre, d’aprés ce qui précéde , on peut loujours supposer
qu’il soit impossible d’exprimer \//) en fonction ration-

nelle de r,, 7., etc.

Forme générale des fonctions algébrigues.

Dans I'expression précédente de v, f désigne une foric-
tion rationnelle des quantités ry, r,. etc., et \//J;m;iir
toute fonction rationnelle de plusieurs quantités peut

etre représentéc par le quotient de deux fonetious en-
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tiéres , nous pouvens donce poser

—cp(r,} T2y 000y \/p)

e R
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o

i
.{,(r,, e o \/_p)
v ety désignant des fonctionsentiéres, et sil’on ordonne ¢ et
2 . ]
 par rapport aux puissances de \//J ou p", on aura pour v
une valeur de la forme

1 Y

Sy —+ % ‘u; —+ 82 f"’; (e o 1'"'; S

I : =5 = ‘l‘
1 v

T e T

P —

OU 8o, Si5..., 5, €L Loy Lyy..., £, sont des fonctions en-

Lié

side By s s ete
Soil & une racine imaginaire de 'équation

e A
celir == ires

désignons par

;
les 2 — 1 valeurs qu’on obtient en remplacant dans ‘L', p”
successivement par

| 1 f 1

o R L
et multiplions par T, T,... T,_, les deux termes de la
valeur de v, on aura

o SITDy s R

"'—T-i”,r*
142

Le produit Ty 'Ts... ', peut évidemment s't‘_\'lu‘inmr en
fonction entiere de p et des quantités ry, ry, ete. ; il est

donc une fonction algébrique d’ordre p et de degré m —1
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au plus, que nous désignerons par «. Pareillement, le
produit ST, T,. .. T,_, est une fonction entiere de r,,

n

ry,y ete., et \/ p; nous représenterons sa valeur par

VINGT ET UNIEME L

2 i
Uy &, p" -+ uapt . ..+ kPt
et 'on aura

y + w4 "t 4. ..
a 1

== ——

L

ou simplement

i 2 i

=gy qi Pt P q,!;:,

. U, A
en mettant ¢o, ¢y, etc., au lien de =2, = ete. g,, g4, ele.,
172 ¢/ =

désignent ici des fonctions rationnelles de ry, r,, cte.,
et p.

On peut chasser de l'expression précédente de ¢ les
puissances de p” supérieures a la (n — 1)“"*. 8i, en effet,
j désigne un nombre qui, divisé par n, donne le quo-
tient g et le reste &z, on a

/ I3

,u;‘_ = pt. p",

et, en se servant de cette i‘(')I’]]l'[lIt‘,, on p(llll'i'il metire ¢

sous la forme

Tt |

(1) v—\gyt guph i~ T e e T [um' i
Gos 15 G2y ...y ., élant toujours des fonctions ration-
nelles de p, r,, r,, etc., et, par conséquent, des fonctions
algébriques d'ordre p et de degré m — 1 au plus, telles ,
en outre, qu’il soit impossible d’exprimer rationnelle-

ment p" en fonction des quantités dont elles dépendent,
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Dans 1'expression (1) de ¢, on peut supposer
g =1.
Pour le démontrer, supposons d’abord que ¢, ne soit pas
nul, et posons

Pr= P9y
d’ou

\
L )
P el Fid—— P 2
G
I'expression de ¢ devient
vl PR R
v = go 4 pl—+ £e Prele el ——pil;
9 9,
ou plus simplement
e 3 =
(2) (7 o e e 7 3 okt SR i T )

en écrivant p au lien de p,: ¢., gs, etc., au heu dg
9z 93

3
i

Dans cette nouvelle expression (2) de ¢ qui se déduit

) ele.

,
G g

de (1) en faisant g, = 1, les quaniités qq, ¢a, ete., dési-
gnent toujours des fonctions algébriques d’ordre u et de
degré m — 1.

Supposons maintenant que dans' I'expression (1) de ¢
on ait ¢, = 0; désignons par 7, I'une des quantités ¢, ,

2, ete., qui n’est pas nulle, et posons

Po=q, P

d’ont

7t etant premier el k moindre que n, on peul luujnuw
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5 ’
trouver deux entiers « et € tels, que

ko —né =),

A étant un nombre entier t(\li'l(:mu!m- donné; alors on

aura

d’on

OUn a, en l):ltii(‘u]i(‘l' cL par h_\’pnllu“m‘,

=
pro= 2
qr &
a l'aide des deux formules précédentes, on substituera
aux puissances de p* dans la \’:1](-111'(1‘}(_]('1*,(‘(‘”(\5(% /Jf.ci 2

apres cette substitution, il est évident que la forme de v
n'aura pas changé, mais que le coeflicient de p sera

P'unité; car, dans I'expression primitive de v, p" a pou
coeflicient q,-

Concrusion. — Il résulte de ce qui précéde que tout:
fonction algébrique d’ordre v et de degré m peut étre
mise sous la forme

n

v=qo+ pPtt+qg.p" +...+ G P "7?
oie 1 est un nombre premier, Gos G2, €lc., des fonctions
’ - ] . ’ 5
algebriques d’ordre p., mais de degré m — 1, et P une
fonction d’ordre ¢t —=I, dont la racine n'*"* ne peut étre

exprimee rationnéllement par les Guantités q,, G2, €tc,
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