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Erster Absehnitt.

Die Elemente der geradlinigen und sphirischen
Trigonometrie.

Burg's Compendium d. hih. Math. 1







Erstes Capitel

Von den goniometrischen Linien.

: Einleitun g.

S 1. .i)ic Trigonometrie (Dreieckmelskunst)
lehrt aus drei in Zahlen gegebenen Bestimmungsstiicken
eines Dreieckes die iibrigen durch Rechnung finden.
Sie zerfillt, je nachdem die betreffenden Dreiecke in einer
Ebene, auf einer Hugel oder auf einem elliptischen Spha-
roide liegen, in die ebene, sphirische und sphiroi-
dische Trigonometrie. Die letztere bleibt von unserem

Vortrage ausgeschlossen.
g 8

§. 2. Die zur Berechnung der Dreiecke oder Viel-
ecke iiberhaupt néthigen Hilfslinien und Sitze, mittelst
denen es moglich wird, die Winkel sowohl unter einander
als auch mit den Seiten zu vergleichen, bilden zusammen
die Goniometrie. Nach dem gewdhnlichen, auch hier
so genommenen, weitern Sinne umfalst die Trigonometrie
zugleich auch die Lehre dieser Hilfslinien (Kreisfunctionen)

oder die Goniometrie.

Die trigonometrischen oder goniometrischen
Linien.

§. 8. Erklirung. Schneidet man auf dem, mit
irgend einem Halbmesser CA =r beschriebenen Hreis
AA'BB' (Fig.1) von A aus, als Anfangspunet, einen be-
lichigen Bogen AM ab, zicht dic Halbmesser cA, CM;
ferner aus 4 und M auf AC die Perpendikel 4 E, MDD,

ersteres bis zum Durchschnitte E des verlingerten Halb-
¥
| §

Fig. 1
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messers CM; so heilsen die Linien M D der Sinus, AE
die Tangente, CE die Secante und 4D der Sinus-
versus des Bogens AM oder Winkels 4CM — «a fiir
den Halbmesser r.

§. 4. Der Sinus eines Bogens ist also das aus dem
Endpuncte dieses Bogens auf den durch seinen Anfangs-
punct gezogenen Halbmesser gefillte Perpendilel.

Die trigonometrische Tangente eines Bogens ist
jenes Stiick der im Anfangspuncte desselben errichteten
Tangente, welches zwischen diesem Anfangs- und Durch-
schnittspuncte des durch den Endpunct des Bogens ver-
lingerten Halbmessers liegt. '

Die Secante eines Bogens ist der durch dessen End-
punct bis zum Durchschnitt mit der Tangente verlingerte
Halbmesser.

Der Sinusversus (auch Quersinus) eines Bo-
gens ist jenes Stiick des durch den Anfangspunct gezoge-
nen Halbmessers, zwischen diesem .e‘_Lnfangs- und Fulspunct
des Sinus dieses Bogens,

§. 8. Erkl Erginzt der Bogen 4'M den vorigen
AM zu einem Qua{]rantcn, oder, ist W. £'CM —
Complementswinkel zu « (folglich nach unserer Sexagesimal-
theilung o = 90°— a); so werden Sinus, Tangente, Se-
cante und Sinusversus dieses Bogens 4'M oder Winkels o,
d. 1. die Linien MD', 4'E’, CE, A'D (4 als Anfangs-
punct des Bogens 4'M genommen) beziehungsweise: C o-
sinus (Complementi Sinus, Co. Sinus) , Cotangente,
Cosecante und Cosinusversus
Bogens AM oder W,a genannt.

Zusatz, Wegen MD' — CD nimmt man gew
lich dieses zwischen dem Mittelpunet €
des Sinus liegende Stiick d

o der

des urspriinglichen

6hn-
und Fulspunct D

es durch den Anfangspunct 4

gefiihrten Halbmessers fiir den Cosinus des Bogens.

Mit Riicksicht darauf, dafs ein stumpfer Win-
kel ein negatives Complement hat,

\nmcr[iuug.

gelten die in diesen
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beiden §§. aufgestellten Erklarungen ganz allgemein fiir je
den Bogen oder Winkel a.

Die Construction dieser genannten 8 trigonom. Hilfslinien
fiir Bogen, deren Endpunct M bezichungsweise iOx 1. gt %,
3. und 4. Quadranten liegt, ist eine dem Anfinger sehr zu
empfehlende Ubung.

§. 6, Die genannten goniometrischen Linien wer-
den kurz auf folgende WWeise bezeichnet: MD = Sina,
AE = Tanga, CE = Seca, AD = Sinva, CD = Cosa,
A'E'= Cota, CE'= Coseca, A'D' = Cosinea; dabei kann
noch, wenn man es fir nothig hilt, durch das Dariiber-
oder Daruntersetzen von r, der Halbmesser angedeutet
werden, auf welchen sich diese Linien beziehen, Da wir
zur grofsern Einfachheit diesen Halbmesser durchaus, wenn
nicht ausdriicklich das Gegentheil bemerkt wird, zur Ein-
heit nehmen oder gleich 1 setzen; so soll dieses durch die
‘Anwendung kleiner Anfangsbuchstaben, d. i. dadurch an-
gedeutet werden, dafs wir schreiben: sin«, cosa, tanga

u. §. wW.

§.’7. Damit die Relationen zwischen den goniome-
trischen Linien, wie diese im 1. Quadranten oder fir einen
spitzen Winkel « aufgefunden werden, auch fiir jeden
andern Werth von a gelten konnen, ist es néthig, diese
Linien, wie es iiberhaupt in der analytischen Geometrie
geschieht, mit gewissen Vorzeichen behafict anzuneh-
men. So ist, um ein einfaches Beispiel anzufithren, fir
« = ACM < 9o°, wegen AD = AC — CD, sofort
sinva = 1 — cosa, und fir « = ACM > go°, wegen
Ad=AC 4+ Cd: sinoa =1 - cosa. Soll nun fiir beide
Fille die erstere Relation oder der Satz gelten, dafs der
Sinusversus gleich ist dem Unterschiede aus dem Halbmes-
ser und dem Cosinus, d. h. will man beide Fille in ei-
ner und derselben Formel darstellen; so mufs man
schreiben: sinva =1 — (1 cosa), dergestalt, dals der
Cosinus im 1. Quadr. mit dem Zeichen -|- und im 2. mit
jenem — behaftet erscheint und damit zusammenhingt, dals




eine bestindig abnehmende, hierauf Null werdende und endlich wieder zanehmende Grifse oder Linie,
wie es hier mit CD der Fall ist (wihrend a fortwihrend wichst), nothwendig aus dem positiven in den
negativen Zustand, oder umgekehrt, ibergeht. Diese Gegensitze sind iibrigens immer leicht aus der
entgegengesetzten Lage der Linien selbst (wie hier aus jener CD und Cd) zu erkennen, und man ver-
bindet mit der einen das Zeichen -~ oder — und mit der andern das entgegengeselzte — oder -

S. 8. Betrachtet man daher die in den 4 Quadranten Statt findenden Lagen der goniom. Linien,
jene im 1, Quadr. als die primitive oder positive (in welchem némlich diese Linien simmtlich das Vorzei-
_‘ chen - erhalten) angesehen, so ergibt sich ganz einfach folgendes Schema, wobei » die ganzen Zahlen

g, e, ... HWezeichnat:

0O

die Sinus und Cosecanten *) sind positiv
und negatiy

_‘ die Cosinus und Secanten sind positiv
und negativ

die Tangenten und Cotangenten sind positiv
und negativ

im
im
im
im
im

im

-

-

-
W 5o

iy IO

2.4 4oy

m;@.....?‘.i_x&._Qt.n_..mvs__@:n;_.p::u:
7.5 8,00 (40 4=3)., (4r-4)er »
5., 8 ,...04r-1)., (4r- 4)ten 5
65 .-._q._...Q_w.l_lmv., ﬁm_\._lwlwv_n: »
5.y Toyeoo{hr=-1)y (Gr - 3)ten 3
by 8.yuu (414 2)., (4r—F4)e

%

die Sinusversus und Cosinusversus bleiben in allen Quadranten positiv,

¥) Zur Beurtheilung der entgegengesetzten Lagen der Secante und Cosecante muls man darauf Riicksicht nehmen,
ob der Durchschnitt des durcli den Endpunct des Bogens verlingerten Halbmessers mit der Tangente oder Co-
tangente dadurch entsteht, indem man dies¢ Verlingerung vom Mittelpunct aus durch den Endpunkt, oder um-
geliehrt, vom Endpunct des Bogens durch den Mittelpunct vornimmt.




§. 9, Nimmt der Winkel a bis Null ab, so ver-
schwindet der Sinus M D und man hat sin o = 0. Nimmt
von da an der Winkel zu, so wiichst auch der Sinus, und
wird bei go° dem Halbmesser gleich, so, dals man hat:
sin 9o = sin% — 1, Nimmt der Bogen A M noch weiter
zu, so, dafs also der Endpunct M in den 2. Quadranten
fallt, so nimmt der Sinus wieder ab und verschwindet fiir
a = 180", oder es ist: sin180 ='sinz == 0. Im 35 Quadr.
nimmt der Sinus wieder zu, wird aber nun negativ, und
man hat sofort sin270 = sin > x = — 1. Im 4. Quadr. end-
lich, in welchem er immer noch negatiy bieibt, nimmt der
Sinus wieder ab und verschwindet fiir a = 3607, oder es

ist: sin3bo = sin2 7T = 0.

§. 10. Da iiberhaupt im 5., 9., 13.,...Quadranten
dasselbe Statt findet, was im 1. Quadr, im6,, 10., 14.etc.
Quadr. was im 2,, im 7., 11., 15,,,., was im 3, und end-
lichim 8., 12., 16.,...Quadranten, was im 4.; so hat man
allgemein, wenn 7 wieder alle ganzen positiven Zahlen
0, 1, 2, 3,... bezeichnet; und wenn man diese Unter-
suchung auch auf die iibrigen goniometrischen Tinien aus-
dehnt , folgendes Schemas:

- # of o3 £ =1 B b"_‘
= Q L] =
o= =) = b= Q 0 = &

s 0 T Y R 8- R Bl o

arx¥*) +o r [ 40|+o0| 1 |+00| © 1

(zr4-)= l 1 0| oo o| oo 1 1 o

(zr41)= o|—1|—o0|—oc0c|—1| 00| 2 1
[0

(2r4-3)= —1!-——0 co| o0 |—ool—3] 1 2

Anmerk, Bemerkenswerth ist der Umstand, dafs im 1. Qua-
dranten (auf welchen immer Alles bezogen wird) der Sinus,

#) Von den doppelten Zecichen gilt durchaus das obere fiir
r = o und das untere fiv » = 1, 2,3 ete,




Fig. v,

_—f =

die Tangente, Secante und der Sinusyersis (welche aus ei-
nem spiter einzusehenden Grunde auch Hreisfunctio-
nen heilsen) #u-, dagegen der Cosinus » die Cotangente
u. s, w. (die Cofunctionen) abnehmen, wenn der Win-
kel oder Bogen « zunimmt, und umgelehrt.

§. 11. Verbindet man mit den in der Richtung von
4 gegen A" gezihlten Bigen oder VWinkeln « das Vorzei-
chen -, so mufs man aus dem in §.7 angefihrten Grunde
den in der entgegengesetzten Richtung von A gegen B ge-
zihlten Bogen oder Winkeln das Zeichen — vorsetzen,
Nimmt man daher der Gréfse nach Am == 4 M — a, so ist
mD=sin(—a), CD=cos(—a), Ae¢=— tang (— a),
A'¢ = Cot(—a), Ce= sec(—a), Cé¢ = Cosec(—a)
(die Sinusversus und Cosinusversus werden ihrer geringen
Wichtigkeit wegen von nun an ausgelassen), und man hat
ganz einfach mit Riiclsicht auf §. 8:

§in(—a) ='— sina, cos (—a) = cosa,
tang (—a) = — tanga, Cot (— a) = — Cota,
sec(—a) = seca, cosec(—a) = — coseca,

Relationen, welche, wie leicht zu sehen, fiir jeden Werth
von a gelten,

S-42. Sind die beiden Durchmesser 4B, 4'B’ (Fig. 2)
wieder auf einander perpendikulir und die Bégen
AM = A'M = BM" = B'M" — a,
80 hat man, wie sich von selbst ergibt:
sin (90 4 a) = M'D = cosa,
sin(180 4+ a) = M"D" = — sina
(mit Riicks. némlich auf §. 8),
sin(2904-a) = M"'D" — _ cos a,
sin (3604 a) = MD = sina.
Aus einer ganz dhnlichen Figur, in welcher die glei-
chen Bogenavon 4, 4', B, B in entgegengesetzter Richtung
aufgetragen werden, oder noch einfacher, indem man in
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Fig. 1.

kel << go° beziehen, was um so nothwendiger ist, als diese
trigonom. Functionen (d. i. der Sinus, Cosinus ete.) nur fir
Winkel oder Bigen, die den 1. Quadranten nicht iiberstei
gen, in den Logarithmentafeln eingetragen sind. — Wire
z, B. x—=A4-tang320, so wiirde man auch, mit Riicksicht
auf die erwiihnte Eigenschaft der Tafeln, wegen tang326
= tang (270 + 56) = — Cot56 haben: x = A — cot56,
oder auch, wegen tang326 = tang (360 —34) = — tang34:
x = A — tang34

(was auch damit zusammenhiingt, dafs wegen 34 - 56 = go;
sofort nach §.5 tang34 = Cot 56 ist).

Hauptrelationen zwischen Sinus, Cosinus,
Tangente u. s. w.

S-14. Es ist wegen MD = I Mm (Fig. 1) : sina
= ;Chord 2.« oder auch Chord 2« — 2sin a, d.h, der Si-
nus eines Winkels ist gleich der halben Sehne des doppel-
ten Winkels, und umgekehrt ist die Sehne eines Winkels
gleich dem doppelten Sinus des halben Winkels,

§-15. Die rechtwinkeligen Dreiecke MDC, CAE
und CA'E’ geben der Reihe nach:
MD* 4+ CD* = CM* oder sin a® - cosa® =1,
CE* = AC* 4 AE* oder seca* = 1 - lang a®
und
CE* = CA™ + A'E"* oder coscca® = 1 - Cota®,

§. 16. Die Dreiccke CAE und CA'E’, welche je-
nem CMD éhnlich sind, geben ganz einfach:
CA:HdE : CE=CD: MD :CM oder
1:langa:seca = cosa : sina : 1 und
CA:4E :CE = MD : CD: CM oder
1:cota:coseCa = sina : cosa & 13

daraus erhilt man:

Sin o 1
langa — ML e — e
cos a cosa
cos a ]

- und coseca = ——.
SLil o St o




Zugleich folgt auch:

cos a 1 1
langa = 1 : —— = und cota = .
st o cota tung a
Endlich hat man noch wegen 4D = A€ — €D ond
AD = A'C — MD: sinea — 3 — cosa und cosine «

= 1 — sina
Anmerk Hat man nur erst die Eigenschaften des Sinus und
Cosinus in den verschiedenen Quadranten aus der Figur auf-
gefunden, so lassen sich die der iibrigen goniom. Linien
ganz einfach aus diesen hier erhaltenen Formeln analytisch
entwickeln und sofort die oben (§§. 8 —13) ebenfalls aus der
Figur gefolgerten Resultate verificiren.

§.17. Es ist nun leicht jede der 8 goniometrischen
Linien durch die 5 iibrigen auszudriicken, und dadurch zu
56, in den trigonom. Entwickelungen mehr oder weniger
wichtigen Relationen zu gelangen; wir entwickeln hier nur
noch einige der wichtigsten und geben dadurch zugleich
den Weg zur Ableitung der iibrigen an *).

§.48. Aus §. 15 hat man, um den Sinus durch den
Cosinus, und umgelehrt, auszudriicken, unmittelbar:

sina = \/1—cosa® und cosa = \/1—sina*

+ Um den Sinus durch die Tangente oder Cotangente
auszudriicken hat man ({. 16)

sin o sina

und daraus

tanga
\/ t - tang a-

i i 1
Ferner ist, wegen ({. 10) langa = ¥ auch, wenn
oL o

man diesen VWerth in der eben gefundenen Formel sub-
stituirt:

S ==

1

‘,/Iv—l—(‘{)to‘."".

sinae =

#) Die Ableitung dieser 56 Formeln, welche sich sowohl im
}‘[anr‘.l). d, Trig. (S.24 u. f) als auch in der Form, Samml.
8.3 finden, ist dem Anfinger als eine niitzliche Ubung schr
zu empfehlen,
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Auf gleiche Weise ist
EI00 =1 == rosaie=", L% 1 — sin a®

und daraus:

sina == V2sinoa — singat,

Um den Cosinus durch die Cotangente oder Tangente
auszudriicken, wird man (ohne die vorige Entwickelungs-
art zu wiederholen) am einfachsten in den beiden gefunde-
nen Formeln statt a, 90° —a setzen; dadurch gehen (§.5)
sine, cosa, tang & und cota beziehungsweise in cos a,
sina, cota, tang a iiber, und man erhilt

Cot ¢ 1

Vi -{-Eaf Pl V1 + tang o~ [

CosS o =

Tig. 1, §. 19. Ist (Fig. 1)Bog. AM=a und M D =sina =,
50 sagt man, a sey ein Bogen, dessen Sinus 2 ist, und be-
zeichnet dieses durch a = gre. sin [nach den franzis. Ma-
thematikern durch a == gre, (sin=2)]. Eben so folgt aus
cosa =z, umgekehrt: a = arc.cosz u, s. w.

Da nun, wenn sina=— » ist, alle iibrigen goniom.
Linien (§. 15) durch den Sinus ausgedriickt werden kin-
nen, und z, B.

o A IO Vet
cosa ="Vi — sina® — VT — e

sina a
lglig e — — =
'l./l =—uStn-a* ‘./l oRka k" fad
u, s. W. ist, so hat man
> i3
A= aresnz = arccosVa—a® = gic tang
11— x*
gl

V= 1 A
= arc Cot = aresec ———— = qre cosec—
X P! X

u. s, w.

Ahnliche Relationen erhilt man auch noch, wenn man
nach und nach cosa = Z, lang a = & u. s. w. setzt, und
im ersten Falle alle iibrigen Linien durch den Cosinus, im
2. durch die Tangente u.s. w. ausdriickt (Handb. d. Trig.,
S.28, u. Formels. S, 21},
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Entwickelung von sin(« ¥ ), cos(x £ f)
U S, We

§. 20. Es seyen im Endpuncte 4 des Durchmessers
AE (Fig. 3) die beiden Sehnen 4B, AD zu beiden Seiten Fig.3.
desselben unter den VWinkeln «, 3 und dann noch die Hilfs-
linien BE, BD, DE gezogen; dadurch entsteht ein im
Kreise beschriebenes Viereclk 4 B E D, in welchem bekannt-
lich die Relation besteht:

AE.BD — BE.AD <4 ED, AB.
Driickt man die Sehnen nach {. 14 aus, so erhilt man
(wegen BE = Clord 2a):
BE — 2sina, DE = 2sinf3,

BD = 2sin(a ), AB = 2sina == 2c05a
(wegen & = qo° — a), AD = 2sinff = 2 cos 3 und
AE = 2 (auch = 2sin go°), folglich, wenn man diese
Werthe in der vorigen Relation substituirt und gleich durch
2.2 == 4 abkirzt:

sin (a« - ) = sina cosf 3 sin3 cosa.

Schreibt man in dieser Formel — [3 statt 8 und be-
riicksichtiget dabei die Relationen des §.11, so erhilt man:
sin (@ — [3) = sina cos3 — sinf3 cosa,
so, dals man, diese beiden Fille zusammengezogen, die

Formel hat:

sin(a + 3) = sina cosf3 + sinfd cosa.

§.21. Es ist ferner, wenn man diese letztere For-
mel gleich anwendet (§. 5)
cos (& + ) = sin[go°— (a £ )] = sin[(90 — a) + 8]
= sin(go — a) cos3 F cos(9o — a) sinf3
oder endlich (§.5 oder §.12):
cos (@ + [3) = cosa cos3 F sina sinfl.
Anmerk. Um zu zeigen, dals diese beiden Grundformeln

(§§. 20, 21) der Goniometrie nicht blofs fir spitze Win-
kel @, B, sondern ganz Allgemein gelten, kann man auf




folgende Art verfahren., Sey zuerst ohne Riicksicht auf die
Grifse von @, B> 9o und < 180, also § = 90 + &, wo
b < go; so ist sin (a4 B) = sin(gofa-b) = cos (a4 D)
=cosa cosb—sina sinb, oder, wegen sin b= sin (B —90)
= —sin(9o — P) = — cosP und cosb = cos(f qo)
= ¢c0s(90 — P) = sin B, wieder:
sin(a+4-P) = sinp cosa - siné cosf;
und da diese Formel Lereits fiir 8>90 und < 180 gilt, so
gilt auch die daraus abgeleitete fiir cos (« - B) bei densel-
ben Werthen von §, Setzt man daher neuerdings 3 =go b,
wo b > g0 und < 180 seyn soll; so wird
sin (a4 B) = cos(a+b) = cosea cosb — sine sinb
= eosa sinfP -+ sina cosf

und es gilt sonach diese Formel' (also auch die daraus abge-
leitete fiir cos (a4 8)) bereits fitr Werthe von p>180 und
< 270. Da sich diese Schliisse soweit man will fortsetzen
oder wiederholen lassen, so ist die allgem, Giltigkeit der
Formel von sin (2 4 B), mithin auch die der ubrigen daraus
abgeleiteten, fiir jeden Werth von g erwiescn, da man end-
lich bei diesen Schliissen & mit g verwechseln kann, so darf
auch a jeden belichigen Werth besitzen.

§. 22. Es ist ferner, diese eben entwickelten For-
meln angewendet (§. 16),
sin (a + 8) sina cosfB + sinfP cosa

B P 2 = ']
cos («+ B) cosa cosB - sina sinf

tang (a + 113) —
oder, wenn man Zihler und Nenner durch cos a cos 3 di-
sirs s & 4 sin
vidirt, gehorig abkiirzt und iiberall statt —, lang setat:
cos

tang o + tangp
| F fanga tang B’

tang (a 4 ) =

§.238. Setzt man in den Formeln der §§. 20 —22
[3==a, so erhilt man der Reihe nach: sin2a — 2 sin a cos a,
€0s2a == ¢osa® — sina® == 1 — Asina® — 2 posat — 1 (je
nachdem man nimlich nach §.18 den Cosinus durch den
Sinus oder Sin. durch Cos, ausdriickt) und

2lang a

lang 2a =
i 1 — tang a*’
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oder « statt 2a gesetzt:

sina =2 sin—:-aco'sfa, cosa==1-—28in~ a*=12¢0s+a*—1,
1

tanga, — _ﬁli{i‘g";—r".‘!_‘

1 — tangy a*

Anmerk, Fiir 3 = aa erhilt man eben so:

sin3a = sina cosza 4 sin2a cosa = Jsina — 4 sind’,
« €053z = cosa cosaz — sina sin2a — {cosa’— Bcosa

u. s» w. (Trigon,, S.40, u, Formelsamml. 8§.14.)

§.24. Aus den beiden vorigen Ausdriicken fiir cosa
folgt: sinia == \/;(1—cosa) und cosa == V5 (1 {-cosa);
es ist also

2 1 — cosa 1 — cosa sina
tang & = ) - T
s 1 - cosa sina L 4 cosa
(je nachdem man ndmlich von der Wurzelgrifse den Zih-
ler oder Nenner rational macht).

§. 25, Die vorigen VWWurzelausdriicke Vi F cosa

SR C e )
] \/1 o \/:m nach der bekannten Reductionsfor-
mel fiir \/a_‘j?\—?—b behandelt, erhilt man noch:
sinla = V1 - sina — %\/1 — sina und
costa = %\/1 - sine - %\/1,-— sina;
dabei ist V1 — sina, wiec aus der Natur der Ableitung
folgt, negativ zu nehmen, so, dals von diesen beiden For-

meln eine in die andere iibergeht, wenn cosa negatiy, d. i

a > go ist.

§. 26. Setzt man a+4-f=s und a—pB=d, so wird
a=1s4*d und B =1is—;d, also auch ({§.20, 21):

sina = sints costd - sinid cos;s,
sinf3 = sints costd — sin;d cosys,
cosa — costs cos~d — sints sinzd,
cosfp = costs cos=d - sinis sin;d,

und daraus erhilt man durch Addition und Subtraction,
wenn man fiir s und d gleich wieder die Werthe herstellt:




Fig, 4.

— () —

sina - sin = 2sini(a--f) cosi(a=—p),
sina — sinf3 = 2 sint(a—f) cost(a-=p),
cosa ~- cosf3 = 2 ¢os 3 (a—}-f3) cos:(a—p),
cos3 — cosa == 2sint(a4) sini(a—p),

Formeln, mittelst welchen Summe und Unterschied der Si-

nus und Cosinus in Producte verwandelt werden und fiir
die Anwendung der Logarithmen ulserst wichtig sind.

§-27. Wird jede der 4 vorigen Formeln durch die
3 iibrigen dividirt, so erhilt man 12 neue brauchbare For-
meln, von denen wir, des kiinftigen Gebrauches wegen, nur
eine einzige wirklich hersetzen wollen. Diyidirt man nim-
lich die 1. durch die 2., so erhilt man:

sina -4 sinB  sing (a-fP) cost (a—B)
sine — sinfi " sin < (a— ) cas}(ocw}-ﬁ)

= tang 3 (a - @) cot*(a — f3),
oder endlich wegen (§.16) tangz = 1 : Cota auch:
sina 4 sinf _ tang; (a-4-P)

sine — sin8 tang = (a—f)

§. 28, Dagegen erhilt man aus diesen genannten 4
Formeln durch Multiplication (mit Riicksicht, dafs (§. 23)
2sin;x Cos & = sinz ist):
sina® — sinf3* = cosf3* — cosa® — sin (e ) sin (a—f3),
so wie aus jenen beiden in {. 21 (wenn man die doppelten
Zeichen trennt):

cosa® — sinf3* = cosf3* — sina == cos(a--f) cos (a — B).

Umwandlung der Formeln fiir den Halb-
messer r.

§. 29. Es seyen aus dem Scheitelpuncte C (Fig. 4)
des Winkels 4CB — a mit den Halbmessern Ca — 1 und
C4d=rdie Kreisbogen ab, 4B und fir diese die Sinus,
Tangenten u. s. w. gezogen; so geben die dadurch entste-
henden rechtw. dhnlichen Dreiecke ganz einfach die Pro-
portionen: bd't BD = Cb:CB, Cd :.CD = Cb.: CB,
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ae: AE=Ca:CA u s. w., oder, wenn man zum Unter-
schiede die Sinus, Cosinus etc. fiir den I{rcishogén vom
Halbmesser r durch einen grofsen Anfangsbuchstaben aus-
zeichnet:

sinaySina=1:r, cosa:Cosa=1:r, tanga:Tanga=1:r
u. s. w. namlich, wenn f(a) irgend eine der goniom, Li-
nien fiir den Halbmesser 1 und F(a) die gleichnamige fiir
den Halbmesser r bezeichnet, allgemein: f(): F(a)=1:r,

woraus
F ()

r

folet.,

F(a) = rf(a) und f(a) = g

S.80. Um also z B. den Sinus eines VVinkels a in
einem Kreise vom Halbmesser r zu erhalten, wird man den
Sinus desselben VWinkels « aus dem HKreise vom Halbmes-
ser 1 mit » multipliciren, Dagegen findet man umgekehrt
aus dem Sinus eines Winkels im Kreise vom Halbmesser r,
den Sinus desselben Winkels fiir den Hreis vom Halbmes-
ser 1, wenn man den gegebenen Sinus durch r dividirt.
Dasselbe gilt auch fir die iibrigen trigonom. Linien oder

Funclionen.
Sine Tanga

Anmerk Mansicht, dals die Qu(}tienteu y — W, 8, Wiy
r
X . sina cosz langa
s0 wie auch jene , ——, —>— u, 8. w. abstracte oder
1 1 1

absolute Zahlen sind,

. 81. Die letztere der bheiden Relationen in §. 29
dienet auch zur Umwandlung der fiir den Halbmesser 1 ab-
geleiteten Formeln auf den Halbmesser ». Denn wendet
man diese z. B. auf die fiir den Halbmesser 1 ({.10) ent-

wickelte Forni¢l tang @ = —— an; so erhilt man
cosa
Tanga Sina Cosa g rSina
= 2 oder Tangd =—= ———,
r r = Cos a

in welcher Formel sich nun die goniom. Linien Tang «,
Sina und Cosaz auf einen Hreis vom -Halbmesser r be-
ziehen.

Burg's Compendium d, hith. Math. 2




Auf die nimliche Art erhillt man auch aus (§§.16, 20)

1 : s
seca =2 ——, sin(a4 ) = sina CosPB + sinf3 Cosa
sa = =

u, 8, w., sofort:

re
Scca =t
Cosa’

: Sing CosP 4+ SinB Cos
Sin(a + p) = i P X Sini c
X £
u. 8, W,

Und so kann man iiberhaupt alle oben fiir den Halb-
messer 1 entwickelten Formeln, wenn es néthig seyn sollte,
fiir den Halbmesser r herstellen.

Anmerk. Da, wie man sieht, in diesen auf den Halbmes.
ser . bezogenen Formeln durchaus die niimliche Dimension
herrscht, was bei der Anwendung der Algebra auf Geome-
trie iiberbaupt, wie wir im 3. Abschnitte (§. 354) schen wer-
den, sobald jede Linie durch einen Buchstaben (und keine
durch 1) bezeichnet wird, eine nothwendige Eigenschaft ist;
so kann man auch noch kiirzer diese Umwandlung der For-

meln vom Halbmesser 1 auf jenen r bewirken, indem man

die umzuwandelnde Formel in iliren Gliedern mit solchen

Potenzen von r multiplicirt oder dividirt, dafs dadurch in

der ganzen Gleichung oder Formel die besagte gleiche Di-

mension hergestellt wird, So folgt z. B. aus der in §. 23 ent-

= % 1 3 -
wickélten Forme! von tanga durch teng<a ausgedriickt,

fiir den Halbmesser 1 :

— 14 Va ~+ tang a*

tang a
stellt man nun im 2. Theil dieser Gleich. durchaus die Di-
mension = 1 her (da auch der erste Theil von dieser Di-
mensin ist), so erhilt man:

P SRR [ e i
tfmg,lcz: I {-r Vr -}—-fai.cg,,: ;

1
tang~aq =

3

tang a
die auf den Halbmesser r sich bhezie

hende Formel, wie man
sie auch nach dem ohigen Ver

fahren finden wiirde.




Zweites Capitel
Uber die Bcrechnung der Sinus, Cosinus u.s. w.

§. 32, Da sich die zur Berechnung der Sinus dar-
bietenden bequemern und einfachern Methoden der neuern
Zeit hier noch nicht anfithren lassen, so wollen wir nur
einen kurzen Begriff geben, wie diese Berechnung mit den
bisher entwickelten Relationen ansgefiihrt werden kann.

Mit Hilfe der Formeln in {§. 14, 18, 20 kinnen nach
und nach die Sinns von 3°, 6° g°%.. iberhaupt von 3 zu
8 Grad durch den ganzen Quadranten gefunden werden,
Da es uns aber hier vorziiglich um die Bestimmung von
sin 3° zu thun ist, so sollen, um den VVeg anzugeben, aus-
ser diesem nur einige Sinus aus dieser erwihnten Reihe ge-
sucht werden,

S. 33. Nach der Relation in §. 14 hat man fiir a= 30,
45, 6o und 18° der Tieihe nach:

sin30 = cosbo = L Chord 6o = L = 5,

sin 45 = cos 45 = = Chord qo = V2 = ‘monm,

sin bo == cos30 = 3 Chordi120 = L/8 = ~Bb6,

A 3 ; —1+v5

§in18 = cos72 = 3 Chord R e o :'309*‘),

Nach der Formel in §.20 erhilt man jetzt, a = 6o
und = 45° gesetat:
sin (6o + 45) = sinbo ces45 + sin45 cosbo oder
sin105 = sin78 = cos18 = :') Lya + (/2.
= (+V3) = ()()6
and sin 15 == cos75 = V2 («l%—\/:ﬁ) = ‘350,
Eben so ist fiir a'= 18 und § = 15°:
sin (18 4 15) = sin18 cos15 + sin15 cos 18,
und da (§. 18) cos 18 = Vi—sin18* = L\V2I(54V5) isti
sin33 = cosby = L(—14V5);Ve(1-}V3)
4 3V (=14 V) IVIGHVE) = 545,
#) Man substituirt niimlich fiic Chord 6o, go, 120 und 36° die

aus der Geometrie bekannten Ausdriicke der regelm, 6, 4,
3 und 10. Eck-Seite fitr den Falbmesser 1.

g %




und (statt der Summe, die Differenz derselben beiden Be-
standtheile genommen) sin 3 = cos 87 = ‘052 u, s. w,

§. 834, Aus dem auf diese Weise gewonnenen klein-
sten Sinus, d.i.aus sin3° findet man nach der Formel (§. 25)

sinya = ;Vi-sina — 2\ 1—sina,

301 130 45 45
indem man nach und nach « =37, = "= —= 45, X 1°

2 4 4
u. 8. w. setzt, auch die Sinus dieser Winkel; ist man dabei

bis zu “—g_: gekommen, so findet man Sin%: '00040003

und hierauf fiir a = a5 : sfnﬂi — 00020
64 64

also’ (weil diese Zahl die Hilfte von der vorigen ist) bei

dieser Grifse der VVinkel, bis auf » Decimalstellen genau,

die Sinus wie die VWinkel verhalten. Um also den fiir die

weitere Berechnung wichtigen Sinus einer Minute zu finden,

452, so, dals sich

~r

' il S s
hat man sin—: sin1’ = ol und daraus, wenn man fiir
My 4
ey, A
sin — seinen Werth setzt: sin1' = -0002q908, welcher
4

Werth (da bis auf 12 Stellen genau, sin1'=+000290888207)
bis auf die 7. Decimalstelle richtig ist,

S.35. Da (§.20) sin(a-}-p)+sin (e—pB) =2sinacosf3
und (§.23) cos B=1—2sinL[3 ist, so erhilt man
sin (a=-f3) = sin« - [sina — sin (a — B)] — 4sina sinlpe,

und daraus und dem vorigen Werth von sin 1, wenn man

B==1" und dann nach und nach a =1, P T YT
wie endlich Kiirze halber, 4(sin3)* = 4(°0001454441)?
= 0000000846 = k setzl:
sin2’ = sin1' - (sin2' — sino) — ksiny',
sind’ = sin2' 4 (sin2’ — sin') — ksine’,
sing = sin3 -~ (sin3 — sin 2') — ksind,
U s W

§. 836, Hat man auf diese Weise endlich sin 60'== sin 1°
berechnet, so findet man nach der nimlichen Formel des
vorigen §. dic Sinus von 2, 3,...90°, wenn man darin B==1°



and nach und nach a=1, 2,...89"% oder die Sinus von
10, 1’y 1% 2' u. 5. W., wenn man & == 1, IR ]

Von 60° angefangen kénnen jedoch die folgenden Si-
nus aus den vorhergehenden nach der Formel sin (60°- )
= sin (60°—a) 4 sina (die aus jener im vorigen . ange-
fihrten fir 8 = 60° folgt) bequemer gefunden werden.

Anmerk. Da es bei diesen Rechnungen nothig ist, sich von

Zeit zu Zeit von der Richtigkeit derselben zu iitherzeugen,

so kann man unter andern Mitteln dazu die sogenannten Ve-

rificationsformeln anwenden. Eine solche ist:

sin A 4 sin (360 — A) 4 sin(72° 4 A)

— sin (36° 4 A) - sin (720 — 4},

S- 87. Sind auf diese VWeise die saimmtlichen Sinus,

also zugleich auch die Cosinus fiir den ganzen Quadranlcu

(iiber welchen man, §.13, Anmerk., nicht hinanszugehen

braucht) gefunden ; so kann man nach den Formeln in §.10

die Tangenten und Cotangenten (da die iibrigen Funclionen
entbehrlich sind) berechnen,

§.88., Da bei den wirklichen Rechnungen weniger
diese so gefundenen Zahlen der Sinus, Cosinus u. 5. w. die
sogenannten natiirlichen Functionen, als ihre Logarith-
men (die kiinstlichen Functionen) in Anwendung kom-
menj so sind auch gewdhnlich nur diese Logarithmen in
den Tafeln eingetragen. Da aber fiir den Halbmesser 1,
die Sinus durchaus eigentliche Briiche sind, so erhalten
ihre Logarithmen (um sie positiv zu machen) eine negalive

Charakteristili, indem z. B. wegen sin30° = '5,

log sin 30° = log 5 = 6989700 — 1
ist; dasselbe gilt auch fiir die Cosinus und unter 45° fir
die Tangenten, iber 45° fir die Cotangenten, Um daher
diese angehingten negativen Zahlen zu vermeiden, nimmt
man in den Tafeln den Halbmess. nicht = 1, sondern
= 10'°, 5o dafs also fiir diesen Tafelhalbmess. r=1i10'°,
logr=10 wird. Dadurch hat man aus (§.29) F() =rf(a),
sofort: log F(a) = log.f(a) 4 10, also im vorigen Beisp.
fiir den Halbm. dex Tafel: log sin 30° = 9*098g700.




§- 89, Zusatz, Die Logarithmen der trigon. Fune-
tionen, diese auf den Halbm. 1 bezogen, werden daher in
Tafellogarithmen, oder in solche, die sich auf den Halbm.
der Tafel r» bezichen, umgewandelt, indem man zu den
erstern 10 Einheiten addirt; dagegen werden die letztern
auf die erstern gebracht, indem man von jedem Logarith-
mus der T'afel 1o Einheiten abzieht.

§. 40. Die Einrichtung und den Gebrauch der loga-
rithmisch-trigonometrischen Hilfstafeln lernt man am be-
sten aus der Einleitung kennen, die gewohnlich einer jeden
solchen Tafel beigefiigt ist; indels beruht diese Einrichtung
immer auf folgenden Sitzen:

1. Im ersten Quadranten nchmen, wenn die Winkel wach-
sen, die Functionen (Sinus, Tangente ete.) zu, dage-
gen die Cofunctionen (Cosinus, Cotang. u. 5. w.) ab.
Die Sinus und Tangenten kleiner VWinkel stehen mit

5
b
.

den entsprechenden Winkeln in geometrischer, also
die Logarithmen dieser Funclionen mit den Logarith-
men der Winkel in arvithm, Proportion,

o

Bei grofseren, weniger als um eine Minute von cifian-
der verschiedenen Winkeln verhalten sich die Diffe-
renzen der Logarithmen der Funetionen oder Cofunc-
tionen, wie die Differenzen dep zugehorigen VWinkel.
4. Die Logarithmen der Cotangenten haben mit jenen der

Tangenten einerlei Differenzen.

Von diesen 4 Sétzen ist der 1. bereits (§. 10, Anmerk.)
angefiihrt; der 2. und 3. ergeben sich am einfachsten ans
der Tafel selbst, aus welcher man zugleich auch evsieht,
wie weit diese Sitze ausgedehnt werden dirfen; der 4. Satz
endlich folgt ganz einfach aus der Gleich. (§-106)

tanga Cola == 1%),

*) Hicr ist zugleich der Ort, an welchem die néthigen Ubun-
gen mit den logarithmisch - trigonometrischen Tafeln, um zu
irgend cinem gegeb. W., log sin, log cos ete., und umgelkehrt,
zu einem gegeb, Logarithmus Sinus, Cosinus ete. den ent-
sprechenden Winkel zu finden, vorzunelmen sind,
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Drittes Capitel
Grundformeln zur Auflosung der geradlinigen
Dreiecke.

§. 41. Bezeichnet man in einem beliebigen geradl.
Dreiecke 4ABC (Fig. 5) die Winkel durch 4, B, C, die Fig. 5.
gegeniiberliegenden Seiten beziehungsweise durch a, b, o,
und fillt aus einem der Winkelpuncte, z. B. C, auf die ge-
geniiberstehende Seite das Perpendikel CD; so ist, wenn
man sich aus 4 mit dem Halbmesser 4C = b den Hreis-
bogen beschrieben denkt, CD der Sinus des W. 4 fiir den
Ialbm. b, und man hat, wenn, wie bisher, sin 4 den Si-
nus dieses W. A fir den Halbm, == 1 bezeichnet (§.30):
CD =10 sinA. Eben so ist, wenn der Kreishogen aus B,
mit dem Halbm, B C = a beschrieben gedacht wird, im
Falle das Perpendikel (Fig.5) CD in das Dreieck fillt:

CD = a sinB,
und wenn das Perpendikel (Fig.5) auflserhalb desselben
fallt: CD=asin a oder wegen sin a =sin (180 — B)=sin B
(§.13) ebenfalls CD = a sin B. Man hat also

bsinAd — asinB oder a: b — sind : sinb.

S- 42, Da es ganz gleichgiltig ist, von welchem
VWinkelpuncte das Perpendikel auf die gegeniiberliegende
Seite gefillt wird, so hat man eben so gut (was gleichfalls
aus der vorigen Proport, durch blofse Vertauschung der
Buchstaben folgt) auch

a:c=sind:sinC und b :c = sinB: sinC,,
oder allgemein
a:b:c=sind:sinB: sinC,
wodurch der erste und wichtigste Satz des geradl. Drei-
eckes ausgedriickt wird.

S. 48. Aus der vorigen Proportion a:b==sin A:sinB
folgt auch a ==b:a—b=sin 4+ sin B:sin A—sin B, oder




Fig. 5.

armmera tl "l- e

a+b  sind 4 sinB _ tang;(4+4B)
a—b " sind — sinB m,,g%(_gwy):
@27, d.i
a4b:a— b= tang (4 4 B) : tang; (4— B),
welche Proportion einen zweiten Hauptsatz des Dreieckes
ausspricht.

S. 44. So wie oben (§. 41) CD = b sind =a sinB
war, so ist auch (§.5, Zus.) (Fig.5) AD = b cos A und
BD = a cos B, folglich 4D 4 BD, d,1i

¢ = acosB - bcosA¥).

Analog mit dieser Relation hat man noch

b= acosC + ccos4d und a = b cos C 4 ¢ cos B.

Multiplicirt man diese 3 Gleich. beziehungsweise mit
¢, b, a; so erhilt man:
ac cosB 4 be cosd,
ab cosC - bec cos A,
ab cosC -} ac cos B,

und wenn man von der Summe der beiden erstern dieser
Gleichungen die letztere abzieht:

b* 4 ¢* — a* = 2bc cosd,
woraus endlich der dritte fiir das geradl. Dreieck wichtige
Satz folgt:

c?
b2
a‘l

I

b2 s S )
Cos 4 :—)—+;-[—-——f— oder a*=10*- c*— 2be cos4.
20c¢C

*) Dieselbe Relation findet man auch aus Fig. 5 mit Beriick-
sichtigung, dals

BD=qgcosa=—acosB und ¢e=AB= AD — BD ist.




Viertes Capitel.
Auflosung der geradlinigen Dreiecke.

a) Der rechtwinkeligen.

§.45. Obschon die Auflésung der rechtw. Dreiecke
in jener der schiefwinkeligen als besonderer Fall enthalten
ist, so verdient diese dennoch, der grofsen Einfachheit
wegen , besonders angefiihrt zu werden.

§. 46. Bezeichnet man (Fig. 6) den rechten VV. durch
C. die beiden spitzen V. durch 4 und B, also die Hypo-
tenuse durch ¢ und die beiden Catheten durch a und b;
so konnen hier blofs 5 verschiedene Fille vorkommen, und
sofort aulser dem rechten VV. gegeben seyn: 1, a,b, 3. a,¢
(gleichgeltend mit b, ¢), 3, @, 4 (analog mit b, B), 4. a, B
(anal, mit b, 4) und 5. ¢, 4 (analog mit ¢, B).

Ohne nun erst fiir alle diese Fille besondere Regeln
aufzustellen, ist es einfacher aus der blofsen Anschauung
der Figur dicjenige Relation oder Gleichung (nach §¢. 3
und 30) anzusetzen, welche die beiden gegebenen und das
gesuchte Stiick enthilt, und daraus das letztere zu bestim-
men, Wiren z. B, eine Cathete und der gegeniiberliegende
WV. gegeben und die Hypotenuse zu suchen, so wiirde man
unmittelbar aus der Figur (indem man sich aus 4 mit dem
Halbm. 4 B =c einen Bogen beschrieben denkt) a=csin 4
und daraus ¢ = a : sin. 4 haben. VVire dagegen die zweite
Cathete zu finden, so wiirde man ebenfalls aus dem Drei-
ecke selbst (indem man sich, um eine Relation zwischen
a, A, b zu erhalten, aus 4 mit dem Halbm, 4C = b einen
Bogen beschricben vorstellt) @ — b tang 4 und daraus
b=a:lang A = a cot A4 erhalten,

S. 47, Die Aufldsung der rechtw. Dreiecke liegt also
in den 5 einfachen Relationen: a*> 4 b2 = ¢?, a== c sin 4
= biang 4, b = ¢ Cos 4 = a cotA, und man erhilt,
durch Zusammenstellung aller vorkommenden Fille, fol-
gende Tabelle:

Fig. 6.




Gegebene Stiicke. Gesuchte Sticke.

= e e ———_
Die beiden Cathiteh a; 0. .. i 38 B 572 Gaes Va* 4 %, tangd = £
7]

Eine Cathete und die Hypotenuse ¢, ¢. . ., . . b — Voo — @t = a\Aanh:nl..av_ Siftd == m

Eine Cathete und der gegeniiberliegende W.a, 4., b = a<cotd, ¢ = —,
. Sin A
|.o ¢ N—
Eine Cathete und der anliegende W. 5, 4. . . . a=1 tang 4, ¢ = Cosd’
Die Hypotenuse und ein Winkele, £ . . . . . a=c¢ sind, b= ccosd, dabei ist iiberall
B = go® — 4.

§. 48, Diese Ausdriicke sind zugleich, mit Ausnahme des erstern, so beschaffen, dafs man darauf
die Logarithmen anwenden kann. Um auch den erstern dafiir einzurichten, setze man, da

b2

ce=Va+ b =a u..ThN

: : ; . b : . i
ist, und die Tangente jeden Werth von o bis co annehmen kann, — = tang ¢, wo ¢ einen Hilfswinkel
a
. a B - —_— <
bezeichnet; so hat man: ¢ == g V/i ~+ tang ¢* = a secy (. 15) oder auch (§F16) e = iy

Man bestimmt also zuerst aus der Gleich, log tang ¢ == log b — loga den Hilfswinkel ¢ und damit
aus der Gleich, loge = loga — log cos ¢ die Hypotenuse ¢

-




§.49. Zur Bestimmung der Fliche F des Dreieckes
hat man in den genannten 5 Fillen ganz einfach beziehungs-
weise: F = Tadb =%a \/(c L a)(c — a) = Za*cotd

=:btang A== c*sinAcos 4 oder (§.23) auch =Zc*sin24;

welche Aunsdriicke ebenfalls der logarithmischen Behand-
lung fihig sind,

Anmerk. 1. Die in den Relationen dieses und des §. 47 vor-
kommenden trigon. Linien eder Functionen bezichen sich,
wie man sieht, wieder auf den Halbmesser: 1, und kinnen,
wenn man will, nach §. 31, leicht auf jenen r gebracht wer-

(42
den; es gehen z. B. dadurch die Ausdriicke tangd — B
£
5 1 i ra
a=csind, F=zsa>cold u s, w, in tangd = —,
b
c sin.A a* cot 4 3 WL
a=———; I'= ———— u, s w. iiber. Allein wir zie-
r ar -

hen es vor, diese Formeln ungeindert zu lassen und dage-
gen bei der wirklichen Berechnung, nach §.39, die Loga-
rithmen der trigon. Functionen der Tafel, auf den Halbmes-
ser 1, und umgelkehrt, die gefundenen Logarithmen der auf
den Halbm. 1 sich beziehenden trigon. Functionen, zur Auf-
findung der entsprechenden Winkel, auf den Tafelhalbmes-
ser zu reduciren,

Anmerk. 2. Zur fhnng in den genannten 5 Fillen mag man
das Dreieck nehmen, in welchem a — 110806, b = 1480,
¢ = 185364, A = 36°42'38", B = 53°15 22", € = go
und F — 8232:886 ist.

b) Der schiefwinkeligen oder bheliebigen
Dreiecke.

§. 80. Bei der Auflésung der schiefwinkeligen Drei-
ecke konnen (da sich darunter immer eine Seite befinden
muls) gegeben seyn: L eine Seite und zwei Winkel; 11 zwei
Seiten und ein Winkel, und zwar a) ein gegeniiberliegen-
der oder f3) der eingeschlossene VV.; IIL alle drei Seiten.

§. 81. I Gegebeneine Seite und zwei Win-
kel, z.B. ¢, 4, B. Da in diesem Falle immer auch der
3. W. €= 180 — (4 B) gegeben ist, so hat man (§. 42)




Fig. 5.
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¢ia=sinC: sind und daraus' a = csin 4 : sinC oder
loga == log ¢ 4 log sin 4 — logsin C. Auf dieselbe Art er-
hélt man (wozu in der letztern Relat. nur a und &, also
auch 4 und B mit einander zu vertauschen sind):

logb = loge | logsin B — log sin C.

§. 82. Zur Bestimmung der Fliche F hat man (Fig. 5)
F= ;48.CD, oder da. 4B = ¢ und CD = b sin 4
= aisinB: ist:

F=3bcsind = ZacsinB (= Lab sinC);

s 5 : in B
es ist also im vorliegenden Falle, wegen bm”,z—n, sofort
sin C

T e c*sind sinB __ ¢*sind sinB

Zur Ubung dieses und der folgenden Fiille kann das Drei-
eck dienen, in welchem a = 3652, b = 4834, ¢ = 5562,
A = 40°2273656, B = 59°1"46"34, C = 80935 471 und
F = 870'826 ist. (M. s. Handb, der Trigonom,, S,08 u. f.)

§:83. Il a) Gegeben zwei Seiten und ein
gegeniiberliegender Winkel, z B. a, b, B, In
diesem Falle hat man ebenfalls wieder (nach §. 42)

birshg ==sin Biy: sintdl
und daraus sind = asinB : b oder
log sin A == loga -} log sin B — logb.

Entspricht nun diesem so berechneten Logarithmus
Sinus in der Tafel der VV,w, welcher also (§. 37) jedenfalls
ein spitzer ist; so kann im Allgemeinen (weil beide VWinkel
denselben Sinus haben) 4 ==a und = 180° —« seyn. Ist
aber B der der grélsern Seite gegeniiberliegende VV.,
also a <&, so ist auch 4 < B, und es kann ven den beiden
Werthen nur jener 4 = a < go° gelten, so, dals in die-
sem Falle das Dreieck vollkommen bestimmt ist. Liegt hin-
gegen der gegeb. W. B der kleinern Seite gegeniiber,
ist nimlich @ > b, also auch 4> B; so kinnen, ohne ge-
gen diese letztere Bedingung zu verstofsen, beide Werthe :




A=a< go und 4==180—a> go gelten, so dals es in
diesem (unbestimmten) Falle zwei Dreiecke oder Auf-
lgsungen gibt (wie diefs Alles auch aus der Geometrie schon

belkannt ist),
Im 1. Falle ist ferner, nachdem 4 == a gefunden ist,

C =180 — (44 B), und aus ¢: b =sinC: sin B, wenn
man gleich Logarithmen nimmt:

loge = logb |- log sinC — logsin B,
also auch C und ¢ bestimmt, Im 2. oder unbestimmten
Falle aber erhilt man, wegen des zweifachen VVerthes von
A, auch 2 Werthe sowohl fiir C als fiir ¢, die den erwihn=
ten beiden Dreiecken entsprechen.

§. 84, Zur Berechnung der Fliche hat man (§. 52)
F = lacsinB, oder da aus der Gl (§.44)
b* = a* -}~ ¢* — 2ac cos B,
wenn man sie nach ¢ auflést,
¢ — @ oS B T Vb: — a® sin B? folgt ¢
F = ‘asinB [acosB + Vb — a* sin B*].

Fiir b > a, d. 1. im bestimmten Falle, ist

: — g*sinB* > a* — a® sin B* = qa® cos B,
also Vbt — a® sin B> > a cos B; es kann also, da F posi-

tiv seyn mufs, vor der VWurzelgréfse nur das Zeichen -~
gelten. Fiir b < a, oder im unbestimmten Falle aber, ist

Vb — a* sin B* < a cos B, und es konnen, ohne das F ne-

gativ ausfillt, beide Zeichen genommen werden, wodurch
also auch F zwei verschiedene, den vorhin genannten bei-
den Dreiecken entsprechenden VWerthe erhilt.

It

Nimmt man, um auch ein Beispiel fur den unbestimmten
Fall zu haben, von dem oben (§.52) angegebenen Dreiecke, in
welchem @ < b ist, @, b und A als gegebene Stiicke ; so findet
man, aufser dem eben genannten Dreieck, aunch noch jenes:
@ = 3652, b = 4834, ¢ = 180339, A = 40°23" 2656,

— 120°58 1366, C = 18°39 19”78 und F = 282:352, wcl-
ches der Bedingung der Aufgabe entspricht.




§-85. IL ) Gegeben zwei Sciten und der
eingeschlossene Winkel, z. B. a, b, C. In diesem Falle
hat man zur Bestimmung der beiden fehlenden Winkel 4 und
B(§.43): ad-bia—b=tang: (4+B):tang (4 — B), und
daraus mit Anwendung der Logarithmen: logtang: (A—B)
= log (a —b) - log tang 2 (A4 By — log (a4 8), in wel-
chem Ausdrucke, wegen (A4 + B) = go — X(C, auch
cot; C statt tang*(4 - B) gesetzt werden konnte, Danun
durch C die Summe (44 B) = s bekannt ist, und aus
der vorigen Gleich. ; (4 — B) = d gefunden wird; so ist
A=35 -+ d und B = s — d; dabei ist fiir a>b, weil d
positiv ausfillt, auch 4 > B; fir a < b, wird d negatiy,
also auch 4 < B (im letztern Falle kann man auch a mit b
verwechseln, oder iiberhaupt immer die grofserc Seite
durch a bezeichnen), '

Nachdem die YV, 4 und B bestimmt sind, Lann man
die Seite ¢ nach dem Satze ¢:a = sinC : sin 4, woraus
log ¢ = log a 4 log sinC — log sin 4 folgt, berechnen.

§. 6. Umaber, was oft nothwendig und wiinschens-
werth ist, diese dritte Seite ¢ unmittelbar aus den gegebe-
nen Stiicken zu finden, hat man (§. 44)

¢* = a* 4 b* — 2ab cos C,
oder, wenn man zur Anwéndung der Logarithmen, zum
2, Theil der Gleich. 2ab addirt und abzieht , und noch be-
riicksichtiget, dafs (§.23) 1 4 cos C = 2 cos: C2 ist:

L b 3 ,, 4abcossCe
¢ = (a+b)} — 4ab cost C = (a-b): (: “"‘(5;7}y-—)’
Lab cost C? i
W = cCos ¢~ setzt, wo ¢
einen Hilfswinkel bezeichnet, auch: ¢* = (a=}b)* sing*
oder ¢ = (a4 b) sin ¢.
Nachdem man also aus der Gleichung (die aus der vo-
rigen fiir cos ¢* folgt)
log cos ¢ = log 2} log cos 1 C -}~ + (log a+-log b) — log (a--b)
den Hilfsw. ¢ bestimmt hat, findet man ¢ aus jener:

logc = Eog ((z + b) + Zog Siu .:g'

und wenn man endlich
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§. §7. Fiir die Fliche hat man hier unmittelbar (§.52)
F=1ZabsinC.

Bestimmt man die Seite ¢ nach dem vorigen §., so findet man
dazu den Hilfsw. ¢ = 40°57 8:"85.

§. 58, IIl. Gegeben alle drei Seiten a, b, c.
In diesem Falle hat man zur Berechnung des V. 4 (§. 44)

a) Cos 4 = g A oder, wenn man, um diese For-
20¢
mel fiir die Anwendung der Logarithmen geeignet zu ma-

chen, den halben VV. hineinbringt und zuerst (§. 23) cos 4

= 2cosLA* — 1 setzt und gleich 2 cos; 4* hestbinint
2cos A — (b+c)—at = (!'14—0—}-&)(];_1_3.__(1),
: sbe 2be

oder wenn man Hiirze halber a -} 0 |- ¢ = 2s setzt, wo-
durch b +¢ —a=2(s—a), ad+c—b=2(s—b) und
a-b—c¢c=2(s—c) wicd, auch

3 4S5 (s—a) s(s—a
2cos: A* = 7 oder cossd = —b-—) -
20¢ c

§. 89. Setzt man dagegen in der vorigen Gleich. a),

Cos A=1—2sint A* ({.23) und bestimmt daraus 2 sin; 4%,

so erhiilt man, mit der vorigen Annahme von a6+ c=2s:

a*—(b—c)* _ (a4b—0) (adc—b)  4(s—c)(5—D)
= 2be at. abc

2 sin A* =

: b e
oder sintd = (_s__ﬁ_c)
2 be

S. 60, Wegen tangsd = sint A : cos; A und (§, 23)

sind = 2sintd cos: A hat man auch noch:
?Y——_b) (s —€)
ngitd = V_——- un
g S(s—ua) d

sind = 7= V5(—a) 6—5)(s—0).

Durch blofses Vertauschen der Buchstaben findet man
aus diesen 4 Formeln die analogen zur Berechnung der bei-

den iibrigen VWinkel B und C.




(Uber die Yorziige, welche in der Anwend, die 3 erstern
Formeln vor der letztern gewihren, beim miindlichen Vorirage 3
auch s. m. Handb. d. Trigbii:, S, 113.)

§. 61. Um endlich noch die Fliche in diesem Falle
zu bestimmen, hat man aus (§.52) F=1p¢sind, wenn
man fiir sin 4 den VWerth aus dem vorigen §. substituirt:

= Vs (s—a) (s—b) (s —c).
Zur fernern f‘bung mégen noch die beiden Drefecke djo-
nen: a = 842'7, b = 6923, ¢ — Gogro45, 4 = 88°5 428,
B =550 11" 392 ;) =360 12°45", F= 1743787, und o= 246,

b= 328,0_.21.:,4_—4@33 1,9,8_900.;73.5 ‘B8,
C = 40°57" 18”28, L' = 264442,

Fiinftes Capitel

Grundformeln zur \1.ﬂoauno der dialm; ischen

Dreiccke.

Fig. 7 §. 62, Es sey ABC C (Fig.~) ein auf der Hugel vom
Mittelpunct O und Halbmesser O 4 — OB= 0C =1 lie-
gendes sphirisches Dreieck, dessen VWinkel wir wieder
durch 4, B, C und gegeniiberstehende Seiten durech a, b, ¢
bezeichnen. Zieht man im Winkelpuncte C an die beiden
Seiten oder Rreisbogen C4, CB die Tangenten C1D, CE
(die also henehunﬂsw in den Ebenen C O 4 und CO]) lie-
gen) und die Secanten O 4D und OBE; so ist (wegen
Halbm. = 1) CD = tangb, CE — langa, OD = sech
und OF = seca. Nun hat man aus den beiden geradls
Dreiecken CDE und OD E nach §.44:

DE* = CE* 4- CD* — 2CE.CD cos DCE
=k -+ OD* — 20E.0D cos DOE,
oder, wenn man substituirt und noch ]JClllCl\SlCh[l"Ct dals
W. DCE = sph. W. C und W. DOE = WW.c ist:
langa® 4 tangb* — atanga tang b cosC

= seca® - secb® — 2seca sech cos c;
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und wenn man abliirzt, da (§. 15) seca* = 1 - tang a*
ist, auch Zanga tangb cosC == seca secb cosc — 1, aus
welcher Gleich., wenn die Tangenten und Secanten durch
Sinus und Cosinus ({. 10) ausgedriickt werden, sofort folgt:
cos O =T 0 Sl w,m-)“‘-'-f)-.
St a sth o
S.63. Bezeichnet man in derselben Ordnung die VV.
des zugehorigen Polardreieckes (Fig. 9) durch 4, B', C'rigs,
und die gegeniiberl. Seiten beziehungsweise durch @', b, ¢
so ist bekanntlich:
A - ad =— 180, B Jr b = 180, C + ¢ = 180° und

A" a = 180, B'+- b =:aBoy C'—c 180°%),
also @ = 180. — A', b= 180 — B, g =180 — C’ und
C = 180 — ¢, mithin wenn man diese Werthe in der vo-

rigen Formel substituirt (d. h. auf diese die Eigenschaft des
Pol. Dr, anwendet) ({§.13):

— Cos¢ =5 (— cos C'— cos A' cos B") : sin 4" sin B',
oder, wenn man zugleich die Aceente weglafst, indem diese
Relation nun in jedem sph. Dreieche gilt:

cos C 4 cos A cos B
TS € == *- 3 e e

.

sinn A sin B

*) Da diese Eigenschaft des Pol. Dreteckes nicht in allen Lehr-
biichern der elem. Geometrie vergetragen wird, so wollen
wir diese hier kurz nachweisen.

Beschreibt man auf der Hugel aus den Winkelpuncten
A, B, € des sph. Dreieckes 4 B C (}ig.38), als Pole, mit
der Eatfernung von go® grofste Hreisbogen ; so entsteht das
zugehorige Polardreieck 4'B°C’, Dieser Construction zu-
folge stebt aber 4’ sowohl von B als auch von C um go°
ab, also ist 4’ der Pol des grofst. Hreisbogens-B C. Eben
so sind B’ und C’ die Pole der Biigen 4C und AB; so
wie also A'B'C’ das Polardreieck des Dreieckes 4B C, so ist
auch umgekehrt 4 BC das Polardreieck von jenem A'B'C,

Nun ist (da D& das Mafs des sph W. C, und FG jencs
des W. €' ist)

C+4+ 4B = DE 4+ A'B =DE+& AE - BD — DE
= AL 4 B'D'= g0 4 go

(weil 4’ der Pol von C E und B’ jener von CJD ist) s i

C 4+ ¢’= 180°, und damit analog: B4 b'= 180, A - a'= 18o.

Ferner ist C'4 AB=I"G 4| AB=FB+4G A— 4B AB

= FB 4 GA = 9o 4 go (weil B der Pol von FFC" und 4

der Pol von C'G ist), oder €' ¢ =180 und damit dnalog

auch B'4-b =180 und 4’4 a=180:

Hurg's Compendium d. hoh. Math, 3
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§. 64, Driickt man (auf dhnliche Art, wie in §.58)
in der Formel von {. 62 cos C durch den halben VV. aus,
so hat man zuerst fiir cosC =3 2¢os 2 C* — 1;

STl sinasinb 4 cosc—cosacosh  cosec—cos (a4-b)
2cos+C*= - - = T )

sina sinb sina sinb
oder (§. 26)
i a.fiuf(a-kb-|-c)sin§(rr,+bic)
2 eost C* — - ! ;
A sina sin b

und wenn man wieder @ 4 b -~ c= 25 setat (vergl. §.58)

sin s sin (s — ¢)

endlich: cos>(?* =

sina sinb
Analog damit ist noch:

Sins sin(s— b) ] sins sin (s— a)
cos B = und cosi At =

* sina sinc

sinh sine

§.65. Setzt man dagegen cosC = 1 — 2 sin = (C?, so
erhilt man eben so (wieder mit Riicks, auf § 26):

e cos (b—a) —cos e ) .fifzf(b—{-c—n)siu:': (a+c—b)
4 sina sinb

sinea sinb
o sin (s— a) sin (s —b)
g L hi - gl
d.i. siniC* = - -
sina sinb

und damit analog (durch blofse gehorige Vertauschung der
Buchstaben):

sin (s—a) sin (s—c) vy g St (s—Db) sin (s—c)
und sinl fr=

sins B*=

sina sin ¢ sinb sinc

§. 66. Setzt man Kiirze halber

sin s sin (s — a) sin (s— b) sin(s—¢) = w,
so hat man aus den Formeln der beide

n vorigen {§., nach
der Relation (§. 23) sin a = 25in

~a costas
2 a
2w

" 2ty
sind =

. 2w
S sinC =

sinb sinc sina sine’ sén w sin b’

und daraus folgt:
sind : sinB i sinC = sina : sinb : sin %
ein wichtiger (und jenem in §. 42 analo

ger) Satz der sph.
Dreieche,




'§.67. Ausden erwihnten Formeln der {§. 64 und 65
erhilt man durch Multiplication und Division:

sin=A* cos + B sin(s— b)2

- e oder
cos 7 C2 sinc*
) sint A cos B sin (s—Db)
o — b
cos% C sine
und auf die nimliche Art:
B sin~B cos3 A sin (s — a) ) cos =4 cost B sin s
§ = — 1) — = —
cos-;-C sinc sin C Sin ¢
5) sint A sint B sin (s—¢)
— —
L sin ¢

sin7 C
Die Gleichung [3) zu jener «) addirt und dayon sub-
trahirt gibt mit Riicksicht auf die Relat. in §.20:
siny (4+B) T sin(s—0b) & sin(s—a)
?

e

cos—;- C sin ¢
oder, wenn man Summe und Unterschied des 2, Theils der
Gleich., nach §. 26, in Producte verwandelt, fiir sine;

2 siny ¢ cos%C setat und abliirzt:

sin=(A4-B 5 = (@ —1
TI!?,L+J)=C( s (a—1Db) e

cos3 C cosyc
sin s (A —B) sin~(a—"Db)
cosy C sinzc

Genau chen so gibt die Verbindung von y) &) mit
Riicksicht auf die Relat. in §§. 21 und 26

cos 5 (A—B) sin>(a-b)

3 , = und
) sin = ¢ sin ;e
cos3(A+B) cos—(a+b)
sing C cos; e ‘

welche 4 Formeln gewdhnlich die G au [sischen heifsen.

S. 68, Dividirt man von diesen 4 Formeln 1) durch
4) und 2) durch 3), so erhilt man, den Factor tang > C
=1 :cotC gleich in den 2. Theil der Gleich, gebracht:

Ea=b ,
L tangi(4- B) = i%:—_(%:f_: cotC,

3
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IL. tang (4 — B) = LITM col = C,
sins (a—4b)
und wenn man auf diese beiden Relationen die Eigenschaft
des Polardreicckes anwendet, wodurch (§. 63) (44 B)
=180 — I (d4-b), L (4—B)=—1(d—¥), :Cm=go—1¢
und ; (a<4-6)=180—1(4'4-B"), s(la—b)=—1(4'—B),
;¢=9o—>C' wird, nach Hinweglassung der Accente und
der (mit Riicksicht auf .11 und 13) ganz einfachen Re-
ductionen :
III. tang r (a-b) = w tangLe,
cos3 (4 - B)
1V. tang:(a—b) = ii_’i,%(/t___ﬁ) tangte,
sing (44 B) 3
vier Formeln, welche unter dem N

amen der Neper'schen
Analogien bekannt sind.

Sechstes Capitel.

Auﬂ('jsung der sphiirischen Dreiecke.

a) Der rechtwinl{eligen und Qua{lrant(‘.n-

Dreieche.

§.,69. Da die Summe der 3 Winkel eines sph. Drei-

eckes iiberhaupt zwischen 2 und ¢ rechten VWinkeln einge-

schlossen ist, so kann ein rechtw. sph. Dreieck 1,

2 oder
3 rechte VV. besitzen.

Weil aber bei der 2, Gattung 2 Sei-
ten Qundmnlen sind, und die 3. Seite das Mals des schiefen
W., also eines durch das andere gegeben ist, bei der letz-
tern Gattung hingegen jede Se

ite ein Quadrant, also auch
hier ‘alles bekannt ist;

so haben wir es hier blofs mit der
erstern Art von rechtw. Dreieclen zu thun,

§. 70. Man bezeichne nun wieder den rechten VV.
durch- €, die beiden schiefen VY. durch A und B; also die

Hypotenuse durch ¢ und die Catheten durch ¢ und b; so

Lonnen, dajede auflésende Gleichung 3 Stiicke: die beiden
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gegebenen und das gesuchte enthalten mufs, diese der
Reihe nach seyn:

Bed, cdb, Aba, bab, aBe,

ach, BAda, cbB, Adac, VB4,
s0, dals also bei der Auflésung der rechtw. sphir. Dreiecke
im Ganzen 10 Fille, wovon jedoch, da der 4 , 5., 9. und
10. Fall mit dem 3., 2., 8. und 7. identisch ist, und durch
blofse gehorige Vertauschung der Buchstaben entsteht, nur
6 wesentlich von einander verschieden sind, vorkommen,
Man erhilt diese 1o auflésende Gleiclxungen, ohne Riick-
sicht auf ihre Ordnung, ganz leicht auf folgende Weise,

§. #1. Aus den Relationen in den §{. 62, 63, 66 hat
man der Reihe nach,; wégen C == go° also sinC =1 und
cosC = 0: 1) cosc==cosa cosb, 2) cosc= cotAcoth
und sina : sinb s sine = sind 1 sinB : v coder

3) sina = sin A sinc, sinb == sin B sinc.

Setzt man diesen Werth von cos¢ aus 1) in (§. 62)

cosa — cosbh cosc

ayi'eos A == ; -
) sinb sinc ?

so erhilt man:

cos a (1 — cos b?) casa sinb
i e s i i B —
sinh sine sinc y
: sina
oder [3)] wegen sinc = ——, auch
[ )] % sin A’
4) cot 4 = cota sinb, und analog cot B = cotb sin a.

Der aus 1) folgende Werth cosa = cosc ! cosh, in
a) substituirt, gibt

cosc (1 — cos b®) cosc sinh

cos A = oder

sinb cosb sinc " cosb sine
5) cosd = tangb cotc und cos B = langa colc.

Diese erstere Gleich. 5) mit jener [3)] sin be=sinBsinc
multiplicirt, gibt
sin B cos c sinB cosa cos b

cos A = = [1)] oder

cos b cosh

0) cos A = cosa sinB und cos B = cosb sin 4,
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§.72. Diese 10 auflssenden Gleichungen lassen sich
auch aus 2 sehr einfachen und leicht zu behaltenden Sitzen,
den sogenannten Neper'schen Regeln ableiten. Beriick-
sichtiget man némlich, dafs oben (§. 70) in den beiden ho-
rizontalen Gruppen von den 5 Stiicken des Dreieckes : ] S
b, a, B (da der rechte VWV, C nicht vorkommt) jedes der
Reihe nach Mittelstiick ist, und die beiden iibrigen in
der erstern Reihe die diesem Stiicke anliegenden, in
der 2. Reihe aber die gegeniiberlie genden Stiicke
sind, und schreibt man noch iberall in diesen beiden Grup-
pen statt der Catheten ¢ und b ihre Complemente go —a
und go—2b; so bestehen diese beide Regeln in Folgendem:

1. der Cosinus des Mittelstiickes ist gleich
dem Producte der Cotangenten der anlie-
genden Stiicke;

2, der Cosinus des Mittelstiickes ist gleich
dem Producte der Sinus der gegeniberlie-
genden-Stiicke.

Anmerk, Die Richtigkeit dieser beiden, die simmtliche Auf-
Igsung der rechtw, sph. Dreiecke enthaltenden Regeln folgt
daraus, weil durch ihre Anwendung auf die beiden obigen,
alle hier moglichen Combinationen darstellenden Reihen
(§. 70) die vorigen 10 Gleichungen erhalten werden. So
erhilt mait aus der 1, Reihe nach der 1, Regel:

cose = cot 4 cotB [Gl, 2)],

cos 4 = cotc cot(9o—b) = cote tangh [5)] w s, w.3
aus der 2, Reihe nach der 2. Regel:

cosc = sin (90 —a) sin (9o —b) = cosa cos b [GI, 1)],

cosd = sinB cosa[6)), sinb = sinc sinB [3)] u. s. w,

Sind also z.B. die Cathete b und der anliegende W. A ge-
geben, und soll die andere Cathete @ bestimmt werden ; so
wird man von diesen 3 Stiicken jenes zum Mittelstiick wiih-
len, wodurch die beiden iibrigen entweder anliegende oder
gegeniiberstehende Stiicke werden, und dann im 1. Falle
die 1., im letztern die 2. Regel anwenden, Man sieht hier
sogleich, dafs b als Mittelst. genommen, die beiden itbrigen
A und e anliegende Stiicke werden; man hat daher nach
der 1. dieser N e p e r'schen Regeln :
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cos (go — b) = cot 4 coi(go—a), & i
sinh = cot A tanga [Gl 4)],
und daraus: tenga = tang 4 sinb, und so in allen iibrigen
Fillen,

§. 78. Bei der Auflésung der sph. rechtw. Dreiecke
kommt ebenfalls ein unbestimmter Fall vor, und es
ist jener, .in welchem eine Cathete und der gegeniiberste-
hende W., z. B. a und 4 gegeben sind; in diesem Falle hat
man nimlich zur Bestimmung der Hypotenuse [Gl. 3)]:

sin'a i 4
, und da ¢ aus dem Sinus gefunden wird, o

SinC— —
sin A

gibt es (vergl. §. 53) fiir ¢ zwei Werthe, also auch in die-
sem Falle 2 Dreiecke *). Um indels noch niher zu unter-
suchen, ob nicht in besondern Fillen ¢, also das Dreieck
dennoch bestimmt seyn kann, dienen folgende Betrach-

tungen.

S. '74. Aus der Relation 4), §. 67, in welcher die
Nenner sin 2C und (da fiir jedes aufzulos. Dreieck’c <180°
ist) cos*c¢ immer positiv sind, folgt (was auch aus I, . 68
hervorgeht), dafs cosZ(4+ B) und cos;(a-b) immer ei-
nerlei Zeichen besitzen, also 4-1-B und a--b von einer-

Ter Avt,~d 1 fir A-—I—B%IBU auch a—«l—b% 180 und

umgekehrt sey; eine Eigenschaft, welche fir jedes sph.
Dreieck iiberhaupt, also auch fiir das rechtw. gilt.

§.'75. Fir das rechtw. Dreieck folgt inshesondere
aus 4), §. 71: sinb =tanga.:iang4, und da sinb immer
positiv ist, so haben auch fang a und tang 4 immer dasselbe
Zeichen, oder es sind die Cathete und der gegeniiberste-
hende VWinkel immer von einerlei Arvt, d.h. es ist fir

> ; >
a = go zugleich auch 4 = go.
< 9 g < 9

*) Man kann, wenn man will, auch die beiden iibrigen Stiicke
b und B durch ¢ ausdriicken, indem man [Gl. 1) und 5)]
cos ¢

cosh = und cos B = cotc¢ tanga hat.

cos @
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§. 76, Istnun, um aufunsern unbestimmten Fall (§.73)
zuriick zu kommen, 1. 4=—q0?, also A4 C=180, mithin
(§- 74) auch a 4-c¢=180; so ist, wegen (§.75) a =go, so-
fort e=qo, also bestimmt (vergl. ﬁ 6g). Ist 2, A< go,
also A--C' 80, folglich (§: 74) auch a4 e<180; so ist,
wegen (§. 76) @ < qo, sofort ¢ 2 go*), also unbest., aus-
genommen, es wirde der stumpfe W. ¢ 180 —a (wo-
durch gegen' die vorige Relat. a -~ c§ 180 ausfiele) , dann
miifste der spitze W., d. i. ¢<go genommen werden, wo-
durch dasDreieck bestimmt wire. st endlieh 3. 4> 99,
also 4~ C>18o, folglich (§. 74) auch « +¢>180; so ist,
wegen (§. 75) a> go, sofort ¢ = go, also unbest., aus-
genommen, es ficle der spitze W. ¢ = 180 —a aus (wo-
durch a -~ ¢ Z 180 wiirde), dann kénnte nur der Werth
c>qo gelten, wodurch also auch das Dreieck bestimmt
wire,

Anmerk Aufser diesem angefiihrten Falle sind, wie man
leicht sicht, alle fibrigen vollkommen bestimmt, indem die
gesuchten Stiicke durch die Tangente, Cotangente oder den
Cosinus bestimmt werden, Der einzige Fall, wo noch der
Sinus vorkommt, ist jener, in welchem die Hypotenuse ¢
und ein W., z. B, 4 gegeben sind und die Cathete o gesucht
wird; denn man hat dafiir [3)]: sine = sin.d sinc, hier

ist aber a S 9o zu nehmen’, je nachdem (§. 75) der gegeb.

W. 45 9o ist.

o

Zur Ubung kann man von dem Dreiccke, in welchem
A =239 99" 49, B = 66°58 08, a — 4°°35" 262,
b= 10°389" 40" und ¢ = 11935 49" ist, abwechselnd 2
Stiicke als bekannt annehmen und das 3, bestimmen.

Ein 2, Dreieck ist: @ = 270 48, b = 69° 9" 479,
¢ =71°389 37", 4= 2¢°25 44" und B = 79° 56° 4.

§. 77, Ein Dreieck, in welchem eine Seite, z B.

¢ == go° ist, heilst ein Quadrantcn-Dreieck, und
da in dem entsprechenden Polardreiecke (5 63) der WV,

*) Finde man ¢=go° (was fiir c—= 4 geschieht) , so besiifse
das Dreieck 2 rechte W. (C = B=— 90) und wire (da auch
b= go wird) vollkommen bestimmt.
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C' = 180 — ¢ = go, das Dreieck also ein rechtwinkeliges
ist; so kaon dieses nach den obigen {.{. aufgelost werden,
wodurch dann auch, wenn man wieder auf das urspring-
liche Dreieck zuriickgeht, dasselbe bestimmt ist. VVire
z. B. in einem solchen Dreiecke c== 0% a und B gegeben;
so wiren esindem bei C’ rechtw. Polardreiecke die Stiicke
A' —180—a und b'=180— B, welches sofort aufgeldst
wieder die Stiicke b =180 — B, 4 =180—a und
C=180—¢ des Quadrantendreieckes gibt.
Zur Ubung kann das Dreieck dienen: a = 32° 57" (7
b= 66° 32", ¢ = go°, A= 23%4¢ 265, B = 4a2° 56' 12”3
und C = 132% 2" 44 6.

b) Der schiefwinkeligen sphéirischen
Dreiecke.

§. 78. Bei der Auflssung der schiefw. sph. Dreiecke
Lonnen die 3 bestimmenden Stiicke seyn: I die 3 Seiten;
II. die 3 VWinkel (weil nimlich ihre Summe nicht wie im
geradl. A unverinderlich ist); TIL 2 Seiten sammt dem ein-
geschlossenen VW.; 1V, 2 Winkel und die zwischen liegende
Seite; V. 2 Seiten und ein gegeniiber liegender VV.; end-
lich VI. 2 Winkel und eine gegeniiber liegende Seite.

§79. L Gegeben die 3 Seiten a, b, ¢ In
diesem Falle findet man den VWWinkel A nach einer der For-

. sin(s— D) sin (s — :
meln (§. 64) sin- 4 = V”” bl i X LBk, (wobei fiir £ 4

sin b sinc

sins sin(s—a)

;)

immer der spitze W. gilt) oder cos.2 4= V

T sinb sine
oder nach der aus beiden durch Division entstehenden von
tang * 4, welche Formeln zugleich die Anwendung der Loga-
rithmen gestatten. Zur Berechnung der beiden iibrigen WV,
B und C dienen die analogen, durch blofse Vertauschung
der Buchstaben aus den eben genannten abgeleiteten For-
meln,

Zur Ubung dieses und der folgenden Fille kann das Dreieck
diencn, in welchem a=50° 54 32", b= 37° 45" 18", ¢ =74°51" 50",
A= §4°10" 40"78, B=33° 22" 44"*86 und €= 119°55 6" ist.
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§.80. IL. Gegeben die 3 Winkel 4, B, C.
Zur Bestimmung der Seite @ wird man am einfachsten auf
die vorigen Formeln die Eigenschaft des Polardreieckes an-
wenden, indem sich dadurch die Seiten in VVinkel und die
Winkel in Seiten verwandeln. Man erhilt néamlich, wenn
A' B 4-C =8 also A4+B-}C=S gesetzt wird, wegen
§=270°— 18,  s—a=qo—(§'—4"), s—b=qgo—(S'—B),
$=—e=90—(5'—C"), b=180— B und ¢=180—C’, mit
I—Iinwcg!assung der Accente:

eyt — cos5 8 cos (8§ —A)
sinlag— . e und
> sinb sinC

ot — \/cu.s‘ (8—B) cos (§—C)
I sin B sinC ?

woraus auch ganz einfach (§§. 16, 23) die Formeln fiir
tang ;a und sina folgen. Durch gehorige Verwechslung
der Buchstaben erhilt man auch die analogen Formeln zur
Berechnung von b und e,

Anmerk Dain jedem sph. Dreieck 44 B-L-C> 2R und < 6R,
also 5 (A4-B4C), d. i. §> R und < 3R ist; so0 ist (§. 8)
cos § immer negativ. Da ferner § — 4 = +(B+C—4),
und im entsprech. Polardreieck b’ -4 ¢ > & oder (§. 63)
180 —B 1180 — C>180—- 4, d.i. ~(B+ C— A4) < go° ist;
50 ist ¢os (S— 4) immer positiv (was auch fiir cos (S— B)
und cos (§— C) gilt), also die obige Wurzelgri(se in sin;a
fiir jedes migliche Dreieck reell,

§.81. M. Gegeben 2 Seiten sammt dem
eingeschlossenen Winkel, z. B. a, b, C. Um zu-
erst die beiden W. £ und B zu bestimmen, wendet man die
beiden Neper'schen Analogieen I. und II., §. 68, welche
sich auch logarithmisch Lehandeln lassen, an, und berech-
net nach der erstern £(A4 --B) =s, und nach der z.
37(4—B)=d; so hat man Ad=s+4d und B=s-—d (wire
A< B, so diirften nur 4 und B mit einander verwechselt
werden). Sind die Winkel bestimmt, so findet man die
3. Seite ¢ nach einer der Relationen (§. 66)

sinc = sina sinC 3 sinA == sinb sin C : sin B.
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§. 82. Um jedoch diese Seite ¢ unmittelbar aus den
gegebenen Stiicken zu bestimmen, hat man aus . 62:

cos ¢ = cosa cosb 4~ sina sinb cos C,
oder, um diese Formel zur Anwendung der Logarithmen
geeignet zu machen, wenn man im 2. Theil der Gleich.
sina sinb addirt und abzieht und gleich reducirt:

cosc = cos(a-b) - sinasinb (1 4 basC)

— cos(a=b) 4 2sina sinb cos;C* (§. 23),
und wenn man auch fiir cos¢ den Werth 1 — 2 sin ; ¢* setzt
und 2 sin ¢t bestimmt:

2sintc = 1 — cos(a--b) — 2sinasind coss C*
= asini(a-b)? = asinasinb cos;C*,
sina sinb cos+ C>
sins (a<Db)*
sintct = sint(ab)*(1—cosg?), d. i
sinte = sin>(a-} D) sin ¢,

oder wenn man

= cos p* setzt:

Man wird also aus dieser Gleichung, auf die sich nun
die Logarithmen anwenden lassen, die Seite ¢ berechnen kén-
. tcos s € Y :
nen, sobald man aus jener cos¢ = —; V sina sinb,
sins (a-+b)
die sich ebenfalls logarithmisch behandeln lifst, den Hilfs-

winlel ¢ bestimmt hat *).
Fiir das obige Dreieck (§. 79) findet man, wenn ¢ auf die hier
vorgetragene Weise gesucht wird, den Hilfswinkel
@ = G6o° 24 13”6,

§. 83. IV. Gegeben 2 Winkel sammt der
anliegenden Seite, z B. 4, B, c. In diesem Falle
erhilt man die simmtlichen néthigen Formeln aus jenen des

vorigen Falles; indem man auf dicse das Polardreieck an-

*) Setzt man dagegen sing = COs-:—C\/.sin. a sinb, so folgt:
(§.28) sintc> = siny (a-b)r — sing*
— sin(2(a+0b) + o] sin[5(a+b) — gl.
Nach dieser Art findet man fiir das obige Dreicck

ot P
of

@ ==120% 1% 4675,
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wendet, So wird man zuerst wieder aus den beiden Ana-
logien IIL und IV., {. 68 (welche chbenfalls auch auf die er-
wihnte Art aus I, und II, entstehen), die Seiten a und 5, und

% . ; sin ¢ sin A sincsinB
dann nach einer der Relationen sin C = —

sina ~ sinb
den 3. Winkel C, oder wenn man diesen durch die gegebe-
nen Stiicke unmittelbar (jedoch mittelst eines Hilfsw.) aus-
driicken will, aus der Formel cos:(C = sin= (A B)sing
bestimmen, nachdem man frither den Hilfsw. ¢ nach der
sinte
garithmen berechnet hat *).

Gleich. cos¢ = V'sin 4 sin B mit Hilfe der Lo-

Das obige Dreicck als Beispiel gewihlt, findet man hier
o = 639 3’ 517,

§-84. V. Gegeben 2 Seiten und ein gegen-
iber liegender Winkel, z B. a, b, 4. Hier be-
stimmt man zuerst den V. B aus der Gleich.

go b = .s‘mb sin A (g (J()),

T sina
und dann nach der Relation (L., §. 68)
cos 5 (a-b)
cos = (a—b)

cotlC — tang + (4 -} B)

den W, C, so wie endlich mittelst dieses VV. aus der Formel

. [ in C : .
sing ="~ "2 oder ohne diesen aus jener (§. 68, 1I1.)

sin A
tang ;¢ = tang* (a--b) w—siﬂ die Seite e,
¢os (4 —B)

§. 85. Um aber auch C und ¢ unmittelbar aus den
gegebenen Stiicken zu bestimmen, hat man (um eine Relat.

*) Oder man bestimmt den Hilfsw. aus

sing = sinsc V sind sin B,
und dann € aus der Gleich ung :
cos 3 C* = sin[1 (44 B) + ¢] sin [ (4 + B)— o)
(welche Relationen ebenfalls aus den beiden vorigen der

Note mit Hilfe des Polardr, fuilul) Fiiv das obige Dreieck
erhiilt man ¢ = 22° 6 30”93,
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zwischen a, b, A, C zu erhalten) (§. 62)
cos A == (cosa — cosb cose) :sinb sine,

oder wegen cosc == cosa cosb - sina sinb cos C (aus §. 62)

"

auch:
cos @ — cos b cosc=cosa (1 — cosb*)-—sin a sinb cosb cosC,

also wenn man (da 1 — cos b* == sin b* ist) durch sinb ab-
kiirzt :
cos A = (cos a sinb — sina cos b cos C) : sinc,
oder endlich, wegen sinc = sina sinC : sind, auch:
cot A sin C = cos b cos C = cota sinb;
um diese Formel fir die Anwendung der Logarithmen ge-
eignet zu machen, setze man a) lang ¢ = ilang A cosb, so
wird, wie leicht zu sehen: ) sin (C4¢) =tangb cola sing.
Ferner ist (zur Berechnung von c¢) aus der 1. der
obigen Gleichungen: cosb cose -~ sinb sin ¢ cos 4 = cos a,
oder fiir a') tang o = tang b cos A auch:
it cos @ cos ®
Y cos (c—w) = i
Nachdem man also die Hilfswinkel ¢ und « aus den Rela-
tionen a), ') bestimmt hat, findet man C und ¢ nach den
Gleichungen [3) und (37).
Fiir unser Dreieck wird
¢:= 37° 31" 17"+23" und w = 2¢° 4§ 37" 13,

§. 86. Dader W. B, yon welchem auch die iibri-
gen Stiicke C und ¢ abhingen, hier aus dem Sinus gefun-
den wird; so ist dieser Fall (wie jene in §§. 53, 73) ein
unbestimmter, und es gibt hier wieder im Allgemeinen
2 Dreiecke, welche der Bedingung der Aufg. entsprechen,
Um die Fille aufzufinden, in denen das Dreieck dennoch
bestimmt ist, dienen wieder folgende Betrachtungen.

§. 87. Ist a) a - b =180, also auch (§. 74)
A4~ B=180; so ist 1. fiir 4=qgo sofort B=go, 2, fir
A< go: B>qgo, und 3. fiir 4>90°: B<go, also B immer
bestimmt,

Ist B) a-4-b<180%, also auch A4 B<n8ojs so ist
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1. fir 4=gqo sofort B<go, und 2. fir 4> 9o ebenfalls
B<go, also B in beiden Fillen bestimmt. Dagegen ist
3. fiir 4< g0° sofort B = 9o, also unbestim mt *), den Fall
ausgenommen, in welchem 4. der stumpfe VW, B 180 — 4
ausfiele (wodurch gegen die Voraussetzung 4 -4 B 5 180°
wiirde), wo dann nur der spitze W. B<qgo gelten kann,
folglich B bestimmt ist, ein Fall, welcher immer fir
b Z a eintritt, weil dann auch BZ A4 seyn muls,

Ist endlich y) a-b>180", also (§.74) auch A-+-B>180°;

80 ist 1. fiir 4= und < qo° sofort B>qo, also bestimmt,
dagegen 2, fiir 4> go offenbar B = 9o also unbestimmt,
den Fall ausgenommen, in welchem 3. der spitze WV,
BZ180—4 ausfiele (wodurch gegendie Annahme 44BZ180
wiirde), wo dann nur der Werth B> go gelten kann, alse
B bestimmt ist, ein Fall, welcher immer eintritt fir
b X a, weil dann auch B A4 seyn muls,

Nimmt man in dem obigen Dreiecke (§. 79) die Stiicke a, b,
A als gegeben an, so findet man nur dieses genannte eine
Dreieck, aber auch nach B) 4. folgt, wegen a-- b <180, A4 <go
und b <a, dals dieser Fall ein bestimmter ist.

Dagegen erhiilt man fiir @=236°24 12", b=52°9"15" und
A= 40° 45" 4" zwei Dreiecke, und zwar fir das eine
€= 64°20" 19", B= 6014 55”4, C=97°29'54"», und fiir das
andere: ¢=124°8"35"'8, B= 119° 45 476, C= 26044 184,

§_ 88. VL Gegeben 2 Winkel und eine g e-
geniiber liegende Secite, 2. B. 4, B, a. Die hier
néthigen auflgsenden Gleichungen werden wieder am ein-
fachsten aus jenen des vorigen Falles erhalten, wenn man
auf diese das Polardreieck anwendet. Man erhilt namlich

k , sin'B sina
der Reihe nach: sinb —

zur Bestimmung von b,

Sin A =
: cos=(A4 4B .
tang}e=tang i (a4-0) 22 TD iy qamit, oder, wenn

¢os 5 (4 —B)
man den Hillsw. ¢ aus tang¢ — lang a cos B herechnet hat,

aus sin (¢ -—9) = tang B cot A sin ¢ unmittelbar ¢ zu finden.

*) Wiirde zufillig B= g0, so wiire

¢ das Dreieck rechtw. und
bestimmetg,
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Endlich findet man mit Hilfe von ¢ aus sinC :f%i:_”!
cos = (a -+ b) (
cos 5 (@ —b)
nachdem der Hilfsw. « nach der Gleich. tang © =tang B cos a
berechnet worden, unmittelbar aus der Relat.

cos A cos o

cos[lSO—(C—]—m)J = ———— den W. C,

cos B

oder auch aus cotiC = iangi(4 -4 B) , oder

Fiir unser Beispiel wird hier
@ = 459 470 1287 _und. o = 22933 36"71.

§. 89. Auch dieser Fall ist im Allgemeinen unbe-
stimmt, so, dafs der Aufgabe zwei Dreiecke entsprechen.
Wiederholt man die im {. 87 durchgefiihrte Untersuchung,
oder Liirzer, wendet man auf alle Relationen dieses §. wie-
der das Polardreieck an; so findet man Folgendes: Das
Dreieck ist bestimmt 1, fiir 4 B=180°; dabei ist fiir
a>, =, <go° beziehungsweise b<, —, >qof .2, fir
A4-B<180° und a== oder >qgo°; dabei ist < qgo. 3. fiir
A4 B> 180 und a= oder <qgo’; dabei ist b>qo. Dage-
gen ist das Dreieck unbestimmet: 1. fiir A+ B < 180°
und a< 9o°; dabei kann &>> oder < 9o seyn, ausgenommen
der stumpfe V. 0 ficle dadurch = oder > 180 —a aus, ein
Fall, der immer cintritt, wenn bei der vorigen Annahme
B— oder < 4 ist, in welchem Falle dann nur der spitze
VV. fiic b genommen werden darf, wodurch also b ebenfalls
bestimmt ist. 2. fir 44 B>180 und a>qo; dabei
kann &> oder < o seyn, den Fall ausgenommen, in wel-
chem dadurch der spitze V. 6 = oder <180 — a ausliele
(was fiir B> A geschieht), wo dann nur 5>go seyn kann,
also der Fall ein bestimmter ist.

Nimmt man wieder aus dem obigen Dreieck (§. 79) die 3 Stiicke

A, B, a als gegeben an, so findet man, dals dieser Fall ein be-
stimmter ist (wegen 4+ B <180, a <90 und B< 4), mit-
hin nur dieses ein e Dreieck,

Dagegen findet man fir 4=40°45 4", B=160°14 55"+ und

a=236°24 12" (wegen 44 B<180°, a <go und B> A) zwei
Dreiecle , und zwar fir das eine :

e ) T e R
b= 5207157, ¢= 0420 19", C=9g7°2q 64,
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und fiir das andere:

b'="127° b2 46”5 ¢= 186°67 347 wund: C = 153°15 46”6,

§. 90. Zur Bestimmung der Fliche F eines sphir.
Dreieckes hat man zuerst, wenn die VWinkel 4, B, C des-
selben gegeben sind, der rechte VV. zur Einheit des Win-
kel-, und das Dreieck mit 3 rechten Winkeln (d. i. der 8.
Theil der Kugelfliche) zur Einheit des Flichenmalses ge- '
nommen wird, bekanntlich: 1) F— A-4+B+4-C~——2. Man
erhilt also daraus, wenn die Winkel in Gradmals gegeben
sind, und der Hugelhalbm. ==, folglich der 8. Theil der
Kugelfliche = 1 r? = ist, nach dem Sinne dieser Relation;

Fi:ir*z=(4+4B-4+C—180)°: go oder
o (/f—l— B4-C— rﬂo“) i

B0
180

2

N

§.91. Um F durch 2 Seiten a, 6 und den einge-
schlossenen W. C auszudriicken, hat man aus der yorigen
Gleich, 1), die Winkel in Gradmals ausgedriickt;

2(44+B4C) = go o 1 F, folglich

tang > (A4 B~4-C) = — cot 2 F
= [tang £ (A B) 4+ tang+C|:[1 —tang 2 (AL B) tang +C]
(§. 22) oder, ‘wenn man fiir fang:(4--B) den VWerthI,,
§. 68 substituirt, und die Briche wegschaflt:
— cot ; F=[cos  (a—b) - cos 2(a-}-b) tang 2C*] : [cos 2(a+-b)
— ¢os3(a — b)] tang - C = [cos }a cos:b (r - tang+C?)
~+ sintasinib(n —tang:C*)|: — 2sintasintb tang+C,
oder nach einer einfachen Reduction (wobei fiir tang,
der Quotient sin : cos gesetzt wird):
cot=a cot+b -+ cosC

col - F = g
5 sin C

§. 92. Um endlich noch F durch die 3 Seiten a,
b, c auszudriicken, hat man aus dieser letzten Formel
1 cot =12, d. i,
a) 1:sintFz
=[eot ;a* cot{b* - acotia cotzb cosC 4 x]: sinCe.
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Driickt man in der Gleichung (§. 62)
cos C = (cosc — cosa cosb) s sina sinb
die Sinus und Cosinus nach den Formeln
. i d— RGPS A s Sy s itilag
sinz = 2sintz cossa2 und' ‘Cosz = 1— 2snJ2
aus; so erhilt man, beide Theile der Gleich. noch mit
2 colXa cot+b multiplicirt:

R Bt . 4
sin a2 o sins b — sin > c*

&

) 2coliacol;bcosC =
2 G T
siny a* sing b*
Es ist ferner :
(1 — sin ; ar)(r — sin<b?)

cotta* cot=b* = = —
sint a® sin b

- 1 " . T
| — sing at—sin; b0
— + ¥

. 1 - I
sin 5 a® sing b*

daher, wenn man diesen und den vorigen Werth r) oben in
a) substituirt:

:
1 cos 7c*
- - ; — - oder
sin 5 I™ sin 5 a* sin b* sin C?
A . 1 3 ¥ !
. Sty a st O . v
xrn_}l" = sinC,
cos3C

und wenn man endlich fiir sin C den VWerth aus §. 66 setzt,
and dabei sina und sinb durch den halben VV. ausdriickt:

] = V sin s sin (s — a) sin(s—Db) sin (s—¢) 4
sint T = sU ek o #).
2cosya cosy b cossc

Fiir das obige, hier durchgehends als Beispiel gewillte
Dreieck (§. 79) ist der sphirische Excels in Graden ausgedriickt :
(4 4 B 4+ C — 180)° = 17°°47546, folglich dic Fliche fiir den
. F = +305004r2 Fiir die bei-

Hugelhalbmesser r [§. 9o, 2)
den Dreiecke des 2, Beisp. in §. 87 findet man auf den Hugel-
halbinessei’ =1 bezogen, fiir das erste: [= 32285, und fiir

*) Zwar lassen sich auch noch in den 3 wbrigen Fillen For-
meln ableiten, in welchen die Fliche J unmittelbar durch
die 3 Bestimmungsstiicke ausgedriickt ist; allein diese For-
meln werden so verwickelt, besonders wenn man sie fiir die
Anwendung der Logavithmen einrichten will, dals es jeden-
falls kiirzer ist, entweder die Winkel oder die Seiten des
Dreiecks zu bestimmen, und dann ¥ respective nach der obi-
gen Formel 2) (§. 9o) oder nach der eben entwickelten zu
berechnen,

Burg’s Compendium d. hih, Math. }
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das zweite: F=-12635. Endlich hat man noch fiir jene beiden
in §. 89 (2. Beisp.) angegebene Dreiecke, fiir das erste: F'— ‘32285,
und fiir das zweite: F= 1429613, und zwar in Quadrarsehuh,
Quadratklafter u. s. w., je nachdem der Kugelhalbmesser gleich
1 Schuh, 1 Hlafter u. s, w. ist.
Zur fernern Ubung kiénnen noch die Dreiecke dienen, in
welchen
a = 65° 15 26", b = 780 44 32", ¢ = 45° B4 567,
" = 66° 20" 19”4, B = g8° 27" 40", C == 46° 25" 18",
I = 54491 und
a = 40° 18 27", b = 712° 24 12", ¢ = 51° o' 42',
A= 39° 325 2”5, B = 110° 40 776, C = 49° 43’ 28”5,
F = 34576 ist.
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