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Erster Abschnitt .

Die Elemente der geradlinigen und sphärischen
Trigonometrie .

Kurg 's Compendiurri d . höh . UTath. 1



/

t 5
: \ / :i

* -■

' • * - 4

• . ' li . ! ' • •

*»



Erstes C a p i t e 1 .
Von den goniometrischen Linien .

E i n l !e i t u n g .

§ . 1 . 13ie Trigonometrie ( Dreieckmefskunst )

lehrt aus drei in Zahlen gegebenen Bestimmungsstücken

eines Dreieckes die übrigen durch Rechnung finden .

Sie zerfällt , je nachdem die betreffenden Dreiecke in einer

Ebene , auf einer Kugel oder auf einem elliptischen Sphä -

roide liegen , in die ebene , sphärische und sphäroi -

dische Trigonometrie . Die letztere bleibt von unserem

Vortrage ausgeschlossen .

§ . 2 . Die zur Berechnung der Dreiecke oder Viel¬

ecke überhaupt nölhigen Hilfslinien und Sätze , mittelst

denen es möglich wird , die Winkel sowohl unter einander

als auch mit den Seiten zu vergleichen , bilden zusammen

die Goniometrie . Nach dem gewöhnlichen , auch hier

so genommenen , weitern Sinne umfafst die Trigonometrie

zugleich auch die Lehre dieser Hilfslinien ( Kreisfunctionen )

oder die Goniometrie .

Die trigonometrischen oder goniometrischen
Linien .

§ . Erklärung . Schneidet man auf dem , mit

irgend einem Halbmesser C A — r beschriebenen Kreis

AA ' BB ' ( B' ig . i ) von A aus , als Anfangspunct , einen be - vig .

liebigen Bogen AM ab , zieht die Halbmesser CA , CM ,

ferner aus A und M auf AC die Perpendikel AE , MT ) ,

ersteres bis zum Durchschnitte E des verlängerten Halb -



messers CM ; so heifsen die Linien MD der Sinus , AE

die Tangente , CE die Sec ante und AD der Sinus -
versus des Bogens AM oder Winkels ACM = a für
den Halbmesser r .

§ , 4 , Der Sinus eines Bogens ist also das aus dem
Endpuncte dieses Bogens auf den durch seinen Anfangs -
punct gezogenen Halbmesser gefällte Perpendikel .

Die trigonometrische Tangente eines Bogens ist
jenes Stück der im Anfangspuncte desselben errichteten
Tangente , welches zwischen diesem Anfangs - und Durch -

schnittspuncte des durch den Endpunct des Bogens ver¬
längerten Halbmessers liegt .

Die Sec ante eines Bogens ist der durch dessen End¬

punct bis zum Durchschnitt mit der Tangente verlängerte
Halbmesser .

Der Sinusversus ( auch Quersinus ) eines Bo¬
gens ist jenes Stück des durch den Anfangspunct gezoge¬
nen Halbmessers , zwischen diesem Anfangs - und Fufspunct
des Sinus dieses Bogens .

g . 5 . Er kl . Ergänzt der Bogen A ' M den vorigen
AM zu einem Quadranten , oder ist W . A ' CM = a der

Complemeritswinkel zu a ( folglich nach unserer Sexagesimal -
theilung a ' = <) o ° — a ) ; so werden Sinus , Tangente , Sc -
cante und Sinusversus dieses Bogens A ' M oder Winkels a ,

d . i . die Linien MD ' , A ’E ' , CE ' , A ' D ' ( A ' als Anfangs¬
punct des Bogens A ' M genommen ) beziehungsweise : C o -
sinus ( Complemcnti Sinus > Co . Sinus ) , Cotangente ,
Cosecante und Cosinus versus des ursprünglichen
Bogens AM oder W . a genannt .

Zusatz . Wegen MD ' = CD nimmt man gewöhn¬
lich dieses zwischen dem Mittelpunct C und Fufspunct D
des Sinus liegende Stück des durch den Anfangspunct A
geführten Halbmessers für den Cosinus des Bogens .

A n in c rk u n g . Mit Rücksicht darauf , dafs ein stumpfer Win¬
kel ein negatives Complement hat , gelten die in diesen



beiden § § . aufgcstelltcn Erklärungen ganz allgemein für je
den Bogen oder Winkel a .

Die Construction dieser genannten 8 trigonom . Hilfslinien
für Bögen , deren Endpunct M beziehungsweise im 1 . , 2 , ,
3 . und 4 - Quadranten liegt , ist eine dem Anfänger selir zu
empfehlende Übung .

§ . 6 , Die genannten goniometrischen Linien wer¬
den kurz auf folgende Weise bezeichnet : MD = Sina ,
AE = Tanga , CE = Seca , AD = Sinva , CD — Cosa ,
A ' E ' = Cota , CE ' = : Coseca , Ä D ' = Cosino « ; dabei kann
noch , wenn man es für nöthig hält , durch das Darüber¬
oder Daruntersetzen von r , der Halbmesser angedeutet
werden , auf welchen sich diese Linien beziehen .) Da wir
zur gröfsern Einfachheit diesen Halbmesser durchaus , wenn
nicht ausdrücklich das Gegentheil bemerkt wird , zur Ein¬
heit nehmen oder gleich i setzen ; so soll dieses durch die
Anwendung kleiner Anfangsbuchstaben , d . i . dadurch an¬
gedeutet werden , dafs wir schreiben : sin a , cos a , lang a
u . s . w .

§ . 7 . Damit die Relationen zwischen den goniome¬
trischen Linien , wie diese im i . Quadranten oder für einen
spitzen Winkel a aufgefunden werden , auch für jeden
andern Werth von a gelten können , ist es nöthig , diese
Linien , wie es überhaupt in der analytischen Geometrie
geschieht , mit gewissen Vorzeichen behaftet anzuneh¬
men . So ist , um ein einfaches Beispiel anzufübren , für
a = A C M O 90 0 , wegen AD = AC — CD , sofort
sinoa = 1 — cosa , und für a = ACM ' > 90 % wegen
Ad = z A C - J- Cd : sinoa = 1 - (- cosa . Soll nun für beide
Fälle die erstere Relation oder der Satz gelten , dafs der
Sinusversus gleich ist dem Unterschiede aus dem Halbmes¬
ser und dem Cosinus , d . h . will man beide Fälle in ei¬
ner und derselben Formel darstellen ; so mufs man
schreiben : sinva = 1 — ( + cosa ) , dergestalt , dafs der
Cosinus im 1 . Quadr . mit dem Zeichen - [- und im 2 . mit
jenem •— behaftet erscheint und damit zusammenhängt , dafs
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g , 9 , Nimmt der Winkel a bis Null ab , so ver¬

schwindet der Sinus MD und man hat sin o = o . Nimmt

von da an der Winkel zu , so wächst auch der Sinus , und

wird bei 90 ° dem Halbmesser gleich , so , dafs man hat :

sin90 = sin — = 1 , Nimmt der Bogen AM noch weiter

zu , so , dafs also der Endpunct M in den 2 . Quadranten

fällt , so nimmt der Sinus wieder ab und verschwindet für

a = 180 0, oder es ist : sin 180 = 'st/i5r = o . Im 3 . Quadr .

nimmt der Sinus wieder zu , wird aber nun negativ , und

man hat sofort sin 270 = sin f iz = — 1 . Im 4 - Quadr . end¬

lich , in welchem er immer noch negativ bleibt , nimmt der

Sinus wieder ab und verschwindet für a == 36 o ° , oder es

ist : sin 36 o = sin 2 k = o .

§ . 10 . Da überhaupt im 5 . , 9 . , 1 3 . , . . . Quadranten

dasselbe Statt findet , was im i . Quadr . im 6 . , 10 . , 14 . . etc .

Quadr . was im 2 . , im 7 . , 11 . , i 5 . , . . . was im 3 . und end¬

lich im 8 . , 12 . , i 6 . , . . . Quadranten , was im 4 » ; so hat man

allgemein , wenn r wieder alle ganzen positiven Zahlen

o , 1 , 2 , 3 , . . . bezeichnet , und wenn man diese Unter¬

suchung auch auf die übrigen goniometrischen T . inien aus¬

dehnt , folgendes Schema : ,

sin.j cos. tang.
cot. sec.

cosec.
siny.

cosinv.

2 rn * ) + 0
1 ± ° + 00

1 4- co 0 1

( 2 r -f i ) sr
1 0 CO 0 00 1 1 0

( 2 r - J- 1 ) jt
0 — 1 — 0 — 00 — 1 CO 2 1

( 2r + l ) 5r
— 1 — 0 00 0 — CO - - )

u
1 2

An merk . Bemerkenswerth ist der Umstand , dafs im 1. Qua¬

dranten ( auf welchen immer Alles bezogen wird ) der Sinus ,

* ) Von den doppelten Zeichen gilt durchaus das obere für
r = o und das untere für r = 1 , 2 , 3 etc .
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Fig . •

die Tangente , Secanto und der Sinusversus ( welche aus ei¬
nem später einzusehenden Grunde auch Kreisfunctio -
nen heifsen ) zu - , dagegen der Cosinus , die Cotangente
u . s . w . ( die Cofunctionen ) abnehmen , wenn der Win -
hel oder Bogen a zunimmt , und umgekehrt .

§ • 11 . Verbindet man mit den in der Richtung' yon
A gegen A ' gezählten Bögen oder Winkeln a das Vorzei¬
chen - j- , so mufs man aus dem in § . 7 angeführten Grunde
den in der entgegengesetzten Richtung yon A gegen B ' ge¬
zählten Bögen oder Winkeln das Zeichen — vorsetzen .
Nimmt man daher der Gröfse nach Am = AM — a , so ist

m X) = sin ( — a ) , C D = cos ( — a ) , Ae = tang ( — a) ,
A e = Cot ( — a ) , Ce = sec ( — a ) , Ce ' = Cosec ( — a )

( die Sinusversus und Cosinusversus werden ihrer geringen
Wichtigkeit wegen von nun an ausgelassen ) , und man hat
ganz einfach mit Rücksicht auf (Jj. 8 :

sin ( — a ) = — sin a , cos ( — a) = cos a ,
tang ( — a ) c= — tanga , Cot ( — a ) = — Cota ,

sec ( — a ) = sec a , cosec ( — a ) = — cosec a ,

Relationen , welche , wie leicht zusehen , für jeden Werth
von a gelten .

§ . 12 . Sind die beiden Durchmesser A B , A ' B ' ( Fig . 2 )
wieder auf einander perpendikulär und die Bögen

AM = A ' M ' = BM " = B ' M ' " = u ,
so hat man , wie sich von selbst ergibt :

sin ( 90 - j- a) = M ' D ' = cos a ,
sin ( i8o - j- a ) = M " D " = — sin (x

( mit Rücks . nämlich auf $ . 8 ) ,
sin ( 270 “j— a ) = = — cos a ,
sin ( 36 o - j- a ) = MD = sin a .

Aus einer ganz ähnlichen Figur , in welcher die glei¬
chen Bögen a von A , A ' , B , B ' in entgegengesetzter Richtung
aufgetragen werden , oder noch einfacher , indem man in
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liel < 90 ° beziehen , was um so notliwcndiger ist , als diese
trigonom . Functionen ( d . i . der Sinus , Cosinus etc .) nur für
Winhel oder Bögen , die den 1. Quadranten nicht überstei¬
gen , in den Logarithmentafeln eingetragen sind . — Wäre
z . B . x — A -\ - tangiit ) , so würde man auch , mit Rücksicht
auf die erwähnte Eigenschaft der Tafeln , wegen tang 'iib
= tang ( 270 -j- 56 ) = — Cot 56 haben : x = A — cot 56 ,
oderauch , wegen tang 326 = tang ( 36o — 34 ) = — tang 34 :

x — A — tang 34
( was auch damit zusammenhängt , dafs wegen 34 -f - 56 — 90 ,
sofort nach § . 5 tang 34 = Cot 56 ist ) .

Hauptrelationen zwischen Sinus , Cosinus ,
Tangente u . s . w .

Pi S‘ >• § . 14 . Es ist wegen MD = ±Mm ( Fig . 1) : sina
= ^ Chorda a oder auch Chordza = 2 sina , d . h . der Si¬
nus eines Winkels ist gleich der halben Sehne des doppel¬
ten Winkels , und umgekehrt ist die Sehne eines Winkels
gleich dem doppelten Sinus des halben Winkels .

§ • 15 . Eie rechtwinkeligen Dreiecke MDC , CAE
und CA ' E ' geben der Reihe nach :

ME) '1 - j- CD '1 ■= . CM* oder sina 2 cosa 2 = 1 ,
CE 2 — A C2 - j- AE 2 oder seca 2 = 1 -|- tanga 2und

CE ' 2 — CA ' 2 - |- A ' E ' 2 oder coseca 2 = 1 Cola 2,

§ . 16 . Eie Dreiecke CAE und CA ' E ' , welche je¬
nem CMD ähnlich sind , geben ganz einfach :

CA : AE : CE = CD : MD : CM oder
1 : tang a : sec a = cos a : sin a : 1 und
CA ' : A ' E ' : CE ' z= MD : CD : CM oder
1 : cot a : cosec a = sin a : cos a : 1 ;

daraus erhält man :
sin a 1tanga = - , seca — ■- ,cos a cosa

cos ol 1cota = —— und coseca = - — .
sin asin a
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Zugleich folgt auch :

cos a
lang a = t : —r — =sm a cot a

und cot a = - .
tanga

Endlich hat man noch wegen AD = AC — CD und

A ' D ' = A ' C — MD : sinoa = i — cosa und cosinoa

= 3 l — sm a .

Anmerk . Hat man nur erst die Eigenschaften des Sinus und

Cosinus in den verschiedenen Quadranten aus der Figur auf¬

gefunden , so lassen sich die der übrigen goniom . Linien

ganz einfach aus diesen hier erhaltenen Formeln analytisch
entwickeln und sofort die oben ( § § . 8 — i3 ) ebenfalls aus der

Figur gefolgerten Resultate verificircn .

§ . 17 . Es ist nun leicht jede der 8 goniometrischen

Linien durch die 7 übrigen auszudrücken , und dadurch zu

56 , in den trigonom . Entwickelungen mehr oder weniger

wichtigen Relationen zu gelangen ; wir entwickeln hier nur

noch einige der wichtigsten und geben dadurch zugleich

den Weg zur Ableitung der übrigen an * ) .

§ • 18 . Aus i5 hat man , um den Sinus durch den

Cosinus , und umgekehrt , auszudrücken , unmittelbar :

sin a = \ /1 — cos a 1 und cos a = yi — sin a ? .

■ Um den Sinus durch ^ die Tangente oder Cotangente

auszudrücken hat man ( § . 16 )
sin a sin a , ,

tanga . s = - = - und darauscosa V 1 — sin a 2
tangasma = — ■ ■.

V 1 + lang a -

Fernerist , wegen ( § . 16 ) ian S a = = '^ f a auc ^ > wem 1

man diesen Werth in der eben gefundenen Formel sub -

stituirt : , 1
Sina . z=z — — .

y/ 1 cot et'1

*) Die Ableitung dieser 56 Formeln , welche sich sowohl im
Handb . d . Trig . ( S . 24 u . f . ) als auch in der Form . Samml .
S . 3 finden , ist dem Anfänger als eine nützliche Übung sehr
zu empfehlen .



Auf gleiche Weise ist
sino a = l — cos a = 1 — 1 — sin a -

und daraus :

sin a = y/zwiea — sinva 2.

Um den Cosinus durch die Cotangente oder Tangente
auszudrücken , "wird man ( ohne die vorige Entwickelungs -
art zu wiederholen ) am einfachsten ia den beiden gefunde¬
nen Formeln statt a , 90 ° — a setzen ; dadurch gehen ( § . 5 )sina , cosa , lang a und cot a beziehungsweise in cosa ,sina , cota , lang a über , und man erhält :

Cot a 1cosa — - = — — .
V 1 + Cot o 2 Vi + tanga 2

Fig . i , § . 19 . Ist ( Fig . 1 ) Bog . AMz=za und MD = sina = x ,
so sagt man , a sey ein Bogen , dessen Sinus x ist , und be¬
zeichnet dieses durch a = arc . sin x [ nach den französ . Ma¬
thematikern durch a = arc . = Eben so folgt auscos a = x , umgekehrt : a = arc . cos x u . s . w .

Da nun , wenn sin a = x ist , alle übrigen goniom .
Linien ( (J . 17 ) durch den Sinus ausgedrückt werden kön¬
nen , und z . B .

COS a = \ /1 — sin a 2 = \ /1 — x 2,
, sin a xlang a = — - - =

V 1 — sin a 2 V 1 — x -
u . s . w . ist , so hat man

a = arc sin x — arc cos y 11 — x 2

= arc Cot arcsec — —
V 1

x
arc lang ■V 1 — x 2

- = arc cosec —

u . s . w .

Ähnliche Relationen erhält man auch noch , wenn man
nach und nach cos a = x , lang a = x u . s . w . setzt , und
im ersten Falle alle übrigen Linien durch den Cosinus , im
2 . durch die Tangente u . s . w . ausdrückt ( Handb . d . Trig . ,
S . 28 , u . Formeis . S . 21 ) .



Entwickelung von sin ( a + ß ) , cos ( a + ß )

u . s . w .

§ • 20 . Es seyen im Endpuncte A des Durchmessers

AE ( Fig . 3 ) die beiden Sehnen AB , AD zu beiden Seiten Fig . 3.

desselben unter den Winkeln a , ß und dann noch die Hilfs¬

linien BE , BD , DE gezogen ; dadurch entsteht ein im

Kreise beschriebenes Viereck AB ED , in welchem bekannt¬

lich die Relation besteht :

AE . BD = BE . AD + ED . AB .

Drückt man die Sehnen nach $ . 14 aus , so erhält man

( wegen BE = Chord , 2a ) :

R E = 2 sin a , DE = 2 sin ß ,

BD = 2 sin ( a - J- ß ) , AB = ilsina ss 2 cos a

( wegen a = 90 ° — « ) , AD = 2 sinß ' = 2 cos ß und

AE = 2 ( auch = 2sin 90 ° ) , folglich , wenn man diese

Werthe in der vorigen Relation substituirt und gleich durch

2 . 2 = 4 abkürzt :

sin ( a - )- ß ) = sin a . cos ß - j- sin ß cos a .

Schreibt man in dieser Formel — ß statt ß und be¬

rücksichtiget dabei die Relationen des $ . 11 , so erhält man :

sin ( a ■— ■ ß ) = sin a cos ß — sin ß cos a ,

so , dafs man , diese beiden Fälle zusammengezogen , die

Formel hat :

sin ( a + ß ) = sin a cos ß + sin ß cos a .

§ • 21 . Es ist ferner , wenn man diese letztere For¬

mel gleich anwendet ( § . 5 )

cos ( “ + ß ) = sin [ 90 ° — ( u + ß ) ] = sin [ ( 90 — a ) ß ]

= sin ( 90 — a ) cos ß + cos ( 90 — a ) sin ß

oder endlich ( § . 5 oder § . 12 ) :

cos ( a + ß ) = cos a cos ß + sin a sin ß .

Anmerk . Um zu zeigen , dafs diese beiden Grundformeln

( § § . 20 , 21 ) der Goniometrie nicht blofs für spitze Win¬

kel a , ß , sondern ganz Allgemein gelten , kann man auf
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folgende Art verfahren . Sey zuerst ohne Rücksicht auf die
Gröfse von a , ß > 90 und < 180 , also ß — 90 wo
b < go ; so ist sin ( a - j- ß ) — sin ( 90 - f - a - f- b ) = cos {a -\ - b )= cos a cos b — sin a sin b , oder , wegen sin b = sin ( ß — 90 )
= — sin ( go — ß ) — — cosß und cosb zz cos ( ß — 90 )
= cos ( 90 — ß ) = sinß , wieder :

sin ( a - J- ß ) zz sin ß cos a im <* cos ß ;
und da diese Formel bereits für ß > 90 und < 180 gilt , so
gilt auch die daraus abgeleitete für cos ( n -j- ß ) bei densel¬
ben Werthen von ß . Setzt man daher neuerdings ß zz 90 b ,
wo b > 90 und < 180 seyn soll ; so wird

sin ( a - j- ß ) z= cos ( a + b ) = cos a cos b — sin a sin b
zz eos a sin ß - j - im a cos ß ,

und es gilt sonach diese Formel ( also auch die daraus abge¬
leitete für cos {o. ß ) ) bereits für Wertlie von ß > i8o und
< . 270 . Da sich diese Schlüsse soweit man will fortsetzen
oder wiederholen lassen , so ist die allgem . Giltigkeit der
Formel von sin ( a + ß ) , mithin auch die der übrigen daraus
abgeleiteten , für jeden Werth von ß erwiesen , da man end¬
lich bei diesen Schlüssen a mit ß verwechseln kann , so darf
auch a jeden beliebigen Werth besitzen .

§ . 22 . Es ist ferner , diese eben entwickelten For¬
meln angewendet ( $ . 16 ) ,

sin a cosß + sinß cosasin ( a + ß )
tang ( a + ß )

cos ( u + ß ) cos a cos ß -J- sin a sin ß ’
oder , wenn man Zähler und Nenner durch cosa cosß di -
vidirt , gehörig abkürzt und überall statt lang setzt :

§ . 23 . Setzt man in den Formeln der 20 — 22
ß = a , so erhält man der Reihe nach : sin 2 a = 2 sin a cos a ,
COS 2a = cos a 2 — sin a i = 1 — 3 sin a 2 = 2 cos a .2 — 1 ( jenachdem man nämlich nach g . 18 den Cosinus durch den
Sinus oder Sin . durch Cos . ausdrückt ) und

2 tang a
1 — tang a - ’

lang 2a zz
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oder a statt 2 « gesetzt :

sin a = 2 sin f a cos g a , cos a = i — 2 sin j - a z
a tang ~ alanga =

: 2 COS r a 2 ■

i — tang -z a.z

Anmerlc . Für ß = 2a erhält man eben so :

st « 3 a = « /ict cos 2a + sin 2a cos a = 3 sin a — 4 sind *,

• cos 'da = etwa cos 2a — .ji/t a sin 2a — 4 etwa 5 — 3 cos a

u . s . w . ( Trigon , , S . 4 o , u . Formelsamml . 8 . i 4 ß

§ • 24 . A .us den beiden vorigen Ausdrücken für cosa
folgt : sin \ a = V^ H 1 — cosa .) und cos -J- a = \ /t ( l - f - cosa ) ;

es ist also

lang rT « = V^ T
i + cosa i - (- cos a

( je nachdem man nämlich von der Wurzelgröfse den Zäh¬

ler oder Nenner rational macht ) .

§ . 25 . Die vorigen Wurzelausdrücke \/i -f- cosa

= V i + V i — sm a z nach der bekannten Reductionsfor -

mel für v/a + Vb behandelt , erhält man noch :

sin F a = £ \ /i - j - sin a — t n/ 1 — sin a und

cos A. cc = i v/1 - j- sin a - j- i \ / 1, — sin a ;

dabei ist — sin a , wie aus der Natur der Ableitung

folgt , negativ zu nehmen , so , dafs von diesen beiden For¬

meln eine in die andere übergeht , wenn cosa negativ , d . i .

a 90 ist .

§ . 26 . Setzt man a - f - ß — s und a — ßssd , so wird

a = = js - f - { d und ß = gs — \ d , also auch ( § § . 20 , 21 ) :

sin a = = sin \ s cos ^ d - j- sin \ d cos -j s ,

sin ß — sin g s cos \ d — sin f d cos \ s ,

cosa = = cos { s cos ^ d — ■ sin ^ s sin \ d ,

cosß = cos \ s cosgd - (- sin ^ s sin ’- d ,

und daraus erhält man durch Addition und Subtraction ,

wenn man für s und d gleich wieder die Werthe herstellt :



Fig , l\.

sina - |- sinß = 2 sin -j ( ot - |- ß ) cos ~ ( a — ß ) ,
si/ta — smß — 2 sin j ( a — ß ) cos -̂ ( a - ]—/3 ) ,
COSa - (- cosß = 2C0sf ( a - ]- ß ) COS ^ ( a — ß ) ,
cosß — cosa t= 2 äin ( a - |- ß ) sin j ( a — ß ) ,

Formeln , mittelst welchen Summe und Unterschied der Si¬
nus und Cosinus in Producte verwandelt werden und für
die Anwendung der Logarithmen äufserst wichtig sind .

§ . 27 . Wird jede der 4 vorigen Formeln durch die
3 übrigen dividirt , so erhält man 12 neue brauchbare For¬
meln , von denen wir , des künftigen Gebrauches wegen , nur
eine einzige wirklich hersetzen wollen . Dividirt man näm¬
lich die 1 . durch die 2 . , so erhält man :

sina - f- sinß sinjr ( a - f- ß ) cos \ ( a — (3 )

sin a sin ß sin ~ — ß ) cos ~ ( a _j_ ß )
= tangi ( a + ß ) col f ( a — ß ) ,

oder endlich wegen ( § . 16 ) iangx — 1 : Cotx auch :
sina - f - sinß t <ing ~ ( a -\ - ß )

sina — sinß tang \ ( a — ß ) '

§ • 28 . Dagegen erhält man aus diesen genannten 4
Formeln durch Multiplication ( mit Rücksicht , dafs ( $ . 23 )
2 sin \ x cos \ x — sin x ist ) :
sin a 2 — sin ß - = cos ß 2 — cos a 2 — sin ( re - j- ß ) sin ( a — ß ) ,
so wie aus jenen beiden in § . 21 ( wenn man die doppelten
Zeichen trennt ) :
cosa 2 — sinß 2 = cosß 2 — sina 2 = cos ( a - |- ß ) cos ( a — ß ) .

Umwandlung der Formeln für den Halb¬
messer r .

§ • 29 . Es seyen aus dem Scheitelpuncte C ( Fig . 4 )
des Winkels ACB = a mit den Halbmessern Ca — 1 und
C A = 7’ die Kreisbögen ab , AB und für diese die Sinus ,
Tangenten u . s . w . gezogen ; so geben die dadurch entste¬
henden rechtw . ähnlichen Dreiecke ganz einfach die Pro¬
portionen : bd : BD = Cb : CB , Cd : CD = Cb : CB ,



ae : AE = s Ca : CA u . s . w . , oder , wenn man zum Unter¬

schiede die Sinus , Cosinus etc für den Kreisbogen vom

Halbmesser r durch einen grofsen Anfangsbuchstaben aus¬

zeichnet :

sin a : Sin a = 1 : r , cos a : Cos a = 1 : r , lang a : Tang a = 1 : r

u . s . w . nämlich , wenn/ ( a ) irgend eine der goniom . Li¬

nien für den Halbmesser i und F ( a ) die gleichnamige für

den Halbmesser r bezeichnet , allgemein : f ( a ) : F ( a ) = 1 : r ,

woraus

F ( a ) = r/ ( a ) und J ( a ) = folgt .

§ • BO . Um also z . B . den Sinus eines Winkels a in
einem Kreise vom Halbmesser r zu erhalten , wird man den

Sinus desselben Winkels a aus dem Kreise vom Halbmes¬

ser 1 mit r multipliciren . Dagegen findet man umgekehrt

aus dem Sinus eines Winkels im Kreise vom Halbmesser r ,

den Sinus desselben Winkels für den Kreis vom Halbmes¬

ser 1 , wenn man den gegebenen Sinus durch r dividirt .

Dasselbe gilt auch für die übrigen trigonom . Linien oder

Functionen .

A n m e r k . Man sielit , dafs die Quotienten
Sin a

r
Tätig a- '■- u . s . w . ,

r

. . sma cos a taugetso wie auch jene - , - , - u . s . w . abstracto oder
1 l l

absolute Zahlen sind .

§ . 31 . Uie letztere der beiden Relationen in 29

dienet auch zur Umwandlung der für den Halbmesser 1 ab¬

geleiteten Formeln auf den Halbmesser r . Denn wendet

man diese z . B . auf die für den Halbmesser 1 ( § . 16 ) ent -
. . . 1 äi/i a . .. .

wickelte Formel lang a = - - an , so erhalt man
cos a

Tang a Sin a Cos a r Sin a
oder Tanga = — - ,Cos ar r r

in welcher Formel sich nun die goniom . Linien Tanga ,

Sina und Cosa auf einen Kreis vom Halbmesser r be¬

ziehen .

Bur ^ ’* Comperulium tl, höh . Math . 2



Auf die nämliche Art erhält man auch aus ( § $ . 16 , 20 )

sec a = - , sin ( a + ß ) sa sin a Cos ß + sin ß Cos a

1

cos a

u . s . w . , sofort
r -

Cos a
Seca == —- , Sin ( a -frß ) =f ' n c « x '

U . 8 . W ,

Sin a Cos ß + Sin ß Cos a

Und so kann man überhaupt alle oben für den Halb -'
messer 1 entwickelten Formeln , wenn es nöthig seyn sollte ,
für den Halbmesser r herstellen .

An merli . Da , nie man sieht , in diesen auf den Halbmes¬
ser r bezogenen Formeln durchaus die nämliche Dimension
herrscht , was bei der Anwendung der Algebra auf Geome¬
trie überhaupt , wie wir im 3 . Abschnitte ( § . 354 ) sehen wer¬
den , sobald jede Linie durch einen Buchstaben ( und keine
durch 1) bezeichnet wird , eine nothwendige Eigenschaft ist ;
so kann man auch noch kürzer diese Umwandlung der For¬
meln vom Halbmesser 1 auf jenen r bewirken , indem man
die umzuwandelnde Formel in ihren Gliedern mit solchen
Potenzen von r multiplicirt oder dividirt , dafs dadurch in
der ganzen Gleichung oder Formel die besagte gleiche Di¬
mension hergestellt wird . So folgt z . B . aus der in § . 23 ent¬
wickelten Formel von tanga durch lang -\ a ausgedrückt ,
für den Halbmesser 1 :

tang - a — 1 -j- V 1 taug
tanga

stellt man nun im 2 . Theil dieser Gleich , durchaus die Di¬
mension = 1 her ( da auch der erste Theil von dieser Di -
mensin ist ) , so erhält man :

tangja
— r - ~f - r Vr - + tanga ~

tang a
die auf den Halbmesser r sich beziehende Formel , wie man
sie auch nach dem obigen Verfahren linden würde .
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Zweites C a p i t e I .
Uber die Berechnung der Sinus , Cosinus u . s . w .

§ . 82 . Da sich die zur Berechnung der Sinus dar¬
bietenden bequemem und einfachem Methoden der neuern
Zeit hier noch nicht anführen lassen , so wollen wir nur

einen kurzen Begriff geben , wie diese Berechnung mit den
bisher entwickelten Relationen ausgeführt werden kann .

Mit Hilfe der Formeln in 14 , 18 , 20 können nach

und nach die Sinus von 3 ° , 6 ° , q ° . . . überhaupt von 3 zu
3 Grad durch den ganzen Quadranten gefunden werden .
Da es uns aber hier vorzüglich um die Bestimmung von
sin 3 ° zu thun ist , so sollen , um den Weg anzugeben , aus¬
ser diesem nur einige Sinus aus dieser erwähnten Reihe ge¬
sucht wTerden .

§ • 88 . Nach der Relation in § . 14 hat man für m = 3 ö ,
45 , 60 und 18 0 der Reihe nach :
sin 3 o = cos 60 — -j - Chord 60 = \ — -5 ,
sin 45 = cos 45 = Chord 90 = \ V* 23 = ' 707 ,
sinbo = cos 3 o — \ Chord 120 = ~ [/3 = ‘866 ,

sin : 8 — cos 72 = i Chord 36 = - ^ - —^ —^ = •309 * ) ,

Nach der Formel in 20 erhält man jetzt , a = 60
und ß = 4Ö 0 gesetzt :

sin ( 60 + 45 ) = sinbo ccs l\ 5 + sin 45 cos 60 oder
sin io5 = sin ^ 5 — cos i 5 = - j- hy ’s . i

= il/a ( 1 + v/ 3 j == -966
und sin 1 5 = cos j 5 = \ \/2 ( — 1 - |- ^ 3 ) = ’aöq .

Eben so ist für a = 18 und ß = » i5 ° :

sin ( 18 -f 1 5 ) = sin ) 8 cos 1 5 + sin 1 5 eos i 8 i

und da ( § . 18 ) cos 18 = \ /1 — sin 18 2 = \J { ( 5 - j- y/ 5 ) ist :

sin 33 = cos 57 = f ( ■— t - j- \/5 ) j ( 1 - f - V $)

+ 7 \ /a ( — ■ + V $ ) WH5 + V' 5 ) = ’5/*5 > "

* ) Man substituirt nämlich für Chord 60 , yo , 120 und 36 ° die
aus der Geometrie bekannten Ausdrücke der regclm . 6 , 4 »
3 und 10 . Eck - Seile für den Halbmesser 1 .



und ( statt der Summe , die Differenz derselben beiden Be -

standtheile genommen ) sin 3 — cos 87 = -o 52 u , s . w .

§ . 84 . Aus dem auf diese Weise gewonnenen klein¬
sten Sinus , d . i . aus sin 3 ° , findet man nach der Formel ( § . 25 )

sin j a = = -j V 1 - J- sin a — i \ /1 — sin a ,

indem man nach und nach a — 3 ° , — ’ ~ — = 45 ' , —
3 4 24

u . s . w . setzt , auch die Sinus dieser Winkel ; ist man dabei

bis zu a = ^ — gekommen , so findet man sin ~ ~ z= : ' ooo 4 oqo 3

und hierauf für a = — : sin - — = -00020452 , so , dafs sich64 64 T ) !

also * ( weil diese Zahl die Hälfte von der voi ’igen ist ) bei

dieser Gröfse der Winkel , bis auf 7 Decimalstellen genau ,
die Sinus wie die Winkel verhalten . Um also den für die

weitere Berechnung wichtigen Sinus einer Minute zu finden ,

hat man sin : sin 1 ' = 7 — : 1 , und daraus , wenn man für64 6445 ’

sin — seinen Werth setzt : sin 1 ' = -00029087 , welcher

Werth ( da bis auf 12 Stellen genau , sin 1' = -000290888207 )

bis auf die 7 . Decimalstelle richtig ist .

§ • 85 . Da ( § . 20 ) wi ( a - }- ß ) - |- sm ( a — ß ) = 2 sin a cos ß
und ( $ . 23 ) cos ß = 1 — 2 sin j ß 2 ist , so erhält man

sin ( a - j- ß ) = sin a - f- [ sin a — sin ( a — ß ) ] — 4 sin a sin ß 2,

und daraus und dem vorigen Werth von sin 1 ' , wenn man

ß = 3 f und dann nach und nach a = 1 , 2 , . . . 59 , so

wie endlich Kürze halber , 4 ( sm ^ ' ) 2 = 4 ( -oooi 45444 i ) 2
= -0000000846 = k setzt :

sin 2 ' = 5 sin 1 ' - f- ( sin 1 ' — sin 0 ) — k sin f ,

sin 3 ' = sin 2 ' - j- ( ms 1 — sin 1 ' ) — . k sin

sinli = sin 3 ' - {- ( sin 3 ' — sin 2 ) — k sin 3 ' ,
u . s w .

§ . 36 . Hat man auf diese Weise endlich sin 60 ' = sin 1 0
berechnet , so findet man nach der nämlichen Formel des

vorigen g . die Sinus von 2 , 3 , . . . 90 ° , wenn man darin ß = 1 0



und nach und nach a = 1 , 2 , . . . 8q 'J, oder die Sinus von

i ° , 1 ' , i ° , 2 ' u . s . w . , wenn man a = i ' , 2 ' , . . . setzt .

Von 6o ° angefangen können jedoch die folgenden Si¬

nus aus den vorhergehenden nach der Formel sin ( 6o ° - j- a )

= sin ( bo ° — a ) -J- sin a ( die aus jener im vorigen § . ange¬

führten für ß = 6o ° folgt ) bequemer gefunden werden .

Anmerk . Da es bei diesen Rechnungen nötliig ist , sich von
Zeit zu Zeit von der Richtigkeit derselben zu überzeugen ,
so kann man unter andern Mitteln dazu die sogenannten Ve -
riiicationsformeln amvenden . Eine solche ist :

sinA -f- sin ( 36 ° ■—■ A ) -f- sin ( 79,0 -j- A )
— sin ( 36 ° + A ) - (- sin ( 7a 0 — A ) ,

§ . 87 . Sind auf diese Weise die sämmtlichen Sinus ,

also zugleich auch die Cosinus für den ganzen Quadranten

( über welchen inan , $ . 1 3 , Anmerk . , nicht hinauszugehen

braucht ) gefunden ; so kann man nach den Formeln in (J . 16

die Tangenten und Cotangenten ( da die übrigen Functionen

entbehrlich sind ) berechnen .

§ . 88 . D a bei den wirklichen Rechnungen weniger

diese so gefundenen Zahlen der Sinus , Cosinus u . s . w . die

sogenannten natürlichen Functionen , als ihre Logarith¬

men ( die künstlichen Functionen ) in Anwendung kom¬

men ; so sind auch gewöhnlich nur diese Logarithmen in

den Tafeln eingetragen . Da aber für den Halbmesser 1 ,

die Sinus durchaus eigentliche Brüche sind , so erhalten

ihre Logarithmen ( um sie positiv zu machen ) eine negative

Charakteristik , indem z . B . wegen sin 3 o 0 = *5 ,

logsin 3 o ° = log -5 = ' 6989700 — 1

ist ; dasselbe gilt auch für die Cosinus und unter 45 ° für

die Tangenten , über 45 ° für die Cotangenten . Um daher

diese angehängten negativen Zahlen zu vermeiden , nimmt
man in den Tafeln den Halbmess , nicht = 1 , sondern

= io 10 , so dafs also für diesen Tafclhalbmess . r = io 10 ,

logr = io wird . Dadurch bat man aus ( § . 29 ) F ( a ) = ?•,/ ( « ) ,

sofort : log F ( a ) = 3 logf ( a ) -f- 10 , also im vorigen Beisp .

für den llalbm . dev Tafel : logsin 3 o ° = q ' bqSqvoo .
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§ • B 9 . Zusatz . Die Logarithmen der trigon . Func¬
tionen , diese auf den Ilalbm . 1 bezogen , werden daher in
Tafellogarithmen , oder in solche , die sieh auf den Halbm .
der Tafel r beziehen , umgewandelt , indem man zu den
erstem 10 Einheiten addirt ; dagegen werden die letztem
auf die erstem gebracht , indem man yon jedem Logarith¬
mus der Tafel io Einheiten abzieht .

§ . 40 . Bie Einrichtung und den Gebrauch der loga -
rilhmisch - trigonometrischen Hilfstafeln lernt man am be¬
sten aus der Einleitung kennen , die gewöhnlich einer jeden
solchen Tafel beigefügt ist ; indefs beruht diese Einrichtung
immer auf folgenden Sätzen :

j . Im ersten Quadranten nehmen , wenn die Winkel wach¬
sen , die Functionen ( Sinus , Tangente etc . ) zu , dage¬
gen die Cofunctionen ( Cosinus , Cotang . u . s . w .) ab .

2 . Die Sinus und Tangenten kleiner Winkel stehen mit
den entsprechenden Winkeln in geometrischer , also
die Logarithmen dieser Functionen mit den Logarith¬
men der Winkel in arilhm . Proportion .

3 Bei gröfseren , weniger als um eine Minute von einan¬der verschiedenen Winkeln verhalten sich die Diffe¬
renzen der Logarithmen der Functionen oder Cofunc¬
tionen , wie die Differenzen der zugehörigen Winkel .

4 . Die Logarithmen der Cotangenten haben mit jenen derTangenten einerlei Differenzen .
Von diesen 4 Sätzen ist der 1 . bereits ( $ . 10 , Anmerk . )

angeführt ; der 2 . und 3 . ergeben sich am einfachsten aus
der Tafel selbst , aus welcher man zugleich auch ersieht ,
wie weit diese Sätze ausgedehnt werden dürfen ; der 4 . Satz
endlich folgt ganz einfach aus der Gleich . ( $ . 16 )

ianga Cola = 1 * ) .

* ) Hier ist zugleich der Ort , an welchem die nüthigen Übun¬
gen mit den logarithmisch - trigonometrischen Tafeln , um zu
irgend einem gegeb . W . , logsin , log cos etc . , und umgekehrt ,
zu einem gegeb . Logarithmus Sinus , Cosinus etc . den ent¬
sprechenden Winkel zu finden , vorzunchmcn sind .



Drittes Capitel .
Grundformeln zur Auflösung cler geradlinigen

Dreiecke .

§ • 41 . Bezeichnet man in einem beliebigen geradl .

Dreiecke ABC ( Fig . 5 ) die Winkel durch A , B , C , dieFig . 5.

gegenüberliegenden Seiten beziehungsweise durch a , b , o ,

und fällt aus einem der Winlielpuncte , z . B . C , auf die ge¬

genüberstehende Seite das Perpendikel CD ; so ist , wenn

man sich aus A mit dem Halbmesser AC = b den Kreis¬

bogen beschrieben denkt , CD der Sinus des W . A für den

Ilalbm . b , und man hat , wenn , wie bisher , sin A den Si¬

nus dieses W . A für den Halbm , *= i bezeichnet ( $ . 3o ) :

CD = b sin A . Eben so ist , wenn der Kreisbogen aus B ,

mit dem Halbm . B C = a beschrieben gedacht wird , im

Falle das Perpendikel ( Fig . 5 ) CD in das Dreieck fällt :

CD c =3 a sinB ,

und wenn das Perpendikel ( Fig . 5 ' ) aufserhalb desselben

fällt : CD = asin a oder wegen sina = sin ( iQo — B ) — sinB

( $ . i3 ) ebenfalls CD es a sinB . Man hat also
bsinA = a sinB oder a : b — sinA : sinB .

§ . 42 . Da es ganz gleicligiltig ist , von welchem

Winkelpuncte das Perpendikel auf die gegenüberliegende

Seite gefällt wird , so hat man eben so gut ( was gleichfalls

aus der vorigen Proport , durch blofse 'Vertauschung der

Buchstaben folgt ) auch

a : c = sin A : sinC und b : c = sinB : sinC , ..

oder allgemein

a : b : c = sin A : sin B : sin C ,

wodurch der erste und wichtigste Satz des geradl . Drei¬

eckes ausgedrückt wird .

§ . 43 . Aus der vorigen Proportion a : b — sinA : sinB
folgt auch a - [* b : a — b = sin A - j - sin B : sin A — sin B , oder
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a -\ - b sin A -4 - sin B tang 7 ( A + B )

, a ~ b ~ ~ sillA ~ ~ tangr (,A — B )
( 5 . 27 ) , d . i .

a b : a — 6 = lang £ ( A - [- B ) : lang \ ( A — B ) ,

welche Proportion einen zweiten Hauptsatz des Dreieckes
ausspricht .

§ • 44 . So wie oben ( § . 4 t ) CB = bsinA = a sinB

Fig . 5. war , so ist auch ( § . 5 , Zus . ) ( Fig . 5 ) AB = b cos A und

BB = a cosB , folglich AB - (- BB , d . i .

c = a cosB - j- b cos A * ) .

Analog mit dieser Relation hat man noch

b = a cosC - J- c cos A und a — b cos C - |- c cos B .

Multiplicirt man diese 3 Gleich , beziehungsweise mit

c , b , a ; so erhält man :

c " = a c cos B - J- b c cos A ,

b * = ab cos C - |- bc cos A ,

a z = ab cos C - )- a c cos B ,

und wenn man von der Summe der beiden erstem dieser

Gleichungen die letztere abzieht :

b z - J- c 1 — a 2 = 2 6 c cos A ,

woraus endlich der dritte für das geradl . Dreieck wichtige

Satz folgt :

CZ __ a 2
Cos A — - :- oder a 2 = £>* 4 - c 2 — 2 bc cos A .ibe

* ) Dieselbe Relation findet man auch aus Fig . 5' mit Jlerücli -
siclitigung , dafs
B D = a cos a = — a cos B und c = AB = AD — BD ist .
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Viertes Capitel .
Auflösung der geradlinigen Dreiecke .

a ) Der rechtwinkeligen .

§ . 45 . Obschon die Auflösung der rechtw . Dreiecke
in jener der schiefwinkeligen als besonderer Fall enthalten

ist , so verdient diese dennoch , der grofsen Einfachheit

wegen , besonders angeführt zu werden .

§ . 46 . Bezeichnet man ( Fig . 6 ) den rechten W . durch Fig . 6 .

C . die beiden spitzen W . durch A und B , also die Hypo¬

tenuse durch c und die beiden Catheten durch a und ö ;

so können hier hlofs 5 verschiedene Fälle Vorkommen , und

sofort aufser dem rechten W . gegeben seyn : i . a , b , 3 . a , c

( gleichgeltend mit b , c ) , 3 . a , A ( analog mit b , B ) , 4 - a i B

( anal , mit b , A ) und 5 . c , A ( analog mit c , B ) .

Ohne nun erst für alle diese Fälle besondere Regeln

aufzustellen , ist es einfacher aus der blofsen Anschauung

der Figur diejenige Relation oder Gleichung ( nach § § . 3

und 3o ) anzusetzen , welche die beiden gegebenen und das

gesuchte Stück enthält , und daraus das letztere zu bestim¬

men . Wären z . B . eine Cathete und der gegenüberliegende

W . gegeben und die Hypotenuse zu suchen , so würde man

unmittelbar aus der Figur ( indem man sich aus A mit dem

Halbm . AB = c einen Bogen beschrieben denkt ) a = csinA

und daraus c = a : sinA haben . Wäre dagegen die zweite

Cathete zu finden , so würde man ebenfalls aus dem Drei¬

ecke selbst ( indem man sich , um eine Relation zwischen

a , A , b zu erhalten , aus A mit dem Halbm , AC = b einen

Bogen beschrieben vorstellt ) a = b lang A und daraus

b — a : lang A = a cotA erhalten .

§ . 47 . Di e Auflösung der rechtw . Dreiecke liegt also
in den 5 einfachen Relationen : a 2 - (- b 1 = c J , a = c sin A

= b lang A , b — c Cos A = a cot A , und man erhält ,

durch Zusammenstellung aller vorkommenden Fälle , fol¬

gende Tabelle :
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§ . 49 . Zur Bestimmung der Fläche F des Dreieckes
hat man in den genannten 5 Fällen ganz einfach beziehungs¬
weise : F = -j a b = i a y/ ( c - )- a ) ( c — a ) = ^ a z cotA
zzz ^ b 1 tang A — ^ c 1 sin Acos A oder ( § . c3 ) auch — \ c z sin 2 .4 ;
welche Ausdrücke ebenfalls der logarithmisclien Behand¬
lung fähig sind .

Anmerk . i . Die in den Relationen dieses und des § . 47 ver¬
kommenden trigon . Linien eder Functionen beziehen sich ,
■wie man sieht , wieder auf den Halbmesser l , und können ,
wenn man will , nach § . 3i , leicht auf jenen r gebracht wer -

a
den j es gehen z . B . dadurch die Ausdrücke iangA = —,

a z= . c sin A , F — \ a ” cot A u . s . tangA =

c sin A a - cot A
a = - , F = - u . s . w . über . Allein wir zie -r 2 r
hon es vor , diese Formeln ungeändert zu lassen und dage¬
gen bei der wirklichen Berechnung , nach § . 89 , die Loga¬
rithmen der trigon . Functionen der Tafel , auf den Halbmes¬
ser 1, und umgekehrt , die gefundenen Logarithmen der auf
den Halbm . 1 sich beziehenden trigon . Functionen , zur Auf¬
findung der entsprechenden Winkel , auf den Tafclhalbmes -
ser zu reduciren .

Anmerk . a . Zur Übung in den genannten 5 Fällen mag man
das Dreieck nehmen , in welchem a — 110 -806 , b = 148 -6 ,

c = i85 -364 , A = 36 ° 42 " 38 " , D = 53 ° 17 ' 22 " , C = 90
und F rr 8a32 -886 ist .

I ) Der schiefwinkeligen oder beliebigen
Dreiecke .

§ • 5 © . Bei der Auflösung der schiefwinkeligen Drei¬
ecke können ( da sich darunter immer eine Seile befinden
mufs ) gegeben seyn : I . eine Seite und zwei Winkel ; II . zwei
Seiten und ein Winkel , und zwar a ) ein gegenüberliegen¬
der oder ß ) der eingeschlossene W . ; III . alle drei Seiten .

§ . 51 . I . Geg eben eine Seite und zwei Win -
kel , z . B . c , A , B . Da in diesem Falle immer auch der
3 . W . C es 180 — gegeben ist , so hat man ( § . 42 )
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Fig . 5.

c : a = sinC : sinA und daraus asc sin A : sinC oder

log a = log c - |- log sin A — log sin C . Auf dieselbe Art er¬

hält man ( wozu in der letztern Relat . nur a und b , also

auch A und B mit einander zu vertauschen sind ) :

log b ~ log c - j- log sin B — log sin C .

§ • 52 . Zur Bestimmung der Fläche F hat man ( Fig . 5 )

F = ^ AB . CD , oder da AB = c und CD = b sin A 1
= a sin B ist :

F = jbc sin A = ~ ac sin B ( = ^ ab sinC ) ;

es ist also im vorliegenden Falle , wegen b = s ° s " 1 ^ sofort° sin C

p __ c '1 sin A sin B c - sin A sin B1 sinC 2 sin ( A -\ - ß )
Zur Übung dieses und der folgenden Fälle lsann das Drei¬

eck dienen , in Welchem a = 36 -52 , b = 48 '34 , c = 55 ' 62 ,

A ~ 4o ° ■}. %' 26 -" o 6 , B r= 59 ° i ' 46 -" 34 , C — 8o 0 35 ' 47 ' / * und
F — 870 -826 ist . ( Hl . s . Ilandb . der Trigonoin . , S . y 8 u . f . )

§ • 5 B * II - “ ) Gegeben zwei Seiten und ein

gegenüberliegender Winkel , z . B . a , b , B . In

diesem Falle hat man ebenfalls wieder ( nach § . 42 )
b : a = sin B : sin A ,

und daraus sinA s =s asinB : b oder

log sin A = log a - |- log sin B — log b .

Entspricht nun diesem so berechneten Logarithmus

Sinus in der Tafel der W . a , welcher also ( § . ’6 q ) jedenfalls

ein spitzer ist ; so kann im Allgemeinen ( weil beide Winkel

denselben Sinus haben ) A = a und = 180 ° — a seyri . Ist

aber B der der gröfsern Seite gegenüberliegende W . ,

also a < j b , so ist auch A <^ B , und es kann von den beiden

Werthen nur jener A — a < 90 ° gelten , so , dafs in die¬

sem Falle das Dreieck vollkommen bestimmt ist . Liegt hin¬

gegen der gegeh . W . B der kleinern Seile gegenüber ,

ist nämlich a > b , also auch A ^> B ; so können , ohne ge¬

gen diese letztere Bedingung zu verstol 'sen , beide Werthe :
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A s3 a < j 90 und A ss 180 — a > 90 gelten , so dafs es in

diesem ( unbestimmten ) Falle zwei Dreiecke oder Auf¬

lösungen gibt ( wie diefs Alles auch aus der Geometrie schon

bekannt ist ) ,

Im 1 . Falle ist ferner , nachdem A = a gefunden ist ,

C = 180 — ( A -\ - B ) , und aus c : b = sinC : sin B , wenn

man gleich Logarithmen nimmt :

log c = log b - j- log sin C — log sin B ,

also auch C und c bestimmt . Im 2 . oder unbestimmten

Falle aber erhält man , wegen des zweifachen Werthes von

A , auch 2 Werthe sowohl für C als für c , die den erwähn¬

ten beiden Dreiecken entsprechen .

§ . 54 . Zur Berechnung der Fläche hat man ( $ . 52 )

F e =s \ ac sin B , oder da aus der Gl . ( § . 44 )

b 2 = a a 2 - f- c 2 — 2 a c cos B ,

wenn man sie nach c auflöst ,

c = a cos B + yjb 2 — ■ a 2 sin B 2 folgt :

F = -j - a sinB [ a cos B + y/ö 2 — a 2 sinB 2] .

Für b > a , d . i . im bestimmten Falle , ist

b 2 — a 2 sin B 2 j> a 2 — a 2 sin B 2 = a 2 cos B 2 ,

also \ Jb 2 — a 2 sinB 2 > a cos B ; es kann also , da F posi¬

tiv seyn mufs , vor der Wurzelgröfse nur das Zeichen - |-

gelten . Für b < a , oder im unbestimmten Falle aber , ist

v * - a 2 sin B 2 a cos B , und es können , ohne das F ne¬

gativ ausfällt , beide Zeichen genommen werden , wodurch

also auch F zwei verschiedene , den vorhin genannten bei¬

den Dreiecken entsprechenden Werthe erhält .

Nimmt man , um auch ein Beispiel für den unbestimmten
Fall zu haben , von dem oben ( § . 52 ) angegebenen Dreiecke , in
welchem a < b ist , a , b und A als gegebene Stücke ; so findet
man , aufser dem eben genannten Dreieck , auch noch jenes :

a = 36 52 , b — 48 ' 34 , c = 18 -0339 , A = 4 ° ° 2 » ' 26 '" 56 ,

B — 120 0 58 ' i 3 ’" 66 , C = 18 0 39 ' i9 ’" 78 und F = 282 *35 -2 , wel¬
ches der Bedingung der Aufgabe entspricht .



§ • 55 . n . ß ) Gegeben zwei Seiten und der
eingeschlossene Winkel , z . B . a , b , C . In diesem Falle
hat man zur Bestimmung der beiden fehlenden Winkel A und
B ( $ . 43 ) : a -\ - b : a — b = tang \ ( A - j- .B ) : tang \ ( A — B ) , und
daraus mit Anwendung der Logarithmen : log tang± ( A — B )
— log ( a — b ) - J- log lang S ( A -{ - B ) — log ( a - )- b ) , in wel¬
chem Ausdrucke , wegen ± ( A - J- B ) = 90 — ^ C , auch
cot \ C statt lang - ( A - J- E ) gesetzt werden könnte . Da nun
durch C die Summe f ( A - j- B ) = s bekannt ist , und aus
der vorigen Gleich , -j ( A — B ) = d gefunden wird ; so ist
A = .» - )- d und B — s — d ; dabei ist für a > b , weil d

positiv ausfällt , auch A > B ; für a < [ b , wird d negativ ,
also auch A B ( im letztem Falle kann man auch a mit b

verwechseln , oder überhaupt immer die gröfserc Seite
durch a bezeichnen ) .

Nachdem die W . A und B bestimmt sind , kann man
die Seite c nach dem Satze c : a = sin C : sin A , woraus

löge = log a - j- log sin C — log sin A folgt , berechnen .

§ . 56 . Um aber , was oft nothwendig und wünschens -
werth ist , diese dritte Seite c unmittelbar aus den gegebe¬

nen Stücken zu finden , hat man ( $ . 44 )

c 2 = a * - j- i >2 — 2 ab cos C ,

oder , wenn man zur Anwendung der Logarithmen , zum
2 . Theil der Gleich , 2 ab addirt und abzieht , und noch be¬

rücksichtiget , dafs ( § . 23 ) 1 - f - cosC = 2 cos \ C z ist :

c * = {a + by - ^ ab co , iC * = ( a + by ( ,
. . . . . ^ ab cos ^ C "1

und wenn man endlich - ;- = cos ®2 setzt , wo <p
( « + Z9 2 T ’ r

einen Hilfswinkel bezeichnet , auch : c - = ( a - j- b ) z sin 9 *
oder c = ( a - }- b ) sin 9 .

Nachdem man also aus der Gleichung ( die aus der vo¬
rigen für cos 9 2 folgt )

log cosf — log z - \ - log cos £ - j- -j - ( log a -f log b ) — log ( a -f b )

den Hilfsw ' . 9 bestimmt hat , findet man c aus jener ;

log c ss log ( rt - {- b ) log sin 9 .



§ . 57 . Für die Fläche hat man hier unmittelbar ( $ . 52 )

F = \ ab sin C .

Bestimmt man die Seite c nach dem vorigen §. , so findet man

dazu den Hilfsw . y = 4 ° 0 Ö7 ' 8 -" 85 .

§ . 58 . HI . Gegeben alle drei Seiten a , 4 , c .

In diesem Falle hat man zur Berechnung des W . A ( § . 44 )

4 2 + c - —
a ) Cos A = 2 b c oder , wenn man , um diese For¬

mel für die Anwendung der Logarithmen geeignet zu ma¬

chen , den halben W . hineinbringt und zuerst ( § . a3 ) cos A

= a cos ^ Ä 1 — i setzt und gleich 2 cos ^ A z bestimmt :

f/ ->- |—c ) - — a 2 ( 4 + c + a ) ( 4 - f- c — a )
zcos ^ - Ä 1 — 2 b c 2 b c

oder wenn man Kürze halber a - f- b - f - c = 2 s setzt , wo¬

durch b - J- c — a = 2 ( s — a ) , a - {- c — 4 = 2 ( s — 4 ) und

n - f - 4 — ■c = 2 ( s — c ) wird , auch

2 COSr A z = 5
4 ä ( i — a )

2 4 c
oder cos ^ A = /

s ( .s — a )
4 c

§ • 59 . Setzt man dagegen in der vorigen Gleich , a ) ,

CbsA = i — zsin ^ A * ( § . 23 ) und bestimmt daraus 2 sin±A z ,

so erhält man , mit der vorigen Annahme von a - J- 4 - J- c = 2 s :

2 « in ~ A Z =
a - — ( 4 — c ) - ( a -\ - b — c ) ( a - f- c — 4 ) 4 ( 's ~ c ) ( s — 4 )

2 b c

oder sin ^ A

2 4 c 2 b c

- V ( s — 4 ) ( s — c )

4 c

§ . 60 . Wegen tang { A ~ sin ^ A : cosjA und ( § . 23 )

sinA — zsin \ A cos { A hat man auch noch :

. a \ / ( s — b ) ( s — c ) ,

t <Ul S ' A = V ' ■ its - af ' Und

sin A = V s ( * — a ) ( « — 6 ) ( s — c ) .£7 C

Durch blofses Vertauschen der Buchstaben findet man

aus diesen 4Formeln die analogen zur Berechnung der bei¬

den übrigen Winliel D und C .
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( Über die Vorzüge , welche in der Anwend , die 3 erstem
Formeln vor der letztem gewähren , beim mündlichen Vortrage ;
auch s . m . Handb . d . TrigOih , S . u3 .)

§ . 61 . Um endlich noch die Fläche in diesem Falle
zu bestimmen , hat man aus ( § . 52 ) F = fl 6 c sinA , wenn
man für sinA den Werth aus dem vorigen § . substituirt :

F = \A ( s — a ) {s — 6 ) ( « —*- c ) .
Zur fernem Übung mögen noch die beiden Dreiecke die¬

nen : a — 842 -7 , b — 692 -3 , c = : 5o4 'o45 , A = 88 ° 5 ' 42 ' ,8j
B = 55 ° i i 3a " 2 , C = 36 ° 4 a <45 ” » F = i 74378 -7 , und a = 24 -6 ,
b = 32 ' 8 , c = ai -5 , A = 48 ° 35 ' i7 ‘" 94 » B = 90 0 27 ' 23 -" 88 sC = 4 ° ° 57 ' i8 -' ' a8 , F — 264 -442 .

Fünftes Capitel .
Grundformeln zur Auflösung der sphärischen

Dreiecke .
f ,‘k- 7. § . 62 . Us sey ABC ( Fig . 7 ) ein auf der Kugel vom

Mittelpunct O und Halbmesser OA = O B = O C — 1 lie¬
gendes sphärisches Dreieck , dessen Winkel wir wieder
durch A , B , C und gegenüberstehende Seiten durch a , b , c
bezeichnen . Zieht man im Wirikelpuncte C an die beiden
Seiten oder Kreisbogen CA , CB die Tangenten CB , CE
( die also beziehungsw . in den Ebenen COA und COB lie¬
gen ) und die Secanten OAD und OBE ; so ist ( wegen
Halbm . = 1 ) CD c= lang b , CE = lang a , OD = : sccb
und OE = seca . Nun hat man aus den beiden geradl .
Dreiecken CDE und ODE nach 44 :

DE - = CE 2 4 - CD x — 2 CE . CD cosDCE
= OE 1 + OD z — 2 OE . OD cos D OE ,

oder , wenn man substituirt und noch berücksichtiget , dafs
W . DCE = sph . W . C und W . DOE — W . c ist :

lang ar fl- langb % — 2 lang a iangb cosC
— sec a % fl- sec b % — 2 sec a sec b cos e ,



und wenn man abliürzt , da ( § . i 5 ) sec cv- — i -f - lang a -
ist , auch langa lang b cos C = sec a sec b cos c — i , aus
welcher Gleich . , wenn die Tangenten und Secanten durch
Sinus und Cosinus ( § . 16 ) ausgedrückt werden , sofort folgt :

cos c — cos a cos b
cos C = - \ - - .sin a sin b

§ . 63 . Bezeichnet man in derselben Ordnung die W .
des zugehörigen Polardreieckes ( Fig . 8 ) durch A ' , B ' , C '
und die gegenüberl . Seiten beziehungsweise durch a , b ' , c ' ;

so ist bekanntlich :

A a — 180 , B - {- b ' = 180 , C - f- c = 180 0 und

A ' —|— a = : 180 , B —(— b = ; 180 , C —j— c = 180 0 * ) ,
also a = 180 — A \ b = 180 — B ' , c — 180 — C und

C = 180 — c , mithin wenn man diese Werthe in der vo¬

rigen Formel substituirt ( d . h . auf diese die Eigenschaft des
Pol . Dr . anwendet ) ( § . i 3 ) :

— Cosc =a ( — cosC ' — cosA ' cosB ' ) : sin A ' sin B ' ,
oder , wenn man zugleich die Accente wegläfst , indem diese
Relation nun in jedem sph . Dreiecke gilt :

cos 0 4- cos A cos ß
cos c = - :— —:—-- .sin A sin ß

* ) Da diese Eigenschaft des l ’ol . Dreieckes nicht in allen Lehr¬
büchern der elem . Geometrie vorgetragen wird , so wollen
wir diese hier kurz naclnveisen .

Beschreibt man auf der Kugel aus den Winkelpuncten
A , ß , C des sph . Dreieckes ABC ( Fig . 8 ) , als Pole , mit
der Entfernung von go ° gröfste Kreisbögen ; so entsteht das
zugehörige Polardreieck A ' B ' C ' . Dieser Construction zu¬
folge steht aber A ‘ sowohl von B als auch von C um 90 0
ab , also ist A ' der Pol des gröfst . Kreisbogens B C . Eben
so sind B ' und C ' die Pole der Bögen A C und AB ; so
wie also A ' B ' C ' das Polardreieck des Dreieckes ABC , so ist
auch umgekehrt ABC das Polardreieclt von jenem A ' B ' C .

Nun ist ( da DE das IVlafs des sph W . C , und FG jenes
des W . C ’ ist )
C 4 . A ' B ' DE + A ' B ' = DE + A ’E -f B 'D — DE

m A E -j- B D = 90 — 90
( weil A ' der Pol von CE und B ' jener von CD ist ) , d . i .
C -j- e'= 180 ° , und damit analog : ß - j- // = 180 , A a — 180 .

Ferner ist C ' -J- AB — F G A B = FB -j- GA —- AB - (- AB
= FB -f GA — 90 - (- 90 ( weil B der Pol von FC ' und A
der Pol von CG ist ) , oder C ' -J- c = 180 ° , und damit analog
auch ß ' -J- b = 180 und A ' a — 180 .

Uurg ’s Compendiurn d . höh . Math .

Fig . 8 .
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§ . 6 -1 . Drückt man ( auf ähnliche Art , wie in § . 58 )
in der Formel von § . 62 cos C durch den halben W . aus ,
so hat man zuerst für cos C = 2 cos \ C l — 1 :

2 cos ~ C " =

oder ( § . 26 )

sin a sin b + cos c — cos a cos b cos c — cos ( « - f- b )

2 cos rC z =

sin a sin b si

2 sin \ ( a + b + c ) sin \ {a -\ - b - - c )
sin a sin b

und wenn man wieder rz — 6 c = e s setzt ( yergl . § . 58 )
sin s sin ( s ■—■c )endlich : cos ^ C 2 =2

Analog damit ist noch :

cos -iß - = sin s sin ( s — b )
sin a sine

und cos \ Ä 2 =
sin s sin (s — a )

sin b sin c

§ . 65 . Setzt man dagegen cosC = 1 — zsi/i ^ C 2, so
erhält man eben so ( wieder mit Rücks . auf § . 26 ) :

cos ( b — a ) — cos c 2 sinj ; ( b -\ - c — a ) sin 7 ( a -{- c — b )
sin a sin b

sin ( s — a ) sin ( s — b )

. 2 sin 4 C 2 =
sin a sin b

d . i . sin ^ C 2 =
sin u sin b

und damit analog ( durch blofse gehörige Vertauschung der
Buchstaben ) :

sin v E z -
sin ( s — a ) sin ( s — c )

sin a sin c
und sin - A 2- sin ( s — b ) sin ( 5 — c )

sin b sin c

§ . 66 . Setzt man Kürze halber

sin s sin ( s — a ) sin ( s — b ) sin ( s — c ) = co ,
so hat man aus den Formeln der beiden vorigen § § . , nach
der Relation ( § . 23 ) sina = 2 sin ^ a cos -̂ a :

sinA <= sinß
sin a sm c , sin C =

sin a sin b '
sin b sin c

und daraus folgt :

sin A sin B : sin C sin (i : sin b : sin c ,
ein wichtiger ( und jenem in § . 42 analoger ) Satz der sph .Dreiecke ,
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, § . 67 . Aus den erwähnten Formeln der § § • 64 und 65

erhält man durch Multiplication und Division :

sin 7 A ' cos 7 ß - sin ( s — &) 2

« )

cos 7 C *

sin ~ A cos ^ B

cos ^ C

und auf die nämliche Art :

sin ^ B cos ^ A _ sin ( s — a )
P ) ' ’ —

sin c -

sin ( s — b )

sin c

oder

* )

sin c

sin 7 A sin ^ B

sin r O

7 )
cos 7 A cos 7 B sin s

sin 7 C

sin ( s — c )

sm c >

Die Gleichung ß ) zu jener a ) addirt und davon sub -

trahirt gibt mit Rücksicht auf die Relat . in § . 20 :

sinj ( A + ß ) _ sin ( s — b ) + sin ( s — ä )

cos 7 C s ‘ n c

oder , wenn man Summe und Unterschied des 2 , Theils der

Gleich . , nach § . 26 , in Producte verwandelt , für sine ,

asin ^ c cos ~ c setzt und abkürzt :

sin { ( A -\ - B ) cos 7 ( ® — b )0

2 )
cos 7 C

sin ^ ( A — ß )

und
cos - c

sin 7 ( a — b )

cos 7 C sin 7 c

Genau eben so gibt die Verbindung von y ) + 5 ) mit

Rücksicht auf die Relat . in § § . 21 und 26 :

3 cosz ( A - B ) _ sin \ ( a -\ - b )
’ sin c sin 7 c ,

COSz ( A -\ - B ) coi7 ( « + ß )
4 ) . — = -- r — ’

sinz C coszc

welche 4 Formeln gewöhnlich die Gaüfsischen heifsen ,

§ • 68 . Dividirt man von diesen 4 Formeln 1 ) durch
4 ) und 2 ) durch 3 ) , so erhält man , den Factor iang \ C

— 1 : cotjC gleich in den s . Theil der Gleich , gebracht :

I . lang \ ( A -\ - B )

cosz ( a - b )

cos { ( rt '-j - b )
cot 7 C t

3 *
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II . lang j ( A — B ) =
sinj ( a — b )

sinj ( a b )
COljC , ■

und wenn man auf diese beiden Relationen die Eigenschaft
des Polardreieckes anwendet , wodurch ( § . 63 ) j ( A - \ - B )
= 180 — j ( d - j - b ' ) , 7 (A — B ) = — K a ’— 6 ' ) > jC = <) o — i c '
undj ( a + 6 ) = i8o — j ( A ' + B ' ) , j ( a - b ) = — j ( A ' - B ' ) ,
je — 90 — jC ' wird , nach Hinweglassung der Accente und
der ( mit Rücksicht auf § § . 11 und i 3 ) ganz einfachen Re -
ductionen :

III . tangj ( a - j - b )

IV . tangj ( a — b )

cos j ( A — B )

cosj ( A + B )

sinj (A — B )

sinj (A + B )

lang je ,

lang je ,

vier Formeln , welche unter dem Namen der Neper ’schen
Analogien bekannt sind .

1O1

Sechstes Capitel .
Auflösung der sphärischen Dreiecke .

a ) Der rechtwinkeligen und Quadranten -Dreiecke .

§ . 09 . Da die Summe der 3 Winkel eines sph . Drei¬
eckes überhaupt zwischen 2 und 6 rechten Winkeln einge¬
schlossen ist , so kann ein rechtw . sph . Dreieck 1 , 2 oder3 rechte W . besitzen . Weil aber bei der 2 . Gattung 2 Sei¬
ten Quadranten sind , und die 3 . Seite das Mafs des schiefen

W . , also eines durch das andere gegeben ist , bei der letz¬

tem Gattung hingegen jede Seite ein Quadrant , also auch
hier alles bekannt ist ; so haben wir es hier blofs mit der
erstem Art von rechtw . Dreiecken zu thun .

§ • 70 . Man bezeichne nun wieder den rechten W .
durch C , die beiden schiefen W . durch A und B , also die

Hypotenuse durch c und die Catheten durch n und & ; so

können , da jede auflösende Gleichung 3 Stücke : die beiden



gegebenen und das gesuchte enthalten mufs , diese der

Reihe nach seyn :

BcA , cAb , Aba , baB , aBc ,
acb , BAa , cbB , Aac , bBA ,

so , dafs also bei der Auflösung der rechtw . sphär . Dreiecke

im Ganzen 10 Fälle , wovon jedoch , da der 4 , 5 . , 9 . und

10 . Fall mit dem 3 . , 2 . , 8 . und 7 . identisch ist , und durch

blofse gehörige Vertauschung der Buchstaben entsteht , nur

6 wesentlich von einander verschieden sind , Vorkommen .

Man erhält diese 10 auflösende Gleichungen , ohne Rück¬

sicht auf ihre Ordnung , ganz leicht auf folgende Weise .

§ • 71 . Aus den Relationen in den § § . 62 , 63 , 66 hat

man der Reihe nach , wegen C = 90 ° , also sinC = 1 und

cos C = o : 1 ) cos c = cos a cosb , 2 ) cos c = cot A cot B

und sina : sinb : sine = sin A : sin B : 1 oder

3 ) sin a = sin A sin c , sin b = sin B sin c .

Setzt man diesen Werth von cosc aus 1 ) in ( § . 62 )
cos a — cos b cos c

a ) cos A =

so erhält man :

cos A =

sin b sin c ’
t

cos a ( 1 — cos b -) cos a sin b
sin b sin c

oder [ 3 ) ] wegen

. sin asmc = ——— , auchsinA

4 ) cot A = cota sinb , und analog colB = cot b sina .

Der aus 1 ) folgende Werth cos <z = cosc : cosb , in

a ) substituirt , gibt
cos c ( 1 — cos b - ) cos c sin b

cos A — —— - ;— r — = - :— :— odersin b cos b sm c cos b sm c

5 ) cos A = = tangb cot c und cos B — lang a colc .

Diese erstere Gleich . 5 ) mit jener [ 3 ) J sin 6 = sinBsine

multiplicirt , gibt
. sin B cos c sin B cos a cos b r . ,cosA s= - ;— = - -- 1 ) odercosb cosb J

6 ) cos A = cos a sin B und cos B = cos b sin A .
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§ . 72 . Diese 10 auflösenden Gleichungen lassen sich
auch aus 2 sehr einfachen und leicht zu behaltenden Sätzen ,
den sogenannten N e p e r ’schen Regeln ableiten . Berück¬
sichtiget man nämlich , dafs oben ( $ . 70 ) in den beiden ho¬
rizontalen Gruppen von den 5 Stücken des Dreieckes : c , A ,

b , a , B ( da der rechte W . C nicht vorkommt ) jedes der
Reihe nach M i 11 e 1 s t ü c k ist , und die beiden übrigen in
der erstem Reihe die diesem Stücke anliegenden , in
der 2 . Reihe aber die gegenüberliegenden Stücke
sind , und schreibt man noch überall in diesen beiden Grup¬
pen statt der Catheten a und b ihre Complemente 90 — a.
und 90 — b ; so bestehen diese beide Regeln in Folgendem :
1 . der Cosinus des M i 11 e 1 s t ü c k e s ist gleich

dem Producte der Cotang .enten der anlie¬
genden Stücke ;

2 . der Cosinus des M i tt e 1 s tü c ke s ist gleich
dem Producte der Sinus der gegenüber lie¬
genden - Stücke .

Anmerli , Die Richtiglieit dieser beiden , die sämmtliclie Auf¬
lösung der rechtw . sph . Dreiecke enthaltenden Regeln folgt
daraus , weil durch ihre Anwendung auf die beiden obigen ,
alle hier möglichen Combinationen darstellenden Reihen
( § . 70 ) die vorigen 10 Gleichungen erhalten werden . So
erhält maif aus der 1 . Reihe nach der 1. Regel :

cos c — cot A cot B [ Gl . 2 ) ] ,

cos A — cotc cot ( t) o — b ) = cote tangb [ 3 ) ] u . s , w . ;
aus der 2 . Reihe nach der 2 . Regel :

cos c = sin ( 90 — et ) sin . ( 90 — b ) = cos a cosb [ Gl , 1) ] ,
cosA — sinß cos et [ 6 ) ] , sin b = sine sinB [ 3 ) ] u . s , w .

Sind also z . R . die Cathete b und der anliegende W . A ge¬
geben , und soll die andere Cathete a bestimmt werden ; so
wird man von diesen 3 Stücken jenes zum Mittelstück wäh¬
len , wodurch die beiden übrigen entweder anliegende oder
gegenüberstehende Stücke vVerden , und dann im 1. Falle
die 1 . , im letztem die 2 . Regel anwenden . Man sieht hier
sogleich , dafs b als Mittelst , genommen , die beiden übrigen
A und a anliegende Stücke werden ; man hat daher nach
der 1 . dieser N eper ’schen Regeln :



cos ( 90 — b ) = cotA cot ( 90 — a ) , d . i .
sin b — cotA tanga [ Gl . 4 )J ,

und daraus : tanga = tätig A sin li , und so in allen übrigen
Fällen .

§ • 78 . Bei der Auflösung der sph . rechtw . Dreiecke
kommt ebenfalls ein unbestimmter Fall vor , und es

ist jener , in welchem eine Cathete und der gegenüberste¬
hende W . , z . 15 . a und A gegeben sind ; in diesem Falle hat
man nämlich zur Bestimmung der Hypotenuse [ Gl . 3 ) ] :

sinc = sln <Zj und da c aus dem Sinus gefunden wird , sosin A '

gibt es ( vergl , § . 53 ) für c zwei Werthe , also auch in die¬
sem Falle 2 Dreiecke * ) . Um indefs noch näher zu unter¬
suchen , ob nicht in besondern Fällen c , also das Dreieck
dennoch bestimmt seyn kann , dienen folgende Betrach¬

tungen .

§ • 74 . Aus der Relation 4 ) , § • 67 , in welcher die
Nenner sin ^ C und ( da für jedes aufzulös . Dreieck ^ c < [ 180 °
ist ) cos -j- e immer positiv sind , folgt ( was auch aus I . , j§ . 68
hervorgeht ) , dafs cos ^ ( A -\ - B ) und cosjj- ( <z -j- 6 ) immer ei¬
nerlei Zeichen besitzen , also A -\ - B und a -\- b von einer¬

umgekehrt se ^ .j eine Eigenschaft , welche für jedes sph .
Dreieck überhaupt , also auch für das rechtw . gilt .

§ • 75 . Für das rechtw . Dreieck folgt insbesondere
aus 4 ) , 5 . 71 : sinb = = tang a : tangA , und da sinh immer
positiv ist , so haben auch tanga und tangA immer dasselbe
Zeichen , oder es sind die Cathete und der gegenüberste¬
hende Winkel immer von einerlei Art , d . h . es ist für

*) Man kann , wenn man will , auch die beiden übrigen Stücke
b und B durch c ausdriieken , indem man ( Gl . 1) und 5 ) J

cos c
cos b = und cos B = cotc tanga bat .cos a



§ . 70 . Ist nun , um aufurisern unbestimmten Fall ( § . 7 3 )
zurück zu kommen , 1 . A = 90 ° , also A -\ - C = 180 , mithin
( § . 74 ) auch a -\ - c — 180 ; so ist , wegen ( $ . 75 ) u = 90 , so¬
fort 0 = 90 , also bestimmt ( vergl . § . 69 ) . Ist 2 . A <̂ 90 ,
also A - [- C < 1 80 , folglich ( § . 74 ) auch a -f- c < 180 ; so ist ,
wegen ( § . 75 ) a < 90 , sofort c ^ 90 * ) , also unbest . , aus¬
genommen , es würde der stumpfe W . c 5^ 180 — a ( wo¬
durch gegen die vorige Relat . a + 180 ausliele ) , dann
müfste der spitze W . , d . i . c < 90 genommen werden , wo¬
durch dasDreieck bestimmt wäre . Ist endlich 3 . A >̂ 90 ,
also -f- 6’> 180 , folglich ( § . 74 ) auch a -j- c > i8o ; so ist ,
wegen ( § . 75 ) a > 90 , sofort 0 ^ 90 , also unbest . , aus¬
genommen , es fiele der spitze W . 180 — a aus ( wo¬
durch a - |- c < 180 würde ) , dann könnte nur der Werth
e > 90 gelten , wodurch also auch dasDreieck bestimmt
wäre .

Anmeri . Aufser diesem angeführten Falle sind , wie man
leicht sieht , alle übrigen vollkommen bestimmt , indem die
gesuchten Stücke durch die Tangente , Cotangente oder den
Cosinus bestimmt werden . Der einzige Fall , wo noch der
Sinus vorkommt , ist jener , in welchem die Hypotenuse c
und ein W . , z . B . A gegeben sind und die Cathete a gesucht
wirdj denn man hat dafür [ 3 ) ] : sina — sinA sine , hier

ist aber « ^ 90 zu nehmen , je nachdem ( § . y5 ) der gegeb .
W . A < 90 ist .

Zur Übung kann man von dem Dreiecke , in welchem
A = 23 ° 27 ' 42 ” , B = 66 ° 58 ' o " ’8 , a = 4 ° 35 ' 26 " -2 ,
b = io ° 39 ' 40 ” und c = ii ° 35 ' 49 " ist , abwechselnd 2Stücke als bekannt annehmen und das 3 . bestimmen .

Ein 2 . Dreieck ist : a = 27 0 48 ' , b = 69 ° 9 ' 47 ’9 i
c — 71 0 39 ' 37 " , A = 29 0 2 5 ' 44 ” und B = 79 0 56 ' 4 " ’2 .

g , 77 . Ein Dreieck , in welchem eine Seite , z . B .

c = 90 ° ist , heifst ein Quadranten - Dreieck , undda in dem entsprechenden Polardreiecke ( $ . 63 ) der W .

* ) Fände man c = 90 ° ( was für a = A geschieht ) , so besäfse
das Dreieck 2 rechte W . ( C ~ B — 90 ) und wäre ( da auch
b — 90 wird ) vollkommen bestimmt .



C ' = 180 — c = 90 , das Dreieck also ein rechtwinkeliges

ist ; so kann dieses nach den obigen aufgelöst werden ,

wodurch dann auch , wenn man wieder auf das ursprüng¬

liche Dreieck zurückgeht , dasselbe bestimmt ist . Wäre

z . B . in einem solchen Dreiecke 0 = 90 ° , a und B gegeben ;

so wären es in dem bei C ' rechtw . Polardreiecke die Stücke

A ' = 180 — a und 6 ' = 180 — B , welches sofort aufgelöst

wieder die Stücke b = 180 — B ‘, A = 180 — a und

C = i8o — c des Quadrantendreieckes gibt .
Zur Übung kann das Dreieck dienen : a = 32 ° B’] ' 6 " ,

b = 66 ° 32 ' , e = qo ° , A = 23 ° 49 26 " ‘5 , B = 42 ° 56 ' i2 " ’3
und C = i 32 ° 2 ' 44 ’5 -

b ) Der schiefwinkeligen sphärischen

Dreiecke .

§ • 78 - Bei der Aullösung der schiefw . sph . Dreiecke

können die 3 bestimmenden Stücke seyn : I . die 3 Seiten ;

II . die 3 Winkel ( weil nämlich ihre Summe nicht wie im

geradl . A unveränderlich ist ) ; III . 2 Seiten sammt dem ein¬

geschlossenen W . ; IV . 2 Winkel und die zwischen liegende

Seite ; V . 2 Seilen und ein gegenüberliegender W . ; end¬

lich VI . 2 Winkel und eine gegenüber liegende Seite .

79 . L Gegeben die 3 Seiten a , b , c . In
diesem Falle findet man den Winkel A nach einer der For¬

meln ( § . 64 ) sin j A

immer der spitze W . gilt ) oder cos .

( wobei für

sin s sin ( s — a )
sin b sin c

oder nach der aus beiden durch Division entstehenden von

tang ^ A , welche Formeln zugleich die Anwendung der Loga¬

rithmen gestatten . Zur Berechnung der beiden übrigen W .

B und C dienen die analogen , durch blofse Vertauschung

der Buchstaben aus den eben genannten abgeleiteten For¬

meln .

Zur Übung dieses und der folgenden Fälle kann das Dreieck
dienen , in welchem a — 5o ° 54 ’ 32 " , 6 = 37 ° 47 ' ' 8" , c = 74 ° 5i ' 5o" ,

A — 44 ° 10 4 ° ’7Ö » B = 33 ° 22 ' 44 ' 86 und C — 119 0 55 ' 6 " ist .



§ . 80 . II . Gegeben die 3 Winkel A , B , C .

Zur Bestimmung der Seite a wird man am einfachsten auf

die vorigen Formeln die Eigenschaft des Polardreieckes an¬

wenden , indem sich dadurch die Seiten in Winkel und die

Winkel in Seiten verwandeln . Man erhält nämlich , wenn

A ' B ' - j- C ' — S ' , also A - (- B C = S gesetzt wird , wegqn

« = 270 ° — ±S ’, s — <2= 90 — ( S ' — A ‘ ) , s — 6 = 90 — ( S ' — B ' ) ,

s — 0 = 90 — ( 5 ' — . C ' ) , b = 180 — B ' und c — 180 — C ’, mit

Hinweglassung der Accente :

sin \ a

cos \ a

— cos S cos ( S — A )
sin li sin C

cos ( S — IS) cos ( .S — C )
sin B sin C

und

*

woraus auch ganz einfach ( J § . 16 , a 3 ) die Formeln für
iang - fa . und sina folgen . Durch gehörige Verwechslung

der Buchstaben erhält man auch die analogen Formeln zur

Berechnung von b und c .

A n m e r li . Da in jedem sph . Dreieck A -\ - B -\ - C > iR und < 6 R ,
also -j- B -j- C ) , d . i . S > R und < 3 R ist ; so ist ( § . 8 )
cos S immer negativ . Da ferner S — A = -j ( ß -{- C — A ) ,
und im entsprecli . Polardreieck V + c ' > a ' oder ( § . 63 )
180 — B + 180 — C > 180 — ^ , d . i . ^ ( B + C — A ) < 90 ° ist ;
so ist cos ( S — A ) immer positiv ( was auch für cos ( S — B )
und cos ( S — C ) gilt ) , also die obige Wurzelgröfse in sin -ja
für jedes mögliche Dreieck reell .

§ • 81 . III . Gegeben 2 Seiten sammt dem

eingeschlossenen Winkel , z . B . a , b , C . Um zu¬

erst die beiden W . A und B zu bestimmen , wendet man die

beiden Neper ’schen Analogieen I . und II . , $ . 68 , welche

sich auch logarithmisch behandeln lassen , an , und berech¬

net nach der erstem ( v4 - |- B ) = s , und nach der 2 .

\ ( A — B ) = cf ; so hat man A = s -\ - d und B = s — d ( wäre
A <^ B , so dürften nur A und B mit einander verwechselt

werden ) . Sind die Winkel bestimmt , so lindet man die
3 . Seite c nach einer der Relationen ( § . 66 )

sin c = sin a sin C : sin A = sin b sin C : sin B .



§ . 82 . Um jedoch diese Seite c unmittelbar aus den
gegebenen Stücken zu bestimmen , hat man aus § . 62 :

cos c — cos a cos b - J- sin a sin b cos C ,

oder , um diese Formel zur Anwendung der Logarithmen
geeignet zu machen , wenn man im 2 . Theil der Gleich .

sin a sinb addirt . und abzieht und gleich reducirt :

cosc = cos ( « - {- £>) - }- sin a sinb ( 1 - j- cos C )

= cos ( a -{- &) a sin a sin b cos 7 C 2 ( § . 23 ) ,

und wenn man auch für cosc den Werth 1 — 2 sin ^ c 1 setzt
und o. sin ^ c '1 bestimmt :

2 sin 7 e 2 = 1 — cos ( a - j- b ) — 2 sin a sin b cos 7 C 1
= 2 sin 7 ( a - | - b ) 2 — 2 sin a sin b cos 7 C ~ ,

. sina sinb cos 7 C -
oder wenn man - ;- = cos setzt :

sin 7 ( a + b ) -

sin ^ d 1 = 5 sinj ( a -j ~ b ) - ( 1 — cosy '1') , d . i .

sin ^ c = 3 sin 7 ( a - (- b ) sin f .

Man wird also aus dieser Gleichung , auf die sich nun
die Logarithmen anwenden lassen , die Seite c berechnen kön -

, , , . ’ cos ^ C r —,- — rnen , sobald man aus jener cos 9 = - ;- \ sin asmo ,
sin - ( a -\ - b )

die sich ebenfalls logarithmisch behandeln läfst , den Hilfs¬
winkel y> bestimmt hat * ) .

Für das obige Dreieck ( § - 79 ) findet man , wenn c auf die liier

vorgetragene Weise gesucht wird , den Ililfswinhel
9 = 6o ° iiy

§ . 88 . IY . Gegeben 2 Winkel sammt der
anliegenden Seite , z . B . A , B , c . In diesem Falle
erhält man die sämmtlichen nöthigen Formeln aus jenen des
vorigen Falles , indem man auf diese das Polardreieck an -

* ) Setzt man dagegen sin <p = cos ~ C sin a sin b , so folgt :

( § . 28 ) sin 7 c - = sin 7 ( <i -f- Z>J - — sintf -

= sin [ 7 ( a + b ) + 9J sin [ f ( «t + b ) — 9 ] .

Nach dieser Art findet man für das obige Dreieck
9 = 20 ° 11 ' 46 " ' 5 .
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wendet . So wird man zuerst wieder aus den Leiden Ana¬

logien III . und IV . , § . 68 ( welche ebenfalls auch auf die er¬

wähnte Art aus I . und II . entstehen ) , die Seiten a und b , und
, , . i t . 1 . . .»i/t c sin A sin c sin B

dann nach einer der Relationen sin C = •- = - -—sin a sin b

den 3 . Winkel C , oder wenn man diesen durch die gegebe¬

nen Stücke unmittelbar ( jedoch mittelst eines Hilfsw . ) aus -

drücken will , aus der Formel cos -̂ C — sin \ ( A -\ - B ) sin <p

bestimmen , nachdem man früher den Hilfsw . f nach der

■\ /sinA sinß mit Hilfe der Lo -Gleich . cos <? = —sin± ( A -\ - B )

garithmen berechnet hat * ) .

Das obige Dreieck als Beispiel gewählt , findet man hier
9 = 53 ° 3 ' 5i " *a .

§ • 84 . V . Gegeben 2 Seiten und ein gegen¬

über liegender Winkel , z . B . a , b , A . Hier be¬
stimmt man zuerst den W . B aus der Gleich .

. _ sinh sin A . . .
■mB = - snr - « ■> ■

und dann nach der Relation ( I . , (jj. 68 )

cotLC = tang± ( A + B ) C- ? q ( a + b )cos - ( a — b )

den W . C , so wie endlich mittelst dieses W . aus der Formel
sin a sin C n . . . .

smc = — — — , oder ohne diesen aus jener ( $ . 68 , III . )

lang \ c = lang \ ( cl - {- b ) cos + die Seite c .cos \ {A — B )

§ • 85 . Um aber auch C und c unmittelbar aus den

gegebenen Stücken zu bestimmen , hat man ( um eineRelat .

* ) Oder man bestimmt den Hilfsw . aus

sin 9 = sin 7 c Vsin A sin B ,
und dann C aus der Gleichung :

cos 7 C 2 = sin [7 ( A -j- B ) + 9 ] sin [7 ( A -f- B ) — 9 ]
( welche Delationen ebenfalls aus den beiden vorigen der
Kote mit .Hilfe des l ’olardr . folgen ) . Für das obige Dreieck
erhält man 9 = 22 0 6 ' 3o " -93 .



zwischen a , b , A , C zu erhalten ) ( § . 62 )

cosA = ( cosa — cosb cose ) : sinh sine ,

oder wegen cos c = cos a cos b - J- sin a sin b cos C ( aus 62 )

auch :

cos a *— cos b cos c — cos a ( 1 — cos b l ) — sin a sin b cos b cosC ,

also wenn man ( da 1 — cos b 1 = sin b z ist ) durch sin b ab -

hürzt :

cos A = ( cos a sin b — sin a cos b cos C ) : sin c ,

oder endlich , wegen sin c = sin a sin C : sin A , auch :

cot A sin C - J- cos b cos C = cot a sin b ;

um diese Formel für die Anwendung der Logarithmen ge¬

eignet zu machen , setze man a ) tätig <p = lang A cosb , so

wird , wie leicht zu sehen : ß ) sin ( C - j- y ) = tangb cota sin <p .

Ferner ist ( zur Berechnung von c ) aus der 1 . der

obigen Gleichungen : cosb cosc sinb sin c cosA = z cosa ,

oder für a ) lang 10 = lang b cos A auch :

ß ' ) cos ( c — co ) =

cos a cos co

cos b

Nachdem man also die Hilfswinkel f und co aus den Rela¬

tionen a ) , a ' ) bestimmt hat , findet man C und c nach den

Gleichungen ß ) und ß ' ) .
Für unser Dreieck wird

= 37 ° 3 i ' i 7 " , 23 und co = 29 0 4 ' 37 " - i2 .

§ • ö6 . Ha der W . B , von welchem auch die übri¬

gen Stücke C und c abhängen , hier aus dem Sinus gefun¬

den wird ; so ist dieser Fall ( wie jene in 53 , 73 ) ein

unbestimmter , und es gibt hier wieder im Allgemeinen

2 Dreiecke , welche der Bedingung der Aufg . entsprechen .

Um die Fälle aufzufinden , in denen das Dreieck dennoch

bestimmt ist , dienen wieder folgende Betrachtungen .

§ • 87 . Ist a ) a - f - 6 = 180 0 , also auch ( $ . 74 )

of + B = i8o ; so ist 1 . für At = qo sofort 6 = 90 , 2 . für
yl < . 90 : B > 90 , und 3 . für ^ > 90 ° : B < 90 , also B immer

bestimmt .

Ist ß ) a - (- 5 < i 8 o 0 , also auch A -{ - B <̂ 180 ; so ist



i . für A — <) 0 sofort £ < 90 , und 0 . für A >̂ 90 ebenfalls
£ < 90 , also £ in beiden Fällen bestimmt . Dagegen ist
3 . für A < 90 ° sofort E ^ 90 , also unbestimmt * ) , den Fall
ausgenommen , in welchem 4 - der stumpfe W . £ ^ 180 — ^4
ausfiele ( wodurch gegen die Voraussetzung A - f - £ ^ 180 °
würde ) , wo dann nur der spitze W . £ < 90 gelten kann ,
folglich £ bestimmt ist , ein Fall , welcher immer für
b ^ a eintritt , weil dann auch B ^ A seyn mufs .

Ist endlich y ) a - [- Z>> i8o 0, also ( § . 74 ) auch ^4 -|- £ )> i 8 o 0 ;
so ist 1 . für A — und < 90 ° sofort £ )> 90 , also bestimmt ,
dagegen 2 . für .̂ > 90 offenbar E ^ 90 " , also unbestimmt ,
den Fall ausgenommen , in welchem 3 . der spitze W .
E < i8o — A ausfiele ( wodurch gegen die Annahme y4 -|- E < i 8 o
Würde ) , wo dann nur der Werth £ > 90 gelten kann , also
£ bestimmt ist , ein Fall , welcher immer eintritt für
b ^ a , weil dann auch £ ^ A seyn mufs .

Nimmt man in dem obigen Dreiecke ( § . 79 ) die Stücke a , b ,
A als gegeben an , so findet man nur dieses genannte eine
Dreieck , aber auch nach ß ) , 4 - folgt , wegen a -\ - b <_ 180 , A < . 90
und dafs dieser Fall ein bestimmter ist .

Dagegen erhält man für a = 36 ° 12 ” , & = 52 ° 7 ' i 5" und
A = 4 o ° l\ b ' 4 " zwei Dreiecke , und zwar für das eine
c = 64 0 20 ' 19" , B = 6o ° 14 ' 55 " \ ) , C = 97 0 29 ' 54 " ' 7 , und für dasandere : c = 24 ° 8' 35 " ' 8 , ß = 119045 ' 4 ” ‘6 , C = 2Ö ° 44 13 ” ' 4 -

§ • 88 - VI - Gegeben 2 Winkel und eine ge¬
genüber liegende Seite , z . B . A , £ , a . Die hier
nöthigen auflösenden Gleichungen werden wieder am ein¬
fachsten aus jenen des vorigen Falles erhalten , wenn man
auf diese das Polardreieck anwendet . Man erhält nämlich

der Reihe nach : sinb = S a zur Bestimmung von b .

tang \ c — lang 7 ( a -f- 5 ) — -f ^ ^ , um damit , oder , wenncos - ( A — B )
man den Hilfsw . 9 aus tangf = tang a cos B berechnet hat ,
aus sin ( c — 9 ) = tangB cot A sin 9 unmittelbar c zu finden .

* ) Würde zufällig 71 = 90 ° , so wäre das Dreieck rechtw . undbestiinin t .



Endlich findet man mit Hilfe von c aus sitiC — - -sin a

oder auch aus col '- C = lang \ ( A - j- B ) — oder
cos - (a — b )

nachdem der Hilfsw . co nach der Gleich , tang co = lang B cos a
berechnet worden , unmittelbar aus der Relat .

cos [ 180 — ( C -4- co ) J = - -— den W . C.L 1 J cosß
Für unser Beispiel wird hier

9 = 45 ° ki i2 " -87 und co = 22 0 33 ' 36 " ' 71 .

§ . 89 . Auch dieser Fall , ist im Allgemeinen unbe¬
stimmt , so , dafs der Aufgabe zwei Dreiecke entsprechen .
Wiederholt man die im § . 87 durchgeführte Untersuchung ,
oder kürzer , wendet man auf alle Relationen dieses $ . wie¬
der das Polardreieck an ; so findet man Folgendes : Das
Dreieck ist b estimmt 1 . für A -\ ~ B = z 180 ° ; dabei ist für
a > , = , < 90 ° beziehungsweise Z>< , = , > 90 ° . 2 . für
A -\~ B 180 0 und a = oder > 90 ° ; dabei ist b 90 . 3 . für
A B > 180 und a = od {jr 90 ° ; dabei ist b >̂ 90 . Dage¬
gen ist das Dreieck unbestimmt : 1 . für A -\- B <̂ i8o a
und a < [ 90 ° ; dabei kann b ]> oder 90 seyn , ausgenommen
der stumpfe W . b fiele dadurch = oder > 180 — a aus , ein
Fall , der immer eintritt , wenn bei der vorigen Annahme
B — oder ist , in welchem Falle dann nur der spitze
W . für b genommen werden darf , wodurch also b ebenfalls
bestimmt ist . 2 . für A -\- B >̂ 180 und a > qo ; dabei
kann 6 > oder < 90 seyn , den Ball ausgenommen , in wel¬
chem dadurch der spitze W . 6 = oder <; 180 — a ausfiele
( was für B > ^ geschieht ) , wo dann nur £ > 90 seyn kann ,
also der Fall ein b e s t i m m t e r ist .

Nimmt man wieder aus dem obigen Dreieck ( § , 79 ) die 3 Stücke
A , B , a als gegeben an , so findet man , dafs dieser Fall ein be¬
stimmter ist ( wegen A -\ - B < 180 , « < 90 und B < A ) , mit¬
hin nur dieses eine Dreieck .

Dagegen findet man für yf = 4 o ° 45 ' 4" , B = 6o ° i 4' 55 " *4 und
a — 36 ° 24' 12 " ( wegen A -\ - B < . x8o ° , « < 90 und B > A ) zwei
Dreiecke , und zwar für das eine :

b = Ö2 ° 7 ' i 5 " , c = 64 ° 20' 19 " , C = 97 » 29 ' 54 ' >*7 ,



und für das andere :
b = 127 0 Ö2 ' 45 " , c = i55 ° 5i ' a4” und C = i53 ° iS ' 46 " *6 .

§ • 90 . Zur Bestimmung der Fläche F eines sphär .
Dreieckes hat man zuerst , wenn die Winkel A , B , C des¬
selben gegeben sind , der rechte W . zur Einheit des Win¬
kel - , und das Dreieck mit 3 rechten Winkeln ( d . i . der 8 .
Theil der Kugelfläche ) zur Einheit des Fläcnenmafses ge - *
nommen wird , bekanntlich : 1) F — A -\ - B -\ - C — 2 . Man
erhält also daraus , wenn die Winkel in Gradmafs gegeben
sind , und der Kugelhalbm . = r , folglich der 8 . Theil der
Kugelfläche ist , nach dem Sinne dieser Relation :

F : -j- r 2 x = ( A - j- B -)- C — 180 ) 0 : () 0 oder

§ . 91 . Um F durch 2 Seiten a , b und den einge¬
schlossenen W . C auszudrücken , hat man aus der vorigen
Gleich . 1 ) , die Winkel in Gradmafs ausgedrückt :

\ { A -\ - B -\ - C) = <) o - )- ^ F , folglich
lang \ ( ABC ) = — col \ F

= l ian Sr ( JJ r B ) + lang ^ C] : [ 1 — tang± ( A -\ - B) lang ^ C]
( 5 , 22 ) oder , 'wenn man für lang± ( A -\ - B ) den Werth I . ,

68 substituirt , und die Brüche wegschafft :
— cotjF = [ cos 7 ( 0:— 6 ) - |- cosi ( a - [- 6 ) tang ^ C 1^ : [ cos { ( a -j- 6 )
— cosj - ( a — 6 ) ] fang 7 C = ,[ cos \ a cos ^ b ( 1 tang \ C z )
- )- sin 7 a sin \ b ( 1 — lang 7 C 2) ] : — 2 sin ^ a sin 7 b lang 7 C ,
oder nach einer einfachen Reduction ( wobei für lang ,
der Quotient sin : cos gesetzt wird ) :

. _ cot 7 « cot 7 b -4- cosC

§ • 92 . Um endlich noch F durch die 3 Seiten a ,
b , c auszudrücken , hat man aus dieser letzten Formel
1 -}- cot ^ F 1 , d . i .

a ) 1 : sin 7 F1
= \ cotga % cot \ b % - j- 2 cot ^ a cot ^ b cosC - j- 1] : sinC * .



Drückt man in der Gleichung ( J . 62 )

cos C = ( cos c — cos a cos b ) : sin a sin b

die Sinus und Cosinus nach den Formeln

sinx — 2 sin ~ x cos 7 x und cosx = 1 ■— 2 sin 7 x z

aus ; so erhält man , beide Theile der Gleich , noch mit

2 col ^ a cot ^ b multiplicirt :
sin sin 7 b " ■— sin 7 c -

r ) 2 cot 7 cl cot —b cos C

Es ist ferner

cot 7 a % eot \ b -

2

sin 7 a - sin 7 b "

( 1 — sin 7 ci -) { 1 — sin 7 // '-)

sin 7 ci '- sin 7 b \

1 — sin 7 ci* 1 — sin 7 b "

sin 7 « 2 sin \ b ‘l

daher , wenn man diesen und den vorigen Werth r ) oben in

a ) substituirt :
1

sin 7 ci ’- sin 7 b '1 sin C %
a sin 7 bsin

sin C ,sin - F =2
C0Ä 7 c

und wenn man endlich für sin C den Werth aus 66 setzt ,

und dabei sin a und sin b durch den halben W . ausdrückt :

y ' sin s sin ( s — a ) sin ( s — b ) sin ( s — c ) ^
sin 7 F 2 cos 7 a cos 7 b cos 7 c

Für das obige , liier durchgehends als lieispiel gewählte
Dreieck ( § . 79 ) ist der sphärische Excefs in Graden ausgedrückt :
( A -J- B -(- C — 180 ) 0 = i7 0 ,47546 , folglich die Fläche für den
Kugelhalbmesser r [ § . 90 , 2 ) ] : i *1 = ' 3 o 5 oo 4 r 2. Für die bei¬
den Dreiecke des 2 . Beisp . in § . 87 findet man auf den Kugel¬
halbmesser = 1 bezogen , für das erste : F = ' 32285 , und für

*) Zwar lassen sich auch noch in den 3 übrigen Fällen For¬
meln ableiten , in welchen die Fläche F unmittelbar durch
die 3 Bcstimmungsstiicke ausgedrückt ist ; allein diese For¬
meln werden so verwickelt , besonders wenn man sie für die
Anwendung der Logarithmen einrichlcn will , dafs es jeden¬
falls kürzer ist , entweder die Winkel oder die Seiten des
Dreiecks zu bestimmen , und dann F rcspective nach der obi *
gen Formel 2 ) ( § . 90 ) oder nach der eben entwickelten zu
berechnen .

Hurg 's Comp «ndiutn d. hoh . Math . 4
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das zweite : F = . - 12635 . Endlich hat man noch für jene beiden
in § . 89 ( 2 . Beisp . ) angegebene Dreiecke , für das erste : F = -32285 ,
und für das zweite : F = 1 -29613 , und zwar in Quadratschul ] ,
Quadratklafter u . s . w . , je nachdem der Kugelhalbmesser gleich
1 Schuh , 1 Klafter u . s . w . ist .

Zur fernem Übung können noch die Dreiecke dienen , in
welchen

a = 65 ° i 5 ' 26 " , b = 78 ° 44 * 37 " , c = 45 ° 54 ' 56 " ,
' A = 66 ° 20 ' 17 " -4 , B = 98 ° 27 ' 4 o ” > C = 46 ° 25 ' 18 " ,

F s= -5449 * und

a = 4 o ° 18 ' 27 " , b = 72 0 24 ' 12 " , c = 5 i ° o ' 42 ” ,

A s 39 ° a 5 ' a " -5 , B = 110 0 40 ' 7 " ’6 , C = 49 ° 43 ’ a 8 " -5 ,
.F = -34576 ist .
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