e | rara

www.e-rara.ch

Compendium der hohern Mathematik

Burg, Adam von

Wien, 1836

ETH-Bibliothek Ziirich

Shelf Mark: Rar 21615

Persistent Link: https://doi.org/10.3931/e-rara-59642

Zweiter Abschnitt.

www.e-rara.ch
Die Plattform e-rara.ch macht die in Schweizer Bibliotheken vorhandenen Drucke online verfigbar. Das Spektrum reicht von
Blchern Uber Karten bis zu illustrierten Materialien - von den Anfangen des Buchdrucks bis ins 20. Jahrhundert.

e-rara.ch provides online access to rare books available in Swiss libraries. The holdings extend from books and maps to illustrated
material - from the beginnings of printing to the 20th century.

e-rara.ch met en ligne des reproductions numériques d’imprimés conservés dans les bibliotheques de Suisse. L'éventail va des livres
aux documents iconographiques en passant par les cartes - des débuts de I'imprimerie jusqu’au 20e siecle.

e-rara.ch mette a disposizione in rete le edizioni antiche conservate nelle biblioteche svizzere. La collezione comprende libri, carte

geografiche e materiale illustrato che risalgono agli inizi della tipografia fino ad arrivare al XX secolo.

Nutzungsbedingungen Dieses Digitalisat kann kostenfrei heruntergeladen werden. Die Lizenzierungsart und die
Nutzungsbedingungen sind individuell zu jedem Dokument in den Titelinformationen angegeben. Flr weitere Informationen siehe
auch [Link]

Terms of Use This digital copy can be downloaded free of charge. The type of licensing and the terms of use are indicated in the
title information for each document individually. For further information please refer to the terms of use on [Link]

Conditions d'utilisation Ce document numérique peut étre téléchargé gratuitement. Son statut juridique et ses conditions
d'utilisation sont précisés dans sa notice détaillée. Pour de plus amples informations, voir [Link]

Condizioni di utilizzo Questo documento puo essere scaricato gratuitamente. Il tipo di licenza e le condizioni di utilizzo sono
indicate nella notizia bibliografica del singolo documento. Per ulteriori informazioni vedi anche [Link]

Visual \\library


https://doi.org/10.3931/e-rara-59642
https://www.e-rara.ch
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=de
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=en
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=fr
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=it

Zweiter Abschnitt.

Die Lehre von den Functionen.
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Erstes Capitel.

Von den Functionen im Allgemeinen.

Erklarungen.

S. 93. ]Sehﬁlt eine Grifse wiahrend der Rechnung
oder Entwicklung denselben Werth unverindert. bei, so0
heiflst sie bestindig oder constant; im entgegenge-
setzten Falle wird diese Gréfse veranderlich oder va-
riabl genannt. Man bezcichnet die erstern gewdihnlich
durch die ersten, die letztern durch die letzten Buchstaben
des Alphabetes.

§. 94, Jede Grofse, deren Werth von dem VWerthe
einer andern Grifse auf irgend eine Weise abhingt, wird
eine Function dieser letztern genannt, Obschon aber
nach dieser Erklir. der Werth eines jeden analytischen Aus-
druckes von allen darin vorkommenden Grifsen abhingt,
so beriicksichtiget man in der Regel doch nur die verdn-
derlichen Grifsen, und betrachtet einen solchen Aus-
druck als Function dieser letztern, — Um die Abhingigheit
von diesen Variablen kurz anzuzeigen, setzt man ihnen ei-
nen der Buchstaben: f, F, ¢, ¥ u.s. w. vor und be-
zeichnet z B. die Ausdriicke a -+ bz, Vay — siny,
a -+ bzy — 2logy beziehungsweise durch f(z) oder F(z)
u. s, w. f(y)oder F(y)ete. und f(z,y) oder F(z,7) u.s.w.
Ubrigens wendet man in ein und derselben Entwicklung den
nimlichen Buchstaben nur fir solche Ausdriicke an, wel-
che sich in nichts als den, die variable Gréfse bezeichnen-
den Buchstaben unterscheiden. Bezeichnet man z. B. die
Relation @ 4 b* — ab sin @ durch ¢ (z), so versteht man
in der namlichen Entwicklung unter ¢(y) den Ausdruck:




@ + b'— ab siny *). Functionen, wie diese beiden, heilsen
dhnliche Functionen,
Anmerk, Hiufig bedient man sich auch statt der Bezeich-

nung von f(x), £(y), f(z) u.s.w. hlols der grolsen gleich-
namigen Buchstaben X, ¥, Z ete.

§. 95. Bei Gleichungen, wie z. B, y =V 2az — 2*,
22 — 3a—-logvu.s.f. schreibt man ebenfalls: » =j(2),
F(z,¢) etc., um auszudriicken, dafs 7 eine Funect, von
z, z eine Funct. von z und ¢ u, s, w. sey. Die Gréfsen y
und z (die Functionen), welche ebenfalls, obschon nicht
unabhiingig, variabl sind, werden ab hingig oder rela-
tiv veranderliche Grofsen genannt, wihrend jene 2, dann
zund ¢ unabhiingig oder absolut variabl heifsen ot

i

2]

§- 96. Die im vorigen {. angefiihrten Functionen
sind. zugleich Beispiele von gesonderten oder ent-
wickelten (expliciten) Funclionen, weil y-und z allein
oder gesondert auf der einen Seite der Gleich. stehen, Ist
hingegen blofs die Relation der Fanction mit den verinder-
lichen Gréfsen, von welcher sie abhiingt, gegeben, ohne
noch durch diese letztern gehorig gesondert oder bestimmt
Zzu seyn; so wird sie eine unentwickelte (implicite)
Function genannt; so ist z. B. in dem Ausdrucke

IV —azy ¥ bat = o,
J eine unentwickelte Funct. von &, so wie auch umgekehrt
= eine eben solche Funct. von y. In y = log x ist y eine
entwickelte Funct. von z, dagegen z eine unentw. F. von e

§. 97. Eine Funct. heilst algebraisch, wenn
sich bei den Verbindungen der constanten mit den verin-

*) Bedeutung von Ff(x), ) e el
**) Bei der nihern Erérterung oder Discussion der Gleichung

des Kreises y = Viax — 2% % B ist der Halbmesser @ eine
bestindige, die Abscisse z die un abhingig varia-
ble, undy, welche von @ und x, oder wenn die Untersu-
chung in "einem und demselben Kreise gefiithrt wird.
also a nicht weiter in Betracht kommt s von x abhingt, die
abhingig verinderliche Grifse oder dic Function
von .x,
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derlichen Grifsen auf diese letztern blofs algebraische
Operationen (Addition, Subtract., Multiplicat., Division
und Potenzirung mit ganzen oder gebrochenen, jedoch con-
stanten Exponenten) beziehen ; im entgegengesetaten Falle
wird die Funct, eine transcendente genannt, unter
welchen die logarithmischeﬁ und Kreisfunctionen

. . - . - (H
die wichtigsten sind. Sosind a—-bx == ayx-+adloga

Beispiele von algebraischen, und a —2ba®, 1 — logw,
a - b sinz Beispiele von transcendenten Functionen,

§. 98. Eine algebr, Funct, heilst rational, wenn
die variable Griflse, nach allen méglichen Reductionen, we-
der einen gebrochenen Exponenten besitat, noch unter ei-
nem VWurzelzeichen vorkimmt; im Gegentheile wird -sie
irrational genannt. So ist von den Functionen

g2 |+ 3ax — 42*Va und a — b\’/.z:

die erstere rational, die letztere irrational.

S. 99. Eine Funct. heilst ferner eine ganze F,,
wenn die Variable weder als Nenner, noch mit einem ne-
gativen Exponenten erscheint; im entgegengesetzten Falle
nennt man sie eine gebrochene; so sind die im vori-
gen §. angefiihrien Beispiele ganze, dagegen folgende:

4loga { g
s gebrochene Functionen.

2a — ba—'y, Jax —

§. 100. Die allgemeine Form einer ganzen, ra-
tionalenFunct. istsonach: 44-Bax 4 Ca* 4 Da? ... *),
so wie die einer gebrochenen, rationalen:

A4+ Bxr 4 Ca®* 4 . ..

&bz ocatid v’
wobei A, B, C, .. ., @y b, ¢ys e+ von z unabhén-
gige Coefficienten bezeichnen. Ist bei der letztern Func-
tion die hichste Potenz von z im Nenner grolser als jene

*) Wie lifst sich jede andere Funct. von der Form
A xm + B xm—4n _[_. C xm 4 n 4
auf diese zuriickfithren ?




im Zéhler, so heilst die Funection echt, im Gegentheile
unecht gebrochen,

§. 1Q01. EineFunci. zweier oder mehrerer Variablen
heilst gleichar tig oder homogen, wenn die Summe
der Exponenten der verinderlichen Factoren (die sogenannte
Dimension) in jedem einzelnen Gliede gleich grofs ist;
im entgegengesctzten Falle wird die F. un gleichartig
oder heterogen genannt, Sosind z. B.

2% — a3l faty
z=aqad baty cxy* und z= S -
+oaty + cay gy
homogene Functionen des 3. und 2. Grades, wihrend jene
1 — . 2xy? -4 3t
a—ba c'a* dy* ‘und =
s 4 Bk g e

ungleichartige F. des 2. und 3. Grades sind.

S+ 102. Aus der vorigen Definition folgt auch, dafs
eine Function f (2, 9, z,+..) homo gen und vom m. Grade
sey, wenn die Relat, besteht:

JUEZ, Lhne 15, o L") w7 (e 9y &, i
wobei ¢ eine willkiirliche, etwa neue, variable Grifse he-
zeichnet. So ist fir das vorige 1. Beispiel, wenn man ¢z
und Zy statt z und y schreibt:

at*z® 1L-b12 2?1y etz =t (az’ 4 baty -+ cay*) =t z,
also z eine homogene F. des 3. Grades, wie vorhin.

§. 108. Von zwei oder mehreren Functionen von
den nimlichen Variablen sagt man, sie seyen von einexr-
lei Form, wenn die Exponenten der verinderlichen
Grifsen in allen F. nach demselben Gesetze fortschreiten.
So 'sind z. B. die beiden F. aa -~ ba® 4~ ca25 4=, .. und
Az 4 Ba® 4 Ca’ 4. . ., so wie auch jene:

az A4 (bx* 4 cay 4 dy*) 4 ... und

Ax 4 (Ba* - Cay 4 Dy?) 4.
von der nimlichen Form, und unterscheiden sich sofort
blofs in der Verschiedenheit ihrer Coeflicienten.
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§. 104. Eine Function heifst ein- oder vielfdr-
mig (vieldeutig), je nachdem ihr fiiv jeden besondern
Werth der verinderlichen Grifse nur ein oder mehrere
Werthe zukommen; je nach der Anzahl dieser Werthe
heilst sie 2, 3, + . « nformig. So ist z. B. y =2—3x+42?
eine einférmige, dagegen y = 22 + Va— eine zweifor-
mige Function von .

Zus. Die hohern Gleichungen gehédren sofort zu den
vielformigen Functionen.

S. 105. Eine Funct, mehrerer Variablen heifst s ym-
metrisch, wenn man in ihr, ohne dadurch den VWerth
zu verindern, die verinderlichen Grolsen unter einander
beliebig vertanschen kann. So sind z B, a* 422y + 0%

2t g3 gt — — — e ?T symmetrische F. von z,

5 und 2, ¥, z; so ist die Radicalgréfse e in §. 66 eine
sym. F. von den 3 Seiten a, &, c.

£ ’)"‘ Xz

§. 106. Andert sich der Werth einer Funct., wih-
rend die verinderliche Grofse allmihlich oder continuirlich
zu- oder abnimmt, ebenfalls nur allmihlich, d.i. so, dafs
sie alle Grade der Grifse von einem VVerthe zum andern
stetig durchlinft; so wird die Funct. continuirlich,
im Gegentheile aber dis continuirlich genannt (eine
weitere Definit. dieser Functionen folgt im §. 141). So sind
z'B. a 4 bz und 2* fir alle endlichen Werthe von « con-

B Lo ; a cos %
tinuirliche, jene —, = und cota = —— nur fir zZ o
€X ST

continuirliche, dagegen fiir 2==0 discontinnirliche Func-
tionen von 2. Hieraus erhellet zugleich, dals eine Funct.
innerhalb gewisser Grenzen cont., dagegen aufserhalb der-
selben discont. seyn kann,

Q. 107. Lehrsatz Ist einc Function von der in
§. 100 angegebenen Form A 4 Ba 4 Ca* 4~ Da? =-.., wobei
A, B, C,...von x unabhingige Coefficienten bezeichnen,
fiir j e d en Werth der Variablen 2 gleich Null; so ist auch
jeder Coefficient fiir sich gleich Null,
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Denn besteht die Gleichung 1) 44~ Ba—-Ca*+...=o0
fir jeden Werth von 2, also auch fiir z =0} so folgt dafiir
aus1): A==o und & (B--Cx-...)=o0. Dieser letztern
Gleich. wird aber nicht blofs fiir =0, sondern auch fiir
B+ Cz 4 ... = o0 Geniige geleistet, aus welcher Gleich.
aber wieder, wie in 1) B=o0 und 2 (C 4+ D2 4...) = o,
d.i. C+ Dz +4...=o0 folgt; daraus wird wieder fiir 2=—o0
sofort C=o u. s. w.

§. 108. Zusatz, Sind 2 Functionen von derselben
Form (§. 103) fiir alle Werthe der verinderlichen Grifse
(oder Grifsen) einander gleich, so sind auch die gleich-
namigen, d. i, jene Coefficienten, die beiderseits zn den-
selben Potenzen, oder wenn es Funct. mehrerer Variablen
sind, zu denselben Combinationen der verinderl. Grofsen
gehoren, einander gleich.

Denn ist z.B. A+ B+ C2*4-..=a+ba}ca* ..,
so ist auch fir jeden Werth von z: (4—a)4 (B—b)=z
+(C—c)2* 4-..=0, also nach dem vorigen §. d—a=uo,
B—b==0, C—c=ou.s w., d.i 4=a, B=b, C=c etc.
Eben so folgt auch aus der Gleich, 4,2 4 A 2%y |- dgay? ..
= a2 - a,2%y + azay* 4. . sofort 4,—=a,, 4,=a,,
A=y, 8. oW

Anmerk. Dieser hier vorgetragene Lehrsatz, unter dem Na-
men des Satzes oder der Methode der unbestimm-
ten Cocfficienten bekannt, ist der fruchtbarste und
wichtigste Satz fiir die gesammte hohere Analysis.

§. 109. Lehrsatz. Werden 2 oder mehrere Func-
tionen von der genannten Form: 4 4+ Bz -4 Ca? + ...
a) zusammen addirt oder von einander abgezogen, b) zu-
sammen multiplicirt, ¢) durch einander dividirt, oder wird
eine solche Function d) zu was immer fiir ganze oder ge-
brochene, positive oder negative Potenzen erhoben; so ist
das Resultat immer wieder eine Function von der namli-
chen (hier angefithrten) Form.

a) Denn man erhilt durch Addition und Subtraction

derbeiden Functionen A4 Ba4-Cat .. und ad-bw4card-. .



sofort: (4 + a)+ B+ b)a+4(C+e)a*4-.., ein Resul-
tat, welches in der That dieselbe Form a--fa-ya*--..
besitzt.

b) Durch Multiplication dieser beiden Functionen er-
hiltman: da 4 (Ba-t4b)z 4 (Ca4-Bb+-Adc)a*~+--.,
welches Product abermals yon der hesagten Form a-}-f
+yat4-.. ist ).

¢) Die Einheit durch die Functionsreihe atbax+t-cz*4-..
dividirt, gibt nach der Natur der Division einen Quotieu-
ten von der Form: p 4 gx 4 ra®>-4'... Nun ist aber
(A—{—Bm—l—Caﬂ-{—..):(a—{«br—[——c;ﬁ—}-..)
(44 Ba 4 Car 4. ) t(a+batca? . )]
(A4 Bz 4+ Ca® +.)(p+ gz +rat 4. .)s
also endlich wegen b) der Form nach ==a 4-fa 4-y2* ...

d) Fiir einen ganzen positiven Exponenten n folgt die
Richtigkeit der Gleichung m) (4 4 Bz - Ca® 4. )"
= a4 o -} ya* 4 .. unmittelbar aus b). Fir einen ne-
gativen Exponenten hat man dann: (d4+Bat+Cax*4-.. )
=1:(d+ Bz} Cz* 4. =i(a+pz4 yx*4..)
=p-+4 gz 4 ra*-4..(c). Endlich ist, wenn man beide

I

Theile der Gleich. m) zur Potenz 2 erhebt:
n

(«+Ba+yar 4.
=(A—[—-Ba:+€x2—[—..)”‘=a—l—b.r+c.a:i ey

weil namlich m eine ganze Zahl ist; dabei kann auch m,

: . m .
folglich der Exponent — negatiy seyn.

*) Man sieht leicht, dafs sich der in @) und b) gefiihrte Beweis
auf jede beliebige Anzahl von Funectionen , welche die nim-
liche Form besitzen, ausdehnen lifst.
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Ziweites Capitel.
Allgemeine Gesetze fiir die Multiplication der Func-
tionsreihen; polynomischer und binomischer
, Lehrsatz,

Multiplication der Functionsreihen.

§. 110. Fir die folgenden Entwicklungen soll die
allgemeine Functionsreihe (§. 100) durch
A, —[—f/m??—-f—ff;a':' « + Adpar—r 4,
also durch die dem Buchntahen A,' angehangten Zeiger 1,
2, 3, . . zugleich die Stelle bezeichnet werden, die jeder
Coefficient in derReihe einnimmt. Diels vorausgesetzt, er-
hilt man durch die Multiplieat.'der beiden Functionsreihen
A+ o A22 . Ayan— —..) und
(2, + a, 2 + azat 4- .. + a,2m— ..

ganz einfach das Product:

Anay
b e o
A & 3% -ffu*'z aq
A,a,—E—A 2 == dya, 2% 4, -[— .:1:"—‘-{-..,
4 Ayt /f.a,, ;
A, an

in welchem sich hinsichtlich der Bildung der einzelnen Glie-

der folgende Gesetze aussprechen:

1. Die Summe der Zeiger der mit einander maultiplicirten
Coeffic, ist im 1, Gliede =2, gleich der Anzahl der zu-
sammen multiplicirten Functionsreihen.

2. In jedem folgenden Gliede wiichst diese Summe um eine
Einheit, und ist in den simmtlichen Partialproducten,
die zusammen einen Coeffic. ausmachen, durchaus die
ninliche; so ist diese im 2. Coeffic. durchaus =3, im
3. =4 u.s. w., im n, Coeffic. =n+1=n-d-2—1.

3. Jede dieser Summen erscheint so oft als moglich in 2
Theile zerlegt, wobei die Elemente jeder Complexion
auch noch permutirt sind, so, dafs also die Zeiger die
2. Classe der Varialionen zu bestimmten Summen bilden.
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4. Die Anzahl der Theile oder Partialproducte der aufein-
ander folgenden Coefficienten correspondirt mit den
Gliedern der Reihe: 1, 2, 3,. .. a, so, dals das 3. Glied
aus 3, das n. Glied aus » Theilen u. s. w. besteht.

5. Die Exponenten von @ bilden dasselbe Geselz wie in den
urspriinglichen Reihen (§. 109, ).

Um also irgend ein, z. B. das 5. Glied dieses Productes zu
entwickeln, wird man die 2. CL. der Variationen zur Summe
542—1=06, d i 61, 42, 33, 24, 15 bilden, in allen dicsen
Complexionen die ersten Zahlen links fir die Zeiger von 4,

und die ﬁnlgcﬂdcﬂ, fiir jene von a (oder umgekelirt) gelten las-

sen , und sofort als 5tes Glied erhalten:
(Agay + Adya, 4= Ayas + Ayay + A; a5) 22
§.114. Wird das vorige Product noch mit der 3.
b
Functionsreihe a, 4 a, 2 - ay2* 4~ . . multiplicirt, so er-
hilt man, mit Anwendung der eben ausgesprochenen Ge-
setze, fiir das Prodoct der 3 Functionen

(44 Ba4+. )@+ bz 4. )(a~ Bz +4..) sofort:

e @]
Ay ay e,
4, a, {
a@, Ay a4
/Iin.,r(l—’,——fha: *.‘1‘—1—Aai Yar o
2 @y
A, a;|a, . e Ii'i:
<14 Qq
A,al[agl

in welchem man wieder ohne Schwierighkeit (wenn man sich

noch die angezeigten Multiplicationen trita, T e M h -

gefihrt denkt) folgende, mit jenen des vorigen §. analoge,

Gesetze erkennt:

1. Im 1. Gliede ist die Summe der Zeiger gleich der Anzahl
der zusammen multiplicirten Functionsr. (= 3).

2. Diese Summe nimmt in jedem folgenden Glied um Eins
zu, ist also im 2, Glied =4, im 3. =5 u. s, w., im
n, Glied =n-4-2=n-+}3—1.

3. Jede dieser Summen erscheint so oft als moglich in
3 Theile zerlegt, oder es bilden, da auch alle Permuta-
tionen vorkommen, die Zeiger der einzelnen Coefllic.
die 3, Variationsclasse zu den Summen 3, 4. § u. s. w.
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4. Die Anzahl der Theile oder Partialproducte, aus wel-
chen jeder der aufeinander folgenden Coeffic. zusammen-
gesetzt ist, wird durch die correspondirenden Glieder
der Reihe 1, 3, 6, 10, ... ',:(n—_:l), welche durch

successives Summiren der Glieder der vorigen Reihe
1, 2, 3,.. .. 1 entsteht, ausgedriickt,

5. Die Exponenten von  befolgen wieder das urspriing-
liche Gesetaz.

Es kann demnach auch hier sehr leicht jedes Glied des Pro-
ductes unabhiingig von allen iibrigen gebildet werden, So ist
z. B. fiir das 5. Glied die Summe der Zeiger =6+3—1=m,
und fiir diese Summe die 3. Variationsclasse: 511, 421, 331,
241, 151, 413, 322, 232, 142, 313, 223, 133, 214, 124, 115,
wobei die Anzahl der Theile oder Complexionen in der That
auch mit dem correspond, 5. Glied 15 der hier geltenden Veri-
ficationsreihe (die uns hier vorliufig nur als ein mechanisches
Hilfsmittel dienen soll): 1, 3, 6, 10, 15, 21 u. s, w, iiberein-
stimmt.

Dieses 5. Glied ist demnach:

Asayay + dyaya, = dyaza, + 4,00, 4 . .

+ dia,a; 4 4, a,0) 21,
welches indefs, in der Form der erstern Glieder des obigen
Schemas dargestellt, fiir die Anwendung auf gegebene Zahlen-
beispiele bequemer ist.

§. 112. Wird das vorige Product abermals mit einer
Functionsreihe A; 4 A, 2 - A2 - ., multiplicirt, so er-
hilt man fiir das Product von 4 solchen Reihen genau wie-
der die mit obigen analogen Gesetze: die Summe der Zei-
ger ist im n. Gliede =n-}-4—1=n-}3; die Zeigerselbst
bilden die 4. Variationsclasse zu dieser jedesmaligen Summe ;
die Anzahl der Theile in jedem einzelnen Coeffic. stimmt
mit dem gleichnamigen Gliede der Verificationsreihe 1 B8/

n(n-41)(n-42)
£ b .

10, 20, , . - R die wieder auf dieselbe Weise

aus jener des vorigen {. wie diese letztere aus der ihr vor-
ausgehenden (§. 110), d. i. durch successives Summiren
der Glieder der R, 1, 3, 6, 10, . . entsteht, iiberein.
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§. 148. Da sich nun diese Gesetze fortwihrend wie-
derholen und fir m--1 solcher Functionsreihen als giltig
erweisen, wenn man sie fiir m Functionen als richtig an-
nimmt ; so kann jetzt ohne Schwierigkeit aus dem Producte
jeder beliebigen Anzahl von dergleichen Functionsreihen
jedes beliebige Glied gebildet werden.
Um dieses durch ein Beispiel nachzuweisen, wollen wir
setzen, es sey aus dem Producte der 4 Functionen:

1—ox 822 —4at ..y, 1fx—22—asfatt,.,
a48xtardarifaritiy d—x—3a%—0a% —4ai—,,
das 3. Glied zu bestimmen. Bildet man sonach die 4. Varia-
tionsel. zur Summe 34~ 4—1 =6, so erhiilt man: 3111, 2211,
1311, 2121, 1221, 1231, 2112, 1212, 1122, 1113, also im Gan-
zen 10 Complexionen, welche Zahl auch in der That mit dem
3. Glied der hieher gehorigen Verificat. Reihe 1, 4, 10, . . .
iibereinstimmt, Lilst man ferner in diesen Complexionen die
ersten Zahlen links fiir die Zeiger der Coeffic. der 1. Function,
die folgenden fiir jene der Coeffic. in der 2. Function u, s, w.
gelten, oder schreibt man, was,fiir die Rechnung bequemer und
kiirzer ist, diesen Coefficienten, iibereinstimmend mit der Dar-
stellung in §§. 110 und 111, auf folgende Art:
[Br422413)1 4 (21 412)2 4 (11)3]1

+ (14121 4 ()]s 4 [(1) 1]3;
so erhilt man nach gehiriger Substitution und Reduction ganz
einfach fiir das verlangte 3. Glied: —13a".
Anmerk, Sind die Functionsreihen von der Form
Ayan g A, antm 4,
so darf man nur xm=y setzen, um diese wieder auf die
n

hier vorausgesetzte Form: y;‘ (A, + A,y = A9 4. )

zu bringen,

Polynomischer Lehrsatz,

§. 114. Setzt man in der Entwicklung von §. 110
a,—Ad,, a,—4,, .. an=4,; so erhalt man nach einer
einfachen Reduction fiir die 2. Potenz eines Polynoms
(44 A,z A22+.) = 4,424, 4.

+ (24, A4}y a* 4 (24, 4y +-24, 45) 2% . . 4,

wobei also wieder dieselben Gesetze wie im angefiihrten §.,
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jedoch mit einiger Vereinfachung gelten. Um hier z. B.
das 7. Glied auflser der Reihe zu entwickeln, wird man blofs
die 2. Combinationsclasse zurSumme 742 — 1 =38 bilden,
und jede Complexion (welche sofort die Zeiger des Buch-
staben 4 geben) mit einer Zahl (welche den betreflfenden
Coefficienten liefert) versehen, die anzeigt, wie oft sich
die Elemente dieser Compléx: permutiren lassen, Man er-
hilt dadurch die 4 Complexionen: 71, 62, 53, 44, zu de-
nen der Reihe nach die Permutationszahlen 2, 2, 2, 1
kommen, deren Summe 7 (welche an die Stelle der Summe
der Partialproducte in . 110 tritt) wieder mit dem 7. Glied
der hieher gehorigen Verificat. Reihe 1, 2, 3, ., iiberein-
stimmt; es ist also das verlangte 7. Glied:

(24, 4, + 2 Ay dg + 84, A; 4 A2) a5,

S. 115. Setzt man eben soin § (11 a, = a, = 4,,
a,=a, = 4, u. s. £.; so erhilt man fiir die 3, Potenz ei-
nes Polynoms:

(At Ade+ 20 F..) =4+ 34 4,z

B4 A, +-34, )2+ (B4, A, F 64, 4, A, F A2 ..
dabei bilden die Zeiger im 1., 2., . . n. Glied die 3. Com-
binationsclasse zur Summe 4, 5,..n =43 — 1 =n -} 2,
und die Coefficienten die zugehorigen Permutationszahlen.

Um also hier z, B. das 6. Glied zu bilden, hat man als

Summe der Zeiger: 6 43 —1=8, und dafiir‘: 611, 521, 431,
422, 332, welchen Complexionen bezichungsweise die Permu-
taticnszahlen 3, 6, 6, 3, 3 (deren Summe 21 sofort wieder mit
dem 6, Gl, der hicher gehérigen Verif. B 1, 3, 6, 10, .. iiberein-
stimmt) zukemmen, so, dals man endlich fiir das 6. Glied den
Ausdruck erhilt :

Bdr Ag 64, A, A, 64, A, A, 4343 A, -84, A2y 25,

S. 116. Bildet man nun nach dem nidmlichen Ge-
setze die n, Potenz des Polynoms oder der Functionsreihe,
indem man nach und nach die Zahlen n, n4-1, n2, ..
als Summen der Zeiger im 1., 2., 3. Glied etc. so oft als
moglich in n Theile ohne Wiederholung zerlegt, jeder so
gebildeten Complexion die zugehorige Permutationszahl
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beifiigt, und endlich aus diesen Elementen auf die vorige
Weise die Glieder zusammensetzt; so erhilt man nachste-
hende, unter dem Namen des polynomischen Lehr-
satzes bekannte Entwicklung

(A4, + A, 4 4, a:"-~|--..)’x
bttt [ohr 4 D T

(- 1)(n .?) -
—]—[nA':—'A4+n(n—1)A’j-*“‘AZAH—’1 st A’.’—C‘A,]ﬁ-{— :

welche nicht nur «) fiiv jeden ganzen positiven, son-
dern auch ) fir negative und y) gebrochene Expo-
nenten gilt, wie wir in den nichsten §§. erweisen wollen,

S. 117. 2 Multiplicirt man beide Theile der vori-
gen Gleichung mit dem Polynom 4, Ay Ayat ..,
welches Kiirze halber durch P bezeichnet werden soll; so
erhilt man ganz einfach:

Pn—i—l — _A""}“ —!— (Flv—]—l)ff"./i--"l"
G 5 [(n 1) 47 4, —[—(’?‘*' )" M A, oty

ein Resultat, welches auch unmittelbar aus der vorigen
Entwicklung (§. 116) hervorgeht, wenn man darin n -1
statt n schreibt: gilt demnach diese genannte Entwickl, fiir
irgend einen ganzen, positiven Exponenten n, so gilt sie
auch fiir den nichst folgenden um eine Einheit grilsern
n-+1; da nun aber diese Entwickl. (§. 115) fiir n=3 gilt,
so gilt sie auch fiir 34 1=4, und da sie fir n=4 gilt,
wieder fiir 44-1==5 u s.w, also allgemein fiir jeden gan-

zen, positiven Exponenten n,

S. 118. B) Bezeichnet man indels die Coefficienten
der Entwicklung §. 116 darch B, B,, . . .; setzat also
Pr=3B, 4 B,z 4 ...; soist

P7=1:Pr=1:(B,+ B,a + Bya* +...)
=T, + T,z 4 Tya® 4 ... (§.109; ¢),
wo also T,, T,, ... die zu bestimmenden Coefficienten

sind. Multiplicirt man zu diesem Ende die letzte Gleich.

'il.ll‘ﬁ'b Gompendiunm d, hih, Matl, 5




mit dem Nenner oder Divisor B, + B,a 4. .., so erhilt
man (§. 110):
1=, Bodl (T B) 4T, B,y &

+ (T3B,+T.B,+T,B)a*+ ...,
und daraus nach §. 107 (oder 108), wenn man fiir B, B,, . . .
die Werthe aus (. 116 herstellt :

I'B,=1, also T,==1:B,=1; 4" = 4dn;
1B+ T,B,=o0, also T,=—T,B,:B,—=-—nd-"—1 4,;
Ty = (— T, B,— T,B,): B,

=—nd " 4; + mla l)AT"—‘ A> a5 W

1 « 92

es ist also

Pre=m At A A 2
+ [ —nderm gy 22D S S e

woraus sofort folgt, dals die obige Entwicklung §.116 auch
fir negative Exponenten gilt,
. n

§. 119. 7) Sey endlich der Potenzexponent = =

wo n und m ganze Zahlen seyn sollen; so hat man fiir
n

Pr=T 4T, x4 Ty2*+.. (§. 109, d), wenn die Gleich.
zur m, Potenz erhoben wird :

Pr = (T,+ T,z -+ T2t 4. .)m, d.i. (§. 116):
At nd— 4,z 4. . = T im Te=ap, (o oL .
Aus dieser Gleich. folgt nach (. 108;
PRI vder. ¥ &= A’?",
m Inh L= nda— 4. toder Ty = %AF i A, u. s w.,
so, dafls man also erhilt;

- m R
PP 24 A

n/n
n — — — ] 7
LT m\ m R 2
+ -4 A —" L g i,

mn 1 . 2

wodurch sofort der Beweis hergestellt ist, dals die besagte
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Entwickelung in §.116 auch fiir gebrochene Exponenten,
die iibrigens (da, nach § 118, n ‘oder m auch negativ seyn
darf) positiv oder negativ seyn kénnen, gilt.
Anmerk. Diese Entwickel, (§. 116) oder der polyn, Lehrsatz
gilt iibrigens nicht blofs fiir rationale, sondern (wie wir
im §.127 sehen werden) auch fiir irrationale und selbst
imaginidre Exponenten,
Zur Ubung entwickle man (1 — 224 2* — 325)% voll-
stindig und von (1 — 22?4 3x%— 428 4 %) das 7. Glied,
Man erhillt beziehungsweise :
1 — 8x 282> — 08?4 14224 — 23625 - B22.20 — fofa?
439722 —3362° J- 270210 — 10821t - Bra1? und 1208212 %),

Binomischer Lehrsatz.

S. 120, Aus der Entwickelung des §. 116 folgt als
specieller Fall fir 4, = 4, = etc. — 0, wenn man noch
zur grofsern Finfachheit 4, = a und 4,z = b setzt, die
unter der Benennung des binomischen Lehrsatzes bekannte
Entwickelung :

(a+b)* = a* 4 na*—b -I—

+ H(H-—I)(ﬁ—:;)) an—3 s + ok

1942

n(n— 1) Gl

welche also ebenfalls fiir ganze, gebrochene, positive und
negative VVerthe von n gilt.

Anmerk Der Hiirze wegen werden wir in der Folge die
n .n(n—i)

Binomialcoefficienten, d. i, =, ——, ...
) R S

n(n—1)...(n—m-1)

PUR B eruT LR

n
bezei 2
(m) ezeichnen

, der Reihe nach, durch (i:') A (’:) Yy

§. 121. Von den Gesetzen, welche in dieser Ent-
wickelung Statt finden, fithren wir hier, als die fiir uns
wichtigsten, nur folgende an: 1) fir ganze, positive
Exponenten n bricht die Reihe ab und schliefst mit dem

) M.oss T §aa8.
5%




— ()}

n =1, Glied. 2) In diesem Falle besitzen je 2 von den
beiden duflsern gleich weit abstehende Glieder einerlei
Coeflicienten und die Exponenten von a und & sind blofs
unter einander. verwechselt. 3) Fiir negative und ge-
brochene Exponenten n geht die Reihe oder Entwicke-
lung ohne Ende fort,

Denn das Abbrechen der genannten Reihe hingt offenbar
blols von dem Nullwerden eines der Schlufsfactoren n—1,
n—a, n—3 u. s. w, ab; setzt man daher den Schlulsfactor
des m -} 2. Gliedes, d.i, n—m Null, so hat man als Bedin-
gungsgleich, fiir das Abbrechen der obigen Reihe: n—m =o,
und daraus m=n, so, dals also (da m seiner Natur nach nur
ganz und positiv seyn kann) fiir ganze, positive Werthe von n,
das m + 2.=n -|-2. Glied zuerst verschwindet, und sonach (da
dieser Factor n —m nun auch in allen folgenden Gliedern er-
scheint) die Reihe mit dem n +-1. Gliede abbricht; dagegen fiir
negative oder gebrochene Werthe von n, wofiir diese Bedin-
gungsgl. gar niclit bestehen kann, die Reile ohne Ende fort-
lauft,

Ferner ist das m < 1. Glied vom ersten gezihlt

n(n—a)(n—2a)...(n—m--1)
a

n—m [,m
7 E]
Ni'tal B fpicas Oy (3= o) v I

und das m 1. Gl. vom letsten gexibl, welches sofort vom er-
sten an gercchnet, das n—m -1, bildet

nn—1) ... (m-42)(m-4)

—_ qm hn—m
1 0.2 ., . (R—m—1)(n—m)

n(n—1)...(n—m-1)(n—m)(n—m—1)... (m+2) (m-}-1)

- ambn—m

ERERT T wTam (m-1) (m+2) ... (n-m-1)(n—m)
n(n—1)...(n=—m-1

= amn hn—imn,
| S T . . . m

§.122. Fir einen ganzen, positiven Exponenten n
folgt also nach dem vorigen §.:

(atb) = a» | (':) am—'b - (’j) (ool e
Ha (”) arbn—s L. (’I‘) abr— - bn,

oder, wenn man in dieser Reihe das 1. und letzte, 2, und
vorletzte Glied u. s. w. zusammennimmt, auch :



1) (@40 = (@ +") + (7)ab(a— 4 8—)
-+ (’:) a? b2 (an—4 - br—h) - (’;) a’ b3 (an—6 - bn—6) }-..,
dabei ist, wie man aus dem allgem, Gliedei
(::z) qm bm (aﬂ—?ﬂ, + bn—m)
findet, das letzte Glied, fiir n gerad (da man m = ’;

setzen und von dem Resultat die Hilfte nehmen muls) :

n(n-—r).,.(;_]q) non

az b'x

n
1095 Qe JT =
3

=1

und fiir » ungerad (indem man m = zu setzen hat):

n(n—1).., (HTB) a_!f_;_lbf:—_a(a_'_b)
=)

2

S

§. 128, Wir wollen nun in dieser Entwickelung
a4 b = y setzen, und sofort auch die Binome des 2,
Theils: a* -~ b#, a»—* - b*—*..., durch g auszudriicken
suchen, dabei aber, um nur mehr den Gang der Rechnung
anzuzeigen, nie weiter als bis zu dem Binome q7—6 - pn—6
gehen, und sonach die folgenden a#—% -} 678 u, 5. w. aus-
lassen. Diels vorausgesetzt, setze man, da die spitern
Binome zuerst bestimmt werden miissen, in der genannten
Entwickelung 1) n—-0 statt n; so erhdlt man:

pbie=ngn=6 L pr—6
(wo man stehen bleiben muls, indem im felgenden Gliede
schon das Binom a”—8 4~ b"—8 yorkime), wodurch nun
schon das Binom a”—% 4~ 4”—6, welches das letzte in unse-
rer Reihe bilden soll, bestimmt ist,

Setzt man ferner in 1) n—4 statt n, so erhilt man:

g = (a4 br—4) 4 (n—4) ab (a»—6 - b=6),
und daraus, wenn gleich fiir das letzte Binom der eben ge-
fundene Werth substituirt wird :

an—i .._I_ hn—4 — .-)/F!—d s {“‘_“ff) tlb}’"_(‘.




Eben so folgt, wenn oben n— 2 statt n gesetzt wird:
g7 = (@ 1) | (n—2)a b (am—d 4 br—d)
,_!_ Lmn___a}b (an—6+brlu6)

1
und daraus erhilt man, nach gehériger Substitut. der be-
reits gefundenen Werthe und der einfachen Reduction:

aqit—? + hr—zr — yu—z o2 (n—ﬂ)aby“—i

(r—2) (n—05)
+ . 2

1
Liflst man endlich in 1) n ungeéndert, bestimmt dar-
aus @® - 5", indem man fiir die bereits durch » ausge-
driickten Binome substituirt; so erhalt man, wenn man zu-
gleich die Entwickelung so weit hersetzt, wie sie erhalten
wird, wenn man nicht mit dem Binome a6 4 "6, son-
dern erst mit jenem a”—t° -}~ p»—10 iiberall abbricht ¥):
n(n—3
a) an _]_, b — J,u____ nczb_p‘"—‘ + ( )

1 2

a? bzlyrs-—-ﬁ.

az bz‘?—n-—d

n(rt—4) (n—q) 488 b n(n—a](n-—wﬁ) (n—7) oA poan—8
et b2 + AR by
n(rz-—()) (n—m) (n-—ﬂ) (n ) a5 Bt y—to
7Y qnk mned) n@b 1 o iy B 4 + wiah

wobei also a--b=y und n eine ganze, positive Zahl
ist. Aus den leicht (nachjenenin §. 122) zu bildenden letz-
ten Gliedern folgt, dals diese Reihe immer nur so weit fort-
gesetzt werden darf, bis » den Exponenten o oder 1 er-
hilt (die Entwickelung hat nimlich, je nachdem n gerad

. n It 1 .
oder ungerad ist, E+ 1 oder i Glieder).
2

§. 124. Aus der Ableitungsart (§.120) folgt, dals
das Binomialtheorem fiir jeden rationalen Exponenten Gil-
tigheit habe; um diese aber auch, des kLiinftigen Gebrau-
ches willen, fir irrvationale, ja selbst imaginire
Exponenten zu erweisen, behandeln wir in der nachstehen-

*) Eine dem Anfiinger, der dankbaren Reductionen w egen, schr
empfehlenswer the Ubung.
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den directen Ableitung dieses Satzes, den Exponenten voll-
Lkommen als variable Gréfse.

§.125. Man setze 1) (142 =1+ 4o} 4. 27 +...
4 4, an 4 ..., wobei 4,, 4.,... von z unabhingige Coef-
ficienten, also offenbar gewisse (eben zu bestimmende)
Functionen vom Expon. ¥ sind, Lilst man 2 um die ganz
willkiirliche Grilse =z zunehmen, so erhilt man auch:
2) (1 Fadzy =144, (2432) 4+ L(z42* 4 ...
+ Au(a 2yt

- e
Setzt man ferner in 1) = statt @, so folgt, wenn man

gleich durchaus mit dem Nenner z’ multiplicirt und hierauf
z in z—}1 ibergehen lalst:
3) G4stey =04y +4G+ye
F A4z 2r F ..o F 4 (e -
Aus 1) folgt aber, da 4,, 4,,... nur vyom Expon.
abhingen: (142 =1+ Az} 4.z ...y (14z)
=1-LBiztB st (1= 1-]Cz4Crz2-...
ete., (1 4z =14+ Mz Mz~ ...y, (2-F3)7"
=1 - N,z 4 N,z*} ..., so, dals man also die Coeffi-
cienten B,, C,,... N, aus 4, , jene By, C,,.., N, aus, A,
u. s, w, erhilt, indem man beziehungsweise in 4,, 4,,...
A, (als Functionen von y) der Reihe nach y—1, y—=2,,..
y—n setzt, VWerden diese YVerthe in 3) substituirt, hier-
auf die Entwickelungen 2) und 3) (als identische Ausdriicke)
einander gleichgesetzt, und zugleich in 2) von den Poten-
zen (die man, weil die Expon. ganze Zahlen sind, als be-
Kkannt voraussetzen darf) nur iiberall die beiden ersten Glie-
der, als fiir unsern Zweck hinreichend, entwickelt; so er-
hilt man die Gleichung:
s Az f A, ...
+ Azt 2d, 2+ 3 42ts 4 ... Fnd,an—rn L,
=144,z 4,24 ...+ 4a(1+B,z}B,z*}..)
4+ 422 (14 Ciz-Coz2F..) + ...
4+ dpy 2 (0 F Mz M, 22 L0,

und daraus, nach §. 108, (da 4,, 4.,... By, B,,... etc.
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von 2 und z unabhingig sind): 24,=4,B,, 34,=A4,C,
u. s, w., ndy= A,_,M,, woraus man der Reihe nach
4.3, A, B, C,
_— e, Ay = ‘
yat % 1 23 o
und dieses Geselz fiir 4, ., als giltig angenommen, also
BaCyire oo ds
AII—-—I = f'i_"‘i‘“l“—l'
1.2.8...(—1)
gesetzt , aus der letzten Gleichung:
__ 4,B,C;... L M,

DI VSRR

A

2

An

(wodurch die Allgemeingiltigheit dieses Gesetzes erwiesen
ist) erhilt. — Nach dem, was vorhin iiber die Bildung der
Coefficienten B,, C,,... M, bemerkt worden, wiirden also
die simmtlichen Coeffic. 4,, A,... 4, gefunden seyn, wenn
jener A, belannt wire.

§. 126. Um aber diesen ersten Coefficienten 4,, von
welchem alle folgenden abhiingen, zu bestimmen, setze man
(da er irgend eine Funct. vom Exponenten y seyn muls),
A4, =9(); soist (§.128) (1 tapy =14 29(y)+.~.
und eben so: (1 a2y =14 2¢()F ..., 1 Fapt
=1+ x¢(y+42)<4... Nun ist aber auch (1 4 z)y+=
= (1 4-2)7(1 4 2)#, also, wenn man substituirt
1tz =ht2e (.. ][ +2e@)+...]

=1+2[e(N+eE]+-.
daraus folgt (§.108): ¢(y43) = ¢(») -+ ¢(z). Diese
Kelation gibt fir z==y: ¢(2y) = 2¢(y), fir z =12y:
9 (37) =9() +¢(2)=3¢(2), und so allgemein: ¢(ny)"
S 2
H.J’ i
nach so beschaflen, dals der Quotient ¢ (y):y ungeindert
bleibt, wenn man statt » irgend ein Vielfaches von y setzt:
diese ist also nothwendig von der Form Ay, wo A eine
constante Gréfse bezeichnet. Man hat demnach (14 )
=14 dy.a 4 ..., und da es gleichgiltig ist, bei
welchem Werth von » die du\(ﬂ unabhingige Grifse A be-

=n¢(y) oder ; die Funct. ¢ (y) ist dem-



stimmt wird, so setze man y = 1; dadurch erhilt man:
14+ 2=1+4 4da 4 ..., so, dals also (§. 108) 4 =1,
folglich 4, = ¢(y) = Ay =y wird. Mit diesem Werthe
von 4, =y hat man daher (§. 125) B;=py—1, C,=yr—2,..
M,=y—(n—1), Ny=y—n u. s, w., also, wenn man
diese Werthe in die obigen Ausdriicke von A,, A4;,... Ay
so wie dann diese Coefficienten in der Reihe 1) substituirt:
= (o —1
B) (fay= o T 0 L TWDUD gey
Ao se lp o) £yaal Ba

) TR . . « N

in welcher Entwickelung nun der Exponent durchaus je-
den (sowohl reellen als imaginiren) VWerth haben kann,

§.127. Zusatz. Man kann jetzt auch der Ent-
wickelung in §. 116 oder dem polynomischen Lehrsatze die-
selbe Allgemeinheit hinsichtlich des Exponenten verschaf-
fen, wenn man 4,2 - 4;2* - ... = B setzt, wodurch

die Entwickelung des Polynoms P’ in jene des Binoms

(4, + By = £, + y£7'B + L(J’—:—'—) A7B 4. ..
| '

ibergeht, hierauf die Potenzen B? B?%... nach §g. 114,

115 ete. (oder . 116, wo n nur ganze Werthe erhilt), ent-

wickelt und die erhaltenen Resultate gehorig substituirt.
Man erhilt dadurch, iibereinstimmend mit §. 116:

P=ddyd Aot [p 8 44T 47 42002+

wobei aber nun diese Entwickelung fiir jeden Exponen-
ten gilt.




Drittes Capitel.
VYon ‘den Grenzen der Functionen; dem unendlich
Grofsen und Kleinen,

Erk]éirungen.

§+ 128, Nihert sich bei der steten Zu- oder Ab-
nahme der verinderlichen Grifse die davon abhingige Func-
tion immer mehr und mehr einer bestimmten Grolse, ohne
diese jemals iiberschreiten zu kinnen; so wird diese letz-
tere Gréfse Grenze der Function genannt.

So ist z. B., wenn z fortwihrend wiichst, a die Grenze der

s b ol g
Function y=a 4 —; die Einheit die Grenze der Summe der
<

1
unendlichen Reihe : -;—{- i -I-E—l;-{- feI=1— ;i-; der Hreisumfang

die Grenze der demselben ein- und umgeschriebenen regelm.
Vielecke, bei fortwihrender Zunahme der Seitenzahl u, s, w.
Eben so ist bei der steten Abnahme des numerischen Werthes
a
b
a2

sie iiberdiels fiir x=1o0, vollkommen erreicht.

welche Grenze

von x, 1 die Grenze der Funetion y =

S.129. Von einer wachsenden Grifse, deren nu-
merischer Werth ins Unbestimmte, iiber alle angebbaren
Grenzen hinaus zunimmt, sagt man, sie werde unen d-
lich, oder ihre Grenze, dic man dann durch oo bezeich-
net,. sey das unendlich Groflse. VVill man anzeigen,
dals u bereits grifser als jede angebbare Zahl geworden
sey; so schreibt man: u = co.

So wiirde z. B. in der ohne Ende fortlaufenden Reihe: 1, 2,
35 4,... cines der spitesten oder letzten Glieder u=— o0 seyn.
Eine Grifse kann bestindig, d.i, ohne Ende zunehmen, und
gleichwobl nicht Unendlich werden » sondern an eine bestimmte
endliche Grenze gebunden seyn, wie im obigen Beispiele

: . b
(vorig. §.) die Funct. y = a—— bei der fortwihrenden Zunahme
x

von x, oder wie der Umfang und die Fliche eines im HKreise
beschriebenen regelm. Vieleckes olme Ende mit der Seitenzahl
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gunehmen; ohne dals sie jedoch jemals grifserals der Umfang und
die Fliche des Hreises werden kinnen. Man hat daher ein Wach-
sen ohne Ende, von einem bis ins Unendliche zu un-
terscheiden,

§. 180. Voneiner Grilse, deren numerischer Werth
ins Unbestimmte abnimmt und dabei kleiner werden kann
als jede noch so kleine angebbare Gréfse, sagt man, sie
werde unendlich klein oder habe die Null zur Grenze.
— Ist a eine endliche, u eine bis ins Unendl. wachsende
Gréfse; so kann jede unendl. klein werdende Grifse durch

@ 7
» = — dargestellt werden, Stellt man sich vor, dafs u
/4

ihre (fingirte) Grenze oo im Zunehmen erreicht hat; so
ist auch « mit ihrer Grenze o zusammengefallen und man

@&
hat. 0.= —=
e}

b §
So sind z. B, die letzten Glieder der unendlichen Reihe >

) o
Zs 'és-
scheiden.

.. unendlich klein und von Null nicht mehr ‘zu unter-

Eine Grifse kann ebenfalls ohne Ende abnehmen, ohne dels-
halb unendlieh klein zu werden, wie z B. bei der unendl. Zu-

ey b ;
nahme von z, die obige Funct. y =a -} —, nicht kleiner als a,
X

der Umfang oder die Fliche eines einem Kreise umschriebenen
regelm, Polygons, bei der fortwilhrenden Zunahme der Seiten-
zahl, nicht kleiner als der Umfang oder die Fliche des Hreises
werden kann u, s. w.

Analog mit der hier fiic die unendl. klein werdende Griflse
w angefiihrte Bezeichnung lifst sich eine-unendl. grols werdende

. @ . -
Grifse auch durch u—= - darstellen, und es wird u ihre Grenze
(8]
im Zunehmen erreicht haben , ‘wenn o die ihrige im Abnehmen

. @’ 2
erreicht hat, so, dals co—= - ist,. (Beide Gleich. = — und
o o

a
e folgen auch aus den gewihnlichen arithmetischen Regeln,

wobei jedoch immer, da o und ©0 wie wirkliche Grifsen be-
handelt werden, die gréfste Vorsicht néthigrist.)




§: 131, Da bei der unendl, Zunahme von u nichts
destoweniger das geometrische Verhiltnifs u : u? jenem
von 1 :u ungedndert gleich bleibt, so wird auch, wie u
gegen 1, so u® gegen u unendlich zunehmen, und fiir
u =00, sofort co® gegen co selbst wieder unendl. grofs
seyn. Aus diesem Grunde heifst auch oo® das Unendliche
der zweiten Ordnung, wihrend jenes einfache co auch
das der 1.Ordn. genannt wird, Aus gleichem Grunde heis-
sen oo’y 00%... 00" beziehungsweise unendliche Grofsen
der 3., 4.,... 2. Ordnung,

Obschon also bei dem unendl, Wachsen von u dic Grifsen

u, um, a%, logu u, s. w. durchieg Unendlich werden; so hin-

nen sie dennoch von verschiedenen Ordnungen seyn, und selbst
naoch fiir u= 00 eine Vergleichung unter einander gestatten,

§. 132. Da eben so fir die unendl. klein werdende
Gréfse v fortwihrend w : w*=1: & bleibt, so wird, wie
© gegen 1, s0 »® gegen o selbst wieder unendl. klein,
und man nennt deflshalb auch «? das unendlich Kleine der
zweiten Ordnung, so wie aus gleichem Grunde «?, w4,.,,,
w” unendlich kleine Grilsen der 3,, 4.,... n. Ordnung
heiflsen.

Lehrsitze.

§. 488. Aus den iiber das unendlich Grolse (§§. 129,
131) gegebenen Erklirungen folgen unmittelbar folgende
Lehrsitze :

§. 134. Eineunendlich werdende, oder kiirzer, eine
unendliche Grifse wird nicht geédndert, wenn man eine end-
liche Grilse hinzuaddirt oder davon abzieht.

Dénn. es ist, wenn ¢ eine endliche, x eine unendlich wei-
dende Grofse bezeichnet, offenbar u--a=—u; indem ja schon
in_dem Begriffe des Unendlichwerdens von u, jede gedenkbare
Zunahme liegt, also durch u - a nichts ausgedriickt wird, was
nicht schon z an und fiir sich bezeichnet., Ist aber uta—u,
50 ist auch (beiderseits e abgezogen) u=un—a, also iiberhaupt:
uw+ a=un, oder, auf die Grenzen iibergehend: oo + « = co.
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§. 185.. Eine unendliche Grofse hiherer Ordnung
wird durch Addition oder Subtraction einer unendl. Grifse
niederer Ordn. weder vermehrt noch vermindert.

Denn fiir 4 = aur und B = bur—m, wo also 4 (bei un-
‘endl. Zunahme von u) eine unendl, Grifse von hiherer Ordn.
als' B ist, hat man A -+ B =un—m (g um + b)= un—m', gum (z2u-
folge des vor,§.) =auz= 4, oder auch, auf die Grenzen iiber-
gehend : 2 0o & boo'—" =acom  (Offenbar.ist der vorher-
gehende Satz in diesem hier mithegriffen,)

§. 1836. Unendlich werdende continuirliche Grofsen
behalten das bei irgend einem endlichen Werth obwaltende
geometr, Verhiltnifs auch dann noch bei, wenn sich diese
ihren Grenzen schon so weit man nur immer will genihert
haben,

Denn.fiir A=nu und B=mu hat man A:B=nuzmu
=n:m, weleches Verhiltnils selbst noch fiir u =00, wofiir
also 4 und B Unendl. werden, gilt.

§.137. Aus den Erklirungen ({{. 130, 132) iiber
das unendl. Kleine ergeben sich gleichfalls fol'ren(]e, mit
den eben angefiithrten, analoge Lehrsitze :

§. 138. Eine endliche Gréfse kann durch die Hinzu-
fiigung oder VWegnahme einer unendl. kl. Gréfse weder ver-
mehrt noch vermindert werden.

Denn ist o eine unendl. kI, wm'dondc, oder kiirzer, eine

unendl. kl. Grofse; so ist (§.130) w_»- folglich

_4u+a,_.du

i uw i

A+uﬂ.4+ =

weil (§. 134) die endliche Grélse @ gegen die unendliche Au
verschwindet,

§. 139, Eine unendl, kl. Gréfse niederer Ordnung
wird durch die Addition oder Subtraction einer unendl, L.
Grilse hoherer Ordn. nicht gedndert.

Denn fir 4 = awr—m und B=bwnr, wo also B unendl, kl,

von héherer Orvdn. als A ist, folgt mit Beriicksichtigung des
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vorigen Satzesi(§.138): 4 4 B = wr—m (a & bom) = wi—m,q
=aqo"==.4. (Man sicht, dals eigentlich auch der vorige
Satz im gegenwiirtigen enthalten ist.)

§. 140. Unendlich klein werdende continuirliche
Grolsen behalten das geom. Verhiltnifs, welches sie bei
irgend einem endlichen Werthe gegen-einander besitzen,
selbst dann noch bei, wenn sie sieli schon ihrer Grenze Null,
so weit man nur immer will, gendhert haben.

Denn setzt man 4 —=nw und B= mw, so findet fortwihrend,

obschon 4 und B mit w unendl. klein werden, das Verhilmifs
Statt; 4 2 B = ho:meo=n:m.

§.441. Zusatz. Mit Hilfe des unendl. Hleinen 1afst
sich nun auch von den continuirlichen Functionen (. 106)
folgende einfache Definition geben: die Function f(z) ist
innerhalb der Grenzen z ='a und z = b stetig, wenn
eine uncndl. kleine Zu- oder Abnahme von z, dieses z
zwischen a und b genommen, auch eine unendlich kleine
Anderung in f(«) hervorbringt, Liegt a zwischen a und
b, so sagt man auch, die Function f(2) sey, wie klein
auch die Differenz a — b oder b — a seyn mag, in der
Nihe von z = a stetig oder continuirlich.
So 'ist fir fi(z)= 21 f(x40)= (Z4w)r= 22| (’?) xn—=1gy
I (Z’) an—a 4., = an 4 Puw, wo P fiir alle endlichen Werthe
von z (und natiirlich n) eine endliche, also Pw eine unendlich
kleine Grifse, daber endlich die Anderung der Fuxct. f(x+w)
— f(x)= Pw selbst unendl. klein, also z» fiir alle endlichen
Werthe der Variablen x eine continuirliche Funct, von z ist.
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Viertes Capitel.

Theorie der héhern Gleichungen.

; I.
Gleichungen mit ciner Unbekannten.

Erklirungen.
S.142. Eine hohere Gleichung mit einer unbe-
kannten Grofse heilst geordnet, wenn sie auf die Form
gebracht ist:

l) .-z:"—[- Az + Ap 23 + T + ol -I— A, =20;

In dieser Gleich. des n. Grades, von der Unbekannten
2, Lonnen die Buchstaben- oder Zahlencoefficienten A,
Ay ... A, reell oder imaginir, rational oder irrational, ganz
oder gebrochen, positiv oder negativ und zum Theil (selbst
alle von 4, bis inclus. A4,—,) auch Null seyn; indels setzen
wir hier ein fiir alle Mal reelle, rationale Coefficien-
ten voraus.

S.143. Der Hirze wegen werden wir diese allgem.
Gleich. durch X = o darstellen, wobei X das Polynom
der Gleich. heilst und sofort eine Function von z ist.

§. 144. Jeder reelle oder imaginire Ausdruck, wel-
cher, fiir z gesetzt, der Gleich. Geniige leistet; also das
Polynom X auf Null bringt, heifst Wurzel der Glei-
chung.

So ist z. B. fiir die Gleich. 4a*-} 1 =3x -4 223, welche ge-
ordnet in 27— a2z 42 x—7 =0 iibergeht, jeder der 3 Aus-
driicke: 1, (1 4 y—1) und 7 (1 — y—1) eine Wurzel, wo-
von man sich leicht iiberzeugen kann.

§.145. Lehrsatz. In jeder héhern Gleich, X=o
ist das Polynom X fiir alle endlichen YWerthe von a eine
continuirliche Function yon .




Denn lifst man 2 um die willkiirliche Grifse o zZu-

nehmen oder in 2 -~ « iibergehen, so geht X oder f(x)
iber in

f(@4o) = (240) 4 4, (24-o)— + 4, (24w)y— 4.,
+ ‘4"—‘ (.r+m) +/1M
und wenn man (§. 120) entwickelt und Alles nach Potenzen
von  ordnet, erhilt man:
a) f(m+) X—]—Xm—»{—Xw-—}—X_,,w:‘—]—

_l_ thl GR—1 _I_ X wh,

wobei die auf einander folgenden Coefficienten Xyox, ...

folgende VWerthe haben:

) =.z"‘—,—A1.2:"“'-!—Azw""‘—-l—...—[-—.zi'n__,x—f—-ffm
Xl:ﬂ )44‘.1:"“"‘—]—0&—1‘2-4 an—3 .l +_A‘,,_,,'I

X2=n(n_]) mn_g_!_(’l—")(”—“)/{ e BT S I

X a9 1

st_n(nﬁz}(n—‘— n__a_l_(n%r)(n—?) (11—3}

S e R

Ayan—id-.,
+An—3:

L] . . - . . - . . . - - . . .

n(n—1),., 3
Xn—l—l vy (n.—lj +Ai—nz+A”
an(n=1)(n—a).!" 3" L0 e
AT TET RET A SR (n—a1)n— "

Da nun X nichts anders als f(2) ist, so folgt:
S@+0) = /(@) = o X + X0 4 ... 4 X0m),
und es ist, wenn « eine unendl. kleine Grifse bezeichnet,
fir alle endliche Werthe von x, wofiir, wie man sieht,
auch X, X, X,,...X, endliche Grilsen sind, diese Diffe-
renz oder Anderung der Funct, J(2) unendlich klein, mit-
hin diese Funct, f(z) = X (§: 141) innerhalb dieser Gxen-

zen in der That continuirlich.
Anmerk Da die obige Entwickelung «) in der Folge hiufig
angewendet wird, so machen wir darauf autmmhsm] 5 dz\[s
sie immer leicht hingeschrichen werden kann, wenn man

nur die ganz einfachen Bildungsgesetze der Coeffie, X, X,
X;,... beriicksichtiget ; diese sind nimlich folgende: X ist
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das gegebene Polynom der Gleich. selbst, X, wird aus X
gebildet oder abgeleitet, indem man in jedem Gliede den
Exponenten von x zum Coefficienten macht und den Expon.
selbst um eine Einheit vermindert, Genau auf dieselbe Art
wird X, aus X, X; aus X, u. s.w,, X, aus Xpz—; abh ge-
leitet oder derivirt, nur dals man noch alle Glieder
in X, durch 1, in X, durch 1,2 u. s. w., in Xz durch
1.2.3...n dividiren mufls. Aus diesem Grunde heifsen die
Polynome X,, X,,...Xu, der Reihe nach, das 1., 2.,... %,
abgeleitete Polynom, und man erhiilt, was als Recl:
nungsprobe dienen kann, fiir das letzte Polynom X immer
den 1. Coeflicienten des Polynoms X der gegeb. Gleich. (also
Ay, wenn X= A rn- A4, an— 4., ist).

§, 146, Lehrsatz. Ist, vom Zeichen abgesehen,
A, der grifste Coefficient des Polynoms X; so wird fir
> § Am -4 1:das 1. Glied 2" desselben groflser, als die
Summe aller iibrigen Glieder.

Denn setzt man Kirze halber A, o=V <id, an— 4.,
= 4, =P, so ist offenbar Ay an—1 - A, an—2 +=id @3 i

. xn—1 e
+ A4, d.i. 1) 4, r—l—) > P. Selzt man nun 2 S/f,,,—[—- 1y
so folgt  — 1 5 4, oder (#-—1)2" S 4u2*, und weann
man davon die Relat. o < 4,, abzieht, fiir beide Fille:

(‘r % l)a.‘” > A"‘ e /im, Odel‘ .r"> f{n?- (E_).

r—1

Diese Relation, mit der vorigen 1) verglichen, gibt

umsomehr: 2> P, d.i. 2> 4, 2"~ A, an—2 -, .. -+ dus
was zu beweisen war.

So wird z. B. in a7 228 frt 3=o0, fiir 2=} 41 =5,
das 1. Glied 25 =125 grofser, als die Summe der {ibvigen Glie-
der: 50420 43 = #3, ' In vielen Fiillen (besonders wenn aucl
negative Glieder vorkommen) reichen sogar Ileinere Zahlen, wie
namentlich hier die Zahl 4, zu diesem Zwecke hin,

§-147. Folgerung. ' Aus diesem Satze folgt un-
mittelbar folgender: Es lassen sich in der endlichen oder
unendl. Reihe j 4 A, ymt A,y 4L fiir yso Lleine
Werthe angeben, dals dadurch das 1. Glied om grolser als
die Summe aller folgenden ausfillt.

Burg's Compendium d. hih, Math. f
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Denn setzt man in dem obigen Polynom X (vor. {.)

&=

1 Tl

-, so hat man fir - < An—+-1 sofort:
i o

1 1

1 1
—>d—+ A, Au -+ A
.Tn i')-u—l + -:}-)x---x + —{ J- + ¥

d. i fur 32:{-—‘_}—_—1 sofort: 1> A,y A, 7 4. Anp,

oder, wenn man mit »” multiplicirt, bei diesen angegebe-
nen VVerthen von y, auch:

?,m > A:?.-m—i—l _I_, /1__!)4:-:1-}-! + A, S + An ?"”"‘1"",
wobei auch offenbar n — co seyn kann.

§. 148, Lehrsatz. Erhilt man aus dem Polynome
X der Gleich. X = o, fiir die 2 auf einander folgenden
Substitutionen @#=¢a und x=—»%, Resullate mit verschie-
denen Zeichen; so liegt zwischen @ und b wenigstens
eine (je nach Beschaffenheit von @ und b reelle oder ima-
ginidre) Wurzel dieser Gleichung.

Denn da X = f(2) (§.145) eine continuirliche Funct.
von z ist, so mufls f(2) bei dem Ubergange von f(a) in
S(b); da.i. vom Positiven ins Negative, oder umgekehrt,
nothwendig (da hier f(z) nicht Unendlich werden kann)
durch Null gehen, so, dafls es also einen zwischen a und b
liegenden Werth a geben muls, wofiic f(a) = o wird;
dann ist aber (_ﬁ. 144) @ = a eine Wurzel der Gleichung
FEy="X=0.

S§.149. Zusatz 1. Da bei dieser Voraussetzung
(dals f(a) und f(b) verschiedene Zeichen besitzen) f(z)
bei dem ﬁbergange von f(a) in f(&), oder umgekehrt, im
Aligemeinen 3, 5,...2m -1 Mal durch Null gehen kann,
so kann auch iiberhaupt zwischen a und b eine unge-
rade Anzahl von Wurzeln der Gleich. X = o liegen.

§. 150. Zusatz 2. Man sieht ferner leicht, dals,
wenn f(a) und f(b) einerlei Zeichen besitzen, zwi-
schen a und & sofort o, 2, 4,...2m, d.1, iiberhaupt eine
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gerade Anzahl von Wurzeln, die Null mit gerechnet (also
auch gar keine), liegen kénne,

§.151. Lehrsatz Jede Gleichung von einem un-
geraden Grad hat wenigstens eine reelle Wurzel , ihr
Zeichen ist das entgegengeselzte von jenem des letzten
Gliedes 4,.

Denn setzt man als 1. Substitution 2 = o0, so fallen
in X alle Glieder bis auf das letzte 4, weg, und man hat
je nach dem Zeichen desselben fiir X ein positives oder
negatives Resultat.  Setzt man ferner als 2. Substitution,
je nachdem' 4, posit. oder negat, ist, 2 = F (4, -+ 1),
so erhélt (§. 140) X das Zeichen des 1. Gliedes 27, wird
also negativ oder positiv, und ‘es liegt daher (§.148)im er-
stern Falle zwischen o und — (A,,~}1), im letztern Falle
zwischen o und - (4, 1), wenigstens eine reelle VWur-
zel, und diese ist beziehungsweise negativ oder positiv.

S. 452. Lehrsatz. Jede Gleichung von einem
geraden Grad, deren letzles Glied negativ ist, hat
wenigstens zwei reelle Wurzeln, davon ist eine positiv,
die andere negativ.

Denn setzt man wieder als 1. Substitution == 0, s0
wird X (gleich dem letzten Glied) negativ ; setzt man dann
als- 2, Substitution # = + (A4 - 1), so wird in beiden
Fillen X positiv: es liegt also (§. 148) eine VV, zwischen o
und - (Am + 1), die sonach reell und positiv, und
eine VW, zwischen o und — (4. -}1), welche sofort reell
und negativ ist

§.153. Lehrsatz  Jede Gleichung von ' einem
geraden Grad, deren letztes Glied positiv ist, hat
wenigstens eine in dem Ausdrack p 4 ¢ \/-—- 1, wobei p
und ¢ reelle Grifsen (die theilweise auch Null seyn kén-
nen) bezeichnen, enthaltene VWurzel,

Denn sey a) a4, a7~ +...F o2+ =0
eine Gleich.'von gerader Ordoung und ihr letztes Glied

Aum positiv. Setzt man in dieser k) z=y 4y, so er-
6*




halt man, wie leicht zu finden, eine Gleich. von der Form
b) ym— Ty — ..~ Tam=i o= Taim = 0y wobei, ‘was
den letzten Coeffic. betriflt, ) T, =y A, prm—r 4.,
F Aam—s 7+ Aa st

Verwandelt man ferner die Gleich. b) in eine andere
7 = o, deren Wurzeln m) z= + » sind; so erhilt man
¢) zém | B zém—s . ., 4 B, 2* 4 B,, = 0, wobei
n) B,, = 13, ist *), oder, wenn man, um abzukiirzen,
p) 5* = © selzt, die Gleichung:

™ L Biwm—t L., 4 Bip_y&2 + B, = o,

Lilst man nun n nur ungerade Zahlen bedeuten,
so wird.die obige Gleich. @) der Stellvertreter aller Gleich.
von gerader Ordnung seyn, wenn man m=2""'n, Wwo
r,ovon 1 angefangen, jede ganze positive Zahl bezeichnet,
setztj weil dadarch der Ordnungsexponent 2m = 27n wird,
und in diesem Ausdrucke alle geraden Zahlen enthal-

ten sind, — Diefls, so wie auch noch als bekannt voraus-
I ,/;_ ]6 [V
gesetzt, dals sich |/ —1, V'— 1, V—1...V—1 immer

auf die Form a--[3 \/-— 1, WO a und 3 reelle Griofsen
sind, reduciren lasse, und dals auch unter derselben Form
jede Potenz des Binoms A--B \/—1 erscheint, setze man
ar
m = ar—'n und die willkiirliche Gréfse ¢) y = v}/ —1
=v(a4p V-—- 1); so erhalt man aus der Relation [):
yr

T — U Vﬂ—-— 1) L] [u (a3 V—l)}””—"’ A

Yo dig (e B YV Loy 5 4,0,
oder, wenn man (mit Riicksicht auf die vorige Bemerk.)
entwickelt und gleich die Zeichen dndert

— ;U'II“

S (A_l.. B V_. |)E._. Ay vrm—s (/{’_I_B'L/—_ 1) =i
— dimulo(a 4B Ve ) 2 Wiy o & du

*) Man elhdlt diese C-Tt'nh ¢) ganz mnl‘u.ll (luuh die Multipli-
cation der beiden Gleich, zim o T, zam—1 4 0 45T = o
und grm — T z3m—1 e | o} IW;_.U, von dmwu die er-
stere die \«Vurzcln z.=+_1r und die letatere jene z =—y
besitzt. !



—_ Ty = 0™ + Uiorme "‘I“ voe e + U vs—Aam
4 (&, v - Bv—r =L o Bameav) Visia,
wobei die Coefficienten 2,, 2.,...%8;, %,... durchaus
reell sind, Da es endlich immer reelle VWerthe fir v
gibt, wofiir der reelle Theil im zweiten T'heile dieser Glei-
chung verschwindet, indem diese nur aus der Gleichung
vim e Ay vrm—t e Wamey ¥ — Aam = 0, welche (vo-
rigen {.) wenigstens 2 reelle VV, besitzt, bestimmt werden
diirfen ; so erhilt fiir diese VWerthe T., die Form Q \,/’— ¥;
wo (@ eine reelle Grilse bezeichnet. Dafiir wird aber
[Relat. )] das letzte Glied R, = T1;,=(Q V—1)=—0Q
der Gleich. I. wesentlich negativ, folglich besitzt diese
fir die nimlichen erwihnten Verthe von v wenigstens 2
reelle W. o, wovon (vorigen {.) die eine positiv ist.
Da es also schliefslich [Relat. p)| fir © = z* immer
wenigstens einen reellen, positiven Werth gibt; so ist
auch dafiir z == Vw — ' eine reelle Grifse, und we-
gen y==1z und 2=yt =y (t\:+($\/— 1) [Re-
lationen m), k), ¢)] der Form nach: =z =p -4 ¢ \/— 1,
wobei auch p und ¢ reelle Grifsen sind; . d. h. nimlich,

die obige Gleich. a) besitzt wenigstens eine in der Form
p -+ gV —1 enthaltene VWurzel ¥).

§. 154, Zusatz. Falst man das in den 3 letzten .
Gesagte zusammen, so folgt, dals jeder hohern Gleichung
ohne Ausnahme wenigstens eine VWurzel, diese mag nun

reell oder imaginir seyn, entsprechen mufs.

te]
§.155. Lehrsavz 'Ist @ = o eine VWurzel der
Gleichung X == o0, so ist das Polynom X durch z — ©
theilbar.
Denn ist. » eine VV. der Gleich. X == o, so findet
(§- 144) die Gleichung Statt: ©? -+ A, o' 4 A, "2+ ...
+ Ay 4= A,=0; bestimmt man also aus dieser Gleich.

*) Diesen neuern Beweis hat der Verfasser zuerst in den Jahr-
biichern des k. k. polyt. Institutes, Bd. XIX., bekannt gemacht.
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A, und setzt dessen Werth in das Polynom X, so erhalt
die Gleichung X = o die Form:

(.?.‘"‘-— l\)") + A’ (‘ru-—l __mn—x) + a4 + An-—a (mz __m'z)

F A (2 —w) =0,
unter welcher die Richtigheit unseres Satzes unmittelbar
erkannt wird ¥).

S. 156, Zusatz, Theilt-man wirklich, so erhilt
man, Alies wieder nach z geordnet:
zn—v 4 B, an L B, an8d- 4+ B, .z B, =0,
dabei ist, wie man leicht findet: B, = 4, + w, B,=04,
Ao o B, = ARG + 4i0® 4 wd, L.
Buv =My F 4p_s0o 4 ... o, Es ist alsc, um
es wiederholt zu bemerken:

X = (z —w) (2" B, a3 -} B, 2n—3 +...4+B.,)=o0.

§. 457, Lehrsatz Jede Gleichung des n. Grades
hat n Wurzeln, und zwar weder mehr noch weniger.
Denn ist ©, jene Wurzel, die der Gleichung X = o
§-154) nothwendig zukommt, so hat man (vorig. §.)
X = (r—w,) (2 + B,an— SRy ="0.
Diese Gleich. wird aber nicht blofs fiir 2 — o, = o,
woraus eben die genannte V. 2=, folgt, sondern auch
fir X'==a"— 4 B,a"—4-...+B,_,—o befriediget. Ist
daher wieder w, die W., welche dieser letztern Gleich.
nothwendiger Weise zukémmt; so hat man eben so:

X! = (‘2.._‘01) (xr;—z _I__ C1 pn—3 _+_ o U _!_, Cn—a) = 0,
eine Gleich., welcher auf doppelte Weise, ein Mal fir
#— ), ==0 (woraus eben x= w, folgt) und dann auch fiir

*) Scharfsinniger noch ist folgender Beweis: theilt man X durch
2 — o und die Division geht nicht auf, so wird der Quo-
tient X  eine ihnliche Funct. von 2 wie X seyn , dagr‘g{:n
der Rest £, nach der Natur der Division, kein r mehr
enthalten, und man hat X = (v — ) X'+ R, Setzt man
nun r—w, so wird, da w cine W, ist, X=o0, und man
erhiilt daher o=04 R, d.i R—o, und zwar, da R von
x unabhingig ist, nicht blols fiir # = «, sondern fiberhaupt
fiir jeden Werth von x,



X'= an—t 4= C,a"3 4~ .., -+ Cay = o0 Geniige geleistet
wird. Bezeichnet man defshalb die VV., welche diese letz-
tere Gleich. haben mufs, durch w;; so ist eben so

X'= (@—oy)(@—23 + D,a"4 4 ... 4 Dn3) = 0.

Werden diese Schliisse fortgesetzt, so erhilt man, da
zuletzt statt dem Polynom nur noch ein Binom als Quotient
entsteht: X(—2'= (2 — w,—,) (24 Q) = 0, so, dals aus
24 Q=0 sofort die letzte V. 2 =— Q== w, hervorgeht,
Man hat daher endlich durch die stufenweise Substitution:

X = (z— o) X'= (2 —,) (z —,) e
= (z — 0,) (@ — ;) (¥ — w) X"
u. 5. w., und zuletzt:

) X =(@2—o)(z—ou)(@—o;) ... (z— ) = o,
aus welcher Darstellung nun auch unmittelbar folgt, dafs
erstlich jede der n Grifsen w;, ©,,... 0, slall o gesetat,
die Gleich. X = o befriediget, also eine VV. derselben ist,
und ferner, dals es aufser diesen keine andere VV. mehr

geben kénne,

§. 158, Zusatz. Sind also &, ©;, @g,... 0 die
n Wurzeln der Gleich. X = o; so Jifst sich das Polynom
derselben durch X =(a — ;) (z — ©,) (¢ — ;) ... (x— wg)
darstellen*), also in n einfache Factorén yon der Form
z--p, oder, wenn man will (fiir den ¥all, dals p ein Bruch
wire), a - ba zerlegen. Ist n gerade, und nimmt man
. . - I
immer 2 einfache Factoren zusammen, so entstehen — qua-
2
dratische Factoren von der Form a -~ ba 4 ca?; fir
: . n—1 L
n ungerade hingegen erhilt. man — quadratische und
2
einen einfachen Factor.

So hat'z. B. die Gleich, a4 a5 — g2 — v+ 6=0 die W,
r=441, —~1, 42, —3; also ist: t2
i Leht pde=(2 1) (1) {¥— ) (¥ +3)

= (22 —0) (2w Oy =i — B - 2 (e - 3) wesow

%) Nach dieser Darstellung ist es ebenfalls leicht die Sillze in
§§. 148 — 150 zu erweisen. o = ; L)y




Um das Polynom 223 =+ 1622 —3x —4 in Factoren zu zer-
legen, bildet man die (sogleich geordnete) Gleichung
X 4= %_1:2 _— %.1‘ =
und da die W. dieser Gleich. sind : e — 353 s0 folgt
x5 drr T —r=(r— D+ D (x+3), oder, wenn man
die Briiche wegschafft:

120% o= 062> — B L = (s — 1) (224 1) 3 4 4).

§. 159. Lehrsatz Ist p+q \/—— 1 eine Wur-
zel der Gleich. X=0, so mufs auch der conjugirte Werth
p— ¢V —1 eine V. dieser Gleich. seym.

Denn setst man in X — a» + diam— .. 4,
x=p -4 g}/ —1; so erhilt man, nachdem sowohl die re-
ellen, als auch imaginédren Theile fiir sich zusammen genom-
men worden, einen Ausdruck von der Form PL+QV—i,
wo Pnur gerade und Q nur ungerade Potenzen von g
enthilt. Setzt man ferner im Polynome X, a—=p—gq V— 1

==ty

L

so dndert sich durchaus nichts, als, da man nur —q statt
¢ zu setzen hat, das Zeichen von @, und man erhilt als
Resultat dieser Substit,; P — Q)Y —1. Ist nun ptqV —1

eine Wurzel der Gleichung X — o0, so hat man (§- 144)
P4+ QY —1 =0, 4di (indem diese Relat. nicht anders
. bestehen kann) P —= o und Q V/—1 =0, woraus durch

Subtraction auch P — Q}/—1 = o folgt: es bringt also
auch die 2. Substitution, niamlich 2 — p—-q |/-— 1, das
Polynom X auf Null, folglich ist auch dieser Werth von
eine Wurzel der Gleichung X = o.

§. 160. Zusatz 1. Da also die imaginiren YWur-
zeln einer Gleich. immer paarweise und conjugirt
vorkommen, so entspringen aus jedem Paar die einfachen
Factoren & —p — ¢ \/—— 1 und 2 —p--g \/—— 1, welche
zusammen den quadratischen Factor (z — p):+.¢* geben;
es kann demnach das Polynom einer jeden héhern Gleich.
in lauter reelle quadratische Factoren von der Form
#* 7 @2 - b aufgelést werden,  wozu fiir. eine. Gleich.
von ungeradem Grade, noch ein, ebenfalls reeller, ein-
facher Factor kommt. ' :
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§.161. Zusatz 2, Da ferner die quadrat. Facto-
ven, also auch ihr Product, wesentlich positiv ist; so
kann das Polynom einer hihern Gleich, von lauter imagini-
ren W. fiir gar keinen reellen Werth von z negativ
werden.

§.162. Eigenschaften der Coefficienten,
Verrichtet man in y) {.157 die Multiplication mit den n Bi-
nomial - Factoren und ordnet das Ganze nach fallenden Po-
tenzen von a2, so erhilt man:

0) X=a"—Ca"' - C,a"*— Cyan—3 4, ..} (—1)"Chy
wobei die Coefficienten C,, C,,... nachstehende Werthe
haben: Ci=w,}o,4...4w,, C,=uw, 0w, 0y, ..
+ o, 0, + o, 0, F oo wywn - ete - wpy wp,
Ci=0; 0, 034 €tC. 4 0,y 00py 0, 1. 5.W., Cp==w, 3 wy...
Qp Wy, s0, dafls also C, die Summe der YWurzeln oder
die Summe ihrer Combinationen zu 1, C, die Summe ihrer
Combin. zu 2 u, s, w., C, die Summe ihrer Combin. zu a,
d. 1, ithr Product, bezeichnet.

§. 163.  Zusatz. Fehlt also in einer hihern Gleich.
das 2, Glied, so mufs die Summe der positiven VV. jener
der negativen WV, gleich seyn, Fehlt das letzte Glied (4,),
so mufs wenigstens eine ihrer Wurzeln gleich Null seyn,

Anmerk. Sind die simmtlichen Wurzeln einer Gleich, X=o
negativ, so besitzt das Polynom X= (xto)(@+w)...

(* =4 ©n) nur positive Coeflficienten,

§. 164. Lehrsatz. Andert man in der Gleichung
X = o die Zeichen des 2., 4:,... d. i jedes in gerader
Stelle stehenden Gliedes; so verwandelt man dadurch die
Gleich. in eine andere, welche die nimlichen Wurzeln, aber
mit entgegengesetzten Zeichen besitat,

Denn setzt man, um die Zeichen der Wurzeln zu in-
dern, in X=o, statt , —a; so erhilt man, fir n ge-
rad: a"—d am— - dya" ' — .. f dy=0, und fiir n
ungerad: —ar 4, 2" —...+Ad,=0, oder; wenn




man ddrchaus die Zeichen indert, ‘wieder wie zuvor:
a® — A ar v an . — 4, = 0. Diese Gleich. hat
also die W. — a, —f3, -}y etc., wenn die urspringliche
X=o0 die W. +a, }f(, —y u s, w. besitat,
So hat =z. B. die Gleich. x5+ 42>+ 2 —06=0 die W. 41,
—2, —3, wibrend jene a’—jaxrt x4 6=0 die W. —1,

+ 2, 43 besitat,
Anmerk. 1. Mit Riicksicht auf die Gleich. &) (§.162), in wel-

cher dic W. positiv angenommen sind , folgt also, dals einc
Gleich, X=o0, in welcher das Polynom lauter positive
Coefficienten besitzt, nur negative V. haben kinne. (Ver-
gleiche auch die vorige Anmerk.)

Anmerk 2. Wir werden die Gleich. mit entgegengesetzten W,
(wie man sich Hiirze halber auszudriicken pflegt) kurz durch

X = o0 bezeichnen.

§.165. Erkl. Je nachdem zwei auf einander fol-
gende Glieder des Polynoms X gleiche, oder verschiedene
Zeichen besitzen, sagt man, dals diese beiden Glieder eine
Zeichenfolge (Permanenz) oder einen Zeichen-
wechsel (Variation) bilden.

Hieraus folgt, dals, wenn in einer Gleich. des n. Gra-
des kein Glied fehlt, die Summe aus der Anzahl der Zei-
chenfolgen und Zeichenwechsel gleich = ist.

So enthilt z. B, die Gleich. 25 — 224 — 323+ 2* — fjz—b5=0

3 Zeichenwechsel und 2 Zeichenfolgen.

§. 166. Lehrsatz Eine Gleich. X=o kann nicht
mehr reelle positive VV. besitzen, als in X, und nicht
mehr negative VV. haben, als in X =0 (§.164) Zei-
chenwechsel vorkommen,

Denn stellt man das Polynom X' einer Gleich. des m,
Grades durch X'= a7 ... — d,aP — — [ 4 4, 2944
ete. — A, 2% ——, . — 4,, dar, wobei, ohne Riicksicht auf
die etwa fehlenden Glieder, 4,27 das erste vorhommende
negative, 4,27 das hierauf zuerst folgende positive Glied
u.s. w., endlich 4,2* dasjenige Glied bezeichnet, in wel-
chem der letzte Zeichenwechsel Statt findet, und daher mit
dem letzten Gliede Ay, welches wir, um die Ideen zu fixiven,



als negaliv voraussetzen, einerlei Zeichen besitzt, also hier
ebenfalls negativ ist, und diesem sonach unmittelbar ein
positives Glied vorausgeht; so erhilt man, wenn X' mit dem
Binom z — ©, wWo ¢ posiliv seyn soll, multiplicirt wird:

, G e gy sl e

e — ‘,,,,i_l"l—_}" P art g, g

X(z—w)=2 -—-—...-—awilp —}——]—...—1—1303"“ '
e e e R e N
¢$...—emsa+ ++.‘.+Uw’a+pw,

so, dafs dieses Product die Form hat:

a:'"+'...-——/t;;rv-l—l...—lr-A;l-frl-l.,.

Ayt po

Obschon nun in diesem Producte die Zeichen der Zwi-
schenglieder wnbekannt sind, so ist doch so viel gewils,
dals vom 1. Glied a™it* bis zu jenem A;.rp'l" wenigstens
ein, bis zu jenem A;x’i’i“' wenigstens zwei u. s. w., also
bis zu jenem A, znt wenigstens eben so viele Zeichen-
wechsel, wie im urspriinglichen Polynom X' von z™ bis
zu dem nimlichen oder correspondirenden Gliede A,2* Statt
finden. Da aber von da an in X' kein Zeichenwechsel mehr,
dagegen im Producte wenigstens noch ein solcher (durch
das letzte Glied <~ pw begriindet) vorkommt; so besitzt
das Product X'(z
mehr, als X' ¥%),

w) wenigstens einen Zeichenwechsel

Stellt nun X' das Product aller einfachen Factoren
dar, welche aus den negativen und imagindren VWurzeln un-
serer Gleich, X = o entspringen (also X'=1 ist, wenn
keine solche VV. vorhanden sind), und bezeichnen .,
©,, . . . die positiven Wurzeln derselben; so hat man
X=X'(z—w,) (z—13,) ..., und es gibt sonach in X'(a—0))
wenigstens einen, in X'(x—w,)( — ©,) wenigstens zwei
u.s. w. Zeichenwechsel mehr, als in X'. Selbst also, wenn
in X' gar kein Zeichenwechsel vorkommt , . besitat das Po-
Iynom X dennoch wenigstens eben so viele Zeichenwech-

*) Der Beweis ist der nimliche, wenn man das letate Glied
Am, also auch damit A, x# positiv, mithin- das diesem Gliede
vorausgehende als negativ annimmt,
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sel, als in der Gleich. X==0 positive W. w,, @, ... vor-
handen sind.

Verwandelt man ferner ({.164) die Gleich. X=o0 in
jene mit entgegengesetzten W. X==o0, so erscheinen die
negativen VV. der erstern, als positive VV. der letztern
Gleich, , und diese mufls daher wenigstens r Zeichenwech-
sel darbieten, wenn die Gleich, X=0 r negative Wurzeln
besitzt.

Da also jede positive V. der Gleich. X=—o0 wenig-
stens einen Zeichenwechsel in X, und jede negative WV.
einen solchen Wechsel in X begriindet; so kann man auch
sagen, dafs in X'=o nicht mehr positive und negative re-
elle W, vorhanden seyn kinnen, als beziehungsweise in X
und X Zeichenwechsel Statt finden,

§.- 167. Zusatz. Fehlt aber in einer Gleichung
kein Glied, so kann diese nicht mehr positive W. als Zei-
chenwechsel, und nicht mehr negative reelle YWurzeln ha-
ben, als Zeichenfolgen vorhanden sind. Sind dabei die
simmtlichen Wurzeln reell, so bietet das Polynom genau
so viele Zeichenwechsel und Folgen dar, als die Gleich.
beziehungsweise positive und negative VV. besitzt.

Die oben (§.164) angefiithrte Gleich. 2% — 42+ x4 6=o
besitzt 2 positive und 1 negative W.; es enthilt aber auch in
der That das Polynom derselben 2 Zeichenwechsel und 1 Folge.
So besitzt das Polynom der Gleich. X= z—"1122J18x— § =0,
deren W. sofort 1, 1, 2, — 4 sind, 3, und jenes der Gleich.
X=at—112*—18r —8=0 1 Zeichenwechsel ;  es hat aber
a_uch in der That diese Gleich. 3 positive und 1 negative W.

Transformation der GI eichungen.

§. 168. Aufgabe. Eine gegebene Gleichung X—=o
in eine andere Y=o zu verwandeln, in welcher die VVur-
zeln um a Lleiner als in der urspriinglichen sind.

A ufl. Bezeichnet man die Unbekannte oder das Symbol
aller WV, der transformirten Gl, durch Jy sosoll y=a—a
oder z=gq -y seyn, Dieser Werth fir 2 in X=—o0 sub-
stituirt , gibt fiir die transformirte Gleichung:
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Y=y 4 Ty F Ty oo + Tany L
wobei, wie man am einfachsten aus der Entwickl. in §- 145
fiir z=ua und v =y findet:

Th=a"+ 4,0 + dyar— 4. . Apa + An,
Toy = na—" 4 (n—1) 4, a"* -+ .. —+ dn_. ete.,

T, =fl‘."‘_—?“’ @ + (n—1) d,a+ 4, wnd T,=na-}-4, ist.

§.169. Au fgabe. Aus einer Gleichung das zweite
Glied wegzuschaflen,

Aufl. Transformirt man die gegebeneGleich. X=o0
nach dem vorigen §.in jene ¥ =0, so soll in dieser Gleich.
sofort T,, d.i, na -+ 4, = o seyn; aus dieser Bedingungs-

. A A,
gleich. folgt aber a = — T;, also @ =y — >ro und. dar-

aus ganz einfach die Regel zur Wegschaffung des 2. Glie-
des der Gleich. X =o.
So mufls man also, um aus der Gleichung x+*—8x5 4 22°

+ 6x — 5 =0 das 2, Glied wegruschaffen,

,r:y—(;.lﬂ):.'y‘l‘“

setzen , wodurch man die Gleichung 4 —22y%-—boy —33 =o

erhilt.

§.170. Aufgabe. Eine Gleichung in eine andere
zu verwandeln, deren VWurzeln m Mal so grofs sind als die
V. der gegebenen Gleichung.

Aufl. Ist X=o die gegebene, Y=o die transformirte

Gleich. ; so soll y=ma oder.z = 3—; seyn.  Diesen Werth

in X substituirt, erhilt man, wenn auch gleich zur Weg-
schaffung der Briiche durchaus mit m* multiplicirt wird:
yr e md, = m Ayt A

ot mi— Ay -+ m? 4, =0,
ein Resultat, welches man auch kiirzer erhilt, indem man
unter die Glieder von X (die etwa fehlenden durch Nullen
erginzt) die geometrische Reihe 1, m, IRy o s o I BELZE
je zwei iiber einander stehende Glieder mit einander multi-
plicirt, und iiberall y statt = schreibt.




Um 2. B, die Gleich, a5 4 22— 107 - 8=0 in cine andere
mit 3 Mal so grofsen YV, zu verwandeln, hat man nach diesem
Verfahren: 55 4-3.92 — ¢, 10y +27.8 =0, d.i. 93 J-3y2
— 90y +216=0; es sind in der That die W, der gegebenen
Gleich. =1, 2, — 4, wihrend die letatere die W, Py 6, —12
besitzt,

§-171. Aufgabe. Auseiner gegebenen Gleichung,
ohne dals sie (§, 142) aufhirt geordnet zu seyn, die Briiche
wegzuschaflen.

Aufl Qeyen um die Ideen festzusetzen, aus der Gleich.

a’ + .z’- —}~— :c —i— = == o die Briiche wegzubringen,

lz'ansformlrt man nach dem vorigen §. diese Gleich. in eine
andere, deren VV. m Mal so grols sind, so hat man:
ma m* b ms ¢
3 ' v —
ki o e < o i b e

Nimmt man nun fiur die hlEI‘ als unbestimmt anzusehende
Grolse m den kleinsten VWerth, fir welchen P, @, r bezie-

2 X 3 s a b
hungsweise in m, m?, m® (da man die Briiche g sty

].J

als zur kleinsten Benennung gebracht voraussetzt) enthal-

ten sind, was in jedem Falle, ofter aber auch durch Kklei-
nere Zahlen, erreicht wird, wenn man fiir m das Lleinste
gem. Vielfache von p, ¢, » nimmt; so ist die Aufgabe mit
den moglich kleinsten Zahlen aufrre]ust

Um z, B, aus der Gleich, z% — 1t z>+5.1v— 51.--1--f=n

die Briiche wegzuschaffen, hat man nach der eben erwihnten
allgemeinen Regel, wenn man, da 8 das Lleinste gem. Viel-

Lu:he der Nenner ist, die W. 8 Mal so grefs macht, alse r=2ly
setat (§. igo) sy — 2y i 8.3 e .ii‘__. y 4+ i)4j'5 =i6§
Al 4 s iy

do i yr—4ys 48y* — 640y -+ 1536 =o0. Indels evreichit man
hier seinen Zweck schon dadurch, dafs man die Waurzeln der
gegeb. Gleich. blofs verdoppelt, indem man dafiir

Y O 6.3
i y*+{’—l—?‘"——fj'+——'; =07

1 A » =35 +3y*—10y J-6=0, also eine weit einfachere
1 Glclch. als vorhin erhilt.
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§. 172. Aufgabe. Iir cine gegehene Gleichung
die Differenzen-Gleichung, d.i. jene Gleich, zu fin-
den, deren Wurzeln die Differenzen aus je zwei W. der
gegebenen Gleichung sind.

Aufl, Sind o, ©,, 4, .. w, dieV.der gegebenen
Gleichung, und ist » die Unbekannte der gesuchten Gleich.
Y=o0; so ist zufolge der Aufgabe y der allgemeine Stell-
vertreter der simmtlichen Differenzen w,—cw,, ©; —0,,. ..
Wy ==, Wy~—0), G — Wy, 0% =0 U8 W, die
sich aus den n VV. der gegebenen Gleich. bilden lassen. Da
nun @, und ©, W. von X==o0 sind, so bestehen (§. 144)
die Gleichungen:

1) w7 b Ayjer—r - denr oL - dp=0 und

2) o7 - Adywrt 4 A, @l + .o da=0
Aus @, — o, =y folgt w,=,; 4y, und wenn man diesen
VVerth in der letztern Gleich. 2) substituirt, so erhilt man
nach §. 145, o=y gesetzt:

AE ry £ mr d et e =0,
wobei A4, 7,, 73, + . 7, die dort angegebenen Verthe von
X, X,, X,, .. X, nur iiberall , statt 2 gesetzt, besitzen.
Daaber auf diese Weise 4 das Polynom der vorigen Gleich. 1),
und dieses gleich Null ist; so hat man auch:

T e A, (MM B R
oder wenn man mit » abkiirzt, d.1i. die W. y=o0 (die den
Differenzen «, —,, 0,—0y,, . . . O, — w, entspricht)
gleich auslafst, auch:

m) 7y f 70y Ayt . gt -y S0
(wegen 7, = 1), in welcher Gleich. sofort (§. 145) die Coeffic.
744 72, . . Functionen von «,, nimlich die abgeleiteten
Polynome aus der Gleich, 1) sind. Eliminirt man daher aus
dieser Gleich. m) und jener 1) die Gréfse ¢, so erhilt man
eine Gleich. in », deren Coefficienten gewisse Functionen
von den gegebenen 4,, A4,, . . sind, als gesuchte Gleichung.

Da man aber statt der in Rechnung gebrachten Diffe-
renz w,— w, =) eben so gut jede andere w;— w, =%,




©; — ;== u. 8. w. der iibrigen hiitte nehmen konnen; so
mufs man gleichzeitig in 1) und den Coeffic. Ths Tz o (8IS
Functionen von w,) die Wurzel w,; mit den iibrigen w,,
@3, - « @, vertauschen konnen, und immer noch durch die
angedeutete Elimination (nun von o, oder w, u. s. w.) aus
den betreffenden Gleich, m) und 1) die gesuchte Gleichung
erhalten.

Man kann also auch in 1) statt ©, den allgemeinen
Stellvertreter von Wiy 0y, , . ,, d. 1 2, wodurch aber
diese Gleich. in die urspriingliche X==o0, und eben so in
den Coeffic. 7,, r,, . . der Gleich. m) x stalt w, setzen,
wodurch diese Gleich. genau in jene

X +-X 4+ Xt 4. . - X g + yn=r=o(vergl. §.145)
iibergeht, und aus diesen beiden Gleichungen = eliminiren,
um die gesuchte Gleich. =0 zu erhalten.

So ist z. B, fiir die Gleichung a5 — ra -+ 6 = o sofort
X=a—rpr46, X, =322—rn, X — dx(X;=1); man muls
daber, um dazu die Differenzengleich. zu finden, aus den bei-
‘den Gleichungen 23— f5x 4 6=o0(X= 0) und 3a?— g 3xy
+r*=0(X, + X, y 4+ y*=0) x eliminiren.. Man findet als Re-
sultat dieser Elimination die Gleich. YP =429+ 44192 — foo=o,
welches aueh in der That die verlangte Differenzengleichung ist ;
denn es sind die W, der gegeb. Gleich,: 1, 2, — 3, aus denen
sich sofort die Differenzen 1 —a=-—1, i +3=4,2—1=1,
24-3=5,"—3—1=—4 und —3—a=—5§ (da jene 1 —1,
2.— 2 elec.-bereits ausgeschieden sind) als W, dieser letstern
Gleich. ergeben.

Lben so findet man 36 — 3634 4324 32 4 459 =0 als Diffe-
renzengleichung der Gleich. X3 — bxr — 7= a.

S. 478, Da sich die n WV, 6, 6,5\ . 0oy , Wenn man,
wie es bereits oben geschehen ist, jene Differenzen o, — w,,
Wy — @y, . . 0y — , auslifst, n(n—1) Mal za 2 combi-
niren lassen, namlich eben so viele Differenzen oder V.
der Gleich, Y = 0 geben; soist diese letztere vom n (n—1)ten
Grade. Da ferner jeder positiven VV. eine gleiche negative
entspricht, indem man 'hat:

W) — 0, =+a und v, —o, =""qa,

Oy —wy =B und 6, LG, =—F u s, w3



so ist dasPolynom der Differenzengleich, ¥ == o0 in Factoren
aufgelost (§. 158):
Y= (r—a)(o+0)(r—=R~)or+h) .. = O —a®j(r*—F). .,

. 9 nin—1) 4
so, dals dieses also aus ———— == m quadratischen Fac-
2

toren von der Form j*— «?® besteht, welche sofort ein
Product von lauter geraden Potenzen, d. i ein Product
von der Form
Y= g7 4 Gy by ik e o B 0 T e

geben. Setzt man daher y*=z, so geht die Gleich. ¥ —o
ither in jene: Z=zm 4 §,zm— |} 8, a2 .. - d=0,
deren Grad nur halb so grols als jener der Differenzenglei-
chung ist, und in welcher die W. z=»* die Quadrate yon
den Differenzen der VWurzeln der urspriinglichen Gleich.
X=o0 sind; aus diesem Grunde wird diese letztere Gleich.
die quadrirte Differenzengleichung, oder bes-
ser, die Gleichung der quadrirten Differenzen der Gleich.

X =o0 genannt,

Fiir die im vorigen §. angefiibrte Gleich, 25 — g2 - 6 = o
hat man sonach z3 G922 4415 — 400 = o als die quadrirte
| 4 I
Differenzengleichung.
Auf gleiche Art findet man 23 — 422* 4~ 4413 — 49 = o als
quadrirte Differenzengleich, fiie die Gleich. 2°— 7z + 7=o0.

§. 174. Aufgabe. Zu untersuchen, ob eine gege«
bene Gleichung gleiche VWurzeln besitat.

Aufl., Bezeichnet man in der Gleich. X=o0, deren
W. w,, @y, . 0, sind, die Binome z—w,, x—w,, . «
& — w, HKiirze halber durch &,, b,, . . ba; so ist (§. 158)

X = bibabasiis bui

Setzt man in dieser Gleich. z -« statt @, wo a eine ganz
willkiirliche Grifse bezeichnet; so geht (§. 145) X in
X+ X, a-X,a* 4., 4 o, und das Product b,0,..b, in
(b, +a)b,aq)...(buta) = Ca —|— Co—ya"d-Cpya* 4. ..
-+ C,am— - a" iiber, wobei (analog mit §. 162) C, die
Summe der Combinationen der Grélsen by, b,y » « bn zZu ny

Cn—, jene der Combinat. zun—1 u. s, w., dii, Cx==b,bz..buy
Burg's Compendium d, hilh, Math, -




-—-UH—-—

O e

=

C g .
Cuy = b -}- .+ -b—f u, 5. w. ist. Man hat also die
i

Gleich. ‘¥+‘X1 Uy _'I_ S + a" = C, ~+Cas o, »4-a”, und

daraus (§. 108), da X, X,, .. C,,, Cr—iy . . YOn a unab-

hingig sind: X = C, = 5,5, ZJ,Z (die urspr. Gleichung),
X :

X1=C,,__.-::--- 4}—{} -+ . —{——u 5. W.

Besitzt nun (he gegebene Gleich. X =2 0 m gleiche VW ur-
zeln, und zwar w, = w, = ..= w, =a, so ist auch
bat= 1 = 1 v bm, und man hat X — b:" b”"i‘l v o D g

v ml X
‘Xl _]— bm‘l-l + g _{- b_rz,
Xye=m b':‘—‘ bmga »+ « bu = 07 bints o L by - ete.
‘I_‘ b’:‘_bm{-l .. brx-—l 9
woraus sofort folgt, dals die beiden Polynome X und X,
als grofsten gemeinsch. Divisor den Factor b= = (x—a)m—

l!

besitzen. Besalse die obige Gleich. X =0 aulserdem noch
o

p W. jede ==&, so wiirde man eben so finden, dals die

beiden Polynome X und X, als gréfsten gem, Factor den

Ausdruck (z—a)”—*(2—0)?~* haben, u, s, w.

§. 175. Um also zu untersuchen, ob die Gleichung
X==o0 gleiche VV. besitzt, leite man (§, 145, Anm.,) aus X
das Polynom X, ab, und suche zu X und X, den grolsten
gemeinsch. Divisor; ist dieser, in einfache Factoren zerlegt,
von der Form (¢ —a)"(z—bj?(z-4c)" ..., so enthilt
diese Gleich. die VWW. @ mMal, jene b prMal, die W. —c¢
rMal u. s f.; findet man keinen solchen gem, Divisor, so
hat die Gleich. auch keine gleichen VVurzeln.

So ist z. B. fiir die Gleiehung 2t — a3 —32° L b — 2 —=o:
X=at— a3 =32+ 6 —2, X, =4a% —32 — 62+ 5; und da
man zwischen X und X, als grofsten gem. Divisor a2 — ax 41
=(x—1)* findet, so enthilt diese Gleichung die W. x=1
3 Mal; und in der That, die V. dieser Gleichung sind: 1, 1, 1
und — 2,

Cubische Gleichungen.

§. 176. Da sich (§.169) aus jeder Gleich. das 2. Glied
wegschaffen lifst, so kinnen wir zur grilsern Emfachheit

a



die aufzulésende cubische Gleich. in der Form voraus-
setzen: 1) 23+ pa -4 g = o.

Um diese Gleich, aufzuldsen, setze man 2) 2 =y -3
so geht sie dber in: 3% (3yztp)rtg=o0, und
wenn man, um y» und z zu bestimmen, nebst der vorigen
Bedingungsgleich. 2) noch die folgende: 3yz-}-p=o0, wor-

ans 3) z = — % folgt, annimmt, auch: 4) 3*}-s2dg=o

fi

y Woraus
Ay

3
oder y3—;§7:+qmo, d. i. 8 4 gyt =

a
i 3
sofort y — ‘6/'-'2 + \/‘t’r_{_ % folgt. Aus 4) hat man

z8=-—g—y*, oder wenn man fiir »* substituirt und die

3
W. auszieht: z= Vo s ¥ V$+ % Es folgt also
4

2
endlich aus 2), von den doppelten Zeichen nur die obern
beibehaltend, indem die untern dasselbe Resultat geben:

3 N B —

5 e=V[=I+VL+2]
+V[-L-Vi+2

welcher Ausdruck unter dem Namen der Cardan’schen
Formel bekannt ist.
§. 477. Setat man Kirze halber
Sl TR il e b g R A
6) ;+\/,-‘|+27 A und = 4—]—27—-3,
. - . 3 3 - o

so geht die Formel 5) in 7) 2= \/A-{— \/b’ iber. Um nun
zu sehen, wie diese Formel die simmtlichen 3 VV, der Glei-
chung 1) enthilt, bemerke man, dafls die 3 Cubikw. aus a®

sind: a, a(:]—-’;—i’:é) und a(;ﬂ) *), oder fiir

3
*) Setzt man niimlich Va*= =z, so folgt 2x>—a3=o0, und da
x=a eine Y., also (§.155) x5—a’ durch x—a theilbar
ist; so erhilt man noch x*--ax 4 a*=o0, und daraus die
beiden iibrigen oben angegeb. imaginiren W. von va.

7*




()  ce———

(—1- V—a) —a auch: a, aa, a*a. Versteht man
3
also unter |/ 4 die gewdhnliche, reelle oder arithmetische
3.
Cubikw, aus 4; so sind die 3 VWurzeln von Y/ A4 sofort:
3. 3. 3% 3 - 1 »
1.V A4, a4, a* |/ 4. Auf die nimliche Art hat man fiir
: 2 3 T 3
die 3 Werthe von V/ B: 1./ B, «\/ B, «*|/B; da nun aber
, 3 :
[vergl. 2) und 3)] wegen yz = —‘g in 6) fiir |/ 4 und /' B
nur jene VVerthe genommen werden diirfen, die zusammen

ein reelles Product geben; so sind fir » nur folgende 3
Combinationen moglich oder brauchbar:

B) 2y=1.VA+1.VB, s =ald+ VB
und gy =—a? \;"A -+~ a\j"ﬂﬁ,

welches zugleich die gesuchten 3 W, der Gleich, 1) sind,

§. 4178, Um zu untersuchen, unter welchen Bedin-
gungen die vorigen 3 VW, der Gleich. 2* 4+ pa + g = o0, in
welcher p und ¢ positiv oder negativ seyn kénnen, reell

oder imaginir ausfallen, muls man die 3 Fille unterschei-
q* % . - ;

den: 1) wenn /_+ £, .0, 2)=0 und 3) <o ist. Man
4 27

findet durch diese Discussion [I, 105], dals im 1. Falle die
VV. @, reell, die beiden iibrigen imaginir sind; dals im
a. Falle alle 3 VV. reell sind und dabei 2, =2, ist, und dals
endlich auch im 3. Falle die simmtlichen 3 VV. reell ausfal-
len, obschon sie in der Cardan’schen Formel unter einer
imaginidren Form erscheinen, welshalb man auch diesen den
irreduciblen Fall genannt hat.

Auflésung der cubischen Gleichungen mit-
telst trigonom. Funetionen,

S. 179. Fir den 1. der im vorigen §. angefithrten

3 Fille setze man, wenn a) der Coefficient p positiv ist,
2 Ed L S :

m) = \/‘1_7 = lang ¢ und Viang+¢ = tang ¥, wo o und ¥
vV .

zwel Hilfsw. bezeichnen; so erhilt man fiir die Grifsen A

und B in {, 177, 0), nach einigen leichten Reduetionen:
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.tang ¢ und B = ‘/},)T . cotto, folglich
fiir die reelle W. 2, in 8): a) 2, = — 2\/‘:_;.5'05 24, Man

wird also zuerst aus m) (mit bestindiger Anwend. der Lo-
garithmen) die Hilfswinkel ¢ und +, und mit diesen letzte-
ren aus der Gleich, a) die YV, x, berechnen.

S. 180. Ist aber b) p negativ, so setze man, wenn
iiberall [némlich in 1) und 6), §§. 196, 197] p gleich ne-
gativ genommen, und dann unter p wieder nur der nume-

: . T 23 Y
rische VWerth verstanden wird: m) A\/}_— = sing und
gV 2
wieder \,/mnu 19 = tang¢; so findet man
A ——\/’ tangtp, B=—\/" cotis
27
—VE,

wobei die Rechnung wieder wie vorhin angegeben zu fiih-

undi - @) ap=

sin 2

ren ist.

§. 181. Da sich im 2. Falle dié¢ 3 VV. unmittelbar lo-
garithmisch berechnen lassen, so sind hiezu keine ander-
weitigen Hilfsgrélsen nothwendig.

§. 182. Fir den 3. oder sogenannten irreduciblen
Fall, in welchem p nothwendig negativ seyn muls, setze
man, wenn unter p wieder nur der numerische VWerth ver-
standen [also die Gleich, 1) durch 2*—pa4-g==0 darge-
stellt] wird, @ ==rsing oder sing = TT, so erhilt man we-
gen (§. 23, Anmerkung) sin 3¢ = 3sing — 4sing® oder
sing® — sing -~ +sin 3¢ = o sofort:

n) a* — :rie - ir¥sin3dp = o,
eine Gleich., deren Wurzeln in dem Ausdruchke d) 2 =rsin g,
wobei fir ¢ alle Werthe gesetzt werden miissen, {iiv welche

sin 3¢ (als Bestam}lhcll des letzten Gliedes der vorigen Glei-
chung) ungeandert bleibt, enthalten sind. Diese so be-
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schaflenen Werthe von ¢ sind aber die dritten Theile von
3¢, 180 —3¢, 3.180—3¢, 5.180— 39, . . und 360 -} 3¢,
2.3604-3¢, 3.36043¢ u.s. w., also die Werthe: ?,
60 — ¢, 180—¢, 300—¢, ., und 12049, 2409,
36049 u. s. w. Es ist aber leicht zu sehen, dafs diese
unzihligen Bogen nur 3 verschiedene Sinus: sin e,
sin(bo— ¢) und — sin (60 -~ ¢) haben, so, dals also auch
aus dem genannten Ausdrucke d) fiir die Gleich. n) nur 3
Wurzeln, nimlich [3) 2, =r sin ¢, @;=rsin(bo—¢) und
xg = —rsin(bo-¢) hervorgehen, Vergleicht man end-
lich die obige Gleich, n) mit der urspriinglichen :
# —pedg=o,

so folgt: y) 77* == p und 113 sin3p = ¢, WOraus nun ganz
einfach r und ¢, und mit Hilfe dieser VWerthe aus ) die 3
YV. mittelst Logarithmen berechnet werden kinnen,

Man findet z. B, fiir die zam 1, Falle (§.179) gehorige Gleich.
3+ 3x — 2 = o die Hilfswinkel ¢ =135, ¢ =530 17 52”7, und
damit die reclle W, #,= ‘5g960717.

Fiir die zu dem im §. 180 angefiihrten Falle gehorende Glei-
chung 23 —a2x 4 =0 folgt ¢ =150 47" 35" 4, b = 29%22" 4 und

#y=—2, (Die beiden imag, W. sind: —1 4 y—1.)

Aus derzum g2, Falle (§. 181) gehorigen Gleich, #3—3x—2 =0
erhilt man die W, 2, =42, 2,—a,——1,

Endlich findet man fiir die zum 3. Falle (§. 182) gehorende

Gleich. 23— 72 - 6=0, aus y): logr='4850183 und o = 1¢o,
62378, folglich mit diesen Werthen aus )z smpaia iy ==,

Xy=—3.

Gleichungen des vierien Grades.

§. 183. Es sey auch hier die aufzulésende Gleich.
bereits von ihrem 2. Gliede befreit und auf die Form ge-
bracht: 1) 2*4-pa® 4 gz 4 r=o0, Man setze 2) r=u--y-z,
80 wird a* = u? 4~ 9* 4-2* - 2 (uy 4 us -+~ »z) und
at = (4= 42 + 4 (ur 2 + =) (uy 4+ uz 4 yz)
+ 4@yt + w?z* 4 P2ty - Buyza [wegen 2)]; diese
Werthe fir '2® und 2% in 1) substituirt, erhilt man:
8) (ur 492 -2) b 4 (02 % - 0 22 0" 2*) 4 p (w2 4-2?)
+r-[4(er 42 4a2) 2p | (wy—uzstyz) - (Buyz -+ g)az=o0.
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Da die Gleich, 2) unbestimmt ist und noch 2 Bedingungen
gestattet, so setze man 4) 4(u* +7*z?)~2p=0 und
5) 8uys-qg=o0; dadurch geht die vorige Gleich.3), wenn
man zugleich noch fiir u*-y*--z* den aus 4) folgenden

VWerth —‘; substituirt, in die folgende einfachere iiber:

0) w?y® 4 uz® - p* 2 = 5 (p* —4r); endlich folgt noch
aus 9) ppulyiat e= 1
64

Da nun von den 3 Grifsen u?, »%, z? in 4) die Summe
oder Combinat. zu 1, in 6) die Summe der Combin, zu 2,
und in 7) die Summe der Comb. zu 3 oder ihr Product aus-
gedriickt ist; so konnen diese ({. 162) als die Wurzeln der
cubischen oder sogenannten reducirten Gleichung

e 9™ — 41 g
8) ¢° —{-‘%w e LT)(’— LI: 0
angesehen werden.

§. 184. Lost man diese cubische Gleich. nach den
vorhergehenden §§. auf, und bezeichnen ¢,, ¢,, ¢, die 3
W. derselben; so hat man uw = + Ve y= i Vees
z= + Vv;, und zufolge der Gleich. 2):

il o \/fv1 i V,v: T ‘/03.

Macht man in dieser letztern Summe hinsichtlich der
doppelten Zeichen alle Verbindungen, so findet man darun-
ter nur 8 verschiedene VVerthe. Von diesen 8 VWer-
then fiir # sind aber nur 4 als Wurzeln der gegebenen Gleich.
brauchbar; man findet diese, wenn man beriicksichtiget,
dafs vermége der Gleich. 5) das Product aus «, ¥, z, d. i
Ve, Voo, Vo, das entgegengesetzte Zeichen yon ¢ er-

halten muls.

§. 185. Man hat also, wenn g positiv ist, namlich
fiie die Gleich, @) a*-pa*~4gaz—-r=o, dic Wurzeln:
e e \/": E V:"u s V"B B e e V"i 4 ‘Vf".' s ‘/"u
o= V-f'i — Vr);+ V’ud ot — Vc’, - V'r.,_ L V": :
und wenn ¢ negativ ist, oder fir die Gleich. b) 2t o pa*

—gx-t+r=—o, die VWurzeln:
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Ty = Vi": + V"’ﬁ + V"’sa &y = VIOI FE V"'! LT ip V"’B ’
=V, 4 Ve, — Vs, zy=— 0, — V"z"l‘ Ves.
Fiir .die ‘Gleich,  a%— 2522 1- 6oz 386 = o st die reducirte

25

. 5 2 ,, ] 5
oder cubische Gleich,: ¢35 — T S —222 =0, und da

man fiir diese die W. v, =2, va==4, vy=2> findet; so erhilt
man aus den der Gleich, @) zukommenden Wurzeln: z, =—36,
Ty =438, ¥y=vf-2, ;=41 als-W. der gegeb. Gleich.

Eben so findet man fiir die Gleich, Xt — gz’ g2t — gy
4 6=o0, welche (. 169) vom 2. Gliede befreit in jene

P = TP =3y = o,
so wie diese,, wenn (§, 171) die Briiche weggeschafft werden, in
jene g0 — 22y g4y 4 g5 =0 iibergeht, als reducirte Gleich, :
Vi— 119t age —g =0, dafiic die VY. 1= 1, WaER L, Piss0,
und damit aus den obigen Wurzeln der Gleich, b):

| ’

120 7 =B = — B, g =13

da ferner ry=77 und =gy +7 ist, so erhilt man endlich fiir
die W. der gegebenen Gleich, : =3, ry=1, ay=1, 1,=a2,

Die reciproken Gleichungen.

§. 186. Erkl. Sind in einer Gleich, X=o0, welche
die Warz, a, f3, . . besitzt, auch die reciproken YWerthe
1 1
;! 5!
ciproke genannt, und unmittelbar daran erkannt, dals
ohne Riicksicht auf die Zeichen, je 2 von den beiden #us-
sern Gliedern des Polynoms gleich weit abstehende Glieder
einerlei Coefficienten besitzen.

+ « Wurzeln derselben; so wird die Gleich. eine r e-

§. 187. Es ist also
1) 2" - Ay an— o g, gn—s shton i,z dizt r=o
die allgemeine Form der reciproken Gleichungen.
Denn ist a eine VV. derselben, so hat man
a? - 4, qn— + Aar=1 3, . + Aya® + dja 4 1 =0,
oder, wenn man durchaus mit + a7 dividirt und die Glie-
der in umgekehrter Ordoung schreibt ;

1 1 1
;,:+A1_"‘+A:

aft—1 @AMn—2

—[—-,.i./f_.:?i_r!,:;'i- D=0
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woraus sofort folgt, dafs in 1) auch 2 = - (§. 144) eine
o [

VV. ist. Dasselbe gilt auch fiir eine jede andere WV. £,
v u. s, w. der Gleich, 1).

§. 188. Fir eine reciproke Gleich. von gerader
Ordnung hat man, nur die obern Zeichen beibehaltend :

2) 2 o= A,z - dy a4 L Ayt -

o+ A,z Ay i 0,
oder, wenn man durch 2# dividirt und die Glieder paar-
weise, pamlich das 1. und letzte, 2. und vorletate u. s. w.
zusammennimmt ;

) (e + 1)+ 4 (o +25)
+ (et i)+ + =0

b AL
1
Setzt man nun 4) o 4= —'= ¥, so erhilt man aus der
xZ

Entwickl. @), §- 123, fiir ¢ =2 und » = lri

n (n—3)
ISR _
r (n—4)(n—>5) i :
{7t B 98 ete;,

n—4

1
5) an + ;;, =.7" oriy ﬂ‘}’”'"'; +

und daraus auch, indem man statt n nach und nach n—1,

u. s. w. durch

. . 1
n—2 u. s. w. setzt, die Binome 27— |-
:L‘H'—l

Jy ausgedriickt, so, dals wenn man dann die VWerthe aller
dieser Binome in die Gleich. 3) substituirt, eine Gleich. in
y entsteht, welche nur vom n., also halb so hohem Grade
als die gegebene Gleich. 2) ist. Lilst sich diese letztere
auflésen, so hat man zur Bestimmung der urspriinglichen
Waurzeln x aus 4) die Relation: 6) 2 ==Z(y + Vot —4),
50, dals also jede der n W. », 2 W.in 2, die zugleich zu
einander reciprok sind, liefert, und sonach die 2m YV. der
Gleich. 2) gefunden sind,

So hat man z. B. fiir die Gleich. 26 — 65 4 142t — 1827

+ 142 — 6x 4 1 = o zuerst
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.r’+-ﬁ%_; -— 6(.1'?—{— ;—._) e 14(.1: e %) o [

1
und fiir 2 -} =0 nach der Entwickl, 5) (oder auch davon

unabhingig, wenn man die 3, und 2. Potenz macht):

x5 ::;;=y5-3y und :c-“--]-;;:_y‘-—a
(vergl. wegen des Abbrechens dieser Reihe §.123), also wenn
man substitvirt und reducirt: §3— 692 4 11y —~ 6= 0. Dadiese
Gleich, die W. =1, 2, 3 besitat; so erhilt man nach der
Relat,, 6) fiir p =1

14 v—3 1—\/—3H 2 A
Al B i TR
fiir y=2a:
340 2—0 g
Ty =—— =1, = S = T
und fiir y =3:
34 v5 3—vh 2
S anl L, e

als W, der gegebenen Gleichung,

§.-189. Zusatz Haben die gleichen numepi-
schen Coefficienten verschiedene Zeichen , wie z. B.
in 29 4,25 A2t — A,z — A2 —1=0 (wo also der
mittlere Coeffic., da ihm gleichzeitig beide Zeichen zu-
kommen, Null seyn muls); so folgt zuerst aus der genann-
ten Vereinigung der Glieder oder der Darstellung :

(2%—1) + 4 2 (2t —1) | 4, 2% (2 — = 0
dals diese Gleich, durch 22— 1 theilbar ist, ihr also die
beiden VV. 2=+ 1 zukommen. Fiihrt man aber die Diyi-
sion aus, so kommt man wieder auf eine reciproke Gleich.
und zwar von der im vorigen §. behandelten Eigenschafl.
Dieser Quotient ist fiir die vorige Gleichung :

2t A2t (0 A2 A e =,

S. 190. Ist die reciproke Gleich, von ungerader
Ol‘dnung, so hat diese, wie leicht zu sehen, je nachdem
die gleichen numer. Coefficienten gleiche oder verschiedene
1 oder 41, und man er-

Zeichen haben, zuerst die VV.
hélt, wenn das Polynom heziehungsweise (§. 155) durch
2 1 1 getheilt wird, wie man ganz einfach fimdet, als Quo-



tienten das Polynom einer recipr, Gleich. von gerader
Ordnung, die man sefort nach den beiden vorigen §§. wei-
ter behandeln wird.

So ist fir die Gleich. 327— a1 — 1823 —1B22 —x 3 =0
suerst x, = —1 eine W., und man erhilt daraus durch die Di-
vision mit x4 1 die reciproke Gleichung gerader Ordnung:
3zt — fas —14a* — ja 43 =0, welche nach §. 188 behandelt,

- 1 .
noch die W. a,=—1, #3=—%, z,=3 und x,==7 liefert

Eben so erhiilt man fiir die Gleichung
5 F AT 30 2 00in % s
X6 — st — s f Fat g —1 o
* guerst die W. x,=1, und dann aus der durch die Division mit
«— 1 entstchenden reciproken Gleichung

& 4
g -'T“-_T"- —sxf1=0
1
nach §.188 noch die W. —1, —, 3 und =

Anmerk Da wir von den zuniichst hieher gehirigen bhino-
mischen Gleichungen xn + 4=o, welehe sich mit Hilfe
der reciproken Gleich. allgemein bis zum 10. Grad auflosen
lassen [I., 124], weiter unten (§§. 311, 312) die ganz allge-
meine Auflisung geben werdens so konnen wir diese hier
auslassen,

Aufléosung der numerischen Gleichungen.

8. 191, Erkl Sinddie Coefficienten 4,, it
einer héhern Gleich. in Zahlen gegeben, so mennt man
die Gleich. eine numerische Gleich , zu deren vollstan-
digen oder niherungsweisen Auflésung (dadie allgem eine
Auflgsung der Gleichungen bis jetzt noch nicht iber die
Gleich. des 4. Grades hinausreicht) die Analysten sofort ver-
schiedene, mehr oder weniger scharfsinnige, Methoden er-

funden haben.

Grenzen der reellen Wurzeln,

S. 192, Erkl. Liegen die positiven VY. einer Gleich,
zwischen den beiden (positiven) Zahlen g und &, so heifsen
diese Zahlen Grenzen der positiven VV.; man setzt
aber dabei immer voraus. dafs g und G die Wurzeln, we-
nigstens in ganzen Zahlen, so eng wie moglich ein-
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schliefsen, g also (in der Voraussetzung von g'< 6) so grols,
und G so klein als méglich sey. (So wiren in diesem Sinne
g=4 und G=10 die Grenzen der posit. W. einer Gleich.,
welche die posit. W. 42, 6 und 96 besitzt.)

Bezeichnet man eben so'die Grenzen der ne gativen
W. durch g’ und &, 'wo, vom Zeichen abstrahirt, g < &
ist; so heilsen auch G und G' die obern oder dulsern,
und g und g’ die untern oder innern Grenzen. Ge-
wohnlich, besonders wenn G und G’ nicht weit von einan-
der abstehen, lifst man die Null fir die gemeinschaftliche
innere Grenze gelten.

§.193. Unter allen Methoden, die obere Grenze der
positiven VV, einer Gleich X=—o im obigen Sinne zu fin-
den, istfolgende (vanNewton herriithrende) die sicherste :

Man verwandle die Gleich. X—o0 durch Substitution
von z=y<-a (§.145) in jene ¥ =o0, und suche die klein-
ste ganze Zahl fiir «, fiir welche die simmtlichen Coeffi-

Y

cienten T,, T,, .. T, dieser transformirten Gleichune

o
Y=g Typnt o Tyyoos L Tpmmo
positiv ausfallen; so werden die simmtlichen durch
=z —a dargestellten VV. dieser letztern Gleich. (§. 164,
Anmerk. 1) negativ, folglich ist a>az, d. 1, bei diesem
Lleinsten Werth dennoch grofser als jede positive VV. der
Gleich. X==o0.
§.194. Zur Destimmung der untern Gr. g der posi-
tiven V. derGleich. X = o verwandle man diese durch Sub-
. . | BRI . . o .
stitution von # = — in jene ¥''==o0, und suche fir diese
¥
Gleich. wieder (nach dem vor. §.) die obere Grenze ‘G der
. » u 1 . . . .
posit. W, 35 so ist g = 7 eine Zahl, kleiner als die klein-
ste W. & der Gleich. X=o0, und zwar wieder im obigen
Sinne (§. 192).
S- 198 Um endlich die Leiden Grenzen G, g der

[

negativen V. der Gleichung X =o zu bestimmen, ver-



wandle man diese (§. 164) in jene X=—=o0 mit entgegenge-
setzten VY., und suche fiir diese nach den beiden vorigen
§9- wieder die beiden Grenzen L, I der positiven VV.; so
hat man sofort G'=0L und g =L
So findet man .z B. fiir die Gleichung 2% —22%— bhar— 3ox
+18g=o0 die Grenzen G=y, G=06, g=1, g =2, und in
der That, die W, dieser Gleich, sind: 1:6055, 84774, — 56060,

— 224770

Das Aufsuchen der rationalen Wurzeln,

§. 196. Lehrsatz Die rationalen YWurzeln einer
geordneten Gleichung, deren Coefficienten durchaus ganze
Zahlen sind, konnen nur ganze Zahlen und keine Briiche
seyn.

a * .
Denn es sey ;é ein zur kleinsten Benennung ge}n'ach-

S 1 . o .
ter Bruch, und wenn es moglich ist, ze= g eine VV. der

nach §. 142 geordneten Gleich. X—o0 von durchaus ganzen
Coefficienten; so hat man, wenn dieser Werth in X substi-

tuirt und dann durchaus mit f7—* multiplicirt wird:

an 24
F_‘*‘ Alarb——l __i_ /lzun--z[, _|_ A ra':ﬁl = 0,

eine Gleich., welche unméglich bestehen kann, weil sich
sonst die Summe von ganzen Zahlen und einem Bruche auf

Null reduciren kinnte.

§. 197. Hat man daher die gegebene numerische’
Gleich. nach §. 142 geordnet, und die etwa vorhandenen
Briiche nach §. 171 w eggeschaflt; so missen die rationalen
VV. dieser Gleich, ganze Zahlen und iiberdiels (§. 162) Fac-
toren des letzten Gliedes 4, seyn. Zerlegt min demnach
das letzte Glied des Polynoms in seine einfachen und zu-
sammengesetzten Factoren, und setzt diese nach und nach
fiir , und zwar, wenn das Polynom X Zeichenwechsel und
Zeichenfolgen besitzt (§. 106), sowohl positiv als auch ne-
gativ genommen ; SO sind jene Factoren, welche dabei X
auf Null bringen, VWurzeln der gegeb. Gleieh. X=o0. Um




indefs dieses Verfahren, welches, wenn 4, aus sehr vielen
Factoren besteht, ziemlich ermiidend werden Lann, zu ver-
einfachen, dienet folgende Betrachtung,

S§. 198. Es sey, um nur die Ideen festzusetzen, die
Gleichung gegeben: a® - 4,2% 1+ A,z + 4, =0, und a
eine V. derselben; so folgt: Ay = — A,a — A4, a* — a?,
Da nun der 2. oder der Theil rechts dieser Gleichung
durch a theilbar ist, so mufs es auch der 1. seyn, d. h. es
muls A;:a=2DB eine ganze Zahl seyn; es folgt also weiters,
wenn man wirklich dividirt: B4 4, = — 4,6 — «*. Da
auch hier wieder der Theil rechts durch « theilbar ist, so
muls gleichfalls (B4~ 4,):a=C eine ganze Zahl seyn, und
man erhilt nack derDivision: C ~ 4, =—a. Ausgleichem
Grunde muls auch (CH+4):a=D eine ganze Zahl seyn,
und man erhilt, nachdem wirklich durch « getheilt worden:
D+ 1=0. Man wird also, da sich diese Schliisse auf eine
jede Gleich. anwenden lassen, nachdem die Zahlen + 1 auf
gewdhnliche Art probirt worden, von den Factoven des
letzten Gliedes sogleich jene als unbrauchbar oder Nicht-
wurzeln weglassen, welche bei diesem Vorgange die von
g angefiihrten Bedingungen nicht erfillen.

So findet man nach diesem Verfabren, dafs in der Gleich.

&t 4325 —312* — 63w -}- 9o = 0 von den Facloren des letzten
Gliedes go: 1, 2, 3, 5, 6, 9, 10, 15, 18, 30, 45, go nur jene:
+1, —3, +5, —6 Wurzeln derselben sind, Denn man hat

+ g0

z. B. 3=-—3(>,-—auﬁ(’13:-—q.’5,ﬁ—ri:3:, 31 —31 =0,
e N
o 3o 3
—5=0, 0+43=3, T, und —14-1=0; also —3
2 9o — 48
eine V. Dagegen +b) =15, 15—63=—48, —04=-= —8,
—8—31==—3g, aber — 3y durch 6 nicht theilbar; also ist 6

keine W. u. s. w,

§. 199. Hat man auf diesem Yege nicht alle Wur-
zeln einer Gleich. finden kinnen, so ist es moglich, dals sie
gleiche W. besitzt. Diese konnen nach §. 175, oder noch
einfacher dadurch gefunden werden y dals man die Gleich.
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durch die aus den bereits gefundenen W. a, B, .. gehil-
deten Factoren a2 — &, a=—3y . » (§.155) dividirt, und die
als Quotient entstehende Gleich. neuerdings nach dem yo-
rigen {. behandelt; dieses Verfahren aber iiberhaupt so oft
als néthig wiederholt.
So findet man z B. nach der Verfahrungsweise des vorigen
§. fiir die Gleich. x5 — 4x? -4 x3 4= 102> — 4 —8 =0 zuerstnur
die beiden W, £==— 1 und x=2. Dividirt man aber die Glei-
chung durch (z f1)(x—2) = 2* — T — 2, so erhilt man als
Quot. die Gleich, a3 —32* 4 4= 0, und fiir diese neuerdings
die W. x=—1 und z=a. Theilt man daher diese letzterc
Gleich. abermals durch 22— x—2, so entsteht die Gleichung
¥ a—o0, aus welcher man die letzte W. x=2 findet. Es

sind demnach die W. der gegebenen Gleich.: — 1, — 1, 2, 2, 3.

S,‘-Q{)O. Hat man von einer gcgchenen Gleich. alle
Wurzeln bis auf 2 gefunden, so erhilt man diese letztern
immer dadurch, dals man dic als Quotienten entstehende
quadratische Gleich., wenn man die gegebene durch das
Product der aus den bereits gefundenen VV. gebildeten cin-
fachen Facteren dividirt, nach der Regel auflost.

So findet man fir die Gleich. x5 —3ox —56=0 nach §. 198
nur die einzige W. r=—4. Dividirt man aber diese Gleich.
durch -+ 4, so erhilt man als Quot. die quadratische Gleich.
x* — 4x — 14 = 0, welche nach der Regel aufgeldst noch die
beiden W. r=2-} vi8und x=2— v18 liefert, so, dals also
die 3 W. der gegebenen Gleich, sind: — 4, 2+3 V2, 2—3 y2

Das Aufsuchen dex irrationalen VWurzeln.

§. 201. Hat man alle rationalen VV. einer Gleichung
nach dem Vorhergehenden gefunden, diese durch das Pro-
duct der daraus entspringenden einfachen Factoren dividirt
und als Quoticmten die Gleich. X = o erhalten; so kann diese
Gleich,, so ferne dieselben nicht imaginir sind , nur mehr
irrationale VV. enthalten, Um diese zu finden, sucht man, be-
sonders wenn das letzte Glied 4, aus vielen Factoren be-
steht (§§. 193, 195), die dulsern Grenzen G, G' der positiven
und (wenn, §. 166, solche vorhanden seyn konnen) der ne-
gativen VY., substituirt in X fiir 2 nach end nach die Wer-
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the 0, 1, 2, .. Gundo, —1, —23, .. —@&, und be-
obachtet die dadurch in X entstehenden Zcichenwechsel’;
dndert néimlich X fiir #=a und 2=a -~ 1 sein Zeichen, so
liegt (§. 148) zwischen diesen beiden Zahlen @ und a 4-1
wenigstens eine reelle VV. Bei diesen Substitutionen hat
nun entweder das Polynom X sein Zeichen ) so oft Mal ge-
dndert, als der Ordnungsexponent n der Gleich. Einheiten
hat, d. i. es haben sich die simmtlichen VV, der Gleichung
X =0 verrathen, oder es findet dieses B) nicht Statt; beide
diese Fille sollen besonders behandelt werden,

4) Wenn sich eben so viele W. zu erkennen

' geben, als n» Einheiten besitzt.

§- 202. In diesem Falle liegt zwischen zwei sulchen
auf einander folgenden Substit. 2= wnd z = g ~-+1, die in
X einen Zeichenwechsel bewirken, nur immer eine YV
und man kann diese durch einige Zwischensubstitutionen
sehr leicht zwischen zwei, héchstens um -~ von einander
abstehende Grenzen einschlielsen, Liegt also die betref-
fende V. bereits zwischen a und g -+ 55, so setze man

109
T

2 == a |y, wobei nun » < ;% ist; man erhilt durch diese
Substitution in X = o (§. 145) :

Xide Xiyrl Xop* oo g - pre=o,
dabei die Polynome X, X,, . . so verstanden, dafls iiberall
a statt o gesetzt wird. Aus dieser Gleich. folgt, wenn man,
da es sich nur um einen Niherungswerth handelt, die hé-
hern Potenzen von y vernachlifsiget: X 4 X, »=—o0 oder
X
X

Diesen VWerth fiir Y in @=ua -y substituirt, erhalt
man (im Allgemeinen) fiir z schon einen etwas genaueren
Werth, welchen man fiir a gelten lilst und damit aus der-
selben Formel «) ein noch genaueres y berechnet, wodurch

auch das neue *=a+4y dem wahren VWerthe wieder ni-
her gebracht wird, u. s, w.

@) y =

1

So findet man z. B, fiir die Gleich. x3—5xr —3 = o sofort:
G=3, G=12, und fir T==—2, —1, 0,41, 42, 43
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beziehungsweise X=—1, 41, —3, —7, —5§, 49, so, dafls
also eine W. zwischen -2 und 43, eine zweite zwischen — 3
und —1, und endlich die dritte zwischen —1 und o liegt.
Setzt man, um hier nur die Rechnung fiir die posit ive W,
durchzufithren, x=253 so findet man dafiir X= 4 -125, folg-
lich liegt diese W. zwischen 2 und 2°5. Fiir x =124 dagegen,
erhilt man X=—1-176, also liegt diese W. zwischen 24 und
25 und kann sonach von leinem dieser heiden Werthe um 35
mehr verschieden seyn, Nimmt man daher in der obigen For:
1196

mel @) x= 24, so erhilt man daraus o 0958 und
damit 2=2'4 4 0958 =2'4958. Setzt man weiters in der nim-
lichen Formel @ = 2496, so folgt ¥y = — *0oob122 und damit
2= 2496 — 005122 = 2:490878. Fiir @ = 1249087 wird wieder
y=-—036038%) und x= 249086896, ecin Werth, welcher schon
bis einschliefsig zur 6. Decimalziffer richtig ist.

Anmerk Da man sich bei Anwendung dieser Newton’schen
Niherungsmethode, und einer gewissen Beschaffenheit der
Gleichung X=o0, im Verlaufe der Rechnung vom wahren
Werthe wieder entfernen kannj so muls man sich dabei von
Zeit zu Zeit von dem Grade der Anniherung iiberzeugen,
Dazu dienet die Bemerkung, dals, wenn die m. Decimal-
ziffer noch riehtig ist, das Polynom X sofort sein Zeichen
indern muls, wenn man diese Ziffer um eine Einheit ver-

grofsert.

§. 203, In allen Fillen bestimmt zum Ziele fiithrend,
jedoch auch beschwerlicher, ist folgende von Liagran ge
herrithrende Niherungsmethode:

Liegt die zu berechnende W. zwischen a und a1,

» . 1
80 setze man in der Gleich. X = o sofort ze==a -} —, wo-
%

bei also »>1 und positiv seyn mufs. Die durch diese
Substit entstehende Gleich. (§.145, wenn man zur Weg-
schaffung der Briiche sogleich mit »* multiplicirt):

Xyn 4 X . i i+ 1=0
(die Polyn. X, X,,... wieder so genommen, dals man statt
2, a stetzt) oder Y=o besitzt, da zufolge der Annahme

*) Der Hiirze wegen schreiben wir ‘036 statt *000006, *0%8
statt +0008 u, s. w.

Burg's Compendium . hih. Math. 8
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swischen @ und a1 nur eine VWurzel liegt, nur eine

positive reelle YV. gréfser als 1. Liegt diese zwischen &
1 .

und b1, so setze man y =b-}-—, wo also wieder 3’ >1
44

und positiv ist; dadurch erhilt man auf ihnliche Art die

transformirte Gleich. ¥'=o0, welche wieder nur eine ein-

zige VV. von der bemerkten Beschaffenheit, d. i positiv

und > 1, haben kann. Liegt diese zwischen ¢ und ¢4 1,

: , 1 :
so setze man in der letzten Glemh._y:c—[—;,—,, so wird
abermals »" positivund >1 seyn u.s. w. Man erhilt auf

d . 7 ; 1 1
diese Weise: y'=d-4, y=c+= ,, y=b4- , 1
d -+ Boferiy
und endlich
¥
2 =g = 1
rar sl TRE.
d -+,
wobei man nach den bekannten Eigenschaften der Ketten-
briiche gavz sicher den Werth von # um so genauer er-
hilt, je weiter man diese Kette, also das vorige Verfahren,
fortsetzt. VVire die VV. 2 rational, so wiirde der Ketten-
bruch abbrechen, wihrend er sonst ein unendlicher ist.

Wendet man diese Methode auf das vorige Beispiel 2% —5x
—3 =0, und zwar wieder auf die Berechnung der zwischen 2

& = 1
und 3 liegenden Wurzel an; so hat man, x =2 — gesetat:
: 7

¥=5y>—qy*—6y—1=o0, und lauch hier liegt die einzige
(wie auch nach §. 166 erhellt) positive W., wie man (§. 148) leicht
findet, zwischen 2 und-3. Setszt man daher in dieser Gleich,

y=12 -{-;7, so geht diese iiber in ¥'=y'5 — 26y2— 23y — 5 —o;

da man ferner findet, dals die positive W. dieser neuen Gleich,
: 1

zwischen 26 und 27 liegt, so setze man darin y'= 26 4+ —, wo-
x

durch man die Gleich, ¥"=603y"3 — 653y"2 — Bay"—1=0 er-
hilt, deren positive W. zwischen 1 und 2 liegt, Setzt man da-

’ l - . ar AP
her in dieser ¥"=1-+4—, so entsteht die Gleich. F'"'= 103y"'s
5

— 451y — 1156y — 603 =0, deren positive V. zwischen 6
und 7 liegt w, 5. w. Man hat daher
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- 1

6 -

+ 3 +.

Dieser Hettenbruch liefert der Reihe nach die Niherungs-

4 5 132 137 954 2999

briiche: -, =, —, —, —, /=
1" 2°°53° 55 ° 383" 1204

gen den wahren Werth etwas zu grofs, in einen Decimalbruch

verwandelt, sofort x= 249086378, also einen Niherungswerth

» von denen der letzte, ge-

gibt, welcher nach der Theorie der Hettenbriiche vom wahren

Werthe um weniger als - :
(1204)2
noch in deén 6 ersten Decimalstellen richtig seyn muls, (Vergl:
Beisp. in §.2013.)

Fiir die beiden iibrigen W. dieser Gleich, findet man nach

= "0%7 abweicht, also wenigstens

der einen oder andern Methode:

x = — 18342431 und x = — :6566204 *),

§. 204. Ein in der Anwendung sehr geschilztes Ver-
fahren, die VY. nicht blofs algebraischer, sondern selbst
transcendenter Gleichungen mit jeder beliebigen Genauig-
keit zu berechuen, bietet die sogenannte Regula falsi dar;
sie besteht in Folgendem: '

Sey x=uw die eben zu berechnende VV. der ganz all-
gem, Gleich. 1) y = A2% 4 BaP 4 Ca¥ +.,. =0, und
es gehe fir 2=3s, und s,, » in F, und F, iiber; so wet-
den s, und 5; dem wahren VVerthe » um so niher kom=
men, je weniger F; und F, von Null verschieden sind,
daher s,—w=d; und s, —w=d, die Fehler der Substi-
tutionen, und F, —o=2F, und F; die Fehler der Resul:
tate bezeichnen;

Weichen nun s; und s; wenig mehr, etwa um weni-

18 ?
lynom s in 1) schon nahe auf Null bringen; so werden d,
und d, so kleine Grifsen seyn; dafs man bei einer blofsen

ger als -5, vom wahren VWerthe w ab, indem sie das Po-

*) Zur Bérechnung der negat. W. kann man die gegebene Glei-
chung in jene X=o0 mit cntgegengesetzten W, verwandelny

und darin wieder, wie oben, die positiven W. aufsuchen.

8*




— ()

Néherungsrechnung die 2. und héhern Potenzen davon ver-
nachlilsigen kann. Diels vorausgesetzt, hat man aus 1):
F,=As* 4+ BsP 4 ... und F, = As* - BsP ..., also
auch, wenn man von jeder dieser beiden Gleichungen jene
0 = Ado* 4 BoP 4 . .. abzieht: F, — A(s? — %)
+BER—=af) 4 und F= A (s*— o) FB(P—oP) ...,
oder wegen s,=w-d,, also (mit Riicksicht auf das Ge-
sagte) s? = (04 d)=w*4 ac®'d,, P=oPI P14,
u.s.w, und eben so s¥=w*acw*"d,, s?:ms—]—[“ft-ﬂagld:
w s £, auch: Fy=d,(4dac® "' 4 Bj wf—1 -+ ...) und
F, = d,(4aw®* 4 BEwP— 4 ..), daher endlich:
£
£, d,

Setzt man in dieser, das Princip der Regula falsi ent-
haltenden Relation, statt d, und d, die gleichgeltenden
Werthe s,— und s, — », und bestimmt dann daraus o;
so erhilt man, als genauern Werth yon o (als s, und s,
waren) :

Ist nun s, genauer als s,, so nimmt man s, als erste,
und den nach dieser Formel fiir o gefundenen Werth als
zweite Substit. (s,), bemerkt wieder die entsprechenden
Fehler F, (das vorige F,),  F,, und berechnet mit diesen
Elemenien nach der nidmlichen Formel neuerdings «, wel-
ches dem wahren Werthe wieder niher kommen wird als
das vorige; und so fihrt man fort, bis man « mit der ge-
wiinschten Genauigheit gefunden hat,

Setzt man im vorigen Beispiel zur Berechnung der zwischen
24 und 2’5 liegenden W. der Gl 25— 5x—3 —o, PSS, Greasmalt
und $,=2:5; so erhilt man F, = — 11176 und Fy=+125, mit-

hin nach der obigen Formel 2) niiherungsweise w— 2'490., Nimmt

man als neue Substit, 5,= 25 und 5,= 249, so erhilt man
1‘11= 2 D1 =

01175 und damit aus 2) o= 12'4go859. Fiir
$y=2'49 und s,=12'490859 erhiilt man weiters F, = — ‘01175,
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F, =%+ 00006287 ind damit' wieder o = 2'4908634," €in bereits

bis auf die 6. Decimalstelle genauer Werth ®).

B) Wenn man durch diese Substitutionen
weniger als n VW, entdecht.

§. 205, In diesem Falle ist es moglich, dafs zwi-
schen zwei auf einander folgenden Substitulionen a und
a1, fir welche X sein Zeichen andert (§.149), mehr
als eine, auch, dals zwischen zwei solchen Zahlen, fir
welche X das Zeichen nicht éndert (§. 160), eine gerade
Anzahl von WV. liegt. Besitat z. B, eine Gleichung die WV.
\/2= 1*414 und V'_3= 1733, so liegen diese zwischen 1
und 2, und werden sich bei den auf einander folgenden
Subslitutionen von x=—1, 2, 3,... durch keinen Zeichen-
wechsel von X verrathen, Substituirt man dagegen fiir
nach und nach eine Reihe von Zahlen, die um weniger als
die Differenz }/3 — )/ 2 =319, etwa nur um '3 zunch-
men, setzt niamlich nach und nach @=1, 13, 1°6, 1°9,...;
so éndert X sein Zeichen von 13 zu 16 und von 16 zu
1*g, und man entdeckt nunmehr wirklich' die beiden vorhin

ibergangenen VVurzeln.

§. 206. Hieraus wird ersichtlich, dafs sich iiberhaupt
alle reellen VV. einer Gleich: verrathen miissen, wenn
man die fiir  nach und nach zu substituirenden Zahlen um
eine Differenz kleiner als die lleinste Differenz der VV, der
Gleich. zunehmen lifst. Da man aber die V., also auch
diese Lleinste Differenz, nicht im Voraus kennt; so wird
man zur gegebenen Gleich, X = o ({. 173} die quadririe
Differenzen -Gleich. Z=—o0, und in dieser (da ihre VV. als
Quadrate der Differenzen der reellen VW, von X =:0 nur
positiv seyn konnen) (§. 194) die untere Grenze g der
positiven V. suchen; dann ist 5=V g offenbar eine Zahl,
welche Lleiner als die kleinste Differenz zwischen den V.

der urspriinglichen Gleich, X — o ist. Man wird daher,
wenn g, G, g, G’ die Grenzen der posit. und negat. WV.

*) Ein 2. nach dieser Methode berechnetes Beispiel einer trans-
cendenten Gleichung, nidmlieh jener x# = 0645, wo man
v == 43799049 findet, s. m, Bd. L. 8. 147.




der aufzulésenden Gleich. X=o sind, und fiir z nach und

nach die Zahlen: g, g4 6, g--25,... G u. —g', —(g'+9),
—(g'+28),...— G substituirt, nothwendig die simmt-
lichen reellen VV. dieser Gleich. entdecken,

So findet man z B. fiir die Gleich, 23— sz —~7=0, die
dufsern Grenzen: G=4, G'=1, und man wird sonach die Null
als gemeinschaftl, innere Gr, gelten lassen, Substituirt man
also fiir x nach und nach die Werthe o, 1, 2, 3, 4 und o, — 1,
—2; so erhilt das Polynom X der Reihe nach die Zeichen:
————4 und ———, so, dafs man also blofs eine W.
zwischen -3 und -4 entdeekt. Um nun zu sehen, ob die
beiden iibrigen W. auf diese Weise iibergangen warden, oder
ob diese imaginiir sind, hat man fiir die quadrirte Differenzen-
gleich, der gegebenen Gleich. (§. 173): 25— 422244412 — 49 =0
und in dieser g_—..,—‘; als innere Grenze, folglich § = y'10="3
fiir die Zahl, welche kleiner als die kleinste Differenz zwischen
den W. der urspriinglichen Gleich. ist. Setzt man demnach
fiir & nach und nach die Zablenreihe: o,'3,'6 ete. und o, —*3,
—*6 ete., so findet man, dals X sein Zeichen fiir 2 =3 und
33 (von—in+4), fir x=—1'2 und —1'5 (von —in ) und
endlich fiir 2= —1'5 und = 1:8 (von 4- in —) &ndert, dalsalso
einec W. zwischen 3 und 3:3, eine zweite zwischen — 12 und
—1'5, und endlich die dritte reelle W. zwischen — 15 und
— 1’8 liegt; und in der That, die 3 W. der gegebenen Gleich.
sind: x;=3048017, z,=—1'6g2017, x;=— 1356895 ¥),

*) Nach der Methode von Lagrange, d.i. durch Ketten-
briiche ausgedriickt, findet man

1
x,=3+§)+_l_

1
3 4 = 1
3+;-|--:;-+:
10 =,
a-x,x__g...__: 1 =l-{-l 1
3+{;+L 1+;+— 1
2“:'-l-_ 1 ;;_{_
5 4 '
1
— Ty =1 4 = 1 g
2+:+E+__l_+l
20 ;+i
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Anmerk, Transformirt man die aufzulésende Gleich, in eine
andere, deren W, m Mal so grofs sind (§. 170); so wird in
der transformirten Gleich. m & jene Zahl seyn, welche die be-
sagte Eigenschaft besitzt, und sofort klciner als die kleinste
Differenz der W. dieser Gleich, ist., Man kann daher, an-
statt die miihselige quadrirte Differenzengleich. zu suchen,
die W. der aufzulésenden Gleich. auf Gerathewohl vergris-
sern, in der transform, Gleich, fiir 2 abermals die Reihe
der natiirlichen Zahlen 0, 1, 2,.., substituiren und sehen,
ob man nicht vielleicht darin die simmtlichen VW, entdeckt.
Ist diefs der Fall, so kann man diese letztere Gleich. auf-
losen und jede W, durch m dividiren, um die W, der ge-
geb, Gleich. zu erhalten, oder es ist, wenn man gleich die

I - . " - - ‘
urspriingliche Gleich, auflisen will, jetzt & =— zu nehmen.
m

So war im vorigen Beispiele 8 ='3, also ist 48 =12,
und man kann daher in der Gleich. 35 —1127 — 448 =0,
deren W, 4 Mal so grofs als die der erwihnten Gleich.
23 — gx — 7 = o sind, bei der Substit. von y=o0, 1,
2,... durchaus keine W. iibergelen, Man findet in der
That, dafs eine W. zwischen 13 und 13, eine zweite zwi-
schen — 5 und — 6, und endlich dic 3. W. zwischen —6
und — 7 liegt, und zwar sind diese Wurzeln: 12119560,
— 542759 und — 6'76807.

§.207. Um schliefslich noch etwas iiber die Kenn-
zeichen der imaginiiren VV, einer Gleich. X=o0 beizu-
fiigen, so sind die vorziiglichsten in Kiirze folgende:

1. Behilt eine Gleich., in welcher Glieder fehlen, nicht
die nimliche Anzahl von Zeichenwechsel und Folgen,
wenn man sich die fehlenden Glieder ein Mal mit -
und dann auch mit dem Zeichen — eingeschaltet denkt;
so hat die Gleich. imagin, VV, Dieser Satz lifst sich
iibrigens nicht umkehren, d. h. man darf aus dem Um-
stande, dafs in beiden genannten Fillen diese Anzahl
von Wechsel und Folgen dieselbe ist, noch nicht auf
die Abwesenheit aller imag. VV. schlielsen.

2. Ist die Gesammtzahl der Zeichenwechsel in der gegeb.
Gleich. X=o, in'welcher Glieder fehlen, und in jener
X =0 mit entgegengesetzien V. kleiner als der Grad
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der Gleich. n; so besitzt diese Gleich, X==o0 ebenfalls

imagin. W.  Auch dieser Schluls darf nicht umgekehrt

werden,

3. Fehlen in eciner Gleich, 2z oder mehrere auf einander
folgende Glieder, so besitzt die Gleich. ebenfalls ima-
ginire W. Von diesen Sitzen wird man die Beweise
leicht selbst finden kénnen,

4. Das vorziiglichste und bestimmteste Kennzeichen je-
doch fiir das Vorhandenseyn oder Nichtvorhandenseyn
von imagin. VV. der Gleich. X=o folgt aus der ent-
sprechenden quadrirten Differenzengleich. Z=o, in-
dem diese wenigstens eben so viele Zeichenfolgen dar-
bieten muls, als die Gleich. X = o0 Paare von imagin.
W. besitzt, und umgeliehrt, kann diese Gleich. nur
reelle VV. haben, wenn im Polynome Z lauter
Zeichenwechsel vorkommen. Denn da (§. 160)
die imagin. V. immer paarweise nnd conjugirt vorkom-
men, $0 sey p+¢gl}/—1 und p—g} —1 ein sol-
ches Paar; ihre Differenz ist 29}/ — 1 und davon das
Quadrat =-— 4¢* sofort negativ, welche als VV. der
Gleichung Z =0 erscheint, folglich (§. 166) in dem
Polynome Z wenigstens eine Zeichenfolge erzeugt.
Hommt demnach in Z keine solche Zeichenfolge vor,
so kann die Gleich. X=o0 durchaus keine imaginiren
W, besitzen ¥),

So hat die quadr, Differenzengl, 2% — 4222 441z —fo=0o
der obigen Gleich. (§. 206) 2% — nx — =7 =0, keine Zeichen folge,
zum Beweis, dafls hier, wie wir in der That auch gefunden ha-
ben, die Gleich, Jauter reelle W, besitzt.

Dagegen erhilt man fiir die Gleich. 25 — Gx — 7 = o die
quadr. Differenzengleich.: 25— 3622 4324z - 45g =0, und da
hier eine Zeichenfolge vorkommt; so besitzt die erste Gleich.
nothwendig ein Paar imag. W.; und in der That, die W. die-
ser Gleich. sind: 2:9005718 und — 1:4502859 + 0°5567652 v—1.

*) Die Berechnung der imag. W. betreffend, so wie iiber meh-
res Andere hiehergehorige s. Bd. I. §.153 — 167.
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Ik,
Gleichungen mit ;wei Unbekannten.

§-208. Erklir. 'Die allgemeine Form einer Glei-
chung des 7. Grades mit 2 Unbekannten = und y ist:

Poan | Pian—1'f Poam2 4=, [ Pasy 2 HRIP= o,
wobei Py, P,,...P, algebraische Functionen von 7, jedoch
beziehungsweise hiochstens vom oter, iten,, . pten Grad, be-
zeichnen, also die Form haben: P, —=a, P, = b} ¢y,
P,=d-} ey 4 fr* us w,
S. 209. Es seyen nun die beiden Gleichungen

Poa» < Pia"' ...+ Py o Py =0 [4d=0]
Poamd Plgm— 4 .., + P x| P:" =£4 fa=he]
bezichungsweise des 7, und m. Grades, die wir Hiirze hal-
ber durch 4=—o0 und 4'=—=o0 bezeichnen wollen, zur Auf-
losung gegeben. Um die simmtlichen Auflsungen, d. i
alle Paare zusammengehéoriger, VWerthe von a und y zu
finden, welche gleichzeitig die Polynome 4 und A’ auf
Null bringen; so sey @#e=a, »=f eine solche Aufldsung.
Stellt man sich vor, dafs in P, P,,.., P., P.,... fir v
bereits dieser VVerth 3 gesetzt worden; so miissen die Po-
lynome 4 und 4’ (§. 155) den gemeinsch, Factor  — «a
besitzen, welchen man auch in der That nach der bekann-
ten Verfahrungsweise unter dieser Voraussetzung finden
wiirde, Eben so wiirde man, wenn x=d, y=§ eine
2. Auflésung unserer Gleichungen bildete, und in P, P,,...
P, P,,... y=[3" gesetzt worden wire, durch dieses Ver-
fahren in 4 und 4" den gemeinsch. Divisor 2 —a' finden
u, s. w.

§ 210. Da man aber die Werthe von y={3, £,...
nicht im Voraus weifs, so wird man, ohne eine voraus-
gegangene Substit, in P, P, u s.w,, zu 4 und 4 den
gréolsten gemeinsch. Divisor aufsuchen, und, da dabei die
Reste in Beziehung auf 2 nach und nach immer von nie-
drigerer Ordnung werden, den letzten Rest, welcher kein




« mehr enthélt, gleich Null setzen, um die End- oder
Finalgleichung in » zu erhalten, aus welcher man
dann fiir ¥ die sammtlichen Werthe 3, f... bestimmen
kann (indem fiir jeden dieser Werthe der letzte Rest ver-
schwinden muls). Setzt man ferner den vorletzten Rest
(den gemeinsch, Divisor), welcher yvon der Form a 4 ba
seyn wird, und wobei ¢ und 5 Functionen von » sind,
ebenfalls Null; so erhilt man aus dieser Gleich,, indem
man darin fiir » nach und nach die Werthe 3, f,.., sub-
stituirt, die correspondirenden VVerthe von z=a, o...
(ist nimlich y = 8 gesetzt worden, so ist diese letztge-
nannte Gleich. sofort @ —a=0, woraus 2=a folgt; fiir
y = @ wird diese Gleich.: z — a'=0, woraus z =«
folgt u, 5. w.).

Um z. B. die Gleich. 4 = 22— (y+1)x— 2(g32t2yf1) =0
und 4= 2?4 (1 —3y) x4 292 — 2y =0, welche bereits nach
x geordnet sind, aufzulésen, hat man zuerst, das Polynom 4’
als Divisor genommen, den Quatienten 1 und, wenn man gleich
den gem. Factor 2 ausliifst, den Rest: (y— 1) — (292 4y 1),
Multiplicirt man weiter, zur Erzielung ganzer Quotienten, das
Polyn, 4’, welches jetzt Dividend wird, mit (y—1)%; so er-
hilt man nach einer zweimaligen Division den Quot. (y—1) 2
=+ 5y — y* und den Rest (obne x) 355 + 1092 4- 3y, also die
Finalgleich. in y: 8¢5 4-10y2 43y =0, aus welcher man sofort
y=0, —3 und — 3 findet. Setzt man daher den vorletaten
Rest (in Bezug auf 2 vom 1, Grad) gleich Null, so erhilt man
die Gleichung (¥ — 1) 2 — (29> 4 y 4 1) = o, und daraus
YR et '

Weriin , also fiir y=o: x_—._:_l:-——l, fiir y =—3:
Z=—4 und fiir y=—7, sofort x=-—3+ Man hat also fiir

die gegcbenen Gleich, die 3 Auflsungen: x = — 1, ¥ = o,

1

r=—4, y=—3 und x=—3, y=—3

Auf gleiche Art findet man fiir dic beiden Gleich. 23 —nmx
+6=0 und 322+ 3yx 4 y*—r=0, die Endgleichung in y:
F8—toyr 44152 — foo=0 (vergl. §. 172, Beisp.) und die Auf-
I6sungen: x=—3, y=4; x=1y9y=—4; 2=—3, y=25;
=12, y=—5; x=1, y=1 wnd r=32, y=—1.

§. 241. Hat man im Verlaufe der Rechnung, zur
Erziclung ganzer Quotienten, Factoren, die im Allgemei-
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nen Functionen von 7 seyn werden, eingefihrt; so kann
es geschehen, dals diese, wenigstens zum Theil, in der
Finalgleich. enthalten sind und sonach fremdartige Aufls-
sungen liefern. Wird nédmlich einer der Dividende mit F
(als Function von y) multiplicirt, und ist R der correspon-
dirende Divisor (als Funet. von 2 und )3 so sind die aus
dem Systeme F=o0, K=o folgenden VWerthe von y» und
x, als den gegebenen Gleich. 4 — o0, A'=o0 fremdar-
tige Anflésungen, wegzulassen.

Nimmt man z, B. von den beiden Gleich. 4 = yx? — 3yx
—(y>—2) =0 u. A'=(r"—3y42) 2>+ (yr—1)x—By—1) =0
das Polynom A zum Dividend und multiplicirt dieses sonach
mit y2—3y 4 2; so erhdlt man nach der ersten Division den
Rest: —y @y*—8y+6) x—(y4—3y5—3y2 47y —4), wel-
cher jetzt Divisor wird, Wegen y 3y*—8y+4-5) = y (—1)(3y—5)
und Jr’i—-Sg-'—}-z= (y—1)(y~—2) muls man, um bei der fol-
genden Division ganze Quotienten und Reste zu erhalten, A’
noch (mit Riicksicht darauf, dals der Quotient zweigliederig
wird) mit 32 (y— 1) (3y — 5)* multipliciren. Man erhilt hier-
auf nach der 2. Division den von x unabhingigen Rest:

2 —8ys 4 1297 - 169°% -} 35 — 170y o} J22y3 — 29492
+ 148y — 32,
welcher , sofort = Null gesetzt, die Endgleichung gibt.

Da man aber bei der 1, Division den Factor 3*—3y -2
= (y —1)(y—2) eingefithrt hat, so kann die Endgleichung die
fremden Factoren y—1 und y—2 enthalten, Indels findet
man, wenn man (y—1)(y—2)=o0 und auch den betreffenden
Divisor 4'= o setzt, fir y=1 aus 4'= o keinen Werth fiir z,
indem alle Glieder mit x verschwinden; dagegen erhilt man
daraus fiir y =2 sofort x=>5: es wird also in der Endglei-
chung der Factor ¥ —1 nicht, dagegen aber jener y — 2 ent-
halten seyn, durch welchen man diese, um die wahre Final-
gleichung zu erbalten, dividiren mufs, Dadurch erhilt man (wie
auch unmittelbar, wenn man gleich Anfangs 4" zum Dividend
und 4 zum Divisor nimmt) die wahre Endgleichung:

At — 697 4 16y5 4 33y — 10497 F 114y — 66y 416 = 0.

Der im 2. Dividend 4’ eingefiihrte Factor jedoch hat auf die
Finalgleichung keinen Einflufs. So wie dieses iiberhaupt durch-
gehends von jencm Dividend gilt, dessen entsprechender Divi-
sor in Bezug auf = vom 1. Grad ist.
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§. 212! “Hat:man’zur Vereinfachung der Rechnung,
wie es bei diesem Verfahren ‘erlaubt ist, irgend “einén. Di-
visor vor der Division in seinem entsprechenden Diyidend
D duorch den Factor F abgekiirzt, und ist dieser eine Func-
tion von » 3 so muls man zu den am Ende erhaltenen Auf-
lésungen moch jene aus dem Systeme D=0, F=o resul-
tirenden, hinzufiigen. Auch miifste man, um die vollstin-
dige Finalgleichung in y zu erhalten, die so gefundene
noch mit dem Factor F, diesen aufl eine Potenz erhoben,
die dem Ordnungsexponenten yon D in Bezug auf 2 gleich
kommt, multipliciren.

Nimmt man, um die Gleich. 4 =23 — fy2> + 5y2x —a2y5—o0
und 4'= 25— 4224 (6 —y) x— 292 = o0 aufzulisen, das Poly-
nom A" zum Divisor; so erhidlt man nach der 1, Division den

Rest (als 2. Divisor) — 4 (y—1) 224 (652 y—06) & — 232 (y—1),
welcher den Factor y—1 besitzt, Hiirzt man durch diesen ab,

so ist der vereinfachte 2. Divisor: — 4224 (5y +6) x— 292,
und das Polynom 4’ der zugehérige Dividend D. — Nach vol-

lendeter ganz einfacher Rechnung findet man, wenn durch den
gemeinsch. Factor — 64 gleich abgekiirzt wird, die Endgleich, :
1) 2y% —a7y5 4108y — 10895 = 0. Da nun ferner der vorletzte
Rest oder letzte Divisor gleich Null gesetzt, die Gleich. liefert:
(175" =36y 4-86) x—— (10y5412)%) = 0; so erhilt man aus die-
sen beiden Gleichungen die Aufldsungen : y=o 3 Mal, 6, 6, :
und x =0 3Mal; 6, 6, 3, Zu diesen nun kommen-noch jene,
welche aus dem' Systeme y—1=o0 und x5—ja 4 (6—y)x
=~ 2y*= o0 hervorgehen, also jenc: y =1, x =1, 1, 3. — Will
man endlich die vollstindige Finalgleichung in y haben; so mufls
man die unvollstindige 1) noch mit (y—1)3 multipliciren.

§. 218, Wird die aus dem vorletzten Reste gebil-
¢

dete Gleich. a 4 ba = o ({. 210) fiir irgend einen aus der
Endgleich. gefundenen VYerth y =1y identisch Null, d. h.

: a 0 2 : ; , =
wird -z ="— g = o3 s0 st diels ein Zeichen, dals diesem
O

Werthe von 3=y mehrere Werthe von = zukommen.
In diesem Falle setze man den yor vorletzten Rest, d. i.

jenen, welcher in Bezug auf @ yom 2. Grade ist, gleich
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zukommenden VWerthe ven a.  Sollte auch' diese Gleich.
fiir y =y identisch Null werden, so wirden diesem YVerthe
von » mehr als zwei Werthe von @ entsprechen, und man
miilste diese, wenn es deren 3 sind, aus dem nichst vor-
hergehenden Reste oder Divisor, welcher also nach z vom
3, Grade ist, bestimmen ‘u. s. w.
Fiir die Auflésungen der Gleichungen A=2x*4-(y-43)x
— Oy —4y=o0, A= 3x—y*—by—4=0 erhiillt man,
das Polynom " als Divisor genommen, als 1. Rest:
Cy—ahai—0r2 oo s
Wird hierauf (da wir diesen Rest als neuen Divisor absicht-
lich nicht durch y—1 abkiirzen wollen) das Polynom A, als
nunmehrigen Dividend (wegen der 2 maligen Division) , mit
(y—1)? multiplicirt, so erhilt man nach einer 2 maligen Divi-
sion den von & unabhiingigen Rest: 24y+4-29% — 52y + 2y 24,
welcher Null gesetzt, die Endgleich. und diese die Wurzeln

3 s A ’ ; .
Y=—1% %, 1, 1 liefert. Der obige Rest in x gleich Null
. by —y—4 AR
gesetzt, gibl r= 2= X ey und daraus folgt fiir y=—3%

s
4 . . L 8 .
und —3 beziehungsweise z=7 und —7; dagegen wird fiir

et U x=2. Setzt man also den ndchst vorhergehenden Rest
oder Divisor, hier niimlich das Polynom A’ gleich Null, und in
dieser Gleich. y=13; so erhdlt man a* 43z —10=0, und
daraus fiir die diesem Werthe von y entsprechenden beiden
Werthe von x: 2 und —35,

Anmerk ' Wirde man oben vor der 2, Division den betreffen-
den Divisor, mit Rucksicht auf das in §. 212 Gesagte, durch
den gemeinsch. Factor y —1 abgeliirzt haben; so wiirde
sich in der (unvollst)) Endgleich. die Wurzel y =1, wofiir

o ; .
man eben == erhalten hat, gar nicht vurgc(undeu haben.

§.214. Es kanmn endlich kommen, dafs der letzte
Rest entweder an und fir sich schon Null (also gar kein
Rest bleibt) oder eine bestimmte algebraische oder nume-
rische Grofse ohne y ist. Im 1. Falle enthalten die beiden
Polynome 4 und A’ an und fir sich schon, ohne dals y
erst bestimmie VWerthe zu erhalten braucht, einen gemein-
schaftlichen Factor in 2, und die gegebenen Gleichungen
A=o0, A'=o sind sonach unbestimmt. Im 2, Falle,
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in welchem also eine bestimmte unverianderliche Grolse
gleich Null gesetzt werden miifste, stehen die beiden ge-
gebenen Gleichungen mit einander im Widerspruche,

1) So erhilt man 2. B. fiir die beiden Gleichungen 4 = z2
=@y—Nxtoyrt—y=o0 und A'= x>— Gy —2)x 4 3y2
—2y=o0 als 1. Rest oder 2, Divisor: (y—1)z—y(y—1),
welcher durch y—1 abgekiirzt, sofort in seinem Dividend 4’
ohne Rest enthalten, also x —y der gemeinsch. Factor der bei-
den Polynome 4 und 4’ ist. Und in der That, die gegebenen
Gleichungen sind auch:

(x—x)(@—2y+1)=0 und (x—y) (x—3y+42)=o,
und diese werden offenbar fiir alle aus x — = o folgenden un-
zihligen Werthe von z und y befriedigt.

2) Fiir die Gleich, r—(2y—3)x+r*—3yt2=0 und
22— (2y 4+ 3) 432+ 8y 4 2 = o erhilt man (immer das 2, Po-
lynom zum Diviser genommen) als 1. Rest: 6x —6y, und als 2,
von x unabhingigen Rest: +-2; da dieser nun nicht Null wer-
den kann, so sind die gegebenen Gleichungen mit einander im
Widerspruche und haben keine Auflésung *),

Finftes Capitel
VYon den Reihen.

Erklidrungen.

§. 215. Eine nach irgend einem Gesetze gebildete
Folge von Gréfsen wird Reihe, die Grifsen selbst aber
werden Glieder derselben genannt.

§.216. VWir bezeichnen die Glieder einer Reihe ein-
fach durch a;, a,, a;...a., so, dals also dieses letztere
das n. Glied darstellt. Laufen die Glieder ohne Ende fort,
s0 heilst die Reihe eine unendliche.

§. 217. Ein allgemeiner Ausdruck, welcher jedes
beliebige Glied einer Reihe, wie z. B. a,, entweder durch

*) Noch mehreres hiehergehorige,, so wie auch die Anwend.
der Regula falsi auf Gleich. mit zwei Unbelianiiten, Bd. I.
5,168 — 1806,
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mehrere vorausgehende Glieder, oder unmittelbar als Func-
tion von n darstellt, heifst das allgemeine Glied der
Reihe; im ersten Falle wird dieses durch Recursion, im
letztern unabhidngig (independent) erhalten,

S. 218. Dagegen wird ein Ausdruck S,, welcher,
je nachdem man n=1, 2,...m setzt, die Summe des 1,,
1. und 2., 1., 2.... und m. Gliedes der Reihe liefert, das
summatorische Glied oder die Summenformel der
Reihe genannt, Manchmal bezeichnet man auch das Sum-
menglied einer Reihe, deren allgemeines Glied = a, ist,

durch [ (a,).

§. 219. Kann man sich bei Berechnung der Summe
Sp=—a,+a, ...+ a.-} einer unendlichen Reihe, dem
wahren VWerthe um so mehr nihern, je grofser man n
nimmt, d. i je mehr Glieder man beibehilt, und kaon da-
durch iiberhaupt jede beliebige Anniherung an den wahren
Werth herbeigefiihrt werden ; so sagt man die Reihe con-
vergire oder sey summirbar; im entgegengesetzten
Falle heifst sie divergent, in manchen Fillen auch un-
bestimmt. Oder mit andern VVorten: gibt es eine be-
stimmte endliche Grenze G ({.128), welcher sich S,, bei
dem unendlichen VWachsen von n, ohne Ende nihert; so
ist die Reihe convergent, im Gegentheile aber diver-
gent.

§. 220. Lifst sich jedes Glied einer Reihe durch
mehrere der vorhergehenden Glieder nach einem und dem-
selben Gesetze herleiten; so wird die Reihe eine wieder-
holende oder recurrirende genannt.

§.2241. Aufgabe. Aus dem summatorischen Gliede
einer Reihe das allgemeine Glied und die Reihe selbst zu
finden.

Aufl. Da man offenbar das n. Glied einer Reihe er-
hilt, indem man von der Summe der ersten n jene der er-
sten n— Glieder abzieht; so hat man a, = 8§ — S




E— 2  —

Aus diesem allgemeinen Glied erhilt man ferner die Reihe
selbst, indem man nach und nach n=1, 2, 3,,,, setat,

n(n-f-1)(n42)

Ist z. B, Sn= 3 das gegebene Summenglied,
e MEn
n—1)n(n-1
50 ist Sp— = (—-]—(»:—?, und daher
vhisud .

n(n1)(nd-2)—(n—1) n(n41) _n(ngn)

Eobeaalic B 1§ 5a

das allgemeine Glied, so wie daraus fiir 72 =1 UL
Reihesl, 14035 64105625 56

soue die

§. 222. Zusatz.  Aus dieser Ableitung des allgem.
Gliedes aus dem summatorischen folgt unmittelbar, dafs,
wenn das summatorische Glied einer Reihe die Form hat:
Sp=dn -+ Bn*~-... 4 Pamt, sofort das allgemeine
Glied von der Form ist: ¢, —=a -+ bn |- ... 4 pnm.

ARAYBAAA RS T v

Avithmetifche Reilen.

a) Differenzen-Reihen.
]f.rl-kl.’irungcn.

S. 9923, Zieht man in der Reihe B aivalin 4 Gy <5ty Any
@nti... jedes Glied von seinem nichstfolgenden abj so
heifst jeder solche Unterschied die Differenz des ab-
gezogenen Gliedes, und wird dadurch bezeichnet, dals man
diesem Gliede das Differenzzeichen A, welchem man noch
der folgenden Differenzen wegen, den Ordnungsexponen-
ten 1 beifiigt und dann erste Differenz nennt, vorsetzt.
Es ist ndmlich a, — a, = a'a,, a;—a, = A'd4,, . . .
et — dp = A'a,.

§. 224. Verfihrt man in der auf diese VVeise ent-
stehenden ersten Differenzreihe a'a,, A'a,,

A'any A'apt.... wie in der vorigen; so erhilt man die
Differenzen der ersten, also die zweiten Differenzen
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der urspriinglichen Reihe. Es ist nimlich: A'a, — Ala,
= a'(a'ay) = A’a; W, 5. W. A€t — Ala, = A’a,.

Auf diese VWeise erhilt man die zweite Differenz-
reihe A’a,, A%a,,...A%n,... aus welcher nach derselben
Verfahrungsart die dritten Differenzen gewonnen wer-
den u, s, w,

§.225. Sind die ersten Differenzen einer Reihe,
d. i, A'a;, A'a,,... einander gleich; so heilst die Reihe
eine arithmetische, und zwar der ersten Ord-
nung. Eben so wird die Reihe eine arithmetische der 2.,

3.5 ... m. Ordnung genannt, wenn beziehungsweise erst die
2., 3.,...m. Differenzen derselben einander gleich sind.

§.226. Aufgabe. Eine beliebige Differenz ir-
gend eines Gliedes der gegebenen Reihe a,, @y yvas 4o
A™a,, zu bestimmen,

Aufl. Zufolge des §. 223 ist

Aty = Qnp1 — @n = (—1)* (@0 — Qat).

Nach §. 224: A%a, — Al@ut, — Ala, = Qnfs — Antpy
— (@nps — @) = (— 1)* (an — 2uts - 2npn).

Weiters: Ala, — Aldn oy — Alay— Aldnts — Al@ny,
— (Aldnty == A'an) = [A'Uufs — 2A'any, F Alan|
= Qnt3 — Anta — 2(Anps — @nti) + Gupy — a,

= (—1)*(ar — 3aut.: + 3any, — Qnt3) W 6. W,

Setzt man nun nach diesem Gesetze
Ang, = (—1)"[a,— (’:‘) T (T) Andn— . + angm] (I
so findet man leicht durch héhere Induction L 194] die
allgemeine Giltigkeit dieses Gesetzes fiir jede ganze positive
Zahl m. Zugleich lassen sich auch aus dem Gange dieser
Entwickelung die nach dem nimlichen Gesetze gebildeten
Ausdriicke fir Ama,, durch die m — 1. oder m — 2. Diffes
renzen u. s, w. ausgedriickt, ersehen.

§-227. Aufgabe. Das allgemeine Glied a, einer
Reihe a,, a,, a;... durch das 1. Glied a; und durch die
Differenzen von a, auszudriicken.

Burg's Compendium d, hish, Math. 9




—— 130 —

Aufl. Aus den Entwickelungen des vorigen Paragra-
phes folgt unmittelbar:
a,=a,~A'a, [wegen A'a,=a,—a,],
ay=a,-}Aa,=a,}A'a,}A'a, }A%a,
[wegen A'a, = A'a, — A'a,]
=a, -} 2a'a, 4 Aa,,
a,=a34A'ay=a, 4 A'a,}a'a, + A%,
=a,;-} 24'a, } A%,
=a,+ a'a, -2 (A'a, + A%a,) + A%a, fA’a,
[wegen Alq, = A%a, — A%a,]
=a, -}3a'a, + 3aa, 4 A%a, u.s. w.
Man hat also allgemein nach diesem Gesetze:
e = a; + (”T’) Ala, +(”j') A'a, 4 ... 4 an—a, (11
wobei ebenfalls wieder die allgemeine Giltigkeit fiir jeden
ganzen positiven YWerth von n leicht nachgewiesen werden
kann [L., 196]. Aus dem befolgten Gange der Entwicke-
lung ist zugleich zu ersehen, nach welchem Gesetze stu-

fenweise a. durch a,—,, dann a,—, u, s. w. ausgedriickt
werden kénne.

§. 228, Aufgabe. Das summatorische Glied S, der
Reihe a,, a,, a@;,... zu finden.

Aufl. Nach . 218 folgt §, = a,,
S, =a,4a,=a,4a,4A'a, =2a,+-A'a, [vorig. §.],
8§ =8, 4a;=(2a,44a;) + (a, + 2A'a, + A%a,)

| vorig. §.]
=3a, 4 3A'a, 4 A%, u.s w. S

Setzt man allgemein nach diesem Gesetze:

Sn=(7) a4 (3) a'as + (5) &a, ... + av—a, (I
so findet man wieder [L., 197] ganz l¢icht durch héhere In-

duction, dafs diese Formel fiir jeden ganzen positiven
Werth von n giltig sey.

§.229. Zusatz 1. Die Formeln II und III er-
strecken sich offenbar nur dann bis zum angezebenen lets-
ten Gliede A"—'a,, wenn die Reihe a,, a,,... eine arith-



metische, wenigstens der n— 1, Ordnung ist. 1Ist sie da-
gegen blols von der m. Ordn., so brechen diese Formeln
von selbst bei dem Gliede mit A”a, ab. Daraus folgt auch,
dals fiir eine solche Reihe die m -1 ersten Glieder gege-
ben seyn miissen.

S-230. Zusatz 2. Aus den Formeln II und III
folgt unmittelbar, dafs fir eine arithm. Reihe der m, Ord-
nung das allgemeine und summatorische Glied beziehungs-
weise die Form haben: a,—a« +bnd-cn*4-. .. 4 pnmund
S,L=A’n—{— Bn®+ Cn® 4 + s« Pt (vergl. §. 222),  Zue
gleich ergeben sich auch noch nachstehende Sitze:

1. Die m. Potenzen der natiivlichen Zahlen, d i. 1m, am,
37,... bilden eine arithm. Reihe der m, Ordnung,

2. Eine eben solche Reihe bilden auch die m, Potenzen
der Glieder der R. a, a +d, atad,...

3. f}berhaupt bilden die m. Potenzen der Glieder einer
arithm. Reihe der r, Ordnung eine arithm. R. der mr.
Ordnung.

4. Werden die gleichnamigen Glieder mehrerer arithm.
Reihen durch Addition oder Subtraction mit einander
verbunden, so entsteht eine arithm. Reihe, deren Ord-
nungsexponent dem héchsten der verbundenen Reihen
gleich kommt.

o

Werden dagegen die correspondirenden Glieder die-
ser Reihen mit einander multiplicirt, so entsteht eine
arithm, Reihe, deren Ordnungsexponent gleich ist der
Summe aus jenen der einzelnen Reihen.

Beispiel 1 Um fiir die Reihe 2 5 49 9y 175985, .. wel:
che, da die 1. Differenzreihe: a2, 5, 8, 11... und die zweite:
3, 3, 3... ist, sofort eine arithmetisclie Reihe der 2, Ord-
nung bildet; das allgemeine und summatorische Glied zu finden;
hat man, wegen a, =2, Algy =2, A%a; =3, Avg; = Ma;= ., =05
nach Form. I, §. 227

An=2-(—1)zekd(—1)(n—2)= fnag

£

2
und nach Form. II1, §. 228
‘S',.:m-i-—’im—” 2_1__”'(”'_'){u__i),:;:n(”':_"""'—{_"’i)_,
T Ol in ey 2

o
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Beniitzt man die in §. 230 fiir a, und S» angegebene Form,
so lassen sich diese beiden Formeln auch auf folgende WWeise
finden. Da die vorliegende Reihe eine arithm, der 2. Ordnung
ist, so selze man an—=a-ba-cn®, wo a, b, ¢ zu bestimmen
sind. Nimmt man daher, um die hiezu nothigen 3 Gleich. zu
erhalten, successive n.=1, 2, 3, wodurch az bezichungsweise
=2, 4, g seyn muls; so erhilt man :

s—a+bdec, h=at2b+b4c, 9g=a43b+9c,

5

. - " a -
und aus diesen 8 Gleich.: a=3, b=—7, ¢=7, so wie end-
lich damit aus der vorigen Gleich. fiir an, wie zuvor:

6 —b5n - 3n*

an —= ————
2

Ferner erhilt man aus der hier anzunchmenden Gleichung
Sn= An ++ Bn* 4 Cn?, wieder fir n =1, 2, 3, wofiir Sa be-
zichungsweise die Werthe 2, 24 4=06, 64 9=15 erhilt, die
3 Gleichungen: 2=A4+ B+ C, 6=24- 4B 8C, 15=234
-+ 9B+ 27C, und daraus 4 =2, B=— =, C=7, also, wenn
man diese Werthe substituirt, wie vorhin;

4n — n* 4 n3

Sh =
2
Beispiel 2. Um die Summenformel fiir die Reihe 13, 23,
33, ..n% zu finden, hat man ¢, =1, ‘Ata, = 7, A%, = 19,
a'a, = 6 (alle folgenden Differenzen sind Null), und daher,

nach Form. III, §. 228, und nach einer einfachen Reduction :
nt(n-41)*
4

AAAAARA AR AR TR B

Sk =

b) S metesns=-Riesanhae ny

Erklarungen.

§. 281, Bildet man aus der Grundreihe 1, d, d,
d,... wo d was immer fiir eine ganze positive Zahl bedeu-
ten kann, die Glieder einer Reihe dadurch, dafls man nach
und nach 1, 2, 3,... Glieder derselben addirt; verfihrt
man hierauf in der entsichenden Reihe auf die nimliche
Art, dann in der dadurch gebildeten Reihe wieder so u.s.f. 3
so erhilt man beziehungsweise arithmetische Heihen der
1., 2, 3.,.. Ordnung, welche Summenreihen heilsen,
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und sich von den Differenzenreihen nur durch die Art der
Entstehung unterscheiden. Man erhilt nimlich dadurch:
1, d, d, d,... Grundreihe,
a) 2, 14+d, 1-}2d; 14 3d,...
arithm. R. der 1, Ordnung,
By v, a4d, 343d, 44 64d,...
arithm. RR. der 2. Ordnung,
Y) v, 344, 644d, 10410d,...
arithm. R. der 3. Ordnung

u. 8. W.

S. 232. Von diesen so gebildeten Reihen heilst jene
{3), welche der 2. Ordnung ist, auch Reihe der Polygo-
nal- oder Vieleckzahlen, und zwar inshesondere fiir
d=1, wodurch die R, 1, 3, 6, 10,... entsteht, der
Dreieck- oder Trigonalzahlen; fir d=2, wodurch
die B. 1, 4, g, 16,.., entsteht, der Quadrnt- oder
Tetragonalzahlen; fir d=3, wodurch diec It. 1, 5,
12, 22,... entsteht, der Fiinfeck- oder Pentagonal-
zahlen u. s, w.; weil sich z. B, eben so viele materielle
Puncte, als die Glieder dieser Reihen Einheiten haben, be-
ziehungsweise in regelmilsige Dreiecke, Vierecke, Fiinf-
ecke u, s. w, ordnen lassen,

§. 233. Auseinem dhnlichen Grunde wird die Reihe
7), welche sofort von der 3. Ordnung ist, Reihe der P y-
ramidalzahlen, und zwar beziehungsweise fir d=1,
2, 3,... der 3-, 4-, 5seitigen Pyramidalzahlen u. s, w,

genannt.

S. 234. Uberhaupt nennt man diese Summenreihen
auch figurirte Zalilenreihen und zwar beziehungs-
weise der 1., 2., 3,... Ordnung.

Die Polygonalzahlen.
§. 235. Die Reihe der Polygonalzahlen ist nach dem
§.2832: 1, 2-4d, 34-3d, 4-6d,...; man erhilt also
dafir wegen a, =1, A'a,==1-}d, A%a,=d (die iibrigen




Differenzen sind Null) nach §. 227: a,=1[dn*-4(2—d) n]
und. §. 228: §, =i |dn®*-}-3n* 4 (3 — a) nl.
Fir d —=m —- 2 erhilt man (§.232) die m Eckzahlen,
also dafiir nach den vorigen Ausdriicken:
1, my Im—3, bm—28,,,. ap=1[(m—2)n*—(m—4)n]
und S, =3 [(m— 2) n® 4 3n% -—— (m — 5) n],
so wie endlich wieder daraus ganz einfach, fir m=3, 4,
5,... die Reihen, allgemeinen und summatorischen Glie-
der der 3, 4, 5,... Echzahlen.

Die Pyramidalzahlen.

§.236. Die Reihe der Pyramidalzahlen ist (§ 233):
1, 344, 64 4d, 10 - 10d,... und wegen a, =1,
Alay==2-+d, A"a, =1} 2d, A'a,—d, dafiir das allgem,
und summat. Glied (§§. 227 und 228):

@r=75(3—d)n-42n*- Ldns,
Se= 5 h—d)n 4 (2 —d)nt 3 (2 d)n? s,
Fir d = m — 2 erhilt man die betreffenden Aus-
driicke fiir die m seitigen Pyramidalzahlen, und zwar die
Reihe: 1, m4-1, 4m—2, 10m—10,... das allgem, und
summat. Glied:

aGn=5(5 —m)n-41n*-+;(m—2)ns,
Sp = 55 (6—-m)n -+ 2 (14— m)n? -+ L mn3
-+ 3% (m—2) nt,
woraus man wieder ganz einfach, indem man m=3, 4,
5,... setzt, die Reihen, allgemeinen und summatorischen
Glieder der 3, 4, 5,... seitigen Pyramidalzahlen erhil.

Die figurirten Zahlen tiberhaupt.

§- 237. Aus den vorhergehenden Paragraphen er-
hilt man fiir die auf einander folgenden Reihen der figurir-
ten Zahlen (§. 234) ganz leicht:
rbrf 414 1 =n,

14234 44...Fn=in(nd1)=s,
1 43464 10—[—...—{—-3:-“%;5!1(!;-}- 1) (nf2)=y¢,
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n+4+m+2o+ o= () (1) (148) =,

. . . . . . . - . .

s e +m(m—[-1)+ +n(rz-|-1). (n~{—m—?)
g 1 . v om—1
Jl(?l+1l ..\n+m—!}*)
YRS S 3

Anmerk, Die im 2, Capitel dieses Abschnittes bei der Multi-
plication der Functionsreihen angefiihrten Zahlen- oder Ve-
rificationsreiben sind also, wie man sieht, die hier aufge-
stellten figurirten Zahlenrecihen,

A A e ey

¢c) Potenz-Reihen.

§. 238. Obschon sich die Summe der Reihe 174 2m
+3m4-...4nm, als (§.230, 1.) eine arithm. R. der m.
Ordnung, nach der allgemeinen Summenformel 11, §. 228,
immer leicht bestimmen lifst; so fiihrt doch die besondere
Ableitung der hiehergehorigen Summenformel f(nm) (§.21:8)
zu einem bemerkenswerthen Ergebnils,

§. 239. Setzt man namlich (§.230) fin7), d i
1) amgm et e tonm—t e by
und schreibt in dieser Gleich. n -1 statt n; so erbilt man,
wenn von der neu entstehenden Gleich, diese hier abge-
zogen wird :
(=t [ 2y — b ] [ ) — ]
+ tot [(n4 1) —n],
oder, wenn man entwickelt und nach n ordnet:
i (%) s () m e
==t (m -T-i- l) nm [tl (m -—i— I) 41, (fit):[“m—l

+Ha (") +e () +u () Ja
Attt e ]

*) Auf gle u]u \\ eise hann man stait der BRe rh(' O L e =
eine der folgenden: 1 -2 424 ..., 13 434... l_|i
14+d4d+ ... sum Grunde legen und daraus mit den obi-
gen ahnliche Reihen ableiten.
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Da aber die Coefficienten t,, t,,... von n unabhin-
gig sind; so hat man nach dem Satze der unbestimmten
(m + 1) m

Coefficienten: (m-4-1)t,=1, 1—|—mtg_-.m.
(’iz-}«:]rnfnx—--:) m (m—1) mim—1)
= 3 ty + 1‘2+(m—1)t3=
= 2 F
u, 8. W 1 d t : t : t v t
s S5, . unda daraus: = ) — =
2 ; m—]—l, ) Py TP 2

p s m(m—1)(m—1)

120 , 2 3 3 &
Mit diesen VWerthen erhilt man endlich aus der obi-
gen Gleichung 1):

2) fmy =" pam 5.2 (7) wmmr — g g (3) s

L
n m—>5
e 51 — etc,

Anmerk, 1, Die in dieser Entwickelung vorkommenden Zah-

m+x

len 5, 555 359 35 etc., mittelst welehen man in dieselbe
ein einfaches Gesetz hineinbringt, heifsen Bernoullische
Zahlen [I., 212].

Anmerk. 2, Mit Hilfe dieser Summenformel f(nm) lassen
sich auch Reiben summiren, deren allgemeine Glieder die
Form 4 + Bn 4 Cn®* 4., . besitzen. Denn wire z. B.
an==A -+ Bn -4 Cn? das allgemeine Glied einer Reihe, so
wiren ihre Glieder: a, =4 4+ B4C, a,= A28 4 2°C,
ay= .4+ 3B-43*C u. s. w., also ihre Summe:

ayta,+a; ... fan=nd+Bta24...4n)
4= C (124 22 4. . . F 1),

oder wegen n = [(n°) (weil nimlich fr)y=1414...
+r=nr ist), 1d24...4n=[(r) und 12422},
4 n? = f(n%), auch: J(an) = [(An® }- Ba 4 Cn2) = A [(n°)
-+ B f(n_) - Cf(n”); woraus zugleich noch folgt, dafs die
Summe eines Ausdruckes von dieser Form, nimlich f(.zfnc'
- Bi + Ca®), aus der Summe eines jeden einzelnen Gliedes
bestebt, und die constanten Factoren vor das Summenzei-
chen [ zu setzen sind.

Beispiele. Setzt man in dieser Formel 2) nach und nach m=1,

2, 3,... s0 erhilt man

( + ) u(n-{-l)(‘zn-—{_:) s ne (u—|—|)-

f(u"—) = ) = et
1 i

_f )=
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Besondere Anwendung der Differenzen-

Reihen.

S. 240. So wie aus 2™, oder, allgemeiner noch, aus
Aaz™ eine arithm. Reihe der m. Ordnung entsteht, wenn man
nach und nach 2=a, a-4d, a-2d u. s. w. setzt, d.i.
x nach einer arithm. Reihe der 1. Ordnung wachsen lifst;
eben so entstehen unter derselben Voraussetzung aus Da",
Ca? . .. arithmetische Reihen der n., p. u.s, w. Ordnung.
Ist nun y=4a™” - Ba” 4~ Ca? --..., und 2 eine in arithm.
Progression zunehmende Gréfse; so wird dabei, wenn m
der grilste Exponent von z ist, y nach einer arithm. Reihe
der m. Ordnung zunehmen; es werden namlich, da die von
den Reihen Bz", CaP,... niederigerer Ordnung herriih-
renden Differenzen schon frither Null werden, die mten
Differenzen constant und gerade so seyn, als ob blofs
y=dz™ wire,

§.241. Diese Eigenschaft, verbunden mit dem Um-
stande, dafls die Differenzreihen sehr leicht zu bilden sind,
lalst sich in der Anwendung, und ganz vorziiglich bei Be-
rechnung von Tafeln aller Art, mit dem gréfsten Vortheile
beniitzen. — VVollte man z. B. eine Tafel der Kreisflichen
fiir die um die bestindige Diflerenz von § Zoll zunehmen-
den Durchmesser, von ; Zoll angefangen bis 100 Zoll hin-
auf, berechnen; so miifste man auf gewohnliche Art, in
der Formel y = I z2*, wo 2 den Kreisdurchmesser be-
zeichnet, 400 Substitutionen vornehmen. Dagegen wird
man, da die auf einander folgenden Werthe von y, nach
dem im vorigen {. Bemerkten, eine arithm, R. der 2. Ord-
nung bilden, nur die 3 ersten Werthe von # nach dieser
Formel, daraus durch Subtraction die 2 ersten Glieder der
1. Differenzreihe, und endlich daraus wieder das erste,
aber constante Glied der 2. Differenzreihe bestimmen; setzt
man diese aus lauter gleichen Gliedern bestehende Reihe
nach Belieben fort, und sucht nun umgekehrt durch wie-
derholtes Summiren die weitern Glieder der 1. Differenz-

reihe, so wie damit jene der urspriinglichen Iteihe; so hat
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man sofort die gesuchten auf einander folgenden Werthe
von » gefunden.
Legt man, wenn die Kreisflichen bis auf 4 Decimalstellen

verlangt werden, um ganz sicher zu gehen, die Rechnung auf
6 Decimalstellen an; so hat man zuerst, nach der obigen For-

mel, fir x=17, < und % beziehungsweise: y = ‘049087, 196349
und *441986. Hieraus folgen *147262, 245437 als die beiden
ersten Glieder der 1. und daraus '098:175 als das bestiindige
Glied der 2. Differenzreihe. Lilst man also den Decimalpunct
weg, und schreibt nur die bedeutenden Ziffern an, mit dem Vor-
behalte, dals man zuletzt wieder 6 Ziffern als Decimalstellen
abschneidet, so stellt sich die Rechnung auf folgende Art:
98195, 98175, 98175, ¢B8176, 98175 ,... 1. Differenzr,,
147362, 245437, 343612, 441787, 539961, 636137,...
a, Differenzr,
49087, 190349, 441786, 785398, 1227185, 1767147, 2405284,...
gesuchte R,
Schneidet man also, wie gesagt, iiberall 6 Ziffern als Deci-
malen ab, behilt aber blofs (mit gehdriger Correctur) 4 davon
bei ; so erhilt man als Anfang der verlangten Tabelle folgendes

Bruchstiick :

Durchm. | Hreisfl, |Durchm.| Hreisfl. | Durchm.| Hreisfl,

z 0491 i 1°2272 27 3:9761
s 1963 1 1'7651 as 49087
. %4418 15 24053 23 54396
1 7854 2 31416 3 70686

Da iibrigens ein Rechnungsfehler allen folgenden Werthen
mitgetheilt wiirde, so muls man sich von der Richtigkeit der
Rechnung dadurch iiberzeugen, dafs man von Zeit zu Zeit eine
dieser gefundenen Zahlen oder Flichen auch direct nach der
obigen Formel berechnet und nachsieht, ob damit die corre-
spondirende in der Reihe iibereinstimme.

Auf dieselbe Weise wiirde man, um nach der Formel

At = '0%6017381¢ — 0381653 2 - 0181 &5
cine Tafel fiir dic Dichtigkeiten des Wassers bei den Tempera-
tursgraden =1, 2, 3 ... bis 80° zu berechnen, am einfach
sten, da die auf einander folgenden Werthe von A¢ dadurch
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eine arithm. R. der 3. Ordnung bilden, blofs die 4 ersten Werthe
nach der Formel berechnen, daraus durch successives Abziehen
die 3 ersten Glieder der 1., die 2 ersten Glieder der 2, und
das bestindige Glied der 3. Differenzreihe suchen, und endlich
damit wieder durch das umgekehrte Verfahren oder wiederholte
Summiren die 2., 1. und urspriingliche oder gesuchte Reihe be-
liebig fortsetzen. [I., 219 ]

Interpolation der HReihen,

§. 242 Erklir. Eine Reihe interpoliren heilst
zwischen je 2 Gliedern derselben eine gegebene Anzahl von
Gliedern dergestalt einschalten, dafs dadurch wieder eine
Reihe derselben Gattung und Ordnung entsteht,

§. 248. Um diese Aufgabe fiir die arithmetischen
Reihen zu losen, bemerke man zuerst, dafs, wenn von
einer beliebigen Stelle angefangen, die Glieder der zu in-
terpolirenden Reihe durch 2., @ntiy Anga U, 6, W, bezeich-
net werden, die auf einander folgenden, zwischen a, und
@nt einzuschaltenden r—1 Glieder sodann durch ad

r

czﬂ_*_,_; bezeichnet werden miissen; weil da-

r r

R T

a

fiele
durch das nichstfolgende, wie es seyn soll, die Bezeich-
nung an+ r = Quts erhilt.

r

§. 244. Nun hat man nach Form. IL, §.227, wo
man sich blols a, in a,4(.—.) aufgelést denlien darf:

Anfm=an 4 (’:‘) Ala, -+ (’f’) Aa, = (’;) Aan+...,
und da dieser Ausdruck nicht nur fiir ganze, sondern auch
fiir gebrochene Verthe von m gilt [L., 221]; so setze man,
wie es zufolge der angefiihrten Bezeichnung fiir die einzu-

schaltenden Glieder néthig ist, m =—. Dadurch erhilt
@

man, wenn man einrichtet und noch bemerkt, dafs beim
Gebrauche immer u<¢ bleciben kann, fir die gesuchte In-
terpolationsformel:
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u (v —u)

173
ant % = a. } = Alay -- Ata,
v

w (v —u) (20 —un)
+ i AR s
Diese Formel bricht wieder mit dem m - 1. Gliede
ab, wenn die zu interpolirende arithm. R. von der m, Ord-

1.3 v

A% gn. — ete. (IV.

nung ist,

Beispiel 1. Um zwischen je a Gliedern der arithm. R.
zweiter Ordnung: 1, 16, 49, 100,... 2 neue Glicder im obi-
gen Sinne einzuschalten, bat man fiic die Interpolirung zwi-
schen 1 und 16 sofort: an—1, @nfr =106, Alan=15, Aan=n8
(die iibrigen Differenzen =o0), v=3 und nach und nach u=.
und =2, mithin nach der vorigen Formel 1V :

a"'i‘% = rLgunbie_ % 18 = 4 und
a - I
aﬂ'i'; =14 5.10 —5.18 = o

Fiir die beiden folgenden einzuschaltenden Glieder wird an=16,
antr =49, Alap =33 und A%an = 18; also wieder

“,‘+L= 16 - +.33 — gl; 18 = 25 und
3
“"+§.=1(’+%-33—%.18=36 Us s W

Die interpolirte Reihe ist sonach: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49...,
also in der That, wic die gegebene, eine arithm. R. der zwei-
ten Ordnung.

Beispiel. 2. Da man sich bei physikalischen und natur-
wissenschaftlichen Gegenstinden iiberhaupt hiufig mit dem
grilsten Nutzen der Interpolations-Methode auch bei solchen
Folgen von durch miihsame Rechnung oder gewdhnlicher durch
Beobachtung gefundener Grifsen bedient, welche keine genauen
arithmetischen Reihen, jedoch so beschaffen sind, dals man sie,
ohne die gestattete Fehlergrenze zu iiherschreiten, als solche
ansehen kann; so wollen wir setzen, es seyen fiir die Elastici-
tit des Wasserdampfes bei den Temperatursgraden 1, 3, 5, 7...
aus Versuchen der Reihe nach die Zahlen: '1422, ‘1941, *2122,

2571, 3101, ‘3721 uw. s. w. gefunden worden, und man wolle
die den Temperatursgraden 2, 4, 6,... entsprechenden Zahlen
durch Interpolation ableiten, Fiir diesen Fall findet man, wenn
man die Differenzen sucht, -0319, -0381, ‘0449, 0530, r0620,
*0724,.., als erste, ‘0002, *0068, ‘0081, ‘0090, "0104,... als
zweite, ‘0006, 0013, +0014,... als 3. Differenzreibe u. s. w.
Lifst man nun die nur wenig mehr von einander verschiedenen
3. Differenzen als gleich gelten, und vimmt dafiir in dieser Ge-




gend die Mittelzahl *0012 ; so erhilt man, nach der obigen For-
mel IV, wegen ¢=2:
1422 4 3 3< 0319 — 5 >< *0002 + 5 3¢r0012 = 1575 und
1741 45 3< 0381 — 3 X 00068 -} 5 >< *0012 = "1924.

Eben so findet man weiters: +2337, -2825 u. s. w., welche
Zahlen auch in der That mit jenen durch wirkliche Beobachtung
gefundenen recht gut iibereinstimmen, — Ist man in der Reile
weiter gekommen, so kann man die fiir die constante 3. Diffe-
renz genommene Mittelzahl so indern, dals sie wieder mehr
mit der in dieser Gegend wirklich herrschenden 3. Differenz
itbereinstimmt,

Beispiel 3. Es sey endlich mit Hilfe einer Tafel, welche
die Briggischen Logarithmen aller Zahlen von 1 bis 1200 auf
10 Decimalstellen enthilt, log 114835 auf eben so viele Stellen
zu berechnen,

Da in diesem Logarithmensysteme die Aufgabe gelast ist,
sobald man die Mantisse fiir log1148:35 gefunden hat, welche
sofort zwischen den Mantissen von log1148 und log 1149 liegt;
so ergibt sich dafiir folgendes Verfahren:

Man findet in der erwiihnten Tafel fiir die Logarithmen der
Zahlen 1148, 1149, 1150 ete. der Reihe nach: *0599418881,
0603200287 , 0606978404, 0610753236, +0014524791 . s, w,,
und daraus durch wiederholtes Abziehen, fiir die ersten Glieder
der 1., 2. und 3, Differenzreihe, bei der man fuglich (da sie
0%, *098, .09, ... ist) stehen bleiben kann, beziehungsweise:
033781406, — 093289 und -0%. Denkt man sich nun in der
urspriinglichen R, zwischen den beiden ersten Gliedern gg Glie-
der eingeschaltet, wodureh in der obigen Formel ¢ =100 wird,
und davon das 35ste genommen , wodurch u= 35 wird; so er-
hillt man, @n=0599...(=log1148) gesetzt, sofort:

ant-35= '0599. ..+ '35 ><0%378. ..

35 < 65 ; 35.65.165 ;
20833, . ————— ><"0% = 0600742747,
20000 Hooovooo

wobei also, nur bis auf 10 Decimalstellen gerechnet, die 3.
Differenz lieinen Einfluls mehr hat. s ist sonach

log 114835 = 5-0600742747 *).

*) Uber das allgemeine Interpolations - Problem, so wie iiber
die Newton'sche und Lagrange sche Interpolations-
formeln: L., 2260 —232.
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Sechstes Capitel.
Von den vorziiglichsten Umwandiungen der Func-
tionen edzer Variablen.

§. 245. Erklir. Eine Function umwandeln, heilst
dieselbe ohne Verinderung ihres Werthes auf eine andere
Form bringen; dabei behilt man entweder die nimliche
verinderliche Grofse bei, oder substituirt dafiir eine neue,
die mit ihr in einer bekannten Beziehung steht.

Die wichtigsten Umwandlungen der erstern Art sind:
I. Zerlegung ration, ganzer Functionen in einfache oder
quadratische Factoren. II. Zerlegung ration, gebrochener
Functionen in Partialbriiche, und IIIL. Entwickelung der
Funet. in unendliche Reihen.

I. Zerlegung ration. ganzer Functionen in
Factoren,

§. 246. Jede ganze ration. Function eine r Variablen
hat die Form y = 4 4 Bx 4 Ca* - . .; setzt man diese
gleich Null und sucht nach Capitel 4 die VWurzeln @ B 7s. s

der entstehenden Gleichung, so hat man (§. 158) :

Y = (@—a)(z—p)(a—yp) ...
Da die Wurzeln sowohl reell wie auch imaginir, und im
erstern Falle gebrochen seyn kinnen; so haben die reellen
einfachen Factoren die Form ¢ — b2, und die quadrati-
schen, welche von ein paar conjugirten imagindren W, her-
rihren, jene: e - b2 4 ca®,
Wire z, B. y=36 —42& — 2022 723 — 62+ in Factoren
zu zerlegen, so wiirde man aus der Gleichung
—sr=2—in L Prler_6=o
die W. x=3, —2, 14 v—5, mithin
=ty = @E—=DE+HE—1— V=5)(r —1 4 y—35)
oder

Yy = (2—32)(3 4 22)(6 — 22 4 23)
erhalten.
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II. Zerlegung rationaler ganzer Functionen
in Partialbriiche.

S. 247. Da sich jede unecht gebrochene Function
immer in eine ganze und eine echt gebrochene Function
auflosen lilst, so konnen wir bei den folgenden Entwick-
lungen immer echt gebrochene Functionen voraussetzen,

So zerfillt z. B. die unecht gebrochene Function

1 4 x — 522 J- 6as
=t T + 3z — 222

durch die Division, bei welcher man zuvor Zihler und Nenner
nach fallend enPotenzen von x geordnet hat, in die 2 Theile:
54132
24 3r— 222
Function (erstere kann sich auch auf eine constante Grifse re-

als echt gebrochene

— (2 43x) als ganze, und

duciren).

§. 248. Um die echt gebrochene Function
Z oy - anx oy = oapxn—
N " Bt %+ -k papran
in Partialbriiche zu zerlegen, muls man zuerst den Nenner
N nach {. 246 in seine einfachenactoren auflésen. Je nach
Verschiedenheit dieser Factoren aber sind nachstehende, in
den nichst folgenden {. erdrterten Fille moglich,

A. Die einfachen Factoren des Nenners N sind
simmtlich ungleich und dabei

a) rieetil

S. 249. Sind in diesem Falle a,—b, 2, a,—b, 2, ..
@, — bpa die nach §. 246 gefundenen Factoren von N; so
setze man

z A, d s

N o ay—b, x e a,— b, s dn— bz’
befreie diese Gleich. durch Multiplication mit N von den
Briichen, ordne Alles nach Potenzen von 2, und bestimme
endlich nach dem Satze der unbestimmten Coefficienten,
welcher hier n Gleichungen liefert, die unbekannten Coef-

higtenten A, oli s T4,
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1. So ist z. B, fir die gebrochene Funetion = sofort
12—y
N=1—2a"= (14 2)(1 —x); man setze also
1 iy A,
= —— ’
1— a2 12 1—x

so erhilt man

1= d,(—=x) 4 4, (142x) oder 1= (4, + A, F (A, — A,) x,
und daraus 4, + 4, = und 4, — 4, =0, demnach A=
und A;:;'. Man hat daher, diese Werthe substituirt:

1 1 1

11—z = 2(1 -4 ) oh 2(1 —;r).
2 , 34— :
2. Fiir die gebrochene Funect. T t% i hat man
N= (42384 2x)1 —2x), also
Z 21 A,

45
N +x i 34 2x - —ax Nl

1
2 dr—2t = @A, A, 4 84) + (— 44, — A, 4 54) x
F (—4d, —od, 40 d) s
aus dieser identischen Gleichung folgt: 24, 4 4, 4 3.4, — a,

— 4y — Ay 54 =4y —hd,—vd, 24, =, und dar-

5 5 : Foil
aus; A,=—1, 4,=% und 4, =7, so, dals man mit diesen
Werthen endlich bat :

2+ 4o —axt —1 25 5

J—x—8x2—ypas 14 & 834 2x) + U{l—z.r)-

S 250. Da die Coefficienten 4,, A4,, . . von 2 ganz
unabhingig sind, und demnach bei was immer fiir einem
Werthe von = bestimmt werden diirfen; so kann man ein-
facher und bequemer aus der Gleichung
Z=A,(a, —b,a)(ay—b,z).. -} A4, (¢, —b,2)(a;— byx)..,
in derem 2. Theile also in jedem Gliede einer der Binomial-
factoren (im 1. Glied der Nenner zu 4,, im 2. jener zu
A, u. s, w.) nicht vorkommt, ochne die Multiplication zu ver-
richten, die Ziahler 4,, 4,, . . bestimmen, indem man
nach und nach fiir 2 jene Werlhe setzt, fiir welche die zu-
gehérigen Nenner a, — b, 2, a, — b, 2, . . Null werden, —
So erhilt man im vorigen Beispiele aus der Gleichung

244 —2te=d, (34 22)(1 — 22) 4 4, (1 F-2)(1 — 22)
+ 4, (1 - 2)(3 + 22)
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unmittelbar fir & = — 1 (wofiir + +z=0): —3=34,,
und darans 4, = — 1; fiir 2 = — % (aus 34 22=o0):

— F=—24,, daraus 4,=2%"; fiir 2 =1 (ans 1—2a2=—0):
L=064,, also 4, =21, wie oben.

Sollte ciner der Zihler, z. B. dm=o0, gefunden werden; so
= S E . £ - . . Z
wiire diels ein Beweis, dafls sich der Bruch — durch den Fac-

N

tor am — bm 2 abkiirzen 1dlst.

b) Ginzlich oder zum Theile imagindr.

S_ 251. In diesem Falle bilde man aus jedem Paar
conjug. imag. einfacher Factoren den reellen quadratischen,
welcher sofort die Form a 4 ba -+ ca2* hat, und nehme
diesen zum Nenner eines der Partialbriiche, welchem man
aber einen Zihler von der Form 4 - Bz gibt,

3 —a*

Um z. B. den Bruch in Partialbriiche

— b gx— bt 4 a3

zu zerlegen, hat man

N = (3=1)(@—1V—1)(E—1—V—1) = (x— 1)(5 — 4z - 22).

¥ 1 VA s /f] sz + Ba : {' 1

Man setze also E,. = TEE e +3 » SO folgt daraus
Z = A, (5bz ) + (4 +Br)z—1),

und aus dieser Gleichung, wenn man, anstatt nach der allgem.

Regel zu verfahren (d. i, die Multiplicat. zu verrichten, nach x

zu ordnen u. s. w.), das im vorigen §. Bemerkte beriicksichti-
z
get, fiilr r=1 (aus r—1=0): 1= 5!.‘.’[“. und daraus /iiz:

Wird dieser Werth in der vorigen Gleich. substituirt und diese

reducirt, so erhilt man: —; 4 av—T a2 = (4 + Bx)(x —1),
oder durch z-—1 dividirt (es mufls nimlich auch der 1. Theil
der Gleich., wie es der 2. ist, durch  — 1 theilbar seyn, weil
A4 und B ganze Functionen von x seyn miissen) auch:
f_le=u -+ Bz. Es ist also:

9 — a2 1 1—3x

—b4-gz—5x24 2% a(x—1) o3 3 (22— 4x45)°

B, Der Nenner Nenthéltauch gleicke Factoren.
§. 252. Sey in diesem Falle N =38 (a — bz)", wo §
in Bezug auf 2 von der n— m'** Ordnung seyn, und den

Factor @ — b x nicht weiter enthalten soll. Man setze zur
Burg's Gompendium d. hih. Math, 10
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Bestimmung der aus den gleichen Factoren entspringenden
Partialbriiche
z B,

g-{_(a—bt)m_!_ +°+

scha{Ye die Nenner durch Multiplication mit N weg und

_)HL

(cc—bt)m—l a—ba’

ordne nach z; so erhilt man wieder durch Gleichsetzung
der gleichnamigen Coefficienten n Gleichungen, davenm
zur Bestimmung von B,, B,, .. B,, und n—m zur Be-
: i ; P
stimmung der Zihler 4,, 4,, . . 4n_n fir die aus = ent-

stehenden Partialbriiche dienen.

- - ; L B—Lamgan
So findet man fiir die Bruchfunction ————————— sofort
Xt 5t —
N = x(x—1)(x 4 1)*; man setze daher
Z A A, B, B,

N~ i#w +.t’—"1 +(.J:—j—1j'l+:u—{-1'

Aus dieser Gleichung folgt
a) Z= A, (z—1)(xz+1)* + 4,z (x41)* } B, 2 (z—1)
+ B,x(x—1)(x}1)

oder
3—extdarrt=—d4d +(—4,+4 —B--B)=x
o i (At"l'?‘/jz"]'ﬁi) 22 + (fil +A:+B:) .T_’,

und daraus:
A =—3, — A4, +4,—B, —B,——a, A, +24,4+B,=4,
A+ A+ B,=o0,
so wie endlich aus diesen Gleichungen: 4, =—3, 4,
B,=2%, B,=%. Man hat daher

et
- =l i)

d—awga* 5 9 Ji
Tt as—xt—ax T + 4[L—1) + 2 (24-1)2 5 4 (x4-1)°®

§. 2583. Auch hier lifst sich das im.§, 250 hinsicht-
lich der bequemern Berechnung der Zihler Bemerkte be-
niitzen,, wie wir sogleich ohne weitere Erklirung an dem
eben behandelten Beispiele nachweisen wollen.

Aus der obigen Gleich. o) folgt (wenn man niimlich den zu

A, gehorigen Nenner gleich Null setazt) fiir x—=o: 3=—4,,
und daraus 4, =—3; fir x=1 (aus 2 —1=10): 5= 44,

5. v 3
daraus 4, =3; fir x=—1 [aus (xL1)= o]: g=2B,, dar-

aus B, =%; diese Werthe in @) substituirt und die Gleich. redu-
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cirt (um B, bestimmen zu kénnen), erhilt man:
Fr(xt—1) = By x (x> —1),
folglich B,=Z; Alles wie im vorigen §.
Auf dieselbe Art findet man auch die Partialbriiche, wenn
der sich wiederholende Factor ein quadratischer ist, wie z. B.

. fa —7xt— a8 :
bei der Funct. GF 26— 229 Denn setzt man hier

Z A, +B, x A, 4+ B,z A+ B x P

o (x4 a2)3 {l-l-;riT —1—}_.7:1 +5-——-),.1'+’
s0 findet man: /11:-}, B, =331 _442=__i:-,.511 B;'—"‘%: As=1};‘5
By= —27 und P= 75 (—7704 682 4 47622 — f425) [L 242
— 247

III. Entwicklung der Functionen in unend-
liche Rethen.

S, 254. Hiersollen blofs die al gebraischen Func-
tionen in Betracht kommen, weil wir' die Auflésung der
transcendenten Functionen in unendliche Reihen in spéitern
Capiteln besonders vortragen werden; und zwar haben wir
es hier, da die aus irrationalen Functionen entstehenden

-
Reihen in der Entwicklung von (a, 4 a,2 + q, 22 4.
enthalten, und bereits in §. 116 abgehandelt sind, lediglich
mit jenen Rethen zu thun, die aus rational en, gebro-
chenen Functionen entstehen.

Recurrirende oder wiederkehrende Reihen;

§. 255. Da sich nach §. 109, ¢) jede ration. gebro-
chene Function in eine unendliche Reihe von der Form
A+ Bz |- Cz* 4. . auflosen lifst, so setze man fiir die
erste und einfuchste Form einer solchen Bruchfunction, die
wir wieder (§. 247) als echt gebrochen vorausseizen :

'Al 2
Graz ATttt 4o e b 4

80 erhidlt man durch Multiplication mit dem Nenner:

Ay =da, 4 (t,a, 4 da,) z + (tza; - tia) 2 ..
X + (rn+ra1 + tuaz)-l‘"'*"l + “ley
mithin ({. 108)

1v *
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Adaye= A4, tja,=F da, ==0; tia; - tia, =0 ete),
tuts @i+ tha, = G,
und aus diesen Gleichungen:
A —Ada, a; s

A i S i e S

ne
<y

VWie man sieht, wird vom 2. angefangen, jeder fol-
gende Coefficient gebildet, indem man den ndchst vorher-

g Ik : a, 5
gehenden mit dem bestindigen Quouenten — — multipli-
= a,

cirt; die entstehende Reihe ist daher (§. 220) eine wie-
derkehrende oder recurrirende (auch riicklau-
P @, e e ‘

fende). DerQuotient — — heilst dabei dieRielations-
3 a,

scala, welche hier Eingliederig ist, und aus welchem

Grunde auch die erzeugte Reihe eine recurrirende der e -

sten Ordnung genannt wird,

Anmerk. Man wird von selbst die Bemerkung machen, dafs
das Gesetz der Bildung der Coefficienten (welches hier, wo
der Zihler der gegebenen Bruchfunct, Ein Glied hat, vom 1,
angefangen gilt) schon in der einzigen Gleich. fiir fn4 ent-
halten ist, also die vorausgehenden Relationen von f,, f, w.
s. w. ganz iiberfliissig sind. Da man ferner auch das 1. Glied

ol :
der Reihe o= immer als bekannt, gleich hinschreiben Kann g
1
so wird das einfachste und Liirzeste Verfahren , eine solche
Bruchfunction in eine recur. R. aufzuldsen, folgendes, durch
nachstehendes Beispiel erliutertes, seyn,

Fiir die Bruchfunction

z. B. setze man

4

'l-—:l’.':2 + (Y + fn.l?n+fn+:.‘r“+‘ + T

50 erhilt man durch Wegschaffung des Nenners:

3==2+4 , .4 (fafr—fa) 2t 4. ,,
und daraus: futi1—tr=o0 oder tnt1=ta, welche Relat,
das vom 2. Glied angefangen geltende Bildungsgesetz der
Coefficienten (nidmlich, dafs jeder folgende Coefficient sei-
nem nidchst vorhergehenden gleich ist) enthilt, so, dals man

2
also hat: 7 =2%F 3 4 222 4 235 - ..
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§. 2566. Um die zunichst auf die vorige Form fol-
Ay 4,z
a,+a, x4+ azx
in eine recur. Reihe aufzulisen, setze man, in Gemilsheit
der vorigen Anmerk., da der Zahler sich bis 2 erstreckt
und der Nenner aus 3 Gliedern besteht:

A o, A
,1j:,: :':‘_i_'_t‘x__[—"

a, ayx+ ay
+ ta 2B —l—‘ fu+.a;‘"+‘ '—|— fn+1x"+’ + o ey

gende Bruchfunction auf die einfachste Art

so erhilt man:
A, 4= dyx = 4, + (tlai + ;:Jaz)x"*'"
1
+ (tn-f-z a, + t!l+la1 + L a3) F iy -{_ s 0y

und daraus:
Ay
t,a, ']" _('1" a, = ff-_;, .. tn—]—za: + tn+|a1 + f. Ay = 0,
1
also fir das im 3. Glied anfangende Gesetz der Bildung :
a, a
rrz+z —_ - ;:tn-i—-{ e 'a—‘ ‘ru

nach welchem, wenn aus der 1. Gleich. t, bestimmt ist, ¢, ,
t;y « o leicht gefunden werden. Da hier die Relationsscala
(2 2] . . . . . .
— ———=zweigliederig ist, so heilst die entstehende
ﬂl (5_1
. eine recurrirende der zweiten Ordnung.
Yau - . . 1 _“'?“ -
So hat man fiir die Bruchfunction ————— | diese

—24x4x
=—s4+fx4 .. 4 taan - tada 224t - fads ante e |
geselzl, wenn man mit dem Nenner multiplicivt:
a3 o afy el i

T+ (— 2tade - tos 4 tn) 2ntr 4 L o,
und daraus
— af, — ':- = itaLealse st i— ':';
— 2tnta o+ faa o te = 0, also tnda = T (fndar - ta),
d, h. vom 3, angefangen, ist jeder folgende Coefficient gleich
der halben Summe der beiden nichst vorhergehenden ; mithin
ist endlich die Reihe selbst:

L—232 3 . . ; 5
et i S LIt Ll o AR T
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S. 257. Auf die nimliche Art erhilt man aus der
A A v A x

@y 4 o X+ a5 22} a, 25

ten Ordnung; die Scala ist dreigliedrig, und das Gesetz

der Bildung der Coefficienten fingt, wenn nicht etwa 4,=0

ist, erst im 4, Gliede der Reihe an.

Funct, eine recur. Reihe der drit-

So findet man fiir die Bruchfunction 3—7 2.’&:-—]—_-;;-_‘ diese
1} 20 —2a3

=34tz 4,2 L4 tr 2 ;e anbt o tnda ante
~+ fnta 273 4 . | gesetzt (weil sich nimlich derZiihler bis a2
erstreckt, und der Nenner, das fehlende mit gezihlt, aus 4 Glie-
dern besteht) und den Nenner weggeschaflt: f, 4 6=—2,
to2t, =1, .. trfs 4 2tnts—2fn=o0, also f, =—8, f, = 17
und (als Gesetz der Bildung) tn8 = 2 (fn—fnt2) (die dreiglied-
rige Relationsscala ist:

240} 2), so, dafls also vom 4. an-
gefangen, jeder folgende Coefficient gleich ist der zweifachen
Differenz aus dem dritt- und nichst vorhergehenden Coefficien-
ten. Man hat daher endlich :

3_.-1.1;_*_ & % :
m =g =0 + 1722 — 2845 - joxt — 4625 - .

§. 258. Ohne diese Entwicklungen noch weiter fort-
zusetzen, ist es ersichtlich, dafs man auf dieselbe VWeise
aus der gebrochenen Function

“Ai+44d:x .. - duz""): (@ - a,2 + . . F angr 2®

die recurrirende Reihe der n. Ordnung entwickeln kann,

§. 259. Ist umgekehrt die recur, Reihe t, -} f,2
~} t;2* 4~ .. nebst dem Gesetze ihrer Bildung, z B,

o

B C
f,,.{..;, e Etn—i—l — ';Z fna

oder der Relationsscala %} —~;4(i gegeben ; solilst sich dazu
die gebrochene oder erzeugende Function sehr leicht finden.
Denn aus der gegebenen Relation folgt Atnts — Blpga
-+ Ct. = o, und daraus unmittelbar (mit Riicksicht auf die
das Bildungsgesetz darstellende Relation und den Nenner
der Bruchfunction in §. 256) der Nenner der gesuchten
Funct.;: 4— Ba 4 C2* Setzt man daher, unter der ste-
ten Voraussetzung, dafs die Funct. echt gebrochen sey,
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A 4 4,x
so geben, nachdem der Nenner weggeschaflt worden, die
beiden ersten aus der Vergleichung der gleichnamigen Co-
efficienten entstehenden Gleichungen die VWerthe von A,

=t,}+t.2 .. gleich der gegebenen Reihe;

und 4,.
Es seyz. B, — 1 + ;2 + +x2 4. . die recur. Reilie und
fnta = = (tats 4 tn) ihr Gesetz der Bildung, so ist, wegen

2nta — tats — tn = 0, sofort 2—2—az der Nenner der er-

A 4 A,z oty
i o LA XU

R R
(indem man nur 2 Glieder braucht), so erhdlt man A4 x
=14 (=+3)x4.., und daraus 4, =—1 und 4,=12; die
—1=2x 1— 2%

PR T —a x4 2t

zeugenden Funct. Setzt man daher

gebrochene Function ist demnach

(vergl. §. 256, Beisp.).

§.260. Die gebrochene oder erzengende Function
lifst sich auch noch finden, wenn aufser der recur. Reihe
nur die Form der Bruchfunct. oder (bei Voraussetzung von
echt gebrochenen Funct,) die Anzahl der Glieder der Re-
lationsscala gegeben ist; wie wir diefs gleich an einem Bei-
spiele nachweisen wollen,

Weils man z. B. dafs die Scala der recur. R, — 5 4

F g2t 5a’ 4 ..zaweigliederig ist, so kann man dar-
aus schliefsen, dafs die erzeugende Function von der Form sey:

A, + 4,z

a, + a, x + agx*’
gebenen Reihe, die man Hiirze halber immer durch ¢, - f, x
=+ t; 2% 4. . bezeichnen kann, und bringt den Nenner weg; so

Setzt man daher diesen Bruch gleich der ge-

erhilt man nach dem Satze derunbest. Coefficienten: 4, =+f, a;,
A, = tya, + tay, 0 = tya,+ tya: 4 fias, o=tfa,+t;a,
—+fya; u.s.w. Driickt man alle iibrigen Coefficienten der Bruch-
funct. durch @, aus (wodurch sich der Bruch am Ende abkiirzen
lifst), so bedarf man zur Bestimmung der Coeflicienten @, und
a, des Nenners, womit man am besten die Rechnung beginnt,
blofs die beiden letztern Gleich., welche, wenn man fiir f,,
f,, .. substituirt, in ja,+3a,—7e;=o0 und FHa,t54,
+43a,=o iibergehen, und sich nach den bekannten Maultipli-
cations-Gesetzen zweier Functionsreihen immer unmittelbar hin-
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schreiben lassen. Aus diesen beiden Gleich. erhilt man ganz,

einfach durch Elimination: ¢, =-—2a,, a;=—2%a,, und da-

1

mit: aus den beiden ersten der vorigen Gleich. : Ay=—7a;

e ) 3 3 - w4 .
und 4, =za,—sa,=7a,+5a,=a,; folglich fiir die erzeu-

1
—saytax : 1—2x

gende Function : d. 1,

1 wie

1 o2 S lariT
0y —Za,z—ia,a —itata

im vorigen Paragraphe. [I., 255,
8 graf

§, 261. Bilden die Coefficienten einer recur. Reihe
cine arithmetische Reihe irgend einer Ordnung, so lalst
sich durch eine einfache Transformation die erzeugende
Function auf folgende Art finden.

Es sey S= 4 4 t, 2 4 t,a* -}-. . - t, a" eine sol-

che Reihe; man selze @ — ——, so wird (§. 255)

143
=35 — 3* 4 22 — 2% 4+ ..,
und nach §§. 114, 115 etc.:
z* = z* — 2z’ | 3zt — 43° + 4%
2d= z% — 33% 4 6258 — 102 -, .,
= z% — 435 -} 1020 — 2027 .. w5 oW
Man erhilt also mit diesenVVerthen aus der gegebenen Reihe:
S=d+ t,z - (t,—1,)z* + (t,— 2t,F1,) z°
- (t,— 3, 3t, —t,) 2 -, .

v

oder (. 220):
S=d+t,z4 A"t 2% a2t 28 4 A%t 20 L.,

und da aus der oben angenommenen Relation z =
1

folgt, endlich:

S=At, (l‘:x)-{-ml(l‘_"’m)z-{—mrj (‘:?'_)S—I—.., |

eine Reihe die immer abbricht, wenn, wie vorausgesetzt
wurde, t,, t,, t;, . . eine arithmetische Reihe bilden.
1. So ist z. B. fir dierecur. R, 3 4 x - 222 - 323 - fa+ 4. .
faxe 4., sofort A=3, t, =1, Atf,=1, A%,=0, A, =0
* x° 3 — bx - 3
S S W also S = ¢ —_—t .,
u s, w., also § 3+|——-nr+(|-—-.t‘)-‘ i o
2. Auf gleiche Weise findet man fiic die recur R, 1442
+ 15a% 4 4oxs 4 85xt 4 15625 - . . wegen A=1, t;=4,
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Alf, =11, 8%, =14, A5 f; =6 (alle folgenden Differenzen sind
14527
1— 4 60t — fas - ad

Null) sofort: §=

§.262. Um zu untersuchen, ob eine vorliegende
Reihe eine recurrirende sey, und in diesem Falle, ohne'ein
sonstiges Bestimmungsstiick, die erzeugende Function zu
finden, dienen folgende Betrachtungen.

§. 2G63. Ist die recur. R. § von der 1. Ordnung, so

. . A 1 a a,
ist der Form nach S = ——1 _  daher —= -4+ —"z;
a, +a, x S /fl Ay

theilt man also die Einheit durch die recur. R. erster
Ordn., so entsteht ein Quotient von der Form p - gz.

§. 264. Ist die recur. R. von der 2. Ordnung, also

Sz e

a,4a, x4 a; a®
—1.1 — mor + dya, — 4, a i + A ay— A, (4dya.— 4, a)) 2,
S A, A3 Ay (A, 4 4, x)

dabei riihrt der letzte in 2* multiplicirte Bruch, welcher,
wie man sieht, eine recur, R, der 1, Ordnung erzeugt, von
dem Reste S her, welcher geblieben ist, nachdem man im
Quotienten bereits 2 Glieder p 4 gx gefunden hat. Da

: e v 'r 839
nun auf diese VWeise =P + gz 4 5 2 und 3 eine re-
cur. R. der 1. Ordnung ist; so muls nach dem vdrigen §.

8 § : ; :
& einen Quouenten von der Form p'-}- ¢ = ohne Rest geben.

§. 265. Durch Fortsetzung dieser Schliisse gelangt
man nun zu folgender Regel: Um zu untersuchen, ob. die
Reihe S =t, 4+ f,a 4+ t;2* -} .. eine recurrirende
sey, theile man die Einheit durch diese R., setze aber die
Division nur so weit fort, bis man im Quotienten 2 Glieder,
P - gz und demnach einen Rest §'2%>, wo &' wieder die
Form t| 4 t,a - t;2* .. besitzt, erhalten hat. Hier-
auf theile man eben so § durch §', bis man im Quotienten
2 Glieder p'4 g2 und denRest 8”22, wo 8" =¢t" -tz 4 ..
ist, erhalten hat. Unter denselben Bedingungen theile man




w— 1 IL" ..fi_ S

ferner §' durch 8", §" durch §" u. s. w. Gelangt man
durch dieses Verfahren endlich zu einem solchen zwei-
gliederigen Quotienlen ohne Rest, so ist S eine recur-
rirende Reihe, und zwar von der m. Ordnung, wenn die
letzte Division in der Reihe die m. war. Gesetzt, es gehe
die dritte Diyision auf, so, dals man hat:

1 S
o + g9z + T
s ; ; S S 5 I
= =:p-i-q:x:—}-—éT.:l:1 und F =P + g'a;

-

50 ist
8% 1 S Ap+qga)p’ + q'x) fa®
“S.* = P” + {I,,x 3 ‘l'; — P" I (‘r“.‘r: ?
1 (pHge)p o) p " g )+ (ptgr 4 pl 4 g ) 22
O N PR s e ?

Ay A, x4 A2
ay @, &+ ay x4 a3
die erzeugende Funct., welche sofort eine recur. I. der
dritten Ordnung liefert.

So ist z, B. fiir S=—f 4 3o trardZas a4,

und endlich der Form nach: § =

i & (L g0 5 a5
sofort s=—a—8r+ =22, S=ztzz+722t o 4.
S 1 3 3 - -
und & =—751T75%, ohne Rest; es ist also die gegebene Reihe

eine recurrirende, und zwar der a, Ordnung. Um dafiir die

erzeugende Function zu finden, hat man

i 5 1 5 bz? = a—ax—ar
$dn: Sl T A 'L+—1-+-u,.1.’_.-~1+'3‘r,
1—ax
H RN ok e e £ . E
also endlich § = Y T (vergl. Beisp, im §. 256).

Anmerk, In der Anwendung kann es Gfter vortheilhaft seyn,
Reihen, welche keine recurrirenden sind, niherungsweise
doch als solche anzuseben, und dazu die erzeugende Funet.
zu suchen. Diese werden (vorausgesetzt, dals sie conver-
giren) der Wabrheit um so niher kommen, von je hioherer
Ordnung man die recur. R. annimmt. [Die Entwicklung des
allgem, und summat. Gliedes findet man I., 261 — 260.]




Siebentes Capitel
Uber die Umkehrung der Reihen,
§.266. Erklir. Eine Reihe
y=da + Ba* + Ca® + . .,

in welcher also y als Funclion von & erscheint, umkehren,
heilst z als Function von », und zwar wieder durch eine
nach steigenden Potenzen von y fortschreitende Reihe dar-
stellen.

§. 26%7. Um nun die Reihe
1) y =Ada -} Ba* 4 Ca® + ..,

wobei 4, B, C, . . von z unabhingige Coefficienten sind,
umzukehren, nehme man fiir 2 die unbestimmte Reihe
=1ty -+ t,9* 4 t;»* 4 .. an, bilde daraus die in 1)
vorkommenden Potenzen von 2, und substituire die da-
durch fiir 2, 2%, 2%, . . entstehenden Reihen in 1); so er-
hilt man, Alles nach y geordnet, nach dem Satze der un-
bestimmten Coefficienten die zur Bestimmung von f,, f,,
f;, . . nothigen Gleichungen.

1o Um z. B. die Beihe y=ax 4 2>+ 2% 4 2? .. umzu-
kehren, setze man x = by 4 t,y? 4 5 4 .5 80 wird
(6§ 114 ete.) 2 = t1g® 4 oty t 95 F (2tif; + )% 4 . o»
23 = 1195 -3t 9% f .oy 2t = thyt . w8 W, also,

wenn man diese Werthe fiir x, 22, . . in der gegebenen 1.

2 o

substituirt und nach 3 ordnet:
¥y =ty -+ (t:4£3) 2 + (f3+?f1f1+t?).73

4 (ot ts 23t fHEH ¥ 4 - -
Aus dieser Gleich. folgt aber: f,=1; t,}t? =o, also fp=—13;
ts 42t t, - t3 =0, also ty==1; t, 4 2f, t; 413 4 313 t, - ti=0,
also f;=—1 u. s, w, Die gesuchte oder umgcl:ehrtc R. ist so-
nach: x=y—y2dy5—ys4,,. (Und in der That, die fir

b

7 gegebene R, ist eine recurrirende, wofir §. 259 y = T4

die erzeugende Funct. ist; da nun daraus x = —_Ty- folgt, so
= iy

ist, diesen letztern Bruch nach §. 255 in cine recur. R, aufge-

Wost, wieder z=y —y2+y5—yit..)




: x 25
2. Setzt man, um die B, y = = + — = ol s
e 1 .

5 SR

umzukehren, wieder 2 = ¢, y 4 Ly* - 3 4 . ., entwickelt
wie im vorigen Beispiele die Potenzen von 2 und substituirt dje
entstehenden Werthe durch g ausgedriickt in die gegeb. teihe ;
s0 erhiillt man, wenn wieder nach Y geordnet und der mehr er-
wiihnte Satz der unbest, Coeffic. angewendet wird, die Relationen :

1
=13 t.‘+l‘_}’f:=“‘ also t:=‘*:§ 41, f 4

et 1

2,3

daraus

davaus ty=g; t, 4ty t; 13 513 £+

t; :—T' u. s. w,, demnach fiir die umgekehrte Reihe:
L Fem g LN L
&=y = e ey B BT
3. Laufen die Exponenten von 2 in der gegebenen R. nach
den ungeraden Zahlen fort, so beobachten die Exponenten von

¥ in der umgekebrten R. wieder dasselbe Gesetz. Um daher

as x5
die B e o =73 - ‘—3—|—3 — . . umzukehren, setze

man & — f, 9 <+ 5 - ts 95 4 .. (nimmt man auch dic Glieder
PY5 qxh .« mit in die Reihe auf, so findet man zuletzt pP=0,
g=0, ..), entwickle damit 23, x5, . . und substituire die in
y ausgedriickten Werthe dieser ungeraden Potenzen in der ge-
geb. B.; s0 erhdlt man » nachdem Alles nach y geordnet wor-
den, aus den durch \g':‘;‘!h‘i(']luzlg der gleichnamigen Coeffic,

1 3 J

entstehenden Gleichungen: f, =1, L= li=mali=rr

4

§. w., mithin fiir die umgekehrte R. selbst:

1395 1.3 57
o 2..‘.j+:_..’|._b.7+'

4. Eben so erhiilt man durch Umkehrung der Reihe
x5 2.3 1727 6222
Dt Y W e 5.5-7.9.3
folgende sebr einfache Reihe :

J

o
L=y — 3y

] T A :
Anmerk, Sind allgemein m, m-n, m42n, m +3n, ..
die Exponenten von z in der gegebenen Reihe, so sind
1 1+n 14922 143n
W T e m

ete. die auf einander folgenden

Exponenten der umgekehrten Reihe Ly 270,

Wiire die R. Y = 4 4 Bx <4 .. umzukehren, so miilste
man zuerst A transferiren, d.i. y — 4 = z geselzt , die

IReihe z = Ba -+ Cx24-.. umkehren.




Achtes Capitel.
Uber die Convergenz und Divergenz der unendli-

chen Reihen.

§. 268. Da die Anwendung der divergirenden Lei-
hen in der Analysis nur zu leicht zu Irrthiimern fiihren, und
ganz [alsche Resultate veranlassen kann; so ist es von der
grofsten Wichtigkeit, ein allgemeines Hennzeichen fir die
Con- und Divergenz der unendlichen Reihen aufzufinden.
Da ferner nach §. 219 eine unendliche . convergirt oder
divergirt, je nachdem ihre Summe eine bestimmte endliche
Gréfse oder Unendlich ist, in welch letzterem Falle sie ei-
gentlich keine Summe hat; so wiire die Frage ob, und un-
ter welcher Bedingung eine vorliegende Reihe convergire,
dulserst leicht zu beantworten, wenn man jede Reihe sum-
miren konnte (in welchem Falle aber anucy die ganze Frage
weit weniger wichtig wire).

Um z B. die Bedingungen anzugeben, unter welchen die

geometr. R, @ 4 aqg 4 ag* 4 . . 4 ag® - .. convergirt, hat

. " aqnt — a a—aqgn
man bekanntlich S = — — / :
r/ = 1 — 4/

Ist nun 3, ¢=>1, so wiehst agn mit n bis ins Unendliche,
also wird fir n—=o0o0 auch Spn=o00.

Ist 2. g=1, so erscheint Sa unter der Form 373 es ist aber
offenbar auch in diesem Falle die Summe Sr=a+a+a-+4..
dieser unendl. B, = oo .

Ist endlich 3. g<1, S0 nimmt a gn unendlich ab, wenn n
unendlich wichst, und es nihert sich dabei S, ohne Ende der

a a
Grenze ——, oder es wird fiir n = 00 sofort §p =
1==q

1—gq
Aus diesen Untersuchungen folgt also, dafs eine geometr.
unendliche R, nur dann convergire, wenn der Quotient oder
Exponent derselben, ohne Riicksicht auf das Zeichen, kleiner
als die Einheit ist, und dals diese R. in allen iibrigen Fillen

divergire.

§. 269. Da jedoch die Summirang nur in den we-
. P8 by o o
nigsten Iillen gelingt, und hidufig auch dann noch sehr

schwierig ist; so muls man fiir die Convergenz der Reihen




andere, von dieser Summirung unabhingige Kennzeichen
aufzustellen trachten. Die Betrachtungen der folgenden (§.
sollen uns zu solchen verhelfen,

§. 270 Esseyen a,, a,, .. a, .. die Glieder ei-
ner unendlichen Reihe, die wir vorliufig als positiv vor-
aussetzen, und §, thre Summe; so kann man setzen:

Sp = a; + a, -} a, + .. ax -} E,,
wo E, = @uty 4 @nta 4+ .. ins Unendl. die Erginzung
der Reihe fir den Zeiger n bezeichnet. Diels vorausge-
setzt, wird die Reihe offenbar convergiren, wenn bei der
unendlichen Zunahme von n, E, unendlich abnimmt, und
fiir n = co vollends verschwindet; im entgegengesetaten
Falle aber divergiren.

§. 271, Besitzt eine unendl. Reihe durchaus gleiche
Glieder a, so ist ihre Summe nq fiir n—oo, wenn auch a
cine noch so kleine endliche Grifse wire, Unendlich, also
die Reihe selbst divergent, Da dieses fiir Reihen mit
wachsenden Gliedern noch in einem hohern Grade der Fall
ist, so kinnen wir unsere Untersuchung offenbar auf Rei-
hen mit abnehmenden Gliedern, d. i, auf fallend e Rei-
hen beschrinken,

§. 272, Sind aber von irgend einer Stelle angefan-
1 1

1 . . .
gen —, —, —— 3 auf einander folgende Glieder einer
fn fn-|—1 fn-[—z

fallenden R., also t, < tats < tags und tberhaupt t, um

o . ¢y i ln fr-1
so grolser, je grolser n ist; so hat man sl e

Lri-f [n-f-2
auf einander folgende Quotienten, welche entstehen, wenn

man in der Reihe jedes folgende Glied durch sein unmittel-

A fn tnta — tn b8 e
bar vorhergehendes dividirt, und ol el 2 fiir die Dif-

iu-\i—l l'nd‘l—-z

ferenz dieser beiden Quotienten. Man sieht aber leicht,
dals diese Differenz bei der bestindigen Zunahme von »
fortwihrend abnimmt und fiir n=0o0 vollends verschwin-
det, weil bei dieser Zunahme von n der Nenner dieses Bru-
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ches ebenfalls fortwihrend wichst, wihrend sich der Zih=
ler zugleich ohne Ende der Null nihert.

§.273. Es seyen nun fiir unsere obige Reihe a,,

. . An-t-a dn-t-2

@5 2 e die Quotienlen O 2 ound T =y + an
p= dn t’Lu+|

so ist nach denBemerkungen der beiden vorigen {§. <1

und a, eine Grélse, welche unendlich abnimmt, wahrend
n unendlich wichst. Aus diesen beiden Quoticntcn folgt:
Anga = @n 2 Wd Qnpy = Qo (@ + @) = @n 2 (2 4 an),
Eben so 1st weiters:
Ant3 = Anda (2 - Gut) = anz (24 a,,)(.;' ~+ ant)
Qg = Ant3 (2 - Gnga) = A0 2 (2 + @) (2 - dnt) (2 - anta)
. R g

Esist also, diese VWerthe obenin E, = a,41 + @nta . .
substituirt:
m) E, = aa. [.1 +z(zta)) 2 (z - an)(z - anta)

+ 2 (@ + a)(@ + daa)(@ @) £+ 1,
oder wenn man multiplicirt und die Summe der unendlichen
geometr. R. o 4 2* - 2% - . . = § setzt:

E.= a,S( -+ an 4 2 ant. + 2*any, 4 ..
F Gutngo + 2antups . . eto).

§- 274, Da dieser Relation wesentlich die Bedingung
zu Grunde liegt, dafs @ <1, nimlich die zu untersuchende

R, fallend sey; so ist (§. 268) 8§ = i 5 eine endliche

1
Gréfse, und sonach (da an, ayt., . . dabei unendlich ab-
nehmen) a, S die Grenze, welcher sich E, bei der unend-
lichen Zunahme von n ohne Ende nihert [was auch aus der
Relat. m) ersichtlich ist]: nimmt also (§.270) diese Grenze,

nimlich a, - bei der unendl. Zunahme von n unend-

3

lich ab, und wird dieser Quolient fiir n=o0 vollends gleich
Null; so ist die betreffende Reihe convergent, im ent-
gegengesetzten Falle aber divergent. — Da es iibrigens
dabei gleichgiltig ist, ob der Quotient 2, bei welchem es
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nur auf den numerischen VWerth ankémmt, positiv oder ne-
gativ ist; so gilt dieser Satz auch dann noch, wenn (wenig-
stens von irgend einer Stelle angefangen) in der Reihe ein

regelmifsiger Zeichenwechsel Statt findet.

§. 275. Das eben entwickelte Kennzeichen fiir die
Convergenz und Divergenz unendlicher Reihen zeigt deut-
lich, dals das blofse Abnehmen der Glieder oder Fallen
der Reihe zur Convergenz noch lkeineswegs hinreichend
sey; obschon man umgekehrt, aus dem Nichtvorhandenseyn
dieser Eigenschaft, mit Bestimmtheit auf ihre Divergenz
schliefsen hkann.

1
1. Sohatman z, B. fiir dieunendlL. R. 1 -+ -+ .. = +..

@n- 7

1 1
sofort = e—— g ] —— — J-.. ), also (da z < 1
an P n + (n.'-‘— = 5 )' G 2 <

seyn mufs, und der Voraussetzung dals n fortwihrend zunimmt)

1 e 1
r=1—- und an = LE=t, Da nun dieser Quotient bei

der unendl. Zunahme von #z nicht bis Null, -sondern nur bis 1
abnehmen kann; so ist die vorliegende Reihe divergent.

2. Fur die Reihe 1 — 453 — 7 4+ .. dagegen st

a 1 1
H—A’-‘::—L-[--——(-—-}-..),alsn
n
1

dn n*
1
r=—14+ —(oder —x=1——) und
n u
x —n-t1
an -

— 1 .

1—x n(sn—1)

Da dieser Quotient bei der unendl. Zunahme von n unendlich
abnimmt und fiir 7 =00 verschwindet, so ist diese Reihe c¢on-
vergent,

3. Um dieBedingung zu finden, unter welcher die unendl. R.

1 u
T T e

-+ . . convergirt, hat man

(2n)m
ant (2n)m (2n)m m
= — =1 —— o
an (2n 4 2)m (2n)m 4 m(2nym—s 2 4, n P
I m 1 T n—m
also xr=1 — — und a = ———_ woraus sofor o
n o TR mizn)m? ort folgt

dals diese Reihe fiir alle positiven Werthe von m>1 con-
vergire, fir alle iibrigen Werthe aber dive rgire,
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§. 276. Setzt man fir 2 seinen Werth fi'—t-: (0. 273),

X dn ar:+ 1

s0 wird a, , und es ist die Anwendung

1 — 2 dn — 41
dieses letztern Quotienten statt des vorigen, zur Untersu-
chung der Convergenz einer gegebenen unendl, Reihe, mei-
stentheils noch bequemer,

1. So ist z. B, fiir die unendliche Reihe

1 K : :
B S e e e S
unﬂn+l
an— an4

Null werden kann, so ist die Reihe diver gent,

sofort = 5; da also dieser Quotient fiir 2 =©O nicht

2, Dagegen erhilt man fiir die Reihe

s : 1 iy 1 ! an An-- J s
oy 7 e G e Al o i Sy 4
n—iu %1 Un — Gni 4n

und da dieser Quotient bei der unendl, Zunahme von 2 unend-
lich abnimmt und zuletzt fiir =00 ganz verschwindet, so
gehort die vorliegende Reihe zu den convergirenden,
1 1 1
3. Fiir die unendliche Reihe - -+ T -+ 7 -+ . . hat man
@n An-t 4 1

an — An+ m nm— - (HI) wm—s

2

» woraus sofort folgt,

dafs diese Reihe nur fir positive, die Einheit iibersteis
gende Werthe von m convergire,
4. Um die Bedingung der Convergenz fiir die Reihe

& Tt as
—;+ 1.z+h{._z_.h3_+"

aufzufinden , hat man dafiir
Anlntr ant
an — an-+ T 2.3..n(n+41—x)

=i [2.2.2 b0

- .o

E &

und es ist nicht schwer einzusehen, dals dieser Quotient bei der
unendl. Zunahme von n fir jeden endlichen Werth von % un-
endlich abnimmt, folglich die vorlicgende R, fiir alle innerhalb
der Grenzen 4 OO und —©0 liegenden Werthe von x con-
vergire.

5. Piir die unendl. R. @ — ;2% } 725 — 72+ 4 . . erhilt

an @ndy F xn. xntn 2 n-1 n

dn — Qnt T (n4-1) a7 pndr Fng (."cn-i-t .;:)°

Burg's Compendium d. hoh, Math, 1

man
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Da nun fiir n = o0 der Quotient — ( also auch jener ——
. an .‘1‘!}%‘“-

oder o0 wird, je machdem x> oder <1 ist (was man leicht

B
find beziel i d 2
indet, wenn man beziehungsweise z = 1 a und = ——
? e 8 + -1'+6€
1‘"
setzt, und damit o entwickelt) 3 so folgt, dafs diese . nur in-
nerhalb der Grenzen x=—1 und x= -1 (diese létztere noch
mit begriffen) convergire, sonst aber divergent sey.
6. Unter den nimlichen RBedingungen convergirt auch

. . 1 | ; B
die Reihe x — 323 f+ 525 — s 27 4.,
X3 x5
7. Fiir die Reihe z — - 4 =——— —ete, findet man
2.8 258 kD
an dnta = piiEee an-4 ¥ ko 2n—1
—_— i =i = o3 i kit i) |0
an — Ant + S i € x

und darauvs folgt, so wie im 4. Beispiele, dafs diese R. fiir jeden
endlichen Werth von x, d. i. innerhalb der Grenzen & =-—00
x=-40CO convergire.

8, Dasseclbe Ergebnifs findet man auch fiir die unendl, Reihe
£ x
ML T
9. Um endlich noch die Bedingung aufzufinden, unter wel-

cher dieR. (1 J-z)m =1 (m).r 4+ (':).1:1 e i die ber

1

— ete.

kanntlich (§. 121) blofs fiir ganze positive Werthe von m ab-
bricht, convergire, hat man dafiir:
an Gp4- m(m—1) .. (m—n-41)im—n)

tn — dn4 1 . 2, ..,n[(nt1)4 (n—m) x]

und da (wie wir unten §. 297, 5. sehen werden) dieser Quo-

antr

tient bei der unendl, Zunahme von n blols fiir x <1 unendlich

abnimmt und fiir n =00 verschwindet; so convergirt diese
Reihe ebenfalls nur innerhalb der Grenzen ¥ = —1 und x =--1,
Auch convergirt diese Reihe noch fiir x=1, wenn m positiv
ist (vergl. auch §. 278, Beisp. 2.).

§.277. Zusatz. Fallende Reihen, hei denen
ein regelméalsiger Zeichenwechsel Statt hat, sind immer
convergent. Denn sind wieder + a, ¥ @nj. 2 auf
einander folgende Glieder (oder wenn immer mehrere Glie-
der das niamliche Zeichen besitzen, Gruppen von Gliedern)

{n dn 1 1 1
der R, sullatlnan_i_—_—+1: = laisidn
g — t!!a+| g An-t=y n
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nun die R. fallend ist, also a, und d@ny. fiir n=00 un-
1

1 - 9y
und — unendlich grofs wer-
An--1 an

den; so wird dabei in der That dieser Quotient gleich Null.

endlich klein, demnach

§. 278. Die in §. 274 zur Untersuchung der Con-
vergenz der unendl. Reihen entwickelte allgemeine Regel
lifst sich fir jene besondern Reihen, fiir welche der Quo-

: a . = il i

tient 2T die Form r) £ i erhilt, noch
an n% L Adn*t 4, .

einfacher ausdriicken. — Es sey nimlich

@ = (" prr=t f L) ¢ (0t e prrr ah L )
das allgem. Glied einer solchen R., und dabei m und r
positiv, soist 4
anpr=[(n 1 p(ry =i J: [(rb ) (=]
=[a"+ () .. ]: [wm+ (P m) nm—r -, s

demnach

pritEr G p iR LT
an  nrtmp(pfpHmynrtm— g s T ¢ :
: m—ry
es ist also 2 =1 — = und
x
an =
1—x
m—r it ’
(n"-—]—pn"—‘—[—..)(l o = s plam—r e, Y (m—r);

welcher Quotient bei der vnendl. Zunahme von » offenbar
nur dann unendlich abnehmen kann, wenn m—1>r oder
m—r>1 ist. Da nun aber, den obigen Quotienten 7) mit
jenem s) verglichen, r +m=a, p+p -+ =a und
p~+p'+4m==4, mithin m=4—p—p und r=a—p—p,
folglich m —r=A — a ist; so wird also die betreffende
Reihe convergiren, wenn (bezogen auf den obigen
Quot, r) 4A—a>-1 ist.
1. So sind z. B. fiir die beiden unendlichen Reihen
1

L 1 1
1+ 57+ 54+ .. und $+;+EF:+'

An-1

die Quotienten beziehungsweise:




i 1('].-’,_ i

0

1
n—1 n—zh nn nmt + o pm— + i
= 5 und =

2 =1 = n4 = (24 1)m T -+ mnm— L o, S
a

Da nun 4 — ¢ fiir den erstern =1, und fiir den letztern =m

ist; so folgt, dals die erste Reihe divergent, die letztere
aber blofs fiir m> 41 convergent sey (§. 276, 1. und 3.).
2, Setzt man in der im g. Beisp, §. 276 angefiihrten Reihe

n-t-1 n—m
Gl - 5 n + 1

cinfacher als a. a. 0.) folgt, dafls wegen 4—a=m-}1 dicse

x=1, 50 wird » woraus wieder (und zwar

Reihe, bei dem angefithrten Werthe von 2= 1, nur fiir posi-
tive Werthe von m convergire,

Neuntes Capitel.
Entwickelung der Exponentialgréfsen und logarith-
mischen Reihen, Bemerkung iiber die Convergenz

unendlicher Factorenfolgen.

§.279. Erklir. Jede Grofse (die Einheit ausge-
nommen) mit einem verdnderlichen Exponenten wird E x-
ponentialgrélse genannt; sie hat daher immer eine
der beiden Formen a* oder y=.

Eine Exponentialgrifse entwickeln, heifst diese in eine
(convergente) unendliche, nach steigenden Potenzen ihres
Exponenten fortlaufende Reihe auflosen.

§. 280. Um die Exponentialgrifse a* zu entwickeln,
setze man 1) e==1--b; so wird a*==(1 4 b)*, oder wenn
man nach dem Binomialtheorem (dessen ganz allgem. Giltig-
keit §. 126 erwiesen wurde) entwickelt:

ar =1 -+ (j’)b _|_(;f)o=+ (-;")ba ey (f;)bu+..,
und wenn man die Multiplicationen von
() =2, () =regtieen

ausfiithrt and Alles nach = ordnet :

a* =1 + ["bﬁ%bz+%b3+' :
+1x('f:.!afa’lj‘l' + B, 2? + Bja? ..

1« 2,.(h—1)n
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Dabei ist der Coefficient von 2, nimlich 4, =5 — *p?
L A LA T, o ’—:b", nach einem einfachen und be-

stimmten (von der Natur der Binomialcoeffic. abhiingigen)
Gesetze gebildet, wihrend alle iibrigen Coefficienten B,,
By, . . ganz unregelmifsige Reihen bilden. — Man hat also,
wegen b==a—1 [aus 1)]:

a) a* =+ A& 4 Byat + Byt ..,
und dabei '
2) 4, = (a—1)—;@—1)+3@—1) — @1y + . ..

S§. 281. Um ferner die noch als unbestimmt anzuse-
henden Coeffic. B,, B, . . durch dieselbe einfache Reihe
A, auszudriicken, setze man in «) 22 statt z; so erhalt man,
da die Coeffic. von 2 unabhingig sind:

a*=1 |24, z| 2*B,a* 4 23 B, 2% 4. ..
Nun ist aber auch a** = (a?)* = (1 -+ 4,2 + B,a* | . .)%;
entwickelt man daher die 2. Potenz dieses Polynoms und
selzt diese der vorigen Entwicklung von a** gleich, so er-
hilt man die identische Gleichung:

t-24d, 24 (2B, 42)a* ..
~+(2B.+ 24, By + 2B, Bas+ . )a" - . .
=124, 2+4B,2>4.. 4+ 2% B 2" 4 . .,
und daraus ({. 108):
2B, J- A= 4B, oder B, = i‘-;

2
3

A3
2B, | 24,B, = 8B; oder B;= —F WS W

2B, 4 24, B,_, + 2B, Bys -+ .. = 2* By,
und daraus, wenn man das hier herrschende Gesetz fiir die
vorausgehenden Coeffic. B,—,, B.—s, . . gelten lifst:
S
B== TR
wovon die Richtigheit auch noch leicht durch héhere In-
duction nachgewiesen werden Lann [L, 289]. Man hat also
endlich aus a):
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it ity 4 A
3) a=:1+Tz-_.|_,:;$z+l 3_,;9_}_.__}_1 - na_.n_]_._

wobei 4, die oben in 2) angegebene Reihe oder Function
der Basis a ist, und ({. 276, 5.) innerhalb der Grenzen
von a—1=-—1 und 41, also a=o und }-2 conver-
girt. Ist A, eine endliche Grifse, so convergirt diese
Reihe 3) (§. 276, 4.) fiir jeden endlichen YWerth von 2 oder
innerhalb der Grenzen z——co und z=-}co.
Anmerk. Um kurz anzuzeigen, dals eine Reihe innerhalb der
Grenzen von x=ua bis x=10, convergire, schreiben wir ne-
ben oder unter die Reihe: }r: a, x=>5b{, und wenn die

Grenze b noch mit begriffen ist: |x=a, r=h|.

S. 282. Setzt man in der vorigen R. 3) 4,=1, und
bezeichnet den besondern Werth von a, welchen diese
Grundzahl vermoge Relat. 2) (§. 280) erhalten mufs, durch
¢; so hat man:

.+ jz=-00, #=—o00|-

Um ferner den numerischen Werth von ¢ zu finden,
darf man nur die obige R, 2) umkehren, wodurch man

(§. 267, 2) °
a—1=24,-+}.. oder a_l—]—A—}- + 9d+"

erhilt, und dann 4, =1 setzen,
Ohne jedoch erst die Umkehrung zu Hilfe zu nehmen,
darf man nur in der vorigen R. 4) =1 setzen, und man

erhilt: e==1—]—1+ —{-—2 5-{—? d!+"’ oder bis
+

auf g Decimalen genau: 5) ¢ = 2718281828,

Die logarithmischen Reihen.

S. 288. Bezeichnet a die Basis oder Grundzahl ir-
gend eines Logarithmen-Systems, so ist bekanntlich die
Grundgleich. der Logarithmen : a* =y, und daraus fiir die-
ses System m) a = logy-

§. 284. Um logy in eine Reihe nach y zu entwickeln,
folgt aus der vorigen Gleich,, wenn man beide Theile eur
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Potenz = erhebt: a®? = =, oder [§. 281, 3)]:
v + A2z o= 4+ a3 ..,
wobei A, = (a—1)—+(a—1)*-}-.., also eben so
ap= (y—1) —1(y—1) 4 3(yr—1)* —ete.
ist. Aus dieser identischen Gleich. folgt ferner, da sowohl
Ay als auch «, von z nicht abhingen (§ 108): A,x = a,
oder z = :Ti [(y —1) — 2(r—1) 4+ 3(r—1) —..]

Setzt man fiic  den VVerth aus der obigen Gleich. m)

und Hiirze halber n) /—;— = M, so

i = (a—1) — v (a—1)* 4. .
erhalt man:

1) logy = M[(y—)—1(r—)"+5(r—1)*—-.]
und wenn man y - 1 statt y schreibt:

2) g1 y) =My—=1y 43—+ )
lr=—1,r=+1}

§. 285. Der von der Basis a abhingige Factor M
beilst Mo dul desLogarithmensystems der Basis a. Nimmt
man, was am einfachsten und natiirlichsten ist, M= 1, wo-
durch auch (Gleich. ») 4,=1, mithin §. 282, a—=e¢ wird ;
so heilsen die dieser Basis ¢ entsprechenden Logarithmen
natiirliche, oder auch, aus einem spiter (§. 862) einzu-
sehenden Grunde, hyperbolische Logarithmen. Da
wir diese durchgehends blols mit ! bezeichnen werden, so
folgt (da der Logarithmus der Basis immer gleich Eins ist)

le=1 und 3) (1) =y—2r*+3r —10'+..

§. 286. Folgerung. Fir » = a — 1 hat man
nach 3): la = (a—1) — 5 (a—1)* + ;(a—1)° — . ., folg-
lich §. 280, 2): 4, =la, daher auch {. 281, 3):

ba

{2
ar::—|-la..z:-|—__ﬁ_£m‘-+q Lat
und § 284, n): M= .;_

@

Um vom Logarithmensysteme Log auf ein anderes log
von der Basis a iiberzugehen, hat man bekanntlich:




Lilst man daher die natiirlichen fir dje bekannten Loga-

rithmen gelten, so erhilt ran logy = -j‘l_-—.%l‘y, oder
@ a

endlich (vermdge der vorigen Relat) logy = Mly; dabei
bezeichnet M den Modul fiir das System log von der Basis a.

§. 287. Um die obige Reihe 2) fiir Werthe von y>1
gut convergirend, also fiir die wirkliche Berechnung brauch-
bar zu machen, setze man in dieser R. — statt y, und
ziehe von ihr die dadurch entstehende Reihe ab; so erhilt

man log (1 4 y) — log (1 — y) oder

B) tog(FEL) =aM(y 433 4 1ps 4. ),
14y x -

= —— setzt, wora =
L=ty Xr—1 2 S J’

und wenn man

2¢—1

folgt :
4) logx = log (z—1)

’ 1 1 1
el ['2.'1’,‘-— 1 o 3(2x—1)3 + b(axr —)s i '].

§. 288. Nach dieser schon sehr gut convergirenden
Reihe erhilt man die natiirl, Logarithmen der 3 ersten Prim-
zahlen (die Logarithmen der zusammengesetzten Zahlen
werden durch blofse Addition aus jenen der Primzahlen er-
halten) wegen 11 =0 und M—1:

lgm_—z(%ﬁ—g.l_?—[-ﬁ—}-..)—_-0'6()314718,

1

l3-_—.22—|—g(é—}—-m; 5—:—5—[— : ) = 1'09861229,

ts=slata (I L 4. ) = 160943791
() K l)"
Daraus hat man z. B. fir die zusammengesetzte Zahl 10:

lhio=l2 4 ]5= 2'30258509.

§. 289. Um diese letzte Reihe 4) noch convergen-
ter zu machen, setze man 2=—1z2; so erhilt man, wegen




Zog(,r—1)=log(:.'1-——1)=log-(z+1)+£og(:,-—-l):
5) logz = ;[log(z—1) 3 log (=+1)]

+ M [r~—-' é(zz-_L ik ]

§. 290. Setzt man, fiir den Fall, dafs die Logarith-
men auf 20 oder 30 Decimalstellen berechnet werden sol-

len, in der Reihe (3), § 287: ¥ :h, so erhilt man

3
oy = D, —r =TETED | folglich
(r—1)2(x42)

: 2 a3 :
TR [ms_aa.- vy vl ']’

und- daraus, wenn man die eingeklammerte Reihe durch R
bezeichnet, die von Borda gefundene Formel:

6) log (z--2) = 2log (x41)
- log (2 —2) — 2log (z —1) 4 2MR.

§.291. Setztman inder nimlichen Reihe 8) y = —1«-;,

wodurch +; — E wird ; so erhilt man

2 lo” e OM[ P-I—’l) + };;f]) e ']’

und daraus \mlc gut comergu'ende Reihen, wenn man den
unbestimmten Grélsen p und ¢ solche Werthe beilegt, dals
sich diese erstlich in einfache Factoren zerlegen lassen, und
dann p — g bedeutend kleiner als p-}-g¢ ausfillt. Solche
Werthe sind z, B. die folgenden:

p = 2* — 252* = 2*(2+5)(x—5) und
g = a* —a52% 4 144 = (a4-3)(e—3)(w+4) (e —h);
denn man erhiélt damit aus y), wenn man der Kiirze wegen
die Reihe

(T‘—-Jat ‘5‘72) + 5(1'*?‘”" +7") + b

setzt, die von Haros herrithrende Reihe:

7) log (245) = log (x-+-4) + log (x+-3)
-+ log (z—4) + log (z—3) — 2logx — log (x—5) — 2MAR.
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Anmerk: 8o brauchhar auch diese bisher entwickelten Rei.
hen seyn mégen, so'wiirde man doch noch, wenn es sich
heut zu Tage um die Berechnung von ausgedehnten loga-
rithmischen Tafeln handeln sollte, mit grofsem Vortheile
damit ein Verfahren in Verbindung bringen, welches die

Differenzenreihen an die Hand geben [L., 302].

§:292. Aulser dem natiirlichen Logarithmensysteme,
welches ausschlielsend in der Analysis angewendet wird,
ist noch vorziiglich, und zwar durchgehends beim Rech-
nen, das Briggische System, welches 10 zur Basis hat,
im Gebrauche. Da aber fiir dieses System der Modul ({. 286)

M= ="

Lo 2300, .0

ist, so wird man (§. 286) die natiirl. Logarithmen (I) in
Briggische (die wir immer durch log bezeichnen werden)

= ':134.2[)4_’;8

umwandeln, wenn man die erstern mit diesem Decimalbruche
434 ... multiplicirt, dagegen, umgekehrt, diese letztern
auf natiirliche bringen, wenn man sie durch diesen Bruch
dividirt, oder, was bequemer ist, mit /10 == 2:3025850q9
multiplicirt.

§.293. Da wir die Eigenthiimlichkeiten und Vorziige
dieses Systems als bekannt voraussetzen diirfen, so wollen
wir hier nur noch kurz einen Satz ableiten, auf welchem
der Gebrauch der Tafeln beruht, und welcher in den
Elementen nur aus den Tafeln selbst nachgewiesen wer-

den kann.
§. 294. Setzt man in der R, 2), §. 284, in welcher

jetzt M den Briggischen Modul bezeichnen soll, y=;_':;

so erhalt man log (n-1)—logn =M [—‘-—» - (E):—{—...],
b2 2 1

cine Reihe fiir die Differenz der Logarithmen zweier um

eine Einheit von einander verschiedener Zshlen.

) 1
Ist nun bereits n > 10000, also — < *0oo1 und
i
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so hat, da auch iiberdiefs noch M <1 ist, selbst schon
das 2. Glied dieser Reihe auf 7 stellige Mantissen keinen
Einflufs mehr, und man kann daher fiir Tafeln, welche die
Logarithmen auf héchstens 7 Decimalstellen enthalten, und
fiir Zahlen n, welche schon nahe gleich 10000 sind, oder
gar diese Zahl iibersteigen (fiir 6stellige Mantissen brau-

chen diese nur 1000 zu iibersteigen) setzen:
M
log(n+1) — logn = —.

n

Unter den nimlichen Bedingungen ist aber auch
M
log 2) — log =
o (n-5) — log (1) = =,
und da bei dieser Grifse yon n und bis auf die angenom-
mene Grenze von 7 Decimalstellen (wie man leicht findet)
M

M .
= r_ 1st; so hat man:
T

n-1
log(n4-1) — logn : log(n—-2) — log(n1)
M M

= .:a—-FT= 101 = (1) —n:(nd2)— (a41),

d. h, es verhalten sich unter diesen Bedingungen die Diffe-
renzen der Logarithmen, wie die Differenzen der zugehdori-

gen Zahlen.

Bekanntlich beruht auf diesem Satze die Methode, um aus
einer solchen 7 stelligen Tafel, die gewdhnlich die Logarithmen
aller 5 viffrigen Zahlen unmittelbar enthilt, auch die Logarith-
men der 6, 7 und in manchen Fillen 8ziffr. Zahlen mit Hilfe
der Proportionaltheile zu finden. [Noch mehreres hieriiber in
I., 8o7, fi.]

§.295. Um eine Reihe fir die entsprechende Zahl
durch den Logarithmus ausgedriickt zu finden, setze man

. z* z3
e?= z; so wird, §.282: a=14sf+ —+F—F—+..0»
1.2 Bl e |
log x
oder wegen z = l2 = —--t’ - auch:

8) m_l_i_(!aqz')_l__ (!i-ET)"!"? 3(iogr) i g,

log x log b 7
2 =0, Bl=ctool. [L, 309, ]
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§.296. Mit Hilfe der logarithmischen Reihe 2),
§. 284, lilst sich nun auch eine Formel zur approximativen
Berechnung von z aus der Gleichung a* = a entwickeln.
Denn ist £ =a ein vom wahren VWerthe um Lkeine ganze
Einheit mehr abweichender erster Niherungswerth, wel-
cher durch ein paar Versuche leicht gefunden wird; so
setze man m) z=—=a-} 5, wobei also <1 ist. Dadurch
erhilt man, wegen zloga = loga:

log a = («+) og (s +) = () tog s f-10g (1 +2) ],

oder wegen

o
. 2 My
lt}g(l-!-i—)-:ﬂf[‘g—-%(‘::)+...:[= a”,

wenn man nimlich, da es sich nur um einen einfachen Nihe-

rungswerth handelt, die hihern Potenzen von Y auslilst:
a
v My
loga = (a=7) (Zogr: -+ - ) =aloga 4+ My g loga
a

Ly2 a
[-—j— wieder weggelassen], und daraus als Niherungswerth

fir y:
loga — a loga
oo M 4 loga

Um z. B. aus der Gleichung 2z =645 den Werth fiir = zu
finden, hat man nach dieser Formel, da 4= 256 und 55=3125
ist, also x zwischen 4 und 5 liegt, fiir a==4'5, wegen a= 645
und (§. 292) M= "4342945: y=—"119, Mit diesem Werthe ist
=45 —119=4'381 genauer als der vorige Werth a Lilst
man diesen letztern Werth fiir @ gelten, und berechnet nach
der nimlichen Formel g) dafiir y, so erhilt man y=—-o0o10q,
also ist noch genauer: 2= 4:381 — ‘00109 = 4'37991. Setzt man
aber neuerdings a= 437991, so findet man y=—+a%1, also
x = 437991 — ‘081 = 4'3799099 , welcher Werth bereits schon
bis einschliefsig zur 7. Decimalstelle richtig ist und durch Fort-
setzung dieses Verfahrens leicht noch genauer gefunden werden

kann.

Convergenz unendlicher Factorenfolgen.

§. 297. Um zu untersuchen, unter welchen Bedin-
gungen cine unendl. Factorenfolge == Q)00 s Qrkr ne
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convergirt, d. h, sich einer bestimmten endlichen Grenze
um so mehr nihert, je mehr Factoren von vorne herein
man beibehilt; so bemerke man, dals wegen ({{. 283, 285)
an = eg‘z", auch 1) F = ettt lant o Flandoo g5, Tt
nun die unendl. Reihe 2) la, 4+ la; 4 ...+ la, ...
convergent, und s ihre Summe, so ist auch F =e*
convergent und von Null verschieden. Ist dagegen
diese R. 2) divergent, also ihre Summe =— 4 oo; so ist
im 1, Falle F = et® = oo divergent, und im 2. Falle
F= ¢—® =0, also convergent und gleich Null.

1. So ist z B. fiir die unendl. Factorenfolge (1 4-1) (1 %)
(t43) (1 -]-“,(T,) ... die obige Reihe 2) sofort:

1 1
L(n41) $ l(l—l—z)—l- R l("*'E) +-
Setzt man Hiirze halber den Quotienten (§. 270)
an dnt
= Q,

an — da-+

1
16st hier l(l +:T) und Z(l +(n—+_l_j:) nach §.285, 3) auf,
und behilt dabei nur immer das 1. Glied der R. bei; so erhilt
1 1
(n 4 1)'-=——n,?—_-‘;n,+ i
da fiir n=00, Q=0 wird, convergent; e¢s convergirt also
auch die vorliegende unendl. Factorenfolge gegen eine endliche

man Q= Die vorige R, ist demnach,

Grenze,
2. Fiir die Factorenfolge (1 —2)—3)(x — 2, (1 ——;) i

wird die obige R.3): (1 —%) 4 1(1—3) +..., und fir diese,

nach einem dhnlichen Yerfahren, Q= — 1. Diese

1
B )
R. ist also divergent und (da @ negativ ist) ihre Summe = — 00 3
es convergirt demnach die betreffende Factorenfolge gegen
Null

- . .. . 3 J 1 x

3. Da man hingegen fiir die Factorenfolge G0 L)

1 1 . %
i R — _  — 3 findet, so wird diese fiir
( +u) » Q n-t1—n ;
n= 00 echenfalls Unendlich und ist sonach divergent.

2
4. Fiir die unendliche Factorenfolge (1 sy (; iT)




e '1?!'_ e,

x2 &= ab it o .
(1 -i-?) i (1 +-—) ... findet man, dals sie fiir einen jeden
P T

endlichen Werth von x gegen eine bestimmte endliche Grenze
convergire,
6. Um endlich noch zu untersuchen, fiir welche Werthe von
m(m—1)(m—2)...(m—n41)

x die Factm'(.nfu]ge 3 an, wel-
o 2

= m an
cher man auch die Form +m( 1—— T b IR
n

geben kann, convergire, wird dafiir die obigeR. 2): 1(1 ——) +..

n—1

+l(1 et +n (lx—-—) wobei sich das letzte Glied,

In
bei der unendl. Zunahme von n (weil dabei — gegen Null con-
n

vergirt, I., 318), auf nlx reducirt. Fiir positive Werthe
von m ist die Summe dieser R. bis einschlielsig zum vorletzten
Glied genommen, da sie steigend, also divergent ist, und die
Logarithmen negativ sind, gleich —©0; es ist also fiir n =00
die Summe der ganzen R. =00 (— 14 lx), und daraus folgt,
dals fiir negative Werthe von [x iiberhaupt, also fir x < 1,
dann fiir solche positive Werthe, wofiir lx < 1, also fiir 2 <e,

mithin zusammen, iiberhaupt fiir xz 1, die besagte Reihe 2)

gleich oo, demnach endlich die vorliegende Factorenfolge
gleich Null wird; ferner, dals fir x> e (d. i z >2'718), wo-
fiir nimlich { x> 1 ist, dic Summe dieser B. = -+ oo, folglich
die Factorenfolge divergent oder unendlich wird. — Fiir ne ga-
tive Werthe von m hingcgcn ist fitr n =00 die Summe dije-
ser R. 2) =001 4-1la), also fiir .',c§ 1 sofort = 4- o0, und
fiir solche Werthe von & <1, fiir welche dem numerischen Werth
nach [x > 1 ausfillt (da tluhcl Ix negativ ist) = — o0: die
Factorenfolge selbst ist daher im 1. Falle divergent und im 2,
convergent und gleich Null. Alles zusammengefalst, sicht man
also, dafs die hier vorliegende Factorenfolge bei jedem Werthe
von m, fir x < 1 convergent und gleich Null, dagcgcn
im Allgemeinen fir x>1 divergent und unendlich sey.
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Zehntes Capitel.
Trigonometrische Reihen. Berechnung von 7. Maivr-
sche Formel, Binomische Gleichungen.

§. 298, Setzt man Hiirze halber \/— 1 ={ und in

der Reihe 4), §.282, statt 2 einmal @i und damn — 273

? ? x? 23 i at x5
so erhdlt man: e =— al— — ——— — ——
+ 2 2.3T11,5.|+2...0

R at x5

- — — — etc.
',a.Slfz.‘d.['l 2004l

Ferner aus diesen beiden Reihen, wenn man sie einmal zu-

. : zt
etc. und e~ =1 —ai— —-
2

sammen addirt und dann auch von einander subtrahirt, im
erstern Falle sogleich durch 2, und im Jetztern durch 2

dividirt :

ext | e—zi xE ip) xb
=1 —=+ " ——— 4 ... und
2 2 2,34 5 e5ib
oxTi e— p—x& aZ + as
—— —_ x — - —_— e, s
21 2.9 oY T W

S. 299. Bezeichnet man den ersten dieser beiden
Exponentialausdriicke durch f(2) und den letztern durch
¢ (z), so erhilt man ganz einfach daraus folgende Relatio-
nen: f(0o)=1, ¢(0) =0, J{(-‘"’)a“}" ?("')2: 1, f(—2)
= f(+2), p(—2)=—¢ (+=2), f(ea)= 2.}("(4')’ =k
=1 —29¢ (z), 9(22) == 2¢ (2)f(2) u.s. w., so wie auch
noch, ¢(z+y) =9 (2).S() + ¢()S(2) und f(z +7)
= (@) /() F ¢ ¢ [L, 328]. Aus allen diesen Re-
lationen folgt aber, was auch schon die beiden ersten allein
beweisen, das f(2) = cosa und ¢ (2) = sinz sey (vergl

§§- 9 — 24).
§. 300. Man hat demnach folgende wichlige Aus-

y erV—1 — eg—x V—1 ey —1 -+ e—zV—
1) sice = gy ds ==
2y —1 2

3

5

: T x
3) sinx = & #;-.‘E—f-z...ﬁ x s




e ] 7)) —

2 xh a0
4) cosr — 1 —T+2.5‘—4—m—~1—. » ey

| = — o0, 2 = - oo fiir beide R.}.

sinx
R Wegen iangax = - - und cotz —
S' 301, Veg 2 cosz sin x
erhilt man ganz einfach, wenn man fir sina und cosz die

Heihen 3) und 4) substituirt:

cos x

x3 215 1727 6229
5) tangx = x -+ 3——!—{—54—5’5——]-—— + ..
o

Al T

1 - xs 273
()COI.Z‘-:.-—-_-—--'---—-._.H______‘._
) CEN e G e e

[Wie man in diese Reihen durch Einfiibrung der Bernoul-
lischen Zahlen (§.239, Anmerk. 1) ein Geselz hineinbringt, so
wie die Entwickl. der Reiben fiir Isinz, lcosa ete,, s, m, L,

333, fr.].

§. 302. Um z durch sinz und tang 2 auszudriicken,
erhilt man durch Umkehrung der Reihen 3) und 5), §.267,
Beispiele 3. und 4.:

¥ 1, sinas 1.3 sinxs 1.3.5sin 27
I = sinx = e LT —, s
7) s 2.8 i 2.4.5 2.4.6.79 T
fsina = — 1, sine = -+ 1/,
8) z = tangz — ; tanga® + % tang 2 — s tanga’ <4 ...

ltanga = — 1, langx = - 12.

Anmerk. Diese letztere Reihe kann auch direct auf folgende
Art abgeleitet werden: aus den Gleich. 1) und 2), §. 3o0,
folgt durch Addition und Subtraction (wieder v — 1= i
gesetat): e = cosx + isinx = cosx (1 - i tangx) und
e—%i = ¢osx — i sin x = cos x (1 —itang x), und wenn man
auf natiirl. Logarith. iibergeht: xi={cos 2410 itang x)
und —xi=lcosx-1I (1 — ilang r); diesc beiden letztern
Gleich. von einander abgezogen, erhiilt man, wenn man auch

gleich durch 2i dividirt: z = l,l -l—-—i—i—ﬂi{ s oder,
210 1—itang x
wegen (§.287, B)

1 -itangx
| et st YRS AR bl
R taug.r) t(lang x slangxs 4 .7, ),

endlich: x =tangx — 3 tang x> + ¥ tang x5 —
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Reihen zur Berechnung der Ludolphischen
Zahl =,

§.803. Setzt man in der vorigen Reihe 8)

T
— Z S

so erhilt man, wegen tangx = tang45° = 1, sofort die
zuerst von Leibnitz aufgestellte Reihe:

%

kI o S

4
welche jedoch wegen ihrer zu geringen Convergenz zur Be-

rechnung selhst nicht brauchbar ist.
§. 304, Dagegen erhilt man fir z = 30° = E— aus

1 i
der genannten Reihe, wegen tang30° =_\E’ die schon
1 1 1
73_3.3v3+5.3ew3 s
1

1
oder == 2V/3 (1 — 3, et A

= 14
besser convergirende H. — =

§. 805. Setzt man a - b= 45% so wird ({-22)
fing (4 - ) v tang a -} tangb
g o e e

und aus dieser letztern Gleichung fiir tanga = }, sofort
langb = 3. Nun ist aber wieder nach der Reihe 8), we-

= 1,
1 —tanga tangb

1
e
gen tanga=—qz: a s e
1

b=:— T 4 ..+, mithin wenn man diese beiden Reihen

3

.. und wegen langb=1:

addirt, wegen a 4 b = g, sofort :

7t 1 1 1
=Gt )t (Grstas—)

Nach dieser von Euler herriihrenden; zur wirklichen Rech-

nung dufserst bequemen Reihe findet man fiir die ersten 16 De-
cimalstellen : == 3'1415926535897932.

Anmerk, Gestiitat auf das hier angewandte Verfahren, den
Bogen von 45° in 2 oder mehrere andere zu zerlegen, deren
Tangenten passende Werthe haben, lassen sich noch viele an-

Hurg's Compendium d, héh; Math; 1%
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dere und stirker convergirende Reihen herleiten. So wird z, B,

5 o :
fir 2a 4 b =45° und tanga = 5, wofiir man tangh = 5

b4 1 -
M““fﬂ63”£§+“)+c¢ st )

Fir 4a 4 b = 45° und tanga = +, wozu imagh._. e
vl

gefunden wird, erhilt man:
—— P v 8w [, i
(259 T 3?9} - 5. 80wy 537, f£.]

Moivre’sche Formel,

§. 306. Aus den Gleichungen 1) und 2), §. 300,
folgt, fortwihrend \/-— 1 =i gesetzt:

a) cosx + isinz = etisz,

Eben so ist auch cosy +isiny =¢*#, mithin, wenn
man diese beiden Gleich. mit einander multiplicirt :
b) (cosa T isina)(cosy t isiny)=cos(x-y) + isin (z+7).

Setzt man in a) x 4 2rz statt @, wo r jede ganze
positive Zahl bezeichnen soll; so erhilt man w egen

cos(z + 2rz) = cosz wund sin(2 + 2rz) = sina,

sofort: cosz + isine — e-_l—_i[xj-_arm, und wenn diese
Gleich. zur n, Potenz erhoben wird, wo n jeden VVerth
haben kann: (cosa + i sina)* = e i”i(‘ri”"’), und end-
lich mit Beriicksichtigung der Gleich. @), wenn man in der-
selben n (2 + 2rz) statt o setzt:
1) (cosa t isina)® = cosn(z 4 2rx ) + istnn (2 + 2rz),

welche Formel unter dem Namen der Moiore’schen be-
Kannt ist*),

S. 807, Istin dieser Formel 1) n eine ganze Zahl,
so erhiilt man fir die Entwickelung (da cos und sinn (x+2rn)

= cos und sinnx wird), wie es seyn soll, nur einen

5 5 o
Werth, Ist d(zgcgen n=— ein zur hleinsten Benennung
e

*) Eigentlich verstand man darunter, selbst bis auf die neueste
,‘.‘) 7! : ?
Zeit, die speciellere: (cos x + isin x)n = cos nx + i sin nx,
welche aber nur fiir sanze Zablen von n giltig ist,
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gebrachter Bruch vom Nenner m, so erhiilt man fiir r=o,
1, 2,... m—1, m, m—-41,,.. aus n(a + 2rz) der Reihe
5 28 s 25 (m—1)

v = 5
nach die Béogen: —z, —a+ " x,... -2 ————n,
m mn S n a7 n

5 & 28
—x+t a2z ), (—a +—= + 287 ) u.s, w., von welchen

aber, man mag nun durchaus die obern oder untern Zei-
chen beibehalten, wie man sieht, nur die m ersten (nicht
eingeklammerten) verschiedene Sinus und Cosinus, da-
gegen der m—-1. mit dem 1., der m -2, mit dem 2, u.s. w.
denselben Sinus und Cosinus besitzen, so, dals also die
Entwickel. 1), in diesem Falle, wie es seyn soll, m und
auch nur m verschiedene VWerthe, und zwar dadurch er-
hilt, dafs man nach und nach r=o, 1, 2,... (m—1)
setzt, Behilt man jedoch die doppelten Zeichen bei,
so darf man zur Gewinnung dieser m Werthe, wie leicht

. . . ¥ - n
zu sehen, diese Substitutionen blofs bis rz=-—, wenn m
2

= E:
gerad und r=—__ , wenn m ungerad ist, fortselzen.
2

. I m .
Denn ist m gerad, so entsteht fiir r=— -1 ein Bogen,
2

welcher fiir das obere oder untere Zeichen denselben
Sinus und Cosinus besitzt, wie der durch die zweit vor-
hergehende Substitution von » :ij — 1 entstandene Bogen
fir das untere oder obere Zeichen; dasselbe gilt von
den beiden Biogen, welche durch die Substit, yon r=? -+ 2

n
und r=——2 entstehen u.s. w. Istaber m ungerad,
" :

m—1 m+1

1= einen

Bogen, welcher fiir das untere oder oberc Zeichen
denselben Sinus und Cosinus erhilt; wie der aus der Sub-

so gibt die Substitution von r=

i

: iyt .
stit. yon r=—— fiir das obere oder untere Zeichen;
2%

dasselbe gilt fiir die beiden; aus den Substitutionen von

m 5 m—
= —t und r=

entstehenden Bigen u.s. w.

i2®




§. 808, Fir 2 — o und o = ~ erhilt man aus der
Gleichung 1), § 300, beziehungsweise:

2) (+1)* = cos2rnz + isineranx,

3) (—1)" = cos(er+1)nx + isin(ar+1)nx,
und es gilt auch von diesen beiden Formeln das eben An-
gefilhrte. Man erhilt némlich, sowohl fir (4-1)= als fir
(—1)*, nur einen VWerth, wenn n eine ganze Zahl,

S
dagegen m Werthe, wenn n="- ist, und zwar dadurch,
t

n m—1
dals man nach und nach r=o, 1, 2,... — oder
2

2

setzt, je nachdem m gerad oder ungerad ist.

§. 309. Setzt man in der Relat. b), §.306, na statt
2 und y» = 4 2ra=x, so erhilt man
(cosnaz + i sinnz)(cosernx + isin2rax)
= cosn(a + 2rz) + isinn(a + 2rz),
nimlich dasselbe Resultat, wie in der Formel 1), §. 306,
so, dafls sich also diese letztere, mit Riicksicht auf die
vorige Gleich. 2), auch so darstellen lalst:
4) (cosa + isina)t = (4-1)*(cosna + isinnaz).
Aus dieser letztern Formel folgt auch noch fiir z ==
5) (—1)*= (+1)*(cosnz + isinnx),
und man erhilt sonach aus diesen beiden Formeln, wenn

S, . B .
n= - ist, die m verschiedenen VVerthe, indem man den
m

Werth von cosna + isinne und cosnz + isinnz nach

und nach mit den m verschiedenen [aus 2) zu findenden |
&
Werthen von (-} 1)™ multiplicirt,

o % &
Fiir x=- erhilt man noch aus 4):

2

6) ()= (41)" (.ﬂos;—lni i.w'n?r),
wofiir dieselbe Bemerkung gilt.

L4

Anmerk Versteht man unter (1), wie bisher, dic simmts
5

lichen m Werthe oder Wurzeln von 17, dagegen unter
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£
1" nur den einen, gewohnlichen oder sogenannten arith-
metischen Werth, und macht man iiberhaupt denselben
Unterschied auch zwischen (&) und (wenn n gebrochen ist)
an, log(a) und loga u, s. w.; so erhilt man sofort auch

1
m

die m Wurzeln von v 4+ a = (4 @)™, indem man dic arith-
1 1
e

metische W. 2™ mit den m Wurzeln von (=4 1) der Reihe

nach multiplicirt; denn es ist
1 1

Ve = vidive = (_—_I:l);[c:;.
(Vergl. auch §. 177.)
§. 810, Da sich die Formeln 2) und 3), §.308, mit
Riicksicht auf jene @), §.306, auch so darstellen lassen:
7 (1) = e:t raim 09 (—1) = ci—(-_zr-{-- 1):“7:,
80 erhalt man daraus, wenn man natirl, Logarithmen nimmt
und iiberall gleich durch n abkirzt: I(4-1)= 1" 2riz und
l(—1)= * (2r+1)ix; woraus sofort folgt, dals sowohl
(wegen r=o0, 1, 2,...) der positiven, wie der negaliven
Einheit unendlich viele Logarithmen zukommen , dafs aber
unter den ersteren nur einer (jener fir r=0), unter den
letzteren aber gar keiner reell ist. Da ferner
I(+a) = l(}+1.a) =I(+1) + la und
l(—a) = 1l(—1.a) = 1l(—) } la
ist, so gilt dieses iberhaupt fir jede Zahl, und wegen
log A = Ml A, auch fiir jedes Logarithmensystem.

Allgemeine Auflosung der binomischen
Gleichungen,

§.811, Mit Hilfe der vorigen Formeln konnen wir
nun auch die oben (§. 190, Anmerk.) erwihnten binomi-
schen Gleich,, welche sich immer auf die Form a2 F 1=0
bringen lassen (ist nimlich »* = 4 4, so darf man nur

» = & |/ 4 setzen), allgemein auflésen.

Fiir die Gleichung 27 — 1 = o hat man 2 = (- l);

- 4 1 g
oder, wenn man in der Formel 2), {. 308, = statt n schreibt:
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2

e
a) a == cos—= + isin—n,
I3 P I

aus welcher Formel man die n VWurzeln dieser Gleichung

durch die successive Substitution von r — o0, 1, 2,,..

n n—1 . .
= oder o L nachdem n gerad oder ungerad ist,

erhilt,
Anmerk. Fir n gerade entstechen 2 reelle W. 41 und

. n o
—1 [aus den Substit. von r = o und r = —]; fiir 2 un-
o

gerade nur eine reelle W. 4-1 (aus der Substit, von
r=o0). Alle iibrigen W, sind imaginir (und entstehen
aus den iitbrigen Werthen von r), welche (iibereinstimmend

mit §. 160) paarweise conjugirt, und iiberdiels, wegen

ar ar ar
COS—~7'I:+35H5—-—T co.s-—-'r—r,suz-—r' 1,
i

reciprok sind,
1. Fiir die Gleichung 24 — 1 = o folgt aus @):
r A
zr=cos—x + isin—mx,
Y e 2

und man erhilt daraus fiir r=o0, 1, 2 bezichungsweise:

{ oL o b ?
x=cosotisino=1, cos—+t isin—=-+1i und
AL 2

gas T Isingr——1,
Die 4 Wurzeln dieser Gleich, sind also: 41, —1, +V—1
Dl ey R
2. Fiir die Gleichung 2% — 1 = o erhilt man aus a):

ar Y e
* = cos—nx * isin—nm,
5 5
und daraus beziehungsweise fiir » =0, 1 und 2:
x = coso t isino = 1, cosp2° + i sing2° und
cos 144 + i sin 144,
Die 5 W. dieser Gleich. sind daher (mit Zuhilfnahme der
trigonom, Tafeln):
1, *3090170 4+

=+ 5877853 y—1.

§. 812, Aus der Gleichung a” 4- 1 = o folgt eben

$0 2 == (—1)", und wenn man in der Formel 3), §. 308,

1
— statt n setzt:
n
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: or 1 25 ar 1
‘l.j) :.»:=cos( ):r+:.sm( +)z,
n =i n

aus welcher Formel wieder die n VWurzeln dieser Gleich.

1 erhalten werden, indem man nach und nach r=o, 1, 2,...

i n—2 n—1 1
—— 1= oder —— setzt, je nachdem n gerad oder
2 2 2

ungerad ist.
Anmerk, Ist m gerad, so sind die simmtlichen W, ima-
gindr, ist dagegen » ungerad, so erhilt man eine

n—i

reelle W., und zwar aus der Substitution von r=

2

1. Um die Gleich. x6 4 1 — o aufzulésen, hat man aus der

ar 1 ar 1
Formel §): x = cos ( = )f: + i sin (——fj——) w, und
)

daraus fiir r =0, 1, 2 bezichungsweise:

T . . ] L) I e
r = cosgm + isingm, cosgnm t isingn und

5 =Sty
cosgw -+ isingm
2. Fiir die Gleichung a5 4~ 1 = o erhilt man

ar =1 e 2r -~ 1
x = cos|{ —— )n * isin ( —
5 5

und daraus fiir r=o0, 1 und 2 die 5 W.:

w

5

cosm + isinm = — 1.

I - - 1 - . 3
x = coszn * isinsm, coszm *k isingm und

i £ ¥ 1 L3
Eilftes Capitel
Entwickelung der Sinus und Cosinus der vielfachen,
dann der Potenzen dieser Functionen der
einfachen Bogen,

§.313. Durch die wirkliche Potenzirung des Bi-
noms,cosz + isinx erhilt man aus der Gleich, 1), §.306,
wenn man gleich die reellen, wie auch die imaginiren Glie-
der fir sich zusammennimmt:

cosn(z + arx) 4 isinn(z+ orn)

n . n .
= [cos " — ()) cos ™" sin x* - (i) cos x®hsin % — . ]
: n 2 ol fae n' n—3 ein 1d .
4 [( ; ) cos & sin & (3) cosan—3dsinx® .. |,




s = T87p —

oder, wenn man cosz" herausnimmt und beriicksichtiget,
dafs im Falle » gebrochen ist, die simmtlichen Weérthe
von cosa” erhalten werden, indem man (§.309, Anmerk.)
den arithmetischen VWerth, welchen wir unter cosz® ver-
stehen wollen, mit allen VWurzeln von (- 1)* multipli-
cirt, auch:

1) cosn(zt orz) -+ isinn(z+ 2rx)
= (4 1)?cosz" [(1 -—(’:) tang a® - (Z)tangx* — . )

-+ 1((’:) tang x — (};) tang a® 4 . . )],

oo s = B
i.r_- 4,.2_.—!—4

in welcher Formel, da innerhalb der angegebenen Grenzen

’

19 .
iz der Convergenz [welche Grenzwerthe noch mitbe-

griffen sind, wenn, {. 276, g), n positiv ist] cosz immer
positiv ist, es fiir jeden reellen Werth von », wenigstens
einen reellen Werth von cosa” gibt, '

S+ 814, Ist n eine ganze, positive oder negative
Zahl, so hat (4-1)?cos2™ nur einen, und zwar reel-
len Werth; demnach zerfillt die vorige Gleichung 1),
nach dem Satze, dals die reellen und imaginiren Theile,
fir sich genommen, beiderseits einander gleich sind, in

die beiden folgenden :

2) coshx = cosx®

) ] L g
= () eosarrsinat - (7) cosarbeinat — . ..,
» n . n .
— T— n—3 3
3) sinnz = (I)cos.m?z tsinx (3)(:05;2 sinz® 4 ., ,

wenn man nimlich die Multiplication mit cosz” verrichtet
und die 2. Gleich. durch i abkiirzt. — Fiir den besondern
Fall, dafls » positiv ist, brechen diese beiden Reihen
ab und sind sonach nicht an die Bedingung der Convergenz
gebunden. Zugleich lifst sich auf diesen erwihnten Fall
immer auch jener zuriickfilhren, in welchem n negativ
ist; weil (§. 11) cos(— n) = cos(4-7n) und sin(— n)
= — sin(4 n) ist.
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S. 315, Ist dagegen n gebrochen und gleich

2

'—‘;, so hat (§.308) (4 l);; m verschiedene Werthe, wo-

von nur einer, wenn m ungerad, und zwei reell
sind, wenn m gerad ist. Es lalst sich daher die obige
Gleich, 1) nicht mehr fiir alle Werthe von r, sondern nur

fiir jene, fiir welche (4 1);‘. reelle Werthe erhilt, also
(§.311) beziehungsweise fiir r=o0 und r=o, rz-zj, auf
die vorhin angegebene Veise trennen. Fiir alle iibrigen
Werthe von r zerfillt jedes der beiden Glieder im 2. Theile
der Gleich. 1) in einen reellen und einen imaginiren Theil 5

s
was man am besten sieht, wenn man fiir (- 1)5 den Werth
aus 2), {.308, substituirt. Es fillt also auch die Trennung
der Gleich. 1) durch Gleichsetzung der reellen, so wie der
imaginiren Theile, anders aus als im vorigen §. Man er-

= s, . o 5
hilt nimlich, wenn man Kiirze halber n statt -- stehen
I

lifst und die obigen Reihen 2) und 3), nimlich

Y n n—3 of 2 i
cos a™ (2) cosz*dgina® =1, . = R und
. n .
(") cosz"'sine — ( )cc)sa:""~3.9m.::3 -+ ... =R setzt:
1 3
4) cosn(x+ erx) = cos2rnz.R F sinzraz.R,

5) sinn(a + arz) = + singrnz.R - cosarnx. R,
‘ % : s
welche beiden Formeln fiir r==0, wenn (m n:—-) m un-
. m
s m . ;
gerad, und fir r=o, r=-_—, wenn m gerad ist, wie es

seyn soll, in die obigen 2) und 3) iibergehen.

Anmerk. Da diese Formeln 2) — 5), den Fall ausgenommen,
in welchem » eine ganze, positive Zahl ist, ebenfalls nur

. — x . - -
innerhalb der Grenzen x= +Z verlilsliche Resultate lie-
fern; so wird man fiir aulserhalb dieser Grenzen liegende

n ! £
Werthe von z, .r:y-{-kz setzen, und, was immer mogs




lich ist, fiic k eine solche ganze Zahl withlen, dals der Bo-

= g 5
gen y:x—}f‘i in die genannten Grenzen hineinfillt, (Fiir

©

x = 1252 z, B, wird fiir k= 2: y=125—2 -=35 wel-

cher Bogen sonach in die besagten Grenzen fillt). IHat man
cosny und sinny nach den obigen Formeln gefunden, so

nk

kann man dann auch, wegen na = ny —!———1‘:, cos nx

und sin nx (§3.21 ; 20) leicht bestimmen.

§.816. Die obigen, fiir jede ganze Zahl von =
(die iiberdiefs auch noch immer positiv angenommen
werden kann) geltenden Formeln 2) und 3), §.314, lassen
sich mit geringer Ausnahme, auch so dar stellen, dafls darin
blofs die Sinus oder Cosinus vorkommen,

Es ist nimlich [2), § 300] &) 2cosa = e -+ —

oder fiir e7i — z auch B) 2cosx =1z 4 -.

L2

Eben so ist, wenn man in a) nz statt a schreibt,

und wegen ¢77i— ()" = 27, sofort: ) acosn.z'-*—z’*-Jr—

zn

Setzt man jetzt in der Formel «), §.123, a=3 und

1
b=-_', “'OJUI‘011J’=CI+5= —=2cosx und gb — 1

n | =

5 s 1 -
wird; so erhilt man z» -+ T d.-i.

1) 2cosna = (2¢cos 2)* — n (2c0s i o]

n(n—3 s (n—4)(n—5
+1 2"?(26034‘)“—:;_____,_’: c ) i) (Ocoa&)"*°+,-.;

wobei fir =1 und 2 (fir die iibrigen Werthe bricht sie
ohnehin von selbst ab) die Reihe beziehungsweise nur 1
und 2 Glieder erhilt.

S.817. Es ist ferner eben so [1), §. 3oo] 2isinx

1

o —
=

I

il 1
und 8) 2isinnz = 2" — —, Setzt man daher

Zn

(e

- . i 1
in der angezogenen Formel a), §. 123, a — 2. b— — =,
bRalE ) ) a

1
wodurch @ + b =z — - = sisine und ab=— 1 wird;
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so erhilt man, je nachdem n gerad oder ungerad ist:

1

s 17 (2sinz)® 4+ nin—* (2sina)*—*
nin—3 s

_._) J.rz—ai (2 sin x)u—.i — ik

1w .3
und daraus fir n gerade [Gleich. y)]:

2) Scosna —

(— );[(233']; 2y —n (2sinz)r—r - —— (f)sm z)—4— ]

und fiir n ungerade, wenn man gleich durch ¢ abkiirzt
[Gleich. 8)]:

n (n

1.

- asinne =

n(n- 3)

n—i1

(—1)7"]:(9.31}1 a)t*—n(2sin 1‘)"""-]- ———(2sin 2)*—4—, ].

Potenzen der Sinus und Cosinus.

§. 348. Aus der Gleichung o), §.316, folgt auch
1 _+. e3xi

2005 — —

e und wenn man diese Gleich. zur n. Po-
[+

tenz erhebt, wobei n jeden Werth haben kann, und die
einzelnen Glieder der Entwickel. (1 - e*#%)” gleich durch
den entstehenden Nenner e dividirt:

arpogat == gt -I— (T) g—(n—2)xi _I_. (';') e—(n—4)=i + 45
Da aber nach der Formel a), §.306,
e = coshx — i SiLNT,
also auch ganz allgemein
n) e (r—N% = cos(n—a)a — i sin(n—a)=
ist; so hat man auch:

2ncosa” = cosnz - ( )cos(n—'?)a, + ...
— i[sinne -+ (?) sin(n—2)z 4 . . .]

Wegen cos (— 2) = cos erhilt man aus dieser For-
mel fiir 27 cos2™ noch einen 2. Ausdruck, wenn man statt
a, —a setzt; da sich aber dadurch blofs das Zeichen der
in i multiplicirten Reihe (die lauter Sinus enthalt) éndert,
so hat man allgemein :
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1) 27cosa™ =cosnx -} (’f) cos(n—2)a L (’;) cos(n—4) x4 ..
+V — [sinn.r-[—- (?) sin(n—2) 2+ (Z) sin(n—4)z 4. .].

§. 819, Auf gleiche Art findet man, da [1), §.300]

R erri — — 1.(1 —e32i) | _
osiny =— - _— - 1st, auch:
ese exe

(21)”sin zn
n —nri ) —(n—a)zi ) B 3
= (—1) [e it (F) o i - (7) e—tomtret — ]
= (—1)" [(cas nx — I sinnx) .-

s (’:) [cos(n—2)a — isin(n—-e).r] -+ .. -];

mit Riicksicht ndmlich auf die vorige Gleich. k). Daraus
folgt fiir n gerad:

2) a2”sinan

=(—1 ):? [cos nx— (-‘ll) cos (n—2)a 4 (’;) cos (n—4) x —. ]
_(-—-l)’_\/— 1 [sin na — (:‘) sin (n— 2) &
- ('f) sin(n—4)z — . . .],

und fiir » ungerad, wenn man gleich beide Theile der
Gleich, mit i = }/— 1 multiplicirt :

noin 2
) 3) e7rsinan

=(—|)_=_[.sin na — (':) sin (n—2)a -} (:’) sin(n—~4) z —. ]

n—i
S 3 n
Sy e 1[0031;.3. — (%) cos (n—2)
n
-~ (2) cos(n—fa — ., .].
Anmerk. Auch aus 1) lilst sich noch eine Fermel fiir sinzn
. (o . .
herleiten, wenn man statt x, ——x schreibt. Ist n ein
2

Bruch vom Nenner m, so miissen wieder cos 2 in 1) und
sin a7 in 2) und 3) m verschiedene Werthe erhalten. Man
findet diese, indem man den einen, gewdohnlichen, aus den
Formeln 1) —3) gefundenen Werth von coszn und sin 2=



e B

mit den m Wurzeln von (- 1)» multiplicirt. — Zugleich
gelten diese Formeln, da man (§.315, Anmerk.) 2 immer

T T
als zwischen ——-Z und —|—7 licgend annelmen kann, fiir
4

jeden reellen Werth von n, den man iibrigens auch
immer als positiv voraussetzen kannj; weil z, B
cosx—n = 1: cosxn ist.

§.820. Ist n eine ganze, positive Zahl; so
verschwindet in der Formel 1), §. 318, die mit |/ —1 mul-
tiplicirte Reihe. Denn erstlich bricht diese (. 121) mit
dem n—-1. Gliede ab, und dann sind je 2, von den beiden
dulsern gleich weit abstehende Glieder, immer numerisch
einander gleich und mit entgegengesetzten Zeichen ver-
sehen, wodurch sie sich paarweise aufheben; erscheint
(was fir n gerad geschicht) ein mittleres Glied, so ist
dieses fiir sich gleich Null. — Auf gleiche Weise verschwin-
den auch in den Formeln 2) und 3) des vorigen §. in die-
sem Falle die mit }/— 1 multiplicirten Reihen.

§. 321. Fir diesen Fall also, von n ganz und po-
sitiv, erhilt man aus den allgem. Formeln 1), 2) und 3)
folgende Relationen:

Fir n gerad oder ungerad:

4) 2rcosa™ = cosnz —+ ncas(n—-—-z).r
——]—:l(” cos(n—4).r+.. %
Fiir n gerad:

5) ‘atsina® =

(—1)* [comx —ncos(n—2)x +

Fir n ungerad:

n(n—

cos (n—4) e —. ] -

6) 2tsina” =

(—l)f.;__[smn.r——nsm (n—z)a:—}- I).';m (n—4) z— ].

Dabei ist noch, fir » gerad:

n(n— ‘)sm(n——.{l)m+...==o,

sinnz + nsin(n—2)x -4




und fir » ungerad:
ncos (n—2) x4

Alle diese Reihen sind so weit fortzusetzen, bis sie
von selbst abbrechen, also einschlielsig bis zum n 1%
Gliede.

n(n—1)

cos na

—= cos(n—4f)x—.,.=o0.

Ziwolftes Capitel
Die Elemente der Wahrscheinlichkeits - Rechnung,

Erklirungen.

§.322. Diemathematische Wahrscheinlich-
keit oder Probabilitit irgend eines Ereignisses ist
das Verhiltnifs der das Ereignils begiinstigenden zu
allen gleich méglichen Fillen, und wird durch einen
Bruch ausgedriickt, in welchem diese beiden Zahlen be-
ziehungsweise den Zihler und Nenner bilden,

So ist die W, mit einem gewohnlichen Wiirfel eine der 6

Zahlen, z. B. jene 3 zu werfen, = %; jene, irgend eine der

beiden Zahlen 2 oder 3 zu werfen, =2 u. s. w.

§. 323. Die W, also, welche fiir das Eintreffen ir-
gend eines Lreignisses Statt findet, wird um so grofser,
je mehr sich die Zahl der giinstigen, jener der gleich mog-
lichen Fille, d.i., je mehr sich der die VV. ausdriickende
Bruch, der Einheit nihert. Hann von allen moglichen Fil-
len keiner dem Ereignils entgegen oder ungiinstig seyn, so
wird die W. zur Gewilsheit, und diese, da nun Zihler und
Nenner gleich grols sind, durch die Einheit ausgedriicke:
die Einheit ist sonach das Symbol der Gewilsheit.

So ist die W. mit dem genannten Wiirfel irgend eine, gleich-

et . 6
giltig welche, der 6 Zahlen zu werfen, =¢=1.

S.8324. Die W., dals irgend ein Erveignifs nicht,
sondern das Gegentheil davon eintrefle, heilst die en t-
gegengesetzte V. des erwarteten Ercignisses, und



muls zur VV. des Ereignisses selbst addirt, die Einheit ge-
ben ; weil es gewils ist, dals dieses Ereign, entweder ein-
trifft oder nicht eintrifft.
So ist im obigen Beispiele die W., dals die Zahl 3 nicht
geworfen werde (wofiir 5 Fille, nimlich, dals eine der 5 iibri~
gen Zahlen 1, 2, 4, 5, 6 fillt, giinstig sind), =+, welche zu

der oben gefundenen W. 5 addirt, in der That die Einheit gibt.

(L., 378.]

S. 825. Aufser der eben betrachteten Wahrschein-
lichkeit, welche auch einfache oder absolute VV,
heilst, unterscheidet man noch die relative und zu-
sammengesetzte VW, — Unter der relativen V.
versteht man die VV., welche entsteht, wenn man blofs jene
Fille, die zweien bestimmten Ereignissen giinstig sind,
ohne Riicksicht auf die noch iibrigen mdéglichen Fille, in
Betracht zieht.

Diec W. z. B, aus einer Urne, welche weiflse, rothe, blaue
und schwarze Hugeln enthiilt, e h er eine weifse als eine schwarze
Hugel zu zichen, wobei also jene Fille, in welchen man eine
rothe oder blaue Hugel zieht, nichts entscheiden, ist eine re-
lative W.

§.326. Unter der zusammengesetzten W,
versteht man die VV., dafs zwei oder mehrere von einander
unabhiingige Ereignisse zusammen eintreflfen werden, so
wie auch die VV. eines Ereignisses, welches von dem Ein-
treffen eines oder mehrerer vorausgehender Ereignisse, die
wieder ihre eigene VV. haben, abhingt oder bedingt wird.

So ist z. B. die W.mit 2 Wiirfeln auf einen Wurf den Pasch

66 zu werfen, eine zusammengesetzte; weil die Ereignisse, mit
dem einen Wiirfel die 6, und dann auch mit dem 2, Wiirfel
dieselbe Zahl zu werfen, zusammen eintreffen miissen.

Theilt man die 32 Harten nach den Farben in 4 Packete, so

ist die W., das Coeur-Afs zu zichen, ebenfalls eine zusammen-
gesetzte; weil man zuerst die Hand auf das rechte Packet (auf
jenes der Coeurs) legen, und dann erst daraus das Als ziehen
iifs offenbar gar micht eintreffen

mufs; weich’ letzteres Erei

Lann, wenn nicht das erstere schon Statt gefunden hat.




Die einfache oder absolute Wahrscheinlich-
keit,.

§. 327. Bezeichnen a und & die Anzahl der Fille,
welche beziehungsweise ein Ereignifs begiinstigen und dem-
selben entgegen sind; so ist die VV. fiir das Ereignils :

== ——-1—&-, und die entgegengesetzte VV. desselben:

(13

2 b
b); = a'._-i-_.b‘

§. 328. Zerfillt das mégliche Resultat einer Hand-
lung oder eines Versuches in mehr als 2, z. B. in 3 Clas-
sen, so, dafs von 3 verschiedenen Ereignissen nothwendig
eines eintreffen muls, und sind a Fille dem ersten, b Fille
dem zweiten, und ¢ Fille dem 3, Ereignisse giinstig; so
sind ihre VY., wenn man a-tbtc=s setzt, beziehungs-
P B ’

,
=-, W

5 a
welse: w —= —, w
£ s

c . . .
==y Zugleich ist, wie es seyn

soll, die V., dals von diesen 3 Ereign. entweder das 1.

oder 2., oder 3. eintreffe — .ffjf i 1, gleich der Ge-
wilsheit. Auf gleiche Art werden die VV. ausgedriickt,

wenn noch mehrere Ereignisse moglich sind.

§.8329. Beispiele und Aufgaben iiber die
einfache VWahrscheinlichkeit.

1. Wie grofs ist die W., mit 2 gewthnlichen Wiirfeln eine
bestimmte Summe zu werfen ?

Es konnen iiberhaupt die Summen 2, 3, 4y 4« 13 fallen,
die aber Leineswegs alle einerlei W. fiir sich haben, So kénnen
die Summen 3 und 12 nur auf eine Art geworfen werden, in-
dem jeder der beiden Wiirfel bezichungsweise 1 und 6 zeigen
mufs. Die Summe 6 dagegen kann schon auf 5 verschiedene,
durch die Combinationen 15, 24, 33, 42, 51 dargestellte Ar.
ten, wobei immer die 1, Zahl dem 1,, und die 2. dem 2, Wiir-
fel angehiren soll, geworfen werden. Da nun iihcrhaupt 6:=36
Fille gleich méglich sind, indem sich die 6 Felder des einen
Wiirf, mit allen 6 Feldern des andern verbinden lassen; so ist

die W, die Summe 2 zu werfen = 35 (so auch die fir die Summe

12), dagegen jene fiir die Summe 6 =7%. — Diese Betrachtun-



gen auch auf alle iibrigen der oben erwihnten Summen ausge-
dehnt, erhilt man ganz einfach fiir die W., bezichungsweise die
Summe 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 und 12 zu werfen, der

. £ 3 5 6 5 A 3
Reihe nach: 5359 355 339

S

o] et — B 1
67 367 36 362 38! TEY e und

|+

w

1 - w - . o . c
35+ Dabei ist, wie es seyn soll, die Summe aller dieser W, = 1.

2. Die W, finden, dafs man mit 3 Wiicfeln @) die Summe g
iiberhaupt werfe, b) dals sich darunter 2, und nur 2 gleiche
Zahlen befinden, ¢) dals alle 3 Zahlen gleich sind, d) dafls dabei
der 1., 2, und 3. Wiirfel beziehungsweise die Zahlen z, 8 und
4 zeigt, und ¢) dafls diese 3 Zahlen ohne Riicksicht auf die Ord-
nung der Wiirfel fallen,

@) Da sich die Zahl g (§.111) auf 28 verschiedene Arten zu
3 zerlegen und permutiren lifst, von welcher Anzahl jedoch der
Natur der Sache nach die 3 Complexionen #11, 171, 115 ausee-
schlossen bleiben ; so sind dem fraglichen Evcignifs 26 Fiille giin-

stig, wiithrend im Ganzen 65= 216 Fille

vich mdoglich sind.

Die gesuchte W. ist demnach =75 (welehe zwischen 3 und 5
liegt).

b) Da der Fall mit 3 gleichen® Zahlen ausgeschlossen seyn
soll, so kinnen die beiden gleichen Zahlen nur 23 und 44, also

die 3, ungleiche Zahl hezichungsweise blofs 5 und 1 seyn; da

ferner diese 3. Zahl jeder der 3 Wiirfel zeigen Lann, so gibt.
es im Ganzen 3><o2=6 giinstige Fille, und die gesuchte VW,
. 6

ist-demnach = % = 35

¢) Da die Summe g nur auf eine cinzige Art mit 3 gleichexn
Zahlen (333) fallen kann, so ist hier die W. = s15.

d) Auch in diesem Falle ist die gesuchte W. = 175

e) Da sich die Zablen 234 6 Mal permutiren lassen, oder was
dasselbe ist, da die Zahlen 234 auf 6 verschiedene Arten fallen
l;i}nncn; so ist hier die W, = ;55 = e

3. Man hat die 13 Blitter von einer Farbe ecinés vollstian-
digen Spieles von 52 Harten in einen Pack gethan und gehirvig
gemischt ; wie grofs ist die W., dals das oberste Blatt der Ho-
nig und das niichste das Afs sey?

Die beiden obersten Blitter bilden (auf eine gleich migliche

a1

Weise) eine der = 73 Combinationen der 13 Blitter zu 2,

unter denen jene von Afls und Konig nur 1 Mal vorkémmt; es
ist also die W., dals ohne Ritcksicht auf die Ordnung, das
oberste Paar Afs und Honig sey == 55. Da aber bei einer be-
stimmten Ordnung [«
Burg's Compewdium d. koh. Mathy 13

lie W, nur halb so grols ist, so erhalt




m— () mm—

man fiir die gesuchte W, : 7353 was man auch findet, wenn man
beriicksichtiget, dals jede der genannten 78 Combinat. noch 2
Permutationen zuliifst, und unter diesen so entstehenden 156
Complexionen nur eine dem fraglichen Ereignils giinstig ist.

5
[T., 383.]

Die relative Wahrscheinlichkeit,

§. 330. Um die Regel fiir die relative W. sogleich
an ecinem Beispiele zu entwickeln, soll die VV. bestimmt
werden, mit 2 VWiirfeln auf einen VWarf eher die Summe 7
als jene 5 zu werfen.

Nach dem vorigen §. (Beisp. 1.) gibt es fiir die Sum-
men 7 und & beziehungsweise 6 und 4 giinstige Falle, und
da es nach dem Sinne der vorlicgenden Aufgabe 6 -4 =10
gleich mégliche Fille gibt, so sind die gesuchten VV. be-

Ze={und L=13. Da nun aber die absol.

ziehungsweise :
VV. fiir das Werfen der Summen 5 und 5 respective s und
45 sind (vorig. {.), so findet man die vorigen Resultlate auch,
indem man die betreffende absol. VV. durch die Summe bei-
der VV, dividirt; denn man erhilt dadurch als relat: YV, fiir
die Summe 7: (G + 5 =",
1 (55 ++5) =-%, wie vorhin. Auch hieristdie Summe der
beiden VV., der Natur der Sache gemils, gleich der Ein-

und fir die Summe 5

heit; weil es gewils ist, dals man (da die iibrigen Summen
unberiicksichtiget bleiben) entweder eher die Summe 7 als
jene 5, oder umgekehrt, eher die Summe 5 als jene 7 wer-
fen wird., .

§. 8331. Sind also allgemein a Fille dem Ereignils A,
b Fille dem Freign B, ¢ Fille dem Ereign. Cu s. w. giin-
stig, und setzt man a4 b4 c-..==s; so sind die abso-
luten V. fur die Ereignisse 4, B, C, . . bezichungsweise

a 3 b A

0w = - y (;J""-_.—"", W =

3 : , - «y also die'VV. dals 4 eher als

“ | o

: . n (5] @
B eintreflen werde: () = TET = m,
gengesetzte YV, nidmlich, dals B cher als A4 eintrifft:
w i b ;
SRR - Ty .L-J‘-/:’

und die entge-

alse wieder W+t Wy=1. Eben so
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ist die VV. dafs 4 eher als Ceintritt = —2_ —__ % . iaie.

ist die VV. dals 1 Fte . dda) jene
AF & i

dals B eher als C zutrifft = . u. s W

Die relative V. eines Ereignisses wird demnach
erhalten, indem man die absol, VV. desselben, durch die
Summe der absol. W. jener beiden Ereigunisse, die gerade
mit einander verglichen werden, dividirt,

§. 332. Beispiele und Aufgaben iber die
relative VWahrscheinlichkeit,

1. Eine Urne enthilt 6 weilse, 8 rothe, 14 blaue und 12
schwarze Hugeln (von iibrigens gleicher Besehaffenheit) ; “wie
grols ist die W. auf einen Zug eher cine weilse als schwarze
Hugel zu ziehen?

Da hier die absol. W, fiir das Ziehen einer weilsen Kugel
= <5, jene eine schwarze zu ziehen = i+ ist; so hat man fiir
die gesuchte relat. W., wenn man gleich durch 4o abkiirzt:

1 12
= ———= 7; fiir die des Gegentheils: w, =
o : < P12

=, und

sofort m—|—-w,=:%+§$ 1.

2. Ein Spiel von 16 Karten, worunter immer 4 von dersel-
ben Farbe sind, wird unter 4 Spieler vertheilt, und dabei ist
die letzte Harte Trumpf; wie grofs ist die W., dafls der Spie-
ler 4, welcher die Karten nicht gibt, eher einen, und auch
nur einen Trumpf, als 3, und zwar auch nur 3 Harten von
einerlei Farbe (z. B. 3 Coeurs) erhilt ?

Da (rviicksichtlich des 1. Punctes der Frage) eigentlich nur
15 Harten ausgegeben werden, worunter sich 3 Tritmpfe befin-

151413 4a
RN A

den; so kann A seine 4 Harten auf 3 L= 1365 ver-
T

T
schiedene Arten erhalten. Da sich ferner nach Hinwegnahme
" e 12,17, 10
der 3 Triimpfe die iibrigen 12 HKarten auf —— - — 555
o : G 8
verschiedene Arten zu 3 verbinden lassen, so gibt es 3 Mal 220,
d. i. 660 Verbindungen zu 4, deren jede Einen , und anch nur
Einen Trumpf enthilt, also auch eben so viele giinstige Fiille
. - > " -~ . . 66
es ist daher die absol. W, fiir das 1. Ereignils: o= "7
44 . b
=3+ (etwas Lleiner als -).
Da sich ferner (viicksichtlich des 2. Panctes kommen alle

A )




— ()0

) 1615, 1413
Blatter in Rechmung) die 16 Blitter auf ————— = 1820
g TR Vo R
8L S PR
verschiedene Arten zu 4 verbinden lassen, und unter diesen
Verbindungen 192- mit 3 gleichen und ciner ungleichen Farbe
A

;i.3.'z £ Mal
L e

zu 3 verbinden, und jede dieser Complexionen gibt mit jeder

enthalten sind (die 4 Coeurs z. B. lassen sich

der 12 iibrigen Harten eine Verbindung zu 4 von der verlang-
ten Eigenschaft, also gibt es 43¢ 12 = 48 Verbindungen, deren
jede 3 Coeurs und ecine andere Farbe eathilt. "Da aber dasselbe
auch, wie von Coeur, fir jede der 3 iibrigen Farben gilt; so
gibt es in'der That 4 >< 48 = 192 giinstige Fille), so ist die ab-
o Taay U ety 48 £ ' '
sol. W. fiir das 2. Ereignifs : o'=+355 =757 (zwischen 5 und +3).
Es ist also endlich die gesuchte relative VV,:
W 220 53

-5
- ; = - = etwas < ).
w40 220 L 48 07 ( (]

Die zusammengeseizte Wahrscheinlichkeit.
g_ 333. Um die W. fiir das Zusammentreffen der
A

beiden Ereignisse 4 und B, denen bezichungsweise a und

a Fille giinstig, b und &' Fille entgegen seyn sollen, welche

; a a ;
also die absoluten W. w=— - und w'= ——— besitzen,
a+b a4+ b

zu finden; so gibt es, da dic a giunstigen I'ille des 1. mit
den a’ giinstigen Fillen des 2. Erecignisses aa Verbindun-
gen geben, also Leide Ercignisse auf aa’ verschiedene Ar-
ten zusammen eintreffen konnen, auch eben so viele giin-
stige Falle; da ferner im Ganzen (a--b)(a’'}-0') Fille auf
eine gleich mogliche Art Statt finden Lkiénnen, so ist die
cesuchte V. fir das Zusammentreffen beider Ereignisse

2 ;
n J s @ (@ Bl ’
(§ 327) 0 = m —ww,

Auf gleiche VVeise findet man, dals wenn o, o, o, ..
beziehungsweise die einfachen VV. fir die Ereignisse 4, B,
C, ..sind, sofort die VV. fiir das Zusammentreffen aller
dieser Ereignisse () = 0w w'w’, ., d. i, gleich dem Producte
der -einfachen VV. der einzelnen Ereignisse ist,

§.834. Beispiele und Aufgaben iber die

zusammengesetzte YWahrscheinlichlieit.



T— V] e

1. Die W. zu bestimmen, dafs man mit einem gewohnlichen
Wiirfel die Zahl 6 mehre Male hinter einander werfen werde?
Hier ist die einfache W. die Zahl 6 zu werfen = 3, mithin
die zusammengesetzte W, dafs dieseZahl 2, 3, .. 'm Mal nach
einander falle,, bezichungsweise:
1 ! 3 1 1

3 1 T
T TS ey e e S S P B W
6'% 62 €66 65

eine W., welche um so kleiner wird, je gréfser m ist.
2, Nehmen wir das in §. 826 angefiihcte Beispiel und. su
chen die W., auf einen zufilligen Griff, aus den nach den Far-

ben in 4 Packete getheilten 32 Harten (ohne zu wissen von wel-

LV *

cher Farbe jedes Packet ist) das Coeur - Afls zu ziehen,
Die W. die Hand auf das Packet der Cocurs zu legen ist

x5 . . . T . L
=7, und die W, daraus dic hezeichnete Havte zu ziehen =33
i

folglich ist die gesuchte W. fiir das susammengesetzte Ereignils

[ I
=3 rF=

fache W., aus einem wohl gemischten Spicle von 32 Karten
das Coeur-Afs zu zichen; welcher Fall auch in der That mit

75. Dasselbe Resultat erhilt man auch fiir die ein-

dem hier behandelten identiseh ist.

3. Wie grofs ist die W., dafs man aus einem gut gemisch-
ten Spicle von 32 Harten in zwei auf einander folgenden Ziigen
Afs und Konig von derselben Farbe in belichiger Ordnung
ziehen werde ?

Die' W., auf den 1. Zug das Als der bestimmten Farbe zu
ziehen, ist —=3=3; die W., hierauf den Hinig derselben Farbe

. I . - . . . .
zu ziehen, = 553 folglich ist die W., dafs beides in dieser an-

e . y 1 ' .
gefilhrten Ordnung eintreffen werde, — 57 +55. Da aber die
Ordnung willkiirlich seyn soll, also auch jener Fall, in welchem
zuerst der Kénig und dann das Afs gezogen wird, ein giinsti-
gerist; so ist die gesuchte zusammenges. W. doppelt so grols

'J‘ - 1. . . -
oder =3, 3" Und da endlich auch die Farbe nicht bestimmt
. 1
ist, also dieses Ereignils in allen 4 Farben eintreten kann; so

hat man zuletzt fur die znsammengesetzte W, des genannten

2 vl 1
Ereignisses: W =— ——— — — . £
2 da2:. 31 124

Zu dicsem Ergebnifs gelangt'man auch auf folgendem Wege:

32 .31

Die 32 -Harten: konnen auf —— Arten zu 2 verbunden wer-
. 1054,

den, worunter aber dem fraglichen Ereignisse nur 4 Combina-

tionen , ‘miamlich jené ginstig sind, in welchen Als und Honig




von gleicher Farbe beisammen liegen; man hat daher fiir die

cinfache W, dieses Ereignisses, wie zuvor, i 2 —— : —
401 124
4i ¥Yon 2 Urnen enthilt die erste 3 weifse und 1 schwarze,
die zweite 4 weilse und 2 schwarze Kugeln 3 wie grofs ist die
W., dals man auf einen zufdlligen Griff in eine der beiden Ur-
nen einc weilse Hugel ziehen wird ?

T . .
Die W, in die 1. Urne zu greifen ist =3, jene daraus eine

weilse Hugel zu ziehen :;, folglich die W, fiir das Zusammen-

(3 » - 1 3 3
treffen beider Ereignisse — 7+ ¢ = 5. Eben so ist die zusam-

mengesetzte W. dafs man in die 2, Urne greifen und dann dar-
. . . . I

aus eine weilse Hugel zichen wird = 7+ = %; man hat daher

endlich, da beide diese betrachteten Ereignisse dem fraglichen

gesetzle VW

Ereignils giinstig sind, fiir die gesuchte zZusammeng

it =

Genau eben so findet man fiir die W. auf einen zufilligen
Griff in eine der beiden Urnen eine schwarze Kugel zu zichen:

45 = s welche W, mit der vorigen addirt, wie es
in der That seyn soll, die Einheit gibt; indem diese W. die
entgegengesetste von der vorigen bildet [I,, 392].

5, Dasim §. 329 angefithrte 3. Problem lilst sich einfacher
mittelst der zusammengesetzten V. auflésen. Denn eg ist die

W. dals das oberste Blatt der Konig sey, =~,'3., jene, dafs nach-
dem diese Harte weggenommen worden, das oberste Blatt das
Aflssey, = 7=, folglich die gesuchte W. dals beides in dieser

Ordnung Statt finde: 15 .= = -5, wie a, a. O,

1a
6, Die W. zu bestimmen, dafs in der gewdhnlichen Zahlen-
lotterie, in welcher von den 90 Nummern jedes Mal 5 gezogen
werden, yon 2 besetzten Nummern wenigstens eine heraus
komme ?
Die W. dals auf den 1. Zug eine der beiden Nummern her-
aus komme ist =35, jene dals auf den 2. Zug die andere gezo-

1

gen wird =;';; mithin die W. dafs beides geschieht ':5%,, %o
Da es aber hier auf die Ordnung, in welcher beide Nummern
gezogen werden, nicht ankémmt; so wird diese W. (da sich 5
Elemente, worunter § gleiche sind, 20 Mal permutiren lassen)
20 Mal so grofs, also die W, dals unter 5 Ziigen die 2 be-

20 2

stimmten Nummern heraus kommen = ——=2— == i
90.89  9.89

Ferner ist die W, dafs in diesen 5 Ziigen blofs eine der bei-



— gy =

den Nummern, z B. die erste, komme =%, und jene, dafs

die andere 4n den 4 iibrigen Ziigen nicht herauskimmt = » —73
=:z— , also die W. dafls beides zutrifft =9—’° -:—;; da ferner das-
selbe auch in Beziehung auf die 2. Nummer gilt, so ist iitber-
haupt die W. dals in diesen 5 Ziigen nur eine der beiden

85
5 85 : i
Nummern herauskommt = 2. — . 5o = ———.  ‘Es ist also_ end.
g 9 .89

lich, da beide betrachteten Ereignisse der Erwartung giinstig
2 85 a7 :
= m+m=3t: (nahe = 3).
Zur ﬂ’l)ung Ikann man dieses Resultat auch durch die einfache
W. zu erhalten suchen, T[L., 393, 395.] :

sind, die gesuchte W.

Die wiederholten Versuche.

§. 845. Gibt es m Fille, welche dem Ereignifs A,
und n Fille, welche jenem B giinstig sind, und findet bei
jedem neuen Versuche immer das ndmliche Yerhilinils
zwischen der Zahl der Fille beider Arten Statt; so kann
die W. fir irgend eine Erwartung nach einer bestimmten
Anzabl von Versuchen leicht durch die zusammengesetzte
W. gefunden werden. — Nehmen wir z. B. ein (m +-n)sei-
tiges regelm, Prisma, wovon m Seiten mit 4 und n Seiten
mit B bezeichnet sind, und setzen, dafls damit z. B. 3 Mal
hinter einander geworfen werde; so konnen dabei folgende
Fille eintreten: Man wirft 3 Mal 4, oder 2 Mal 4 und
1 Mal B, oder 1 Mal 4 und = Mal B, oder endlich 3 Mal B.
Bezeichnet man die VV. fiir das Eintreffen von 4 und B be-

v - . i m
ziehungsweise durch ¢ und b, so ist (§. 327) a = —
m--n
n 3 . "w
und- b = ———; folelich die zusammenges, VV, fiir das
m-n 9 2

1. Eveignils 44 A sofort a.a.a==a*; fiir das 2. oder A4 A4 ii:
a.a.b = a*b, und wenn dabei die Ordnung nicht bestimmt
ist (also 4 4B 3 Mal permut. werden kann) = 3a’b; fur
das 3. Ereign. oder 4BB: a(?, und ohne Riicksicht aufl die
Ordnung = 3ab*, und endlich fir den 4. Fall, d.i fiir
BBB: 0.b,b=10° Die bei diesen 3 wiederholten Yersuchen

vorkommenden VY. aller dabei méglichen Falle sind dem-
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nach, wenn die Ordnung nicht bestimmt ist: a®, 3a®b,
3ab?, b, ndmlich die Glieder der Entwickelung von (a--b)*.

§. 836. Durch Fortsetzung dieser Betrachtungen
findet man eben so, dals die einzelnen VV. fiir alle jene
Fille, welche bei n wiederholten Versuchen eintreten kén-
nen, durch die Glieder der Entwickelung von (a=-5)", d. i

durch a7, (':) a"—h, (':)a"—“ b%, .'. b* ausgedriickt wer-
den, so, dals nimlich das allgem. Glied (;:) ar—rbe die V.

ausdriicht, dals unter n Versuchen oder Wiirfen, ohne Riick-
sicht auf die Ordnung, 4 n—p Mal und B p Mal eintreffe. —
Soll dabei die.Ordnung eine bestimmte seyn, so darf

man darin nur den Coeflicienten -auslassen, d. 1. (;;’) =1
selzen,

S. 337. Soll endlich die VV. bestimmt werden, dals
unter diesen n Versuchen 4 wenigstens n—2 Mal ein-
trifft, so sind auch jene Fille dem Ereignils giinstig, in
welchem A4 n—1 oder nMal zutrifft; mithin driickt die
Summe der crsten 3 Glieder der vorigen Entwickl. die ge-
suchte VV. aus, weil man in diesem Falle eigentlich die VV.
sucht, dals 4 nMal, oder n— 1 Mal, oder n—2 Mal ein-
trifft. — Dagegen ist die V., dals 4 unter n Versuchen
hochstens n— 2 Mal eintritt, gleich der Summe der gan-
zen Reithe, um jene der beiden ersten Glieder vermindert.
Dasselbe gilt auch in Beziehung auf das Ereignils B,

Anmerk. Da hier immer a4 b =1, also auch (¢ 4-0)» =1
oder die Summe der ganzen Reihe gleich 1 ist; so ist auch
dic Summe aus der W., dals A \\'l:'.nigstcns n—p Mal und

Lochstens 2 — p—1 Mal unter r Versuchen eintrifft, immer

gleich der Einheit oder Gewifsheit; was auch seyn soll

Zugleich folgt daraus, dafs es, wenn zur Bestimmung ir-

gend ciner YW. mehr als die halbe Anzahl der Glieder dieser

Reihe summirt werden soll, bequemer ist, die Summe der

kleineren ililfte von der Einheit als Summeé der ganzen Reihe

abzuzielien; was damit iibereinstimmt, anstaty der gesuch-
ten W. die entgegengesetzte W. zu bestimmen und sie von
der Einheit abzuziehen. [I,, 308 — 403.]
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' §.838. Beispiele und Aufgaben iiber die
wiederholten Versuche,

1. 'Wie grols ist die W. mit cinem gewdhnlichen Wiirfel un-
ter 4 Wiitrfen a) die Zahl 6 Einmal, also 3 Mal eine andere Zahl,
b) diese Zahl 6 wenigstens 2 Mal, und endlich: ¢) héeh-
stens 2 Mal zu werfen?

Hier ist die eizfache W. des Ereignisses .4 ; a=7%, also die
entgegengesetzte : b=+ und n=4; daher

(@ +byr = (@ b) = @ 4 a3 b - 6a b2 - fabs 4 b,

a) In diesem Falle gibt das 4. Glied dieser Reihe die gesuchte

: T A sy
W., diese ist nimlich: 4abs =4+ g i1 =7Fa3

b) Die gesuchte W, wird hier darch dieSumme: der 3 ersten
Glieder dieser Reihe ausgedriickt, so, dals man dafiir hat:
14+4.54-6.25 - 19

6 ST

¢) In diesem Falle erhilt man die W. durch die Summe der

3 letzten Glieder der Reilie, diese ist ndmlich
__6.a5 441254635 1295 1 425
T e AT

2. In ciner Urne befinden sich 4 weilse und 6 schwarze Ku-
geln; wie grols ist die W. in 6 Ziigen, nach deren jedem die
Kugel wieder in die Urne gethan wird, 2 weifse und 4 schwarze
Hugeln zu ziehen ?

Hier ist die einf. W. eine weilse Kugel zu ziehen (die W.

i = k0B 5 a : :
fiir das Ereignils 4): a=5:=7) und jene eine schwarze zu

zichen (die W, fiir das Ereignils B): b —=-2 =2 Die gesuchte
W. wird durch jenes Glied derEntwickelung von (a - b)¢ aus-
gedriicke, welches die Form K a%)4 hat (die Expon. von a und
b sind die Wiederholungszahlen von 4 und B), und da hier

6.5:.4.3.2.1

R W e b D
Eoa i prREs Bx e D7
lJl.’I'Z)“ = 10+ 35%%325 — 31a5"*
3, Man wirft ein Geldstiick, dessen beide Seiten bezichungs-
weise das Gepriige von Hopf und Wappen besitzen, in die Hohe;
wie grofs ist die W,, dals in 2 Wiirfen wenigstens Einmal

YWappen falle ?

-

— 15 ist; so hat man fiir die gesuchte W.:

Die gesuchte W. ist = a* --2ab, wobei a—=Db =7 ist, also
HIGY i) . 2 : 3
— - +=1%; von welchem Ergebnils man sich auch Icicht
durch die einfachen W, iiberzeugen kann. [l., 405.]
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§.339.  Zusatz. Veriindert sich nach jedem Ver-
suche die Anzahl aller Fille, wie z. B. wenn die gezogenen
Hugeln nicht wieder in die Urne zuriick gelegt werden; so
treten andere Verhiltnisse ein, und man findet z. B., dafs
wenn A m, und B nFille fir sich hat, und m--n==s ge-
setzt wird, die V. dals nach p Versuchen, nach deren je-
dem die Summe s um eine Einheit abnimmt, 4 p—g, und
B ¢ Mal eintreffen werde —
pPp—1)..(p—g+1) m(m-1) <. [m-(p-g)41] s<aln-v). . (n-qg41)
12 .00..04q SHEHP 4 4 {.}'*P-}-«I)
ist. Auch sieht man von selbst, dafs wenn mehr als zwei

Arten von Ercignissen vorkommen, man statt dem Binom
das Polynom in Anwendung bringen miisse. — Befinden
sich z. B. in einer Urne 3 weilse, 5 schwarze und 4 rothe
Hugeln; so werden beziehungsweise die VWV, fiir alle bei n
auf einander folgenden Ziigen, nach deren jedem die Kugel
wieder in die Urne gethan wird, vorkommenden Ereignisse,
durch die Glieder der Entwickelung von (a5 ¢)7, wo
@, b, ¢ der Reihe nach die absol. YV, fiir das Zichen einer
weifsen, schwarzen und rothen Kugel bezeichnen, also
=%, 5 und % sind, ausgedrickt, [I, 406.]
Steigerung der Wahrscheinlichkeit durch
fortgesetzte Versuche,

§. 840. Nach §.336 driickt das letzte Glied b» der
Entwickl. von (a +- b)*, wobei @ und b die absol. V. der
Ereignisse 4 und B bezeichnen, die VWV. aus, dals unter n
Versuchen A Lein Mal, also B n Mal nach einander eintref-
fen werde. Nun wird aber, wegen b<1, b7 um so Llei-
ner, je gréfser n wird; also die V., dals unter n Versu-
chen 4 gar nicht eintrifft, immer kleiner, folglich die ent-
gegengesetzte VW, 1 —4%, dafs nimlich 4 dabei wenig-
stens 1 Mal zutrifft, immer grofser. Es lilst sich daher
die Frage aufwerfen, fir welchen YWerth von n, oder nach
wie viel Yersuchen diese VV. eine bestimmte Grofse erreicht
haben wird?
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S. 341. Setzt man zur Beantwortung dieser Frage
die gegebene V. (welche dasEreignifs: dals A4 unter n Ver-
suchen wenigstens Einmal eintrifft, erhalten soll) =g, so
ist die entgegengesetzte VV.: b"==1—g, und aus dieser
Gleich., wenn man Logarithmen anwendet: n =E-§%;
welcher Ausdruck sofort zeigt, dafs n oder die Anza]‘ll der
YVersuche um so gréfser seyn muls, je mehr sich 6 oder g
der Einheit nihern.

Beisp. Die W, mit 2 Wiirfeln auf einen Wurf einen Pasch

ru werfen ist =7%; nach wie vielen Versuchen wird die W.
wenigstens Einmal einen Pasch zu werfen =, und nach wie
vielen Versuchen = + seyn ?

Hier ist a=%, b=1%, und fiir den 1. Fall g==; folglich

nach der vorigen Formel
n=log+:logs =loga: (log6— logh) = +30103: 47918 = 3-8,
oder die W. fiir das genannte Ereignils nach 4 Versuchen schon
etwas weniges > f.
Fiir den 2. Fall ist g = -:-, also
n= log4: (logh — logh) = =6,
also die W. nach 8 Versuchen ehenfalls schon grofser als %+

Regeln beim Wetten.

§, 3492. Eine Wette zwischen 2 oder mehreren Per-
sonen kann nur dann rechtmilsig genannt werden, wenn
der Einsatz eines jeden der YV., die VWette zu gewinnen,
proportional ist. Denn nimmt man z. B, an, dafls beim ge-
wohnlichen Wiirfelspiele von 6 Personen jede eine der 6
Zahlen besetzt, so wird offenbar jeder gleich viel einsetzen
miissen ; es hat aber auch in der That jeder der Spieler die
nimliche VY. fir sich, das Spiel zu gewinnen. Ubernimmt
nun z. B. B 5 Antheile oder vertritt er die Stelle von 5 Spie-
lern, die etwa beziehungsweise auf die Zahlen 1, 2, 3, 4, &
gesetzt haben; so bleibt Alles dasselbe, wenn nur B seinen
vorigen, oder den jetzigen Einsatz des 4 5fach leistet, und
sonach mit dem Einsatze 5 gegen 4, welcher 1 auf die Zahl
6 einsetzt, wettet, dafs eine der 5 iibrigen Zahlen von 1




bis 5 falle. Aber auch in/diésem Falle, dessen Rechtmissig-
keit einleuchtet, verhalten sich die VV., die beziehungsweise
A und B zum Gewinnen des Spicles haben, wie z:f=1:5,

d, i wie'ihre Einsitze.

§. 348. Setzen also 2 Spieler die Summen a und a’,
und sind. ithre V. das Spiel zu gewinnen w und »'; so wird
erfordert, dals a:a'=w:w oder a w=—a'w sey: es miissen
nimlich die Prodocte aus dem Gewinnste, den jeder hoflt,
in die V. diesen zu erlangen, d.i. die mathematischen
Hoffnungen oder Erwartungen einander gleich seyn.

1. Wettet 4 gegen B, dals er mit 2 Wiirfeln auf einen Wurf
die Summe 5 werfen wird, so miissen sich die von 4 und B
zu leistenden Einsiitze wie 1 : 8 verhalten ; weil die V. die Summe
5 zu werfen (§. 329, 1.) =1, also die des Gegentheils :% ist,

2. Verspricht 4 dem B beim Hopf- und Wappenspiel, wenn
Wappen auf den 1, Wurf fillt 2, und wenn es erst auf den 2.
Wurf fillt, 4 Groschen; so ist die mathematische Hoffnung des
B, da dic cinfachen W. der genannten Ereignisse beziehungs-
weise = und ¢ sind, sofort: 2.7 - 4.% = 2 Groschen; und
eben so viel mufs aueh der B dem 4 entgegen setzen, weil Ein-
satz und Hoffnung gleich seyn sollen,

Soll abci‘,lungea('htct vielleicht schon auf den 1, Wurf Wap-
pen fiel, B dennoch -die 4 Groschen bekommen, wenn es auf
den 2. Wurf fillt; so ist jetzt die W., dals Wappen auf den
2. Wurf fillt, da nun der 1. Wurf hierauf keinen Einfluls hat,
=, also die mathem. Hoffnung des B =a.57-+4. 7+ =3 Gro-
schen, die er sofort auch einsetzen muls.

Bechtmilsige Theilung des Einsatzes vor
Beendigung . des Spieles,

§. 344, Sind mehrere Versuche néthig, um ein Spiel
zu entscheiden, und wird, nachdem bereits einige Versuche
gomacht worden, das Spiel vor dessen Beendigung abge-
brochen; so kann gefragt werden, nach welchem Verhilt-
nisse der von den Spielern geleistete Einsatz zu vertheilen
sey. Da man bei jedem Spiele von dem Grundsatze aus-
geht, dafs jeder Spicler auf den geleisteten Einsatz verzich-
tet, dagegen, wenn der Zufall Gber den ganzen Einsatz
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noch nicht entschieden hat, zur Entschidigung auf diesen
‘Einsatz ein Becht besitzt, welehes seiner Hoffnung, d. i.
seiner V. das Spiel zu gewinnen, proportionirt ist; so mufs
cben diese Regel, die sogenannte Theilungs regel, bei
allen solchen Theilungen, wenn sie rechtmilsig seyn sol-
len, zu Grunde liegen.

1. Wettet z. B. 4, mit einem Wiirfel 2 Mal hinter einander
die Zahl 6 zu werfen; sodarf er (nach dem Grundsatze in §. 343)
nur die Swnme 1 setzen, wihrend sein Gegner B den Einsatz
35 zu leisten hat. Gehen die Spieler aus einander, bevor noch

cin Wurf gemacht worden, so muls natiirlich jeder seinen LEin-

satz unverindert zuriick nehmen, oder es mufs der ganze Ein-
satz 36 so vectheilt werden, dafs davon 4 die Summé 1, und B
die Summe 35 erhilt, also augenscheinlich in demselben Ver-
Lhiitnifs, in welchem in diesem Augenblicke noch ihre W. das .
Spiel zu gewinnen stehen. Tlat aber 4 bereits Hinmal und da-
bei wirklich die Zahl 6

geworfen, so haben sich dadurch die

ganz anders gestelles 4 gewinnt nun,

Hoflnungen der Spieler
wenn er im' nichsten Wurf die Zahl ‘6 wirft, wofiir er die W.
:= % hat; B dagegen gewinut, wenn A dicse Zahl nicht wirft,
wofiir die W. = ¥ ist. ' Veor dem ‘2. Wurfe verhalten sich also
die mathemat. Hoffnungen des «f und B das 8piel zu gewinnen,
wie 1:5, also muls auch, falls sich die Spieler vor diesem 2,

atz 36 in eben demselben Ver-

Wourfe trennen, der ganze Ei
hiltnils getheilt w erden, so, dals davon A4 dic Summe 6 und B
jene 3o erhilt,

3. Zwei Spieler 4 und B kommen. mit einander iiberein, dafs

derjenige den ganzen Einsalz e walten solle; welcher zuerst 3
Pawtien gewinnt; nachdem nun 4 bereits 2, und B Eine Par-
tie gewonnen haben, trennen sie sich; nach welchem Verhilt-
nifs ist jetzt der Einsatz zu theilen?

Wire das Spiel fortgesetat worden, so wiirde A dasselbe
gewonnen haben, wenn er entweder die folgende Partie ge-
wonnen hitte, wofir die W. _—:% ist, oder, wenn er diesePar-
tie verloren, dagegen die michst folgende gewonnen hitte , wel-
ches zusammengesetzte Ereignifs sonach die ' W. .5=7 fiir
sich hat;, es ist also in dem Augenblicke, in welchem das Spiel

* unterbrochen wird, die mathemat. Hoffnung des o = :+ -:-=%.
B dagegen wiirde das Spiel nur haben gewinnen kinnen , wenn

er dic heiden folgcndenl_'.'u'ticn nach einander gewonnen hitie,
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wofur die zusammenges. W. =7 .7==1% ist; und diefs ist zu-

gleich die Hoffaung, welche B beim Abbreclhen des Spiels hat.
Es muls also zufolge der obigen Regel von dem ganzen Einsatze

1

A Fund B 7 erhalten, so, dals wenn z. B. jeder 32 Ducaten
gesetzt hat, 4 und B davon beziehungsweise 48 und 16 Ducas
ten bekommen, [I., 413.]

Die Wahrscheinlichkeit @ posteriori,

§. 345. Bei allen bisher behandelten Aufgaben hat
sich das Verhiltnifs der giinstigen zu allen gleich moglichen
Fillen aus den gegebenen Bedingungen immer im Voraus,
also auch die W. a priori bestimmen lassen. Ist dieses Ver-
hélinils aber unbekannt, und soll dieses erst, so weit es
mdéglich, aus Beobachtungen abgeleitet werden; so wird
die darauf gebaute Wahrscheinlichkeit eine W, a posteriori
genannt. Kennt man z B, die Bedingungen einer Urne nicht
vollstindig, aus welcher die Ereignisse hervorgehen; so
mufls man alle miglichen Bedingungen untersuchen, unter
welchen diese Eveignisse haben Statt finden konnen, um
dafiir wenigstens eine Art von mittlerer VV. zu erhal-
ten, welche der wahren um so niher gebracht werden
kann, je zahlreicher die Erfahrungen oder angestellten Ver-
suche sind.

§. 346. Gesetzt man habe aus einer Urne, welche
3 Hugeln enthilt, davon jede entweder weils oder schwarz
seyn kann, so, dafs man die wahre Anzahl der weilsen und
schwarzen Hugeln nicht genau kennt, in 3 Ziigen, nach
deren jedem die gezogene l{ugel wieder in die Urne gethan
wird, 2 weilse und 1 schwarze Kugel gezogen; so kénnen
in Betreff der Bedingungen dieser Urne die beiden folgen-
den, aber auch nur diese beiden Hypothesen aufgestellt
werden: die Urne enthilt «) = weilse und 1 schwarze, oder
B) 1 weilse und 2 schwarze Kugeln,

Bezeichnet a die V. eine weilse, und b jene eine
schwarze Kugel zu zichen; so ist nach der ersten oder

Hypothese «): ‘a=3, b=1, und nach der 2. 8): a=2*,

b=73. Nun wird die VV. 2 weilse und eine schwarze Ku-



m— ()7 ———

gel zu ziehen (§ 336) durch 8a®b ausgedriickt, folglich ist
diese nach den beiden Hypothesen «) und [3) beziehungs-
weise 3.2 3 =%und 3.1.2=2 Nach der 2. Hypothese
ist also die VV. des beobachteten Ereignisses nur halb so
grols als nach der ersten; es ist aber auch in der That die
2. Hypothese weniger wahrscheinlich als die erste.

§. 347. Da aber nach der Leichtigkeit, mit welcher
die aufgestellte Hypothese die beobachteten Ereignisse her-
beifiihrt, auch der Grad der VV. der Hypothese selbst be-
urtheilt werden mufs; so hat man folgenden Grundsatz auf-
gestellt: die YV. der Hypothesen oder Ursachen sind den
V., welche daraus fiir die beobachteten Ereignisse hervor-
gehen, proportional. :

Im angefiithrten Beispiele verhalten sich also die W. beider

Hypothesen wie 2:1, und da von beiden eine nothwendig Statt
finden mufs, so muls auch (§. 328) die Summe ihrer YW. =1
seyn. Ans dieser Bemerkung findet man sofort die W. der Hy-
pothesen , indem man die betreffenden Verhiltnifszablen 2 und
1 durch ihre Summe dividirt; es ist ndmlich die W. der 1. Hy-

1

pothese =5, und die der 2. =7 (denn nun ist, wie es seyn

gk . 3 ¥
soll, i =2:1, und zugleich 34-3=1).

§. 348. Sind allgemein H, H', H", . . die W. der
Hypothesen, und 4, 4, 4", . . beziehungsweise die dar-
nach berechneten VV. fiir die beobachteten Ereignisse; so
ist dem vorigen Satze gemils:

H: d=H:4= H': 4" = ete,,
und daraus
H4+- 4 H 4. A+ A4 4"+ =H: A=H":4'=etc.
oder wegem H-|H 4+ H' 4 ..=1, und wenn man
A+ 44 4"+ .. =8 setat:
you S = H A= Hy 4" b 8. Wy
50, dals man endlich hat:

Ve P VK
—_— = — W 5. W,
gt H s
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So hat man im vorigen Beispicle 4 =< und A'=7%, mithin

=id
o g8 2 .
S=d+d'=7, und daher II:%:%:; und H:-.::-:%:—;—,

wie vorhin,

§. 319. Sind die W, der rhb‘glichcn Ursachen oder
Hypothesen ausgemittelt, so kann man nun auch die WV. fiir
ein folgendes Ereignils (nach der V. a priort) finden.
Es darf nimlich nur die W. des erwarteten Ereignisses
nach jeder H_ypothcée genommen, und diese mit der VV. der
betreffenden Hypothese selbst multiplicirt werden, so driickt
die Summe dieser zusammengeselzten VV. die gesuchte V.

aus,
So ist in dem vorigen Beispiele die W. auf den folgenden
oder 4. Zug eine weifse Kugel zu zichen = i troi=3,
und die W. eine schwarze zu ziehen :—;-;-—i—%%:—'f;, die

. . . 5 4 .
Summe dieser beiden W. ist 57==1, wic es auch seyn soll ;

weil es gewils ist, dals man auf diesen 4. Zug entweder eine
weilse oder eine schwarze Hugel ziehen wird, [L, 418, dann
vermischte Beispiele 420 — 432.]
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