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Zweiter Abschnitt .

Die Lehre von den Functionen .
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Erstes Capitel .
Von den Functionen im Allgemeinen .

Erklärungen .

§ . 98 . 13ehält eine Gröfse während der Rechnung
oder Entwicklung denselben Werth unverändert bei , so

heilst sie beständig oder constant ; im entgegenge¬

setzten Falle wird diese Gröfse veränderlich oder v a -

riabl genannt . Man bezeichnet die erstem gewöhnlich

durch die ersten , die letztem durch die letzten Buchstaben

des Alphabetes .

§ • 94 . Jede Gröfse , deren Werth von dem Werthe

einer andern Gröfse auf irgend eine Weise abhängt , wird

eine Function dieser letztem genannt . Obschon aber

nach dieser Erklär , der Werth eines jeden analytischen Aus¬

druckes von allen darin vorkommenden Gröfsen abhängt ,

so berücksichtiget man in der Regel doch nur die verän¬

derlichen Gröfsen , und betrachtet einen solchen Aus¬

druck als Function dieser letztem . — Um die Abhängigkeit

von diesen Variablen kurz anzuzeigen , setzt man ihnen ei¬

nen der Buchstaben : f , F , <p , ij> u . s . w . vor und be¬

zeichnet z . B . ' die Ausdrücke a - J- bx , \ /ay — siny ,

a - j- bxy — ilogj - beziehungsweise durch/ ( ;r ) oder F ( x )

u . s . w . f ( y ) oder F ( j ) etc . und/ ( ;r , ^ ) oder F ( x , y ) u . s w .

Übrigens wendet man in ein und derselben Entwicklung den

nämlichen Buchstaben nur für solche Ausdrücke an , wel¬

che sich in nichts als den , die variable Gröfse bezeichnen¬

den Buchstaben unterscheiden . Bezeichnet man z . B . die

Relation a - j- b x — ab sin x durch f ( x ) , so versteht man

in der nämlichen Entwicklung unter y ( j ' ) den Ausdruck :



a 4 ~ b * — ab siny * ) . Functionen , wie diese beiden , heifsen
ähnliche Functionen .

Anmerk . Häufig bedient man sich auch statt der Bezeich¬
nung von f ( x ) , F (y ) , f ( z ) u . s . w . blofs der grofsen gleich¬
namigen Buchstaben X , Y , Z etc .

§ ■ 95 . B e i Gleichungen , wie z . B . y = z \J <iax — x z ,s = 2 tr — 3a - j- log v u . s . £ . schreibt man ebenfalls : y = f ( x ~) ,
x — F ( x , v ) etc . , um auszudrücken , dafsy eine Funct . von
x , x eine Funct . von x und v u . s . w . sey . Die Gröfsen .y
und z ( die Functionen ) , welche ebenfalls , obschon nicht

unabhängig , variablsind , werden abhängig oder rela¬
tiv veränderliche Gröfsen genannt , während jene x , dann

x und v unabhängig oder absolut variabl heifsen * * ) .

§ . 96 . Die im vorigen $ . angeführten Functionen
sind zugleich Beispiele von gesonderten oder ent¬

wickelten ( expliciten ) Functionen , weil y und x allein
oder gesondert auf der einen Seite der Gleich , stehen . Ist

hingegen blofs die Belation derFunction mit den veränder¬

lichen Gröfsen , von welcher sie abhängt , gegeben , ohne
noch durch diese letztem gehörig gesondert oder bestimmt
zu seyn ; so wird sie eine unentwickelte ( implicite )
Function genannt ; so ist z . B . in dem Ausdrucke

y 1 — a xy - f - b x * = o ,

y eine unentwickelte Funct . von x , so wie auch umgekehrt
x eine eben solche Funct . von y . In y = logx ist y eine

entwickelte Funct . von x , dagegen x eine unentw . F . von y .

§ 97 - Eine Funct . heifst algebraisch , wenn
sich bei den Verbindungen der constanten mit den verän -

* ) Bedeutung von Ff ( x ) , ff ( x ) u . s . vv . ?
* *) Bei der nähern Erörterung oder Discussion der Gleichung

des Kreises y = 'f iax — x ‘i z . B . ist der Halbmesser a eine
beständige , die Abscisse x die unabhängig varia¬
ble , undy , welche von a und x , oder wenn die Untersu¬
chung in einem und demselben Kreise geführt wird ,
also a nicht weiter in Betracht kommt , von x abhängt , die
abhängig veränderliche Gröfse oder die Functionvon x .



derlichen Gröfsen auf diese letztem blofs algebraische
Operationen ( Addition , Subtract . , Multiplicat . , Division
und Potenzirung mit ganzen oder gebrochenen , jedoch con -
stanten Exponenten ) beziehen ; im entgegengesetzten Falle
wird die Funct . eine transcendente genannt , unter
welchen die logarithmischen und Kreisfunctionen

die wichtigsten sind . So sind a -\ - bx — a \Sx -\ - x 3 loga

Beispiele von algebraischen , und a — 2 ba 1 , 1 — log x ,
a - j- b sinx Beispiele von transcendenten Functionen .

§ ■ 90 - Eine algebr . Funct . heifst rational , wenn
die variable Gröfse , nach allen möglichen Reductionen , we¬
der einen gebrochenen Exponenten besitzt , noch unter ei¬
nem Wurzelzeichen vorkömmt ; im Gegentheile wird sie
irrational genannt . So ist von den Functionen

2 3ax — ^ x ‘i \ /a und a — b \ x

die erstere rational , die letztere irrational .

§ . 99 . Eine Funct . heifst ferner eine ganze F . ,
wenn die Variable weder als Nenner , noch mit einem ne¬
gativen Exponenten erscheint ; im entgegengesetzten Falle
nennt man sie eine gebrochene ; so sind die im vori¬
gen § . angeführten Beispiele ganze , dagegen folgende :

2 a bx ~ 3 ax — ^ l ° n a- gebrochene Functionen .

§ . 100 . Die allgemeine Form einer ganzen , ra -
t i o n a 1 e n Funct . ist sonach : A -\ - Bx Cx * -\ - Dx 3 * ) ,
so wie die einer gebrochenen , rationalen :

A + Bx -f Cx * -f . . .

a - f- b x - |- c x % - }- . . . ’
wobei A , ß , C , . . . , a , b , c , . . . von x unabhän¬
gige Coeflicienten bezeichnen . Ist bei der letztem Func¬
tion die höchste Potenz von x im Nenner gröfser als jene

* ) Wie läfst sich jede andere Funct . von der Form

A x m -j - ßr m + “ - f - C xm + 4 . . . .

auf diese zurüchführcn ?



im Zähler , so heilst die Function echt , im Gegentheile

unecht gebrochen .

§ . 101 . EineFunct . zweier oder mehrerer Variablen
heifst gleichartig oder homogen , wenn die Summe

der Exponenten der veränderlichen Factoren ( die sogenannte

Dimension ) in jedem einzelnen Gliede gleich grofs ist ;

im entgegengesetzten Falle wird die F . ungleichartig

oder heterogen genannt . So sind z . B .

(U ,! - j- bx 2y - j- cxy 2
- -2X 3 — r * 4 - Y

ld s = - , — —
2 X — 6y

homogene Functionen des 3 . und 2 . Grades , während jene

a — b x - f- c x 2 - j- dy 2 und
\ —- 2 x y - - J- 3 X *

x + 5y

ungleichartige F . des 2 . und 3 . Grades sind .

§ . 102 . Aus der vorigen Definition folgt auch , dafs

eine Function f ( x , y , z , . . . ) homogen und vom m . Grade

sey , wenn die Relat . besteht :

J ~( tx , iy , is , . . . ) s = t " lJ ' ( x , y , z , . . . ) ,

wobei t eine willkürliche , etwa neue variable Gröfse be¬

zeichnet , So ist für das vorige i . Beispiel , wenn man tx

und ty statt x und y schreibt :

a t 3 x 3 - J- b t 2 x 2 ty - \ - c t x t 2y 2 = <3 ( ax 3 - f- bx 2y - j- cxy 2 ) — t 3 z ,

also s eine homogene F . des 3 . Grades , wie vorhin .

§ . 103 . Von zwei oder mehreren Functionen von

den nämlichen Variablen sagt man , sie seyen von einer¬

lei Form , wenn die Exponenten der veränderlichen
Gröfsen in allen F . nach demselben Gesetze fortschreiten .

So sind z . B . die beiden F . ax - j- bx 3 - j- cx rj - j- . . . und

A x - (- B x 3 Cx s - j- . . . , so wie auch jene :

a x - j- ( bx 2 - )- cxy - j- dy 2) - {- . . . und

Ax ( Bx 2 - j - Cxy - |- Dy 2 ) - j- . . .

von der nämlichen Form , und unterscheiden sich sofort

blofs in der Verschiedenheit ihrer Coefficienten .



§ . 104 . Eine Function heilst ein - oder viel för¬
mig ( vieldeutig ) , je nachdem ihr für jeden besondern
Werth der veränderlichen Gröfse nur ein oder mehrere
Werthe zukommen ; je nach der Anzahl dieser Werthe
heilst sie 2 , 3 , . . . « förmig . So ist z . B . y — % — Scr -J- aA
eine einförmige , dagegen ^ = ax -j- yj x — 1 eine zweiför¬
mige Function von x .

Z u s . Die höhern Gleichungen gehören sofort zu den
vielförmigen Functionen .

§ . 105 - EineFunct . mehrerer Variablen heifst sym¬
metrisch , wenn man in ihr , ohne dadurch den Werth
zu verändern , die veränderlichen Gröfsen unter einander
beliebig vertauschen kann . So sind z . B . x 2 - j- 2 xy - )- y 2 ,

'C y oc z y z
x 3 _|_ ^. 3 _|_ , 3 — - -- •— symmetrische F . von x ,z y x
y und x , y , 2 ; so ist die Radicalgröfse u> in $ . 66 eine
sym . F . von den 3 Seiten a , b , c .

§ • 106 . Ändert sich der Werth einer Funct . , wäh¬
rend die veränderliche Gröfse allmählich oder continuirlich
zu - oder abnimmt , ebenfalls nur allmählich , d . i . so , dafs
sie alle Grade der Gröfse von einem Werthe zum andern

stetig durchläuft ; so wird die Funct . continuirlich ,
im Gegentheile aber dis continuirlich genannt ( eine
weitere Delinit . dieser Functionen folgt im 141 ) . So sind
z . B . a b x und x n für alle endlichen Werthe von x con -

tinuirliche , jene x ~ n und cotx = —— nur für x ^ ox sin x

continuii ’liche , dagegen füra : = o discontinnirliche Func¬
tionen von x . Hieraus erhellet zugleich , dafs eine Funct .
innerhalb gewisser Grenzen cont . , dagegen aufserhalb der¬
selben discont . seyn kann .

§ • 107 . Lehrsatz . Ist eine Function von der in
§ . ioo angegebenen P' orm A Bx - (- Cx z - j- Dx z -|- . . , wobei
■A , B , C , . . . von x unabhängige Coeflicienten bezeichnen ,
für jeden Werth der Variablen x gleich Null ; so ist auch
jeder Coeflicient für sich gleich Null .



Denn besteht die Gleichung i ) A -j- Bx - {- Cx z -f- , . . = o
für jeden Werth von x , also auch für x — o ; so folgt dafür
ausi ) : A = o und x ( B -j- Cx -(- . . . ) = o . Dieser letztem
Gleich , wird aber nicht blofs für x = o , sondern auch für
B + C x - |- . . . = o Genüge geleistet , aus welcher Gleich ,
aber wieder , wie in 1 ) B = o und x ( C -)- Dx - J- . . .) = o ,
d . i . . c= o folgt ; daraus wird wieder für x — o
sofort C — o u . s . w .

§ • 108 - Zusatz . Sind 2 Functionen yon derselben
Form ( $ . io3 ) für alle Werthe der veränderlichen Gröfse
( oder Gröfsen ) einander gleich , so sind auch die gleich¬
namigen , d , i . jene Coefficienten , die beiderseits zu den¬
selben Potenzen , oder wenn es Funct . mehrerer Variablen
sind , zu denselben Combinationen der veränderl . Gröfsen
gehören , einander gleich .

Denn ist z . B . A - j- Bx -f- Cx 2 - j- . . = a -]- bx - |- cx z - (- . . ,
so ist auch für jeden Werth von x : ( A — a ) -j- ( B — b ) x
- f - ( C — c) x l -j- . . = o , also nach dem vorigen § . A — a — o ,
B — 6 = o , C — c =aou . s . w . , d . i . A = a , B — b , C= c etc .
Eben so folgt auch aus der Gleich . A t x -|- A 2x 2j - )- A 3xy * - j- . .
= <t , x -j- a ^ y -j- a 3 xy z - (- . . sofort A 1 = a i , A 2 — a 2 ,
A 3 = a i , u . s . w .

Anmerli . Dieser hier vorgetragene Lehrsatz , unter dein Na¬
men des Satzes oder der Methode der unbestimm¬
ten Coefficienten bekannt , ist der fruchtbarste und
wichtigste Satz für die gesammte höhere Analysis .

§ • 109 - Lehrsatz . Werden 2 oder mehrere Func¬
tionen von der genannten Form : A Bx Cx '1 .
d) zusammen addirt oder von einander abgezogen , b ) zu¬
sammen multiplicirt , c ) durch einander dividirt , oder wird
eine solche Function d) zu was immer für ganze oder ge¬
brochene , positive oder negative Potenzen erhoben ; so ist
das Resultat immer wieder eine Function von der nämli¬
chen ( hier angeführten ) Form .

a ) Denn man erhält durch Addition und Subtraction
der beiden Functionen A -̂ Bx -̂ - Cx ' -̂ - . . und a -\ - bx -\ - cx 'l -\ - . .



sofort : ( A + a ) - f- ( B + b ) x + ( C + e ) x ~ - f - . . , ein Resul¬

tat , welches in der That dieselbe Form a - |- ß x - J- y x l - f - . •

besitzt .

6 ) Durch Multiplication dieser beiden Functionen er¬

hält man : Aa - }- ( B a - )- Ab ') x - (- ( Ca - |- B b Ac ) x 1 - j- . . ,

welches Product abermals von der besagten Form a - j - ßa ;

—J—y o ,-2 —f—» . ist * ) .

c ) Die Einheit durch die Functionsreihe a ^ - bx -^ - cx ^ Aj- . .

dividirt , gibt nach der Natur der ' Division einen Quotien¬

ten von der Form : p - {- qx - j- rx ‘ - }- . . . Nun ist aber

( A - (- B x - f - C x z - j- . . ) : ( a - f - b x - f- c x 2 - (- . . )

ts = ( A - {- Bx - j- Cx * + . . ) [ i : ( a - |- b x - (- c x z . . ) ]

= { A - Bx - {- Cx 2 + . . ) ( P + ct x + rxi + • •) >

also endlich wegen b ) der Form nach = a - }- ßx - f- yx 2 + . . .

d ) Für einen ganzen positiven Exponenten n folgt die

Richtigkeit der Gleichung m ) ( A - f - Bx - f - Cx % - {- . . ) “

= “ + ß x - H yx l - | - . . unmittelbar aus Z>) . Für einen ne¬

gativen Exponenten hat man dann : ( A - \ - Bx - j- C x l 1"

= l : ( A - f - Bx - f - Cx x - J- . s ( “ —f - y a ;2 - J- . . )

c =zp - \ - qx -\ - rx % - { - . . ( c ) . Endlich ist , wenn man beide

Theile der Gleich , m ) zur Potenz — erhebt :
' n

( a - }- ß x - |- y x *

= ( // - )- B x - (- Cx 2 - f- . , ) m = o. - )- b x - )- c x % - j- . . ,

weil nämlich m eine ganze Zahl ist ; dabei kann auch in ,

folglich der Exponent — negativ seyn .

*) Man sieht leicht , dafs sich der in a ) und b ) geführte Beweis
auf jede beliebige Anzahl von Functionen , welche die näm¬
liche Form besitzen , ausdehnen läfst .



Zweites Capitel .
Allgemeine Gesetze für rlie Multiplication der Func¬

tionsreihen ; polynomischer und binomischer
, Lehrsatz .

Multiplication der Functionsreihen .
§ . 110 . Für die folgenden Entwicklungen soll die

allgemeine Functionsreihe ( § . 100 ) durch
■̂ 1 - (~ A 2 x —|- d - • • • d - A n x n 1 d ~ >

also durch die dem Buchstaben A angehängten Zeiger i ,
2 , 3 , . . zugleich die Stelle bezeichnet werden , die jeder
Coefficient in der Reihe einnimmt . Diefs vorausgesetzt , er¬
hält man durch die Multiplicat . der beiden Functionsreihen

Gh d~ x d~ A s xZ d “ • • d " A n x n — ' - j- . .) und
( « i + a-zx - f- -f- • . + a n x n — ' d - . •)

ganz einfach das Product :

-̂ i a i d- + • • + x n ~ ' d-

in welchem sich hinsichtlich der Bildung der einzelnen Glie¬
der folgende Gesetze aussprechen :
1 . Die Summe der Zeiger der mit einander multiplicirten

Coeffic . ist im i . Gliede = 2 , gleich der Anzahl der zu¬
sammen multiplicirten Functionsreihen .

2 . In jedem folgenden Gliede wächst diese Summe um eine
Einheit , und ist in den sämmtlichen Partialproducten ,
die zusammen einen Coeffic . ausmachen , durchaus die
nämliche ; so ist diese im 2 . Coeffic . durchaus = 3 , im
3 , = 411 . s . w . , im n . Coeffic . = n -1- i = n -j- 2 — i .

3 . Jede dieser Summen erscheint so oft als möglich in 2
Theile zerlegt , wobei die Elemente jeder Complexion
auch noch pcrmutirt sind , so , dafs also die Zeiger die
2 . Classe der Variationen zu bestimmten Summen bilden .



4 . Die Anzahl der Theile oder Partialproductc der aufein¬
ander folgenden Coeflicienten correspondirt mit den
Gliedern der Reihe : 1 , 2 , 3 , n , so , dafs das 3 . Glied
aus 3 , das n . Glied aus n Theilen u . s . w . besteht .

5 . Die Exponenten yon x bilden dasselbe Gesetz wie in den
ursprünglichen Reihen ( § , 109 , b ) .

Um also irgend ein , z . B . das S . Glied dieses Froductes zu
entwickeln , wird man die 2 . CI . der Variationen zur Summe

5 + 2 — 1 = 6 , d . i . 5 i , 4 2 ? 33 , 24 , i 5 bilden , in allen diesen
Complexionen die ersten Zahlen links für die Zeiger von A ,
und die folgenden für jene von a ( oder umgekehrt ) gelten las¬
sen , und sofort als 5 tes Glied erhalten :

( A s a i + -̂ 4 a i + + -Az a 4 “ h <*5) x 4 .

g . H i . Wird das vorige Product noch mit der 3 .
FuncLionsreihc “ 1 - f - « 2 -f - “ 3 x z + ■ . . multiplicirt , so er¬
hält man , mit Anwendung der eben ausgesprochenen Ge¬
setze , für das Product der 3 Functionen

( A + B x - f - . . ) ( a b x - }- . , ) ( a - f- ß x + . . ) sofort :

"̂ 2 ^ 2)
. a , f

A i a i a J \ x _ J_

A l ß ] j« 2 /

in welchem man wieder ohne Schwierigkeit ( wenn man sich
noch die angezeigten Multiplicationen mit , n 2 , . . . aus¬
geführt denkt ) folgende , mit jenen des vorigen § . analoge ,
Gesetze erkennt :
t . Im 1 . Glicde ist die Summe der Zeiger gleich der Anzahl

der zusammen mulliplicirten Functionsr . ( = 3 ) .

2 . Diese Summe nimmt in jedem folgenden Glied um Eins
zu , ist also im 2 , Glied = l\ , im 3 . = 5 u . s . w . , im

n . Glied = 7i + 2 = rc - J- 3 — 1 .
3 . Jede dieser Summen erscheint so oft als möglich in

3 Theile zerlegt , oder es bilden , da auch alle Permuta¬
tionen Vorkommen , die Zeiger der einzelnen Coeffie .
die 3 . Variationsclasse zu den Summen 3 , 4 » 5 u . s . w .



4 . Die Anzahl der Theile oder Partialproducte , aus wel¬

chen jeder der aufeinander folgenden Coeflic . zusammen¬

gesetzt ist , wird durch die correspondirenden Glieder

der Reihe i , 3 , 6 , 10 , . . . ” ( ra + 1 ) ^ •welche durch1 , 2

successives Summiren der Glieder der vorigen Reihe

i , 2 , 3 , . . . n entsteht , ausgedrückt ,

5 . Die Exponenten von x befolgen wieder das ursprüng¬
liche Gesetz .

Es liann demnach auch hier sehr leicht jedes Glied des Pro -
ductes unabhängig von allen übrigen gebildet werden . So ist
z . B . für das 5 . Glied die Summe der Zeiger = 5 + 3 — 1 = 7 ,
und für diese Summe die 3 . Variationsclasse : 5 n , 4 21 , 33 i ,
24 « , i 5 i , 4 12 , 322 , 232 , 142 , 3 i 3 , 223 , i 33 , 214 , 124 , n 5 ,
wobei die Anzahl der Theile oder Complexionen in der That
auch mit dem correspond . 5 . Glied i 5 der hier geltenden Veri -
ficationsreihe ( die uns hier vorläufig nur als ein mechanisches
Hilfsmittel dienen soll ) : 1 , 3 , 6 , 10 , i 5 , 21 u . s . w . überein¬
stimmt .

Dieses 5 . Glied ist demnach :

( A s a , a , + A 4 « 2 a , + A3 a 3 a , -{- A%a 4 a , + . .
+ A ^ a z a 4 + A , u , a 5) ,

welches indefs , in der Form der erstem Glieder des obigen
Schemas dargestellt , für die Anwendung auf gegebene Zahlen¬
beispiele bequemer ist .

§ . 112 . Wird das vorige Product abermals mit einer
Functionsreihe 21 , -f 1i z x - f- 21 3 x * - f - . . multiplicirt , so er¬

hält man für das Product von 4 solchen Reihen genau wie¬
der die mit obigen analogen Gesetze : die Summe der Zei¬

ger ist im n . Gliede = re - j- 4 — i = ra - J- 3 ; die Zeiger selbst

bilden die 4 - Variationsclasse zu dieser jedesmaligen Summe ;
die Anzahl der Theile in jedem einzelnen Coeflic . stimmt

mit dem gleichnamigen Gliede der Verificationsreihe 1 , 4 ,

10 , 20 , . . — -— — — ^ , die wieder auf dieselbe Weise

aus jener des vorigen § . wie diese letztere aus der ihr vor¬

ausgehenden ( $ . 110 ) , d . i . durch successives Summiren

der Glieder der R . 1 , 3 , 6 , 10 , . . entsteht , überein .

I



g . US . D a sich nun di ese Gesetze fortwährend wie¬

derholen und für m - j- i solcher Functionsreihen als giltig

erweisen , wenn man sie für m Functionen als richtig an -

nimmt ; so kann jetzt ohne Schwierigkeit aus demProducte

jeder beliebigen Anzahl von dergleichen Functionsreihen

jedes beliebige Glied gebildet werden .

Um dieses durch ein Beispiel nachzuweisen , wollen wir

setzen , cs sey aus dem Producte der 4 Functionen :

X- 2X + 3 .Z - — + • • » 1 + x — X ‘ — U.'3 - f - X > - f- . . ,

2 + 3x - j- x - + 2a :3 + 2X * 3 — x — 3x - ~ - 2a ;3 — 4 x4 — • •

das 3 . Glied zu bestimmen . Bildet man sonach die 4 - Varia -

tionscl . zur Summe 3 - j - 4 — 1 = 6 , so erhält man : 3 m , 2211 ,

i 3 n , 2121 , 1221 , n 3 i , 2112 , 1212 , 1122 , ni 3 , also im Gan¬

zen 10 Complexionen , welche Zahl auch in der That mit dem

3 . Glied der hieher gehörigen Verificat . Reihe 1 , 4 » 10 , . . .

übereinstimmt . Läfst man ferner in diesen Complexionen die

ersten Zahlen links für die Zeiger der Coeffic . der 1. Function ,

die folgenden für jene der Coeffic . in der 2 . Function u . s . w .

gelten , oder schreibt man , was ] für die Rechnung bequemer und

kürzer ist , diesen Coefficienten , übereinstimmend mit der Dar¬

stellung in § § . 110 und 111 , auf folgende Art :

[ ( 3 i - {- 22 - j- i 3 ) 1 -J- ( 21 - {- 12 ) 2 + ( 11 ) 3 ] 1

+ [ ( 2 t + , 2 > 1 + ( * ' ) 2 ] 2 + [ ( n ) 1] 3 ;

so erhält man nach gehöriger Substitution und Reduction ganz

einfach für das verlangte 3 . Glied : — i3x ~.

An merk . Sind die Functionsreihen von der Form

A l X * - J- A „ xn + m ,

so darf man nur x m = y setzen , um diese wieder auf die
n

hier vorausgesetzte Form : y m ( A t - J- A .2 y - j - A 3y - . . )

zu bringen .

Polynomischer Lehrsatz .

§ . 114 . Setzt man in der Entwicklung von $ . 110

a 1 = A l , a 2 = A 2 , . . a n = A n -, so erhält man nach einer

einfachen Reduction für die 2 . Potenz eines Polynoms :

( A t - (- A 2 x - j- A 3 ar * - j- . . ) l = A \ - j- 2 A t A 2 x

- j - ( 2 A t A 3 - j - A ^ ) x 1 - J- A t - j - 2 A 2 A 3) x 3 - j- . . . ,

wobei also wieder dieselben Gesetze wie im angeführten § . ,



jedoch mit einiger Vereinfachung gelten . Um hier z . B .

das 7 . Glied aufser der Reihe zu entwickeln , wird man blofs

die 2 . Combinationsclasse zur Summe 7 - j- 2 — 1 = 8 bilden ,

und jede Complexion ( welche sofort die Zeiger des Buch¬

staben A geben ) mit einer Zahl ( welche den betreffenden

Coeflicienten liefert ) versehen , die anzeigt , wie oft sich

die Elemente dieser Complex . permutiren lassen . Man er¬

hält dadurch die 4 Complexionen : 71 , 62 , 53 , 44 ) zu de¬

nen der Reihe nach die Permutationszahlen 2 , 2 , 2 , 1

kommen , deren Summe 7 ( welche an die Stelle der Summe

der Pardalproducte in § . 110 tritt ) wieder mit dem 7 . Glied

der hieher gehörigen Verilicat . Reihe 1 , 2 , 3 , . . überein¬

stimmt ; es ist also das verlangte 7 . Glied :

( zA i A 1 - f - 2 A Z A 6 - j- 2 A 3 A s - f - A \ ) x a .

115 . Setzt man eben so in $ f 1 1 a , = a , = A t ,

a z = a - = A z u . s . f . ; so erhält man für die 3 . Potenz ei¬

nes Polynoms :

( Ai -\ - A z x - |- A 3 x z - j- . , ) 3 ~ A \ - (- 3 A \ A z x

+ ( 3 A \ A 3 + 3 Ai A \ ) x * - f ( 3 A \ A < -f bA ^ A 3 + A \ ) x * + . . '

dabei bilden die Zeiger im 1 . , 2 . , . . n . Glied die 3 . Com¬

binationsclasse zur Summe 4 ) 5 , . . n - )- 3 — x = —{— 2 ,

und die Coeflicienten die zugehörigen Permutationszahlen .
Um also liier z . B . das 6 . Glied zu bilden , hat man als

Summe der Zeiger : 6 _j_ 3 — i = 8 , und dafür : 611 , S ; i , 43 i ,

42 * , 33 a , welchen Complexionen beziehungsweise die Perinu -
tationszahlen 3 , 6 , 6 , 3 , 3 ( deren Summe 21 sofort wieder mit
dem 6 . Gl . der hieher gehörigen YTerif . R . 1, 3 , 6 , 10 , . . iiberein -
stimmt ) zukommen , so , dal 's man endlich für das 6 . Glied den
Ausdruck erhält :

( 3 ^ 2 Aq - J- 6 A z A z A ^ bAi A 3 A 4 - j—3 A \ A ^ - j - \>A Z A | ) x

§ . 116 . Bildet man nun nach dem nämlichen Ge¬

setze die rt . Potenz des Polynoms oder der Functionsreihe ,

indem man nach und nach die Zahlen rt , zz —j— x , n - J—2 , . .

als Summen der Zeiger im 1 . , 2 . , 3 . Glied etc . so oft als

möglich in n Theile ohne Wiederholung zerlegt , jeder so

gebildeten Complexion die zugehörige Permutationszahl



beifügt , und endlich aus diesen Elementen auf die vorige

Weise die Glieder zusammensetzt ; so erhält man nachste¬

hende , unter dem Namen des polynomischen Lehr¬

satzes bekannte Entwicklung :

{ Ai - } - Ä z x + A 3 x z - j - . . ) "

= A * - f - n A n ~ ' Ai x - |- | ~ nA a ~ ' A 3 - f - ^

- \ - ^ nA n — ' A ^ nty — i ) A n — ,, A z A 3-\ - ^ — — — -g — A n ~ 3A \ ^J x 3-\ - , .

welche nicht nur a ) für jeden ganzen positiven , son¬

dern auch ß ) für negative und y ) gebrochene Expo¬

nenten gilt , wie wir in den nächsten erweisen wollen .

g . 117 . a ) Multiplicirt man beide Theile der vori¬

gen Gleichung mit dem Polynom A t - \ ~ A 2 x - f - A 3 x - - )- . . ,

welches Kürze halber durch P bezeichnet werden soll ; so

erhält man ganz einfach :

P n+ 1 e = A ” + * - )- { n ^ - i ) A * A z a :

ein Resultat , Welches auch unmittelbar aus der vorigen

Entwicklung ( § . 116 ) hervorgeht , wenn man darin n - (- i

statt n schreibt : gilt demnach diese genannte Entwickl . für

irgend einen ganzen , positiven Exponenten n , so gilt sie

auch für den nächst folgenden um eine Einheit gröfsern

n - j- i ; da nun aber diese Entwickl . ( $ . ii 5 ) für n = 3 gilt ,

so gilt sie auch für 3 - (- i = 4 , und da sie für n = iy gilt ,

wieder für 4 - f- i = 5 u s . w , also allgemein für jeden gan¬

zen , positiven Exponenten n .

§ • 118 . ß) Bezeichnet man indefs die Coefficienteri

der Entwicklung 116 durch B t , B z , . . setzt also

P " = Bi - |- J5 2 x - {- . . . ; so ist

P 'n zxx i : P n zzx i : {Bi - j- B z x B 3 x z - J- . . . )

= T . + T 2 x + . 09 , c ) ,

wo also T , j T , , . . . die zu bestimmenden Coefficienten

sind . Multiplicirt man zu diesem Ende die letzte Gleich .
Burg ’* Cuinpcudiunt d , höh . Malii . £>



\

mit dem Nenner oder Divisor B , - {- B 2 x - j- . . . , so erhält

man ( § . 110 ) :

i = Tj B , - {- ( T 2 B , - f - 7 1, B 2) x

+ ( 2 ’sB , + 7 ’2 B 2 + T , B 3) x - + . . . ,

und daraus nach § . 107 ( oder 108 ) , wenn man fiir B , , B 2 , . . .
die Werthe aus 116 herstellt :

Tj Bj = 1 , also Tj = 1 : B , = 1 : A ? = A ~ n ; .
TjBj - f- TjBiSso , « Iso = — T 1 B 2 : B , = — nA— n — ' A 2 \

T3 = ( — 3 ’2 B 2 - r , B 3) : B 1

= — n A ~ n — ' A t - 4- ' - A ~~ n ~ 't A ' u . s . w . ;

es ist also

P ~ n S= — Ti A — " — ' A „ x1 l ^

+ [ - n 4r — ‘ A + —r r -ra a—
woraus sofort folgt , dafs die obige Entwicklung $ . 1 : 6 auch

für negative Exponenten gilt .

§ . 119 . y ) Sey endlich der Potenzexponent = — ,

wo n und m ganze Zahlen seyn sollen ; so hat man für

P " ‘ = 7 ’, - f - 1 \ x - f - T z x z 109 , d ) , wenn die Gleich ,
zur m . Potenz erhoben wird :

P “ = ( 7 ’, - f T 2 x + T a x * + . . ) » , d . i . ( § . 116 ) :

A \ - j- n A n ~ ' A 2 x + • . = T “ 4 - m T™ ~ ' T 2 x • • .

Aus dieser Gleich , folgt nach § . 108 : 71

T m = A n oder T , = J ™ ,I t 1 t 7
n

mT m— ' T z -= nd * — l A 2 oder T t e = — A m A 2 u . s . w . ,■ ' m '

so , dafs man also erhält :
n n n

P™ = A 7 , + - A ” ~ ' A 2 x* 1 r>» *

+ r - .1 Lm

n / n \

4 + * ’ + • • „

wodurch sofort der Beweis hergeslellt ist , dafs die besagte



Entwickelung in § . 116 auch für gebrochene Exponenten ,

die übrigens ( da , nach § . 118 , n oder m auch negativ seyn

darf ) positiv oder negativ seyn können , gilt .
An merk . Diese Entwiclsel . ( § . 116 ) oder der polyn . Lehrsatz

gilt übrigens nicht blofs für rationale , sondern ( wie wir
im § . 127 sehen werden ) auch für irrationale und selbst
imaginäre Exponenten .

Zur Übung entwickle man ( 1 — tx -\- x 2 ‘— 3a :3) 4 voll¬
ständig und von ( 1 — 2 a; - -)- 3a:4 — 4 'r <i + -r5 ) 4 das 7 . Glied .
Man erhält beziehungsweise :

1 — 28a :1 — 68a ; 3 -f - 142a :4 — 236a ;5 322a :8 — 4 ° 4 a :7
*{- 397a :a -—■336a ;9 —J—270a : 10 — 108a: 11 -p 81a : 12 und 1208a ; 1- * ) .

Binomischer Lehrsatz .

§ . 120 . Aus der Entwickelung des § . 116 folgt als

Specieller Fall für J 3 = = etc . = 0 , wenn man noch

zur grölsern Einfachheit A t = a und A z x — b setzt , die

unter der Benennung des binomischen Lehrsatzes bekannte

Entwickelung :

( a - J- 6 ) " ■= a n n a n ~ ' b - }- — — a n ~~ 2 6 *

+ n ( n — 1) ( n — 2 )
1 . 2 . 3 a ” - 3 b 3 - f - . »

welche also ebenfalls für ganze , gebrochene , positive und

negative Werthe von n gilt .

Anmerk . Der Kürze wegen werden wir in der Folge die
. . . n n ( n -— 1 )Binomialcoefficienten , d . 1. - :- , . . .1 1 . 2

n ( n — 1) . . . ( n — in ' - f - 1)

1 . 2 . . . m
der Reihe nach , durch

bezeichnen .

§ • 121 . Yon den Gesetzen , welche in dieser Ent¬

wickelung Statt finden , führen wir hier , als die für uns

wichtigsten , nur folgende an : 1 ) für ganze , positive

Exponenten n bricht die Reihe ab und schliefst mit dem

* ) M . s . I . S . 28 .

5 *



n - [- l . Glied , a ) In diesem Falle besitzen je a von den

beiden äufsern gleich weit abstehende Glieder einerlei

Coefficienten und die Exponenten von a und b sind blofs

unter einander verwechselt . 3 ) Für negative und ge¬

brochene Exponenten n geht die Reihe oder Entwicke¬

lung ohne Ende fort . <

Denn das Abbrechen der genannten Reihe hängt offenbar
blofs von dem Nullwerden eines der Schlufsfactoren n — 1,
n — 2 , n — 3 u . s . w . ab ; setzt man daher den Schlufsfactor

des 222+ 2 . Gliedes , d . i . n — m Null , so hat man als Bedin¬

gungsgleich . für das Abbrechen der obigen Reihe : n — m = o ,
und daraus 222= 22 , so , dafs also ( da m seiner Natur nach nur

ganz und positiv seyn kann ) für ganze , positive Wertbe von n ,
das m + 2 . = 22 + 2 . Glied zuerst verschwindet , und sonach ( da

dieser Factor n — m nun auch in allen folgenden Gliedern er¬

scheint ) die Reihe mit dem 22 + 1 . Gliede abbricht ; dagegen für
negative oder gebrochene Werthe von n , wofür diese Bedin -

gungsgl . gar nicht bestehen kann , die Reihe ohne Ende fort - *
läuft .

Ferner ist das 212+ i . Glied vom ersten gezählt ,

n ( n — i ) ( n — 2 ) . . . ( 22 — nt - ( - 1 )
— -- ;- a n — m b m ,

1 . 2 . 'i . . . m

und das 222- j- 1 . Gl . vom letzten gezählt , welches sofort vom er¬
sten an gerechnet , das . » — « 2 + 1. bildet

n ( n — 1) . . . ( 272- I- 2 ) ( m 4 - 1)
-- -- '- - a m b n —m
1 . 2 . . . ( n - 222— l ) ( /2 - 222)

22 ( 22— l ) . . . ( 22— 2224- l ) ( 22— m ) ( n - 222— l ) . . . ( 222+ 2 ) ( 222- f- l )— - - — _ a mJjn - m
1 . 2 . . . 222 ( 222+ 1) ( 222+ 2 ) . . . ( 22- 222- 1) ( 22- 222)

22 Ul - l ) . . . ( 22 - 222+ 1
= - -— a m b n —m .

. ■ , 1 . 2 . . . 222

§ • 122 . Für einen ganzen , positiven Exponenten n

folgt also nach dem vorigen § . :

( a - f - 6 ) « = a « - f - {̂ ja n - ' b + - ( ” ) a " - * + . . .

+ g ) a * 6 — + ( " ) a &— + 6 « ,

oder , wenn man in dieser Reihe das 1 . und letzte , 2 . und

vorletzte Glied u . s . w . zusammennimmt , auch :



>) 0 + b ) n = ( a n + b n ) - 1- ab ( a n - > + ! >» - *)

+ a 2 5 2 ( a *- 4 - f - 6 n ~ 4) -f a 3 ö 3 ( a " - 6 + 6 " ~ 6) + • • •

dabei ist , wie man aus dem allgem . Gliedej

a m ( a " - "' -j- b n —m)

findet , das letzte Glied , für n gerad ( da man m = = ~

setzen und von dem Resultat die Hälfte nehmen mufs ) :

n
1 • 2 . .

und für n ungerad ( indem man m = —- ■ zu setzen hat ) :

n ( n — i )

b 2 ( a - f Z>) .

§ . 128 - Wir wollen nun in dieser Entwickelung
a b — y setzen , und sofort auch die Binome des 2 ,

Theils : a n - }- b n , a n ~ '“ - }- b n ~ ‘t . . . , durch y auszudrücken

suchen , dabei aber , um nur mehr den Gang der Rechnung

anzuzeigen , nie weiter als bis zu dem Binome a n ~ '6 - J- b n — '6

gehen , und sonach die folgenden a n —8 - f- b n ~ B u . s . w . aus -

lassen . Diefs vorausgesetzt , setze man , da die spätem

Binome zuerst bestimmt werden müssen , in der genannten

Entwickelung i ) n — 6 statt n ; so erhält man :

a n - 6 _j_ ^

( wo man stehen bleiben mufs , indem im folgenden Gliede

schon das Binom a n ~ B b n ~~ 8 vorkäme ) , wodurch nun

schon das Binom a " ~ 6 - f - b n ~ 6, welches das letzte in unse¬

rer Reihe bilden soll , bestimmt ist .

Setzt man ferner in i ) n — 4 statt n , so erhält man :

y n ~ 4 = ( a “ - 4 - } - &» - 4) - {- { n — t i ) ab ( a n - (> - \ - b n - (’) ,

und daraus , wenn gleich für das letzte Binom der eben ge¬
fundene Werth substituirt wird :

a n ~ 4 - ]- b n ~ 4 — y n —4 — ( « — 4 ) aby n ~~(>.
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y n
Eben so folgt , wenn oben re — 2 statt n gesetzt wird :
= ( a n ~ * - ]- b n ~ *) -f - ( re — 2 ) a b ( a n —♦ - j- b n ~ 4)

+ ( re — 2 ) ( re — 3 )
a %b z ( ö «- 6 -f J « - 6) ,

und daraus erhält man , nach gehöriger Substitut , der be¬
reits gefundenen Werthe und der einfachen Reduction :

a n - » _ j_ bn - z — yn — * _ - n ) abf n ~ i

+ ( re — 2 ) ( re — 5 )
1 . 2 a 1 b 2y n ~ ^.

Läfst man endlich in 1 ) re ungeändert , bestimmt dar¬
aus a n - {- b n , indem man für die bereits durch y ausge¬
drückten Binome substituirt ; so erhält man , wenn man zu¬
gleich die Entwickelung so weit hersetzt , wie sie erhalten
wird , wenn man nicht mit dem Binome a n ~ 6 -f- b n~ (’, son¬
dern erst mit jenem a n ~ 10 -j- b n~ 10 überall abbricht * ) :

n t , , . n ( n ■— 3 ) ,
a ) a n - j- b n = — n (iby n ~~% - |- - - a % b z

— » i ^ 2±L -r 5A a 3 6 3 r n _ 6 . ” i .ra- 5 Hre - 6 ) ( re- 7 ) B1 . 2 . 3 17 1 . 2 . 3 . 4 J
n ( re 6 ) ( re 7 ) ( re - -8 ) ( re — 9 ) _ ,

— ~ I— 3 . 4 .- a 6 .T " - -

wobei also a -\ - b —y und n eine ganze , positive Zahl
ist . Aus den leicht ( nach jenen in § . 122 ) zu bildenden letz¬
ten Gliedern folgt , dafs diese Reihe immer nur so weit fort¬
gesetzt werden darf , bis y den Exponenten o oder 1 er¬
hält ( die Entwickelung hat nämlich , je nachdem re gerad

oder ungerad ist , - 4- 1 oder — 2l -l2 1 2 Glieder ) .

§ . 124 . Aus der Ableitungsart ( § . 120 ) folgt , dafs
das Binomialtheorem für jeden rationalen Exponenten Gil¬
tigkeit habe ; um diese aber auch , des künftigen Gebrau¬
ches willen , für irrationale , ja selbst imaginäre
Exponenten zu erweisen , behandeln wir in der nachstehen -

*) Eine dem Anfänger , der dankbaren Beductionen wegen , sclir
empfeblenswcrthe Übung .



den directen Ableitung dieses Satzes , den Exponenten voll¬

kommen als variable Gröfse .

§ . 125 . Man setze i ) ( 1 - j- a :) ? = i + -4 , x - f - A z x z . . .

A n x n - j - . . . , wobei A z , . . . von x unabhängige Coef -

ficienten , also offenbar gewisse ( eben zu bestimmende )

Functionen vom Expon . y sind . Läfst man x um die ganz

willkürliche Gröfse z zunehmen , so erhält man auch :

2 ) ( 1 - (- x - |- zy — 1 Ai ( x - 1- z ) - f - A z ( x - )- z ) 2 - (- . . .

+ A „ ( x - (- z ) n - )- . . .

Setzt man ferner in 1 ) — statt x , so folgt , wenn inan

gleich durchaus mit dem Nenner £ multiplicirt und hierauf

z in z - {- i übergehen läfst :

3 ) ( 1 — z “ |“ ^ ) ^ zzn ( 1 —j—zy - j— ( 1 —f—zy 1 x

- f - . . . + A n ( 1 - j- zy - » x n + . . .

Aus 1 ) folgt aber , da A ^ , A 2 , . . . nur vom Expon .

abhängen : ( 1 z ) y = 1 - ]- v/ , z - (- A z z x - f- . . . , ( i - j - z ) ? - 1

cs 1 —j—F , z —j—B z z 2 - j—. . . , ( 1 —j—zy ,a es 1 — C-j z - j - C z z 2 - j - . . .

etc . , ( 1 + zy —” — ' — 1 - j- Mi z - j - M .z z 2 - j- . . . , ( 1 - f- zy ~ n

= i - |- N t z - |- N z z 2 - j- . . . , so , dafs man also die Coeffi -

cienten F , , C , , . . . JV , aus A ti jene F 2 , C Z , . . , N Z aus A z

u . s . w . erhält , indem man beziehungsweise in A t , A z , . , .

A n ( als Functionen von y ) der Reihe nach y — 1 , y -— 2 , . . .

y — n setzt . Werden diese Werthe in 3 ) substituirt , hier¬

auf die Entwickelungen 2 ) und 3 ) ( als identische Ausdrücke )

einander gleichgesetzt , und zugleich in 2 ) von den Poten¬

zen ( die man , weil die Expon . ganze Zahlen sind , als be¬

kannt voraussetzen darf ) nur überall die beiden ersten Glie¬

der , als für unsern Zweck hinreichend , entwickelt ) so er¬

hält man die Gleichung :

1 - f - Ai x - J- A z x 2 -f - . . .

- f - Ai z - {- 2 A z x z - J- 3 A 3 x 1 z - |- . . . - j- 71 A n x n ~ ' z - j- . . .

•— 1 —j - Ai z - j - A z z 2 - {- . . . - j— Ai x ( 1 —|—Bi z —J— B z z 2 —j— . . . )

- f ^ .. ^ ( i - fC , z - f C 2 s 2 + . . . ) + . . .

- (- x n ~ ‘ ( i - (- Mi z M t z 2 - j- . . . ) ,

und daraus , nach § . 108 , ( da Ai , A . , . . . F , , B z , . . . etc .



von x und a unabhängig sind ) : 2 A 2 = A t B lt 3 A 3 = A 1 C l

u . s . w . , n A n = A n— i M , , woi ’aus man der Reihe nach

A l B 1 j Ai B j C ,
■> A 3

1 . 2 . 3 etc . ,

und dieses Gesetz für A n — i als giltig angenommen , also
,/ _ A i B i C l . . . Z,,

— i — •- ~-
i . 2 . 3 . . . ( n . — i )

gesetzt , aus der letzten Gleichung :

A , B l C i . . . L t M t
An =

1 . 2 . 3 . . . II

( wodurch die Allgemeingiltigkeit dieses Gesetzes erwiesen

ist ) erhält . — Nach dem , was vorhin über dieEildung der

Coefficienten J ? , , C , , . . . M t bemerkt worden , würden also

die sämmtlichen Coeffic . A z , A 3 . . . A n gefunden seyn , wenn

jener A x bekannt wäre .

§ 126 . Um aber diesen ersten Coefficienten A u von

welchem alle folgenden abhängen , zu bestimmen , setze man

( da er irgend eine Funct . vom Exponenten y seyn mufs ) ,

A i = 9 0 ) ; so ist ( § . ic 5 ) ( i -j - xy == i + « 9 ( 7 ) + • • •

und eben so : ( i - j- x ) z = i - (- x <p ( a ) - |- . . . , ( i - f - xy ~\~z

— i - j- x <p (jy - (- a ) - f - . . . Nun ist aber auch ( 1

= ( « - f - a .y ( i - f - ^ ) 2 , also , wenn man substituirt :

i + ^ 9 0 ' + z ) + . . . = [ i + a ' 9 0 ' ) + - - -] [ i + ^ 9 ( z ) + • • •]

daraus folgt ( § . io8 ) : — f ( y ) - (- 9 ( 2 ) . Diese

Relation gibt für a = j : 9 ( 27 ) = 2 <p ( ^ ) , für z = zy :

9 ( 3y ) = f ( y ) - J- 9 ( 27 ) = 3 y ( y ) , und so allgemein : 9 ( 717 )
(2 ( f2 y ) Q ( <y*)

= 719 ( 7 ) oder - — = - ; die Funct . 9 ( 7 ) ist dem -
« 7 y ^ '

nach so beschaffen , dafs der Quotient <p ( y ) '. y ungeändert

bleibt , wenn man statt ,7 irgend ein Vielfaches von 7 setzt :

diese ist also nothwendig von der Form Ay , wo A eine

constante Gröfse bezeichnet . Man hat demnach ( i - j - ^ ) r

= i - f - Aj ' . x - j- , . . , und da cs gleichgiltig ist , bei

welchem Werth von y die da \ ojf unabhängige Gröfse A be -



stimmt wird , so setze man y = = 1 ; dadurch erhält man :

i = Ax , so , dafs also ( § . 108 ) A = 1 ,

folglich A t = 9 ( j ) — -Ay — y wird . Mit diesem Werthe

von Ai = y hat man daher ( § . 125 ) B 2 — y — 1 , C , = y — 2 , . . .

Mi — y — ( n — 1 ) , N t = y — n u . s . w . , also , wenn man

diese Werthe in die obigen Ausdrücke von A l , A 3 , . . . A n ,

so wie dann diese Coefficienten in der Reihe 1 ) substituirt :

r ( y - o ( r - « ) , ,
. o a ' * * *

ß ) ( l + xy = t + y * + ^ Z - 22 x > + Z

, y ( y — • • •

1 . a . 3

— 71 + 1)
1 . 2 . . *• n

in welcher Entwickelung nun der Exponent durchaus j e -

den ( sowohl reellen als imaginären ) Werth haben kann .

§ . 127 . Zusatz . Man kann jetzt auch der Ent¬
wickelung in • ib oder dem polynomischen Lehrsätze die¬

selbe Allgemeinheit hinsichtlich des Exponenten verschaf¬

fen , wenn man A 2 x - J- A 3 x - - J- . . . = B setzt , wodurch

die Entwickelung des Polynoms P 3 in jene des Binoms ,

( A , + B ) f = A \ + yA * - ‘ B + •

übergeht , hierauf die Potenzen B z , B 3, . . . nach § § . 114 »

1 15 etc . ( oder § . 116 , wo n nur ganze Werthe erhält ) , ent¬

wickelt und die erhaltenen Resultate gehörig substituirt .

Man erhält dadurch , übereinstimmend mit § . 116 :

y ( y — 0

wobei aber nun diese Entwickelung für jeden Exponen¬

ten gilt .



Drittes Capitel .
Von den Grenzen der Functionen ; dem unendlich

Grofsen und Kleinen .

Erklärungen .
§ . 128 . Nähert sich bei der steten Zu - oder Ab¬

nahme der veränderlichen Gröfse die davon abhängige Func¬
tion immer mehr und mehr einer bestimmten Gröfse , ohne
diese jemals überschreiten zu können ; so wird diese letz¬
tere Gröfse Grenze der Function genannt .

So ist z . B . , wenn x fortwährend wächst , a die Grenze der
Function y =: a -1— ; die Einheit die Grenze der Summe der— x

unendlichen Reihe : — f- - -]- — -|- . . . — 1 — ■— ; der Breisumfang
die Grenze der demselben ein - und umgeschriebenen regclm .
Vielecke , bei fortwährender 'Zunahme der Seitenzahl u . s . w .
Eben so ist bei der steten Abnahme des numerischen Werthes

von z , 1 die Grenze der Function y — -- , welche Grenzea + x
sie überdiefs für a: = o , vollkommen erreicht .

§ . 129 . Von einer wachsenden Gröfse , deren nu¬
merischer Werth ins Unbestimmte , über alle angebbaren
Grenzen hinaus zunimmt , sagt man , sie werde unend¬
lich , oder ihre Grenze , die man dann durch oo bezeich¬
net , sey das unendlich Gröfse . Will man anzeigen ,
dafs u bereits gröfser als jede angebbare Zahl , geworden
sey ; so schreibt man : u = oo .

So würde z . B . in der ohne Ende fortlaufenden Reihe : l , 2 ,
3 , 4 , . . . eines der spätesten oder letzten Glieder « = cOseyn .

Eine Gröfse kann beständig , d . i , ohne Ende zunehmen , und
gleichwohl nicht Unendlich werden , sondern an eine bestimmte
endliche Grenze gebunden seyn , wie im obigen Beispiele

b
( vorig . 5 .) die Funct . y — a - bei der fortwährenden Zunahmex
von x , oder ^ vie der Umfang und die Fläche eines im Kreise
beschriebenen regeln ) . Vieleckes ohne Ende mit der Seitenzahl
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zunehmen , ohne dafs sie jedoch jemals grijfscr als der Umfang und
die Fläche des Kreises werden können . Man hat daher ein Wach¬
sen ohne Ende , von einem bis ins Unendliche zu un¬
terscheiden .

§ . 1B0 . Von einer Gröfse , deren numerischer Werth
ins Unbestimmte abnimmt und dabei kleiner werden kann
als jede noch so kleine angebbare Gröfse , sagt man , sie
werde unendlich klein oder habe die Null zur Grenze .
■— Ist a eine endliche , u eine bis ins Unendl . wachsende
Gröfse ; so kann jede unendl . klein werdende Gröfse durch

w = - dargestellt werden . Stellt man sich vor , dafs u

ihre ( fingirte ) Grenze ,oo im Zunehmen erreicht hat ; so
ist auch w mit ihrer Grenze o zusammengefallen und man
, ahat o = — • .co

— _ 1
So sind z . B . die letzten Glieder der unendlichen Reihe —,

2

— , - , . . . unendlich klein und von Null nicht mehr zu unter -
4 8
scheiden .

Eine Gröfse kann ebenfalls ohne Ende abnehmen , ohne defs -
halb unendlieh klein zu werden , wie z . B . bei der unendl . Zu¬

nahme von x , die obige Funct . y = a -\— , nicht kleiner als a ,
X

der Umfang oder die Fläche eines einem Kreise umschriebenen
regelm . Polygons , bei der fortwährenden Zunahme der Seiten¬
zahl , nicht kleiner als der Umfang oder die Fläche des Kreises
werden kann u . s . w .

Analog mit der hier für die unendl . klein werdende Gröfse
a angeführte Bezeichnung läfst sich eine unendl . grofs werdende

Gröfse auch durch u = — darstellen , und es wird u ihre Grenzeu

im Zunehmen erreicht haben , wenn o die ihrige im Abnehmen
. . . a a

erreicht hat , so , dafs 00 = - ist . ( Beide Gleich . 00 = - und
o o

(t

° — ~ folgen auch aus den gewöhnlichen arithmetischen Kegeln ,

wobei jedoch immer , da o und OO wie wirkliche Gröfscn be¬
handelt werden , die gröfste Vorsicht nöthig ist .) <



§ • 131 . Da bei der unendl . Zunahme von u nichts
destoweniger das geometrische Yerhältnifs u : u 2 jenem

von 1 : u ungeändert gleich bleibt , so wird auch , wie u

gegen 1 , so u 2 gegen u unendlich zunehmen , und für

u = oo , sofort oo 2 gegen cxi selbst wieder unendl . grofs

seyn . Aus diesem Grunde heifst auch co 2 das Unendliche

der zweiten Ordnung , während jenes einfache co auch

das der i . Ordn . genannt wird . Aus gleichem Grunde heis¬

sen co 3, co 4, . . . oo " beziehungsweise unendliche Gröfsen

der 3 . , n . Ordnung .
Obschon also bei dem unendl . Wachsen von u die Gröfsen

u , u n , a u , logu u . s . vv. durchweg Unendlich werden ; so kön¬
nen sie dennoch von verschiedenen Ordnungen seyn , und selbst
noch für u — CO eine Vergleichung unter einander gestatten .

§ • 132 . Da eben so für die unendl . klein werdende

Gröfse u > fortwährend co : co 2 = i ; co bleibt , so wird , wie

co gegen i , so co 2 gegen co selbst wieder unendl . klein ,
und man nennt defshalb auch co 2 das unendlich Kleine der

zweiten Ordnung , so wie aus gleichem Grunde co 3, co 4 , . . .

co " unendlich kleine Gröfsen der 3 , , 4 * , • • • n > Ordnung
heifsen .

Lehrsätze .

§ • 133 . Aus den über das unendlich Grofse ( § § . 129 ,
1 3 1 ) gegebenen Erklärungen folgen unmittelbar folgende
Lehrsätze :

§ • 134 . Eine unendlich werdende , oder kürzer , eine
unendliche Gröfse wird nicht geändert , wenn man eine end¬
liche Gröfse hinzuaddirt oder davon abzieht .

Denn es ist , wenn a eine endliche , u eine unendlich wer¬
dende Gröfse bezeichnet , offenbar w -f- ci — n ; indem ja schon
in dem Begriffe des Unendlichwerdens von u , jede gedenlibarc
Zunahme liegt , also durch u + a nichts ausgedrüclit wird , was
nicht schon u an und für sich bezeichnet . Ist aber K - j- a = u ,
so ist auch ( beiderseits « abgezogen ) ic = ct — a , also überhaupt :
it + a = h , oder , auf die Grenzen übergehend : CO + a — CC .



§ . 135 - Eine unendliche Gröfse höherer Ordnung
wird durch Addition oder Subtraction einer unendl . Gröfse

niederer Ordn . weder vermehrt noch vermindert .

Denn für A sas au n und li = b a n ~ m , wo also A ( bei un -
endl . Zunahme vön u ) eine unendl . Gröfse von höherer Ordn .
als B ist , hat man A + B = un — m ( a um + b ) = u n —m . a u m ( zu¬
folge des vor . § . ) = au n =s A , oder auch , auf die Grenzen über¬
gehend : a co n + b oo '1- "' — a oo " . ( Offenbar . ist der vorher¬
gehende Satz in diesem hier mitbegriffen . )

§ • 136 . Unendlich werdende continuirliche Gröfsen

behalten das bei irgend einem endlichen Werth obwaltende

geometr . Verhältnis auch dann noch bei , wenn sich diese

ihren Grenzen schon so weit man nur immer will genähert
haben .

Denn für A =̂ nu und B ~ m u hat man At £ = nuimu
= n : m , welches Verhältnis selbst noch für u ~ oo » wofür
also A und B Unendl . werden , gilt .

§ . 137 . Aus den Erklärungen ( § § . i3o , i 32 ) über

das unendl . Kleine ergeben sich gleichfalls folgende , mit

den eben angeführten , analoge Lehrsätze :

§ • 138 , Eine endliche Gröfse kann durch die Hinzu¬

fügung oder Wegnahme einer unendl . kl . Gröfse weder ver¬

mehrt noch vermindert werden .

Denn ist u eine unendl . lil . werdende , oder kürzer , eine

unendl . kl . Gröfse ; so ist ( § . i3o ) o> = - , folglichu

d , a . Au + a Au
A + u — A + - = - = — — A ,u u u

weil ( § . 134 ) die endliche Gröfse a gegen die unendliche Au
verschwindet .

§ . 139 . Eine unendl . kl . Gröfse niederer Ordnung

wird durch die Addition oder Subtraction einer unendl , kl .

Grölse höherer Ordn . flicht geändert .
Denn für A — aa n— m und B = bo " , wo also B unendl . kl .

von höherer Ordn . als A ist , folgt mit Berücksichtigung des



vorigen Satzes ,( § . i38 ) : A + B = . u " —m ( a + b u m) = u » — “ . a

— aa n —m — A . ( Man sieht , dats eigentlich auch der vorige
Satz im gegenwärtigen enthalten ist .)

§ . 140 . Unendlich klein werdende continuirliche

Gröfsen behalten das geom . Yerhältnifs , welches sie bei

irgend einem endlichen Werthe gegen einander besitzen *

selbst dann noch bei , wenn sie sich schon ihrer Grenze Null ,

so weit man nur immer will , genähert haben .

Denn setzt man Az = rau und B = neu , so findet fortwährend ,
obschon A und B mit u unendl . klein werden , das Yerhältnifs
Statt ; A ; B — nu : ma — n ; nt .

g . 141 - Zusatz . Mit Hilfe des unendl . Kleinenläfst

sich nun auch von den continuirlichen Functionen ( § . 106 )

folgende einfache Definition geben : die Function f {x ) ist

innerhalb der Grenzen x = a und x = b stetig , wenn

eine unendl . kleine Zu - oder Abnahme von x , dieses x

zwischen a und b genommen , auch eine unendlich kleine

Änderung in jf ( ar) hervorbringt . Liegt a zwischen a und

b , so sagt man auch , die Function f ( x ) sey , wie klein

auch die Differenz a — b oder b — a seyn mag , in der

Nähe von x = a stetig oder continuirlich .

So ist für f ( x ) = x n \f ( r -f u ) = (a:-}- u ) n = x n -f - x » — ‘ u

-J- x * — * u - -}- . . . — x n -}- Pu , wo P für alle endlichen Werthe

von x ( und natürlich n ) eine endliche , also Pu eine unendlich
kleine Gröfse , daher endlich die Änderung der Funct . y ( a:-]- u )
— f ( x ) = P u selbst unendl . klein , also x n für alle endlichen
Werthe der Variablen x eine continuirliche Funct , von x ist .



Viertes Capitel .
Theorie der hohem Gleichungen .

I .
Gleichungen mit rinrr Unbekannten .

Erklärungen .

§ . 142 » Eine höhere Gleichung mit einer unbe¬

kannten Gröl 'se heifst geordnet , wenn sie auf die Form

gebracht ist :

l ) X n - {- A t X n ~ ' A z X n ~ * - j- . . . A n — i X A n = 3 0 .

In dieser Gleich , des n . Grades , von der Unbekannten

x , können die Buchstaben - oder Zahlencoefficienten A lf

A z , . . . An reell oder imaginär , rational oder irrational , ganz

oder gebrochen , positiv oder negativ und zum Theil ( selbst

alle von A t bis inclus . An — 0 auch Null seyn ; indefs setzen

wir hier ein für alle Mal reelle , rationale Coefficien -

ten voraus .

§ . 143 « Der Kürze wegen werden wir diese allgem .

Gleich , durch X — o darstellen , wobei X das Polynom

der Gleich , heifst und sofort eine Function von x ist .

§ . 144 . Jeder reelle oder imaginäre Ausdruck , wel¬

cher , für x gesetzt , der Gleich . Genüge leistet , also das

Polynom X auf Null bringt , heifst Wurzel der Glei¬

chung .
So ist z . B . für die Gleich , t̂ x '1 - f- i — 3a : -f - aar 3, welche ge¬

ordnet in x ^ — ?,x - -\ - \ x — t = o übergeht , jeder der 3 Aus¬
drücke : i , — >) und f ( i — V — • ) eine Wurzel , wo¬
von man sich leicht überzeugen kann .

9

§ . 145 . Lehrsatz . In jeder hohem Gleich , X = o

ist das Polynom X für alle endlichen Werthe von x eine

continuirliche Function von er .



Denn läfst man a : um die willkürliche Gröfse w zu¬

nehmen oder in x - f - co übergehen , so geht X oder/ ( ar)
über in

/ ( a > fco ) es ( x - J- o ) '1 - f A } - f - A 2 ( x - fw ) ' - 1 + • . .
An — 1 Art )

und wenn man ( § . 120 ) entwickelt und Alles nach Potenzen
von to ordnet , erhält man :

ct ) f {x — to ) — X “ J— X , <0 - | — X a co 2 —|— X 3 to 3 —|— . . ,

- f - X „ _ , oj '1- 1 X a w » ,

wobei die auf einander folgenden Coefficienten X , X , . . .
folgende Werthe haben :

X = * » + A x * » — + A 2 x n ~ % X „ _ , x + A n ,-wr , L
X , = — x n ~ '

( n — 1)
X , x y‘- ( n — 1 )

1 * 1

_ ” ( » — *) J „ _ . | ( « — i ) ( w — a )1 . 2

A 1 X n 3 - j- An —n

. ( ra~ 2 ) ^ _ 3 _[_ ( « - . ) ( « - a ) ( n - 3 ) ^ a,„ _ 4 _j_ . _ .

Ai x n — 3 - f - . . . - j- An — t

-4 + . .

+ An —3 )

Xn — I :
n ( n — 1)

x„ =
1 . 2 . .

n ( n — 1) ( n

— - x 4 - A . = n x - 1- A
• • ( « — 1) 1

— 2 ) i . . . 3 . 2 . 1 _
d . . . ( n — 1) n

i )

Da nun X nichts anders als f {x ) ist , so folgt :
/ ( * + « ) — / ( * ) = « ( * , + Xa w + . . . + X„ « — ») » ,

und es ist , wenn co eine unendl . kleine Gröfse bezeichnet ,

für alle endliche Werthe von x , wofür , wie man sieht ,
auch X , X , , X .z , , , . X n endliche Gröfsen sind , diese Diffe¬

renz oder Änderung der Funct , f ( x ) unendlich klein , mit¬

hin diese Funct . f {x ) = X ( § . 141 ) innerhalb dieser Gren¬
zen in der That continuirlich .

An merk . Da die obige Entwickelung a ) in der Folge häufig
angewendet wird , so machen wir darauf aufmerksam , dafs
sie immer leicht hingeschrieben werden kann , wenn man
nur die ganz einfachen Bildungsgesetze der Coeffic , X , X „
Xj , . . . berücksichtiget ; diese sind nämlich folgende : X ist



das gegebene Polynom der Gleich , selbst . X , wird aus X
gebildet oder abgeleitet , indem man in jedem Gliede den
Exponenten von x zum Coefficienten macht und den Expon .
selbst um eine Einheit vermindert . Genau auf dieselbe Art
wird X2 aus X , , X 3 aus X 2 u . s . w , , X« aus X n — , abge¬
leitet oder der i vir t , nur dafs man noch alle Glieder
in X , durch 1 , in X ., durch 1 . 2 u . s . w . , in Xn durch
i . 2 . 3 . . . « dividiren mufs . Aus diesem Grunde heifsen die
Polynome X } , X , , . . . X4 , der Reihe nach , das 1 . , 2 . , . . . « .
abgeleitete Polynom , und man erhält , was als Rech¬
nungsprobe dienen bann , für das letzte Polynom Xn immer
den 1 . Coefficienten des Polynoms X der gegeb . Gleich , ( also
A u , wenn X — A 0 x n A i x n — ' . . . ist ) .

§ • 146 . Lehrsatz . Ist , vom Zeichen abgesehen ,
A m der gröfste Coeflicient des Polynoms X ; so wird für
x ^ A m i das 1 . Glied x n desselben gröfser , als die
Summe aller übrigen Glieder .

Denn setzt man Kürze halber A ^ x n ~ ' + A z x n 4 - f- . . .
- |- X „ == P , so ist offenbar A m x n — 1 -\- A m x n ~ * A m x n— 3 — . . .

—|—Am , d . i . 1 ) A , Setzt inan nun x ^ A m - j- 1 ,

so folgt x — 1 > A m oder ( x — i ) a :n ^ A tri x n , und wenn
man davon die Relat . o < A m abzieht , für beide Fälle :

( x — 1 ) x n > A m x n — Am oder x n j> Am

Diese Relation , mit der vorigen 1 ) verglichen , gibt
um so mehr : .r " > P , d . i . x n > A t x n — ' - j- A z x n ~ % . . . - j- A n ,
was zu beweisen war .

So wird z . B . in x -1 ix - -|- l̂ x -f - 3 = o , für .r = 4 + > — 3 ,-
das 1. Glied x ~>= iz5 gröfser , als die Summe der übrigen Glie¬
der : 5o + 10 3 = 73 . In vielen Fällen ( besonders wenn auch '
negative Glieder Vorkommen ) reichen sogar kleinere Zahlen , wie
namentlich hier die Zahl 4i zu diesem Zwecke hin .

§ • 147 . F ' olgerung . Aus diesem Satze folgt un¬
mittelbar folgender : Es lassen sich in der endlichen oder
unendl . Reihe j m -f A , y ”‘+ ' - J- A z j mJr l - {- . . . für y so kleine
Werthe angeben , dafs dadurch das 1 : Glied gröfser als
die Summe aller folgenden ausfällt .

Hurg ’t Comjiendium <1. höh . M.ith .
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Denn setzt man in dem obigen Polynom X ( vor . § . )

x = — , so hat man für - ^ A m 4 - 1 sofort :
y y

— > A , -
y n y n ~ ' yn

- j - . . . - j - A n — I - [- A ny

d . i . für y < . . . sofort : 1 > A , y + A ^ 4 - . . . - f A n y n ,sljn - p 1

oder , wenn man mit j m multiplicirt , bei diesen angegebe¬

nen Werthen von j , auch :

y m > A i y m+ l - }- A 2y m+ 1 - |“ • • • + y m+ r‘,

wobei auch offenbar n — oo seyn kann .

g . 148 . Lehrsatz . Erhält man aus dem Polynome

X der Gleich . X = o , für die 2 auf einander folgenden

Substitutionen x — a und x — b , Resultate mit verschie¬

denen Zeichen ; so liegt zwischen a und b wenigstens

eine ( je nach Beschaffenheit von a und b reelle oder ima¬

ginäre ) Wurzel dieser Gleichung .

Denn da X = / ( a -) ( § . i 45 ) e i ne continuirliche Funct .

von x ist , so mufs f ( x ) bei dem Übergange von / ( a ) in

f ( b ) , d . i . vom Positiven ins Negative , oder umgekehrt ,

nothwendig ( da hiery ’( x ) nicht Unendlich werden kann )

durch Null gehen , so , dafs es also einen zwischen a . und b

liegenden Werth a geben mufs , wofür f { a ) = o wird ;

dann ist aber ( § . 144 ) x = a eine Wurzel der Gleichung
/ ( * ) = X = o .

§ • 149 - Zusatz 1 . Da bei dieser Voraussetzung

( dafs/ ( a ) und/ ( £>) verschiedene Zeichen besitzen ) f ( x )

bei dem Übergange von f ( a ) in f ( b ) , oder umgekehrt , im

Allgemeinen 3 , 5 , . . . 2 m - j- i Mal durch Null gehen kann ,

so kann auch überhaupt zwischen a und b eine unge¬

rade Anzahl - von Wurzeln der Gleich . X = o liegen .

§ . 150 . Zusatz 2 . Man sieht ferner leicht , dafs ,

wenn / ( a ) und / ( &) einerlei Zeichen besitzen , zwi¬

schen a und b sofort 0 , 2 , 4 , . , . 2 m , d . i , überhaupt eine



gerade Anzahl von Wurzeln , die Null mit gerechnet ( also

auch gar keine ) / liegen könne .

§ . 151 . Leh rsatz . Jede Gleichung von einem un¬
geraden Grad hat wenigstens eine reelle Wurzel , ihr

Zeichen ist das entgegengesetzte von jenem des letzten

Gliedes A a .

Denn setzt man als i . Substitution x = o , so fallen

in X alle Glieder bis auf das letzte A „ weg , und man hat

je nach dem Zeichen desselben für X ein positives oder

negatives Resultat . Setzt man ferner als 2 . Substitution ,

je nachdem A n posit . oder negat . ist , x = + ( X m - [- 1 ) ,

so erhält ( § . 14b ) X das Zeichen des 1 . Gliedes x n , wird

also negativ oder positiv , und es liegt daher ( § . 148 ) im er¬

stem Falle zwischen o und — ( A m - \ - 1 ) , im letztem Falle

zwischen o und - j- ( A m - \ - 1 ) , wenigstens eine reelle Wur¬

zel , und diese ist beziehungsweise negativ oder positiv .

§ . 152 . Lehrsat z . Jede Gleichung von einem
geraden Grad , deren letztes Glied negativ ist , hat

wenigstens zwei reelle Wurzeln , davon ist eine positiv ,

die andere negativ .

Denn setzt man wieder als 1 . Substitution x = o , so

wird X ( gleich dem letzten Glied ) negativ ; setzt man dann

als 2 . Substitution x = + ( A m —j— 1 ) , so wird in beiden

Fällen X positiv : es liegt also ( § . 148 ) eine W . zwischen o

und - j- ( A m - {— 1 ) , die sonach reell und positiv , und

eine W . zwischen o und — ( A m —{— 1 ) , welche sofort reell

und negativ ist .

§ . 153 . Lehrsat z . Jede Gleichung von einem
geraden Grad , deren letztes Glied positiv ist , hat

wenigstens eine in dem Ausdruck p - {- <7 — 1 , wobei p

und q reelle Gröfsen ( die theilweise auch Null seyn kön¬

nen ) bezeichnen , enthaltene Wurzel .

Denn sey a ) x *m -\ - A t x %m —'- - j- . . . - j- A 2m — i x - \ - A 2m = o

eine Gleich .- von gerader Ordnung und ihr letztes Glied

A tm positiv . Setzt man in dieser k ) x = / -j - y , so er -
(> *



hält man , wie leicht zu linden , eine Gleich , von der Form
b ) + T l y 'tm ~ ' - 1- + T , m — o , wobei , was
den letzten Coeflic . betrifft , l ) Tm = y tm -\ r A 1 y 2“ — > 4 . . . .
+ A tm — 1 y - )— A 2m ist .

Verwandelt man ferner die Gleich , b ) in eine andere
Z = o , deren Wurzeln m ) s = + y sind ; so erhält man
c ) z 4“ 4 - _ß , z 4“ —2 4 - . . . 4 - B 2m — l z 2 4 " 'Bam = o , wobei
n ) B tm = Tl m ist * ) , oder , wenn man , um abzukürzen ,
p ) z 2 = co setzt , die Gleichung :

i , e>2“ 4 " B 2 co 2“ * 4 • • • 4 " 4 - B 2m = o ,

Läfst man nun n nur ungerade Zahlen bedeuten ,
so wird die obige Gleich , a ) der Stellvertreter aller Gleich ,
von gerader Ordnung seyn , wenn man m — V — 1 71 , wo
r , von 1 angefangen , jede ganze positive Zahl bezeichnet ,
setzt ; weil dadurch der Ordnungsexponent zm = zz r n wird ,
und in diesem Ausdrucke alle geraden Zahlen enthal¬
ten sind . — Diefs , so wie auch noch als bekannt voraus -

4 8 16 ir
gesetzt , dafs sich y — 1 , \4 — 1 , — i . . . \A— 1 immer
auf die Form a -^- ß ^ — t , wo a und ß reelle Gröfsen
sind , reduciren lasse , und dafs auch unter derselben Form
jede Potenz des Binoms A -\~ B \Z~— 1 erscheint , setze man

v
/n 2 r —' n und die willkürliche Gröfse q ) y = = v \f — 1
= u ( a + ßV/ ' - 0 ; so erhält man aus der Relation l) :

i \ m = ( v/ — * y rn + 4 [ « ( « 4 - ßV/ ’— 4 - . . .
4 " A 2m— , v ( a 4 ß y ' — 1 ) 4 - A im ,

oder , wenn mau ( mit Rücksicht auf die vorige Bemerk . )
entwickelt und gleich die Zeichen ändert :
— T , m = u 2“
— A t u 2“ - 1 ( a + b \4 — 1 ) 1— i , « 1“ - ’ { A ’-^ b ' Y — 1 ) — . . .

— 4 m — 1 v ( a 4 “ ß V — ' ) —■ > d . i .

* ) Man erhält diese Gleich , e ) ganz einfach durch die Multipli -
cation der beiden Gleich , z 2“ 4 1 \ s 2“ - 1 4 • • • 4 ^ 2“ — 0
und z 2“ — Tx z 2“ — 1 -J- - 4 Ttm — o , von denen die er -
stere die Wurzeln i = 4f und die letztere jene z ~ — y
besitzt .



_ r am = -f- + . . • + — J *m

- j- ( 23 , u *m— - f - 23 2 v jm - 2 + • • • + 23 Jm _ , iOV/ — >,

wobei die Coefficienten 21 , , 212 , . . . 2J , , 23 , . . . durchaus
reell sind . Da es endlich immer reelle Werthe für v

gibt , wofür der reelle Theil im zweiten Theile dieser Glei¬
chung verschwindet , indem diese nur aus der Gleichung
u ’ OT+ 21 , v 2m - ' + 2h.m_ , u — i » = o , welche ( vo¬
rigen $ . ) wenigstens 2 reelle W . besitzt , bestimmt werden
dürfen ; so erhält für diese Werthe T2m die Form Q Y ~— 1 ,
wo Q eine reelle Gröfse bezeichnet . Dafür wird aber
[ Relat . n ) ] das letzte Glied 33 , m = T ’m = ( Q \f — i ) J = — Q ~
der Gleich . I . wesentlich negativ , folglich besitzt diese
für die nämlichen erwähnten Werthe von v wenigstens 2
reelle W . oj , wovon ( vorigen § . ) die eine positiv ist .

Da es also schliefslich [ Relat . p ) ] für 10 = 3 * immer
wenigstens einen reellen , positiven Werth gibt ; so ist
auch dafür z ~ co = co eine reelle Gröfse , und we¬
gen j - = + -5 un ^ x — J 4 * 7 “I- v ( a *t * ß V ' — 1 ) [ De¬
lationen m ) , k ) , q ) | der Form nach : x = p - j- q Y '~ - 1 ,
wobei auch p und q re e .lle Gröfsen sind ; d . h . nämlich ,
die obige Gleich , a ) besitzt wenigstens eine in der Form
p q Y^— 1 enthaltene Wurzel * ) .

§ • 154 . Zusatz . Fafst man das in den 3 letzten J .
Gesagte zusammen , so folgt , dafs jeder hohem Gleichung
ohne Ausnahme wenigstens eine Wurzel , diese mag nun
reell oder imaginär seyn , entsprechen mufs .

§ • 155 . Lehrsatz Ist x = w eine Wurzel der
Gleichung X = o , so ist das Polynom X durch x — 10
theilbar .

Denn ist co eine W . der Gleich . X = o , so findet

( § . i/ ( 4 ) die Gleichung Statt : co n co n— 1 -}- ^ 2 co '1~ 1 - }- . . .
co -j - X n = o ; bestimmt man also aus dieser Gleich .

:) Riesen neuern Beweis hat der Verfasser zuerst in den Jahr¬
büchern des li . li . polyt . Institutes , Bd . XIX . , behannt gemacht .



A n und setzt dessen Werth in das Polynom X , so erhält

die Gleichung X = o die Form :

( a " _ CO« ) _ j_ A i ( x n~ l — Cd" — ) + A n - , ( # 2 — CO2)

+ A „ — , ( « — co ) s= o ,

unter welcher die Richtigkeit unseres Satzes unmittelbar

erkannt wird * ) .

§ . 156 . Zusatz . Theilt man wirklich , so erhält

man , Alles wieder nach x geordnet :

tf " — + -B , x '— 2 + ß 2 x ” ~ 3 + . . . + 4 - ß „ _ , = o ,

dabei ist , wie man leicht findet : ß , = A t 4 - co , ßj = A z

4 “ A ^ co 4 - co 2 , ß „ ■— A $ —J— A z co —|— A ^ co “ 4 “ co® , . . •

ß « — i = A n — , - )- A n —, co - |- • • • 4 " co “ — ' • Es ist also , um
es wiederholt zu bemerken :

X = ( x - co ) ( x n — ' 4 - ßi X n — » 4 ~ B z X n ~ 3 4 - . . . - f Bn — i ) = o .

§ . 157 . Leh rsatz . Jede Gleichung des n . Grades
hat n Wurzeln , und zwar weder mehr noch weniger .

Denn ist co , jene Wurzel , die der Gleichung X = o

§ . 154 ) nothwendig zukommt , so hat man ( vorig . $j . )

X s = ( x — co , ) ( ;£ '*— 4 - ß , « " - 2 4 - . . . 4 - ß Ä_ , ) = o .

Diese Gleich , wird aber nicht blofs für x — co , = o ,

woraus eben die genannte W . x = co , folgt , sondern auch

für X ' = x n— 1 4 - -Bi x n ~ 't - J- . . • 4 ~ ß « — • = ° befriediget . Ist
daher wieder co 2 die W . , welche dieser letztem Gleich ,

nothwendiger Weise zukömmt ; so hat man eben so :

x ' = ( x — co 2) ( ^ n— 1 4 - c , « « - 3 4 - • • • + C n - *) = o ,

eine Gleich . , welcher auf doppelte Weise , ein Mal für

x — co 2 = o ( woraus eben .r = co 2 folgt ) und dann auch für

* ) Scharfsinniger noch ist folgender Beweis : theilt man X durch
x — co und die Division geht nicht auf , so wird der Quo¬
tient X ' eine ähnliche Funct . von x wie X seyn , dagegen
der Rest jR , nach der Natur der Division , kein x mehr
enthalten , und man hat X = ( x — w ) A ' + R - Setzt man
nun x — v> , so wird , da u eine AV . ist , X = o , und man
erhält daher o = o -f , d . i ßrro , und zwar , da R von
x unabhängig ist , nicht Idols für x — a , sondern überhaupt

’ für jeden Werth von x .



X " = x n —‘l -f- C j a *—3 Cn - i — o Genüge geleistet
wird . Bezeichnet man defshalb die W . , welche diese letz¬
tere Gleich , haben mufs , durch to 3 ; so ist eben so

X " = ( a OJ3) {x n ~ 3 - j- D l X n ~~ $ —J— . . . —f— Dn — 3) = O .

Werden diese Schlüsse fortgesetzt , so erhält man , da
■zuletzt statt dem Polynom nur noch ein Binom als Quotient
entsteht : X ( n ~ 2)' = ( x — to „ _ , ) ( a -f- Q ) = » o , so , dafs aus
a - |- <? = 0 sofort die letzte W . x = — <? = co „ hervorgeht .
Man hat daher endlich durch die stufenweise Substitution :

X = ( a — fcj , ) X ' = ( a — io 4) ( a — to 3) X "
= ( a — cj , ) ( a — cjj ) ( a — co 3) X ’" r

u . s . w . , und zuletzt :

y ) X = ( a — (i) t ) — co a) ( a — co 3) . . . ( a — 10 ,, ) = o ,

aus welcher Darstellung nun auch unmittelbar folgt , dafs
erstlich jede der n Gröfsen co , , co 2 , statt a gesetzt ,
die Gleich . X = o befriediget , also eine W . derselben ist ,
und ferner , dafs es aufser diesen keine andere W . mehr
geben könne .

§ . 158 . Zusatz . Sind also co , , , to 3 , . . . o „ die
n Wurzeln der Gleich . X = o ; so läfst sich das Polynom
derselben durch X = ( x — to , ) ( a — tOj ) ( a — « 3) . . . ( a — co „ )
darstellen * ) , also in n einfache Factoren von der Form
a -|- p , oder , wenn man will ( für den Fall , dafs p ein Bruch
wäre ) , a - |- bx zerlegen . Ist n gerade , und nimmt man

immer 2 einfache Factoren zusammen , so entstehen - qua -2 2

dratische Factoren von der Form a - j- bx ca 5 ; für

n ungerade hingegen erhält man —-— quadratische und
einen einfachen Factor .

So hat z . B . die Gleich , - J- a s — 7a - — a - | - 6 = o die W .
a = -f - 1 , — 1 , -j- 2 , -— 3 ; also ist : ’18 ^ * *

a * + a ^ — 7a - — a + 6 = ( a — i ) ( a -j- i ) ( a — 2) (a -{- 3)
r = ( a 2 — 1) ( a 2 - j- a — 6 ) =s ( a 2 — 3 a + 2 ) ( a 1 3 ) u . s . w .

■- " - r - 1- o rr
*) Nach dieser Darstellung ist cs ebenfalls , leicht die Sälee iß

§ § . 148 — 1S0 * u erweisen . ! . . . <■>. “



Um das l ' olynom 12a-3 16 .t' - — 3 .r — 4 in Factoren zu z.er -
legcn , bildet man die ( sogleich geordnete ) Gleichung

x * + \ x - — — f = o ,
und da die W . dieser Gleich , sind : x = i , — 7 , — y ; so folgt
•r3 + 7 x 2 — i x -— 7 = ( .r — 7 ) ( .r - f - l ) ( x + | ) , oder , wenn mandie Brüche wegschafft :

12a:5 -j- i6x - — 3 a: — 4 = ( ix — 1) ( 2a: + 1 ) ( 3 a: + 4 ) -

§ ■ 159 . Lehrsatz . Ist p -f - <7 \/ — 1 eine Wur¬
zel der Gleich . X — o , so mufs auch der conjugirte Werth
p — q \f — 1 eine W . dieser Gleich , seyn .

Denn setzt man in X — x n - J- A , x n~ ' - |- . . . - j- A n ,
x = p + 9 V — 1 ; so erhält man , nachdem sowohl die re¬
ellen , als auch imaginären Theile für sich zusammen genom¬
men worden , einen Ausdruck von der Form P -\- Q \ f — 1 ,
wo P nur gerade und nur ungerade Potenzen von q
enthält . Setzt man ferner im Polynome X , x = p — q \f — 1 ;
so ändert sich durchaus nichts , als , da man nur — q statt
+ q zu setzen hat , das Zeichen von Q , und man erhält als
Resultat dieser Substit . : P — — 1 . Ist nun p -\ - q \/ — 1
eine Wurzel der Gleichung X — o , so hat man ( $ • 144 )
P - )- Q — i = o , di . ( indem diese Relat . nicht anders
bestehen kann ) P = o und Q \/ — 1 = 0 , woraus durch
Subtraction auch P — Q \ ^ — 1 = 0 folgt : es bringt also
auch die 2 . Substitution , nämlich x = p — q \f — 1 , das
Polynom X auf Null , folglich ist auch dieser Werth von x
eine Wurzel der Gleichung X = o .

§ • 160 . Zusatz 1 . Da also die imaginären Wur¬
zeln einer Gleich , immer paarweise und conjugirt
Vorkommen , so entspringen aus jedem Paar die einfachen
Factoren a: — p — q \f — 1 und x — p q V — 1 , welche
zusammen den quadratischen Factor ( x — p ) 1 - j - ■q '1 geben ;
es kann demnach das Polynom einer jeden höhern Gleich ,
in lauter reelle quadratische Factoren von der Form
x * ,- j- ax _ - J- . 4 .aufgelöst werden , wozu für eine Gleich ,
von ungeradem Grade , noch ein ; ebenfalls reeller , ein¬
facher Factor kommt . ", !9 ’
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§ . 161 . Zusatz 2 , Da ferner die quadrat . Facto -
ren , also auch ihr Product , 'wesentlich positiv ist ; so
hann das Polynom einer hohem Gleich , von lauter imaginä¬
ren W . für gar keinen reellen Werth von x negativ
werden .

§ • 162 - Eigenschaften der Coefficienten .
Vei’richtet man in y ) $ . \ 5 '] die Multiplication mit den n Bi -
nomial - Facloren und ordnet das Ganze nach fallenden Po¬
tenzen von x , so erhält man :
5 ) X = x n — x n~ l - |- C x x n ~ * — C 3 x a ~ * -f- ( — i ) “ C n ,
wobei die Coefficienten C , , , . . . nachstehende Werlhe
haben : C , — to , —|—co 2 —|—. . . co „ , co ;. —j—w , co 3 *
*4 “ u i - j — CO, -j- . . . C0 2 10„ - j- etc . -j- tOn — l W „ ,
C 3 = w , co 2 co 3 -j- etc . -j- CO„ _ , OJ„ _ , co „ u . s . w . , C n = t*>, co 2 to 3 . . .
to „ _ , co „ , so , dafs also C , die Summe der Wurzeln oder
die Summe ihrer Combinationen zu i , C 2 die Summe ihrer
Combin . zu 2 u . s . w . , C n die Summe ihrer Combin . zu n ,
d . i . ihr Product , bezeichnet .

§ . 163 - Zusatz . Fehlt also in einer hohem Gleich ,
das 2 . Glied , so mufs die Summe der positiven W . jener
der negativen W . gleich seyn . Fehlt das letzte Glied ( A „ ) ,
so mufs wenigstens eine ihrer Wurzeln gleich Null seyn .

An merk . Sind die sämmtlichen Wurzeln einer Gleich . X = o
negativ , so besitzt das Polynom X = . ( x -f- u , ) ( x -f- u , ) . . .
(x nur positive Coefficienten .

§ • 164 . Lehrsatz . Ändert man in der Gleichung
.X = o die Zeichen des 2 . , 4 . , . . . d . i . jedes in gerader
Stelle stehenden Gliedes ; so verwandelt man dadurch die
Gleich , in eine andere , welche die nämlichen Wurzeln , aber
mit entgegengesetzten Zeichen besitzt .

Denn setzt man , um die Zeichen der Wurzeln zu än¬
dern , in X = . o , statt x , ■— x ; so erhält man , für n g e -
rad : x n — x n~ 1 -\ - A i x n ~ 1‘ — . . . -\ - A n = - 0 , und für n
ungerad : — x n -j- A x x ’l~ 1 — . . . = o , oder , wenn



man durchaus die Zeichen ändert , -wieder wie zuvor :
x n — - |- A z a" — J — . . . — An — o . Diese Gleich , hat
also die W . — a , — ß , - [- y etc . , wenn die ursprüngliche
X = o die W . - | - a , — y u s . w . besitzt .

So hat z . B . die Gleich x 3 -p 4 -r ~ -p x — 6 = o die W . —J- i »
— 2 , — 3 , während jene x r>— x 6 — o die W . — i ,
+ « , + 3 besitzt .

Anmerk . i . Mit Riichsicht auf die Gleich . 8 ) ( § . 162 ) , in wel¬
cher die W . positiv angenommen sind , folgt also , dafs eine
Gleich . X — o , in welcher das Polynom lauter positive
Coefficienten besitzt , nur n e g at i v e W . haben könne . ( Ver¬
gleiche auch die vorige Anmerk .)

An merk . 2 . Wir werden die Gleich , mit entgegengesetzten W .
( wie man sich Kürze halber auszudrücken pflegt ) kurz durch
X = o bezeichnen .

§ • 165 » Er hl . Je nachdem zwrei auf einander fol¬
gende Glieder des Polynoms X gleiche , oder verschiedene
Zeichen besitzen , sagt man , dafs diese beiden Glieder eine
Zeichenfolge ( Permanenz ) oder einen Zeichen¬
wechsel ( Variation ) bilden .

Hieraus folgt , dafs , wenn in einer Gleich , des n . Gra¬
des kein Glied fehlt , die Summe aus der Anzahl der Zei¬
chenfolgen und Zeichenwechsel gleich n ist .

So enthält z . B . die Gleich , x 5 — 2 x 4 — 3x 3 -)- x 2 — 4x — 5 = o
3 Zeichenwechsel und 2 Zeichenfolgen .

§ • 166 . Lehrsatz . Eine Gleich . V = o kann nicht

mehr reelle positive W . besitzen , als in X , und nicht

mehr negative W . haben , als in V = o ( § . 1 64 ) Zei¬
chenwechsel Vorkommen .

Denn stellt man das Polynom X ' einer Gleich , des m .
Grades durch X ' = x m -j- -{- . . . — ApxP - . . . + A r. xi + +
etc . — A u x u - . . . — A m dar , wobei , ohne Rücksicht auf
die etwa fehlenden Glieder , A p xp das erste vorkommende
negative , A <: x ? das hierauf zuerst folgende positive Glied
u . s . w . , endlich A u x u dasjenige Glied bezeichnet , in wel¬
chem der letzte Zeichenwechsel Statt lindet , und daher mit
dem letzten Gliede A m , welches wir , um die Ideen zu fixiren ,



als negativ voraussetzen , einerlei Zeichen besitzt , also hier
ebenfalls negativ ist , und diesem sonach unmittelbar ein

positives Glied vorausgeht ; so erhält man , wenn X ' mit dem
Binom x — to , wo « positiv seyn soll , multiplicirt wird :

l - 1“ • • • - dp ) I - • • • “ f “ dq ) ,
, - ,, m+ i T T P 0.-P+ ' , 0 ' [ Xl + '

• cc co ) — - j—• • • p COJ
X \ x — « ) = a."‘+ > _ _ _

+ + • • • “ ■ du
+ + • •

* -An<
~ " ‘ l * + / * <*>

eco ) —(— J— * . • —J— u co ) '

so , dafs dieses Product die Form hat :

x 'H -' . . . — A p xP + l . . . - j- A " xi -V ' . . . — A 'u x u+ ‘ . . . -f- /rot .
Obschon nun in diesem Producte die Zeichen der Zwi¬

schenglieder unbekannt sind , so ist doch so viel gewifs ,

dafs vom 1 . Glied x m+ ‘ bis zu jenem A p xP+ ' wenigstens
ein , bis zu jenem A xrY x wenigstens zwei u . s . w . , also

bis zu jenem A u x u+ ‘ wenigstens eben so viele Zeichen¬

wechsel , wie im ursprünglichen Polynom X ' von x m bis
zu dem nämlichen oder correspondirenden Gliede A u x u Statt
finden . Da aber von da an in X ' kein Zeichenwechsel mehr ,

dagegen im Producte wenigstens noch ein solcher ( durch
das letzte Glied - (- /tco begründet ) vorkommt ; so besitzt
das Product X ' ( x — w) wenigstens einen Zeichenwechsel
mehr , als X ' * ) .

Stellt nun X ' das Product aller einfachen Factoren

dar , welche aus den negativen und imaginären Wurzeln un¬
serer Gleich . X = . o entspringen ( also X ' = 1 ist , wenn
keine solche W . vorhanden sind ) , und bezeichnen to , ,
u>2 , . . . die positiven Wurzeln derselben ; so hat man

X = : X ’( x — cj , ) ( a :— co 2) . . . , und es gibt sonach in X ' ( x — co, )

wenigstens einen , in X ' ( x — co , ) (a; — co,,) wenigstens zwei
u . s . w . Zeichenwechsel mehr , als in X ' . Selbst also , wenn

in X ' gar kein Zeichenwechsel vorkommt , besitzt das Po¬
lynom X dennoch wenigstens eben so viele Zeichenwech -

* ) Der Beweis ist der nämliche , wenn man das letzte Glied
Am , also auch damit A u x u positiv , mithin - das diesem Gliede
vorausgehende als negativ annimmt .



sei , als in der Gleich . X = o positive W . co , , co 2 , . . . vor¬
handen sind .

Verwandelt man ferner ( § . 164 ) die Gleich . X = o in
jene mit entgegengesetzten W . X — o , so erscheinen die
negativen W . der erstem , als positive W . der letztem
Gleich . , und diese mufs daher wenigstens r Zeichenwech¬
sel darbieten , wenn die Gleich . X = o r negative Wurzeln
besitzt .

Da also jede positive W . der Gleich . X — o wenig¬
stens einen Zeichenwechsel in X , und jede negative XV .
einen solchen Wechsel in X begründet ; so kann man auch
sagen , dafs in Xr = o nicht mehr positive und negative re¬
elle W . vorhanden seyn können , als beziehungsweise in X
und X Zeichenwechsel Statt finden .

§ . 167 . Zusatz . Fehlt aber in einer Gleichung
kein Glied , so kann diese nicht mehr positive W . als Zei¬
chenwechsel , und nicht mehr negative reelle Wurzeln ha¬
ben , als Zeichenfolgen vorhanden sind . Sind dabei die
sämmtlichen Wurzeln reell , so bietet das Polynom genau
so viele Zeichenwechsel und Folgen dar , als die Gleich ,
beziehungsweise positive und negative W . besitzt .

Die oben ( § . 1 64 ) angeführte Gleich . — ^ x - -j - x -j- 6 = o
besitzt 2 positive und 1 negative W . ; es enthält aber auch in
der That das Polynom derselben 2 Zeichenwechsel und 1 Folge .
So besitzt das Polynom der Gleich . X = x 4 — 1 Kr * - f - i8 .r — 8 = 0 ,
deren W . sofort 1 , 1 , 2 , — 4 sind , 3 , und jenes der Gleich .
X = x * — iix - — i8 .r — 8 = 0 1 Zeichenwechsel ; es hat aber
auch in der That diese Gleich . 3 positive und 1 negative \ Y .

Transformation der Gleichungen .
§ . 168 . Aufgabe . Eine gegebene Gleichung V = o

in eine andere F = o zu verwandeln , in welcher die Wur¬
zeln um a kleiner als in der ursprünglichen sind .

A ufl . Bezeichnet man die Unbekannte oder das Symbol
aller W . der transformirten Gl . durch y , so soll y — x — a
oder x = a -j-y seyn . Dieser Werth für x in V = o sub -
stituirt , gibt für die transformirle Gleichung ;



Y -= y n 4 - 4 * T %J n 1 + • * + Tn - r \ y + T „ — o ,

wobei , wie man am einfachsten aus der Entwickl . in § . 145

für x = a und to r= .y findet :

T n = a .n - f - A l o.n ~ ' - f - A t a n ~ * 4 “ • • 4 “ A n — , a 4 “ -̂ n ,

T n — i = n a " 1 4 - ( n — i ) A t d n ' ~ ’1 4 ~ • • 4 ~ * e ^c * t

T z >l ( >l ■■ a 1 4 ~ ( n — i ) A l a -\ - A z und jT 1 = na4 - -̂ i ist .

§ • 169 - Aufgabe . Aus einer Gleichung das zweite

Glied wegzuscbaffen .

Aufl . Transformirt man die gegebene Gleich . Z = o

nach dem vorigen § . in jene Y — o , so soll in dieser Gleich ,

sofort T , , d . i . n a 4 ~ A x = o seyn ; aus dieser Bedingungs -
A A

gleich , folgt aber a = - also x = y - - i , und . dar¬

aus ganz einfach die Regel zur Wegschaffung des 2 . Glie¬

des der Gleich . X = zo .

So mufs man also , um aus der Gleichung xi — 8 * * 4 " 2 ;c*

-f- bx — 5 — 0 das 2 . Glied wegzuschaffen ,

x - y — ( - ^ ) = r + 2
setzen , wodurch man die Gleichung y * — 22jA — 5oy — 33 zz o
erhält .

§ . 170 . Aufgabe . Eine Gleichung in eine andere

zu verwandeln , deren Wurzeln m Mal so grofs sind als die

W . der gegebenen Gleichung .

Aufl . Ist X = o die gegebene , Y = o die transformirte
y

Gleich . ; sosoll ^ = ma ' oder , tr = seyn . DiesenWerth

in X substituirt , erhält man , wenn auch gleich zur Weg¬

schaffung der Brüche durchaus mit m n multiplicirt wird :

y n 4 ~ mA 4 ~ A 1y n ~ z 4 - • • •4- m n ~ ' A n — ,y 4- m ” 4 = o ,
einBesultat , welches man auch kürzer erhält , indem man

unter die Glieder von X ( die etwa fehlenden durch Nullen

ergänzt ) die geometrische Reihe 1 , m , m z , m n setzt ,

je zwei über einander stehende Glieder mit einander multi¬

plicirt , und überall y statt x schreibt .



Um z . B . die Gleich , .r3 .j - .r - — io .r -j- 8 = o in eine andere
mit 3 Mal so grofsen W . zu verwandeln , hat man nach diesem
Verfahren : y z + 3 . y 2 — y . \ oy 27 . 8 = o , d . i . y* -f - iy 2
— 9 °y H- 6 = o ; es sind in der That die W . der gegebenen
Gleich . = 1 , 2 , ■— 4 , während die letztere die W . 3 * 6 , — 12
besitzt .

§ ■ 171 . Aufgabe . A us einer gegebenen Gleichung ,
ohne dafs sie ( § . 142 ) aufhört geordnet zu seyn , die Brüche
wegzuschafifen .

Aufl . Seyen , um die Ideen festzusetzen , aus der Gleich .
» s + - ■ + - * + -' q 1 r o die Brüche wegzubringen .

Transformirt man nach dem vorigen § . diese Gleich , in eine
andere , deren W . m Mal so grofs sind , so hat man :

. ma m 2 b m 2 c
y 3 1- —j 1 + — y + -7- o .

Nimmt man nun für die hier als unbestimmt anzusehende
Gröfse m den kleinsten Werth , für welchen p , 0 , r bezie¬

hungsweise in m , m 2 , m 3 ( da man die Brüche - , — , . .
als zur kleinsten Benennung gebracht voraussetzt ) enthal¬
ten sind , was in jedem Falle , öfter aber auch durch klei¬
nere Zahlen , erreicht wird , wenn man für m das kleinste
gern . Vielfache von p , q , r nimmt ; so ist die Aufgabe mit
den möglich kleinsten Zahlen aufgelöst .

Um z . B . aus der Gleich , r 4 — iz 5 4 - — i .r 4- i = o
a * 4 4 * 8die Brüche wegzuschaffen , hat man nach der eben erwähnten

a 11 g e m einen Regel , wenn man , da 8 das kleinste gern . Viel¬
fache der Nenner ist , die W . 8 Mal so grefs macht , also x = iy

setzt ( § . 170 ) : r 4 — - Y: , 8 "- . 3 „ 83 . 3 , 84 . 3+ y - - r H- - = o ,4 4 8
d . i . y * — 4y 3 + 48y 2 — 64oy -j - i536 = o . Indefs erreicht man
hier seinen Zweck schon dadurch , dafs man die Wurzeln der
gegeb . Gleich , blofs verdoppelt , indem man dafür

J 4 ' , 6 ’ 3
8 . 5
— y +

d .
448

y 4 — + — ioy -J- 6 = o , also eine weit einfachere
Gleich , als vorhin erhält .



§ . 172 . A ufgabe . Für eine gegebene Gleichung
die D i ff e r en z e n - Gleichung , d . i . jene Gleich , zu fin¬
den , deren Wurzeln die Differenzen aus je zwei W . der

gegebenen Gleichung sind .

Aufl . Sind CÔ 2 ^ j * COß j . • CÔj die W . der gegebenen

Gleichung , und ist jr die Unbekannte der gesuchten Gleich .
Y — o ; so ist zufolge der Aufgabe y der allgemeine Stell¬
vertreter der sämmtlichen Differenzen co , — co , , co , — u , , . . .

co , — co „ , co 2 — co , , co 2 — co 2 , . . . coj — u , s . w . , die
sich aus den n W . der gegebenen Gleich , bilden lassen . Da
nun co , und co 2 W . von A = o sind , so bestehen ( § . 144 )
die Gleichungen :

1 ) co " - (- co «— 1 - j- A z co " - 2 An = o und

2 ) co " - j- A t co " - 1 - f- Ai co " — 2 - |- . . . -f - A n = o .

Aus coj — co , = jy folgt co 2 = co , und wenn man diesen
Werth in der letztem Gleich . 2 ) substituirt , so erhält man

nach § . i 45 , co = jy gesetzt :

A _j_ Ti j _j_ T „ y - + . . . - f - 7 n - xy n - ' + r n y n = 0 ,

wobei Ai r , , r 2 , . . r n die dort angegebenen Werthe von
X , Xu X 2 , . . X n nur überall co , statt x gesetzt , besitzen .
Da aber auf diese Weise A das Polynom der vorigen Gleich . 1 ) ,
und dieses gleich Null ist ; so hat man auch :

+ 7 i.f - + • • • + 7 ny n = ° >
oder wenn man mit y abkürzt , d . i . die W . jr = o ( die den
Differenzen co , — co , , co 2 — co 2 , . . . co„ — co „ entspricht )

gleich ausläfst , auch :

m ) 7 i + + 7 3 + • • • + + J n ~ ' = 0

( wegen r n — 1 ) , in welcher Gleich , sofort ( § . i 45 ) die Coeffic .
r , , Tj , . . Functionen von co , ,. nämlich die abgeleiteten
Polynome aus der Gleich . 1 ) sind . Eliminirt man daher aus
dieser Gleich , m ) und jener 1 ) die Gröfse co , , soerhältman
eine Gleich , in jy , deren Coefficienten gewisse Functionen
von den gegebenen A t , A 2 , . . sind , als gesuchte Gleichung .

Da man aber statt der in Rechnung gebrachten Diffe¬

renz 10 . — co , = r eben so gut jede andere co 3 — co 2 = y t



tjj — u . s . w . der übrigen hätte nehmen können ; so
mufs man gleichzeitig in 1 ) und den Coeffic . r , , r 2 , . . ( als
Functionen von u , ) die Wurzel co , mit den übrigen co 2 ,
co 3 , . . co „ vertauschen können , und immer noch durch die
angedeutete Elimination ( nun von oj 2 oder to 3 u . s . w . ) aus
den betreffenden Gleich , m ) und 1) die gesuchte Gleichung
erhalten .

Man kann also auch in 1 ) statt co , den allgemeinen
Stellvertreter von co , , co 2 , . . co „ , d . i . x , wodurch aber
diese Gleich , in die ursprüngliche .Xj = o , und eben so in
den Coeffic . 5- , , r 2 , . . der Gleich , m ) x statt co , setzen ,
wodurch diese Gleich , genau in jene
X , + Z 2j -j - XsjK 1 + • • + = o ( vergl . § . 145 )
übergeht , und aus diesen beiden Gleichungen x eliminiren ,
um die gesuchte Gleich . 3 ' = o zu erhalten .

So ist z . B . für die Gleichung -— fx 6 = o sofort
X = X * — 7 .r -(- 6 , X 1 = 3 x z — 7 , X ., = 3 .r ( JSf3 = 1) ; man mufs
daher , um dazu die Diffcrenzengleirli . zu finden , aus den bei¬
den Gleichungen .r 3 — 'jx -j- 6 = o ( X = z o ) und 3a:2 — 7 3 xy
-\ - y ” — o ( X l -f Xy + y ^ o ) x eliminiren . Man findet als Re¬
sultat dieser Elimination die Gleich , y 6 — 4 iy 4 -f- 44 ' P'2 “ 4oo = o ,
welches auch in dcrThat die verlangte Differenzengleichung ist ;
denn es sind die W . der gegeb . Gleich . : 1 , 2 , — 3 , aus denen
sich sofort die Differenzen 1 — 2 = — 1 , 1 -|_ 3 = 4 , 2 — 1 = 1,
2 3 — 5 , — 3 — 1 = — 4 und — 3 — 3 = — 5 ( da jene 1 — 1 ,
2 — 2 etc . bereits ausgeschieden sind ) als W . dieser letztem
Gleich , ergeben .

Eben so findet man y 6 — 36 j 4 3 2 4 >"2 + 4 ^ 9 == 0 als Diffe -
renzcngleichung der Gleich , .r 3 — 6 x — 7 = 0 .

§ . 173 - Da sich die n W . co , , co ,, , . . co„ , wenn man ,
wie es bereits oben geschehen ist , jene Differenzen co , — co , ,
co - — co 2 , . . co „ — co„ auslälst , n ( n — i ) Mal zu 2 combi -
niren lassen , nämlich eben so viele Differenzen oder W .
der Gleich . F = o geben ; so ist diese letztere vom n ( n — i ) tea
Grade . Da ferner jeder positiven W . eine gleiche negative
entspricht , indem man hat :

co , — coj = a und co 2 — 00 , = — a ,
co , — co 3 = ß und w 3 — co , = — ß u . s . w . ;



so ist dasPolynom der Differenzengleich . Y = o in Factoren
aufgelöst ( $ . ■58 ) :

Y = (jr — ‘“ Xff - HXff — (3 ) 0 + ß ) - < = ( ff 3 — "^ ( ff 1 — ß 3 ) - • ,

so , dafs dieses also aus —— - = m quadratischen Fac¬

toren von der Form y '1 — eff besteht , welche sofort ein
Product von lauter g er a d e n Potenzen , d . i . ein Product
von der Form

Y = y m - f- + M ”" - 4 - j- . . + M - . ff * + b ™
geben . Setzt man daher ^ = so geht die Gleich . Y = zo
über in jene : Z = z m -{- 5 , z m ~ 1 - [- b 2 z m ~ ‘* -j- . . 5 m = o ,
deren Grad nur halb so grofs als jener der Differenzenglei¬
chung ist , und in welcher die W . z — j "1 die Quadrate von
den Differenzen der Wurzeln der ursprünglichen Gleich ,
X = o sind ; aus diesem Grunde wird diese letztere Gleich ,
die quadrirte Differenzengleichung , oder bes¬
ser , die Gleichung der quadrirten Differenzen der Gleich .
X = o genannt .

Für die im vorigen § , angeführte Gleich . X z — jx -f- 6 = o
hat man sonach z z — + 44 1 z — 4 ° o = o als die quadrirte
Differenzenglcichung .

Auf gleiche Art findet man z z — l\ iz - -j- 44 ' z — 49 — ° als
quadrirte Differenzengleich . für die Gleich , x z — jx + 7 = o .

§ . 174 - Aufgabe . Zu untersuchen , ob eine gege¬
bene Gleichung gleiche Wurzeln besitzt .

Aufl . Bezeichnet man in der Gleich . X = o , deren
W . co , , co 2 , . . co „ sind , die Binome x — x — co 2 , . ,
x — to „ Kürze halber durch 6 , , b 2 , . . b n ; so ist ( J . i58 )

X = d , Ms ♦ • b ’l ‘
Setzt man in dieser Gleich . a ? - | - a statt x , wo a eine ganz
willkürliche Gröfse bezeichnet i so geht ( § . 1 45 ) X in
X - }- X l a - j- X x cl 1 -f- . . -f- a n , und das Product b i b 2 . , b n in
( 6 , —j- x ) ( b 1 - |—£f ) . . . ( 6 „ - |— a ) = Z C n —(— Cn — 1 a “ j“ Cn —1 a % ~j~ • • •

C 1 a.n — ‘ - j- a “ über , wobei ( analog mit § . 162 ) Cn die
Summe der Combinationen derGröfsen ö , , b z , . . b n zu n ,
Cn — \ jene der Combinat . zun — 1 u . s . w -, d . i , Cn ~ b i b z . . b „ ,

Kurg ’e Compeiuiium <1, höh . Math « ^



b . bri
Gleich . X —|—X , cc —|— , . -j- a n —_ C n - J— Cn — , & -{-* . . - j- , und
daraus ( $ . 108 ) , da X , X , , . . Cn , C„ _ , , . . von a unab¬
hängig sind : X = Cn — ö , b z . . ( die urspr . Gleichung ) ,

X . X , . X
£ 7

Besitzt nun die gegebene Gleich . lao m gleiche YY ur -
zeln , und zwar io , = io * = . . = to m = 3 <z , so ist auch
b t = s Z>i = . . = b m , und man hat X = 6 “ • . £>« und

.X , G/j 1 ■ —— —|— t — —[— . ■ —j— -— U . S . W .1 b ., 1 (}«

^ . = '1- +
X

a ._ X _ . . _
* bm - |- i

X , = m b™ -- ' b my 1 . . 6 « - f - ö ”! etc .
+ j- , . . 6 „ _ , ,

woraus sofort folgt , dafs die beiden Polynome X und X ,
als gröfsten gemeinsch . Divisor den Factor 6™ — * = ( a .— a ) m ~ 1
besitzen . Besäfse die obige Gleich . X' = o aufserdem noch
p W . jede — b , so würde man eben so finden , dafs die
beiden Polynome X und X , als gröfsten gern . Factor den
Ausdruck ( a — a ) m~ ' ( a — b ~) P ~ ' haben , u , s . w .

§ . 175 . Um also zu untersuchen , ob die Gleichung
X = o gleiche W . besitzt , leite man ( § . 14-5 5 Anm . ) aus X
das Polynom X , ab , und suche zu X und X , den gröfsten
gemeinsch . Divisor ; ist dieser , in einfache Factoren zerlegt ,
von der Form ( a — a ) '™( a — ö ) P ( a -|- c ) r . . . , so enthält
diese Gleich , die W . a rnMal , jene b je Mal , die W . — c
rMal u . s f . ; findet man keinen solchen gern , Divisor , so
hat die Gleich , auch keine gleichen Wurzeln .

So ist z . B . für die Gleichung a 3 — a 3 — 3a - -j- 5a — 2 = 0 :
X = z x * — .r 3 — 3a - + 5a — 2 , X l — 4a -3 — 3a - — 6a + 5 ; und da
man zwischen X und X , als gröfsten gern . Divisor a - — 2a - j- 1
= s ( a — 1) - findet , so enthält diese Gleichung die W . a = i
3 Mal j und in der That , die \ Y . dieser Gleichung sind : 1 , 1 , i
und — 2 .

Cu bische Gleichungen .
§ . 176 . Da sich ( $ • * 69 ) ans jederGleich . das 2 . Glied

wegschaffen läfst , , so können wir zur gröfsern Einfachheit
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die aufzulösende cubische Gleich , in der Form voraus¬

setzen : 1 ) x 3 - {- p x - j - q = . o .

Um diese Gleich , aufzulösen , setze man 2 ) x — y - \ - z ',

so geht sie über in : j 3 - )- s 3 - j- ( 3 yz - j- p ) x - f - q = o , und

wenn man , um j und z zu bestimmen , nebst der vorigen

Bedingungsgleich . 2 ) noch die folgende : 3/s -\ - p = o , wor -

folgt , annimmt , auch : 4 ) jK 3 ' j - -z;3 4 - q — o

oder y - d . i . y 4 - qy woraus

3

sofort j Aus 4 ) hat man

z 3 — — q — j 3 , oder wenn man für j 3 substituirt und die

^ V' - y Vi + — . Es folgt also•\ n öW . auszieht

endlich aus 2 ) , von den doppelten Zeichen nur die obern

beibehaltend , indem die untern dasselbe Resultat geben :

VC - I + v^ + d
+ ÜT- ! - V^ + £ | .

welcher Ausdruck unter dem Namen der Cardan ’schen

Formel bekannt ist .

§ . 177 - Setzt man Kürze halber

A und

so geht die Formel 5 ) in 7 ) x — VAyYB über . Um nun

zu sehen , wie diese Formel die sämmtlichen 3 W . der Glei¬

chung 1 ) enthält , bemerke man , dafs die 3 Cubikw . aus a 3

( — 1 ' Y " — un <̂ ß ( — ■— ~ — 4 ) * ) » oder für

3
* ) Setzt man nämlich \Jai = x , so folgt .r >— a 3 = o , und da

x — a eine W . , also ( § . 155 ) x * — <z3 durch x — a theilbar
ist ; so erhält man noch x - -J- a cc a 7- = o , und daraus die

3
beiden übrigen oben angegeb . imaginären W . von qa ^.
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— 1 -fy/ — 3 ) = c* auch : a , aa , a z a . Versteht man

also unter VA die gewöhnliche , reelle oder arithmetische

Cubikw . aus A ‘, so sind die 3 Wurzeln von yA sofort :
3 3 3 .

i . y A , ay A , a z y A . Auf die nämliche Art hat man für

die 3 Werthe von \ f B : i . yB , a \ ^ B , da nun aber

[ vergl . 2 ) und 3 ) ] wegen yz — — lL in 6 ) für y A und y B

nur jene Werthe genommen werden dürfen , die zusammen

ein reelles Product geben ; so sind für x nur folgende 3

Combinationen möglich oder brauchbar :

8 ) x i = i . y r A -\ - i . y r B , x ~ = fc a y A - j- a - y B

und x 3 = z a 2 y A - j- a B ,

welches zugleich die gesuchten 3 W . der Gleich . 1 ) sind .

§ • 178 . Um zu untersuchen , unter welchen Bedin¬

gungen die vorigen 3 W . der Gleich . x 3 - )- pa : - (- (7 = : o , in

welcher p und <7 positiv oder negativ seyn können , reell

oder imaginär ausfallen , mufs man die 3 Fälle unterschei -
( l - mti

den : 1 ) wenn - — ^> 0 , 2 ) = o und 3 ) < o ist . Man4 27

bildet durch diese Discussion [ I , io5 ] , dafs im 1 . Falle die

W . ar , reell , die beiden übrigen imaginär sind ; dafs im

2 . Falle alle 3 W . reell sind und dabei x z — x 3 ist , und dafs

endlich auch im 3 . Falle die sämmtlichen 3 W . reell ausfal¬

len , obschon sie in der Cardan ’schen Formel unter einer

imaginären Form erscheinen , wefshalb man auch diesen den

irreduciblen Fall genannt hat .

Auflösung der cubischen Gleichungen mit¬

telst trigonom . Functionen .

§ , 179 . Für den 1 . der im vorigen § . angeführten

3 Fälle setze man , wenn a ) der Coefficient p positiv ist ,

m ) IW ' E- = lang f und \ /Lang ~ Lang ib, wo y und ^q V 27

zwei Hilfsw . bezeichnen ; so erhält man für die Gröfsen A

und B in § . 177 , b ) , nach einigen leichten Reductionen :



A = • tan S 7 9 un d B = — \ '*—■ . cot { p , folglich

für die reelle W . x x in 8 ) : « ) x , = — i \ / ^ . cot 2 ^ >. Man

wird also zuerst aus m ) ( mit beständiger Anwend , der Lo¬

garithmen ) die Hilfswinkel p und , und mit diesen letzte¬

ren aus der Gleich , a ) die W . berechnen .

§ • 180 . I st aber b ) p negativ , so setze man , wenn

überall [ nämlich in i ) und 6 ) , § § . 176 , 177 ] p gleich ne¬

gativ genommen , und dann unter p wieder nur der nume -

wird : mrische Werth verstanden wird : m ) -
<7

und

3

wieder ^ tangjf — tang -f ; so findet man

und « ' )
sin 2 ’\> ’ A

wobei die Rechnung wieder wie vorhin angegeben zu füh¬

ren ist .

§ . 181 . Da sich im 2 . Falle die 3 W . unmittelbar lo -

garithmisch berechnen lassen , so sind hiezu keine ander¬

weitigen lfilfsgröfsen nothwendig .

§ . 182 . Fd 1' den 3 . oder sogenannten irreduciblen

Fall , in welchem p nothwendig negativ seyn mufs , setze

man , wenn unter p wieder nur der numerische Werth ver¬

standen [ also die Gleich . 1 ) durch x 3 ~ px - \ - q = o darge -
cc

stellt ] wird , x ^ r sinp oder sinp = — ; so erhält man we¬

gen ( § . 23 , Anmerkung ) sin 3p = 2 3 sinp — /ysinp 3 oder

sin p 3 — - sin cp - [- -jsin 3p — o sofort :

n ) x 3 — r 2 x - J- i r 3 sin 3p = o ,

eine Gleich . , deren Wurzeln in dem Ausdrucke d ) x = rsi/ip ,

wobei für p alleWerthe gesetzt werden müssen , für welche

sin 3p ( als Bestandtheil des letzten Gliedes der vorigen Glei¬

chung ) ungeändert bleibt , enthalten sind . Diese so be -



scliafFenen Werthe von p sind aber die dritten Theile von

3p , 180 — 3p , 3 . i8o — 3p , 5 . 180 — 3p , . . und 36o - (- 3p ,
2 . 36o - )- 3p , 3 . 36o - |- 3p u . s . w . , also die Werthe : p ,
60 — p , 180 — p , 3oo — p , . . und 120 - j- p , 2 /jo - J- p ,

36o - j~ 9 u . s . w . Es ist aber leicht zu sehen , dals diese

unzähligen Bogen nur 3 verschiedene Sinus : s/np ,sin ( bo — <p ) und — sin ( 60 4 ? ) haben , so , dafs also auch
aus dem genannten Ausdrucke d ) für die Gleich , n ) nur 3

Wurzeln , nämlich ß ) x l — r sin p , x z — r sin ( bo — p ) und
■r 3 = — r sin ( 60 - j- p ) hervorgehen . Vergleicht man end¬
lich die obige Gleich , n ) mit der ursprünglichen :

x 3 — p x - j- q = o ,
so folgt : y ) \ r % = p und \ r 3 sin 3 f = q , woraus nun ganz
einfach r und p , und mit Hilfe dieser Werthe aus ß ) die 3
W . mittelst Logarithmen berechnet werden können .

Man findet z . 13. für die zum i . Falle ( § . 179 ) gehörige Gleich .
X * - J- 3 a ; — 2 = 0 die Ililfswinhel p = i 35 ° , tj>= 53 ° 17 ' öz ’y , unddamit : die reelle W , x , = -5960717 .

Für die zu dem im § . 180 angeführten Falle gehörende Glei¬
chung X 3 —-ix \ zxo folgt p zr i 5 ° 47 ’ 35 " -4 , p — 27 ° 22 ' 4” und
x t — — 2 . ( Die beiden imag . W . sind : ■— 1 + v ' — 1. )

Aus der zum 2 . Falle ( § . 181 ) gehörigen Gleich , x 3 — 3 x — 2 = : o
erhält man die W . x , z= - j- 2 , x 2 — x z — -—- i .

Endlich findet man für die zum 3 . Falle ( § . 182 ) gehörende
Gleich . ,r 3 — 7 .r -j- 6 = ; o , aus y ) : logr — '485 oi 83 und pzz . 19 0,
6 ' 23 " -8 , folglich mit diesen Werthen aus ß ) : x 1 = i , x 2 = 2 ,
ii r>— *— 3 .

Gleichungen des vierten Grades .
§ • 183 . Es sey auch hier die aufzulösende Gleich ,

bereits von ihrem 2 . Gliede befreit und auf die Form ge¬
bracht : 1 ) x 4 - j- px 3 -\ - qx -\ - r = o . Man setze 2 )
so wird x 3 = u 3 4 " s 3 - )- 2 ( 1/7 u z - |- 7z ) und

— O 1 + y - 4 ~ 2 ) 2 + 4 ( (i 3 + 7 ’- + -I - 1/2 - I- 7S )
4 - 4 ( “ 27 2 4 " s 2 4 7 22 ’ ) 4 " 8 « rzx [ wegen 2 ) ] ; diese
Werthe für *x 2 und x 4 in 1 ) substituirt , erhält man :
3 ) <y 4 - 7 » 4 - z 2 ) 3 4 4 ( u 3 ; -2 4 u 2 2 3 47 "- z 3 ) 4 /4 “ 24 r ”' 4 z ' )
4 - r 4 - [ 4 ( « 347 * -f z 2) 4 2p ] ( 1/741/2472 ) -4 ( 81/72 -f q ) x = s 0 .
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Da die Gleich . 2 ) unbestimmt ist und noch 2 Bedingungen

gestattet , so setze man 4 ) 4 ( “ 1 + JT t + z * ) + — 0 on d
5 ) 8 ujz - J- 9 = 0 ; dadurch geht die vorige Gleich . 3 ) , wenn

man zugleich noch für u z jr - {- z 2 den aus 4 ) folgenden

Werth — ? substituirt , in die folgende einfachere über :

6 ) UZJ Z -f u z z z 4 - f - z z = -iVO ’ — 4 f ) > endlich folgt noch

aus 5 ) : 7 ) u z y - z 2 =

Da nun von den 3 Gröfsen u 2 , y 2, z z in 4 ) die Summe

oder Combinat . zu 1 , in 6 ) die Summe der Combin . zu 2 ,

und in 7 ) die Summe der Comb , zu 3 oder ihr Product aus -

gedrückt ist ; so können diese ( § . 162 ) als die Wurzeln der

cubischen oder sogenannten reducirten Gleichung

^ • + P + (£^ > - £ = •
angesehen werden ,

§ . 184 . Löst man diese cubische Gleich , nach den
vorhergehenden auf , und bezeichnen e , , c 2 , e>3 die 3

W . derselben ; so hat man u = + VV , , y ,

z = + V^ 3 > un d zufolge der Gleich . 2 ) :

x — ± V (’-i ± V ± V •

Macht man in dieser letztem Summe hinsichtlich der

doppelten Zeichen alle Verbindungen , so findet man darun¬

ter nur 8 verschiedene Werthe , Von diesen 8 Wer -

then für x sind aber nur 4 als Wurzeln der gegebenen Gleich ,

brauchbar ; man findet diese , wenn man berücksichtiget ,

dafs vermöge der Gleich . 5 ) das Product aus u , y , z , d . i .

V <>! , \ A ^3 , das entgegengesetzte Zeichen von q er¬
halten mufs .

§ • 185 - Man hat also , wenn q positiv ist , nämlich

für die Gleich , a ) .r 4 - J- p x "- - j- q x - j- r = o , die Wurzeln :

= — V — V — — V + V + V »
^ 3 = V <’ t ~ ~ V + V — V ^ l + V V-- — VVi >

und wenn q negativ ist , oder für die Gleich , b ) ' .r 4 *f ' / , 'a 4

— 9 * ' - | - r = o , die Wurzeln :



= V ^ + Vv * i x 2 = V — \f v >. — v^ s >

x 3 — — V v i + V v %— V ^ 3 1 X H — — V ^ i — \f (’2 + V ’t’a •Für die Gleich , x 4 — 2Sx z -\- 6ox — 36 = o ist die reducirte
oder eubische Gleich . : v 3 — — v - -j- l^ - v — = o , und da
man für diese die W . r , = £ , e 2 = 4 , v ^ = ^ - findet ; so erhält
man aus den der Gleich , a ) zuliommenden Wurzeln : a: , = — 6 ,
x 2 = - j- 3 , a.j = -J- 2 , ,r 4 = -{- i als W . der gegeb . Gleich .

Eben so findet man für die Gleich , x * — 73S5 + 17a:2 — 17 *
+ 6 = 0 , welche ( § . 169 ) vom 2 . Gliede befreit in jene

y * — ~rr 2 — tx + tts = ° ,
so wie diese , wenn ( § . 171 ) die Brüche weggeschafft werden , in
jene jr * — 22y * — 24_/ ' -j- 45 = ° übergeht , als reducirte Gleich . :
t>3 — i io - + 1913 — 9 = 0 , dafür die W . e , = l , v 2 = 1 , v 3 = 9 ,
und damit aus den obigen Wurzeln der Gleich , b ) :

y \ = 5 , y \ = — 3 3 y \ — — 3 > y \ = 1 ;
da ferner jrs = jy ' und x = y ist , so erhält man endlich für
die W . der gegebenen Gleich . : x , = 3 , 1 , x 3 = 1 , .r 4 = a .

Die reciproken Gleichungen .

§ • 186 - Er kl . Sind in einer Gleich . X = so , welche
die Wurz . « , ß , . . besitzt , auch die reciproken Werthe

Wurzeln derselben ; so wird die Gleich , eine re -

ciproke genannt , und unmittelbar daran erkannt , dafs
ohne Rücksicht auf die Zeichen , je 2 von den beiden äus -
sern Gliedern des Polynoms gleich weit abstehende Glieder
einerlei Coeflicienten besitzen .

§ . 187 . Es ist also
1 ) x n - |- Ai x n — ' - |- A ~ x n ~ % - |- . . + A , x 2 + A , x + 1 = 0

die allgemeine Form der reciproken Gleichungen .

Denn ist a eine W . derselben , so hat man

a n - j- Al a n 1 - [- A 1 a ’1—* - J- . . + A z a 1 + A t <x + 1 = 0 ,
oder , wenn man durchaus mit + a.n. dividirt und die Glie¬

der in umgekehrter Ordnung schreibt :

— + A t -- j- A t -- f- . . + A t ~ + Ai - + 1 = 0 ,« " 3 „ _ , I l a n — 1 1 — a - — « —



woraus Sofort folgt , dafs in 1 ) auch x — - ( § . « 44 ) eine

W . ist . Dasselbe gilt auch für eine jede andere W . |3 ,
y u . s . w . der Gleich , 1 ) .

§ • 188 . Für e i ne reciproke Gleich , von gerader
Ordnung hat man , nur die obern Zeichen beibehaltend :

2 ) x™ - f - A t x™ - ' - j- A .z xA n x ’\ - { - . .
- j- A .i x '1 - J- x -f- . i = . o ,

oder , wenn man durch x n dividirt und die Glieder paar¬
weise , nämlich das i . und letzte , 2 . und vorletzte u . s . w .
zusammennimmt :

■4 - 4- -^ z ; ) 4- • - + -4 . = 'j -

Setzt man nun 4 ) -f- — = y , so erhält man aus der

Entwickl . a ) , g . ia3 , für a = x und b =

5 ) * ” + — z= J n — ny r‘—‘ - j- —
n ( n — 3 ) 7i— 4

- f

n ( n — 4 ) ( « — 3 )
jk * “ 6 etc , ,

und daraus auch , indem man statt n nach und nach n — i ,

n — 2 u . s . w . setzt , die Binome x n ~ 1 - I- u . s . w . durch

y ausgedrückt , so , dafs wenn man dann die Werthe aller
dieser Binome in die Gleich . 3 ) substituirt , eine Gleich , in
y entsteht , welche nur vom n . , also halb so hohem Grade
als die gegebene Gleich . 2 ) ist . Läfst sich diese letztere
aullösen , so hat man zur Bestimmung der ursprünglichen
Wurzeln x aus 4 ) die Relation : 6 ) x sss ± (y -f- — 4 ) ,
so , dafs also jede der n W . y , 2 W . in x , die zugleich zu
einander reciprok sind , liefert , und sonach die 2 n W . der
Gleich . 2 ) gefunden sind .

So hat man z . B . für die Gleich , x 6 — 6 x > «4 — iBr 3
— 6 .r + 1 = 0 zuerst
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' ( * * + h) ~ 6 ( * '- + i ) + , 4 ( * + - 18 = ° ’
und für x - ]- = y , nach der Entwicht . 5 ) ( oder auch davon

unabhängig , wenn man die 3 . und 2 . Potenz macht ) :

+ ~ = 7 3 — 3/ » n <l & + ^ = 2* ~ 2
( vcrgl . wegen des Abbrechens dieser Reihe § . ia3 ) , also wenn
man substituirt und reducirt : y 3 ■—■6y - —f- 11 y — 6 — O. Da diese
Gleich , die W . y = 1 , 2 , 3 besitzt ; so erhält man nach der
Relat . 6 ) für y — 1 :

1 - 1- V — 'i 1 — V — 3 2
* 1 = - :-

für y — 2 :
1 + V — 3 ’

und für y — 3 :

3 + 0

3 + '/ö V5
x 6 = ■3 2

als W . der gegebenen Gleichung .
3 + V5

§ ■ 189 . Zusatz . Haben die gleichen numeri¬
schen Coefficienten verschiedene Zeichen , wie z . B .
in x ° - J- A t x ’’ - |~ A %x ^ — A 2 x - — A t x — 1 = 0 ( wo also der
mittlere Coeffic . , da ihm gleichzeitig beide Zeichen zu -
hommen , Null seyn mufs ) ; so folgt zuerst aus der genann¬
ten Vereinigung der Glieder oder der Darstellung :

( ■x 5 — 1 ) -|- x ( x 4 — 1) - f- A z x - — 1) = = o ,
dafs diese Gleich , durch x z — 1 theilbar ist , ihr also die
beiden W . x = + 1 zukommen . Führt man aber die Divi¬
sion aus , so kommt man wieder auf eine reciproke Gleich ,
und zwar von der im vorigen § . behandelten Eigenschaft .
Dieser Quotient ist für die vorige Gleichung :

•r 4 - (- A t x 3 -J- ( 1 - {- A z) x % - |- Ai x -j- i = 0 .

§ • 190 - l st die reciproke Gleich , von ungerader
Ord nung , so hat diese , wie leicht zu sehen , je nachdem
die gleichen numer . Coefficienten gleiche oder verschiedene
Zeichen haben , zuerst ' die W . — 1 oder - (- 1 , und man er¬
hält , wenn das Polynom beziehungsweise ( § . i 55 ) durch
x + 1 getheilt wird , wie man ganz einfach fhidet , als Quo -



tienten das Polynom einer recipr . Gleich , von gerader

Ordnung , die man sofort nach den beiden vorigen $ $ . wei¬

ter behandeln wird .

So ist für die Gleich . Zx > — x * — i8 .r J — i8r 2 — .r - [- 3 ~ o

zuerst x t = ■— i eine W . , und man erhält daraus durch die Di¬

vision mit x -(- 1 die rcciprohc Gleichung gerader Ordnung :
Sx * — 4 x3 — i4 * - — — welche nach § . 188 behandelt ,

noch die W . x 2 = — 1 , x 3 = — - , und = liefert .

Eben so erhält man für die Gleichung

x > — f .r -* — x * - )- ■— x - -(- x — 1 — 0
zuerst die VT . .r , = 1 , und dann aus der durch die Division mit

x — 1 entstehenden reciprolten Gleichung

.r > — jx ' — -x -r 1 — 7 * + 1 = o

nach § . 188 noch die W . — 1 , - 3 und j .

An merk . Da wir von den zunächst hieher gehörigen bino¬

mischen Gleichungen x n + d = o , welche sich mit Hilfe
der reciprohcn Gleich , allgemein bis zum 10 . Grad auflüsen
lassen [ I . , 17,4 ] , weiter unten ( §§ . 3 n , 3 12 ) die ganz allge¬

meine Auflösung geben werden ; so können wir diese hier
auslassen .

Auflösung der numerischen Gleichungen .

§ . 191 . Er kl . S ind die Coefficienten d , , A 2 , • • -d n

einer hohem Gleich , in Zahlen gegeben , so nennt man

die Gleich , eine numerische Gleich , zu deren vollstän¬

digen oder näherungsweisen Auflösung ( da die allgemeine

Auflösung der Gleichungen bis jetzt noch nicht über die

Gleich , des 4 - Grades hinausreicht ) die Analysten sofort ver¬

schiedene , mehr oder weniger scharfsinnige , Methoden er¬

funden haben .

Grenzen der reellen Wurzeln ,

g . 192 . Erkl . Liegen die positiven W . einer Gleich ,

zwischen den beiden ( positiven ) Zahlen g und G , so heifsen

diese Zahlen Grenzen der positiven W . ; man setzt

aber dabei immer voraus , dafs g und G die Wurzeln , we¬

nigstens in ganzen Zahlen , so eng wie möglich ein -



schliefsen , g also ( in der Voraussetzung von g <̂ G ) so grol 's ,
und G so klein als möglich sey . ( So wären in diesem Sinne
g = 4 und G = 10 die Grenzen der posit . VV . einer Gleich . ,
welche die posit . W . 4 *2 , b und 9 6 besitzt .)

Bezeichnet man eben so die Grenzen der n e g a tive n
W . durch g ’ und G ' , wo , vom Zeichen abstrahirt , g' < G'
ist ; so heifsen auch G und G ‘ die obern oder äul ' sern ,
und g und g die untern oder innern Grenzen . Ge¬
wöhnlich , besonders wenn G und G’ nicht weit von einan¬
der abstehen , läfst man die Null für die gemeinschaftliche
innere Grenze gelten .

§ • 198 . Unter allen Methoden , die obere Grenze der
positiven W . einer Gleich X =z o im obigen Sinne zu lin¬
den , ist folgende ( von Newton herrührende ) die sicherste :

Man verwandle die Gleich . X = o durch Substitution
von x = y -J- a ( § . i 45 ) in jene V = o , und suche die klein¬
ste ganze Zahl für a , für welche die sämmtlichen Coeffi -
cienten 3 ’, , T2 , . . Tn dieser transformirten Gleichung

Y — x n + T ij n — + 4 - . . + r „ = o
positiv ausfallen ; so werden die sämmtlichen durch

J — x — a dargestellten W . dieser letztem Gleich . ( § . 164 ,
Anmerk . 1 . ) negativ , folglich ist d . i . bei diesem
kleinsten Werth dennoch gröfser als jede positive W . der
Gleich . X — o .

§ • 194 . Zur Bestimmung der untern Gr . g der posi¬
tiven W . derGleich . X - - o verwandle man diese durch Sub¬

stitution von x = —; in jene Y ' = o , und suche für diese
y

Gleich , wieder ( nach dem vor . § .) die obere Grenze ' G der
posit . W . so ist g = ~ eine Zahl , kleiner als die klein -

G

ste W . x der Gleich . X = o , und zwar wieder im obigen
Sinne ( § . 192 ) .

§ ■ 195 Um endlich die beiden Grenzen G ' , g der
negativen W . der Gleichung A = o zu bestimmen , ver -



wandle man diese ( $j. 164 ) in jene X = o mit entgegenge¬
setzten W . , und suche für diese nach den beiden vorigen

wieder die beiden Grenzen L , l der positi ven W . ; so

hat man sofort G ' = L und g — l .

So findet man , z . B . für die Gleichung .r 4 — 1 .r 3 — Gq -r ’ -— 3 o .r

-(- 1891= 0 die Grenzen G = 9 , G ' = 6 , g = 1 , g = 2 , und in
der That , die W . dieser Gleich , sind : 1 -6oGG , 8477/1 , — 5 -6 o 6 o ,

— 2 -4770 .

Das Aufsuchen der rationalen Wurzeln .

§ • 196 . Lehrsatz . Die rationalen Wurzeln einer
geordneten Gleichung , deren Coefficienten durchaus ganze
Zahlen sind , können nur ganze Zahlen und keine Brüche

seyn .
Denn es sey - ein zur kleinsten Benennung gebrach *

P

ter Bruch , und wenn es möglich ist , x = - eine W . derP

nach § . 142 geordneten Gleich . X = o von durchaus ganzen
Coefficienten ; so hat man , wenn dieser Werth in X substi -

tuirt und dann durchaus mit ß n ~ 1 multiplicirt wird :

— - j- zf , « » - 1 A 1 a n - * ß - (- . . . + 4 ß " - 1 = o ,
P

eine Gleich . , welche unmöglich bestehen kann , weil sich

sonst die Summe von ganzen Zahlen und einem Bruche auf
Null reduciren könnte .

g . 197 - Hat man daher die gegebene numerische 1
Gleich , nach § . 142 geordnet , und die etwa vorhandenen
Brüche nach § . 171 weggeschaflft ; so müssen die rationalen
W . dieser Gleich , ganze Zahlen und überdiefs ( § . 162 ) Fac -
toren des letzten Gliedes A n seyn . Zerlegt mSn demnach

das letzte Glied des Polynoms in seine einfachen und zu¬

sammengesetzten Factoren , und setzt diese nach und nach
für x , und zwar , wenn das Polynom X Zeichenwechsel und

Zeichenfolgen besitzt ( § . 166 ) , sowohl positiv als auch ne¬

gativ genommen ; so sind jene Factoren , welche dabei X

auf Null bringen , Wurzeln der gegeb . Gleieh . X = o » Um



indefs dieses Verfahren , welches , wenn A n aus sehr vielen

Factoren besteht , ziemlich ermüdend werden kann , zu ver¬

einfachen , dienet folgende Betrachtung .

§ • 198 - Es sey , um nur die Ideen festzusetzen , die
Gleichung gegeben : x * - (- A x x - - )- A 2 x - )- A 3 = o , und a

eine W . derselben ; so folgt : A 3 = — A , a — A x a 2 — a 3 .

Da nun der 2 . oder der Theil rechts dieser Gleichung

durch a theilbar ist , so mul 's es auch der 1 . seyn , d . h . es

mufs A s : a = zB eine ganze Zahl seyn ; es folgt also weiters ,
wenn man wirklich dividirt : B A z = — A x a — a 2. Da

auch hier wieder der Theil rechts durch a theilbar ist , so

mufs gleichfalls ( B - J- A 2 ) : a = C eine ganze Zahl seyn , und

man erhält nach der Division : C - [ ~ A l = z — a . Ausgleichem

Grunde mufs auch ( C - |~ A x) : a = D eine ganze Zahl seyn ,

und man erhält , nachdem wirklich durch a getheilt worden :

D - |- 1 = 0 . Man wird also , da sich diese Schlüsse auf eine

jede Gleich , anwenden lassen , nachdem die Zahlen + 1 auf

gewöhnliche Art probirt worden , von den Factoren des

letzten Gliedes sogleich jene als unbrauchbar oder Nicht¬

wurzeln weglassen , welche bei diesem Vorgänge die von

v angeführten Bedingungen nicht erfüllen .
So findet man nach diesem Verfahren , dafs in der Gleich .

x 2 3 -z 3 — 3i .r - — 63 .r - J- 9o — o von den Factoren des letzten
Gliedes 90 : 1 , 2 , 3 , 5 , 6 , 9 , 10 , i5 , 18 , 3o , /(3 , 90 nur jene :
-f - 1 , — 3 , -f - 5i — 6 Wurzeln derselben sind . Denn man hat

+ 90 — o3
z . B . -— r - = — 3o , — 3o — 63 = — 93 , — — = 3i , 3i — 3i = o ,

o 3
— —= o , o - )- 3 = 3 , — - = — 1 und — 1 4 - 1 = 0 ; also — 3■*— o o

4“ 90 — 43
eine W . Dagegen —— = i5 , 15 — 63 = — 48 , —^ — = — 8 ,
— 8 — 3i rr — 39 , aber — 39 durch 6 nicht theilbar ; also ist 6
keine "W . u . s . w .

§ . 199 - Hat man au f diesem Wege nicht alle Wur¬

zeln einer Gleich , linden können , so ist es möglich , dafs sie

gleiche W . besitzt . Diese können nach § , 1 y 5 , oder noch

einfacher dadurch gefunden werden , dafs man die Gleich .



durch die aus den bereits gefundenen W . « , (3 , . . geTnl -

deten Factoren x — a , x — ß , . . ( § . i55 ) dividirt , und die

als Quotient entstehende Gleich , neuerdings nach dem vo¬
rigen behandelt ; dieses Verfahren aber überhaupt so oft

als nöthig wiederholt .
So findet man z . B . nach der Verfahrungsweise des vorigen

§ . für die Gleich . x s -— l\ x * -j- x ~>-f - uir 1 — l\ X — 8 = 0 zuerst nur

die beiden W . x = — 1 und x = 2 . Dividirt . inan aber die Glei¬

chung durch ( x + i ) ( x — 2 ) = .r 1 —■ x — 2 , so erhält man als

9110t . die Gleich , x * — 3 a :1 + 4 = 0 , und für diese neuerdings
die W . x = — 1 und x — 1 . Thcilt man daher diese letztere

Gleich , abermals durch .r 1 — x — 2 , so entsteht die Gleichung

x — 2 = 0 , aus welcher man die letzte W . x — 2 findet . Es

sind demnach die W . der gegebenen Gleich . : — 1, — 1 , 2 , 2 , 2 .

200 - Hat man von einer gegebenen Gleich , alle
Wurzeln bis auf 2 gefunden , so erhält man diese letztem

immer dadurch , dafs man die als Quotienten entstehende
quadratische Gleich . , wenn man die gegebene durch das

Product der aus den bereits gefundenen W . gebildeten ein¬

fachen Factoren dividirt , nach der Regel aullöst .

So findet man für die Gleich , x 3 — 3 oa: — 56 — o nach § . 198

nur die einzige W . x = — 4 - Dividirt man aber diese Gleich ,

durch x -(- 4 , so erhält man als Quot . die quadratische Gleich .

x - — t̂ x — 14 = o , welche nach der Regel aufgelöst noch die

beiden W . x = 2 -J- V18 und x = 2 — v"18 liefert , so , dafs also

die 3 W . der gegebenen Gleich , sind : — 4 > 2 4 - 3 ^ 2 , 1 — IW® »

Das Aufsuchen der irrationalen Wurzeln .

§ . 201 . Hat man alle rationalen W . einer Gleichung
nach dem Vorhergehenden gefunden , diese durch das Pro¬

duct der daraus entspringenden einfachen Factoren dividirt

und als Quotienten die Gleich . V = o erhalten ; so kann diese
Gleich . , so ferne dieselben nicht imaginär sind , nur mehr
irrationale W . enthalten . Um diese zu linden , sucht man , be¬

sonders wenn das letzte Glied A a aus vielen Factoren be¬

steht ( § § . 193 , 195 ) , die äufsern Grenzen G , G der positiven

und ( wenn , $ . 166 , solche vorhanden seyn können ) der ne¬
gativen W . , substituirt in X für x nach und nach die Wer -
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the o , j , 2 , . . G und o , — 1 , — 2 , . . — G , und be¬
obachtet die dadurch in X entstehenden Zeichenwechsel ;
ändert nämlich X für x = . a und x = a - j- i sein Zeichen , so
liegt ( § . 14B ) zwischen diesen beiden Zahlen a und a -j- 1
wenigstens eine reelle W . Bei diesen Substitutionen hat
nun entweder das Polynom X sein Zeichen Ä) so oft Mal ge¬
ändert , als der Ordnungsexponent n der Gleich . Einheiten
hat , d . i . es haben sich die sämmtlichen W . der Gleichung
Xz= o verrathen , öderes findet dieses B) nicht Statt ; beide
diese Fälle sollen besonders behandelt werden .

Ä) Wenn sich eben so viele W . zu erkennen
geben , als n Einheiten besitzt .

§ • 202 - diesem Falle liegt zwischen zwei sulchen
auf einander folgenden Substit . x ~ a und x = a - j- i , die in
X einen Zeichenwechsel bewirken , nur immer eine W . ,
und man kann diese durch einige Zwischensubstitutionen
sehr leicht zwischen zwei , höchstens um von einander
abstehende Grenzen einschliefsen . Liegt also die betref¬
fende W . bereits zwischen a und so setze man
x = <L - |—y , wobei nuny < -̂ ist ; man erhält durch diese
Substitution in X = zo ( § . 1 45 ) :

x + + • • + x n — >X n ~ ‘ + ? n = ° )

dabei die Polynome X, X , , . . so verstanden , dafs überall
a statt x gesetzt wird . Aus dieser Gleich , folgt , wenn man ,
da es sich nur um einen Näherungswerth handelt , die ho¬
hem Potenzen vony vernachläfsiget : X -j- X i j = o oder

x xa ) y =

Diesen Werth für y in x =za -\ -y substituirt , erhält
man ( im Allgemeinen ) für x schon einen etwas genaueren
Werth , welchen man für a gelten läfst und damit aus der¬
selben Formel a ) ein noch genaueres j berechnet , wodurch
auch das neue x -= a -\ - jr dem wahren Werthe wieder nä¬
her gebracht wird , u . s . w .

So findet man z , B . für die Gleich , .r 5 — 5x — 3rzo sofort :
0 = 3 , G ' = 2 , und für x = — 2 , — 1 , o , - j- 1 , 2 , -|- 3



beziehungsweise X — — i , —|—1 , — 3 , ■— 7 , — 5 , + 9 , so , dafs
also eine W . zwischen + 2 und + 3 , eine zweite zwischen — 2
und — 1 , und endlich die dritte zwischen — 1 und o liegt .

Setzt man , um hier nur die Rechnung für die positive W .
durchzuführen , .r = 2 ' ä ; so findet man dafür .X = -[- - i 25 , folg¬
lich liegt diese W . zwischen 2 und 2 ' 5 . Für x — dagegen ,
erhält man X = — >">76 , also liegt diese VV. zwischen 2 -4 und
2 *5 und liann sonach von Feinem dieser beiden Werthe um

mehr verschieden seyn , Nimmt man daher in der obigen For¬

mel a ) x — 2 ' i , so erhält man daraus r = - — = -og 58 und
’ J 12 -28 J

damit x 2 ‘4 - j- -0958 = 2 ' 49 &8 . Setzt man weiters in der näm¬
lichen Formel a = 2 -496 , so folgt y — — -oo5i22 und damit
,r = 2 -496 — -ooSi22 = : 2 -490878 . Für « = 2 -49087 wird wieder
y = - — -o 56 o 38 * ) und ^ = 2 -49086396 , ein Werth , welcher schon
bis einschliefsig zur 6 . Decimalziffer richtig ist .

Aninerli . Da man sich bei Anwendung dieser New ton ’ sehen
Näherungsmethode , und einer gewissen Beschaffenheit der
Gleichung X = o , im Verlaufe der Rechnung vom wahren
Werthe wieder entfernen hann ; so mufs man sich dabei von
Zeit zu Zeit von dem Grade der Annäherung überzeugen .
Dazu dienet die Bemerhung , dafs , wenn die m . Decimal -
ziffer noch richtig ist , das Polynom X sofort sein Zeichen
ändern mufs , wenn man diese Ziffer um eine Einheit ver -

gröfsert .

§ • 208 . 1 « allen Fällen bestimmt zum Ziele führend ,
jedoch auch beschwerlicher , ist folgende von Lag ränge
herrührende Näherungsmethode :

Liegt die zu berechnende W . zwischen a und « —{— 1 ,

so setze man in der Gleich . X = o sofort x = a - 1— , wo -y
bei also ^ > 1 und positiv seyn mufs . Die durch diese
Substit entstehende Gleich . ( § . i 45 , wenn man zur Weg¬
schaffung der Brüche sogleich mit y n multiplicirt ) :

Xy n + Xtf *- ' + . . . + 1 = 0

( die Polyn . X , X , , . . . wieder so genommen , dafs man statt
x , a sletzt ) oder P = o besitzt , da zufolge der Annahme

* ) Der Kürze wegen schreiben wir "o 56 statt *000006 , -o 38
statt -0008 u . s . w .

Burg ’* Compendium d . höh . Mailt . 8



/wischen a und a - {- i nur eine Wurzel liegt , nur eine

positive reelle W . gröfser als i . Liegt diese zwischen b

undö - j - i , so setze man y ~ b - |— ; , wo also wieder y > i

und positiv ist ; dadurch erhält man auf ähnliche Art die

transformirte Gleich . Y ' = o , welche wieder nur eine ein¬

zige W . von der bemerkten Beschaffenheit , d . i . positiv

und > i , haben kann . Liegt diese zwischen c und c - | - 1 ,

so setze man in der letzten Gleich . y ' = c - \ - -y , , so wird

abermals y " positiv und ]> i seyn u . s . w . Man erhält auf

diese Weise : y ' — d - f - , / = c - , , y = b - \ - ~ ,
“ ~r 0 T " ,

und endlich
d +

~ a + b + + d + ,
wobei man nach den bekannten Eigenschaften der Ketten¬

brüche ganz sicher den Werth von x um so genauer er¬

hält , je weiter man diese Kette , also das vorige Verfahren ,

fortsetzt . Wäre die W . x rational , so würde der Ketten¬

bruch abbrechen , während er sonst ein unendlicher ist .

Wendet man diese Methode auf das vorige Beispiel .r 1 — 5x
— 3 = o , und zwar wieder auf die Berechnung der zwischen 2

und 3 liegenden Wurzel an ; so hat man , x = % -{- — gesetzt :
y

K = 5 y 5 — ’jy - — 6y — i = o , und fauch hier liegt die einzige
( wie auch nach § . i 66 erhellt ) positive W . , wieman ( § . 148 ) leicht
findet , zwischen 2 und 3 . Setzt man daher in dieser Gleich .

yzx . 2 - |— r, so geht diese über in Y ' — y * — 26 y' 2 — 23y — ö = o ;

da man ferner findet , dafs die positive W . dieser neuen Gleich .

zwischen 26 und 27 liegt , so setze man darin Y — 26 -1- ■, wo -
y

durch man die Gleich . 6o3y , J .— 653y " - — 5 iy " — 1 = 0 er¬
hält , deren positive W . zwischen 1 und 2 liegt . Setzt man da¬

her in dieser y " ~ 1 -f— — , so entsteht die Gleich . F " '= io 3 / " 3

— 45 ,j ' " 1 — 1 i 56y " — 6 o 3 = o , deren positive W . zwischen 6
und 7 liegt u . s . w . Man hat daher
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* == » + - . 1
an - 1

26 - |— 11 - |- 16 + .
3 + .

Dieser Kettenbrach liefert der Reihe nach die Näherungs -
2 5 i 32 137 954 2999

brache : — ■, — - , — von denen der letzte , ge -
1 2 53 5 a 383 1204 0

gen den wahren Werth etwas zu grofs , in einen Decimalbruch
verwandelt , sofort x = 2 *49086378 , also einen Näherangswerth
gibt , welcher nach der Theorie der Kettenbriiche vom wahren

Werthe um weniger als - -— = •o 57 abweicht , also wenigstens
( 1204 ) 2 °

noch in den 6 ersten Decimalstellen richtig seyn mufs . ( Vergl .
Beisp . in § . 202 .)

Für die beiden übrigen W . dieser Gleich , findet man nach
der einen oder andern Methode :

x = — 1 '834 z 43 1 und x — — *6566304 * ) .

§ • 204 * Ein in der Anwendung sehr geschätztes "Ver¬

fahren , die W . nicht blofs algebraischer , sondern selbst

transcendenter Gleichungen mit jeder beliebigen Genauig¬

keit zu berechnen , bietet die sogenannte Regula falsi dar ;

sie besteht in Folgendem :

Sey x = ca die eben zu berechnende W . der ganz all -

gem . Gleich . 1 ) y = Ax a - }- Bx $ - j- Cxf - j- . . . = ; 0 , und

es gehe für x = s , und s 2 , y in F , und F 2 über ; so wer¬

den s , und s 2 dem wahren Werthe co um so näher kom¬

men , je weniger F , und F 2 von Null verschieden sind ,

daher s , — to = d , und s 2 — 03 = d 2 die Fehler der Substi¬

tutionen , und F , — o = F , und F 2 die Fehler der Resul¬

tate bezeichnen .

Weichen nun s , iind s z wenig mehr , etwa um weni¬

ger als -X , vom wahren Werthe w ab , indem sie das Po¬

lynom y in 1 ) schon nahe auf Null bringen ; so werden d t

und d 2 so kleine Gröfsen seyn , dafs man bei einer blofseii

*) Zur Berechnung der negat . W . bann man die gegebene Glei¬
chung in jene X — o mit entgegengesetzten W . verwandeln ,
und darin wieder , wie oben , die positiven W . aufsuchen .

8 *

4

N



Näherungsrechnung die 2 . und hohem Potenzen davon ver -
nachläfsigen kann . Diefs vorausgesetzt , hat man aus 1 ) :
p , = A sf - j- B . . und P, = A sf - )- B && - |- . . . , also
auch , wenn man von jeder dieser beiden Gleichungen jene
o = AoJ * B0$ . . . abzieht : P , = A ( s ^ — co “ )
+ — wß ) und F 1 — A {s ^ - ~ m“ ) - |- P ( «ß — <oß ) -f- . . . ,
oder wegen Sjssw - j- d , , also ( mit Rücksicht auf das Ge¬
sagte ) s “ = ( co -j- d , ) “ = co “ - J- aco “ - ’ d , , $ß = ojß - J- ßGjß , d l
u . s . w , und eben so s “ = wa - |- aeoa — ' dj , sß = coß -|- /3 coß ' d 2
u . s . f . , auch : P , = d , ( A a co“ ~ 1 - )- B ß coß 1 - j- . . . ) und
P 2 = d i ( Aa . (Ax ~~ 1 -j - B \3 toß — 1 - (- • • •) ) daher endlich :

d ,

P 2 d *

Setzt man in dieser , das Princip der Begula falsi ent¬
haltenden Relation , statt d l und d 2 die gleichgeltenden
Werthe s , — co und s 2 — co , und bestimmt dann daraus co ;
so erhält man , als genauem Werth von <0 ( als s , und s 2
waren ) :

2 ) COC
s 1 F . — s 2 F ,

—
P t ( s 2 — s , )

l ' i

F z ( s , — s 2)

F , - F 2 '

Ist nun s 2 genauer als s , , so nimmt man s 2 als erste ,
und den nach dieser Formel für co gefundenen Werth als
zweite Substit . ( .s , ) , bemerkt wieder die entsprechenden
Fehler P , ( das vorige P 2) P 2 , und berechnet mit diesen
Elementen nach der nämlichen Formel neuerdings co , wel¬
ches dem wahren Werthe wieder näher kommen wird als
das vorige ; und so fährt man fort , bis man co mit der ge¬
wünschten Genauigkeit gefunden hat .

Setzt man im vorigen Beispiel zur Berechnung der zwischen
2 -4 und 2 ' 5 liegenden W . der Gl . — — 3 — o , 3: = ^ = 2 -4
und j 2 = 2 ' 5 ; so erhält man F 1 = — i ‘ ij 6 und P 2 = m 25 , mit¬
hin nach der obigen Formel 2 ) näherungsweise u =; 2 ' 490 . Nimmt
man als neue Substit . j , = 2 '5 und ,s2 = 2 '49 , so erhält man
F i = - i ,i 5 , F 2 = — ' 01175 und damit aus 2 ) u = 2 ' 49o8a9 . Für
Sj = ; 2 ' 49 und s 2 = 2 ' 49 o 859 erhält man weiters P , = — ' 01175 ,



jp — . ' 0000^ 287 und damit wieder o = 2 -4 ()o 8634 ein bereit ),
bis auf die 6 . Decimalstelle genauer Werth * ) .

B ) Wenn man durch diese Substitutionen
weniger als n W . entdeckt .

§ • 205 . In diesem Falle ist es möglich , dafs zwi¬
schen zwei auf einander folgenden Substitutionen a und
a - J- i , für welche X sein Zeichen ändert ( § . 149 ) ) mehr
alseine , auch , dafs zwischen zwei solchen Zahlen , für

welche X das Zeichen nicht ändert ( § . i 5 o ) , eine gerade
Anzahl von W . liegt . Besitzt z . B , eine Gleichung die W .
y/2 = 1 *414 und \ /3 = 1 -733 , so liegen diese zwischen 1
und 2 , und werden sich bei den auf einander folgenden
Substitutionen von a : = i , 2 , 3 , . . . durch keinen Zeichen¬
wechsel von X verrathen . Substituirt man dagegen für x
nach und nach eine Beihe von Zahlen , die um weniger als
die Differenz 3 — \/2 = ‘3 k ) , etwa nur um -3 zuneh¬
men , setzt nämlich nach und nach a : = i , 1 *3 , i ‘6 , 19 , . . . ;
so ändert X sein Zeichen von i -3 zu i ’6 und von 16 zu

1 *9 , und man entdeckt nunmehr wirklich die beiden vorhin
übergangenen Wurzeln .

§ . 206 . Hieraus wird ersichtlich , dafs sich überhaupt
alle reellen W . einer Gleich , verrathen müssen , wenn
man die für x nach und nach zu substituirenden Zahlen um
eine Differenz kleiner als die kleinste Differenz der W . der

Gleich , zunehmen läfst . Da man aber die W . , also auch
diese kleinste Differenz , nicht im Voraus kennt ; so wird
man zur gegebenen Gleich , V = o ( § . « 73 ) die quadrirle
Differenzen - Gleich . Z = o , und in dieser ( da ihre W . als

Quadrate der Differenzen der reellen W . von X o nur
positiv seyn können ) ( $ . ' 94 ) die untere Grenze g der
positiven W . suchen ; dann ist 5 = \/rg offenbar eine Zahl ,
welche kleiner als die kleinste Differenz zwischen den W .

der ursprünglichen Gleich . X = o ist . Man wird daher ,
wenn g , G , g ' , G ' die Grenzen der posit . und negat . W .

* ) Ein 1 . nach dieser Methode berechnetes Beispiel einer Irans -
cendentcn Gleichung , nämlich jener x * = 64 5 , wo man
x = 4 3799099 findet , s . m . Bd . I . S . 147 .
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der aufzulösenden Gleich . X = o sind , und für x nach und
nach die Zahlen : g , g -f - 6 , g - j- 25 , . . . G u . — g , — (g ' - |- b ) ,

— (g-' - f- 2ö ) , . . . — G substituirt , noth wendig die sä mm ti¬
li chen reellen W . dieser Gleich , entdecken .

So findet man z . B . für die Gleich , x 3 — 7X — 7 = 0 , die
äufsern Grenzen : G = 4 , G '= 2 , und man wird sonach die Kuli
als gemeinschaftl . innere Gr . gelten lassen . Substituirt man
also für x nach und nach die Werthe o , 1, 2 , 3 , 4 und o , — 1,
— 2 ; so erhält das Polynom X der Reihe nach die Zeichen :
- b und - , so , dafs man also blofs eine W .
zwischen -]- 3 und - )- 4 entdeeht . Um nun zu sehen , ob die
beiden übrigen W . auf diese Weise übergangen worden , oder
ob diese imaginär sind , hat man für die quadrirte DifFerenzen -
glcich . der gegebenen Gleich . ( § . 173 ) : z 3 — 4 2s “ “f* 44 1 z — 49 — 0

und in dieser g = als innere Grenze , folglich 5 = V , 0 = '3
für die Zahl , welche Meiner als die Meinste Differenz zwischen
den W . der ursprünglichen Gleich , ist . Setzt man demnach
für x nach und nach die Zahlenreihe : o , ’3 , "6 etc . und o , — "3 ,
— ’6 etc . , so findet man , dafs X sein Zeichen für xzr 3 und

3 -3 ( von — in + ) , für x — — ; ' 2 und — j ’5 ( von — in - {- ) und
endlich für x = — i ' 5 und — 1 :8 ( von -}- in — ) ändert , dafs also
eine W . zwischen 3 und 3 -3 , eine zweite zwischen — 1 -2 und
— i -5 , und endlich die dritte reelle W . zwischen — 1 *5 und
— i "8 liegt ; und in der That , die 3 W . der gegebenen Gleich ,
sind : x , = 3 'o489i7 , x 2 = — V692017 , x 3 = — 1-356095 *) .

* ) Nach der Methode von La gr an ge , d . i . durch Ketten¬
brüche ausgedrücht , findet man

10 + ,

— X2 SB 3 —
— 1

4 + rrr .

1

90 + ,

I + -

» +
3 + .



A um erb . Transformirt man die aufzulösende Gleicli . in eine

andere , deren W . m Mal so grofs sind ( § . 170 ) ; so wird iu
der transformirten Gleich . mS jene Zahl seyn , welche die be¬

sagte Eigenschaft besitzt , und sofort Meiner als die ldeinste
Differenz der W . dieser Gleich , ist . Man bann daher , an¬

statt die mühselige quadrirte Difl 'erenzengleich . zu suchen ,
die W . der aufzulösenden Gleich , auf Gerathewohl vergrös -
sern , in der transform , Gleich , für x abermals die Reihe
der natürlichen Zahlen o , 1 , 2 , . . . substituiren und sehen ,
ob man nicht vielleicht darin die sämmtliclien W . entdeckt .

Ist diefs der Fall , so bann man diese letztere Gleich , auf -

löscn und jede W . durch m dividiren , um die W . der ge -

geb . Gleich , zu erhalten , oder es ist , wenn man gleich die
1

ursprüngliche Gleich , auflösen will , jetzt 0 = — zu nehmen .
m

So war im vorigen Beispiele § ;= ’3 , also ist 48 — i ' 2»
und man bann daher in der Gleich . yt — iny — 448 = 0 ,

deren W . 4 Mal so grofs als die der erwähnten Gleich ,

x * — jx — 7 — o sind , bei der Substit . von _y = o , 1,
2 , . . . durchaus lieine W . übergehen . Man findet in der
That , dafs eine W . zwischen 12 und 13 , eine zweite zwi¬
schen — 5 und — 6 , und endlich die 3 . W . zwischen — 6

und — 7 liegt , und zwar sind diese Wurzeln : 12 - 19566 ,
— 5 -42759 und — 6 ' 768 o7 .

§ . 207 . Um schliefslich noch etwas über die Kenn¬

zeichen der imaginären W . einer Gleich . X = o b *eizu -

fügen , so sind die vorzüglichsten in Kürze folgende :

1 . Behält eine Gleich . , in welcher Glieder fehlen , nicht

die nämliche Anzahl von Zeichenwechsel und Folgen ,

wenn man sich die fehlenden Glieder ein Mal mit - | -

und dann auch mit dem Zeichen — eingeschaltet denkt ;

so hat die Gleich , imagin . YV . Dieser Satz läfst sich

übrigens nicht umkehren , d . h . man darf aus dem Um¬

stande , dafs in beiden genannten Fällen diese Anzahl

von Wechsel und Folgen dieselbe ist , noch nicht auf

die Abwesenheit aller imag . W . schliel 'sen .

2 . Ist die Gesammtzahl der Zeichenwechsel in der gegeb .

Gleich . X = o , in welcher Glieder fehlen , und in jener

X = o mit entgegengesetzten W . kleiner als der Grad



der Gleich , n ; so besitzt diese Gleich . X = o ebenfalls
imagin . W . Auch dieser Schlufs darf nicht umgekehrt
werden .

3 . Fehlen in einer Gleich . 2 oder mehrere auf einander
folgende Glieder , so besitzt die Gleich , ebenfalls ima¬
ginäre W . Yon diesen Sätzen wird man die Beweise
leicht selbst finden können .

4 . Das vorzüglichste und bestimmteste Kennzeichen je¬
doch für das Vorhandenseyn oder Nichtvorhandenseyn
von imagin . W . der Gleich . X = - o folgt aus der ent¬
sprechenden quadrirten DifTerenzengleich . Z — o , in¬
dem diese wenigstens eben so viele Zeichenfolgen dar¬
bieten mufs , als die Gleich . X — o Paare von imagin .
W . besitzt , und umgekehrt , kann diese Gleich , nur
reelle W . haben , wenn im Polynome Z lauter
Z e i c h e n w e c h s e 1 Vorkommen . Denn da ( § . 160 )
die imagin . W . immer paarweise und conjugirt Vorkom¬
men , so sey p -j- q Y' — i und p — q — 1 ein sol¬
ches Paar ; ihre Differenz ist 2 qV — 1 und davon das
Quadrat = — 4 <?* sofort negativ , welche als VV . der
Gleichung Z = o erscheint , folglich ( § . 166 ) in dem
Polynome Z wenigstens eine Zeichenfolge erzeugt .
Kommt demnach in Z keine solche Zeichenfolge vor ,
so kann die Gleich . X = o durchaus keine imaginären
W . besitzen * ) .
So hat die quadr . Differenzengl . z 3 — 4 2zI - f- 44 lz — 49 = °

der obigen Gleich . ( § . 206 ) x 3 — 7 .2 — 7 = 0 , keine Zeichenfolge ,
zum Beweis , dafs hier , wie wir in der That auch gefunden ha¬
ben , die Gleich , lauter reelle W . besitzt .

Dagegen erhält man für die Gleich , x 3 — 6 x — 7 = o die
quadr . DifTerenzengleich . : z 3 — 36 i - -]- 324z -}- 459 = o , und da
hier eine Zeichenfolge vorliommt ; so besitzt die erste Gleich ,
nothwendig ein Paar imag . W . ; und in der That , die W . die¬
ser Gleich , sind : 2 'goo57i8 und — 1 -4502859 + o p5567652 V — 1.

* ) Die Berechnung der imag . W . betreffend , so wie über meh -
res Andere liiehergehörige s . Bd . I . S . 1 53 — 167 .
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XI .

Gleichungen mit ? nut Unbekannten .

§ • 208 . Erklär . Die allgemeine Form einer Glei¬

chung des n . Grades mit 2 Unbekannten x und y ist :

P 0 x " - f - P , * 1— + P 2 * '» - * + . . . + P n - , x + Pn = o ,

wobei P 0 , P , , . . . P n algebraische Functionen von jy , jedoch

beziehungsweise höchstens vom o ten , i ten , . . . n te " Grad , be¬

zeichnen , also die Form haben : P 0 = a , P , = b - j- cy ,

P % = d - (- ejy + /jr 2 u . s . w .

§ . 209 . Es seyen nun die beiden Gleichungen

P 0 x n - j- P , a .-“ — '1 - f - . . . - j- P „ _ , a 4 - P n = o = o ] ,
P > m + f > m _ I + • • • + P 'm - I x + P 'm = 0 IX = ° ]
beziehungsweise des n . und m . Grades , die wir Kürze hal¬

ber durch A — o und A — o bezeichnen wollen , zur Auf¬

lösung gegeben . Um die sämmtlichen Auflösungen , d . i .

alle Paare zusammengehöriger Werthe von x und y zu

finden , welche gleichzeitig die Polynome A und Ä auf

Null bringen ; so sey xtsza , y = = ß eine solche Auflösung .

Stellt man sich vor , dafs in P 0 , P , P ' , P ' , . . . für r

bereits dieser Werth ß gesetzt worden ; so müssen die Po¬

lynome A und Ä ( § . i55 ) den gemeinsch . Factor x — a

besitzen , welchen man auch in der That nach der bekann¬

ten Yerfahrungsweise unter dieser Voraussetzung finden

würde . Eben so würde man , wenn x = d , y = ß ’ eine
2 . Auflösung unserer Gleichungen bildete , und in P 0 , P , , . . .

P „ , P '0 , . . . y = ß ’ gesetzt worden wäre , durch dieses Ver¬

fahren in A und A ' den gemeinsch . Divisor x — d finden
u . s . w .

§ 210 - Da man aber die Werthe von y = ß , ß ' , . . .

nicht im Voraus weifs , so wird man , ohne eine voraus¬

gegangene Substit . in P 0 , P , u s . w . , zu A und A ' den

gröfsten gemeinsch Divisor aufsuchen , und , da dabei die

Reste in Beziehung auf ,r nach und nach immer von nie¬

drigerer Ordnung werden , den letzten Rest , welcher kein
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x mehr enthält , gleich Null setzen , um die End - oder
Finalgleichung in y zu erhalten , aus welcher man
dann für y die sämmtlichen Werthe ß , ß ' . . . bestimmen
bann ( indem für jeden dieser Werthe der letzte Rest ver¬
schwinden mufs ) . Setzt man ferner den vorletzten Rest
( den gemeinsch . Divisor ) , welcher von der Form a - j- bx
seyn wird , und wobei a und b Functionen von y sind ,
ebenfalls Null ; so erhält man aus dieser Gleich . , indem
man darin für y nach und nach die Werthe ß , ß \ . . . sub -
stituirt , die correspondirenden Werthe von x = a , a . . .
( ist nämlich y = ß gesetzt worden , so ist diese letztge¬
nannte Gleich , sofort x — a = o , woraus xs = a folgt ; für

y = ß ' wird diese Gleich . : x — a ' = o , woraus x = a
folgt u . s . w . ) .

Um z . B . die Gleich . A — xV — ( y -^- ' ) x — * ( 1) = °
und A ' — + ( i — 3y ) x -±- 2y * — 2y = o , welche bereits nach
x geordnet sind , aufzülösen , hat man zuerst , das Polynom A '
als Divisor genommen , den Quotienten 1 und , wenn man gleich
den gern . Factor 3 ausläfst , den Rest : ( y — i ) :r — ( iy z - -̂ y -f- 1) .
Multiplicirt man weiter , zur Erzielung ganzer Quotienten , das
Polyn . A ' , welches jetzt Dividend wird , mit ( y — i ) 2 ; so er¬
hält man nach einer zweimaligen Division den Quot . ( y — i ) .r

5y — y ~ und den Rest ( ohne x ) 3y 5 -j- io y % -j - 3y , also die
Finalgleich , in y : 3y 3 -f - ioy 2 -f- 3y = o , aus welcher man sofort

y = o , — 3 und — j findet . Setzt man daher den vorletzten
Rest ( in Bezug auf x vom i , Grad ) gleich Null , so erhält man
die Gleichung ( y — i ) x — ( 2y - - j- y -j- i ) = o , und daraus

lyl _L y _L 1 ,
x — - , also für y — o : x — - — — i , für yrs — 3 :

y — i J J
tr = — 4 und für yxz — f , sofort x = — } . Man hat also für
die gegebenen Gleich , die 3 Auflösungen : x = — i , y = o ,

X = — 4 > y = — 3 und x = — r , y = — j .
Auf gleiche Art findet man für die beiden Gleich , x 5 — ’jx

+ 6 = 0 und 3x " -J- 3yx -J- y 2 — 7 = 0 , die Endgleichung in y 1

y s — - (- 44 ' JF2 -— 4 oo = o ( vcrgl . § . 172 , Beisp .) und die Auf¬
lösungen : x =z — 3 , y = 4 ; x = 1 , y — — 4 ; x = . — 3 , y = . 5 -,

x — 2 , y = — 5 ; .r = 1 , y — 1 und x — 2 , y = — ' ■

§ 211 . Hat man im Verlaufe der Rechnung , zur
Erzielung ganzer Quotienten , Faclorcn , die im Allgemei -



nen Functionen von y seyn werden , eingeführt j so kann
es geschehen , dafs diese , wenigstens zum Theil , in der
Finalgleich , enthalten sind und sonach fremdartige Auflö¬
sungen liefern . Wird nämlich einer der Dividende mit F
( als Function von y ) multiplicirt , und ist R der correspon -
dirende Divisor ( als Funct . von x und y ) ; so sind die aus
dem Systeme F = o , R = o folgenden Werthe von y und
x , als den gegebenen Gleich . A = o , A ' = o fremdar¬
tige Auflösungen , wegzulassen .

Nimmt man z . B . von den beiden Gleich . A — yx 2 — 3yr
— ( y 5— 2 ) — o u . A ' - ( y 2— 3y + i ) x 2 ^ - ( y — i ) x — (iy — i ) = o
das Polynom A zum Dividend und multiplicirt dieses sonach
mit y - — 3y -f- 2j so erhält man nach der ersten Division den
Rest : — y ( 3y 2 -—■ 4 " ®) ^ — ( y 4 -— 3y 3 — 3y - -f* 7y — 4 ) » wel¬
cher jetzt Divisor wird . Wegeny ( 3 y '!—8y -j - 5 ) = y ( y — i ) ( 3y — 5 )
und y - — 3y -J- 2 = ( y — i ) ( y — 2 ) mufs man , um bei der fol¬
genden Division ganze Quotienten und Reste zu erhalten , A ‘
noch ( mit Rücksicht darauf , dafs der Quotient zweigliederig
wird ) mity * ( y — i ) ( 3y — 5 ) 2 multipliciren . Man erhält hier¬
auf nach der 2 . Division den von x unabhängigen Rest :

yv — 8y s -J- 1*y 7 + t6y 5 -}- y 5 — 17 °J '4 + 322y 3 — 294y 2
+ >4 — 3 * ,

welcher , sofort = Null gesetzt , die Endgleichung gibt .
' Da man aber bei der 1 . Division den Factor y - — 3y -J- a

= ( y — i ) ( y — 2 ) eingeführt hat , so kann die Endgleichung die
fremden Factoren y — 1 und y — 2 enthalten . Indefs findet
man , wenn man ( y — i ) ( y — 2 ) = o und auch den betreffenden
Divisor A ’= . o setzt , für y — 1 aus A ' xzo keinen Werth für .r ,
indem alle Glieder mit x verschwinden ; dagegen erhält man
daraus für y — 2 sofort x ^ 5 : es wird also in der Endglci -
chung der Factor y — 1 nicht , dagegen aber jener y — 2 ent¬
halten seyn , durch welchen man diese , um die wahre Final¬
gleichung zu erhalten , dividiren mufs . Dadurch erhält man ( wie
auch unmittelbar , wenn man gleich Anfangs A ’ zum Dividend
und A zum Divisor nimmt ) die wahre Endgleichung :

ys — 6y 7 -f- i6y 3 + 33y >— io 4y 3 + 1 i 4y * — 66y -j- 16 = o .

Der im 2 . Dividend A ' eingeführtc Factor jedoch hat auf die
Finalgleichung keinen Einflufs . So wie dieses überhaupt durch¬
gehen ds von jenem Dividend gilt , dessen entsprechender Divi¬
sor in Bezug auf x vom t . Grad ist .
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§ . 212 - Hat man zur Vereinfachung der Rechnung ,
wie es bei diesem Verfahren erlaubt ist , irgend einen Di¬
visor vor der Division in seinem entsprechenden Dividend
D durch den Factor F abgekürzt , und ist dieser eine Func¬
tion von y -, so mul 's inan zu den am Ende erhaltenen Auf¬
lösungen noch jene aus dem Systeme D — o , F = o resul -
tirenden , hinzufügen . Auch müfste man , um die vollstän¬
dige Finalgleichung in y zu erhalten , die so gefundene
noch mit dem Factor F , diesen auf eine Potenz erhoben ,
die dem Ordnungsexponenten von D in Bezug auf x gleich
kommt , multipliciren .

Nimmt man , um die Gleich . A — x̂ — L,yx - -f- 5y - X — iy 3 ~ o
und A ' — x ~>— 4 'r2 + ( 6 -— y ) x — iy '1 — o aufzulösen , das Poly¬
nom A ' zum Divisor ; so erhält man nach der i . Division den
Rest ( als 2 . D, ivisor ) — 4 ij — i ) x 2 -j - ( 5yi -^-y — 6 ) x — i.y - ( y — i ) ,
welcher den Factor y — i besitzt . Kürzt man durch diesen ab ,
so ist der vereinfachte 2 . Divisor : -— 4 + ( 5y - j- 6 ) x — 2y - ,
und das Polynom A ' der zugehörige Dividend D . — Nach vol¬
lendeter ganz einfacher Rechnung findet man , wenn durch den
gemeinsch . Factor ■— 64 gleich abgeluirzt wird , die Endgleich . :
l ) — 27_y 5 -j- io8jyi — io8y 3 := o . Da nun ferner der vorletzte
Rest oder letzte Divisor gleich Null gesetzt , die Gleich , liefert :
( ' ZF 2 — 36_y - (- 36 ) .r ■— ( ioy 3 -f- i2_y 2) := o ; so erhält man aus die¬
sen beiden Gleichungen die Auflösungen : y = o 3 Mal , 6 , 6 , 7
und 130 3 Mal ; 6 , 6 , 3 . Zu diesen nun kommen noch jene ,
welche aus dem Systeme y — 1 = 0 und x 3 — h,x - -f - ( 6 — y ) x
— 2y - := o hervorgehen , also jene ■ y — 1 , arrri , 1, 2 . — Will
man endlich die vollständige Finalgleichung in y liaben , somufs
inan die unvollständige 1) noch mit ( y — i ) 3 multipliciren .

S - 213 . Wird die aus dem vorletzten Reste gebil¬
dete Gleich , a - j- bx = o ( § . 210 ) für irgend einen aus der
Endgleich , gefundenen Werth y = . y identisch Null , d . h .

wird x = — — = so ist diefs ein Zeichen , dafs diesemb o

Werthe von y — y mehrere Werthe von x zuliommen .
In diesem Falle setze man den vor vorletzten Best , d . i .
jenen , welcher in Bezug auf x vom 2 . Grade ist , gleich
Null , und bestimme aus dieser Gleich , die beiden den y — y



zukommenden Werthe von x . Sollte auch diese Gleich ,

für y — y identisch Null werden , so würden diesem Werthe
von y mehr als zwei Werthe von x entsprechen , und man
müfste diese , wenn es deren 3 sind , aus dem nächst vor¬
hergehenden Reste oder Divisor , welcher also nach x vom
3 , Grade ist , bestimmen u . s . w .

Für die Auflösungen der Gleichungen A = x - -{- ( y -j- 2 ) x

— üy 1 — 4y = 0 i A '— x ’2- -\- ix — y '1 -— 5y — 4 = ° erhält man ,

das Polynom A ' als Divisor genommen , als 1 . Rest :

( y — 1) x — 5y "~ + y + 4 -

Wird hierauf ( da wir diesen Rest als neuen Divisor absicht¬

lich nicht durch y — 1 abkürzen wollen ) das Polynom A , als

nunmehrigen Dividend ( wegen der 2 maligen Division ) , mit

( y —- i )2 multiplicirt , so erhält man nach einer 2 maligen Divi¬

sion den von x unabhängigen Rest : 24y 4 + 2y 3 — 52y - 2/ -f - 24 ,

welcher Null gesetzt , die Endgleich , und diese die Wurzeln

y — ■— — j , 1 , 1 liefert . Der obige Rest in x gleich Null

gesetzt , gibt x ~ —- _- , und daraus folgt für y — — f
y — >

und ■— \ beziehungsweise x — \ und •— 7 ; dagegen wird für

y — 1 , # = 7 . Setzt man also den nächst vorhergehenden Rest
oder Divisor , hier nämlich das Polynom A ' gleich Null , und in

dieser Gleich . y = 15 so erhält man x - -|- 3 x — 10 — o , und
daraus für die diesem WTerthe von y entsprechenden beiden
Werthe von x ~. 2 und — 5 .

Aninerh . ’ Würde man oben vor der 2 . Division den betreffen¬

den Divisor , mit Rücksicht auf das in § . 212 Gesagte , durch

den gemeinsch . Factor y -— 1 abgekürzt haben ; so würde
sich in der ( unvollst .) Endgleich , die Wurzel y = i , wofür

man eben x — ^ erhalten hat , gar nicht vorgefunden haben .

§ . 214 . Es kann endlich kommen , dafs der letzte
Rest entweder an und für sich schon Null ( also gar kein
Rest bleibt ) oder eine bestimmte algebraische oder nume¬
rische Gröfse ohne y ist . Im 1 . Falle enthalten die beiden
Polynome A und Ä an und für sich schon , ohne dafs y
erst bestimmte Werthe zu erhalten braucht , einen gemein¬
schaftlichen Factor in x , und die gegebenen Gleichungen
Azs o , A ' = o sind sonach unbestimmt . Im 2 . Falle ,



in welchem also eine bestimmte unveränderliche Gröfse
gleich Null gesetzt werden müfste , stehen die beiden ge¬
gebenen Gleichungen mit einander im Widerspruche .

1 ) So erhält man z . B . für die beiden Gleichungen A = x 2-
— (Sy — i ) ar + 2y 2 — y = o und A ' zxx - — ( 4y — i ) x + Sy 2
— 2y = o als i . Best oder 2 . Divisor : ( y -— \ ) x — y ( y — 1) ,
welcher durch y — i abgekürzt , sofort in seinem Dividend A '
ohne Rest enthalten , also x — y der gemcinsch . Factor der bei¬
den Polynome A und A ’ ist . Und in der That , die gegebenen
Gleichungen sind auch :

( * — r > 0 — 2J + i ) = ° und ( x — y ) ( x — 3y + 2 ) = o ,
und diese werden offenbar für alle aus x — y — o folgenden un¬
zähligen Werthe von x und y befriedigt .

2 ) Für die Gleich , x 2 -— ( iy — 3 ) a : - |- y 2 — 3y -|- 2 = o und
x 2 — ( iy -J- 3 ) a: + _y 2 -j- Sy + 2 xz o erhält man ( immer das 2 . Po¬
lynom zum Divisor genommen ) als 1. Rest : 6a: — 6y , und als 2 .
von x unabhängigen Rest : -j- 2 ; da dieser nun nicht Null wer -
den kann , so sind die gegebenen Gleichungen mit einander im
Widerspruche und haben keine Auflösung * ) ,

Fünftes Capitel .
Von den Reihen .

Erklärungen .
§ . 215 . Eine nach irgend einem Gesetze gebildete

Folge von Gröfsen wird Reihe , die Gröfsen selbst aber
werden Glieder derselben genannt .

§ . 216 . Wir bezeichnen die Glieder einer Reihe ein¬
fach durch a , , a 2 , a 3 . . . a n , so , dafs also dieses letztere
das n . Glied darstellt . Laufen die Glieder ohne Ende fort ,
so heilst die Reihe eine unendliche .

§ . 217 . Ein allgemeiner Ausdruck , welcher jedes
beliebige Glied einer Reihe , wie z . R . a „ , entweder durch

* ) Noch mehreres hiehergehörige , so wie auch die Anwend .der Regula falsi auf Gleich , mit zwei Unbekannten , Bd . I .
S . 168 — 186 .



mehrere vorausgehende Glieder , oder unmittelbar als Func¬

tion von n darstellt , heifst das allgemeine Glied der

Reihe ; im ersten Falle wird dieses durch Recursion , im

letztem unabhängig ( independent ) erhalten .

§ . 218 . Dagegen wird ein Ausdruck S „ , welcher ,

je nachdem man n = 1 , 2 , . . . m setzt , die Summe des 1 . ,

1 . und 2 . , 1 . , 2 . . . . und m . Gliedes der Reihe liefert , das

summatorische Glied oder die Summenformel der

Reihe genannt . Manchmal bezeichnet man auch das Sum¬

menglied einer Reihe , deren allgemeines Glied = a a ist ,

durch / ( a „ ) .

§ . 219 - Rann man sich bei Berechnung der Summe

S n — + « 2 • « • “ l- <* n - j- einer unendlichen Reihe , dem

wahren Werthe um so mehr nähern , je gröfser man n

nimmt , d . i . je mehr Glieder man beibehält , und kann da¬

durch überhaupt jede beliebige Annäherung an den wahren

Werth herbeigeführt werden ; so sagt man die Reihe con *

vergire oder sey summirbar ; im entgegengesetzten

Falle heifst sie divergent , in manchen Fällen auch un¬

bestimmt . Oder mit andern Worten : gibt es eine be¬

stimmte endliche Grenze G ( § . 128 ) , welcher sich Sn , bei

dem unendlichen Wachsen von n , ohne Ende nähert ; so

ist die Reihe convergent , im Gegentheile aber diver¬

gent .

§ . 220 . Läfst sich jedes Glied einer Reihe durch

mehrere der vorhergehenden Glieder nach einem und dem¬

selben Gesetze herleiten ; so wird die Reihe eine wieder¬

holende oder recurrirende genannt .

§ . 221 . Aufgabe . Aus dem summatorischenGliede

einer Reihe das allgemeine Glied und die Reihe selbst zu

finden .

Au fl . Da man offenbar das n . Glied einer Reihe er¬

hält , indem man von der Summe der ersten n jene der er¬

sten n — i Glieder abzieht ; so hat man a n — Sn — Sn — , ,
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Aus diesem allgemeinen Glied erhält man ferner die Reihe
selbst , indem man nach und nach n = i , 2 , 3 , . . . setzt .

« ( » + • ) ( « + 2 )
(las gegebene Summenglied .Ist z . B . Sn

1 . 2 . 3

( n — 1 ) n ( n -f- 1) und daherso ist .Sn — 1 =
1 . 2 . 3

n. ( n -(- 1 ) ( /z 2 ) — ( n — 1) n ( n -J- 1) n ( n + 1)
1 . 2 . 3 1 .. 2

das allgemeine Glied , so wie daraus für ji — i , 2 , 3 , . . . die
Reihe : 1 , 3 , 6 , 10 , i5 , . . .

§ • 222 . Zusatz . Aus dieser Ableitung des allgem .
Gliedes aus dem summatorischen folgt unmittelbar , dafs ,
wenn das summatorische Glied einer Reihe die Form hat :
Sn = A n - f - B n - - |- . . . - )- Pn m+ \ sofort das allgemeine
Glied von der Form ist : a n = a - j- bn + • • + pn m -

Hftljcn .

a) Differenzcn - Reilien .

Erklärungen .

§ . 228 . Zieht man in der Reihe a , , a 2 , a 3 , . . . a „ ,
ü n-(- 1 . . . jedes Glied von seinem nächstfolgenden ab ; so
heifst jeder solche Unterschied die Differenz des ab¬
gezogenen Gliedes , und wird dadurch bezeichnet , dafs man
diesem Gliede das Differenzzeichen A , welchem man noch
der folgenden Differenzen wegen , den Ordnungsexponen¬
ten 1 beifügt und dann erste Differenz nennt , vorsetzt .
Es ist nämlich a ~ — a , = A ' a , , a 3 — a , = S l a .l , . . .
a « -pi n « —- A *a n .

§ • 224 . Verfährt man in der auf diese Weise ent¬
stehenden ersten Differenzreihe A ' a , , A ' a 4 , . . .
A ‘ a „ , A ' an -t- , . . . wie in der vorigen ; so erhält man die
Differenzen der ersten , also die zweiten Differenzen
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der ursprünglichen Reihe . Es ist nämlich : A ' a 2 — A ' a ,
= A ' ( A ' äp ) = A 2 a 1 u . s . w . A ^ n -pi — A ’ a „ = A 2 u * .

Auf diese Weise erhält man die zweite Differenz¬
reihe A ’i a 1 , A J a 2 , . . . A 2 a „ , . . . aus welcher nach derselben
Verfahrungsart die dritten Differenzen gewonnen wer¬
den u . s . w .

§ . 225 . Sind die ersten Differenzen einer Reihe ,
d . i . A l a lf A ‘ a 2 , . . . einander gleich ; so heifst die Reihe
eine arithmetische , und zwar der ersten Ord¬
nung . Eben so wird die Reihe eine arithmetische der 3 , ,
3 . . . . . m . Ordnung genannt , wenn beziehungsweise erst die
2 . , 3 . , . . . m . Differenzen derselben einander gleich sind .

§ • 226 . Aufgabe . Eine beliebige Differenz ir¬
gend eines Gliedes der gegebenen Reihe a , , d . i .
£i m a „ , zu bestimmen .

Au fl . Zufolge des $ . 223 ist
A ‘ a „ = a « -p . — a n = ( — — a n + i ) .

Nach § . 224 : A l a n — A ’ an -p , — A l a n = a „ -p a — a „ -p ,
— ( a n + 1 — a n ) = ( — 1Y ( a n — 2 a n + , - |- a „ + J ) .

Weiters : A = A ’ Un -p , — A 2 a „ = A ' a n-p , — A *a n -p ,
( Abi/i -p , —— A — ■ ^ AVt/i -p , A *UnJ

: & rf-p3 ^ n -p 2 n -p , ' Un -p *) "~f™ U/i -pl a n
— ( — i ) 3 ( a « — 3a „ -p , - f - 3a „ -p , — a „ -p 3) u . s . w .

Setzt man nun nach diesem Gesetze

A "‘a „ = ( i ) OT[ a „ ^ j a „ _p , - (- ^ 2 j « n -pi — 4 - . • + « n -p »«] ( I
so findet man leicht durch höhere Induction [ I . , i () 4 ] die
allgemeine Giltigkeit dieses Gesetzes für jede ganze positive
Zahl m . Zugleich lassen sich auch aus dem Gange dieser
Entwickelung die nach dem nämlichen Gesetze gebildeten
Ausdrücke für A m a n , durch die m — 1 . oder in — 2 . Diffe¬
renzen u . s . w . ausgedrückt , ersehen .

§ • 227 . Aufgabe . Das allgemeine Glied a n einer
Reihe a , , a z , a 3 . . . durch das 1 . Glied a , und durch die
Differenzen von a , auszudrücken .

Uurg ’s Compendium d. höh . Math .
9



Aufl . Aus den Entwickelungen des vorigen Paragra -

phes folgt unmittelbar :

a 2 = a , - |- A ' a , [ wegen A ’ a , = a 2 — a , ] ,

ci 3 cl z - j—A l ci z - = a , ~ j“ A ’ a , —j—A 1a , - |—A 2a ,

[ wegen A 2a , = A ' a 2 — A ‘ a , ]

= a , - f - eA ‘ a , - f - A 2a , ,

a 4 = a 3 - (- A ‘ a 3 = a 2 - f - A ‘ a 2 - j- + A 2 a z

= a 2 - j- 2A ’ a 2 - f - A 2 a 2

= a , A ’ a , - (- 2 ( A ' a , A 2 a , ) + A 2 a , - j- A 3a ,

[ wegen A 3a , = = A 2 a 2 — A 2 a , ]

= a , - j- ^ A ’ a , 3 A ’ a , - f- A 3a , u . s . w . *

Man hat also allgemein nach diesem Gesetze :

an = a , + ( " 7 ' ) A ‘ aj + ( " 7 ' ) A 2a , + . . . - f A — >a . ( II

wobei ebenfalls wieder die allgemeine Giltigkeit für jeden

ganzen positiven Werth von n leicht nachgewiesen werden

kann [ I . , 196 ] . Aus dem befolgten Gange der Entwicke¬

lung ist zugleich zu ersehen , nach welchem Gesetze stu¬

fenweise a n durch a n — \ , dann a n — i u . s . w . ausgedrückt
werden könne .

§ • 228 . Aufgabe . Das summatorische Glied S n der
Reihe a , , a 2 , a 3 , . . . zu finden .

Aufl . Nach § . 218 folgt S 1 ~ a l ,

5 2 = a , + a i = ai + a 1 + A 1a 1 = 2a 1 - f - A , a , [ vorig . $ . ] ,

5 3 = S 2 + a 3 = ( 2a , - J- A ' a , ) + ( a , + 2A ' a , - f A 2 a , )

[ vorig . § . ]
= 3 a , 3 A ' a , -f A 2 a , , u . s . w .

Setzt man allgemein nach diesem Gesetze :

S n = a , - [ • A ’ a , - f - (£ j A 2 a , - f - . . . - f - A a ~ ' a , ( III

so findet man wieder [ I . , 197 ] ganz leicht durch höhere In -

duction , dafs diese Formel für jeden ganzen positiven

Werth von n giltig sey .

§ • 229 - Zusatz 1 . Die Formeln II und III er¬

strecken sich offenbar nur dann bis zum angegebenen letz¬

ten Gliede A 'I~ , a 1 , wenn die Reihe a , , a 2 , . . . eine ariih -



metische , wenigstens der n — 1 . Ordnung ist . Ist sie da¬
gegen blofs von der m . Ordn . , so brechen diese Formeln
yon selbst bei dem Gliede mit A m a l ab . Daraus folgt auch ,
dafs für eine solche Reihe die m - f- i ersten Glieder gege¬
ben sejn müssen .

§ . 280 . Z usatü 2 . Aus den Formeln II und III
folgt unmittelbar , dafs für eine arithm . Reihe der m . Ord¬

nung das allgemeine und summatorische Glied beziehungs¬
weise die Form haben : « „ = a - f - bn - f - cn 1 - {- . . . - {- pn m und
S n — An - \ - Bn " - f - Cn 3 . . . - f - Pn m + ' ( vergl . § . 222 ) . Zu¬
gleich ergeben sich auch noch nachstehende Sätze :

1 . Die m . Potenzen der natürlichen Zahlen , d i . i m , ,

3 m , . . . bilden eine arithm . Reihe der m . Ordnung .
2 . Eine eben solche Reihe bilden auch die m . Potenzen

der Glieder der R . a , a -j - rf , a - \ ~ zd , . . .
3 . Überhaupt bilden die m . Potenzen der Glieder einer

arithm . Reihe der r . Ordnung eine arithm . R . der mr .
Ordnung .

4 . Werden die gleichnamigen Glieder mehrerer arithrm
Reihen durch Addition oder Subtraction mit einander

verbunden , so entsteht eine arithm . Reihe , deren Ord¬

nungsexponent dem höchsten der verbundenen Reihen
gleich kommt .

5 . Werden dagegen die correspöndirenden Glieder die¬
ser Reihen mit einander multiplicirt , so entsteht eine

arithm . Reihe , deren Ordnungsexponent gleich ist der
Summe aus jenen der einzelnen Reihen .
Beispiel 1 Um für die Reihe 2 , 4 > 9 , 17 , 28 , . . . wel¬

che , da die 1, Differenzreihe : 2 , 5 , 8 , 11 . . . und die zweite :
3 , 3 , 3 * . . ist , sofort eine arithmetische Reihe der 2 . Ord¬nung bildet , das allgemeine und summatorische Glied zu finden ;
hat man , wegen a , = 2 , A ‘ « , = 2 , A - a 4 = - 3 , A ^/Zj — ; . . = o ;
nach Form . II , § . 227 :

, , , 3 3 n - — Sn -4- 6a n = 2 - f- ( /t — • 1) 2 - (- - ( zt — 1) ( n — 2 ) — - ' ,2
und nach Form . III , § . 228 :

Sn : n ( n — i ): 2/t -J- — - 2 ■ 11 ( 11— 1) ( /t — 2 ) h ( n - — n - (̂ 4 )
1 . 2 3 2
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Benützt man die in § . 23 o für an lind Sn angegebene Form ,
so lassen sich diese beiden Formeln auch auf folgende Weise
finden . Da die vorliegende lleihe eine arithm . der 2 . Ordnung
ist , so setze man a n ~ a. bn cn - , wo a , b , c zu bestimmen
sind . Kimmt man daher , um die hiezu nöthigen 3 Gleich , zu
erhalten , successive n .= i , i , 3 , wodurch a n beziehungsweise

z= 2 , 4 , 9 seyn mufs ; so erhält man :

2 ~ a “J- b - p c , 4 ——it “t “ 4c i 9 = —^ - f - 36 -f - 9 C )

und aus diesen 3 Gleich . : a — 3 , 6 = -— 7 , 0 = 7 , so wie end¬

lich damit aus der vorigen Gleich , für a n > wie zuvor :

6 — 5 n -\ - 3 /i -

Ferner erhält man aus der hier anzunehmenden Gleichung

Sn — An Bn - - J- C/2 3, wieder für n — 1 , 2 , 3 , wofür Sn be¬

ziehungsweise die Wertlie 2 , 2 4 = 6 , 6 9 = 15 erhält , die

3 Gleichungen ; 2 = + B + C , 6 = 2 ^ / - (- 4B + 8C , i 5 = 3 A

-I- 9 .B4 - 27C , und daraus A — 2 , B — — 7 , C = f , also , wenn
man diese Wertlie substituirt , wie vorhin :

Sn
4 u — « - - f - n 3

2

Beispiel 2 . Um die Summenformel für die Beihe 1 3, 2 3,

3 3. . . n 3 zu finden , bat man a , — 1 , A l a t — 7 , A 5a , = 12 ,

A 3n , = : 6 ( alle folgenden Differenzen sind Null ) , und daher ,
nach Form . III , § . 228 , und nach einer einfachen Ileduction :

» M/i + D -

b ) Summen - Reihen .

Erklärungen .

§ • 231 . Bildet man aus der Grundreihe 1 , d , d ,
d , . . . wo d was immer für eine ganze positive Zahl bedeu¬
ten kann , die Glieder einer Reihe dadurch , dafs man nach
und nach 1 , 2 , 3 , . . . Glieder derselben addirt ; verfährt
man hierauf in der entstehenden Reihe auf die nämliche

Art , dann in der dadurch gebildeten Reihe wieder so u . s . f . ?
so erhält man beziehungsweise arithmetische Reihen der

1 . , 2 , 3 . . . . Ordnung , welche Summenreihen heifsen ,



und sich von den Differenzenreihen nur durch die Art der

Entstehung unterscheiden . Man erhält nämlich dadurch :

1 , d , d , d , . . . Grundreihe ,

fl ) i , 1 —j— d , i —|— 2 d , i — 3 d , « • «

arithm . R . der i . Ordnung ,

ß ) i , 2 - (- d , 3 - )- 3d , 4 - f- 6 d , . , .

arithm . R . der 2 . Ordnung ,

y ) i , 3 — , 6 —f- 4 rf , io - {- iod , . . .

arithm . R . der 3 . Ordnung
u . s . w .

§ . 232 , Von diesen so gebildeten Reihen heifst jene

ß ) , welche der 2 . Ordnung ist , auch Reihe der Polygo¬

nal - oder Vieleckzahlen , und zwar insbesondere für

d = z i , wodurch die R . i , 3 , 6 , io , . . . entsteht , der

Dreieck - oder Trigonalzahlen ; fürd = 2 , wodurch

die R . l , 4 ? 9 , 16 , . . . entsteht , der Quadrat - oder

Tetragonalzahlen ; für = 3 , wodurch die R . i , 5 ,

12 , 22 , . . . entsteht , der Fünfeck - oder Pentagonal -

zahlen u . s . w . ; weil sich z . B . eben so viele materielle

Puncte , als die Glieder dieser Reihen Einheiten haben , be¬

ziehungsweise in regelmäfsige Dreiecke , Vierecke , Fünf¬
ecke u . s . w . ordnen lassen .

§ • 233 , Aus einem ähnlichen Grunde wird die Reihe

y ) , welche sofort von der 3 . Ordnung ist , Reihe der Py¬

ramidalzahlen , und zwar beziehungsweise für d = si ,

2 , 3 , . . . der 3 - , 4 * » 5seitigen Pyramidalzahlen u . s . w\

genannt .

§ • 234 . Überhaupt nennt man diese Summenreihen

auch figurirte Zahlenreihen und zwar beziehungs¬

weise der i . , 2 . , 3 , . . . Ordnung .

Die Polygonalzahlen .

§ . 235 . Die Reihe der Polygonalzahlen ist nach dein

§ . 232 : i , 2 —j- d , 3 - )- 3iZ , 4 - f - 6 rf , . . . ; man erhält also

dafür wegen a , = i , A ‘ a , r = i - j- d , A 7 a , = d ( die übrigen



Differenzen sind Null ) nach § . 227 : a n = 7 [ d/i 2 - | ~ ( 2 — d ) n ]

und § . 228 : S n — £ [ drt 3 - |- 3 /i 2 - f- ( 3 — d ) n ] .

Für d = m — 2 erhält man ( § . 232 ) die m Eckzahlen ,

also dafür nach den vorigen Ausdrücken :

1 , m , 3 m — 3 , bin — 8 , . . . — 2 ) n * — ( m — 4 ) ra]

und 6 ’n = j - [ ( m — 2 ) zi 3 —{—3 « - — ( m — 5 ) 7t] ,

so wie endlich wieder dai ’aus ganz einfach , für m = 3 , 4 >

5 , . . . die Reihen , allgemeinen und summatorischen Glie¬

der der 3 , 4 ) 5 , . . . Eckzahlen .

Die Pyramidalzahlen .

§ • 236 . Die Reihe der Pyramidalzahlen ist ( § 233 ) :

1 , 3 ä , 6 - j- , 10 - J- lod , . . . und wegen a , = 1 ,

A 1a , = 2 - j- d , A " a 1 = i - f - 2d , A 3a , = d , dafür das allgem ,

und summat . Glied ( § § . 227 und 228 ) :

a -n = i ( 3 — d ) n - )- i « J + l , i, , l3 i

s a = TK ( 4 — * <0 « 4 - V4 ( 12 — d ) n 2 + ri ( 2 - |- d ) n 3 - j - ^ dTi * .

Für d = m — 2 erhält man die betreffenden Aus¬

drücke für die m seitigen Pyramidalzahlen , und zwar die

Reihe : i , m - j- i , 4m — 2 , 1 o m — 10 , . . . das allgem . und
summat . Glied :

= — m ) n - f- f ff.2 + j ( m — 2 ) n 3,

Sa = ~ 7 (p — m ) n + Ti ( ! 4 — m ) n z - (- mn 3

+ ^ 0 " — 2 )

woraus man wieder ganz einfach , indem man m = z 3 , 4 j

5 , . . . setzt , die Reihen , allgemeinen und summatorischen

Glieder der 3 , 4 > 5 , . . . seitigen Pyramidalzahlen erhält .

Die figurirten Zahlen überhaupt .

§ • 237 - Aus den vorhergehenden Paragraphen er¬

hält man für die auf einander folgenden Reihen der figurir¬

ten Zahlen ( § . 234 ) ganz leicht :
» + » + • + » + * . • + » = « ,
1 - f - 2 - }- 3 - j— 4 —|- . . . 71 = f ZI ( n - f - I ) =

1 3 —J— 6 - | — 10 —|— . * . — s — 7- 11 ( 11 —|— 1 ) ( tz —J—2 ) — s' ,12• O



1 + 4 + • ö + 20 . -f- « ' = n ( n -f- 1) ( « + 2 ) ( " + 3 ) = *" ■>
2 .0 . 4

m ( ra + 1)
i .

( n -\ - mn ( n - f- 1 )
1 . 2 . , , m

Anmerli . Die im 2 . Capitel dieses Abschnittes bei der Multi¬
plication der Functionsreilien angeführten Zahlen - oder Ve -
rificationsreihen sind also , wie man sieht , die hier aufge¬
stellten figurirten Zahlenreihen .

c) Potenz - Reihen .

§ • 238 . Obschon sich die Summe der Reihe i m -{- 2 m
-f - 3 m n m , als ( § . 23 o , i . ) eine arithrn . R . der m .
Ordnung , nach der allgemeinen Summenformel III , § . 228 ,
immer leicht bestimmen läfst ; so führt doch die besondere
Ableitung der hiehergehörigen Summenformel f ( n m ) ( § . 218 )
zu einem bemerkenswerthen Ergebnifs .

§ . 289 . Setzt man nämlich ( $ . 23 o ) ftn ”1) , d i .

1 ) 1 - j- 2 « - f . . - f n m = t I n m + l - j- t 2rcm + - f - . . +
und schreibt in dieser Gleich . « - ]- 1 statt n \ so erhält man ,
wenn von der neu entstehenden Gleich , diese hier abge¬
zogen wird :
( n -J- 1 j m = t } [ ( tt - f - 1 ) ' " + ‘ — « " '+ *] - J- t 2 [ ( n + 1 ) ”‘ — wm ] + ■• •

+ tm + i [ ( » - (- * ) — /l J >
oder , wenn man entwickelt und nach n ordnet :

+ • • • +

* ) Auf gleiche AVeise liann man statt der Reihe 1 —[—1 —J- 1 — . . -
eine der folgenden : 1 - j- 2 -f- 2 -f- . . . , 1 -f - 3 -j- 3 + . . . etc .
1 il -\ - d -}- . . . zum Grunde legen und daraus mit den obi¬
gen ähnliche Reihen ableilen .
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Da aber die Coefficienten t , , von n unabhän¬
gig sind ; so hat man nach dem Satze der unbestimmten

( m -f- i ) m
Coefficienten : ( m -j- 1) t , = 1 ,
( m -f- i ) m ( m — 1 ) m ( m — i )

ti - (- m t .

1 ml
u . s . w . , und dai ’aus : f ,

m ( m — i ) ( m -— i )
, t 0 = o u . s . f .120 , 2 . 3

Mit diesen Werthen erhält man endlich aus der obi¬
gen Gleichung i ) :

2 ) f ( n m )

Anmerli . l . Die in dieser Entwiclielung vorliommenden Zah¬
len 3̂ . 4^ ) 3V etc . , mittelst welchen man in dieselbe
ein einfaches Gesetz hineinbringt , lieifsen B e r n o u 11 i sehe
Zahlen [ I . , 212 ] .

Anmerli . 2 . Mit Hilfe dieser Summenformel f ( n m ) lassen
sich auch lleihen summiren , deren allgemeine Glieder die
Form A Bn -j- Cti 1 -f- . . , besitzen . Denn wäre z . B .
a n — A -J- Bn - )- Cn 2 das allgemeine Glied einer Reihe , so
wären ihre Glieder : a i — A B C , = A - )- 2JS -j- 2 2C ,
a 3 — A -\- 3 B 3 -‘C u . s . w . , also ihre Summe :

a i + a i + a i + • • • + an tz . nA -J- B ( 1 — 2 —J—. .
+ C ( l * + 2 2 -j- J- / »"- ) .

oder wegen n = f ( n ° ) ( weil nämlich f ( n ° ) = 1 -f - 1 -J- . . .
- f- 1 — n ist ) , 12 + • • • + « = / ( « ' ) und 12 —|—a - — . . .
- f- ri l — f ( n 2) , auch : f ( an ) — f ( An ° - (- Bn + Cn ” ) = A f ( n ° )
+ B f ( n ) -j- C / ( « *) ; woraus zugleich noch folgt , dafs die
Summe eines Ausdruckes von dieser Form , nämlich f ( An °
-f - Bn - (- Cn - ) , aus der Summe eines jeden einzelnen Gliedes
besteht , und die constanten Factoren vor das Summenzei¬
chen f zu setzen sind .

Beispiele . Setzt man in dieser Formel 2 ) nach und nach m — 1,
2 , 3 , . . . so erhält man :

n ( n -j- 1 ) ( 2n 1)n ( n + 1) « - ( « + i ) :



Besondere Anwendung der Differenzen -
' Reihen .

§ . 240 . So wie aus x m , oder , allgemeiner noch , aus
Ax m eine arithm . Reihe der m . Ordnung entsteht , wenn man
nach und nach x = a , a -\- d , a -\ - zd u . s . w . setzt , d . i .
x nach einer arithm . Reihe der 1 . Ordnung wachsen läfst ;
eben so entstehen unter derselben Voraussetzung aus Bx n ,
CxP . . . arithmetische Reihen der n . , p . u . s . w . Ordnung .
Ist nun ^ = Ax m -\- Bx n - j- Cxp - ]- . . . , und x eine in arithm .
Progression zunehmende Gröfse ; so wird dabei , wenn m
der gröfste Exponent von x ist , y nach einer arithm . Reihe
der m . Ordnung zunehmen ; es werden nämlich , da die von
den Reihen Bx n , CxP , . . . niederigerer Ordnung herrüh¬
renden Differenzen schon früher Null werden , die m ten
Differenzen constant und gerade so seyn , als ob blofs
y = Ax m wäre .

§ • 241 . Diese Eigenschaft , verbunden mit dem Um¬
stande , dafs die Differenzreihen sehr leicht zu bilden sind ,
läfst sich in der Anwendung , und ganz vorzüglich bei Be¬
rechnung von Tafeln aller Art , mit dem gröfsten Vortheile
benützen . ■— Wollte man z . B . eine Tafel der Kreisflächen
für die um die beständige Differenz von \ Zoll zunehmen¬
den Durchmesser , von Zoll angefangen bis 100 Zoll hin¬
auf , berechnen ; so müfste man auf gewöhnliche Art , in
der Formel y — jj- nx 2 , wo x den Kreisdurchmesser be¬
zeichnet , 400 Substitutionen vornehmen . Dagegen wird
man , da die auf einander folgenden Werthe von y , nach
dem im vorigen § . Bemerkten , eine arithm . R . der 2 . Ord¬
nung bilden , nur die 3 ersten Werthe von y nach dieser
Formel , daraus durch Subtraction die 2 ersten Glieder der
1 . Differenzreihe , und endlich daraus wieder das erste ,
aber constante Glied der 2 . Differenzreihe bestimmen ; setzt
man diese aus lauter gleichen Gliedern bestehende Reihe
nach Belieben fort , und sucht nun umgekehrt durch wie¬
derholtes Summiren die weitern Glieder der 1 . Differenz¬
leihe , so wie damit jene der ursprünglichen Reihe ; so hat



man sofort die gesuchten auf einander folgenden Werthe
von y gefunden .

Legt man , wenn die Kreisflächen bis auf 4 Decimalstellen
verlangt werden , um ganz sicher zu gehen , die Rechnung auf
6 Decimalstellen an 5 so hat man zuerst , nach der obigen For¬
mel , für x — j , - und j beziehungsweise : ' 049087 , - 196349
und ' 441786 . Hieraus folgen - 147262 , ' 245437 als die beiden
ersten Glieder der 1. und daraus ' 098175 als das beständige
Glied der 2 . Dilferenzreihe . Läfst man also den Decimalpunct
weg , und schreibt nur die bedeutenden Ziffern an , mit dem Vor¬
behalte , dafs man zuletzt wieder 6 Ziffern als Decimalstellen
abschneidet , so stellt sich die Rechnung auf folgende Art :

98175 , 98175 , 98175 , 98175 , 98175 , . . . 1 . Differenzr . ,
147262 , 245437 , 3436 i 2 , 44 *7 ^ 7 > 539962 , 638 i 37 , . . .

2 . Differenzr .
49087 , 196349 , 44 17B6 , 785398 , 1227185 , 1767147 . 2405284 , . . .

gesuchte R .
Schneidet man also , wie gesagt , überall 6 Ziffern als Deci -

malen ab , behält aber blofs ( mit gehöriger Correctur ) 4 davon
bei ; so erhält man als Anfang der verlangten Tabelle folgendes
Bruchstück :

Durchm . Kreisfl . Durchm . Kreisfl . Durchm . Kreisfl .

I
4 • 0491

.
>4 1 *2272

X
24 3 -9761X

a • 1963 »T i ' 7Ö7i
37

4 ' 9o87
4 •4418

>4 2 ' 4 o 53 n 5 -4396
1 •7854 2 3 ' i4i6

3
7 -0686

Da übrigens ein Rechnungsfehler allen folgenden Werthen
mitgetheilt würde , so mufs man sich von der Richtigkeit der
Rechnung dadurch überzeugen , dafs man von Zeit zu Zeit eine
dieser gefundenen Zahlen oder Flächen auch direct nach der
obigen Formel berechnet und nachsieht , ob damit die corre -
spondirende in der Reihe übereinstimme .

Auf dieselbe Weise würde man , um nach der Formel
A t = ' o ^ öö ^ SSi t — -o ?8 i 653 t 2 + ' 0 7 i8i t 3

eine Tafel für die Dichtigkeiten des Wassers bei den Tempera¬
tursgraden t = 1 , 2 , 3 . . . bis 8o ° zu berechnen , am einfach
sten , da die auf einander folgenden Werthe von A t dadurch



eine aritlim . R . der 3 . Ordnung bilden , blofs die 4 ersten Werthe
nach der Formel berechnen , daraus durch succcssives Abziehen
die 3 ersten Glieder der i . , die 2 ersten Glieder der 2 . und
das beständige Glied der 3 . Differenzreihe suchen , und endlich
damit wieder durch das umgekehrte Verfahren oder wiederholte
Summiren die 2 . , i . und ursprüngliche oder gesuchte Reihe be¬
liebig fortsetzen . [ I . , 219 ]

Interpolation der Reihen .

§ • 242 Erklär . Eine Reihe interpoliren heifst
zwischen je 2 Gliedern derselben eine gegebene Anzahl von

Gliedern dergestalt einschalten , dafs dadurch wieder eine

Reihe derselben Gattung und Ordnung entsteht .

§ • 243 - Um diese Aufgabe für die arithmetischen

Reihen zu lösen , bemerke man zuerst , dafs , wenn von

einer beliebigen Stelle angefangen , die Glieder der zu in -

terpolirenden Reihe durch a n , a „ p , , « „ 4 - 2 u . s . w . bezeich¬

net werden , die auf einander folgenden , zwischen a „ und

a n4 - i einzuschaltenden r — 1 Glieder sodann durch a ,

a a • . ♦ a r — 1 bezeichnet werden müssen ; weil da -
nj — njf 1 1r r

durch das nächstfolgende , wie es seyn soll , die Bezeich¬

nung a r — a n .4- , erhält ,
0 n -\ - ~ 1r

§ • 244 . Nun hat man nach Form . II . , § . 227 , wo

man sich blofs a n in aufgelöst denken darf :

ßn -f-m — o-n - f - A ' a n - {- A i a n - {- k 3a a - j - . . . ,

und da dieser Ausdruck nicht nur für ganze , sondern auch

für gebrochene Werthe von m gilt [ l , , 221 ] ; so setze man ,

wie es zufolge der angeführten Bezeichnung für die einzu¬

schaltenden Glieder nöthig ist , 7n = — . Dadurch erhält

man , wenn man einrichtet und noch bemerkt , dafs beim

Gebrauche immer ii < c> bleiben kann , für die gesuchte In¬

te rpolatio 11 sformel :
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U ( V — u )

+ U ( f — u ) ( ? V — u )

A 3 a n — etc . ( IY .1 . 2 . 3 . V3

Diese Formel bricht -wieder mit dem m -{- i . Gliede
ab , wenn die zu interpolirende arilhm . R . yon der m , Ord¬
nung ist .

Beispiel i . Um zwischen je a Gliedern der arithm . B .
zweiter Ordnung : i , 16 , 49 : ioo , . . . 2 neue Glieder im obi¬
gen Sinne einzuschalten , hat man für die Interpolirung zwi¬
schen i und 16 sofort : an — i , a n-\ -1 = 16 , A ‘ a n = iS , A -ö „ = 18
( die übrigen Differenzen = o ) , v — 3 und nach und nach u = i
und — 2 , mithin nach der vorigen Formel IV :

a n -\ ~ = l + T . i 5 — f . 18 = 4 und

= i + t - *5 — i - 18 = 9 .

Für die beiden folgenden einzuschallenden Glieder wird an — 16 ,
= 49 , A ' a n = 33 und i ’- an = 18 ; also wieder

a . 1 = 16 4 - 7 . 33 — r . 18 .= 23 und
“ Tä 1 J 9

36 u . s . w .

Die interpolirte Reihe ist sonach : 1 , 4 , 9 , 16 , 25 , 36 , 49 * . - >
also in der Tliat , wie die gegebene , eine arithm . R . der zwei¬
ten Ordnung .

Beispiel . 2 . Da man sich bei physikalischen und natur¬
wissenschaftlichen Gegenständen überhaupt häufig mit dem
gröfsten Nutzen der Interpolations - Methode auch bei solchen
Folgen von durch mühsame Rechnung oder gewöhnlicher durch
Beobachtung gefundener Gröfsen bedient , welche keine genauen
arithmetischen Reihen , jedoch so beschaffen sind , dafs man sie ,
ohne die gestattete Fehlergrenze zu überschreiten , als solche
ansehen kann ; so wollen wir setzen , es seyen für die Elastici -
tät des Wasserdampfes bei den Temperatursgraden 1 , 3 , 5 , 7 . . .
aus Versuchen der Reihe nach die Zahlen : - 1422 , - 1741 , ' 2122 ,
•2571 , -3 ioi , -3721 u . s . w . gefunden worden , und man wolle
die den Temperatursgraden 2 , 4 * 6 , . . . entsprechenden Zahlen
durch Interpolation ableiten . Für diesen Fall findet man , wenn
man die Differenzen sucht , 0319 , ' 0381 , -0449 , ' oS 3 o , -0620 ,
•0724 , . . . als erste , ' 0062 , -0068 , -0081 , - 0090 , -0104 , . . . als
zweite , ’oooö , -ooi 3 , *0014 , . . . als 3 . Differenzreihe u . s . w .
Läfst man nun die nur wenig mehr von einander verschiedenen

3 . Differenzen als gleich gelten , und nimmt dafür in dieser Cc -



gend die Mittelzahl *ooia ; so erhält man , nach der obigen For¬

mel IV , wegen 0 = 2 :

• 1422 + -j X -o 3 i 9 — jX -0062 -f VeX ’0012 = - i 575 und

• 1741 | jx ' o 38 i — jx -co68 -}- Tf X ' ooi2 = • 1924 .

Eben so findet man weiters : ' 2337 , - 2825 u . s . w . , welche

Zahlen auch in der That mit jenen durch wirkliche Beobachtung

gefundenen recht gut übercinstimmen . .— Ist man in der Reihe

weiter gekommen , so kann man die für die constante 3 . Diffe¬

renz genommene Mittelzahl so ändern , dafs sie wieder mehr

mit der in dieser Gegend wirklich herrschenden 3 . Differenz

übereinstimm t .

Beispiel 3 . Es sey endlich mit Hilfe einer Tafel , welche

die Briggischen Logarithmen aller Zahlen von 1 bis 1200 auf

10 Decimalstellen enthält , log 11 /| 835 auf eben so viele Stellen

zu berechnen .

Da in diesem Logarithmensysteme die Aufgabe gelöst ist ,

sobald man die Mantisse für Zog n48 ' 35 gefunden hat , welche

sofort zwischen den Mantissen von log 1148 und log 1149 liegt ;

so ergibt sich dafür folgendes Verfahren :

Man findet in der erwähnten Tafel für die Logarithmen der

Zahlen 1148 , 1149 , nöo etc . der Reihe nach : *0599418881 ,

•0603200287 , *0606978404 , *0610753236 , *0614524791 u . s . w , ,

und daraus durch wiederholtes Abziehen , für die ersten Glieder

der 1 . , 2 . und 3 . Differenzreihe , bei der man füglich ( da sie

•024 , *o «8 , -024 , . . . ist ) stehen bleiben kann , beziehungsweise :

•o 3378i4o 6 , — *023289 un (l ' ° 94 - Denkt man sich nun in der

ursprünglichen B , zwischen den beiden ersten Gliedern 99 Glie¬

der eingeschaltet , wodurch in der obigen Formel 100 wird ,

und davon das 35 ste genommen , wodurch u = 35 wird ; so er¬

hält man , = *0599 . . . ( = Zog 1148 ) gesetzt , sofort :

an -(- *35 = ’o599 . . . r}- ' 35 x ' o ^ S . . .
35 x 65 35 . 65 . 165- I- x ' o 632 . . . -j— --

20000 6000000
X ' 024 rz *0600742747 ,

wöbei also , nur bis auf 10 Decimalstellen gerechnet , die 3 .

Differenz keinen Einllufs mehr hat . Es ist sonach

log ii4835 = 5 *0600742747 * ) .

* ) Uber das allgemeine Interpolations - Problem , so wie über
die H e w t o n ' sehe und L a g r a n g e ’ sehe Interpolations -

formcln : I . , 226 — 23a .
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Sechstes Capitel .
Von den vorzüglichsten Umwandlungen der Func¬

tionen einer Variablen .

§ . 245 . Erklär . Eine Function um wandeln , heifst
dieselbe ohne Veränderung ihres Werthes auf eine andere

Form bringen ; dabei behält man entweder die nämliche

veränderliche Gröfse bei , oder substituirt dafür eine neue ,
die mit ihr in einer bekannten Beziehung steht .ö

Die wichtigsten Umwandlungen der erstem Art sind :

I . Zerlegung ration . ganzer Functionen in einfache oder

quadratische Factoren . II . Zerlegung ration . gebrochener

Functionen in Partialbrüche , und III . Entwickelung der
Funct . in unendliche Reihen .

I . Zerlegung ration . g a n z e r F u n c t i o n e n in
Factoren .

§ . 246 . Jede ganze ration . Function e i n e r Variablen
hat die Form y = A - (- Bx - )- Cx z setzt man diese

gleich Null und sucht nach Capitel t\ die Wurzeln a , ßi y . • •
der entstehenden Gleichung , so hat man ( § . i58 ) :

y = ( x — « ) (> — ß ) ( x — y ) . . .

Da die Wurzeln sowohl reell wie auch imaginär , und iin
erstem Falle gebrochen seyn können ; so haben die reellen

einfachen Factoren die Form a — bx , und die quadrati¬

schen , welche von ein paar conjugirten imaginären W . her¬
rühren , jene : a bx + cx z .

Wäre z . B . y = 36 — 4 ».r — iox z -f >jx * — bx * in Factoren
zu zerlegen , so würde man aus der Gleichung

— iy = x * — £ * * + -T - .r - -f 7 x — 6 — o
die W . X — j , — ^ , i + V — 5 , mithin

— ij = U — f ) ( r + i — V — 5 ) ( x — i - j. v _ 5 )oder
y = ( ?. — 3a :) ( 3 q- zx ) ( 6 — 2 X -j- x ^ )erhalten .
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II . Zerlegung rationaler ganzer Functionen
in Partialbrüche .

§ • 247 . Da sich jede unecht gebrochene Function
immer in eine ganze und eine echt gebrochene Function
auflösen läfst , so können wir bei den folgenden Entwick¬
lungen immer echt gebrochene Functionen voraussetzen .

So zerfällt z . B . die unecht gebrochene Function

i - f - a — 5a ;2 - J- 6a '3

y i - f- ix - 2J J
durch die Division , bei welcher man zuvor Zähler und Renner
nach fallenden Potenzen von a geordnet hat , in die a Theile :

5 + i3a
— ( 2 3a ) als ganze , und ^ ^ ^ als echt gebrochene

Function ( erstere kann sich auch auf eine constante Gröfse re -
duciren ) .

§ . 240 . Um die echt gebrochene Function
Z _ « , + « o X + . . + an x n — 1
JY pi -f* P 2 a -p . . --j- Qn -\ - i x n

in Partialbrüche zu zerlegen , mufs man zuerst den Nenner
N nach $ . 24 b in seine einfachen Factoren auflösen . Je nach
Verschiedenheit dieser Factoren aber sind nachstehende , in
den nächst folgenden erörterten Fälle möglich .

A . Die einfachen Factoren des Nenners N sind
sämmtlich ungleich und dabei

a) reell .

§ . 249 * Sind in diesemFalle a , — Z>, a , a 2 — b z x , . .
a n — b „ x die nach $ . 246 gefundenen Factoren von N ', so
setze man

N
A , + A„ + • • + An

- b l x 1 — b %x 1 1 a n — bnX ’

befreie diese Gleich durch Multiplication mit N von den
Brüchen , ordne Alles nach Potenzen von a , und bestimme
endlich nach dem Satze der unbestimmten Coefficienten ,
welcher hier n Gleichungen liefert , die unbekannten Coef-
licienten A iy A . , . . A „ *



i . So ist z . B . für die gebrochene Function
iV = i — .r - = ( 1x ) ( i — x ) ; man setze also

1 _

1 - X - X - j- X 1 — x 'so erhält man

l
- - sofort
1 — x 2

i A , ( \ — x ) - J- A z { i -\ -x ) oder l = ( A , -\ - A ~A - f - (Az — A t ) x ,

und daraus A , -\ - A „ = i und A „ — A l = . o , demnach = 7
xxnd A .t z= 7 . Man hat daher , diese Wcrthe substituirt :

1 — x l 2 ( 1 - )- x )

2 . Für die gebrochene Funct .

+
2 ( 1 — x )

1 + I1X — x n-

N = ( 1 + .r ) ( 3 -f 2 .r ) ( i
Z A ,
JV 1 + x 1 3 ix

— ix ) , also

+

- 8a:- — 4 a:3

oder

hat man

2 -j- 4 a: — x - — ( 3 A , + A „ -j- 3 ^ 3) (— 4 -̂ x — A i + 5 ^ 3) x

+ ( — k A i — + zA z) 3fl ;
aus dieser identischen Gleichung folgt : ’äA , A 2 - j- 3 ^ 3 = 2 ,
— l\A , — A x -j- 5Aj = 4 x •—■4 -zfj — 2 A r -J- ‘lA ^ — —• 1 , und dar¬
aus : A , = — 1 , A 2 = f̂ - und A3 = f , so , dafs man mit diesen
"VVerthcn endlich hat :

2 + 4 * — * * _ ~ 1 , 25 , 5
3 — x — 8a^ — 4a:3 i + r 8 ( 3 + 2 x) 8 ( i - ax) ‘

§ 250 . Da die Coefficienten A , , A %, . . von x ganz
unabhängig sind , und demnach bei was immer für einem
Werthe von x bestimmt werden dürfen ; so kann man ein¬
facher und bequemer aus der Gleichung
Z = A , ( fl 2 — b zx ) ( a 3 — Z>3.z ) . . -f A - ( a , — b , x ) ( a 3 — b 3x ) . . ,
in derem 2 . Theile also in jedem Gliede einer derBinomial -
factoren ( im 1 . Glied der Nenner zu A , , im 2 . jener zu
A z u . s . w . ) nicht vorkommt , ohne die Multiplication zu ver¬
richten , die Zahler A , , A %, . . bestimmen , indem man
nach und nach für x jene Werthe setzt , für welche die zu¬
gehörigen Nenner a x — b , x , a z — b 2 x , . . Null werden . —
So erhält man im vorigen Beispiele aus der Gleichung

2 -j- 4a: — x - = A , ( 3 -j- 2a ) ( » — 2a-) + A 2 ( i - j- a;) ( i — sx )

•+ • A 3 ( 1 - j- a ) ( 3 - [- 2x )



unmittelbar für x = — 1 ( wofür 1 - ]- x = o ) : — 3 .= 3A i ,
und daraus A l = — i ; für x = —• 7 ( aus 3 - |- '2x = o ) :
— X = — sij , daraus = für a; = -j- ( aus 1 — 2 a = o ) :
~ = bA 3 , also A 3 — ^ , wie oben .

Sollte einer der Zähler , z . B . Am — o , gefunden werden ; so
Z

wäre diefs ein Beweis , dals sich der Bruch durch den Fac¬
tor a m — bmX abliürzen läfst .

b) Gänzlich oder zum T h e i I e imaginär .

§ . 251 . In diesem Falle bilde man aus jedem Paar
conjug . imag . einfacher Factoren den reellen quadratischen ,
welcher sofort die Form a + b x - f- ex 1 hat , und nehme
diesen zum Nenner eines der Parlialbrüche , welchem man
aber einen Zähler von der Form A - j- Bx gibt .

•2 - X -
Uin z . B . den Bruch — r—- —-r —z—;— - in Partialbrüche

•— 5 (jx ■— 5 x 2 x3
zu zerlegen , hat man

JV = ( x — l ) 0 2 + V 0 ( x 2 v' 1) = ( x l ) ( 5 4 ^ + X - ) ;
Z A x A + B xMan setze also — -- — + —- . - , so folgt daraus
1Y OC T 1 OC' — l̂ OC-p J

Z = A i ( 5 — 4 ^ + x - ) -f - ( A -f - Bx ) ( x — ■i ) ,

und aus dieser Gleichung , wenn man , anstatt nach der allgem .
Regel zu verfahren ( d . i . die Multiplicat . zu verrichten , nach X
zu ordnen u . s . w . ) , das im vorigen § . Bemerkte berücksichti¬

get , für x = i (aus r — i = o ) : 1 = 2 A l , und daraus A i = 7 .
Wird dieser Werth in der vorigen Gleich , substituirt und diese

reducirt , so erhält man : — 7 2 .r — 7 x - = ( A -)- B x ) ( x — 1) ,
oder durch X — 1 dividirt ( es mufs nämlich auch der 1 . Theil
der Gleich . , wie es der 2 . ist , durch x — 1 theilbar seyn , weil

A und B ganze Functionen von x seyn müssen ) auch :
7 — 7 x = A -{- B x . Es ist also :

2 — x 2 1 1 — 3 x

— 54 - 9 ^ — 5 x 2 - \ - X :> ~ ~ 2 ( .r — 1) * 2 ( .r - — I\ X - j- 5 ) "

B . Der Nenner N enthält auch gleiche Factoren .

§ . 252 . Sey in diesem Falle N — S ( a — bx ) m , wo S
in Bezug auf x von der n — rn tea Ordnung seyn , und den
Factor a — bx nicht weiter enthalten soll . Man setze zur

liurg ' s Coinpenditttn d . hoh . Math , jq
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Bestimmung der aus den gleichen Factoren entspringenden
Partialbrüche '

Z P n , _ fl ,_ , Bm
iV S ( a — bx ) m ' ( a — bxyn — 1 ' * " ' a — bx ’

schaffe die Nenner durch Multiplication mit N weg und
ordne nach x ; so erhält man wieder durch Gleichsetzung
der gleichnamigen Coefficienten n Gleichungen , davon iwi
zur Bestimmung Ton B lf B 2 , . . B m , und n — m zur Be -

pStimmung der Zähler A ^ A 2 , . . A n ~ m für die aus — ent -
stehenden Partialbrüche dienen .

3 — 2X -\ - ^ X 2So findet man für die Bruchfunction - ;- -- sofort
Xl X " — X - — X

Nz = x ( x — i ) ( j ? - |- i ) 2 ; man setze daher

— = — 4 - 4 - B ' 4 . B '

N x ‘ x — i ( a : - )- i ) - ~ x + i '
Aus dieser Gleichung folgt

a ) Z = A i {x - \ ) ( x -\ - i ) '1 + A z x ( x - i - i ) 2 - {- B t x ( x — i )
, + üji ( r - i ) ( r -fi )oder

3 — ix + = — A l -f- ( — A i -j- A , — B 1 - - B z) x
4- ( A } + zA 2 -J- B x) x ~ -p ( A t -j- A 2 -j- B2 ) x >,und daraus :

A t — — 3 , — A i -\ - A i — 5 , — B „ = — 2 , A t B t —

Ai + A 2 + B 2 = o ,
so wie endlich aus diesen Gleichungen : A t = —- 3 , A2 — \ ,

= B 2 — \ . Man hat daher
3 — ix + ^ x - _ — 3 5 9 , 7
+ — x ■— x x 4 ( .r — i ) 2 (a.--(- i ) 2 4 *

§ • 253 - Auch hier läfst sich das im § . 25o hinsicht¬
lich der bequemem Berechnung der Zähler Bemerkte be¬
nützen , wie wir sogleich ohne weitere Erklärung an dem
eben behandelten Beispiele nachweisen wollen .

Aus der obigen Gleich , a ) folgt (wenn man nämlich den zu
Ai gehörigen Nenner gleich Null setzt ) für .r — o : 3 — — A ltund daraus Â = — 3 ; für x = i ( aus x — i = o ) : 6 = ÎA0
daraus A „ = f ; für x = — i [aus ( x + i ) ’- = o ] : 9 = 2 ß , , dar¬
aus Bi — ^ i diese Wcrthe in a ) substituirt und die Gleich , redu -



cirt ( um B z bestimmen zu können ) , erhält man :
■j x ( x ’1 — 1) = B 2 x ( x - — 1) ,

folglich ß 2 = -j ; Alles wie im vorigen § .
Auf dieselbe Art findet man auch die Partialbrüche , wenn

der sich wiederholende Factor ein quadratischer ist , wie z . B .
l\ X - 7X 2 - 2 X Sbei der Funct . -— ; „ - - . Denn setzt man hier

( 1 - )- x - ) 3 ( 5 — 2X1 )
Z _ A r -f 5 , x A , + B .2 x A z + x P
JY ( i -j- a: - ) 3 ( l -j- a:1) 2 1 -j—x - 5 — 2x1 '

so findet man : = \ , B , = f , fl 2 = ± , A 3 = *£ ,
B z = — vf und P = ( — 770 + 68r + 476 ^ — 44x 3) [ I . 242
— » 47 ] -

III . Entwicklung der Functionen in unend¬
liche Reihen .

§ • 254 - Hi er sollen blofs die algebraischen Func¬
tionen in Betracht kommen , weil wir die Auflösung der
transcendenten Functionen in unendliche Reihen in spätem
Capiteln besonders vortragen werden ; und zwar haben wir
es hier , da die aus irrationalen Functionen entstehenden

m

Reihen in der Entwicklung von ( a , -j- a 2 x + a 3 x z + • 0 “
enthalten , und bereits in § . 116 abgehandelt sind , lediglich
mit jenen Reihen zu thun , die aus rationalen , gebro¬
chenen Functionen entstehen .

Recurrirende oder wiederkehrende Reihen .

§ . 255 . Da sich nach loq , c ) jede ration . gebro¬
chene Function in eine unendliche Reihe von der Form
A - j- Bx Cx z -f- . . auflösen läf 'st , so setze man für die
erste und einfachste Form einer solchen Bruchfunction , die
wir wieder ( § . 247 ) als echt gebrochen voraussetzen :

+ = ^ Jrt i x -Sr t z x z -f . . -f tnX a + -J- . . ;
so erhält man durch Multiplication mit dem Nenner :
A t = Aa % -f - ( t , a , - j- A a 2 ) x - j- ( t 2 a , - |- t , a 2) x 1 -f- • .

-j- ( tn -J- i di - j- tn ^ i ) X n^~l - j- . .

*
mithin ( jj . 108 )

10
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I

Aa , = A , , t , a , - f - Aa 2 = o , t 2 a , - |- f , a 2 = = o etc . ,

tn & z '- Q >

und aus diesen Gleichungen :

A = ~ \ t ,
Ua

■A a ~
t 2 = - ?±t l , . • t „ + , =

n ,
— t » .a i

Wie man sieht , wird vom 2 . angefangen , jeder fol¬

gende Coefficient gebildet , indem man den nächst vorher¬

gehenden mit dem beständigen Quotienten - - multipli -a ,

cirt ; die entstehende Reihe ist daher ( § . 220 ) eine wie¬

derkehrende oder recurrirende ( auch rücklau¬

fend eh Der Quotient — — heifst dabei die Re 1 alion s -
v « 1

scala , welche hier Eingliederig ist , und aus welchem

Grunde auch die erzeugte Reihe eine recurrirende der e r -

sten Ordnung genannt wird .

Anmerk . Man wird von selbst die Bemerkung machen , dafs
das Gesetz der Bildung der Coefficienten ( welches hier , wo
der Zähler der gegebenen Bruchfunct , Ein Glied hat , vom 2 .
angefangen gilt ) schon in der einzigen Gleich , für ent¬
halten ist , also die vorausgehenden Relationen von t , , t2 u .
s . w . ganz überflüssig sind . Da man ferner auch das 1 . Glied

A , .
der Reihe — immer als bekannt , gleich hinschreiben kann ;

so wird das einfachste und kürzeste Verfahren , eine solche
Bruclifunction in eine recur . R . aufzulösen , folgendes , durch
nachstehendes Beispiel erläutertes , seyn .

Für die Bruclifunction z . B . setze man

— 2 - f - . . 4 . fa xn - (- tn -j- 1 ar» -h -f . . ;

so erhält man durch Wegschaffung des Nenners :

2 = 2 -f - . . - j- ( fn -pi — in ) X n “\ ‘l - j- . . ,

und daraus : fn-fi — in = o oder — in , welche Relat .
das vom 2 . Glied angefangen geltende Bildungsgesetz der
Gcoff ^c ^ ntcn * ( nämlich , dafs jeder folgende Coefficient sei¬
nem nächst vorhergehenden gleich ist ) enthält , so , dafs man

2
also hat : -— — = 2 -f - 2 .r 2 .Z - - j- -j- . .
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§ ■ 25H - Um die zunächst auf die vorige Form fol -
A l - f- A , x•rcnde JBruchfunction

auf die einfachste Art
D ' a l - J- ein x - |- a 3 x -

in eine recur . Reihe aufzulösen , setze man , in Gemäfsheit

der vorigen Anmerk . , da der Zähler sich bis x erstreckt
und der Nenner aus 3 Gliedern besteht :

A , A *>x
— IT - + ^ + • •<»1 + * 2 * + « 3 ^

- f - tn x * - j- a ," + ‘ - {- fn + 4 a .'“ + * + • • *
so erhält man :

A 1 - f- A z x = A , ^ t , <z , 4 - — - a ^ x - j- . .

- j- ( bi -J- 2 a i tn -(- i a z + ln ^ 3)
und daraus

z x“ j“ “ a z — -^ 2 ) • • G + a a l 4 " ln + i a z 4 " 1“ a i - - 0 )

also für das im 3 . Glied anfangende Gesetz der Bildung :

, _ a , “ 3 ,wz-4 -a — “ *« 5* n 1 n

nach welchem , wenn aus der i . Gleich , t , bestimmt ist , t 2 ,

t 3 , . . leicht gefunden werden . Da hier die Relationsscala

— « 2 — <H zwe £ gi £ e cler *ig ist , so heifst die entstehende

R . eine recurrirende der zweiten Ordnung .

So hat mau für die Bruchfunction - ;- , diese
— 2 x - J- x -

— — 7 "I” 9 ^ "b • ‘ “b tnX n -|- tn -j- i X n ~V l -j- f/i -j- * -f- . .
gesetzt , wenn man mit dem Kenner multiplicirt :

i — -ix = i + ( — 2t , — '- ) x + . .
*b (- 2 tn -\- z “]™ trc-f 1 *b ^K) X n ~{~* “b . . ,und daraus

— 2 f , — T = — 2 , also f , = j ;
■ 2fH -p » -f - fn -|- i -f - i ; Oj also "b t n ) »

d , h . vom 3 . angefangen , ist jeder folgende Coefficient gleich
der halben Summe der beiden nächst vorhergehenden $ mithin
ist endlich die lteiho selbst :

1 — i 3 i

_ % ^ _ X - {- x - ~ — ^ + T -r + 7 •* '1 + 7 ? + • •



Funct . eine recur . Reihe der d r i t -

§ • 257 - Auf die nämliche Art erhält man aus der
A l + A , x + &

a j + a z x -j- a z x - -\- a Ax3

ten Ordnung ; die Scala ist dreigliedrig , und das Gesetz

der Bildung der Coefficienten fängt , wenn nicht etwa A 3 — o

ist , erst im 4 . Gliede der Reihe an .
3 — ix -4- x zSo findet man für die Bruchfunction diese
1 - f - — • 2a ;3 ’

= 3 + t x x -f - t 2 x 2 + * * + tn X n -|- fn -j- l a.-" + ‘ -j- tn -j- a X n-\- *
+ fn -j- 3a :'!+ 3 -1- . . gesetzt ( weil sich nämlich der Zähler bis x "
erstrecht , und der Nenner , das fehlende mit gezählt , aus 4 Glie¬
dern besteht ) und den Nenner wcggeschafft : ( , -(- 6 = — 2 ,

t 2 + 2f 1 = 1 , • . f* + 3 + 2 fn - j- a •— 2 f „ = O , also t , == — 8 , f2 — 17
und ( als Gesetz der Bildung ) fn -j- 3 = 2 ( f n — fn -j- a) ( die dreiglied¬
rige Relationsscala ist : — 2 -j- o -J- 2 ) , so , dafs also vom 4 - an¬
gefangen , jeder folgende Coefficient gleich ist der zweifachen
Differenz aus dem dritt - und nächst vorhergehenden Coefficien¬
ten . Man hat daher endlich :

3 — 2 .r - |- -r -

'i + ix — tx * = 3 — 8x + ' 7 xZ ~ zSxz + 40 * 4 — 46 * 3 + ,

§ . 258 . Ohne diese Entwicklungen noch weiter fort¬
zusetzen , ist es ersichtlich , dafs man auf dieselbe Weise

aus der gebrochenen Function

( ^ i ~ \- A ,. x - (- . . - j- A n x n ~ ' ) : ( a , - |- a 2 x - )- . . - ]- a n -{- i a : ra)

die recurrirende Reihe der n . Ordnung entwickeln kann .

§ . 259 . Ist umgekehrt die recur . Reihe t , - J- t 2 x

- J- t 3 x z - }- . . nebst dem Gesetze ihrer Bildung , z . B .

* — B * C t
In + a - ~2 *« + » ^ *« >ß c

oder der Relationsscala — — — gegeben ; soläfst sich dazu

die gebrochene oder erzeugende Function sehr leicht finden .

Denn aus der gegebenen Relation folgt At n -\- * —

- f - C t n = o , und daraus unmittelbar ( mit Rücksicht auf die

das Bildungsgesetz darstellende Relation und den Nenner

der Bruchfunction in (J . 256 ) der Nenner der gesuchten

Funct . : A — Bx -\ - Cx l . Setzt man daher , unter der ste¬

ten Voraussetzung , dafs die Funct , echt gebrochen sey ,



-- — —1—.—- = t , -f- 12 x -(- . . gleich der gegebenen Reihe ;
u4 — H "I“ 0 x ~

so geben , nachdem der Nenner weggeschafft worden , die
beiden ersten aus der Vergleichung der gleichnamigen Co -
efficienten entstehenden Gleichungen die Werthe von A t
und A 2 .

Es sey z . B . — 7 + ’ x + l * 1 + • ‘ ^ ' e recur . Reihe und

= 7 ( f« -fi -f - t n ) ihr Gesetz der Bildung , so ist , wegen

2t/i - j- a — tn -j- i — ta — o , sofort 2 — x — x - der Nenner der er -

A | A 2 x is ,
zeugenden Funct . Setzt man daher " ■ ~̂ == — 7 ^ - '4 •r T • •

( indem man nur 2 Glieder braucht ) , so erhält man A i -\ - A 2 x

= — 1 -J- ( 7 -J- 7 ) x -j- . . , und daraus A y — — 1 und A 2 = 2 ; die

gebrochene Function ist demnach :

( vcrgl . § . 256 , Beisp . ) .

— l + U

2 - X - X ‘

1 — 2 .r

— 2 -J- x + x -

§ . 260 . Die gebrochene oder erzeugende Function
läfst sich auch noch finden , wenn aufser der recur . Reihe
nur die Form der Bruchfunct . oder ( bei Voraussetzung von
echt gebrochenen Funct .) die Anzahl der Glieder der Re¬
lationsscala gegeben ist ; wie wir diels gleich an einem Bei¬
spiele nachweisen wollen .

Weifs man z . B . dafs die Scala der recur . R . — 7 jar

■4 * v x % " h rs xZ *f - • ■ zweigliederig ist , so hann man dar¬

aus schliefsen , dafs die erzeugende Function von der Form sey :

A l -f - A 2 x- 1- ;- ; . Setzt man daher diesen Bruch gleich der ge -
ci^ -4—Äo x -j " # 3 x ~
gebenen Reihe , die man Rürze halber immer durch f , -J- t z x

+ fj x % + • • bezeichnen hann , und bringt den Nenner weg ; so
erhält man nach dem Satze der unbest . Coeffieientcn :

A 2 ~ t 2 # 2 , o = t 5 ti a-z i o = G -{- hs Ä2

f„ a 3 u . s . w . Drückt man alle übrigen Cocfficienten der Bruch -

futict . durch a , aus ( wodurch sich der Bruch am Ende abhürzen

läfst ) , so bedarf man zur Bestimmung der Coeffieientcn a 2 und

a 3 des Nenners , womit man am besten die Rechnung beginnt ,

blofs die beiden letztem Gleich . , welche , wenn man für f , ,

G , . . substituirt , in - 'J®2 — 7ct 3 = o und T 6 a 1 -\ - ia z

+ ; ä 3 ~ o übergehen , und sich nach den bekannten Maltipli -
cations -Gcsctzcn zweier Functionsreihen immer unmittelbar hin -
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schreiben lassen . Aus diesen beiden Gleich , erhält man ganz
einfach durch Elimination : a 2 = — ja i , a 3 — — und da¬
mit aus den beiden ersten der vorigen Gleich . : A t = — h a \
und A2 — ja i — - a 2 = j a , + ja , = a , ; folglich fürdieerzeu -

- T a i + a i 'r . . \ — ixgende Function :
pa , x — 7 a , x 2

, d . i .
- 1 x x 2 ’

im vorigen Paragraphe . [ I ., 253 .]

§ . 261 . Bilden die Coefficienten einer recur . Reihe
eine arithmetische Reihe irgend einer Ordnung , so läfst
sich durch eine einfache Transformation die erzeugende
Function auf folgende Art finden .

Es sey S = A 11 x -f - t 2

che Reihe ; man setze x + 1 '

'■ -j - . . - J- tn x n eine sol -

so wird ( § . 255 )

- z 4 + .
. X = z - Z * + S 3 --

und nach $ § . i 14 , i i 5 etc . :

X - = Z 1 - 2Z 3 - J- 3z 4 — 4s 5 - j- .

x 3 = z 3 — 3z 4 - (- 6z 5 — i oz G -j - , . ,
X 4 = Z 4 - 4z 5 - j- 10Z G - 20Z 7 - |- . . u . s . w .

Man erhält also mit diesenWerthen aus der gegebenen Reihe :

S = A -j- tj z -}■ 62 — fi ) s 2 - J- ( t 3 — 2 t 2 - |- tj ) z 3
- f- ( f 4 — 3t 3 - j- 3t 2 — fi ) s 4 - f- . .

oder ( J . 226 ) :

S = A -f t , z -f A 1 f , z 2 + A 2 t , z 3 + A 3 1, z 4 - f- . . ,
X

und da aus der oben angenommenen Relation z = -- -

folgt , endlich :

eine Reihe die immer abbricht , wenn , wie vorausgesetzt
wurde , t , , t 2 , t 3 , . . eine arithmetische Reihe bilden .

1. So ist z . B . für die recur . R . 3 + x -j- 2x 2 + 3 .r 3 -f - 4 ^ + . .
+ - sofort A = 3 , t , zzi , A *f , = 1 , A " f , = 0 , A 3f , — o

x . x - 3 — 5 x -j - 3x 2
u . s . \v . , also S = 3 + +

- X ' ( 1 - X ) - 1 - 2X - j- X 2

2 . Auf gleiche Weise findet man für die recur R . 1 l\ x
+ i5x - 4ox 3 -j- 85x4 + i56x 5 + • • wegen A — 1 , f , = 4 >
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A 1f , = n , A - f , = i4 , A 5 f , = 6 ( alle folgenden Differenzen sind

Kuli ) sofort : S = _ i + 5 -f 2_

i — 4 r̂ + 6 'r ' — 4 'r3 + -r4 "

§ • 262 - Um zu untersuchen , ob eine vorliegende
Reihe eine recurrirende sey , und in diesem Falle , ohne ein
sonstiges Beslimmungsstüch , die erzeugende Function zu
linden , dienen folgende Betrachtungen .

§ • 268 - Ist die recur . R . S von der i . Ordnung , so

ist der Form nach S = - —- , daher — = —4—■—— a? ;
a , + a „ x ’ A A , 1 Al

tlieilt man also die Einheit durch die recur . R . erster

Ordn . , so entsteht ein Quotient von der Form p - j- qx .

S =
§ . 264 - l st die recur . R . von der 2 . Ordnung , also

A t A2 x
so folgt

a } + a 2 x + « 3 X " ’

ct , A t a 2 -— ■A ^ a-i . A \ ct3 — A ., (A , a z
Ai ' A \ X ' Al ( A t -f- A , x )

A 2 ai )

dabei rührt der lelzte in x 1 multiplicirte Bruch , welcher ,
wie man sieht , eine recur . R . der i . Ordnung erzeugt , von
dem Reste S ' her , welcher geblieben ist , nachdem man im
Quotienten bereits 2 Glieder p + qx gefunden hat . Da

nun . auf diese Weise p q x — — o:1 und ~ eine re -
S iS O

cur . R . der i . Ordnung ist ; so mufs nach dem vdrigen § .
g
— einen Quotienten von der Form p ' - \- q x ohne Rest geben .

§ • 265 . Durch Fortsetzung dieser Schlüsse gelangt
man nun zu folgender Regel : Um zu untersuchen , ob die
Reihe S = t , -{- t 2 x - f- f 3 x 2 - (- . . eine recurrirende
sey , theile man die Einheit durch diese R . , setze aber die

Division nur so weit fort , bis man im Quotienten 2 Glieder ,
p qx und demnach einen Rest S ' x 2 , wo S ' wieder die

Form t \ - j- t \ x t [ x % - (- . . besitzt , erhalten hat . Hier¬
auf theile man eben so S durch S ' , bis man im Quotienten
2 Glieder p - j- q x und denRest S " x 2 , wo S '

ist , erhalten hat . Unter denselben Bedingungen theile man



ferner S ' durch S " , S " durch S ' " u , s . w . Gelangt man
durch dieses Verfahren endlich zu einem solchen zwei¬
gliederigen Quotienten ohne Rest , so ist S eine recur -
rirende Reihe , und zwar von der m . Ordnung , wenn die
letzte Division in der Reihe die m . war . Gesetzt , es gehe
die dritte Division auf , so , dafs man hat :

1 . , S '
g = P +

S_
S 7

p q x —|— ••£ * — = p - f- q
so ist

S " _ i £ _ ( p + q ' x ) (p " -f q " .r ) - 1- x ~
S ' p " - j- q " x ’ & ' p " q " x ’

j _ _ _ (p + qx ) ( p -f q ' x ) i p " - f q" x ) + (p -f qx -f - p " -f c/ ' .r ) x *
S ( p + q ' x ) (p " -f q " x ) + x - ’

und endlich der Form nach : S — A 1 -f x -
a i ”1* a z x - j- a 3 x - -|- ar *

die erzeugende Funct . , welche sofort eine recur . R . der
dritten Ordnung liefert .

So ist z . B . für S = — — ^ x ^ x - -j- x $ - |- ■— -j- , .

sofort i = - 2 — + S ' = | + ± * + $ * * + f | * * + . .
g

und —7 = — T ' f ‘ T a: , ohne Best ; cs ist also die gegebene Reihe

eine recurrirende , und zwar der 2 . Ordnung . Um dafür die
erzeugende Function zu finden , hat man
S ' 5 i Sx - 2 — x — x -

S - 1 -{- ix ’ S 2 , _J_ jx .— l -J- 2 x ’

also endlich S =
1 — ix

— 1 -\ - x -\ - x - ( vergl . Bcisp . im § . 256 ) .

Anmerk . In der Anwendung kann es öfter vortheilhaft seyn ,
Reihen , welche keine recurrirenden sind , näherungsweise
doch als solche anzusehen , und dazu die erzeugende Funct .
zu suchen . Diese werden ( vorausgesetzt , dafs sie conver -
giren ) der Wahrheit um so näher kommen , von je höherer
Ordnung man die recur . R . annimmt . [ Die Entwicklung des
allgem . und summat . Gliedes findet man I . , 261 — 266 ]



Siebentes - Capitel .
Uber die Umkehrung der Reihen .

§ . 266 . Erklär . Eine Reihe
y = Ax -\ - Bx 2 -\ - Cx 3 -f- .

in welcher alsoj ^ als Function von x erscheint , umkehren ,
heilst x als Function von y , und zwar wieder durch eine
nach steigenden Potenzen von y fortschreitende Reihe dar¬
stellen .

§ ■ 267 . Um nun die Reihe
i ) y = Ax - j- Bx 2 -J- Cx 3 . . ,

wobei A , B , C , . . von x unabhängige Coefficienten sind ,
umzukehren , nehme man für x die unbestimmte Reihe
x — bjr + “ f- hy 3 + • • an , bilde daraus die in i )
vorkommenden Potenzen von x , und substituire die da¬
durch für x , x 2 , x 3, . . entstehenden Reihen in i ) ; so er¬
hält man , Alles nachjr geordnet , nach dem Satze der un¬
bestimmten Coefficienten die zur Restimmung von t , , t 2 ,
t 3 , . . nöthigen Gleichungen .

i . Um z . B . die Beilie y = x -j- x - -p x 3 -J- x * - f- . . umzu -
keliren , setze man x = t t y - )- t 2 y 2 4 * CtT 5 + • • > so wird
( § § . 11 4 etc . ) = t \ y * + ittUy 3 + ( 2t , t 3 + tDj 4 + • • »
x 3 = -J- 3t ; t 2 y * + . . , .z 4 = f ‘ y 4 + . . u . s . w . , also ,
wenn man diese Werthe für x , x 2 , . . in der gegebenen R .
substituirt und nach y ordnet :

y = Uy + ( b + Oj 2 + ( fs + üfiC + R ) ^ 5
+ ( t 4 + b + R + 3tl b + 6 ) J 4 + • • •

Aus dieser Gleich , folgt aber : f , = i ; f 2 -f - t ; = : o , also f2 = — > 5
f3 + 2 fif 2 + t ? = o , also f 3 = i ; f4 + 2f , t 3 + t ; + 3t ; t 2 + tl = o ,
also f 4 = — l u . s , w . Die gesuchte oder umgekehrte R . ist so¬
nach : x = y — j2 + j3 — ( Und in der That , die für

x
y gegebene R . ist eine recurrirendc , wofür § . i5 <) y = r

die erzeugende Funct . ist ; da nun daraus x —■— folgt , so
* + /

ist , diesen letztem Bruch nach § . 2S5 in eine rccur . R . aufge¬
löst , wieder x = y — y - -f- y 3 — -j- . .)
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*C ‘ X ~*2 . Setzt man , um die K . v = z 4 - 1- -1- . .
1 . 2 1 . 2 . 3 1

umzukchren , wieder z = t , y + t 2 y - 4 . f ., / 3 4 . . . , entwickelt
wie im vorigen Beispiele die Potenzen von x und substituirt die
entstellenden Wcrthe durch y ausgedrückt in die gegeb . Reihe ;
so erhält man , wenn wieder nach y geordnet und der mehr er¬
wähnte Satz der unbest . Coeffic . angewendet wird , die Relationen :

fl = , ; f - + 771 T f ; = ° ’ a , so f"- = - T 5 ts + 6f 2 + ^ t ? ^ o ,

daraus t s = j ; t 4 4 f t t 3 + 71 ’ 4 - 7 ( ; t 2 4- —— tf = o , daraus
2 . 0 . 4}

f4 = : — j u . s . w . , demnach für die umgekehrte Reihe :

x = y — jy - 4 - iy 3 — T/ 4 + • •

3 . Laufen die Exponenten von x in der gegebenen R . nachden ungeraden Zahlen fort , so beobachten die Exponenten von
y in der umgekehrten R . wieder dasselbe Gesetz . Um daher

dio R . y = x - -4- -- - —, 2 . 3 2 . 3 . 4 * 5 umzukehren , setze

man x — t t y + t „ y * 4 . t 5 y 5 4 - . . ( nimmt man auch die Glieder
] >y - , 9J 4) • • mit in die Reihe auf , so findet man zuletzt p = o ,
(j — o , . . ) , entwickle damit z 3 , z 3 , . . und substituire die in
y ausgedriiekten Wcrthe dieser ungeraden Potenzen in der gc -gcb . R . ; so erhält man , nachdem Alles nach y geordnet wor¬
den , aus den durch Vergleichung der gleichnamigen Coeffic .
entstehenden Gleichungen : t , = 1 , t 2 = -j , fs = -̂ , f4 = 777 u .
s . w . , mithin für die umgekehrte R . selbst :

x z= y +
+ • 3rf

r; * . 3 . 5/ * +
2 . 3 ' 2 . 4 . 5 1 2 . 4 • 6 • 7

4 . Eben so erhält man durch Umkehrung der Reihe
z 3 2z 5 . 17z 7 . 62z 9

' = X + T + 3 : 5 + 3 . . 5 . 7 . 3 + Z
-J- . .

3 . ö . 7 . 9 . 3folgende sehr einfache Reihe :

x = J ~ TJ 5 + T / 5 — + • •
Anmerk . Sind allgemein m , m -\ - n , m -\ - 2n , m 4 - 3 n , . .

die Exponenten von z in der gegebenen Reihe , so sind
1 i -fu 14 - 211 > + 3n , . „ . ,— , - , -- , - etc . die aut einander folgenden1« m m ’ m ö

Exponenten der umgekehrten Reihe [ I . , 271 ] .
Wäre die H . / zr. A ßz 4 . . umzukehren , so müfstc

man zuerst A transferiren , d . i . y — A = z gesetzt , die
Reihe s = Iix 4- Cz ^ -j- • • umkehren .
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Achtes Capitol .
Über die Convergeuz und Divergenz der unendli¬

chen Reiben .

§ . 2 (5 (i . D® die Anwendung der divergirenden Rei¬
hen in der Analysis nur zu leicht zu Irrthüinern führen , und
ganz falsche Resultate veranlassen kann ; so ist cs von der
gröfsten Wichtigkeit , ein allgemeines Kennzeichen für die
Con - und Divergenz der unendlichen Reihen aufzufinden .
Da ferner nach jj . 219 eine unendliche R . convergirt oder
divergirt , je nachdem ihre Summe eine bestimmte endliche
Gröfse oder Unendlich ist , in welch letzterem Falle sie ei¬
gentlich keine Summe hat ; so wäre die Frage ob , und un¬
ter welcher Redingung eine vorliegende Reihe convergire ,
äufserst leicht zu beantworten , wenn man jede Reihe sum -
miren könnte ( in welchem Falle aber auch die ganze Frage
weit weniger wichtig wäre ) .

Um z . B . die Bedingungen anzugeben , unter welchen dio
geometr . R . a - J- a q -j - a </ - -(- • • - f - « <] n -f - . . convergirt , hat

an “ — a a — aq nman bekanntlich Sn = -- = - .
<7 — 1 1 — <7

Ist nun 1 . <7 > 1 , so wächst a q n mit n bis ins Unendliche ,
also wird für n = CO auch Sn — CO •

Ist 1 . q — 1 , so erscheint Sn unter der Form es ist aber
offenbar auch in diesem Falle die Summe Sn — a. -\ - a -\ ~ a -{- , .
dieser uncndl . R . = 00 •

Ist endlich 3 . <7 < 1 , so nimmt a q n unendlich ab , wenn n
unendlich wächst , und es nähert sich dabei Sn ohne Ende der

a a
Grenze - , oder cs wird für n — 00 sofort Sn = - •

1 — <7 1 — <7
Aus diesen Untersuchungen folgt also , dafs eine geometr .

unendliche B . nur dann convergire , wenn der (Quotient oder
Exponent derselben , ohne Rücksicht auf das Zeichen , kleiner
als die Einheit ist , und dafs diese B . in allen übrigen Fällen
divergirc .

§ 2 (59 . Wa j ec' och die Summirung nur in den we¬
nigsten Fällen gelingt , und häufig auch dann noch sehr
schwierig ist ; so mufs man für die Convergeuz der Reihen
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andere , von dieser Summirung unabhängige Kennzeichen

aufzustellen trachten . Die Betrachtungen der folgenden
sollen uns zu solchen verhelfen .

§ . 270 Es seyen a , , a 2 , . . a n . , die Glieder ei¬
ner unendlichen Keihe , die wir vorläufig als positiv vor¬
aussetzen , und S n ihre Summe ; so kann man setzen :

= - j - « 2 - f - « 3 - f * . • - J- a n - J- E n ,

wo E n = o-n -̂ - i - f - U/i - j- j - (- . . ins Unendl . die Ergänzung
der Reihe für den Zeiger n bezeichnet . Diefs vorausge¬

setzt , wird die Reihe offenbar convergiren , wenn bei der
unendlichen Zunahme von n , E a unendlich abnimmt , und

für n = oo vollends verschwindet ; im entgegengesetzten
Falle aber divergiren .

§ • 271 . Besitzt eine unendl . Reihe durchaus gleiche
Glieder a , so ist ihre Summe na für n — oo , wenn auch a

eine noch so kleine endliche Gröfse wäre , Unendlich , also

die Reihe seihst divergent . Da dieses für Reihen mit
wachsenden Gliedern noch in einem höhern Grade der Fall

ist , so können wir unsere Untersuchung offenbar auf Rei¬
hen mit abnehmenden Gliedern , d . i . auf fallende Rei¬
hen beschränken .

§ • 272 . Sind aber von irgend einer Stelle angefan¬

gen — , — , -- 3 auf einander folgende Glieder einertn u

fallenden R . , also t n < f B+ i < G -(- a und überhaupt um

so gröfser , je gröfser n ist ; so hat man — — , für 2

auf einander folgende Quotienten , welche entstehen , wenn
man in der Reihe jedes folgende Glied durch sein unmittel¬

bar vorhergehendes dividirt , und f" + * ~ fn + *, f ür j ; e j ) ; f _tTZ—|—i

ferenz dieser beiden Quotienten . Man sieht aber leicht ,
dafs diese Differenz bei der beständigen Zunahme von n
fortwährend abnimmt und für n = oo vollends verschwin¬
det , weil bei dieser Zunahme von n der Nenner dieses ßru -



ches ebenfalls fortwährend wächst , während sich der Zäh¬

ler zugleich ohne Ende der Null nähert .

§ . 278 . Es seyen nun für unsere obige Reihe a , ,

a ., , . . a n . . die Quotienten Üüil — x und — = x 4 - a „ ;
^ CLn Cln-̂ - i

so ist nach den Bemerkungen der beiden vorigen

und a n eine Gröfse , welche unendlich abnimmt , während

n unendlich wächst . Aus diesen beiden Quotienten folgt :

a n -1- , = a n x und = a n + x {x - f- a n ) = a n x ( x - j- a „ ) .

Eben so ist weiters :

cin + 3 = fl » -)- , ( a -' - f- a n -)- . ) = a n x {x - \ - a n ) ( x - }- “ n + . ) ,

Cln+ 4 = a n -\ -3 ( a : - f - = ein x ( x -\ - a n ) ( x - j- a B+ i ) ( a : - (- ff »- (- i )

t u . s . w .

Es ist also , diese Werthe oben in E „ — a „ -|- , - ]- a „ + » + • •

substituirt :

rn ) E n = ün [ x - f - x ( x - f- a „ ) - j ~ x ( x - j - a „ ) ( x - |- a n -)- . )

- J- x ( x -f a .n ) ( x - f - “ |»+ 1) ( * + - {- • •] >

oder wenn man multiplicirt und die Summe der unendlichen

geometr . R . x - f - x 1 - j- x 3 - )- . . = S setzt :

En = ein S ( 1 - f- a a - J- x a „ -p , + x z - f - . .

Xa n an -\ -v - j - . . etc . ) .

§ • 274 . Da dieser Relation wesentlich die Bedingung

zu Grunde liegt , dafs x <^ i , nämlich die zu untersuchende
X

R . f a 11 e n d sey ; so ist ( § . 268 ) S = - — eine endliche

Gröfse , und sonach ( da a n > a ,,-). , , . . dabei unendlich ab¬

nehmen ) a n S die Grenze , welcher sich E n bei der unend¬

lichen Zunahme von n ohne Ende nähert [ was auch aus der

Relat . m ) ersichtlich ist ] : nimmt also ( § . 270 ) diese Grenze ,

nämlich a n — —— , bei der unendl . Zunahme von n unend -
1 — x

lieh ab , und wird dieser Quotient für 71= 00 vollends gleich

Null ; so ist die betrefiende Reihe convergent , im ent¬

gegengesetzten Falle aber divergent . — Da es übrigens

dabei gleicbgiltig ist , ob der Quotient x , bei welchem es



nur auf den numerischen Werth ankömmt , positiv oder ne¬
gativ ist ; so gilt dieser Satz auch dann noch , wenn ( wenig¬
stens von irgend einer Stelle angefangen ) in der Reihe ein
regelmäfsiger Zeichenwechsel Statt findet .

§ • 275 . Das eben entwickelte Kennzeichen für die
Convergenz und Divergenz unendlicher Reihen zeigt deut¬
lich , dafs das blofse Abnehmen der Glieder oder Fallen
der Reihe zur Convergenz noch keineswegs hinreichend
sey ; obschon man umgekehrt , aus dem Nichtvorhandenseyn
dieser Eigenschaft , mit Bestimmtheit auf ihre D i v e r g e n z
schliefsen kann .

1 . So hat man z . B . für die unendl . II . 1 -}- -J- -5- —f—. . -f- — - .
a n-)- i n 1/1 \

sofort - = -— ;— = 1 — - b I — 4 - . . 1, also ( da x < 1an / 1 + 1 a \ nT- ~ J '
seyn mufs , und der Voraussetzung dal 's n fortwährend zunimmt )

1 x 1
x = 1 — — und a n - — 1 — — . Da nun dieser Quotient bein 1 — x 11
der unendl . Zunahme von n nicht bis Null , sondern nur bis 1
abnehmen kann ; so ist die vorliegende Reihe divergent .

2 . Für die Reihe i — 7 7 , dagegen ist

x — n -f - 1
1 — x n ( 2 n — 1)

Da dieser Quotient bei der unendl . Zunahme von n unendlich
abnimmt und für n — 00 verschwindet , so ist diese Reihe c o n -
vcrgent .

3 . Um dieDedingung zu finden , unter welcher die unendl . R .
1 1 1
- ~ + 7— + • • + ”— — 4 - . . convergirt , hat man
2 " * 4m 1 1 ( 2 ti ) m 1 0 ’

Un + I ( 2 n ) rn ( 2 )i )™ m
a n ( 2/i 2 ) m ( in ) m -f - > 2 . . * n ^ " 1

m x n — m
also x = 1 - und a a - = —;— — , woraus sofort folgt ,n 1 — x rn ( in ) m
dafs diese Reihe für alle positiven Werthe von m. > 1 con -
vergire , für alle übrigen Werthe aber d i v e r g i r e .



§ • 276 - Setzt man für x seinen Werth ( $ - 3 73 ) jein
• 3* ein _ , -»• «

so wird a n - = - , und es ist die Anwendung1 — X iln — dn -^- i Ö

dieses letztem Quotienten statt des vorigen , zur Untersu¬

chung der Convergenz einer gegebenen unendl . Reihe , mci -

stentheils noch bequemer .
l . So ist z . B . für die unendliche Reihe

i i
* + ; + t + • • + +

ui -j- i +

lln ß7!^ i j tsofort - ■— = 7 ; da also dieser Quotient für n = OO nicht
dn — dn -f -i ^

Kuli werden liann , so ist die Reihe divergent .

2 . Dagegen erhält man für die Reihe
1 _ 1 ein ein -j- i i

• T + T - . . ±
2 n — i ' 2/i -pi an — Un -\ - i l̂ n 5

und da dieser Quotient bei der unendl . Zunahme von n unend¬
lich abnimmt und zuletzt für it — OO ganz verschwindet , so
gehört die vorliegende Reihe zu den convergirenden .

l i i
3 . Für die unendliche Reihe — — *4 " * . hat man

lZn etn -\ ~i 1- — == ; :- 5 woraus sofort folgt ,
an - « - + • m nm - i + « m— + . . S

dafs diese Reihe nur für positive , die Einheit überstei¬
gende Werthe von m convergire .

4 . Um die Bedingung der Convergenz für die Reihe
x x - x 5
1 1 . 2 1 . 2 . 3 *

= +

aufzufinden , hat man dafür
ein dn -\ - 1

an — anfl 1 . 2 . 3
I- 1 2 3 n

' \ __ X X * X ‘ ‘ X

n {n -f - i — x )
3 n ( n i — x )

und es ist nicht schwer einzusehc -n , dafs dieser Quotient bei der
unendl . Zunahme von n für jeden endlichen Werth von x un¬
endlich abnimmt , folglich die vorliegende R . für alle innerhalb
der Grenzen - J- OO und — OO liegenden Werthe von x c o n -
ver gir e .

5 . Für die unendl . R . x — T ^ 2 -f - \ x * — \ x * . . erhält
a n a n-\ -1 üp x a . x nJr 'man - = -— ■— --

an — ä «fi ( u -J- i ) .r « q- tix ^ -\-
Burg ’* Compeudium d . hoh . Math .

7 = + * : Gi + ^ ) *
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Da nun für n — CO der Quotient (
also auch jener

n -f- 1
Xn -\-0

oder OO wird , je nachdem oder < 1 ist ( was man leicht

findet , wenn man beziehungsweise x = 1 - (- a und
<)• -f - d

setzt , und damit — entwickelt ) ; so folgt , dafs diese R . nur in¬

nerhalb der Grenzen x = — 1 und x = . -j- > ( diese letztere noch
mit begriffen ) convergire , sonst aber divergent scy .

6 . Unter den nämlichen Bedingungen convergirt auch
die Reihe x — \ x * -f- £ x > — j x 7 -f - . .

.r 3 x $
7 . Für die Reihe x — - - — ;—- — etc . findet man2 . 3

G . i . .
\ .r x

. 3 . 4 . 5
2tt -j- l 1
~ ~x ~ + *

dn ön -j- 1 _
—- - CT J - 1
dn — Unf 1 \ X X X ' X X X

und daraus folgt , so wie im 4 . Beispiele , dafs diese R . für jeden
endlichen Werth von x , d . i . innerhalb der Grenzen x = ■— CO
x = -f - OO convergire .

8 . Dasselbe Ergebnifs findet man auch für die unendl . Reihe
x 2 x 4

2 2 . 3 * 4
etc .

9 . Um endlich noch die Bedingung aufzufinden , unter wel¬

cher die R . ( 1 -j - arj " » = 1 -j - ) 3:2 + • • > die be¬
kanntlich ( § . 121 ) blofs für ganze positive Werthe von m ab¬
bricht , convergire , hat man dafür :

a n a n -\ -1 m ( m — 1) . . ( m — ni ) ( mji )
■m ) .r ]d n — (Infi 1 . 2 . . . n [ ( ra 1) -j- ( n -

und da ( wie wir unten § . 297 , 5 . sehen werden ) dieser (Quo¬
tient bei der unendl . Zunahme von n blofs für x < 1 unendlich
abnimmt und für n — OO verschwindet ; so convergirt diese
Reihe ebenfalls nur innerhalb der Grenzen x — — 1 und x — - (- 1.
Auch convergirt diese Reihe noch für x — 1, wenn m positiv
ist ( vergl . auch § . 278 , Beisp . 2 . ) .

§ . 277 . Zusatz . Fallende Reihen , bei denen
ein regelmäfsiger Zeichenwechsel Statt hat , sind immer

convergent . Denn sind wieder + a n + a n -\ - i 2 auf

einander folgende Glieder ( oder wenn immer mehrere Glie¬

der das nämliche Zeichen besitzen , Gruppen von Gliedern )

der R , so hat man a " anJr ‘ - = + 1 : ( — - !- • — ') ; da&a Ctn-|- t iinj



nun die R . fallend ist , also a „ und für « = oo un¬

endlich klein , demnach - und — unendlich grofs wer -
&n

den ; so wird dabei in der That dieser Quotient gleich Null .

S - 270 . Die in 2 y 4 zur Untersuchung der Con -
vergenz der unendl . Reihen entwickelte allgemeine Regel
läfst sich für jene besondern Reihen , für welche der Quo -

. fln + i _ N n a + a n a 1 4 - . . . .. .tient — — die Form / •) - -- -- erhalt , noch
an n a + An 1 + . .

einfacher ausdrücken . — Es sey nämlich
a n = ( n r -f - pn 1 1 -j- . . ) : ( rcm - j- p ' n m — ' -J- . . )

das allgem . Glied einer solchen R . , und dabei m und r
positiv , so ist
« " + . = [ ( « + 1 ) r + 7 >( ra+ 1 ) r - , + . -] : [ 0 + « ) m + />' ( « + *) '" “ *+ ••]

= [ « r + 0 + r ) nr~ ' + • •] : [n m -f- (p ,Jr m ) n ”l~ ' + . •] »
demnach

an + i « r + m 4 - ( p + p + r ) « '•4- 771— 1 _j_ 4 . m — r
a „ n r+ m + ( p + p ' + m ) /jr+ m— 1 _j_ . . n

es ist also x — 1 — —— - undn

( n r -|- pn '

X

1 — X

r ) .

welcher Quotient bei der unendl . Zunahme von n offenbar
nur dann unendlich abnehmen kann , wenn m — 1 j> r oder
m — r > 1 ist . Da nun aber , den obigen Quotienten r ) mit
jenem s ) verglichen , r - |- m = a , p —J- />' —j— /* = <z und
p -\ - p ' -\ - m =̂ A , mithin m = : A — p — p und r = a — p — p \
folglich m — r =sA — a ist ; so wird also die betreffende
Reihe convergiren , wenn ( bezogen auf den obigen
Quot . r ) A — a > -f - 1 ist .

1 . So sind z . B . für die beiden unendlichen Reihen

« + ! + * + ■ • und + ^ + ^ + • •
die Quotienten

Ctn-\ -1

(Zn beziehungsweise :



1
und

•in - J-

n — -j n "

n - )- 7 n ° ( n -j - \ ) m n m - j- mn m — 1 - J"

n m n m - f- o n m * - j-

T) a nun A — a für den erstem =; l , und für den letztem = m
ist ; so folgt , dafs die erste Reihe divergent , die letztere
aber blofs für m > -(- i convergent sey ( § . 276 , 1 . und 3 . ) .

2 . Setzt man in der iin 9 . Beisp , § . 276 angeführten Reihe

a n- |- i n — mac — 1 , so wird ——— = — — :- , woraus wieder ( und zwar
a n . n 1

einfacher als a . a . 0 . ) folgt , dafs wegen A — axzm -\ - \ diese
Reihe , bei dem angeführten Werthe von a : = i , nur für posi¬
tive Werthe von m convergire ,

Neuntes Capitel .
Entwickelung der Exponentialgröfscn und logarith -

misclten Reihen . Bemerkung über die Convergenz

unendlicher Factorenfolgen .

§ • 279 . Erklär . Jede Gröfse ( die Einheit ausge¬
nommen ) mit einem veränderlichen Exponenten wird E x -
p o n e n t ial g r ö f s e genannt ; sie hat daher immer eine
der beiden Formen a x oder y x ,

EineExponentialgröfse entwickeln , heifst diese in eine
( convergente ) unendliche , nach steigenden Potenzen ihres
Exponenten fortlaufende Reihe auflösen .

§ • 280 . Um dieExponentialgröfse a x zu entwickeln ,
setze man 1 ) a = 1 - |- 6 ; so wird a x — ( 1 -J- 6 ) r , oder wenn
man nach demBinomialtheorem ( dessen ganz allgem . Giltig¬
keit 126 erwiesen wurde ) entwickelt ;

+ ( 'D ', + 0 ‘ ’ + © '' , + - - + G ) !", +
und wenn man die Multiplicationen von

x ( x — 1)
u . s . w .

ausführt and Alles nach x ordnet :

-{- ]) .i x x -J- D 3 x '1 -J-
( « — 1)



Dabei ist der Coefficient von x , nämlich A t = b — • \ b %

+ { b 3 — \ b * . ■■+ - b n , nach einem einfachen und be -

stimmten ( von der Natur der Binomialcoeffic . abhängigen )

Gesetze gebildet , während alle übrigen Coefficienten B z ,

J5 3 , . . ganz unregelmäfsigeReihen bilden . — Man hat also ,

wegen b = a — 1 [ aus i ) ] : '

fle) CLX zzz 1 —|— A ^ X “ |— B ^ X ^ B 3 X ® —|“ • . ,

und dabei

2 ) A , = ( a — i ) — i ) 3 — } ( a — -1 ) 4 + . . .

§ • 281 - Um ferner die noch als unbestimmt anzuse¬

henden Coeffic . B 2 , B 3 . . durch dieselbe einfache Reihe

A t auszudrücken , setze man in a ) ix statt a : ; so erhält man ,

da die Coeffic , von x unabhängig sind :

qIX — , _ J_ x _ |_ _ |_ 2 3 j . 3 _ [_ t # .

Nun ist aber auch a ’ -r = ( a -1) 1 = ( i - j- B 1 x z - f - . . ) * ;

entwickelt man daher die 2 . Potenz dieses Polynoms und

setzt diese der vorigen Entwicklung von a 1;r gleich , so er¬

hält man die identische Gleichung :

i - \ - zA l x - \ - (̂ B 1 Ar A \ ) x 'l -\ - . .

- )- ( %B n - |- zA ) B n — i - {- 2jB 2 Z>’n _ 3 - f - . . ) x n - ]— . .

= i - (- zA t x - )- 4 ß 2 . . - j- z ’‘ B n x n + . . ,

und daraus ( § . 108 ) :

2 B z - j- A \ = 4 B z oder B .z =

A \
2 B a - j- ^ A l B z — 8 B 3 oder B 3 = — u . s . w . ;2 . 0

2 B n ■-{- 2 A i B n -^ , - |- oZ ?2 JS .3— 3 - J- . > = 2 ” B n ,

und daraus , wenn man das hier herrschende Gesetz für die

vorausgehenden Coeffic . , . . gelten läfst :

wovon die Richtigkeit auch noch leicht durch höhere In -

duction nachgewiesen werden kann [ I . , 289 ] . Man hat also

endlich aus a ) :
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3 ) a * = i + ^ - x 4 - ^ i - x *1 ' I . 2

A \
1 . 2 . 3 X 3 - f - . . ■

A n.
1 . 2 , i 1

wobei Ai die oben in 2 ) angegebene Reihe oder Function

der Basis a ist , und ( Jj . 276 , 5 . ) innerhalb der Grenzen

von a — 1 = — 1 und - j- 1 , also a = o und - |~ 2 conver -

girt . Ist A t eine endliche Gröfse , so convergirt diese

Reihe 3 ) ( § . 276 , 4 -) für jeden endlichen Werth von x oder

innerhalb der Grenzen x = — 00 und 2 : = - j - oo .
Anmerli . Um kurz anzuzeigen , dafs eineReihe innerhalb der

Grenzen von x — a bis x — b convergire , schreiben wir ne¬
ben oder unter die Reihe : | x — a , x = b j , und wenn die
Grenze b noch mit begriffen ist : j x = a , xz = h \ .

§ . 282 - Setzt man in der vorigen R . 3 ) = 1 , und

bezeichnet den besondern Werth von a , welchen diese

Grundzahl vermöge Relat . 2 ) ( § . 280 ) erhalten mufs , durch

e ; so hat man :

4 ) j .r = - |- oo , x — — 00 j •

Um ferner den numerischen Werth von e zu finden ,

darf man nur die obige R . 2 ) umkehren , wodurch man

( 5 - 2f >7 > 2 -)

a — 1 — Ai - j- • • oder a = i A t 4 - - I- 4 - . .1 . 2 ‘ 1 . 2 . 0

erhält , und dann A t = 1 setzen .

Ohne jedoch erst die Umkehrung zu Hilfe zu nehmen ,

darf man nur in der vorigen R . 4 ) x = i setzen , und man

erhält : e = i4 - i - f - - j— i - 4 - i — 4 - . . , oder bis* 1 2 1 2 • O 1 2 • O • 4 1

auf 9 Decimalen genau : 5 ) e — 2 *718281828 .

Die logarithmisc hen Reihen .

§ . 283 - Bezeichnet a die Basis oder Grundzahl ir -

gend eines Logarithmen - Systems , so ist bekanntlich die

Grundgleich , der Logarithmen : a x — y , und daraus für die¬

ses System m ) x = logy .

§ • 284 . Um logy in eineReihe nach y zu entwickeln ,

folgt aus der vorigen Gleich . , wenn man beide Theile zur
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Potenz s erhebt : a sz — y z , oder [ § . 281 , 3 ) ] :

1 —j— A l x 'z 4 ~ . . = 1 - j— » | ä 4 - . . ,

wobei yf , = ( a — 1) — ± ( a — 1 - j— - . , also eben so

“ 1 = O — > ) — 7 (y — ' Y 4- 7 Cr — 0 3 — etc .
ist . Aus dieser identischen Gleich , folgt ferner , da sowohl
A x x als auch a , von z nicht abhängen ( § . 108 ) : A ^x " a t

oder x = ~ [ ( j - — i ) — Hl — * ) 2 + i (X — l ) 3 — •

Setzt man für x den Werth aus der obigen Gleich , m )
1 l _ _

und Kürze halber n ) — = - :- = Ai , so
’ A , ( a — 1) — 7 ( a — 1 ) - • •

erhält man :

0 i ° gy = M [ ( y — 0 — tCt - O ' + TCr — O 3 — ■•] »
und wenn man y -j- 1 statt y schreibt ;

2 ) io g ( 14 - y ) = M ( y — \ y * + ~ r 3 ~ iy 4 ~h - •)
Lr = — 1 > jr = = H - I ! •

§ . 285 - Der von der Basis a abhängige Factor M
heilst Modul des Logarithmensystems der Basis a . Nimmt
man , was am einfachsten und natürlichsten ist , M = t , wo¬
durch auch ( Gleich , ra) = 1 , mithin $ . 282 , a — e wird ;
so heifsen die dieser Basis e entsprechenden Logarithmen
natürliche , oderauch , aus einem später ( § . 862 ) einzu¬
sehenden Grunde , hyperbolische Logarithmen . Da
wir diese durchgehends blofs mit l bezeichnen werden , so
folgt ( da der Logarithmus der Basis immer gleich Eins ist )
le = = 1 und 3 ) Z ( i 4 - j ) = X — rJ 1 4~ i/ 3 ~ 7 J 4 4 " • •

§ • 286 - Folgerung . Für y — a — 1 hat man
nach 3 ) : la = ( a — 1) — | ( a — i ) * 4 - j ( a — i ) 3 — . . , folg¬
lich J . 280 , 2 ) : A x = la , daher auch § . 281 , 3 ) :

+ 1- a - Z5 a -- 4- 7 a: 3 4~ • • >2 ' 2 . 3

und § . 284 , n ) : M = .

Um vom Logarithmensysteme Log auf ein anderes log
von der Basis a überzugehen , hat man bekanntlich :



= lf ) 8

l ° gj [ fgy
Loga ’

Lälst man daher die natürlichen für die bekannten Loga -
=

La La
rühmen gelten , so erhält man logy J ’ oder

endlich ( vermöge der vorigen Relat . ) logy Mly ; dabei
bezeichnet M den Modul für das System log von der Basis a .

§ . 287 Um die obige Reihe 2 ) fürWerthe von 1
gut convergirend , also für die wirkliche Berechnung brauch¬
bar zu machen , setze man in dieser R . — y statt y , und
ziehe von ihr die dadurch entstehende Reihe ab ; so erhält
man log ( 1 -j - y ) — log ( 1 — y ) oder

ß ) los Cr + Cr 3 + ir 5 + • •) ,
l —|- y x 1

und wenn man - — = -- setzt , woraus r = -1 — y x — 1 ^ 2 .r — 1
folgt :

4 ) logx = log ( x — 1 )

4 - 2mV —-- 1- 1- 1_ !_ 1- . . 1 .
l __2X — • 1 ' S ( 2X l ) 3 ‘ 5 ( 2X l ) 3 ' _ J

§ . 288 . Nach dieser schon sehr gut convergirenden
Reihe erhält man die natürl . Logarithmen der 3 ersten Prim¬
zahlen ( die Logarithmen der zusammengesetzten Zahlen
werden durch blofse Addition aus jenen der Primzahlen er¬
halten ) wegen 1 1 — o und M = \ :

Za = 3 G + 3 ^ + 5TP + * -) SSO ’6 93 , 4 7 l8 ’

Z 3 = Z3 + a ( i + r ^ .+ r L r + . . ) = 1 -09861229 ,

Z 5 = aZa + + = 1 -60943791 .

Daraus hat man z . B . für die zusammengesetzte Zahl 10 :

l jo = I2 15 = 2 -3o2585o9 ,

§ . 289 . Um diese letzte Reihe 4 ) noch convergen -
ter zu machen , setze man x = s 2 ; so erhält man , wegen

4
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log ( x — \ ) = log ( z Z — l ) = log ( z 4 - 1 ) - j- log ( z - l ) :

5 ) logz — j [ log ( z — 1 ) 4 . Zog - ( z - f - i ) ]

+ ” [ 3 : r7 + 3 i = ^ TF + . -] .

§ • 290 . Setzt man , für den Fall , dafs die Logarith¬
men auf 20 oder 3 o Decimalstellen berechnet werden sol¬

len , in der Reihe ß ) , 287 : y •
( x — i ) 2 ( .r + 2 )

, - f - jr =

log

X 5 ix

( x - i ) 2 ( .r + ?.) _ _

. * — J

zm \

= - — ; so erhält manx * — ix

^ fo ] g ] . chx 5 — 3 .r

' D
^ 3^ + - ' ] ’

( x -\ - \ ) ‘l ( x — z ) — ix 1 3 ( .r 5-

und daraus , wenn man die eingeklammerte Reihe durch R

bezeichnet , die von Bor da gefundene Formel :

6 ) log ( X - J- 2 ) = 2 log ( x - |- 1 )

- j- log ( a - — 2 ) — 2 log ( x — 1 ) - j- 2 MR .

§ . 291 . Setzt man in der nämlichen Reihe ,

wodurch — — = - wird ; so erhält man

* > • • ’ s - ■ “ [ ( & ) + ; ( £ * ) ■ + • ■] •
und daraus viele gut convergirende Reihen , wenn man den

unbestimmten Gröfsen p und q solche Werthe beilegt , dafs

sich diese erstlich in einfache Factoren zerlegen lassen , und

dann p — <7 bedeutend kleiner als p - \ - q ausfällt . Solche

Werthe sind z . B . die folgenden :

p = x * — 2 5 x z = x 'l ( x - \ - 5 ) ( x — 5 ) und

q = a .-4 — 25 * * - J- 144 = ( x -f - 3 ) ( o :— 3 ) ( a : - |~ 4 ) ( a : — 4 ) i

denn man erhält damit aus •/ ) , wenn man der Kürze wegen
die Reihe

( - — - ) - f - ( -
V .r " — i.Bx - -\ - qi/ i \ x

7 2

— i.Bx - -\ - qi/ 3 \ x 4 — 2Bx - -j - j2

setzt , die von Haros herrührende Reihe

) * + • • = H

7 ) Zog ( x + 5 ) = log ( .r - J- 4 ) + Zog - ( * -f - 3 )

4 - log ( x — 4 ) 4 - log ( x — 3 ) — 2 logx — log ( x — 5 ) — aMR .
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Anmerli . So brauchbar auch diese bisher entwickelten Rei¬

hen soyn mögen , so ' würde man doch noch , wenn es sich
heut zu Tage um die Berechnung von ausgedehnten loga -
rillimischen Tafeln handeln sollte , mit grofsem Vortheile
damit ein Verfahren in Verbindung bringen , welches die
Differenzenreihen an die Hand geben [ I . , 3oa ] .

§ • 292 - Aufser dem natürlichen Logarithmensysteme ,
welches ausschliefsend in der Analysis angewendet wird ,
ist noch vorzüglich , und zwar durchgehends beim Rech¬
nen , das Briggische System , welches 10 zur Basis hat ,
im Gebrauche . Da aber für dieses System der Modul ( § . 286 )

= *434 2 944 ^a -3oa . . .

ist , so wird man ( § . 286 ) die natürl . Logarithmen ( 1) in
Briggische ( die wir immer durch log bezeichnen werden )
umwandeln , wenn man die erstem mit diesem Decimalbruche
•434 . . . multiplicirt , dagegen , umgekehrt , diese letztem
auf natürliche bringen , wenn man sie durch diesen Bruch
dividirt , oder , was bequemer ist , mit l 10 = 2 ’3 o 2585 og
multiplicirt .

§ . 298 . Da wir die Eigentümlichkeiten und Vorzüge
dieses Systems als bekannt voraussetzen dürfen , so wollen
wir hier nur noch kurz einen Satz ableiten , auf welchem
der Gebrauch der Tafeln beruht , und welcher in den
Elementen nur aus den Tafeln selbst nachgewiesen wer¬
den kann .

§ • 294 - Setzt man in der R . 2 ) , 284 , in welcher

jetzt M den Briggischen Modul bezeichnen sol ^ ^ s - ;n

so erhält man log ( n -\ - 1 ) — log 11 — M - (
eine Reihe für die Differenz der Logarithmen zweier um
eine Einheit von einander verschiedener Zahlen .

Ist nun bereits n )> 10000 , also < ‘oooi und
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so hat , da auch überdiefs noch JVT< 1 ist , selbst schon

das 2 . Glied dieser Reihe auf 7 stellige Mantissen keinen

Einflufs mehr , und man kann daher für Tafeln , welche die

Logarithmen auf höchstens 7 Decimalstellen enthalten , und

für Zahlen n , welche schon nahe gleich 10000 sind , oder

gar diese Zahl übersteigen ( für 6 stellige Mantissen brau¬

chen diese nur 1000 zu übersteigen ) setzen :M
Zog ( n - j- i ) — logn = — .

Unter den nämlichen Bedingungen ist aber auchM
log ( n - \ - ‘2. ) — log ( n - fi ) = — — ,

und da bei dieser Gröfse von n und bis auf die angenom¬

mene Grenze von 7 Decimalstellen ( wie man leicht findet )
M M .

- = — ist ; so hat man :n + 1 n

log ( n -\ - 1 ) — logn : iog ( n . - |- 2 ) — log ( n -\ - 1 )
itt /• l 'v , > , / I V

= — : — - — = 1 : 1 = ( n + 1 ) — 71 '• 0 + 2 ) — ( rt + 1 ) *n n 4 - 1

d . h . es verhalten sich unter diesen Bedingungen die Diffe¬

renzen der Logarithmen , wie die Differenzen der zugehöri¬

gen Zahlen .
Bekanntlich beruht auf diesem Satze die Methode , um aus

einer solchen 7 Stelligen Tafel , die gewöhnlich die Logarithmen
aller 5 ziffrigen Zahlen unmittelbar enthält , auch die Logarith¬
men der 6 , 7 und in manchen Fällen 8 ziffr . Zahlen mit Hilfe
der Proportionaltheile zu finden . [Noch melireres hierüber in

I . , 3o 7 , ff . ]

§ . 295 . Um eine Reihe für die entsprechende Zahl

durch den Logarithmus ausgedrückt zu finden , setze man

e z = x ; so wird , § . 282 : a ? = 1 —J—s —

oder wegen z = Ix = — ? — auch :

• = ■ + ( £ ’) + \ (-!; y + ^ y + -
l logx logx

M
- OO ,

[ I . , 309 , ff . ]
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§ . 296 . Mit Hilfe der logarithmischen Eeihe 2 ) ,
284 , läfsVsich nun auch eine Formel zur approximativen

Berechnung von x aus der Gleichung x x c = a entwickeln .

Denn ist # = a ein vom wahren Werthe um keine ganze

Einheit mehr abweichender erster Näherungswerth , wel¬

cher durch ein paar Versuche leicht gefunden wird ; so

setze man m ) x = a , -\ - y , wobei also t ist . Dadurch

erhält man , wegen x logx = loga :

log a = ( a + 7 ) log ( a -f j ) = ( « + 7 ) | ~ log a log
oder wegen

C ' + 9 = « ß - : (0 ' + - - -]
wenn man nämlich , da es sich nur um einen einfachen Nähe¬

rungswerth handelt , die höhern Potenzen von — ausläfst :a

log a = ( a - j - 7 ) ^ log a - j- = a log a - {- My - \ - J ' log a
]/[ yl

[ — — wieder weggelassen ] , und daraus als Näherungswerth

für 7 :
9 ) 7 = loga — a loga

M -|- loga

Um z . B . ans der Gleichung # * = 645 den Werth für x zu
finden , hat man nach dieser Formel , da 4 4 = s56 und 5 5 = 3i25
ist , also x zwischen 4 und 5 liegt , für a = 4 ' 5 , wegen « = 645
und ( § . 292 ) M = *4342945 : 7 = — ' 119 . Mit diesem Werthe ist
# = 4 ' 5 — - ii9 = 4 ' 38 i genauer als der vorige Werth a Läfst
man diesen letztem Werth für a gelten , und berechnet nach
der nämlichen Formel 9 ) dafür y , so erhält man 7 = — ' 00109 ,
also ist noch genauer : # = 4 ' 38 i — ' 00109 = 4 ' 3799i . Setzt man
aber neuerdings a = 4 '3799i , so findet man y — — ' o 5 i , also
# = 4 ' 3799 1 — ' o 6 i = 4 ' 3799099 , welcher Werth bereits schon
bis einscliliefsig zur 7 . Decimalstelle richtig ist und durch Fort¬
setzung dieses Verfahrens leicht noch genauer gefunden werden
kann .

Convergenz unendlicher Factorenfolgen .

§ . 297 . Um zu untersuchen , unter welchen Bedin¬
gungen eine unendl . Factorenfolge f ’ s = a , a 2 a 3 . . . a n ßn + i • • •
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convergirt , d . h . sich einer bestimmten endlichen Grenze

um so mehr nähert , je mehr Factoren von vorne herein

man beibehält ; so bemerke man , dal 's wegen 283 , 285 )

a „ = e lan , auch i ) F = r ^ + /a 2 + - - ' + /a « + - - - ist . Ist

nun die unendl . Reihe 2 ) la x - |- l a 2 - j- la n - j - . . .

convergent , und s ihre Summe , so ist auch F = e "

convergent und von Null verschieden . Ist dagegen

diese R . 2 ) divergent , also ihre Summe = + 00 ; so ist

im 1 . Falle F sa e + °° = 00 divergent , und im 2 . Falle

F = e ~ 03 = 0 , also convergent und gleich Null .

1. So ist z . B . fiir die unendl . Factorenfolge ( 1 —J—1) ( 1 —J—-5-)

( ' + 9 ) ( l + Tö ) • • • die obige Reihe 2 ) sofort :

; ( ‘ + ’ ) + 1 ’ ' + 1 + + •
Setzt man Kürze halber den Quotienten ( § . 27h )

Cln Gn ~{- »- - ■ = (J ,
Cln — Gn -\ - \

löst hier l ( 1 4 - — | und l ( 1 + ;— ;— — J nach § . 285 , 3 ) auf ,

und behält dabei nur immer das 1 . Glied der R . bei ; so erhält

man 0 = - -- = - -- . Die vorige R . ist demnach ,
v n 2 2/1 + 1

da für ra = co , Q = o wird , convergent ; cs convergirt also
auch die vorliegende unendl . Factorenfolge gegen eine endliche
Grenze .

2 . Für die Factorenfolge ( 1 — f ) ( i — v ) ( i —

wird die obige R . 2 ) ; l ( 1 — 7 ) + l ( 1 — f ) + . . . , und für diese ,

nach einem ähnlichen Verfahren , Q = - -— ;— , — — Diese
n — ( « + 1)

R . ist also divergent und ( da Q negativ ist ) ihre Summe = — 00 ;
es convergirt demnach die betreffende Factorenfolge gegen
Null .

3 . Da man hingegen für die Factorenfolge ( 1 + i ) 0 + y ) • • •

— ) . . . , Q = _ __ = 1 findet , so wird diese für
nj ‘ v m + 1 — n

n — OO ebenfalls Unendlich und ist sonach divergent .

Für die unendliche Factorenfolge ( 1 + af ) ( ■ ±5 )



0 * ! ) • • ■ 0 * 5 ) ' findet man , (lafs sie für einen jeden

endlichen Werth von x gegen eine bestimmte endliche Grenze
convergire .

5 . Um endlich noch zu untersuchen , für welche Werthe von
m ( m — l ) ( m — 2 ) . . . ( m — n + i )

x die Factorenfolge - ;- x n , wel -
1 . 2 • 6 . . . 11

x n

n
eher man auch die Form + m

geben bann , convergire , wird dafür die obige R . 2 ) : l ( - ? ) + •

( m \ f ln \1 - I -4- n 1 Ix -- 1 , wobei sich das letzte Glied ,
* — V V

bei der unendl . Zunahme von n ( weil dabei — gegen Null con -n
vergirt , I . , 3 i 8 ) , auf nix reducirt . Für positive Werthe
von m ist die Summe dieser R . bis einschliefsig zum vorletzten
Glied genommen , da sie steigend , also divergent ist , und die
Logarithmen negativ sind , gleich — OO ; es ist also für n = OO
die Summe der ganzen R . = 00 ( — 1 -|- Ixi , und daraus folgt ,
dafs für negative Werthe von Ix überhaupt , also für x < 1,
dann für solche positive Werthe , wofür lx < . 1 , also für x < e ,

mithin zusammen , überhaupt für a ; 1 , die besagte Reihe 2 )

gleich 00 , demnach endlich die vorliegende Factorenfolge
gleich Null wird ; ferner , dafs für x > e ( d . i . a: > 2 '7i8 ) , wo¬
für nämlich lx > 1 ist , die Summe dieser R . = -|- oo , folglich
die Factorenfolge divergent oder unendlich wird . — Für nega¬
tive Werthe von m hingegen ist für n = CO die Summe die¬
ser R . 2 ) = 00 ( 1 -J- l a:) , also für x ^ 1 sofort = -[- OO , und
für solche Werthe von .r < i , für welche dem numerischenWertli
nach Ix > 1 ausfällt ( da dabei Ix negativ ist ) = — OO : die
Factorenfolge selbst ist daher im 1 . Falle divergent und im 2 .
convergent und gleich Null . Alles zusammengefafst , sieht man
also , dafs die hier vorliegende Factorenfolge bei jedem Werthe
von m , für x < 1 convergent und gleich Null , dagegen
im Allgemeinen für x > 1 divergent und unendlich sey .



Zehntes Capitel .

Trigonometrische Reihen . Berechnung von 7r . M6i \ >r -

sehe Formel . Binomische Gleichungen .

§ ■ 298 . Setzt man Kürze halber V — i — i und in
der Reihe /j ) , § . 282 , statt a einmal xi und dann ■— xi ;

. a - a 3 i x * .r5 i
so erhält man : « •" = 1 -4- ai - - -— - - —

1 2 j . 3 s . 0 , 4 J . . . 5
, . . x 2 , X * i , x * a '- i

etc . und e ~ xl = 1 — xi - - ——1- -- - — etc .
2 2 . 6 2 . Ö . 4 . 2 . . . Ö

Ferner aus diesen beiden Reihen , wenn man sie einmal zu¬
sammen addirt und dann auch von einander subtrahirt , im

erstem Falle sogleich durch 2 , und im -leitztern durch 2i
div 'idirt :

exi - (- e — x
x - . x * x a
2 ‘ 2 . 3 . 4 2 . . . 6

x 3 , x 5

2 . 3 1 2 . 3 . 4 . 5

' T +

* “ +

+ und

§ • 299 . Bezeichnet man den ersten dieser beiden
Exponentialausdrücke durch f ( x ) und den letztem durch
f ( x ) , so erhält man ganz einfach daraus folgende Relatio¬

nen : / ( o ) = > i , 9 ( 0 ) = o , / ( * ) ’ + 9 ( * ) ’ = 1 , / ( — x )

= / ( + « ) , ? ( — x ) = — 9 ( + * ) > / ( 2 a ) = 2/ ( a ) ’ — 1

■.— 1 — 2 9 ( x ) ’ , 9 ( 2 x ) = 29 ( x ) f ( x ) u . s . w . , so wie auch
noch , 9 ( a ±j ) = 9 ( x ) f ( y ) + 9 0 ' ) / ( a ) und f ( x ±j )
= f (x ) f ( y ) + 9 0 *0 9 00 [ h , 328 ] . Aus allen diesen Re¬
lationen folgt aber , was auch schon die beiden ersten allein
beweisen , das f ( x ) — cosx und 9 ( a ) = sinx sey ( vergl .

§ § • 9 ~ 3 4 ) .

§ • 800 . Man hat demnach folgende wichtige Aus¬
drücke :

e x \/ — i e —W — > exV — 1 - f e — 1
1 ) sin x = - f - 1 2 ) cos x — - — ,

' 2 V — 1 2
a 3 . x 5

3 ) sin x = a — •— - T- - - — • • • 1
' 2 . 3 2 . . . 5
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4 ) cosx X * X 1

2 2 . 3 . 4-

oo ,

2 . . . 6 ^

- )- oo für beide R . | .

- . , , , , sln X , cos X

§ . 801 . Wegen tangx = ^ und cotx = ^

erhält man ganz einfach , wenn man für sin x und cos x die

Reihen 3 ) und 4 ) substituirt :
X ’ 2X ’ 17X7 Ö2X »

5 ) / * «* * = * + .8- + ä- + § r ^ + _ _ + . . .
6 ) cot x = —

X

X

3

X 5
3 * 71

2X J

3 "'- . 5 . 7

[ Wie man in diese Reihen durch Einführung der Bernoul -
li sehen Zahlen ( § . 239 , Anmerk . 1) ein Gesetz hineinbringt , so
wie die Entwiclil . der Reihen für Isinx , l cos x etc . , s . m . I . ,
333 , ff .] .

§ • 802 . Um x durch sinx und tangx auszudrücken ,

erhält man durch Umkehrung der Reihen 3 ) und 5 ) , § . 267 ,

Reispiele 3 . und 4 . :

7 ) x = sin x
1 , sin xJ , 1 . 3 sin x 3 1 . 3 . 5 sin x 1

2 . 3 2 . 4 . 5 2 . 4 . 6 . 7

j sin x — “ • 1 , sm x ■1— *- |—

+ . . .
* >

8 ) x = = tangx — j tangx 3 - f - } tangx s — - tangx 1 - ]- • • •

| lang x = — 1 , lang x = - j- 1 J .

Anmerlt . Diese letztere Reihe liann auch direct auf folgende
Art abgeleitet werden : aus den Gleich . 1 ) und 2 ) , § . 3 oo ,
folgt durch Addition und Subtraction ( wieder \j ■— • 1 = i

gesetzt ) : e « = cosx isinx = cosx { 1 i tangx ) und
e — xi — cos x — i sin x = cos x ( 1 — i lang x ) , und wenn man

auf natürl . Logarith . übergeht : xi = l cos x - J- l ( i ilangx )
und — xi = l cos x - j- Z ( 1 — i tangx ) -, diese beiden letztem
Gleich , von einander abgezogen , erhält man , wenn man auch

gleich durch 2 i dividirt : x = - 7 / ( ] . ,+ i tangx \
ii \ i — i tangx/

wegen ( § . 287 , ß )

/1 - f- i lang x \ ,

[ T - i tangxJ = - 1 tangx 3 + . ' . .) ,

endlich : x — tang x — j taug x 3 + { taug x 3 — . . .
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Reihen zur Berechnung der L udolphischen
Zahl jr ,

§ . 803 . Setzt man in der vorigen Reihe 8 )
x

so erhält man , wegen tangx = lang l\ 5 a
zuerst von Leibnitz aufgestellte Reihe :

+ T - T + •

sofort die

welche jedoch wegen ihrer zu geringen Convergenz zur Be¬
rechnung selbst nicht brauchbar ist .

§ • 804 . Dagegen erhält man für x sa 3o ° = — aus
der genannten Reihe , wegen lang 3o ° = —— die schonyd

besser convergirende R . ■K 1
6 Vi 3 . 3 V3 1 5 . 3V3

oder ' = s V/ 3 ( ' - ä^ + Ö : - ^ + - " >

S * 305 . Setzt man a b = 45 % so wird ( $ . 22 )
tanga - tangbtang ( a -\ - b) =

1 — tang a tangb
und aus dieser letztem Gleichung für tanga = 7 , sofort
lang b = -f . Nun ist aber wieder nach der Reihe 8 ) , we¬

gen tanga = \ \ a = { — —-— und wegen langb = \ i

b = ~ ~—-— 1- . . . . mithin wenn man diese beiden Reihert3 3 . 3 5 ‘

addirt , wegen a -f- b ~ , sofort :

3 . 3 » 5 . 3 S

Nach dieser von Euletr herrührenden , zur wirklichen Rech¬
nung äufserst bequemen Reihe findet man für die ersten 16 De -
cimalstellen : jt = 3 , i4iS92653589793i .

An merk . Gestützt auf das hier angewandte Verfahren , den
Bogen von 45 ° in 2 oder mehrere andere zu zerlegen , deren
Tangenten passende Werthe haben , lassen sich noch viele an -

Burg ’* Compendium d , höh ^ Math ,- j 2
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dere und stärker convergirende Reihen herleiten . So wird z . B .
für 20. -j- Z> = 45 ° und tanga — j - , wofür man taug b = j

Für + b — 45 ° und tanga — 7 , wozu tangb = — 775

erhält mangefunden wird ,
\ i . 5 3 . 53
[ I - , 33 7 , ff.]239 3 . 329 :

Moivre ’ sehe Formel .

§ . BOG . Aus den Gleichungen 1 ) und 2 ) , 3oo ,
folgt , fortwährend ^ — 1 = i gesetzt :

ü ) cosx + i sitix = ei ‘* .

F. ben so ist auch cosj + isiny — e + ‘> , mithin , wenn
man diese beiden Gleich , mit einander multiplicirt :
b ) ( cos x + i sin x ) ( cosj + i sin j ) = cos ( a—)-jr ) + ‘ sin

Setzt man in a ) x + im statt x , wo r jede ganze
positive Zahl bezeichnen soll ; so erhält man wegen

cos ( x + 2rir ) = cosx und sin ( x + 2r ;r ) = sinx ,

sofort : cosx + isinx — e i 2 ( ■* i ' , un d wenn diese
Gleich , zur n . Potenz erhoben wird , wo n jeden Werth
haben bann : ( cosx + i sin x ) n = e i n ‘ i 2r7: ) , und end¬
lich mit Berücksichtigung der Gleich , a ) , wenn man in der¬
selben n ( x + 2 r ?r ) statt x setzt :

1 ) ( cosx + i sinx ) '1 = cosn ( x + ir -x ) + i sinn ( x + arsr ) ,
welche Formel unter dem Namen der M o i o r e ' sehen be¬
kannt ist * ) .

§ • 307 . Ist in dieser Formel 1) n eine ganze Zahl ,
so erhält man für die Entwickelung ( da cos und sin n ( x ± 2 rar )
= cos und sinnx vvird ) , wie es seyn soll , nur einen

Werth . Ist dagegen n — — ein zur kleinsten Benennung

') Eigentlich verstand man darunter , seihst bis auf die neueste
Zeit , die speciellere : ( cos x + i sin x ) « — cos nx + i sin nx ,
welche aber nur für ganze Zahlen von n giltig ist .
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gebrachter Bruch vom Nenner m , so erhält man für r = o ,
1 , 2 , . . . m — l , m , m - 1- i , , , . aus n ( x + 2 rx ) der Reihe

itt , .. s s , is s is ( m — i )nach die Rogen : — x , — x t — x , . . . x - x ,m m — m m — m

( — .r + 2sx ) , f — x + — + zsx ) u . s . w . , von welchenm — / \ m — m — /
aber , man mag nun durchaus die obern oder untern Zei¬
chen beibehalten , wie man sieht , nur die m ersten ( nicht
eingeklammerten ) verschiedene Sinus und Cosinus , da¬
gegen der m -1- i . mit dem i . , der m - 1- 2 . mit dem 2 . u . s . w .
denselben Sinus und Cosinus besitzen , so , dafs also die
Entwickel . i ) , in diesem Falle , wie es seyn soll , m und
auch nur m verschiedene Werthe , und zwar dadurch er¬
hält , dafs man nach und nach r = o , j , 2 , . , . ( m — i )
setzt . Behält man jedoch die doppelten Zeichen bei ,
so darf man zur Gewinnung dieser m Werthe , wie leicht

zu sehen , diese Substitutionen blofs bis r = — , wenn m
2

gerad und r = —- 1 , wenn m ungerad ist , fortsetzen .

- Denn ist tn gerad , so entsteht für r = — - ]- i ein Bogen ,
welcher für das obere oder untere Zeichen denselben
Sinus und Cosinus besitzt , wie der durch die zweit vor¬

hergehende Substitution von r = —•— i entstandene Bogen

für das untere oder obere Zeichen ; dasselbe gilt von

den beiden Bögen , welche durch die Substit . von r = ™ - }- 2

und r = a — — 2 entstehen u . s . w . Ist aber m ungerad ;
2 a ’

so gibt die Substitution von r = . ™- - 4 - i ~ m einen
° 2 1 2

Bogen , welcher für das untere oder obere Zeichen
denselben Sinus und Cosinus erhält , wie der aus der Sub -

• m — • >
stit . von r — - lür das obere oder untere Zeichen ;

2

dasselbe gilt für die beiden , aus den Substitutionen von
t + 3 und entstehenden Bögen u . s . W ;

1 2

3
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§ . 308 . Für x = o und x = jt erhält man aus der
Gleichung 1 ) , § 3 o 6 , beziehungsweise :

2 ) ( H ~ • ) " = coszrnit + isinarnx ,
3 ) ( — 1 ) ” = cos ( 2r - f - 1 ) n jt + i sin ( ar - {- 1 ) n jt ,

und es gilt auch von diesen beiden Formeln das eben An¬

geführte . Man erhält nämlich , sowohl für ( - (- i ) n als für

( — i ) " , nur einen Werth , wenn n eine ganze Zahl ,
g

dagegen m Werthe , wenn n = - ist , und zwar dadurch ,

dafs man nach und nach r = o , 1 , 2 , , . . — oder — — -2 2

setzt , je nachdem m gerad oder ungerad ist .

§ • 309 . Setzt man in der Eelat . b ) , § . 3 o 6 , nx statt

x und j = + 2 riut , so erhält man

( cos nx + i sin nx ) ( cos Qrnjt + i sin 2r n jt )

= cosn ( x + 2rjt ) + i sinn ( x + 2 rjt ) ,

nämlich dasselbe Resultat , wie in der Formel 1 ) , 3 o 6 ,

so , dafs sich also diese letztere , mit Rücksicht auf die

vorige Gleich . 2 ) , auch so darstellen läfst :

4 ) ( cosx + i sin x ) n = ( - [- i ) " ( cos7t ;r + i sinnx ) .

Aus dieser letztem Formel folgt auch noch für x = jt :

5 ) ( — \ ) n = ( - {- i ) n ( cos njt + i sinn 7t ) , <

und man erhält sonach aus diesen beiden Formeln , wenn

- ist , die Tn verschiedenen Werthe , indem man denm

Werth von cosnx + i sinnx und cosntt + isinnjt nach

und nach mit den m verschiedenen [ aus 2 ) zu findenden ]#

Werthen von multiplicirt .

Für x ~ ~ erhält man noch aus 4 ) :2 '

6 ) ( + i ) n = ( - 1- 1 ) n ( cos — Jt + i sin — jtV * — 2.

wofür dieselbe Eemerkung gilt . S

An merk . Versteht man unter wie bisher , die sämmt -$

liclicn m "Wcrlhc oder Wurzeln von i m , dagegen unter
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T "‘ nur den einen , gewöhnlichen oder sogenannten arith¬
metischen Werth , und macht man überhaupt denselben
Unterschied auch zwischen ( « )« und ( wenn n gebrochen ist )

ä n , log {a ) und loga u . s . w . ; so erhalt man sofort auchim —
die m AVurzeln von y' + a — ( + a ) m , indem man die arith -

i i

metische W . a rn mit den m Wurzeln von ( + i ) "‘ der Reihe
nach multiplicirt ; denn cs ist

1 t
m mm _ —

V + a = f + i , V « = . ( + i ) ' n ä m .
( Vergl . auch § . 177 .)

§ . eio . Da sich die Formeln 2 ) und 3 ) , 3 o 8 , mit *

Rücksicht auf jene a ) , 3 o 6 , auch so darstellen lassen :

7 ) ( + 1 ) » = „ ±und ( — , ) » = 6 ± ( * »- + O « «’ «

so erhält man daraus , wenn man natürl . Logarithmen nimmt

und überall gleich durch n abkürzt : l ( - J- » ) = + und

l { — 1 ) = > + ( 2r - f - 1 ) i jt ; woraus sofort folgt , dafs sowohl

( wegen r — o , 1 , 2 , . . . ) der positiven , wie der negativen

Fünheit unendlich viele Logarithmen zukommen , dafs aber

unter den ersteren nur einer ( jener für r = o ) , unter den

letzteren aber gar keiner reell ist . Da ferner

l ( - (- a ) = l ( - | - 1 . a ) = l ( - }- 1) lä und
l ( — a ) — l ( -— 1 . a ) = l ( — 1 ) - j- lä

ist , so gilt dieses überhaupt für jede Zahl , und wegen

logA = MIA , auch für jedes Logarithmensystem .

Allgemeine Auflösung der binomischen

Gl eichungen .

§ . 811 . Mit Hilfe der vorigen Formeln können wir

nun auch die oben ( (§ . 190 , Anmerk . ) erwähnten binomi¬

schen Gleich . , welche sich immer auf die Form x n + 1 = 0

bringen lassen ( ist nämlich j n = + A , so darf man nurn

y = . x \f A setzen ) , allgemein auflösen . 1

Für die Gleichung x n — 1 = 0 hat man x = ( - J- i ) “

oder , wenn man in der Formel 2 ) , § . 3 o 8 , ^ statt n schreibt :
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a ) x = cos — jt + i sm —n — n

aus welcher Formel man die n Wurzeln dieser Gleichung

durch die successive Substitution von r = o , 1 , 2 , . . .

— oder — - — , je nachdem n gerad oder ungerad ist ,

erhält .

An merk . Für n gerade entstehen 2 reelle W . + 1 und
n— 1 [ aus den Substit . von r — o und r — —] ; für n un -2

gerade nur eine reelle W . - f - 1 ( aus der Substit . von

r = o ) . Alle übrigen W . sind imaginär ( und entstehen
aus den übrigen Werthen von r ) , welche ( übereinstimmend
mit § . 160 ) paarweise conjugirt , und überdiefs , wegen

( 2r . : 2r \ / ir . 2r \cos — 7t 4 - 1 sin — 7t J ( cos — 7t — 1 sm — 7t ) = 1 ,
n n y \ n n J

reciprok sind .
1. Für die Gleichung x * — 1 = 0 folgt aus a ) :

r , . . r
x — cos — 7t -r t sm — 7t ,2 2

und man erhält daraus für r — o , 1 , 2 beziehungsweise :

x — cos o + i sin 0 = 1 , cos — + t sin — = + i und2 2

cos 7t + i sira 7t ~ — 1 .
Die 4 Wurzeln dieser Gleich , sind also : + 1 , •— 1 , — 1
und — \/ — 1.

2 . Für die Gleichung x 5 — 1 = 0 erhält man aus a ) t
w 2 r

= cos — 5t + t sm — 7t ,
5 5

und daraus beziehungsweise für r = o , 1 und 2 :

x — cos o + i sin o zr 1 , cos 72 0 + i sin 72 0 und
cos i 44 i £ ’S*71 , 44 *

Die 5 W . dieser Gleich , sind daher ( mit Zuhilfnahme der
trigonom . Tafeln ) :
1, ‘3090170 + ' 9510565 ^ — 1 und — ' 8090170 + ' 5877853V — i -

§ . 312 . Aus der Gleichung x n - J- x = o folgt eben
I

so x = ( — 1 ) ” , und wenn man in der Formel 3 ) , § . 3o8 ,
i

— statt n setzt :
n

9"
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ß ) /ar -f- A . . / 2 r + i \== cos f - 1— I x + i sm ( - 1 w ,

aus welcher Formel wieder die n Wurzeln dieser Gleich ,
erhalten werden , indem man nach und nach 7’ = o , l , 2 , . . .
n

2
oder —- setzt , je nachdem n gerad oder2 2

ungerad ist .

Anmerli . Ist n gerad , so sind die sämmtlichen W . ima¬
ginär , ist dagegen n ungerad , so erhält man eine

/? — 1
reelle W . , und zwar aus der Substitution von r = : - •2

1 . Um die Gleich , x 6 -f - i = o aufzulösen , hat man aus der
/ 2 r + iN , . . / 2 r + i \ ,

Formel p ) : x = cos f - - — J 7t + i sin I - -— J 7t , und

daraus für r ~ o , i , 2 beziehungsweise : „

x = cos -j - 7t ± i sin ^ 7t , cos "f -7t + i sin \ 7t und
5 . . . 5

COS c 7t + t Sin ~q 7t .
2 . Für die Gleichung x > - J- i = o erhält man

/ 2 r + i \ . . fir -j- i \

x = cos I — - — j 7t + 1 sin ( — - — 1 7t ,
und daraus für r = o , 1 und 2 die 5 W . t

x = cos i 7t + z sin -g- 7t , cos i 7t + i sin \ 7t und
cos 7t -3- i sin 7t = — 1 .

Eilftes Capitel . ,
Entwickelung der Sinus und Cosinus der vielfachen ,

dann der Potenzen dieser Functionen der

einfachen Bögen .

§ • 318 . Durch die wirkliche Potenairung des Bi¬
noms t cosx ± isinx erhält man aus der Gleich . 1 ) , § . 3o6 ,
wenn man gleich die reellen , wie auch die imaginären Glie¬
der für sich zusammennimmt :

cos n ( x + 2 r 7r) - J- i sin n ( x + 2r 7r )

| ~ cos x n — cos x n ~~'t sin x % -|- cos x n ~ ^ sin x * ■— . . j |

- j- i cos x n ~ l sin x — \ cos x n ~ 3 sin ar 3 - f- ,. .^j ,



oder , wenn man cosx n herausnimmt und berücksichtiget ,

dafs im Falle re gebrochen ist , die sämmtlichen Werthe

yon cosx n erhalten werden , indem man ( § . 309 , Anmerk . )

den arithmetischen Werth , welchen wir unter cosx n ver¬

stehen wollen , mit allen Wurzeln von ( - j - i ) n multipli -

cirt , auch :

i ) cos n ( x + 2r ?r ) - j- £ « ' re re ( a ? + 2r ?r )

= ( + , ) " coia ; '1 — ( " ) f angx z (fyiangx * — . .

+ * ( ( " ) tan S x — ( 3 ) tangx 3 + . .

= * = + ; ( •
in welcher Formel , da innerhalb der angegebenen Grenzen

+ - der Convergenz [ welche Grenzwerthe noch mitbe¬

grifFen sind , wenn , $ . 276 , 9 ) , re positiv ist ] cos x immer

positiv ist , es für jeden reellen Werth von re , wenigstens
einen reellen Werth von cosx n gibt .

§ • 814 . I st n eine ganze , positive oder negative

Zahl , so hat ( - [- 1 ) " cosx n nur einen , und zwar reel¬

len Werth ; demnach zerfällt die vorige Gleichung i ) ,

nach dem Satze , dafs die reellen und imaginären Theile ,

für sich genommen , beiderseits einander gleich sind , in

die beiden folgenden :

2 ) cos re x e = cos x n

— cos x n~ i sin x 1 - J- (̂ j cos x n —^ sin x * — . . . ,

3 ) sinnx = / ” ) cos x n~ ' sin x — 1 ^ 1 cosx n — 3 sinx 3 - j- ,

wenn man nämlich die Multiplication mit cosx n verrichtet
und die 2 . Gleich , durch ■£ abkürzt . — Für den besondern

Fall , dafs re positiv ist , brechen diese beiden Reihen

ab und sind sonach nicht an die Bedingung der Convergenz

gebunden . Zugleich läfst sich auf diesen erwähnten Fall

immer auch jener zurückführen , in welchem re negativ

ist ; weil ( § . 11 ) cos ( — n ) = cos ( - )- re ) und sin ( — re )

= — sin ( - {- re ) ist .
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§ . 315 . Ist dagegen n gebrochen und gleich

— , so hat ( $ . 3o8 ) ( - j- i ) m m verschiedene Werthe , wo¬

von nur einer , wenn m ungerad , und zwei reell
sind , wenn m gerad ist . Es läfst sich daher die obige
Gleich . 1 ) nicht mehr für alle Werthe von r , sondern nur

S

für jene , für welche ( -{- i ) m reelle Werthe erhält , also

( J . 3 11 ) beziehungsweise für r = o und r = o , r = — , auf

die vorhin angegebene Weise trennen . Für alle übrigen
Werthe von r zerfällt jedes der beiden Glieder im 2 . Theile
der Gleich , i ) in einen reellen und einen imaginären Theil ^

was man am besten sieht , wenn man für ( - )- i ) m den Werth
aus 2 ) , § . 3o8 , substituirt . Es fällt also auch die Trennung
der Gleich , i ) durch Gleichsetzung der reellen , so wie der
imaginären Theile , anders aus als im vorigen § . Man er -

.5
hält nämlich , wenn man Kürze halber n statt - - stehen

m

läfst und die obigen Reihen 2 ) und 3 ) , nämlich

cos x n — cos x n —‘t sinx 11 - {- . . . = R undcosx a ~ ‘s

cosx n ~ ' sinx — cosx n ~ 3 sinx 3 - }- . . . = R! setzt :

4 ) cos n ( x + tirx ) = cos 2rnx . R + sinzrnx . R ’,
5 ) sinn ( x + 21 ’ x ) = + sinvmx . R - j- cosarnx . R ,

m un -welche beiden Formeln für r = o , wenn ( in n = — ) m un -in n = z —m

gerad , und für r = o , r = — , wenn m gerad ist , wie es

seyn soll , in die obigen 2 ) und 3 ) übergehen .

Anmcrl . Da diese Formeln 2 ) — 5 ) , den Fall ausgenommen ,

in welchem n eine ganze , positive Zahl ist , ebenfalls nur
_ x

innerhalb der Grenzen x = + — verläfsliche Resultate lie¬4
fern ; so wird man für aufserlialb dieser Grenzen liegendeft
Werthe von x , x — y + h — setzen , und , was immer mog -4



lieh ist , für k eine solche ganze Zahl wählen , dafs der Bo -

gen y — x — k - in die genannten Grenzen hineinfallt . (Für
4

x == ia 5 0 z . B . wird für k — 2 : yz = i ‘i 5 — 2 - = 35 ° : wel -
7 4

eher Bogen sonach in die besagten Grenzen fällt ) . Hat man
cos ny und sinny nach den obigen Formeln gefunden , so, . , nkKann man dann auch , wegen nx = ny -j- n , cosnx

4und sinnx ( § § . 21 ,■ 20 ) leicht bestimmen .

§ . B 16 . Die obigen , für jede ganze Zahl von n

( die überdiefs auch noch immer positiv angenommen

werden kann ) geltenden Formeln 2 ) und 3 ) , § . 3 14 , lassen
sich mit geringer Ausnahme , auch so darstellen , dafs darin
blofs die Sinus oder Cosinus Vorkommen .

Es ist nämlich [ 2 ) , 3 oo ] a ) 2 cosx = e xi - j- - — r

oder für e xi = z auch ß ) 2 cos x = z 4 - - .Z

Eben so ist , wenn man in a ) nx statt x schreibt ,

und wegen e ax ‘ = ( e x ‘) n = z n , sofort : y ) <zcosnx = z n 4 —1 z «

Setzt man jetzt in der Formel a ) , g . 128 , a = z und

b = - , wodurch j - = a - f - & = z 4 - - — 2 cosx und ab — 1

wird ; so erhält man z n - )— — d . i .z *

l ) 2COSUX =

— ~ - — ( 2 cos x ) n ~ 4 -1 , 2

( 2 cosx )
n - ( n —
1 . 2

* — n ( 2 cos x ) n ~ 1

4 ) ( « — 5 ) N„ e ,
- - — ( 2 cosx ) '1— 6 - j-« o 9

wobei für n — t und 2 ( für die übrigen Werthe bricht sie

ohnehin von selbst ab ) die Reihe beziehungsweise nur 1
und 2 Glieder erhält .

§ ■ 817 . Es ist ferner eben so [ 1 ) , § . 3 oo ] 2 isinx

= z — - und 6 ) 2t sinnx = z n - - . Setzt man daherz z «

in der angezogenen Formel a ) , 123 , a = z , b = —

wodurch a 4 - 6 = z - = 2 isinx und ab = — t wird ;Z



so erhält man , je nachdem n gerad oder ungerad ist :

z a + — = i n ( 2 sin x ) n - j- ni n ~ 2 ( 2 sma .') '1- *

- 1- - i n ~ •* ( 2 sm x ) n ~ ^ — . . . ,* 1 . 2

und daraus für n gerade [ Gleich , p ) ] :

2 ) 2 cos nx =

( — 1 ) * j ^ ( 2sm x ) n — n ( 2 sin x ') n ~ '2 - j- -- - ( 2sin a ) n ~ 4 — . /J

und für n ungerade , wenn man gleich durch i abkürzt

[ Gleich . 5 ) ] :
3 ) 2 sin m =

n — 1

( — 1 ) a J^ ( 2sm x ) n — n ( 2 sin 2 - {- n ^n sin # ) n “ 4 — , . J •

Potenzen der Sinus und Cosinus .

§ . 318 . -Aus der Gleichung a ) , § . 3 1 6 , folgt auch
I _L gixi t t

2 cos x = — -- , und wenn man diese Gleich , zur n . Po
e n

tenz erhebt , wobei n jeden Werth haben kann , und die

einzelnen Glieder der Entwickel . ( i - {- e 2xi ) n gleich durch

den entstehenden Nenner e nxi dividirt :

2 n cosx n — e — nxi - f - ( ” ) e _ (« — »)* * - j- ^ j e - (»— 4K « - j- . . .

Da aber nach der Formel a ) , § . 3o6 ,

e — nxi — cosnx — i sin nx ,

also auch ganz allgemein

K ) e a ^xi = cos ( n — a ) x — i sin ( n — <x) x

ist ; so hat man auch :

2 n cosx n = a cosnx - J- cos ( ti — 2 ) a? - j- . . .

— i \ sinnx - j - sin ( n — 2 ) x - (- . • •] •

Wegen cos ( — a ) = cos x erhält man aus dieser For¬

mel für 2 n cosx n noch einen 2 . Ausdruck , wenn man statt

x , — x setpt ; da sich aber dadurch blofs das Zeichen der

in i multiplicirten Reihe ( die lauter Sinus enthält ) ändert ,

so hat man allgemein :
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i ) 2 n cosx n = cosnx -\ - {̂ cos ( n — 2 ) a -{- cos ( n — 4 ) * + • •
+ V^ — 1 nx -J- sin ( n — 2 ) tc -|- sin ( n —

§ . 319 . Auf gleiche Art findet man , da [ i ) , § . 3oo ]
. . e ** * — i

2 t Sin x = - :- = *
— 1 .( 1 — .
- ;- ist , auch :QXl e xi

( 21 ) " sin x n

= ( — i ) n J^ e —nxi — | e - (n — »)« ’ _ J_ e - (n - 4)xi - . . . ^ j

= ( — i ) B | ^ ( cos nx —

«

i sin n x )

— ( " ) [ cos ( ra — 2 ) x — i sin ( n — 2 ) a :] —j— . . . ^ J ,
mit Rücksicht nämlich auf die vorige Gleich , h ) . Daraus

folgt für n ge rad :

n 2 ) 2 n sin x n

*= ( — O ’ ^ cosna ? — cos ( n — 2 ) x cos ( n — 4 ) x — . . j |

— ( — i ) 2 \ f — l j stn nx — sin ( n — z ) x

+ ( ” ) « « ( n — 4 ) x — . . . J ,

und für n ungerad , wenn man gleich beide Theile der
Gleich , mit i = — l multiplicirt :

n — l 3 ) 2 n sin x n

= ( — i ) 2 J ^ stTtntr — j sin ( n — z ) x - }~ j sin ( n — 4 ) x — . .J

- j- ( — i ) 1 — iTcos/itr — Cos ( n — 2 ) #

+ ( 2 ) co « ( w — 4 ) 0 ; — . . /J .
AnmcrL Auch aus l ) läfst sich noch eine Formel für sinx «

herleiten , wenn man statt x , ~ — x schreibt . Ist n ein
2

Bruch vom Nenner m , so müssen wieder cos x n in i ) und
sin x n in 2 ) und 3 ) m verschiedene Werthe erhalten . Man
findet diese , indem man den einen , gewöhnlichen , aus den
Formeln l ) — 3 ) gefundenen Werth von cos x n und sin x n



mit den m Wurzeln von ( + i ) n multiplicirt . — Zugleich
gelten diese Formeln , da man ( § . 3i5 , Anmerh . ) x immer

7T 1Z
als zwischen - - und -j— liegend annehmen hann , für4 4
jeden reellen Werth von n , den man übrigens auch
immer als positiv voraussetzen bann ; weil z . B .

cos X —n = 1 : cos xn ist .

§ . 820 . Ist n eine ganze , positive Zahl ; so
verschwindet in der Formel l ) , § . 3i8 , die mit — i mul -
tiplicirte Reihe . Denn erstlich bricht diese ( $ . 121 ) mit
dem n —{— i • Gliede ab , und dann sind je 2 , von den beiden
äufsern gleich weit abstehende Glieder , immer numerisch
einander gleich und mit entgegengesetzten Zeichen ver¬
sehen , wodurch sie sich paarweise aufheben ; erscheint
( was für n gerad geschieht ) ein mittleres Glied , so ist
dieses für sich gleich Null . — Auf gleiche Weise verschwin¬
den auch in den Formeln 2 ) und 3 ) des vorigen $ . in die¬
sem Falle die mit — 1 multiplicirten Reihen .

§ • 321 . Für diesen Fall also , von n ganz und po¬
sitiv , erhält man aus den allgem . Formeln 1 ) , 3 ) und 3 )
folgende Relationen :

Für n gerad oder ungerad :
4 ) 2 n cosx n = cosnx + ncos ( n — 2 ) #

n ( n — 1)
4 - - cosfn — k ) x -+ - . . .

* 1 . 2

Für n gerad :

5 ) 2 n sinx n =

- 1- „ . n ( n — 1) , 1
( — i ) 1 I cosnx — ncos ( n — 2 ) a; - j—-— -— cos { n — 4 ) ^ — • « I •

Für n ungerad :
6 ) 2 n sinx n =

« — 1 , n —j
( — 1) 3 J^ si'nna ; — nsin ( n — 2 ) a? -}- -—-— sin ( n — 4 ) ^ — “ _j *

Dabei ist noch , für n gerad :

sin nx + nsin ( n — 2 ) x ■
n ( n — 1)

sin ( n — 4 ) x + • • * :. 2



s
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und für n ungerad :
n ( n — 1 ) cos ( n ■— 4 )

Alle diese Reihen sind so weit fortzusetzen , bis sie
von selbst abbrechen , also einschliefsig bis zum
Gliede .

Zwölftes Capitel .
Die Elemente der Walirsclieinlichkeits - Rechnung .

Erklärungen .
§ . 322 . Die mathematische Wahrscheinlich -

beit oder Probabilität irgend eines Ereignisses ist
das Verhältnifs der das Ereignifs begünstigenden zu
allen gleich möglichen Fällen , und wird durch einen
Bruch ausgedrückt , in welchem diese beiden Zahlen be¬
ziehungsweise den Zähler und Nenner bilden .

So ist die W . mit einem gewöhnlichen Würfel eine der 6
Zahlen , z . B . jene 3 zu werfen , = ; jene , irgend eine der
beiden Zahlen 2 oder 3 zu werfen , = | u . s . w .

§ . 323 - Die W . also , welche für das Eintreffen ir¬
gend eines Ereignisses Statt findet , wird um so grofser ,
je mehr sich die Zahl der günstigen , jener der gleich mög¬
lichen Fälle , d . i . , je mehr sich der die W . ausdrückende
Bruch , der Einheit ijähert . Kann von allen möglichen Fäl¬
len keiner dem Ereignifs entgegen oder ungünstig seyn , so
wird die , W . zur Gewifsheit , und diese , da nun Zähler und
Nenner gleich grofs sind , durch die Einheit ausgedrückt :
die Einheit ist sonach das Symbol der Gewifsheit .

So ist die W . mit dem genannten Würfel irgend eine , gleich -
giltig welche , der 6 Zahlen zu werfen , 1.

§ . 324 - Die W . , dafs irgend ein Ereignifs nicht ,
sondern das Gegentheil davon eintreffe , heifst die ent¬
gegengesetzte W . des erwarteten Ereignisses , und



mufs zur W . des Ereignisses selbst addirt , die Einheit ge¬
ben ; weil es gewifs ist , dafs dieses Ereign , entweder ein¬
trifft oder nicht eintrifft .

So ist im obigen Beispiele die W . , dafs die Zahl 3 nicht
geworfen werde (wofür 5 Fälle , nämlich , dafs eine der 5 übri¬

gen Zahlen i , 2 , 4 » 5 , 6 fällt , günstig sind ) , — -f , welche zu

der oben gefundenen W . £ addirt , in der That die Einheit gibt .
[ I . , 3y8 .]

§ • 325 . Aufser der eben betrachteten Wahrschein¬
lichkeit , welche auch einfache oder absolute W .
lieifst , unterscheidet man noch die relative und zu¬
sammengesetzte W . — Unter der relativen W .
versteht man dieW . , welche entsteht , wenn man blofs jene
Fälle , die zweien bestimmten Ereignissen günstig sind ,
ohne Rücksicht auf die noch übrigen möglichen Fälle , in
Betracht zieht .

Die W . z . B . aus einer Urne , welche weifse , rothe , blaue
und schwarze Kugeln enthält , eher eine weifse als eine schwarze
Kugel zu ziehen , wobei also jene Fälle , in welchen man eine
rothe oder blaue Kugel zieht , nichts entscheiden , ist eine re¬
lative W .

§ • 326 . Unter der zusammengesetzten W.
versteht man die W . , dafs zwei oder mehrere von einander
unabhängige Ereignisse zusammen eintreffen werden , so
wie auch die W . eines Ereignisses , welches von dem Ein¬
treffen eines oder mehrerer vorausgehender Ereignisse , die
wieder ihre eigene W . haben , abhängt oder bedingt wird .

So ist z . B . die W . mit 2 Würfeln auf einen Wurf den Pasch
66 zu werfen , eine zusammengesetzte 5 weil die Ereignisse , mit
dem einen Würfel die 6 , und dann auch mit dem 2 . Würfel
dieselbe Zahl zu werfen , zusammen eintreffen müssen .

Theilt man die 32 Karten nach den Farben in 4 Packete , so
ist die W . , das Coeur - Afs zu ziehen , ebenfalls eine zusammen¬
gesetzte ; weil man zuerst die Hand auf das rechte Packet ( auf
jenes der Coeurs ) legen , und dann erst daraus das Afs ziehen
mufs ; welch ’ letzteres Ercignifs offenbar gar nicht eintreffen
kann , wenn nicht das erstere schon Statt gefunden hat .
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Die ei nfa che oder absolute Wahrscheinlich¬
keit .

§ . 327 . Bezeichnen a und b die Anzahl der Fälle ,
welche beziehungsweise ein Ereignifs begünstigen und dem¬

selben entgegen sind ; so ist die W . für das Ereignifs :

co = — , und die entgegengesetzte W . desselben :a - (- b

« + Z>"

§ • 328 . Zerfällt das mögliche Resultat einer Hand¬
lung oder eines Versuches in mehr als 2 , z . B . in 3 Clas -

sen , so , dafs von 3 verschiedenen Ereignissen nothwendig
eines eintreffen muls , und sind a Fälle dem ersten , b Fälle

dem zweiten , und c Fälle dem 3 . Ereignisse günstig ; so

sind ihre W . , wenn man a - j - 6 - |- c = s setzt , beziehungs¬

weise : co = j , co ' e = - , Zugleich ist , wie es seyn

soll , die W . , dafs von diesen 3 Ereign . entweder das i .

oder 2 . , oder 3 . eintreffe = ^ C = i , gleich der Ge -

wifsheit . — Auf gleiche Art werden die W . ausgedrückt ,

wenn noch mehrere Ereignisse möglich sind .

§ ■ 329 - Beispiele und Aufgaben über die
einfache Wahrscheinlichkeit .

i . Wie grofs ist die W . , mit 2 gewöhnlichen Würfeln eine
bestimmte Summe zu werfen ?

Es können überhaupt die Summen 2 , 3 , 4 » * • J 2 fallen ,
die aber keineswegs alle einerlei W . für sich haben . So können
die Summen 2 und 12 nur auf eine Art geworfen werden , in¬
dem jeder der beiden Würfel beziehungsweise i und 6 zeigen
mufs . Die Summe 6 dagegen kann schon auf 5 verschiedene ,
durch die Combinationen iS , 24 , 33 , 42 , 5 i dargestellte Ar .
ten , wobei immer die 1 . Zahl dem 1. , und die 2 . dem 2 , Wür¬
fel angehören soll , geworfen werden . Da nun überhaupt 6 - = 36
Fälle gleich möglich sind , indem sich die 6 Felder des einen
Würf . mit allen 6 Feldern des andern verbinden lassen ; so ist
die W . die Summe 2 zu werfen = yg- ( so auch diefdrdie Summe
12 ) , dagegen jene für die Summe 6 — j * . — Diese Betrachtun -
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gen auch auf alle übrigen der oben erwähnten Summen ausge¬
dehnt , erhält man ganz einfach für die W . , beziehungsweise die
Summe 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10 , 11 und 12 zu werfen , der
T) ' 1 1 1 a 3 4 5 6 5 4 ' 3 a «
■Keine nacil : 36 » 365 365 365 365 3 6 5 365 36 » 3̂ 9 36 UllCl

jj . Dabei ist , wie es seyn soll , die Summe aller dieser W . = 1 .

2 . Die W . finden , dafs man mit 3 Würfeln et) die Summe 9
überhaupt werfe , b ) dafs sich darunter 2 , und nur 2 gleiche
Zahlen befinden , c ) dafs alle 3 Zahlen gleich sind , d ) dafs dabei
der 1. , 2 , und 3 . Würfel beziehungsweise die Zahlen 2 , 3 und

4 zeigt , und e ) dafs diese 3 Zahlen ohne Rücksicht auf die Ord¬
nung der Würfel fallen .

et) Da sich die Zahl 9 ( § . in ) auf 28 verschiedene Arten zu

3 zerlegen und permutiren läfst , von welcher Anzahl jedoch der
Natur der Sache nach die 3 Complexionen 711 , 171 , 117 ausge¬
schlossen bleiben ; so sind dem fraglichen Ereignifs 25 Fälle gün¬
stig , während im Ganzen 6 >= 216 Fälle gleich möglich sind .
Die gesuchte W . ist demnach = ( welche zwischen j und -j -
liegt ) .

b ) Da der Fall mit 3 gleichen Zahlen ausgeschlossen seyn
soll , so können die beiden gleichen Zahlen nur 22 und 44 , also
die 3 . ungleiche Zahl beziehungsweise blofs 5 und 1 seyn ; da
ferner diese 3 . Zahl jeder der 3 Würfel zeigen kann , so gibt ,
es im Ganzen 3X2 = 6 günstige Fälle , und die gesuchte W _
ist demnach = — j - = -gg .

c ) Da die Summe 9 nur auf eine einzige Art mit 3 gleichen
Zahlen ( 333 ) fallen kann , so ist hier die W . — 777 .

d ) Auch in diesem Falle ist die gesuchte W . = 77-7 .
e ) Da sich die Zahlen 234 6 Mal permutiren lassen , oder was

dasselbe ist , da die Zahlen 284 auf 6 verschiedene Arten fallen
können ; so ist hier die W . = 77-, = 77 .

3 . Man hat die i 3 Blätter von einer Farbe eines vollstän¬
digen Spieles von 52 Karten in einen Pack gethan und gehörig
gemischt ; wie grofs ist die W . , dafs das oberste Blatt der Kö¬
nig und das nächste das Afs scy ?

Die beiden obersten Blätter bilden ( auf eine gleich mögliche
>3 . 12

Weise ) eine der ——— = 78 Cömbinationen der i 3 Blätter zu 2 ,

unter denen jene von Afs und König nur 1 Mal vorkömmt ; es
ist also die W . , dafs ohne Rücksicht auf die Ordnung , das
oberste Paar Afs und König sey = 75- . Da aber bei einer b e -
s t i m in t e n Ordnung [die W . nur halb so grofs ist , so erhält
Burg ’s CofWpe'ircüum J . froh . Math »* j
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man für die gesuchte W . : TTü 5 was man auch findet , wenn man
berücksichtiget , dafs jede der genannten 78 Combinat . noch 2
Permutationen zuläfst , und unter diesen so entstehenden i56
Complexionen nur eine dem fraglichen Ereignifs günstig ist .
[ I . , 383 .]

Die relative Wahrscheinlichkeit ,

§ . B30 . Um die Regel für die relative W . sogleich
an einem Beispiele zu entwickeln , soll die W . bestimmt
werden , mit 2 Würfeln auf einen Wurf eher die Summe 7
als jene 5 zu werfen .

Nach dem vorigen § . ( Beisp . 1 .) gibt es für die Sum¬
men 7 und 5 beziehungsweise 6 und 4 günstige Fälle , und
da es nach dem Sinne der vorliegenden Aufgabe 6 -)- 4 = 10
gleich mögliche Fälle gibt , so sind die gesuchten W . be¬
ziehungsweise : ’ und -dj. = 5 . Da nun aber die absol ,
W . für das Werfen der Summen 7 und 5 respective ~ und
3y sind ( vorig . § . ) , so findet man die vorigen Resultate auch ,
indem man die betreffende absol . W . durch die Summe bei¬
der W . dividirt ; denn man erhält dadurch als relat . W . für
die Summe 7 : 7^ : (A H“ Ts ) — r ? ) uod für die Summe 5 :
re : = wie vorhin . Auch hier ist die Summe der
beiden W . , der Natur der Sache gemäfs , gleich der Ein¬
heit ; weil es gewifs ist , dals man ( da die übrigen Summen
unberücksichtiget bleiben ) entweder eher die Summe 7 als
jene 5 , oder umgekehrt , eher die Summe 5 als jene 7 wer¬
fen wird .

§ 331 - Sind also allgemein a Fälle dem Ereignifs A ,
b Fälle dem Ereign B , c Fälle dem Ereign . C u s . w . gün¬
stig , und setzt man <z -{- 6 - j- c -4' ' - c=i 's ; so sind die abso¬
luten W . für die Ereignisse A , 71 , C , . . beziehungsweise

a , b ,t c 1 t= - , to = co = - , . also die W . dafs A eher alss s s

B eintreffen werde : U = —y—r = ——r , und die entge -
u 10 cl -j - 0 0

gengesetzte W . nämlich , dafs B eher als A eintrifft :

also wieder y ~j- Ui Eben so
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ist die W . dafs A eher als C eintritt = ■
a -J- c

5 jene ,

dafs B eher als C zutrifft = — - = - - u . s . w .
u -f- u b -j- c

Die relative W . eines Ereignisses wird demnach

erhalten , indem man die absol , W . desselben , durch die

Summe der absol . VV . jener beiden Ereignisse , die gerade
mit einander verglichen werden , dividirt .

§ • 332 - Beispiele und Aufgaben über die
relative Wahrscheinlichkeit .

1 . Eine Urne enthält 6 weifse , 8 rothe , 14 blaue und 12
sclnvarze Kugeln ( von übrigens gleicher Beschaffenheit ) ; wie
grofs ist die W . auf einen Zug eher eine weifse als schwarze
Kugel zu ziehen ?

Da hier die absol . W . für das Ziehen einer weifsen Kugel
jene eine schwarze zu ziehen = 77 ist ; so hat man für

die gesuchte relat . W . , wenn man gleich durch 4 ° ablüirzt :
6 , 12u = r—-- = 7 ; für die des Gegentheils : to , = r—r —- = f- , undÖ «4- I 2 0 "p 1 <1

sofort u -f - u , = 7 + f = 1.

2 . Ein Spiel von 16 Karten , worunter immer 4 von dersel¬
ben Farbe sind , wird unter 4 Spieler vertheilt , und dabei ist
die letzte Karte Trumpf ; wie grofs ist die W . , dafs der Spie¬
ler A , welcher die Karten nicht gibt , eher einen , und auch
nur einen Trumpf , als 3 , und zwar auch nur 3 Karten von
einerlei Farbe ( z . B . 3 Coeurs ) erhält ?

Da ( rücksichtlich des 1 . Punctes der Frage ) eigentlich nur
i 5 Barten ausgegeben werden , worunter sich 3 Trümpfe befin -

i 5 . 14 . i 3 . 12
den ; so kann A seine 4 Karten auf - -- — = i 365 vor -

1 . 'A « O . 4
schiedene Arten erhalten . Da sich ferner nach Hinwegnahme

10
der 3 Trümpfe die übrigen 12 Karten auf - ;— ^ —= 220
verschiedene Arten zu 3 verbinden lassen , so gibt es 3 Mal 220 ,
d . i . 660 Verbindungen zu 4 , deren jede Einen , und anch nur
Einen Trumpf enthält , also auch eben so viele günstige Fälle ;
es ist daher die absol . W . für das t . Ereignifs : m — = irr
= 77 ( etwas kleiner als 7 ) .

Da sich ferner ( rücksichtlich des 2 , Punctes kommen alle
13 *



it ) 6
16 . i 3 . 14 . i 3

Blätter in Rechnung ) die 16 Blätter auf - r.- — = 1820
i . 2 . 3 . 4

verschiedene Arten zu 4 verbinden lassen , und unter diesen
Verbindungen 192 . mit 3 ' gleichen und einer ungleichen Farbe

4 . 3 . 2enthalten sind ( die 4 Coeurs z . B . lassen sich -—-—— = 4 Mal

zu 3 verbinden , und jede dieser Complcxionen gibt mit jeder
der 12 übrigen Karten eine Verbindung zu 4 von der verlang¬
ten Eigenschaft , also gibt es 4x12 = 48 Verbindungen , deren
jede 3 Coeurs und eine andere Farbe enthält . Da aber dasselbe
auch , wie von Coeur , für jede der 3 übrigen Farben gilt ; so
gibt es in der That 4x48 = 192 günstige Fälle ) , so ist die ab -
sol . W . für das 2 . Ereignifs : = f ( zwischen und yy ) .
Es ist also endlich die gesuchte relative W . :

o 220 55 5
• ^ (etwas

Die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit .

§ • 33B - Um die VV . für das Zusammentreffen der
Leiden Ereignisse A und J5 , denen beziehungsweise a und
a Fälle günstig , b und b ' Fälle entgegen seyn sollen , welche

also die absoluten W . co : besitzen ,
ct — b ci -j- b

zu finden ; so gibt es , da die a günstigen Fälle des 1 . mit
den a günstigen Fällen des 3 . Ereignisses ad Verbindun¬
gen geben , also beide Ereignisse auf ad verschiedene Ar¬
ten zusammen eintreffen können , auch eben so viele gün¬
stige Fälle ; da ferner im Ganzen ( a - j- 5 ) ( a ' - |- 6 ' ) Fälle auf
eine gleich mögliche Art Statt finden können , so ist die
gesuchte W . für das Zusammentreffen beider Ereignisse

a d ,
( 5 - 327 ) : cd

( <2 - j- 5 ) ( u - j- h )
Auf gleiche Weise findet man , dafs wenn oj , cd , tu " , . ,

beziehungsweise die einfachen W . für die Ereignisse A , B ,
C , . . sind , sofort die W . für das Zusammentreffen aller
dieser Ereignisse Cd = coo/co " . . , d . i . gleich demProducte
der einfachen W . der einzelnen Ereignisse ist .

§ • 334 - Beispiele und Aufgaben über die
zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit .
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i . Die W . zu bestimmen , dafs man mit einem gewöhnlichen
Würfel die Zahl 6 mehre Male hinter einander werfen werde ?

Hier ist die einfache W . die Zahl 6 zu werfen mithin

die zusammengesetzte W . , dafs diese Zahl 2 , 3 , . . mMal nach
einander falle , beziehungsweise :

6 • 6
6 2 ’ 6 • 6 « — 6 ->

s . w .
b m *

eine W . , welche um so kleiner wird , je gröfser m ist .
2 . Nehmen wir das in § . 826 angeführte Beispiel und su¬

chen die W . , auf einen zufälligen Griff , aus den nach den Far¬
ben in 4 Packetc getbeilten 32 Karten ( ohne zu . wissen von wel¬
cher Farbe jedes Packet ist ) das Coeur - Afs zu ziehen .

Die W . die Hand auf das Packet der Coeurs zu legen ist

— f , und die W . daraus die bezeichnete Karte zu ziehen — 75
folglich ist die gesuchte W . für das zusammengesetzte Ereignils
= •£ • ! = 5^ . Dasselbe Resultat erhält man auch für die ein¬
fache W . , aus einem wohl gemischten Spiele von 32 Karten
das Coeur - Afs zu ziehen ; welcher Fall auch in der Tbat mit
dem hier behandelten identisch ist .

3 . Wie grofs ist die W . , dafs man aus einem gut gemisch¬
ten Spiele von 32 Karten in zwei auf einander folgenden Zügen
Als und König von derselben Farbe in beliebiger Ordnung
ziehen werde ?

Die W . , auf den 1. Zug das Afs der bestimmten Farbe zu
ziehen , ist rr 3-7 ; die W . , hierauf den König derselben Farbe

zu ziehen , = 7-7 ; folglich ist die W . , dafs beides in dieser an¬

geführten Ordnung eintreffen werde , — 77 ‘ 3T • P>a aber die
Ordnung willkürlich seyn soll , also auch jener Fall , in welchem
zuerst der König und dann das Afs gezogen wird , ein günsti¬
ger ist ; so ist die gesuchte zusammenges . W . doppelt so grofs

2
oder = 7- 7— . TJnd da endlich auch die Farbe nicht bestimmt

da . 3i

ist , also dieses Ereignifs in allen 4 Farben eintreten kann ; so
hat man zuletzt für die zusammengesetzte W . des genannten

_ 2 - 4 _ '
Ereignisses : w Ö2 . 3i 124

Zu diesem Ergebnifs gelangt man auch auf folgendem Wege :
32 . 3iDie 3 a Karten können auf - Arten zu 2 verbunden wer -. 1 . 2

den , worunter aber dem fraglichen Ereignisse nur 4 Combina -
tionen , nämlich jene günstig sind , in welchen Als und König



von gleicher Farbe ‘beisammen liegen ; man hat daher für die
4 . 1 . 2 1einfache W . dieses Ereignisses , wie zuvor , - — = — - •° 3z . 3i 124

4 . Von 2 Urnen enthält die erste 3 weifse und i schwarze ,
die zweite 4 weifse und 2 schwarze Kugeln ; wie grofs ist die
W . , dafs man auf einen zufälligen Griff in eine der beiden Ur¬
nen eine weifse Kugel ziehen wird ?

Die YV, in die i . Urne zh greifen ist = 7 , jene daraus eine
weifse Kugel zu ziehen = 7 , folglich dieW . für das Zusammen¬
treffen beider Ereignisse — 7 * -| — f- . Eben so ist die zusam¬
mengesetzte W . dafs man in die 2 . Urne greifen und dann dar¬
aus eine weifse Kugel ziehen wird = 7 * 7 = 7 ; man hat daher
endlich , da beide diese betrachteten Ereignisse dem fraglichen
Ercignifs günstig sind , für die gesuchte zusammengesetzte W . :i Xi — L?
» ~ 3 — ■4 •

Genau eben so findet man für die W . auf einen zufälligen
Griff in eine der beiden Urnen eine schwarze Kugel zu ziehen :
^ • 7 7 • 7 — 77 , welche W . mit der vorigen addirt , wie cs
in der Tliat seyn soll , die Einheit gibt ; indem diese W . die
entgegengesetzte von der vorigen bildet [ I ., 392 ] .

5 . Das im § . 329 angeführte 3 . Problem läfst sich einfacher
mittelst der zusammengesetzten W - auflösen . Denn es ist die
W . dafs das oberste Blatt der König sey , = 75 , jene , dafs nach¬
dem diese Karte weggenommen worden , das oberste Blatt das
Afssey , = 77 , folglich die gesuchte W . dafs beides in dieser
Ordnung Statt finde : 77 . 77 = 777 , wie a , a . O ,

6 . Die W . zu bestimmen , dafs in der gewöhnlichen Zahlen¬
lotterie , in welcher von den 90 Nummern jedes Mal 5 gezogen
werden , von 2 besetzten Nummern wenigstens eine heraus
komme ?

Die W . dafs auf den 1. Zug eine der beiden Nummern her¬
aus komme ist = 77 , jene dafs auf den 2 . Zug die andere gezo¬
gen wird = 7ä > mithin die W . dafs beides geschieht = ^7 . 57 .
Da es aber hier auf die Ordnung , in welcher beide Nummern
gezogen werden , nicht anhömmt ; so wird diese W . ( da sich 5
Elemente , worunter 3 gleiche sind , 20 Mal permutiren lassen )
20 Mal so grofs , also die W . dafs unter 5 Zügen die 2 b e -

eo 2
Stimmten Nummern heraus kommen = - *— = —rr - .

90 . 89 9 - 09
ferner ist die W . dafs in diesen 5 Zügen blofs eine der bei*



den Nummern , z . B . die erste , komme rr -jr , und jene , dals
4

die andere -in den 4 übrigen Zügen nicht herauskömmt = 1 — Ti

= vi , also die W . dafs beides zutriflft = • Ty ; da ferner das¬
selbe auch in Beziehung auf die 2 . Nummer gilt , so ist über¬
haupt die W . dafs in diesen 5 Zügen nur eine der beiden

585 H2 ( j
Nummern heraus kommt = 2 . TT * Ti = - ö- • Es ist also end *

90 9 9 . 89
lieh , da beide betrachteten Ereignisse der Erwartung günstig

2 85 87 ,
sind , die gesuchte W . = — + — = ( nahe = ? ) .

Zur Übung kann man dieses Resultat auch durch die einfache
W . zu erhalten suchen . [ I ., 3g3 , 3g5 .]

Die wiederholten Versuche .

§ . 385 . Gibt es m Fälle , welche dem Ereignifs A ,
und n Fälle , welche jenem ß günstig sind , und findet bei
jedem neuen Versuche immer das nämliche Vcrhältnils
zwischen der Zahl der Fälle beider Arten Statt ; so kann
die W . für irgend eine Erwartung nach einer bestimmten
Anzahl von Versuchen leicht durch die zusammengesetzte
W . gefunden werden . — Nehmen wir z . ß . ein ( rn -[- 7i) sei -
tiges regelm , Prisma , wovon m Seiten mit A und n Seiten
mit B bezeichnet sind , und setzen , dafs damit z . B . 3 Mal
hinter einander geworfen werde ; so können dabei folgende
Fälle eintreten : Man wirft 3 Mal A , oder 2 Mal A und
1 Mal B , oder 1 Mal A und 2 Mal ß , oder endlich 3 Mal ß .
Bezeichnet man die W . für das Eintreffen von A und ß be¬

ziehungsweise durch a und b , so ist ( S . 827 ) a = - — -
0 / / m - |- a

und b = ; folglich die zusammenges . W . für das

1 . Ereignifs AAA sofort a . a . a = a 3 ; für das 2 . oder AAii :
a . a . b = aA b , und wenn dabei die Ordnung nicht bestimmt
ist ( also AAB 3 Mal permut . werden kann ) = 3 a - 4 ; für
das 3 . Ereign . oder AB Bi ab % und ohne Rücksicht auf die
Ordnung = 3 a &2 , und endlich für den 4 . Fall , d . i . für
BBB : b . b . b = ö 3. Die hei diesen 3 wiederholten Versuchen

vorkommenden W . aller dabei möglichen Fälle sind dem -
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nach , wenn die Ordnung nicht bestimmt ist : a? , 3 a z b ,
3 ab 2, b 3, nämlich die Glieder der Entwickelung von ( a -f- i ) 3.

§ • 336 . Durch Fortsetzung dieser Betrachtungen
findet man eben so , dafs die einzelnen W . für alle jene
Fälle , welche bei « wiederholten Versuchen eintreten kön¬

nen , durch die Glieder der Entwickelung von ( a - J- ö ) " , d . i .

durch a n i ^ " ja " ~ , b , (̂ ja n ~ * b 2 , . . b n ausgedrückt wer¬

den , so , dafs nämlich das allgem Glied (̂ ja n —PbP die W .
ausdrückt , dafs unter « Versuchen oder Würfen , ohne Rück¬
sicht auf die Ordnung , A n ■— pMal und B p Mal eintreffe . —
Soll dabei die Ordnung eine bestimmte seyn , so darf

man darin nur den Coefiicienten auslassen , d . i . 'j = i
setzen .

§ . 337 . Soll endlich die W . bestimmt werden , dafs
unter diesen n Versuchen A wenigstens « — 2 Mal ein¬
trifft , so sind auch jene Fälle dem Ereignifs günstig , in
welchem An — i oder « Mal zutrifft ; mithin drückt die
Summe der ersten 3 Glieder der vorigen Entwickl , die ge¬
suchte W . aus , weil man in diesem Falle eigentlich die W .
sucht , dafs A « Mal , oder « — i Mal , oder « — 2 Mal ein¬
trifft . — Dagegen ist die W . , dafs A unter n Versuchen
höchstens « — 2 Mal eintritt , gleich der Summe der gan¬
zen Reihe , um jene der beiden ersten Glieder vermindert .
Passelbe gilt auch in Beziehung auf das Ereignifs B .

Anmerls . Da liier immer a -|- b — l , also auch ( a -(- b ) n — i
oder tlie Summe der ganzen Reihe gleich i ist ; so ist auch
die Summe aus der W . , dafs A wenigstens n — p Mal und
höchstens n — p — l Mal unter « Versuchen eintrifft , immer
gleich der Einheit oder Gewifsheit ; was auch seyn soll .
Zugleich folgt daraus , dafs es , wenn zur Bestimmung ir¬
gend einer W . mehr als die halbe Anzahl der Glieder dieser
Reihe summirt werden soll , bequemer ist , die Summe der
kleineren Hälfte von der Einheit als Summe der ganzen Reihe
abzuziehen ; was damit übereinstimmt , anstatt der gesuch¬
ten W . die entgegengesetzte W . zu bestimmen und sie von
der Einheit abzuziehen , fl , , 3t)8 — 4 ° 3 -J
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§ . 338 . Beispiele und Aufgaben über die
wiederholten Versuche .

i . Wie grofs ist die AV . mit einem gewöhnlichen Würfel un¬
ter 4 W' ürfen a ) die Zahl 6 Einmal , also 3 Mal eine andere Zahl ,

b ) diese Zahl 6 wenigstens a Mal , und endlich c ) h ö c fa¬
st ens 2 Mal zu werfen ?

Hier ist die einfache W . des Ereignisses A : also die

entgegengesetzte : b = | - und n — 4 ; daher

( a - f - b ) n — ( a - f- by — a 4 4a -** 3 b -f - 6a - b 2 4a &3 + Ä4.

a ) In diesem Falle gibt das 4 - Glied dieser Reihe die gesuchte

W . , diese ist nämlich : 4 <*i 3 — 4 * ? • TW — TäT *

b ) Die gesuchte AV . wird hier durch die Summe der 3 ersten
Glieder dieser Reihe ausgedrücht , so , dafs man dafür hat :
i -j- 4 - 5 + 6 . 20 19

6 4 144 "
c ) In diesem Falle erhält man die W . durch die Summe der

3 letzten Glieder der Reihe , diese ist nämlich
6 . q 5 4 • 125 + 6 fl5 1275 4 * 5

6 4 1296 4Ö2 *

2 . In einer Urne befinden sich 4 weifse und 6 schwarze Ku¬

geln ; wie grofs ist die AAr . in 6 Zügen , nach deren jedem die
Kugel wieder in die Urne gethan wird , 2 weifse und 4 schwarze
Kugeln zu ziehen ?

liier ist die einf . W . eine weifse Kugel zu ziehen ( die W .

für das Ereignifs A ) : a — = und jene eine schwarze zu

ziehen ( die W , für das Ereignifs B ) : b — Die gesuchte
W - wird durch jenes Glied der Entwickelung von ( a -}- b ) 6 aus -
gedrüclit , welches die Form /fa 2 Ä4 hat ( die Expon . von a und

b sind die AVicderholungszahlen von A und B ) , und da hier

K =
6 . 5 . 4 . 3 . 2 . 1

1 . 2 . 1 . 2 . 3 . 4
iS ist ; so hat man für die gesuchte W . :

9 7 1
3 i a 5 11 5 a - b * — 1S . 75 . g-

3 . Man wirft ein Geldstück , dessen beide Seiten beziehungs¬
weise das Gepräge von Kopf und Wappen besitzen , in die Höhe ;
wie grofs ist die W . , dafs in 2 Würfen wenigstens Einmal
Wappen falle ?

Die gesuchte W . ist — a2 'iab , wobei a — b — ist , also

= 7 - |- 7 == 7 5 von welchem Ergebnifs inan sich auch leicht
durch die einfachen W . überzeugen kann . [ 1 . , 4 o 5 .J



§ • 339 . Zusatz . Verändert sich nach jedem Ver¬
suche die Anzahl aller Fälle , wie z . B . wenn die gezogenen
Kugeln nicht wieder in die Urne zurück gelegt werden ; so
treten andere Verhältnisse ein , und man findet z . B . , dafs
wenn A m , und B « Fälle für sich hat , und m - |~ « = s ge¬
setzt wird , die W . dafs nach p Versuchen , nach deren je¬
dem die Summe s um eine Einheit abnimmt , A p — q , und
B q Mal eintreffen werde =
p (p — >) • • <p — q + ' ) . . [ m - ( p - q ) -{- i ] x n ( n - 1) . . ( n - q + t )
1 . 2 . q £ (£ • ! ) . . ( Ä- /Z-J- 1•)
ist . Auch sieht man von selbst , dafs wenn mehr als zwei
Arten von Ereignissen Vorkommen , man statt dem Binom
das Polynom in Anwendung bringen müsse . — Befinden
sich z . B . in einer Urne 3 weifse , 5 schwarze und 4 rolhe
Kugeln ; so werden beziehungsweise die W . für alle bei n
auf einander folgenden Zügen , nach deren jedem die Kugel
wieder in die Urne gethan wird , vorkommenden Ereignisse ,
durch die Glieder der Entwickelung von ( a - j- b - j- e ) “ , wo
a , b , c der Reihe nach die absol . W . für das Ziehen einer
weifsen , schwarzen und rothen Kugel bezeichnen , also
— tz , t ; und ~ sind , ausgedrückt . [ I , 406 . ]

Steigerung der Wahrscheinlichkeit durch
fortgesetzte Versuche .

§ • 340 . Nach § • 336 drückt das letzte Glied b n der
Entwickl . von ( a -}- 6 ) n , wobei a und b die absol . W . der
Ereignisse A und ß bezeichnen , die W . aus , dafs unter n
Versuchen A kein Mal , also B « Mal nach einander eintref¬
fen werde . Nun wird aber , wegen b < 1 , b n um so klei¬
ner , je gröfser n wird ; also die W . , dafs unter n Versu¬
chen A gar nicht eintrifft , immer kleiner , folglich die ent¬
gegengesetzte W . 1 — 4 " , dafs nämlich A. dabei wenig¬
stens 1 Mal zutrifft , immer gröfser . Es läfst sich daher
die Frage aufwerfen , für welchen Werth von n , oder nach
wie viel Versuchen diese W . eine bestimmte Gröfse erreicht
haben wird ?



§ • 341 . Setzt man zur Beantwortung dieser Frage
die gegebene W . ( welche dasEreignifs : dafs A unter n Ver¬
suchen wenigstens Einmal eintrifFt , erhalten soll ) = g , so
ist die entgegengesetzte W . : &“ = i — g , und aus dieser

Gleich . , wenn man Logarithmen anwendet : n — —— •
logb

welcher Ausdruck sofort zeigt , dafs n oder die Anzahl der
Versuche um so gröfser seyn inufs , je mehr sich b oder g
der Einheit nähern .

Beisp . Die W . mit 2 Würfeln auf einen Wurf einen Pasch
tu werfen ist = jr ; nach wie vielen Versuchen wird die W .
wenigstens Einmal einen Pasch zu werfen — 7 , und nach wie
vielen Versuchen = -f- seyn ?

Hier ist « = 7 , b — f , und für den 1 . Fall g = 7 ; folglich
nach der vorigen Formel

n z= log - : log -1 — log 2 : ( log 6 — logb ) — ' 30103 : 07918 = : 3 ' 8 ,
oder die W . für das genannte Ereignifs nach 4 Versuchen schon
etwas weniges > 7 .

Für den 2 . Fall ist g es j , also
n = logl± : ( log 6 — logS ) = 7 6 ,

also die W . nach 8 Versuchen ebenfalls schon gröfser als 7 .

Regeln beim Wetten .

§ . 842 . Eine Wette zwischen 2 oder mehreren Per¬
sonen kann nur dann rechtmäfsig genannt werden , wenn
der Einsatz eines jeden der W . , die Wette zu gewinnen ,
proportional ist . Denn nimmt man z . B . an , dafs beim ge¬
wöhnlichen Würfelspiele von 6 Personen jede eine der 6
Zahlen besetzt , so wird offenbar jeder gleich viel einsetzen
müssen ; es hat aber auch in der That jeder der Spieler die
nämliche W . für sich , das Spiel zu gewinnen . Übernimmt
nun ? . B . B 5Antheile oder vertritt er die Stelle von 5 Spie¬
lern , die etwa beziehungsweise auf die Zahlen 1 , 2 , 3 , 4 < 5
gesetzt haben ; so bleibt Alles dasselbe , wenn nur B seinen
vorigen , oder den jetzigen Einsatz des A 5fach leistet , und
sonach mit dem Einsätze 5 gegen A , welcher 1 auf die Zahl

6 einsetzt , wettet , dafs eine der 5 übrigen Zahlen von 1
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bis 5 falle . Aber auch in diesem Falle , dessen Rechtmässig -
beit einleuchtet , verhalten sich die W . , die beziehungsweise

A und B zum Gewinnen des Spieles haben , wie £ : •§■= i : 5 ,
d , i . wie ihre Einsätze .

§ • 343 . Setzen also 2 Spieler die Summen a und a ,
und sind ihre YV . das Spiel zu gewinnen co und co ' ; so wird
erfordert , dafs a : a — co : co ' oder aco '= a ' co sey : es müssen
nämlich die Producte aus dem Gewinnste , den jeder hofft ,
in die W . diesen zu erlangen , d . i . die mathematischen
Hoffnungen oder Erwartungen einander gleich seyn .

1 . Wettet A gegen i>, dafs er mit 2 Würfeln auf einen Wurf
die Summe 5 werfen wird , so müssen sich die von A und B
zu leistenden Einsätze wie i : 8 verhalten ; weil die W . die Summe

5 zu werfen ( § . 329 , 1.) = 7 , also die des Gcgentheils = 7 ist .
2 . Verspricht A dem B beim Kopf - und Wappenspiel , wenn

Wappen auf den 1. Wurf fällt 2 , und wenn es erst auf den 2 .
Wurf fällt , 4 Groschen ; so ist die mathematische Hoffnung des

B , da die einfachen W . der genannten Ereignisse beziehungs¬
weise 7 und 7 sind , sofort : 2 . 7 - J- 4 • T = 2 Groschen ; und
eben so viel mufs auch der B dem A entgegen setzen , weil Ein¬
satz und Hoffnung gleich seyn sollen .

Soll aber , ungeachtet vielleicht schon auf den 1 . Wurf Wap¬
pen fiel , B dennoch die 4 Groschen bekommen , wenn es auf
den 2 . Wurf fällt ; so ist jetzt die W . , dafs Wappen auf den
2 . Wurf fällt , da nun der 1 . Wurf hierauf keinen Einflufs hat ,

= 7 , also die mathem . Hoffnung des B = 2 . 7 -}- 4 ' 7 — 3 Gro¬
schen , die er sofort auch einsetzen mufs .

Rechtmäfsige Theilung des Einsatzes vor
Beendigung des Spieles ,

§ • 344 . Sind mehrere Versuche nöthig , um ein Spiel
zu entscheiden , und wird , nachdem bereits einige Versuche
gemacht worden , das Spiel vor dessen Beendigung abge¬
brochen ; so kann gefragt werden , nach welchem Verhält¬
nisse der von den Spielern geleistete Einsatz zu vertheilen
sey . Da man bei jedem Spiele von dem Grundsätze aus¬
geht , dafs jeder Spieler auf den geleisteten Einsatz verzich¬
tet , dagegen , wenn der Zufall über den ganzen Einsatz
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noch nicht entschieden hat , zur Entschädigung auf diesen

Einsatz ein Recht besitzt , welches seiner Hoffnung , d . i .

seiner W . das Spiel zu gewinnen , proportionii ’t ist ; so mufs

eben diese Regel , die sogenannte T h e i 1 u n g s r e g e 1, bei

allen solchen Theilungen , wenn sie rechtmäfsig seyn sol¬

len , zu Grunde liegen .

1. Wettet z . B . A , mit einem Würfel 2 Mal hinter einander
die Zahl 6 zu werfen ; so darf er ( nach dem Grundsätze in § . 343 )
nur die Summe i setzen , während sein Gegner B den Einsatz
35 zu leisten hat . Gehen die Spieler aus einander , bevor noch ,
ein Wurf gemacht worden , so mufs natürlich jeder seinen Ein¬
satz unverändert zurück nehmen , oder es mufs der ganze Ein¬
satz 36 so vertheilt werden , dafs davon A die Summe i , und B

die Summe 35 erhält , also augenscheinlich in demselben Ver-
häitnifs , in welchem in diesem Augenblicke noch ihre W . das
Spiel zu gewinnen stehen . Hat aber A bereits Einmal und da¬
bei wirklich die Zahl 6 geworfen , so haben sich dadurch die
Hoffnungen der Spieler ganz anders gestellt : A gewinnt nun ,
wenn er im nächsten Wurf die Zahl 6 wirft , wofür er die W .

z= hat ; B dagegen gewinnt , wenn A diese Zahl nicht wirft ,

wofür die W . = f ist . Vor dem 2 . Wurfe verhalten sich also

die mathemat . Hoffnungen des A und B das Spiel zu gewinnen ,
wie 1 : 5 , also mufs auch , falls sich die Spieler vor diesem 2 .
Wurfe trennen , der ganze Einsatz 36 in eben demselben Ver¬
hältnis gethcilt werden , so , dafs davon A die Summe 6 und B
jene 3o erhält .

2 . Zwei Spieler A und B kommen mit einander überein , dafs

derjenige den ganzen Einsatz erhalten solle , welcher zuerst 3
Pautien gewinnt ; nachdem nun A bereits 2 , und B Eine Par¬
tie gewonnen haben , trennen sie sich ; nach welchem Verhält -
nifs ist jetzt der Einsatz zu theilen ?

Wäre das Spiel fortgesetzt worden , so würde A dasselbe
gewonnen haben , wenn er entweder die folgende Partie ge¬

wonnen hätte , wofür die W . = 7 ist , oder , wenn er diese Par¬

tie verloren , dagegen die nächst folgende gewonnen hätte , wel¬

ches zusammengesetzte Ercignifs sonach die W . für
sich hat ; es ist also in dem Augenblicke , in welchem das Spiel

' unterbrochen wird , die mathemat . Hoffnung des A == 7 -f " 4 == 4‘*

B dagegen würde das Spiel nur haben gewinnen können , wenn
er die beiden folgenden Partien nach einander gewonnen hätte ,
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wofür die zusammenges . W . = f > T = = » ist ; « ml diefs ist zu¬
gleich die Hoffnung , welche B beim Abbrechen des Spiel » hat .
Es mute also zufolge der obigen Regel von dein ganzen Einsätze

A f und B erhalten , so , dafs wenn z . B . jeder 3z Ducaten
gesetzt hat , A und B davon beziehungsweise 48 und 16 Duca¬
ten bekommen , [ I . , 4 13 -]

Die Wahrscheinlichkeit a posteriori .

§ • 345 - Bei allen bisher behandelten Aufgaben hat

sich das Verhältnis der günstigen zu allen gleich möglichen '

Fallen aus den gegebenen Bedingungen immer im Voraus ,

also auch die W . a priori bestimmen lassen . Ist dieses Ver -

hältnifs aber unbekannt , und soll dieses erst , so weit es

möglich , aus Beobachtungen abgeleitet werden ; so wird

die darauf gebaute Wahrscheinlichkeit eine W . a posteriori

genannt . Kennt man z . B . die Bedingungen einer Urne nicht

vollständig , aus welcher die Ereignisse hervorgehen ; so

mufs man alle möglichen Bedingungen untersuchen , unter

welchen diese Ereignisse haben Statt linden können , um

dafür wenigstens eine Art von mittlerer W . zu erhal¬

ten , welche der wahren um so näher gebracht werden

kann , je zahlreicher die Erfahrungen oder angestellten Ver¬
suche sind .

§ • 346 * Gesetzt man habe aus einer Urne , welche3 Kugeln enthält , davon jede entweder weifs oder schwarz
seyn kann , so , dafs man die wahre Anzahl der weifsen und

schwarzen Kugeln nicht genau kennt , in 3 Zügen , nach

deren jedem die gezogene Kugel wieder in die Urne gethan

wird , 2 weifse und 1 schwarze Kngel gezogen ; so können

in Betreff der Bedingungen dieser Urne die beiden folgen¬

den , aber auch nur diese beiden Hypothesen aufgestellt

werden : die Urne enthält . a ) 2 weifse und 1 schwarze , oder

ß ) 1 weifse und 2 schwarze Kugeln .

Bezeichnet a die W . eine weifse , und b jene eine

schwarze Kugel zu ziehen ; so ist nach der ersten oder

Hypothesen ) : a = j , b = j , und nach der 2 . /3 ) : a = j ,
° — Nun wird die W . 2 weifse und eine schwarze Ku -



gel zu ziehen ( § . 336 ) durch 3 a " b ausgedrücht , folglich ist
diese nach den beiden Hypothesen a ) und ß ) beziehungs¬
weise 3 . | . y = | und 3 . y . f = y . Nach der 2 . Hypothese
ist also die W . des beobachteten Ereignisses nur halb so
grofs als nach der ersten ; es ist aber auch in der That die
2 . Hypothese weniger wahrscheinlich als die erste .

g . 847 . Da aber nach der Leichtigkeit , mit welcher
die aufgestellte Hypothese die beobachteten Ereignisse her¬
beiführt , auch der Grad der W . der Hypothese selbst be -
urtheilt werden mufs ; so hat man folgenden Grundsatz auf-
gestellt : die W . der Hypothesen oder Ursachen sind den
W . , welche daraus für die beobachteten Ereignisse hervor¬
gehen , proportional .

Im angeführten Beispiele verhalten sich also die W . beider
Hypothesen wie 2 : 1 , und da von beiden eine nothwendig Statt
finden mufs , so mufs auch ( § . 323 ) die Summe ihrer W . = 1
seyn . Ans dieser Bemerkung findet man sofort die W . der Hy¬
pothesen , indem man die betreffenden Verhältnifszahlen 2 und
1 durch ihre Summe dividirt ; es ist nämlich die W . der 1, Hy¬

pothese = y , und die der 2 . = y ( denn nun ist , wie es seyn
soll , y i y =z 2 : 1 , und zugleich y -j- y — 1) .

g , 348 . Sind allgemein II , H ' , H " , . . die W , der
Hypothesen , und A , Ä , A " , . . beziehungsweise die dar¬
nach berechneten W . für die beobachteten Ereignisse ; so
ist dem vorigen Satze gemäfs :

II : A = H ' : A ' = H " : A " = etc . ,
und daraus

H -f /i ' -f : A - { - A ' - {- A " -+- . . = H : A = H ' : A ' = eic .
oder wege » H - |- II - J- II " -f- • . == 1 , und wenn man
A —j— A —|— A • . —■S setzt .

1 x S = H : A H ' : A ' u . s . w . ,

so , ' dafs man endlich hat :

H '
A "
— u . s . w .
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So hat man im vorigen Beispiele A — j und A ' =z -J - , mithin

S = zA -\ - A ' — ^ , und daher Zr = y : | = -y und // ' = f : | - = 7 ,wie vorhin .

§ ■ 349 . Sind die W . der möglichen Ursachen oder
Hypothesen ausgemittelt , so kann man nun auch die W . für
ein folgendes Ereignifs ( nach der W . a priori ) finden .
Es darf nämlich nur die W . des erwarteten Ereignisses
nach jederHypothese genommen , und diese mit der W . der
betreffenden Hypothese selbst multiplicirt werden , so drückt
die Summe dieser zusammengesetzten W . die gesuchte W .
aus .

So ist in dem vorigen Beispiele die W . auf den folgenden
oder 4 . Zug eine vveifse Kugel zu ziehen = j . f • 7 =
und die W . eine schwarze zu ziehen = . f - - j- j = = f j die
Summe dieser beiden W . ist 1 , wie es auch seyn soll ;
weil es gewifs ist , dafs man auf diesen Zug entweder eine
weifse oder eine schwarze Kugel ziehen wird , fl . , 4 ' 8 i dann
vermischte Beispiele 420 — 43 * .]
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