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42 Euklid 's Elements

Euklid ' s Elemente
Drittes Buch.

Erklärungen.
1. gleiche Kreise sind , in denen die Durchmesser,

oder die vom Mittelpunkte an den Umkreis gezoge¬
nen geraden Linien ( die Halbmesser ) gleich sind.

2 . Von einer geraden Linie wird gesagt, sie berühre
den Kreis , wenn sie ihn trifft und verlängert ihn
nicht schneidet.

Z. Von Kreisen sagt man , sie berühren einander, wenn
sie einander treffen , ohne einander zu schneiden.

4 . Im Kreise heißen gerade Linien glerchweir vom
Mittelpunkte entfernt , wenn die aus dem Mit¬
telpunkte auf sie gefällten Perpendikel gleich sind.

5 . Entfernter aber heißt diejenige, auf welche der größe¬
re Perpendikel fallt.

6 . Ein Areisabschmrr ist die von einer geraden Linie,
(der Grundlinie ) und dem ( von ihr abgeschnitte¬
nen) Umkreise begranzte Figur.

7. DerWmkel des Abschnitts ist der von der Grund¬
linie und dem Umkreise eingeschlossene.

8. Der Winkel in > Abschnüre hingegen ist derjenige,
welchen die geraden Linien einschließen, die von ir¬
gend einem Punkte auf dem Umkreise des Abschnitts
nach den Endpunkten der Grundlinie gezogen sind.

y . Wenn aber die den Winkel einschließenden geraden
Linien ein Stück des Umkreises ( einen Bogen ) ab¬
schneiden, so sagt man , der Winkel siehe auf dem-
selben. 10 . ElN
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— io . Ein Rreisülrssckmtt ist die Figur , welche von der,
geraden , einen Winkel am Mittelpunkte des Krei-

( ses einschließenden , Linien und dem von ihnen ab¬
geschnittenen Bogen begranzt wird.

r i . Aehnliche Kreisabschnitte sind , welche gleiche Win¬
kel fassen , ,otz,er in denen die Winkel beyderseits
gleich sind.
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Der i . Saß. Aufgabe.
Eines gegebenen Kreises , ABC, Mittelpunkt zu finden.
Im Kreise ziehe wtilkührlich eine

gerade Linie AB , halbirc sie in D,
und errichte auf ihr in D den Per¬
pendikel DC . Verlängere CD bis E,
und halbirc CE in F : so ist F der
gesuchte Mittelpunkt.

Denn wäre F nicht der Mittel¬
punkt, so sey es irgend ein anderer,
etwa6 . Ziehe GA , GD , GB . Da
AD — DB , und GD gemein, auch ( i , 15 . E.) AG — GB:
so ist ( 1, 8. S .) ADG — GDB , folglich ( 1, 10 . E.) beyde
rechte Winkel. Nun ist auch CDB R . Folglich ist
(i , 10. G.) CDB — GDß , welches ( l , 9 . G, ) unmöglich
ist. Demnach ist 6 nicht der Mittelpunkt des Kreises, und
aus eben den Gründen auch kein anderer Punkt außer F«
Folglich ist F des gegebenen Kreises Mittelpunkt.

Zusatz.
Hieraus erhellet, daß , wenn im Kreise eine gerade Linie

von einer andern in der Mitte und unter rechten Winkeln ge¬
schnitten wird , in der schändenden Linie der Mittelpunkt des
Kreises sey.
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Der r. Satz . Lehrsatz,
Eine gerade Linie, welche zwey beliebige Punkte, A, B,

in dem Umringe eines Kreises, ABC, verbindet, fallt in¬
nerhalb dieses Kreises.

Fiele diese gerade Linie nicht in¬
nerhalb des Kreises, so falle sie außer¬
halb, wie AEB, Nimm(3,1 . S .)
des Kreises MittelpunktD, und ziehe
DA, DB. ZwischenA, B, nimm
in dem Umkreise willkührlich einen
PunktF, ziehe DF, und verlängere
sie bis E,

Da (l , 15 , E-) DA^rDB , so
ist( 1, 5. S .) DAE= DBE. Nun ist(i , 16. S, ) DEB>
DAE. Folglich ist DEB> DBE, folglich(i , 19, S .) D8
>DE . Nun ist(1, 15. E.) DB~ DF, Folglich ist DF
>DE , welches( 1,9 . G.) unmöglich ist. Demnach kann die
gerade Linie, welcheA und B verbindet, nicht außerhalb
des Kreises fallen. Eben so beweiset man, daß sie nicht aas
den Umkreis fallen könne. Folglich muß sie innerhalb hei
Kreises fallen-

Der 3. Satz . Lehrsatz, «
Wenn im Kreise, ABO, eine durch den Mittelpunkt

gehende gerade Linie, CD, eine andere, nicht durch den
Mittelpunkt gehende, AB, halbirt: so schneidet sie dieselbe
unter rechten Winkeln; und wenn sie dieselbe unter rech¬
ten Winkeln schneidet: so halbirt sie auch dieselbe.

Nimm(z, r. S .) des Kreises Mittel¬
punktE , und ziehe Ea , EB.

Erster Theil,
Wenn CD die AB in F halbirt: so

ist AF — FB. Nun ist EF gemein,
und ( l , 15. E.) AE^ EB, Folglich
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ist( l , 8. S .) AFE — EFB , folglich( l , lo . E.) schneidet
CD die Aß unter rechten Winkeln.

Zweyter  Theil.
Wenn CD die AB unter rechten Winkeln schneidet: so ist

(i , io . G.) AFE FFB. Nun ist, weil ( i , iz . <§.)
AB — EB , ( i , 5. S .) EAF = fcBF, auch ist EF gemein.
Folglich ist ( i, 26. S .) AF = FB, das ist, CD halbirr
die AB.

Der 4.  Satz . Lehrsatz.
Wenn im Kreise , ABCD , zwey gerade Linien , AC,BD,

die nicht durch den Mittelpunkt gehen, einander schneü
den: so haldiren sie einander nicht.

Gesetzt, sie halbirten einander, so
daßAE — EC , und BE EO : so
ist, wenn man des Kreises Mittelpunkt /
Fnimmt , und FE ziehet, (3 , 3; S .) jJ
FEA sowohl, als FEß ein rechter '
Winkel, folglich FEA — FEB , welr
cbes( r, y. G .) unmöglich ist. Folglich
kennen AC , BD , einander nicht halbiren.

D

C

Der 5. Satz. Lehrsatz.
Zwey Kreise , ABC , CDG , die einander schneidert,

haben keinen gemeinschaftlichen Mittelpunkt.
Gesetzt, diese Kreise, welche in

B, C , einander schneiden, hatten
einen gemeinschaftlichen Mittelpunkt
E , so ziehe EC , und willkührlich
EFG , folglich ist ( 1, 15 . E ) im
Kreise, ABC , EC — EF , und im
Steife CDG , FC EG , folg¬
lich wäre ( 1, t . G . ) EG — EF,
Stiches( l , g. G .) unmöglich ist. Folglich können diese Kreise
keinen gemeinschaftlichen Mittelpunkt haben.

Der
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Der 6» Saß. Lehrsatz.
Zwey Kreise , ABC, CDE , bereit einer den andern

inwendig berührt , haben keinen gemeinschaftlichen Mit¬
telpunkt.

Gesetzt, diese Kreise, welche in C ein¬
ander berühren , hatten einen gemein¬
schaftlichen Mittelpunkt F ; so ziehe FC,

und imKreise CVE , FL — FE , folglich
(i , i . G . ) EB —  FE, ' welches ^ —;_

(s/y/G .) unmöglich ist. Folglich können
diese Kreise keinen gemeinschaftlichen Mittelpunkt haben.

Der 7. Saß . Lehrsaß. Fl

Nimmt man auf eines Kreises , ABCD, Durchmesser,
AD , einen vom Mittelpunkte , E , verschiedenen Punkt , ( ,
F , und .ziehet von ihm an den Umkreis, , mehrere gerade ( i
Linien Fßr FC, FG : .so ist die durch den Mittelpunkt , iid
Fa,  die größte , und das übrige Stück des Durchmes¬
sers , FP , die kleinste ; unter den übrigen aber immer zjg
bieder größten , FA , nähere größer als die entfernter*
re . Auchssind von solchen Linien nur je  Zwey auf beyden
Seiten cher kleinsten , FD , einander gleich.

Erster Theil.
Ziehe EB , EC , KG : so ist im

A BEF ( i , 20 . S .) BE + EF>
FB . Nun ist ( r , 15. E.) BE —
«AE , also BE -z- EF =t  AE + EF C
= AF . Folglich ist AF > FB.

• A ra
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Da ( 1, 15. E. ) BE == CE,
und EF denA A BEF , CEF , ge¬
mein, aber BEF > CEF : so ist
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(1 , 24. S .) FB > FC , und aus eben den Gründen FL
>F6.

Da ( i , 20. S .) GF -fFE > -EG , und ( i , 15. E.) EG
— Ev — VF -t- FE : so ist GF + FE > DF + FE , folg¬
lich(1,,$. G.) GF > JDF.

Demnach ist FA die größte, FD die kleinste, und unter
den Linien,FB, FC, FG, immer die dxr FA nähere größer,
als die entferntere. . ' -- i.l <■. ’

Zweyter ? hel l.
An EF setze( t , 2z. <si ) FEH ^ FEG , und zieheFH:

so ist, weil auch( 1, * 5. K.y EHrrEG, ' uud EPgmeirt,
(1, 4. © .) FH — FG . Ware nun außer Fl 'k noch irgend
eine andere, etwa FK , der FG gleicht so wäre auch FK
- FH , welches unmöglich, weil nach dem ersten Theile
FK > FH ist. .

(Döct : Wäre FK =zi FGso  ziehe EK . Nun ist auch
(i , 15. E.) KE — EG , und EF -gemein. Folglich ist
(r , 8. S .) KEF — FEG . Nryt war Fl -G — FEH - Folg¬
lich topre KEFirrFEH / welkes>( l , 9- G.) unmöglich ist.

Demnach ist an dieser Seite der kleinsten, FD, nur die ein¬
zige FH — FG,

Der 8. Satz . Lehrsatz.
Nimmt man außerhalb eines Kreises, ABE , eilieü

Punkt D, und ziehet von ihm an den Umkreis mehrere ge¬
rade Linien, ein!-, D^ , durch den Mittelpunkt , M , dio übt 'ii
9en beliebig, so ist unter denen, welche den hohlen Um¬
kreis treffen , D * ,DE , DF , DC, die durch den Mittel¬
punkt, DA , die größte; von den übrigen aber immer die
der größten, DA , nähere größer, als die entferntere; un¬
ter denen hingegen, welche den erhobenen Umkreis treffen,
V6,DK , DL , DH , ist die, welche verlängert durch den
^üttelpunkt gehet,‘DG , die kleinste, von den übrigen aber

immet
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immer die der kleinsten, DG , nähere kleiner, als die end
ferntere. Auch fint * von solchen Linien nur je zwey aus ^
beyden Seiten der kleinsten, DG , einander gleich. ^

Erster Theil . w

^ie^cME,MF,MC , so ist( 1,20 . ©.)
DM + ME > DE. Nun ist ( 1, 15. E.)
ME — MA ; also DM + ME = DM
+ MA = DA . Folglich ist DA > DE.

Da ( r , 15. E. ) ME “ MF , und
MD gemein, aber DME > DMF : so
ist ( l , 24. S .) DE > DF . Und aus
eben den Gründen DF > DC.

Demnach ist DA die größte, und un,
ter den Linien, DE, DF , DC , immer die
der DA nähere größer, als die entferntere.

Zweyter Theil.  se

Ziehe MK,ML,MH:  so ist (t,  20 , @.) MK -fKD > jf
MD , t>a* ist, > MG + GD. Nun ist ( i , i §. E.) ME - - ^
MG . Folglich ist MG + KD > MG + GD , foW ™
(1,3 . @.) KD > GD , 0DecDG < DK.

Da in den Triangeln MED , MED , ( l , 2l . S .) MK + H 5
DK < ML + DL,  aber ( l , t ; . E.) ME —MC:  so ß J
ML + DK<  ML + DL , folglich ( . , 3. © .) DE < DL, "
Und aus eben den Gründen DL < DH.

Demnach ist DG die kleinste, und unter den Linien DE,DB ^
DH , immer die der DG nähere kleiner, als die entferntere.

Dritter Theil . DE
An DM setze( 1, 23. S .) DML — DME,und ziehe0» Se

Nun ist ( l , 15. C.) MB — ME,  auch MD gemein. Feh' 8.
lich ist ( l , 4. S .) DB — DE . Wäre nun außer DB nrf geg
irgend eine andere, etwa DN , der DE gleich, so wäre ouf 2=
(1,1 . G.) DN2 = DB , welches unmöglich, weil nachW ebei
zweyten Theile DB < DI ^ . iii l

L>dcs (
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Ddet : Wäre DN ~ DK, so ziehe MN . Nun ist auch
MN :rr MK, und MD gemein. Folglich ist ( i , 8. S .)
DMK^rDVlN , Nun war D'MK = rDMB . Folglich
WareDMNrrrDMB , welches( i , y. G.) unmöglich.

Demnach ist an dieser Seite der kleinsten DG , nur die ein-
jigeDB=rDK . .

Der 9. Satz . lehrsatz.
Gehen Von einem Punkte , D, innerhalb eines Kreises,

ABC, an den Umkreis mehr als zwey gleiche gerade Li¬
nien, DA,DK,DC : so ist solcher des Kreises Mittelpunkt.

Ziehe AB, BC, und halbier sie
(>, i o. S .) in E, F. Ziehe EU,
DF, und verlängere sie an bey- -
den Seiten nachG, K, H , L.

Da AE — EB, und ED
gemein, auch AD = DB : so
ist ( i , 8. S . ) AED =
BED. Folglich( i , io . E.) je¬
der dieser Winkel ein recbter.
Demnach wird AB von Gl< unter rechten Winkeln halbirt,
folglich ist (z, i . S .) des Kreises Mittelpunkt in GK; aus
oben den Gründen aber auch in Eil.. Run haben GK, HL,
für den Punkt D gemein. Folglich ist D des Kreises ABL
Mittelpunkt.

Ein anderer Beweis . Ware
Dnicht der Mittelpunkt, so sey es ir¬
gend ein anderer, etwa E. Ziehe
DE, und verlängere sie an beyden
Seiten nach F, G , so wäre also (z,
8- S .) DC > DB, und DB > DA,
Segen das Angenommene DC — DB n■-- DA. Demnach kann nichtE der Mittelpunkt seyn; aus
eben den Gründen aber auch kein anderer außer D, Folglich
istD des Kreises ABC Mittelpunkt.

Euktid's Elem. iZ Bücher. D Der
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Der io 4 Satz. Lehrsatz.

Ein Kreis schneidet einen andern , ABC , in nicht mehr
«ls zweyen Punkten.

Gesetzt, der erste Kreis schnitte
den andern ABC in dreyen Punk¬
ten , D , B , E , so ziehe EB, Bl ) ,
und halbire sie in F, G. Auf EB,
IJD , errichte in F , G, die Perpen¬
dikel FC , 6K , und verlängere sie
vis A , H : so ist ( 3,1 . S .) in CA
und KH , folglich in dem einzigen
ihnen gemeinschaftlichen Punkte L,

des andern Kreises ABC Mittelpunkt . Nun wird eben so ko ^
wiesen, daß L auch des ersten Kreises Mittelpunkt sey, web "
ches(z, 5. S .) unmöglich. ^pr
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Der tu Satz. Lehrsatz.

Berühren sich zwey Kreise , ABC , AVF , innerhalb : st
trifft die gerade Linie , welche beyder Mittelpunkte verbO
det , genugsam verlängert , den Berührungspunkt , A. it

Gesetzt, der beyden Kreise Mittel¬
punkte waren , wenn es möglich, F , G,
so daß die verlängerte gerade Linie FG
den Berührungspunkt A nicht träfe.
Ziehe AF , AG , so ist ( 1, 20 . S .) FG
-f GA > FA,  oder , weil ( 1,15 . E.)
GA = GD , FA — FH , FG + GD
;> FH , t»aS ist > FG -+-GH , folglich
(1,5.  G .) GD > GH , welches( r , 9. G .) unmöglich. Dc-̂
nach muß die gerade Linie, welche beyder Kreise Mittelpurkle
verbindet, den Berührungspunkt A treffen.
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Der 12. Satz. Lehrsatz.
Berühren sich zwey Kreise , ABC, ADE , außerhalb:

so geht die gerade Linie , welche beyver Mittelpunkte ver«
bindet, durch den Berührungspunkt , A.

Gesetzt, der beyden Kreise - - ..
Mittelpunkte wären , wenn j y — -v. g
es möglich, F , 6 , so daß die / \s \ '
gerade Linie FCDG nicht / )
durch den Berührungspunkt V J
A ginge. Ziehe AF , AG , V y  ^
foi (Kt,i 5.®0 AF = FC , ^ ^
unb AG±±GD , folglich AF -,- AÜ ^ rFC ^ - OV - folglich
AF -j- AG < FG , da doch ( i , 20 . S .) AF -s- AG >»FG.
demnach kann die gerade Linie, welche beyder Kreise Mittel¬
punkte verbindet, durch keinen andern- als den Berührungs¬
punktA gehen.

Det iz . Sätz . Lehrsatz.
Kreise berühren sich, innerhalb sowohl üls außerhalb^

«>nicyr mehr als einem Punkte.

Erster Theil.
Der Kreis ABCD werde inwend g

von einem andern iN dem Punkte B

berührt, auch seyE der Mittelpunkt ^
utien , unv r ver wcnreipunri ue»

ündern Kteises. Ziehet man die ge-
rade Linie EF , so trifft ( 3, 11. & ■)
dieselbe verlängert den Berührungs¬
punkt B.

Stun sey, wenn es möglich, noch ein zweyter von B uns

tonnte»

ter>chiedener Berührungspunkt , der aber kein anderer als
welchen ( z, n . S .) dir verlängerte EF trifft , seyn

i ) i
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Da E der Mittelpunkt des ersten
Kreises: so ist ( i , iz . E.) DE — EB,
folglich DE > FB , folglich noch viel¬
mehr DF > FB . Nun ist F der Mit¬
telpunkt des andern Kreises, folglich
(i , iz . E.) DF — FB ; welches jenem,
DF > FB, offenbar widerspricht.

Zweyter Theil.
Gesetzt, der Kreis ABCD , würde auswendig von einem

andern, wenn es möglich, in zweyen Punkten A , C, berührt
Ziehe AC.

Da A , C, zwey Punkte in der Peripherie des ersten Krei¬
ses ABÖL , so fallt ( ; , 2. S .) AC , innerhalb dieses Kreises,
folglich ( ; , 3. E.) außerhalb des andern Kreises. Nun sind
A , C, zwey Punkte in der Peripherie des andern Kreises, folg¬
lich fällt ( z, 2. S .) AC innerhalb des andern; welches dem
Obigen offenbar widerspricht.

Der 14. Satz . Lehrsatz.
In einem Kreisa, ABDC , sind gleiche gerade Linien,

AB , CD , gleich weit vom Mittelpunkte , E , entfernt ; und
gleich weit vom Mittelpunkte , E, entfernte gerade Linien,
AB , CD , einander gleich.

Falle ( i , 12. S .) aus E auf AB , CD,
die Perpendikel EF , EG , und ziehe AE,
EC.

Erster Theil.
Wenn AB — CD ist. Da EF auf

AB senkrecht: so ist ( z, z . S .) AF —
FB , also AB — 2 AF . Aus eben den
Gründen ist CD — 2 CG . Nun ist
AB — CD . Folglich ist ( i , 7. G .) AF — CG , also □ AF
— □CG . Auch ist ( 1, 15. G.) AE — EC , also □ ^
— □ EC . Nun ist, weil bey F, G , rechte Winkel , (>'
47 . © .) □ AE ;= QAF4 - □ EF , u«& aEC = DCG +

□ Eß.

Q1
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QEG . Folglich ist ( r , 1. G.) □ AF -f- OEF = D CG+
□ EG , folgiüb ( 1, 3. @0  □ EF = □ EG, also EF = EG.
Demnach sind (3, 4. E.) AB, CD, gleich weit vom Mittel¬
punkteE entfernt.

Zweyter Theil.
Wenn(z, 4. S.) EF ^ rEG , also□ EF = DEG . Nun

; war nach dem ersten Theile m AF + Q EF = : Q CG 4-
,era| 0 EG. Folglich ist ( 1, z. G.) □ AF — □ CG , also AF

; —CG. Nun war auch AB — 2 AF, und CD — 2 CG.
; Folglich ist ( i , 6. G.) AB — CD.

rei¬
fes,
sind
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Der 15. Satz . Lehrsatz.
In einem Kreise, ABCD, ist der Durchmesser, AD , die

größteLinie; unter den übrigen aber immer die dem Mit¬
telpunkte, E, nähere, BC, größer als die entferntere, FG.

ett,
nid
en,

Fälle( , , 12. S .) aus E auf BC,FG,
1 die Perpendikel EH , EK ; so ist (z, z E.)
! EK> EH . Mache daher ( i , 3. S .)
, Ei — EH . Errichte ( i , 11. S .) auf

EK in L den Perpendikeli .M , und ver¬
längere ihn bis N . Ziehe EM , EN,
EF, EG.

\F

( »/
:+
6.

ELrrrEH : so ist (3, 14. 0 .) MN = BC. Auch
ist(1, 5. E.) AE — EM , und ED — EN , also AD —
Ê +  EN . Nun ist ( 1, 20. S .) EM + EN > MN.
Folglich ist AD > BC.

Da ( 1,15 . @.) ME = rFE , wb EN = EG , abcr
MhN > FEG : so ist ( 1, 24. S .) MN > FG . Nun war
MN — BC. Folglich ist BC> FG.

Demnach ist die dem Mittelpunkte nähere BC , größer,
ol§ die entferntere FG , und der Durchmesser AD die größ¬
te Linie.

D z Der
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Der i6 . Satz. Lehrsatz,
Der auf eines Kreises, ABC, Durchmesser, BA, im

Endpunkte, A, errichtete Perpendikel, AF, fällt außerhalb
des Kreises; und an diesen Punkt , A , fallt zwischen dem
Umkreise und dem Perpendif'el keine andere gerade Linie.
Auch ist der Winkel des Halbkreises, CPIAB, größer, der
übrige vom Umkreise und dem Perpendikel eingeschlossene
Winkel, HAE , aber kleiner, als jeder spitze geradlinige
Winkel.

Erster Theil.
Fiele solcher Perpendikel nicht außer¬

halb des Kreises, so falle er, wenn's
möglich ist, innerhalb, wie AC, so daß
qlso DAC ein rechter Winkel wäre.
Ziehe PC , sy ist, weil ( i , xZ. E. ) /;
PC — DA , ( i , 5. S .) DCA —
DAC, folglich beyde Winkel rechte,
welches( 1, 17. S .) unmöglich ist.

Demnach kann solcher Perpendikel nicht innerhalb des Krei¬
ses fallen; aber aus eben den Gründen auch nicht auf den
Umkreis; folglich fällt er außerhalb des Kreises,

Zweyter Theil.
Fiele, wenn es möglich, zwischen dem Umkreise CHA,

und hem Perpendikel DA, an den Punkt A, eine gerade Linie,
wie DA- so fälle ( 1, 12. ©.) aus D auf FA den Perpendikel
PG , Weil also DGA ein rechter Winkel, DAG aber klei¬
ner als der rechte DAE , so ist DGA > DAG , folglich
(x , 19. S .) D \ >DG . Nun ist ( 1, 15. E.) DA— DH.
Folglich wäre DH > DG , welches( x, 9. @.) unmöglich.

Dritter Theil.
Ware ein spitzer geradliniger Winkel noch größer, als

der vom Durchmesser BA, und dem Umkreise AFlC einge¬
schlossene Winkel; oder noch kleiner, als der vom Umkreist
AHC , und dem Perpendikel AE eingeschlossene Winkel: stmüß»
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wüßte zwischen dem Umkreise und dem Perpendikel qn den
Punkt A «ine gerade Linie , wie FA , fallen , welches nach
dem im zweyten Theile Erwiesenen unmöglich ist.

Zusatz.
Hieraus erhellet , daß ein auf dem Durchmesser in dessen

Endpunkte errichteter Perpendikel den Kreis berührt , und daß
eine gerade Linie den Kreis nur in einem Punkte berühret,
indem ( 3, 2 . S .) die gerade Linie , welche in zwey Punkten

mit ihm zusammentrifft , innerhalb des Kreises fällt.

Der ! ?. Satz . Aufgabe.
Aus einem gegebenen Punkte , A , an einen gegebenen

Kreis , BCD , eine Berührungsiinie zu ziehen.

Nimm ( z , i . S .) des Krei¬
ses Mittelpunkt E , ziehe EA,
und beschreibe aus E , mit EA
den Kreis AFG . Errichte ( i,
n . S . ) auf EA in D den
Perpendikel DF . Ziehe EBF,
und AB : so ist AB die aus A

gezogene Berührungslinir des
Kreises BCD.

Denn da in den Triangeln,
ABE , FDE , ( t , i s . ©.) EÄ“
EF , und EBmED , auch der Winkel AEF gemein : so ist
(r , 4 . S .) EBA — EDF . Nun ist EDF , folglich auch EBA,
tin rechter Winkel , das ist , AB perpcndikular auf dem Halb¬

messer EB , in dessen Endpunkte B. Folglich ist ( z , lü . Zus.)
AB eine Berührungslinie des Kreises BCD.

Der Tg. Satz . Lehrsatz.
Auf eines Kreises, , ABC , Verührungslinie , DE , ist

die vom Mittelpunkte , F , nach dem Berührungspunkte/
0, gezogene gerade Linie , FC , perpendikular.

D 4 Wäre
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Wäre FC nicht perpendikular
«uf DE , so sey es eine andere, et¬
wa FG , und daher FGC ein rech¬
ter Winkel, also( i , 17. S .) FCG
<FGC , folglich( i , 19. S .) PC
>FG . Nun ist ( i , i z. E.) FC D,
r^ iPW. F̂olglich wäreFB > I G,
welches( i , 9. 0 .) unmöglich ist. Demnach kann FG nicht
perpendikular auf I ) E seyn; aus eben den Gründen aber auch
keine andere außer FC. Folglich ist P'C auf D £ perpen-
dikular.

Der 19 . Satz. Lehrsatz.
Ist auf eines Kreises , ABC , Berührungslinie , be,

im Berührungspunkte , C , eine gerade Lrnie , CA, per-
pendikular: so ist in solcher des Kreises Mittelpunkt.

Ware der Mittelpunkt nicht
in AC , so sey er außer ihr ir¬
gendwo, etwa in F. Ziehe FC,
welche(z, 18 S .) aufvE per¬
pendikular; daher FCE ein rech¬
ter Winkel. Folglich wäre ACE
= FCE, welches( 1, 9. G.) un- D- - E :
möglich ist. Demnach kann F !
nicht der Mittelpunkt seyn; aus eben den Gründen ab» j
auch kein anderer außerhalb AC . Folglich muß er in 1
AC seyn.

Der 2O. Satz . Lehrsatz.
In jedem Kreise, ABC , ist der Winkel am Mittel

punkte, BEC , doppelt so groß, als der Winkel am Um>
kreise, wenn beyde auf einerley Bogen stehen.

Es sey zuerst der Winkel am Umkreise BAC. Ziehe AE,
und -verlängere sie bis F . Da ( r, 15. (£.) EA = : EB : so

iß
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ist(l , 5. S .) -EAB = EBA, folglich
(i , zr . S.) LEE^ 2 EAB. Eben
seist FEC^ 2 FAC,folgEch( l,2 .G.)
BBC 12- 2 BAC,

Es sey ferner ein anderer Winkel
am Umkreise BDC, daß BD die EC
schneide. Ziehet man nun DE, und
verlängert sie bis6 : so wird auf eben
die Art bewiesen: daß GEC ~ 2 GDC, und GEB ;=
2ODB, folglich(1, z. G.) LEO— 2 BDC.

Der 21 . Satz. Lehrsatz.
Die Winkel , BAD, BED, in einerley Kreisabschnitte,

BALD, sind einander gleich.
Nimm des Kreises Mittelpunkt E,

und ziehe BF, FD : so ist (2, 20. S.)
BFD— 2 BAD = 2 BED, folglich
bad— bed.

C

Der 22 . Satz. Lehrsatz.
Die gegenüberstehenden Winkel einer vierseitigen

Figur im Kreise, ABCD, sind zwey rechten Winkeln
gleich.

~ 9 iviyuu ; iyum y utjuicnum , 1
ADC4-ABC— BAC4- ACB4-ABC &
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Der 2Z. Satz . Lehrsatz.
Auf einerley geraden Linie , AB , können nicht zwey

Ähnliche, und dabey ungleiche Kreisabschnitte, an einer- !
iley Seite errichtet werden. ,

Ware dies möglich, so seyen die !
Kreisabschnitte, ACB, ADB , ungleich,
und ähnlich. Ziehe willkührkich AD,
und verlängere sie bis 0 . Ziehe CB, .4
DB : so ist, weil die Abschnitte ähnlich,
(z , 11. @.) ADB — ACB , welches( i , 16, S .) unmög-
flch ist.

Der 24 . Satz . Lehrsatz.  j
Aehnlicke Kreisabschnitte, ALB , CFD , auf gleichen!

zeraden Linien , AB, CD, sind einander gleich. ,

Bringe ALB auf CFD, / ' ' ’IT ' N.
und legea auf C, und AB f  !
auf CD : so fällt (weil AB A- fc D j
— CD) B auf D. Fielen ^ ^
nun nicht auch die Kreisbogen, AFB , CFD, auf einander, so
jnüjjic der eine entweder ganz über den andern fallen, oder\
ihn irgendwo noch in einem dritten Punkte schneiden. Dos■
Erste ist gegen(z, 2z . S .) , das Zweyte gegen(z, 10. S-),
Demnach müssen auch die Kreisbogen auf einander fallen, f# :
sich die ähnlichen Kreisabschnitte ALB , CFD, sich decken, als» !
einander gleich seyn. !

Der 25 . Satz . Aufgabe.

Den Kreis , wovon ein Abschnitt, ABC , gegeben ist, j
zu vollenden.

Halbste( r , 10. S .) AC in D , und
errichte( 1, 11. S .) auf AC in D den
Perpendikel DB. Ziehe AB, so ist ABD A
entweder größer oder eben so groß, oder
kleiner als BAD.

Erste'
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Erster Fall.
Ist ABD> BAD, so fetze in A an BA (i , 23. S .) BAE

2= ABD, verlängere BD bis E, und ziehe EC.
Hiernach ist ( l , 6„ S .) BE = EA, Nun ist, weil AD

! 22 DC, und DE gemein, auch beyD rechte Winkel, ( i,4 .S .)
AE2= EC. Folglich ist ( 1, 1. G.) auch BE — EC und
(3, 9. S .) E des verlangten Kreises Mittelpunkt.

Auch ist klar, daß in diesem Falle der Kreisabschnitt ABC!
kleiner als der Halbkreis sey, weil der Mittelpunkt außerhalb
desselben liegt.

Zweyter Fall.
Ist ABD= BAD, so ist(r, 6.SO

AD— DB — DC. Folglich ist
(3, 9- S .) D des verlangten Kreises
Mittelpunkt.

In diesem Falle ist augenscheinlich
Abschnitt ABC ein Halbkreis.

Dritter Fall,
Ist ABD< BAD, so setze in A an

BA( 1,23 . 0 .) BAE — ABD, und
ziehe EC.

Hier wird, wie beym ersten Falle,
bewiesen, daß AE 2—EB— EC, und
daherE des verlangten Kreises Mittel¬
punkt sey.

In diesem Falle fällt der Mittelpunkt innerhalb des Ab¬
schnitts ABC, welcher also offenbar größer als der Halb¬
kreis ist.

Der 26 . Satz. Lehrsatz.
In gleichen Kreisen, ABC, DEF , stehen gleiche Win«

krl am Mittelpunkte, BGC , EHF , sowohl, als gleiche
Winkel am Umkreise, BAC, EPF , auf gleichen Bogen,
MC . ELF.



Lo Euklid '6 Elemente

Ziehet manBG, EF, so
ist ( z, i . E. ) , weil die
Kreise gleich sind, BG —
EH , und GG — HE.
Nun ist auch BGG —
EHE . Folglicd ist( t ,4.© .)
BG — EE. Da die Win¬
kel beyA , D , gleich sind, so sind in den vierseitigen Figuren
ABKC , DELF , (3, 22. S .) auch die Winkel K , L , gleich,
also (3, 11. E.) die Abschnitte BKG, EEE, ähnlich. Nun
war auch BG — EF . Folglich sind (3, 24. © .) diese Ab-
schnitte sowohl, als ihre Bogen BK.C, ELF , gleich.

Der 27 . Satz . Lehrsatz.
In gleichen Kreisen, ABC, DEF , sind die auf gleichen

Bogen , BG, EF , stehenden Winkel am Mittelpunkte,
BOG, EHE , sowohl als am Umkreise, BAC , EDF , ein¬
ander gleich.

Wären BGG,EHF,
ungleich, so wäre einer
davon, etwa BGG, grö¬
ßer. Es sey daher (j,
23 . S .) BQK— EFIF,
folglich (3,26, © ,) BK
rr : EF. Nun ist ange¬
nommen BG — EF. Folglich wäre BK —
(1, 9. G.) unmöglich ist. Demnach ist BGC:
(3 , 20. S .) auch BAC = EDF.

BG, welches
-EHE , als»

Der 28 . Satz . Lehrsatz.
In gleichen Kreisen, ABG, DEF , schneiden gleiche ge¬

rade Linien , BG, EF, gleiche Bogen ab: daß nämlich
die großem Bogen , BAG, EDF , sp wie die kleinern,
BGC , EHE , einander gleich sind.

Rinv«
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T>

K

H

Nimm der Kreise Mit¬
telpunkte, K, L , und ziehe
die Halbmesser BK , KC,
EL,LFjfoiHC 3/i -@0/
well die Kreise gleich, BK
~EL , und KC — LF . - -^v F
Nun ist auch BC — LF.
Folglich sind ( l , S .)
die Winkel bey K, L , also ( 3, 20 . S .) auch bey A , D > also
(3, 22 . S .) auch bey G, H , gleich. Folglich sind ( 3,26 . 0 .)
die Bogen BAC , EDF , sowohl, als die Bogen BGC , EHF,
einander gleich.

Der 29 . Satz. Lehrsatz. fl ft ,.
In gleichen Kreisen , ABC , OLL , sind die geraden Li¬

nien, BC , EF, welche die Endpunkte gleicher Bogen,
BGC, EHF , verbinden , einander gleich.

Nimm die Mittelpunkte
L , und ziehe die Halb¬

er BK, KC , EE , LF,
lche( z, 1. E.) gleich sind.

D

Der 30 . Satz. Aufgabe.
Einen gegebenen Kreisbogen , ABO , zu halbiren.
Ziehe AB , und halbire sie ( i,

l0 * S .) in C. Errichte ( 1,11 . © .)
°uf AB jn C den Perpendikel CD,
und ziehe AD , OB . so ist ADB tu
v haldirt.

Denn da AC — CB, CD gemein, und bey C rechte Win-
{el:  so ist ( i , 4 . S .) AD — DB j folglich sind ( 3, 28 . S .)
""cd die Bogen AD , DB gleich.

Der

Ab
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Der zi . Satz. Lehrsatz.
Der Winkel im Halbkreise , BAC, ist ein rechter ; aber

det Winkel im größern Kreisabschnitte , ABC ; ist klei¬
ner , und der im kleinern , ADC , größer als ein rechter.
Hingegen ist der Winkel des größern Kreisabschnittes,
CABC , größer , Und des kleinern , CADC , kleiner , als
ein rechter.

Des Kreises ABCD Mittelpunkt sey
E , sein Durchmesser BC. Nimm im
Umkreise über BC willkührlich zwey
Punkte A , D , und ziehe die geraden
Linien BA, AC, AD , DC : so wird der
Halbkreis von BC , und dem Bogen x!
BÄDC ; der größere Abschnitt von CA,
und dem Bogen ABC ; der kleinere von
CA , und dem Bogen ADC einge¬
schlossen. Ziehe ferner EA , und verlängere BA nach B.
Hier ist:

Erstlich. Der Winkel im Halbkreise BAC — N . Denn
es ist( 1, 15. E.) BB — EA , also( l , 5. S .) EAB — EBA,
und eben so, weilEA — EC , EAC — ECA ; folglich (1,
2. G.) BAC — EBA +  ECA. Nun ist ( 1, za. S .) FAC
= EBA + ECA. Folglich ist ( t , 1. G.) BAC =±FAC = :
SK. ( 1,10 . @.) Oder : Es ist( i,g2 . S .) AEC — 2BAB,
und AEB — 2 EAC , folglich AEC -t- AEB — 2 BAC
Nun ist ( r , i z. S .) AEC + AEB — 2 R. Folglich ijt
a BAC — 2 R . , folglich BAC — R.

Zweyten ». Der Winkel im größern Abschnitte ABC< 3k.
Denn im aABC  ist ( i , Z2. S .) ABC -EBAC < 2R .,abtt
BAC — sr. , folglich ABC < R.

Drittens . Der Winkel im kleinern Abschnitte ADC
<CR. Denn in der vierseitigen Figur ABCD ist (z,2 2.S>)
ABC + ADC — 2 Rl , aber ABC < R., folglich ADG> R.
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Viertens. Der Winkel des großem Abschnitts GA8G
>R . Denn er ist offenbar größer, als der rechte Win¬
kel CAB.

Fünftens . Der Winkel des kleinern Abschnitts CADG
<R . Denn er ist offenbar kleiner, als der rechte Win¬
kel CAF.

Zusah.
Hieraus erhellet, daß, wenn in einem Triangel ein Win¬

kel den beyden übrigen gleich ist, er ein rechter sey; weil sein
Nebenwinkel( i , za. S .) denselben beyden Winkeln gleich ist,
jleiche Nebenwinkel aber ( i , io.  S .) rechte sind.

Der 32. Satz. Lehrsatz.
Wird ein Kreis , ABCD, von einer geraden Linie, EF,

berührt, und von einer andern aus dem Berührungspunk¬
te, 8 , gezogenen, 8V , geschnitten: so sind die Wurkel,
DBF, ÜBE, welche die schnerdende Linie mir der berüh¬
renden macht, den Wmkcln in den Wechselabschnicren
des Kreises gleich.

Errichte (i , ii.  S .) auf EF
inB den Perpendikel BA. Im
Dogen 81) nimm willkührlich ei¬
nen Punkt L , und ziehe AD,
DC, CB: so ist zu beweisen, daß
DBF— DAB , uuö DBE =
DCB. E

Erstlich. Im Perpendikel BA ist <3, 19. @.) des Krei-
P Mittelpunkt, folglich(3, 31. S .) ADB ± = R . — A8D
tBAD . Nun ist ABF — R. — A8V ^- V8F . Füglich
ist( i , i . G.) ABI ) -f- BAD = ABD •+■DBF . Fola'.ich
(1, 3- @.) BAD = DBF.

Zweitens , in der vierseitigen Figur ABCD ist(3,22 . ©.)
AD+ DCB n 2 R. — DBF •+■DBE. Nun ist erwiesen,

H BAD = DBF . 8 - tLUch ist ( 1, 3. G.) DCB = DBB.
Der
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x

Der zz. Satz . Aufgabe.
Ueber einer gegebenen geraden Linie-, ‘AB, einen Kreis- 1

abschnitt-zu beschreiben, der einen dem gegebenen gerad- ! jft
linigeu Winkel , G, gleichen Winkel fasse. - . -
■ Der gegebene Winkel C ist entweder ein
spitzer, oder ein rechter, oder ein stumpfer
Winkel.

Erster Fall.
Wenn C ein spitzer Winkel ist. Setze an

A (i , 23. S .) BAD — C. Errichte in A
auf DA ( 1, 11. S .) den Perpendikel AE,
und halbire ( 1, 10. S .) AB in F. Errichte in F auf AB ;
(r , ij.  S .) den Perpendikel FG , und ziehe GB : so ist, ! ^
weil AF — FB , auch FG gemein, und beyF rechte Win¬
kel, (t,  4 . © .) AG — GB , folglich geht ein umG mit GA
beschriebener Kreis auch durch B.

Er werde nun beschrieben und sey ABE , und BE gezogen:
so ist AEB — G. *»<

Denn da DA aus dem Durchmesser AE im EndpunkteA Ä
perpendikular, so berührt sie (z, 16. S .) den Kreis in A,
folglich ist (3, 32. S .) BAD — AEB . Nun ist BAD — G die
Folglich ist AEB — G. h

Zweyter  Fall.
WennGein rechter Winkel ist. Setze an

A ( 1, 32. S .) BAD — G, und halbire
AB in F. Beschreibe aus F mit FA,
oder FB, den Kreis AEB . Im UmkreiseA

^nimm willkührlich einen Punkt E , und
ziehe AE, EB : so ist AEB — G.

Denn hier ist wiederum(3, 16. S .) ^
DA eine Berührungslinie, weil BAD
— R . Auch ist BAD — AEB , weil AEB der Winkel im
Halbkreise, also gleichfalls ein rechter ist. Nun ist BAD^ ^t ^
folglich auch AEB - - G.

Drikt

23
Un
toi!
un!
It

Fli
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Dritter  Fall.
Wenn0 ein stumpfer Winkel

ist. AnA setze( i , 23.S .) BAD
~ C. Auf DA errichte in A
(i , 11. © .) den Perpendikel Ar.
Hall'ire AB in F , und errichte
den Perpendikel FG . Ziehe GB,
so ist, » eil AF = Fß , auch FG
gemein, und beyF rechte Winkel, ( i , 4. S .) AG — GB.
AusG beschreibe mit GA , oder GB , den Kreis AEB.
Nimm in dem Bogen Aß willkührlich den Punkt H , und
ziehe AFl , Aß : soistAlstß — C.

Denn hier ist wieder DA ( 3, 16. S .) eine Berührungsr
linie, folglich(3, 32. © .) BaD,  das istC:= aHB.

Der 34 Satz . Aufgabe.
Von einem gegebenen Kreise , ABC , einen Abschnitt

lvegzunehmen, der einen dem gegebenen geradlinigen
Winkel, D, gleichen Winkel fasse.

Ziehe an 13(3,17 . © .)
dieBcrührungslinie EBF.
An Fß setze in B ( 1,
23.©.) FBC — D. Im
Umkreise nimm jenseits
willkührlich den PunkstA,
und zjche AB, AC : so ist
kac- d.

Denn da EF eine Berührungslinie, so ist (z, 32. S .)
FUC, das ist D — BAC.

Der 35. Satz . Lehrsatz.
Schneiden einander in einem Kreise , ABCD , zwey ge-

^>de Linien , AC , BD : so ist das unter den Abschnitten
deinen , AC , enthaltene Rectangel , AEXEC , dem

Eukiiü'o Clem. 15 Bücher. E unter
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unter den Abschnitten der andern , BD , enthaltenen , BE
X LV , gleich.

Erster Fall.

Ist beyder Linien Durchschnittspunkt
E des Kreises Mittelpunkt: so sind die
Abschnitte( r , 15. E.) einander gleich,
und daher offenbar AE X EC = BE
X Bv.

Zweyter  Fall.

E
4
ist
D

&
+
lii

Ist E aber mcht der Mittelpunkt des Krei» ^ !
fes, so sey solcherE. Aus E fälle auf AC Ä \ j
BD die Perpendikel FG , FH , und ziehe FB, /\ p. In I
FC, FE : so ist (3/  z . 0 .) AG — GC, \ 4 / ; be
folglich(2, 5. S .) AEXEC + □ GE = \ g-MYh J ■ (l
□ GC , folglich, wennG OF hinzukommt, ' E]
(i , 2. @.) AEXEC -FDGE + GGF — ' € bii
□ GC -)- □ GF. Nun ist, weil bey G rechte Winkel, ~
(1,47 . @0 DGE + aGFirDFE , unb QGC + gGF (,
— GEC . Folglich ist AEXEC -i- GEF ê GEL " ^ Q
□ FB , weil FC — FB. Nun ist aus eben den Gründe %
DEXEB + GEE = □ FB; Folglich ist AEXE C+ D
□ FE DEXEB + G FE , folglich- wenn man (i
wegnimmt- AEXEC ^ rOEXEB . C

ni>

Der z6 . Satz. Lehrsatz.

Gehen von einem außerhalb eines Kreises , ABC, ge
nommenen Punkte , I ) , zwey gerade Linien an denUnb
kreis , von denen ihn die eine , DCA , schneidet, die an- tio
dere , OB , berührt : so ist das unter der ganzen schnst kr,
denden Linie , DCA , und ihrem außerhalb des Kreist̂ l>
befindlichen Abschnitte , DC , enthaltene Rectangel den> be
Quadrate der Berührungslinie , VB , gleich. ^

Erster
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Erster Fall.
Die schneidende Linie DA gehe durch den

MittelpunktE. Ziehe EB, so ist(z, I8 . S .)
EBD ein rechter Winkel, und daher ( i,
47- 6 .) □ ED 2= □ DB + □ BE. Run B
ist, weil CE — EA , ( 2, 6. S .) AD X j
DC+ □ CE — □ ED , oder, (weil CE (
s= BE) AD X DC + □ BE = Q ED . '
Folglich ist ADXDC + □ BE= r DDB
+ QBE , folglich, wenn man □ BE weg¬
nimmt, AD X DC = □ DB.

D

Zweyter Fall.
Die schneidende Linie DA gehe nicht durch

bm Mittelpunkt E. Aus E falle auf AC
(l , i2 . S .) den Perpendikel EE, und ziehe
EB, EC, ED : so ist (3, z.S .) AC in F hal-
bitt, folglich(2, 6. 6 .) ADXDC + OFC 7
^□FD , folglich, wennG FE hinzukommt,
(>, 2. G.) ADXDC + □ FC + Q FE =
QED+ IüFE.  Nun ist, weil beyF rechtê
Dinkel, (r , 47. S . ) d FC + □ FE~
DEC~ ( r, i 5.@.) Q EB,uni>Q FD+ nFE — □ DErr
(' , 47. S.) O DB + Q EB. Folglich ist AD X DC -f*
□EBrrQ DB+ G EB, folglich, wenn manG EB weg*
Mmt, ADX0Lr ^ L! DB.

Dee Z7. Satz. Lehrsatz»

setzen von einem außerhalb eines Kreises / ABC , ge¬

kommenen Punkte , D , zwey gerade Linien an den Um-»eis, von denen die eine, DCA , ihn schneidet, die andere,
an ihn fällt ; und ist das unter der ganzen schneiden-

wi Linie , DCA , und ihrem außerhalb des Kreises befind¬
en Abschnitte , DC, enthaltene Rectangel dem Quadrate

E ^ der
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der an den Umkreis fallenden Linie, DB, gleich: so ist letz¬
tere eine Berührungslinie des Krcljes.

Ziehe aus D ( z, 17. S .) die
BerührungölinieDE. Nimm (z,
i . © .) den Mittelpunkt F, und
ziehe FE, FB, FD.

Da DE den Kreis berührt, und
D -4  ihn schneidet: so ist(z,z6 . S .)
ADXDC = DDE . Nun ist
angenommen, ADXDC — □
DB. Folglich iftDDB = DDE,
und daher DB — DE . Nun ist auch( i , 15. &.) FB — FB,
auch FD gemein. Folglich ist ( 1, g. S .) FBD — FED.
Nun ist FED cm rechter Winkel. Folglich ist auch FBD ein
rechter Winkel, also BD auf FB perpendikular, folglich (z,
16. Zus.) BD eine Verührungslinie.

Eben so wird auch der Beweis geführt, wenn des Kreises
Mittelpunkt F in DA ist.

<

1.

Z.

4.

5.

6.

7.

Euklid's
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