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PREMIERE PARTIE.

EXPOSITION DE LA THEORIE, AVEC SES PRINCIPAUX USAGES
DANS L’ANALYSE.

- - .

CHAPITRE PREMIER.

Développement en série dune fonclion d’une variable, lorsqu’on
atiribue un accroissement a celte yariable. Formation succes-
siye des termes de la série. Théoréme important sur la nature
de ces séries.

1. NOUS désignerons en général par la caractéristique { ou F,
placée devant une variable, toute fonction de cette variable, c’est-
a-dire, toute quantité dépendante de cette variable, et qui varie
avec elle suivant une loi donnée. Ainsi fx ou Fa désignera une
fonction de la variable a; mais lorsqu’on voudra désigner la fonc-
tion d'une quantité déja composée de cette variable, comme 2,
a b, elc., on renfermera cette quantité entre deux parenthéses.
Ainsi fxr désignera une fonction de x, f(x*), f(a-bx), cte. dé-
signeront des fonctions de x*, de a b, etc.

Pour marquer une fonction de deux variables indépendantes ,
comme de x, y, nous écrirons f(x, ), et ainsi des autres.

Lorsque nons voudrons employer d’autres caractéristiques pour
marquer les fonctions , nous aurons soin den avertir.

Considérons donc une fonction fr d’'une variable quelconque .
Sia la place de o, on y metx=-:, i étant une quantité quel-
conque indéterminée , elle deviendra f(x ~~:), et par la théorie




8 THEORIE DES FONCTIONS,
des séries, on pourra la développer en une série de cette forme

L 4= pi-git - ris - elc. .

dans laquelle les quantités p, r, etc., coefliciens des puissances
? ) P

de 7, seront de nouvelles fonctions de x, dérivées de la fonction

primitive x, et indépendantes de Iindéterminée ;.

2. Mais pour ne rien avancer gratuitement, nous commence-
rons par examiner la forme méme de la série qui doit représenter
le développement de toute fonction fz, lorsquon ¥ substitue @ +4- ¢
a la place de x, et que nous avons supposee ne devoir contenir
que des puissances entiéres et positives de .

Cette supposition se vérifie en effet par le développement des
différentes fonctions connues ; mais personne , que je sache, na
cherché a la démontrer & priori; ce qui me parait néanmoins
d’autant plus nécessaire, quil y a des cas particuliers ou elle ne
peut pas avoir lieu. D’ailleurs, le calcul différentiel porte expressé-
ment sur cette méme supposition, et les cas qui font exception,
sont précisément ceux ou ce caleul a été accusé d’étre en defaut.

Je vais dabord démontrer que dans la série résultante du déve-
loppement de la fonction f(x+-i), il ne peut se trouver aucune
puissance fractionnaire de 7, & moins qu’on ne donne a « des valeurs
particuliéres.

En effet, il est clair que les radicaux de ¢ ne pourraient venir
que des radicaux renfermés dans la fonetion primitive fx, et il
est clair en méme temps que la substitution de x -7 au lieu
de x, ne pourrait ni augmenter ni diminuer le nombre de ces
radicaux , ni en changer la nature, tant que x et z sont des quan-
tités indéterminées. Dun autre coté, on sait par la théorie des
équations, que tout radical a autant de valeurs différentes quil y
a d’unités dans son €xposant, et que toute fonction irrationnelle
a par conséquent autant de valeurs différentes quon peut faire
de combinaisons des différentes valeurs des radicaux qu’elle ren-
ferme. Dong si le développement de la fonction flx~-1) pouvait

m

contenir un terme de la forme wi” , Ia fonction f& serait néces-
sairement
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sairement irrationnelle, et aurait par conséquent un certain nombre

de valeurs différentes, qui serait le méme pour la fonction f{x - 2),

ainsi que pour son développement. Mais ce développement étant
ne

représenté par la série fx -4 pi-- gi*~4- ele. + wi” - etc., chaque

valeur de fr se combinerait avec chacune des z valeurs du ra-

n
dical /in; de sorte que la fonction f(ax~-:) développée, aurait
plus de valeurs différentes que la méme fonction non développée
ce qui est absurde.

Cette démonstration est générale et rigoureuse, tant que a et
demeurent indéterminées ; mais elle cesserait de P'étre , si on don-
nait a x des valeurs déterminées ; car il serait possible que ces
valeurs détruisissent quelques radicaux dans fx, qui pourraient
néanmoins subsister dans f(x ~-i). Nous examinerons plus
bas ( chap. IV) ces cas particuliers et les conséquences qui en
résultent.

Nous venons de voir que le développement de la fonction
fla 4-¢) ne saurait contenir en général des puissances fraction-
naires de ¢; il est facile de s’assurer aussi qu’il ne pourra con-
tenir non plus des puissances négatives de ¢.

Car si parmi les termes de ce développement, il y en avait un

de la forme : m étant un nombre entier positif, en faisant i=o,

m 3
ce terme deviendrait infini; donc la fonction f(x—7) devrait
devenir infinie lorsque i ==o0; par conséquent il faudrait que fx
devint infinie, ce qui ne peut ayoir lieu que pour des valeurs par-
ticuliéres de x.

3. Nous étant ainsi assurés de la forme générale’du dévelop-
pement de la fonction f(x +¢), voyons plus particulicrement
en (uoi ce déyeloppement consiste, et ce que signifie chacun de
ses termes.

On voit d’abord que si on cherche dans cette fonction ce qui
est indépendant de la quantité 7, il n’y a qua faire : = o, ce qui
la réduit A fr. Ainsi fxr est la partic de f(x~-i), qui reste lors-

2
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que la quantité i devient nulle; de sorte que f(x-- i) sera égale
a fr, plus & une quantité qui doit disparaitre en faisant @ = o, et
qui sera par comséquent,ou pourra étre censée multiplice par -
une puissance positive de 7 : et comme nous venons de démon-
trer que dans le développement de f(x—7), il ne peut entrer
adcune puissance fractionnaire de i, il Sensuit que la quantité
dont il s’agit, ne pourra étre multipli¢e que par une puissance
positive et entitre de Z; elle sera donc de la forme iP, P étant
une fonction de x et ¢, qui ne deviendra point infinie lorsque
= 0.

On aura donc ainsi

fladi)=fx-+iP;
donc f(x=-i) —fx =P, et par .conséquent divisible par Z; la
division faite, on aura

P f(x -|-_i) o fx.

L

Or, P étant une nouvelle fonction de 2 et ¢, on pourra de
méme en séparer ce qui est indépendant de 7, et qui par consé-
quent ne s’évanouit pas lorsque ¢ devient nul. Soit donc p ce que
devient P lorsquon fait i==o0, p sera une fonction de x sans ¢;
et par un raisonnement semblable au précédent, on prouvera
que P=p4-iQ, iQ étant la partie de P, qui devient nulle lorsque
i=o, et Q étant une nouvelle.fonction de x et ¢, qui ne devient
pas infinie lorsque i=o. _

On aura donc P—p=iQ, et par conséquent divisible par i;
la division faite, on aura

D
Q=——
Soit ¢ la valeur de Q, en y fuisant i==o0, ¢ Sera une fonction
de x sans ¢, et la partie de Q, qui devient nulle lorsque ¢ devient
nul , sera comme ci-dessus de la forme iR, R étant une fonction
de x et i, qui ne deviendra pas infinie lorsque i==0, el quon
trouvera en divisant Q — ¢ par i, et ainsi de suite.
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On aura, par ce procédé ,
flx+i)=fr+4iP, P=p+iQ, Q=g-+iR, R=r4-:5, ¢tc.;
donc, substituant successivement
f(w—-i) =Er o iP= fo—f- ip+ *Q =~ ip 4 %7 +PR=etC.;
ce qui donnera pour le développement de f(x 1), une s:éric de

la forme que nous avons supposée au commencement.

. 1
4. Soit, par exemple, fr =, oD aura

f(l"'!'-l):-;-j_—s;

done
R R e W ety e
zQ:—m+$;m; Q=;T@:.—l_|:-35 g:%;
iﬁzm—-%:m;ﬁgﬁz—m; T:'—'f,;;
etc.;

ainsi on aura

comme il résulte de Ta division actuelle.

Prenons encore pour exemple, la fonction irrationnelle y/x. On
aura donc

fre=y/z, f(24i)=y(x+)=yxP;

donc

iP== /(24 ) = ViE= gy s

P 1 : e o
= ViF)+vx? (s ay/x?




19 THEORIE DES FONCTIONS.
D e i i V:t:—l/(g:l-l-i) .
=R e o s el G

i

ST WV (e Fve T’

Y - ; — et
Q== rerorvar 17 Gya’

" et 0, Py A . i :
f.ﬂ.-Q--*?——;ﬁ (E““ [vcx+f)+vﬂ“)
I_gg—’—ﬂ‘/?ﬁ'}( ‘/J:+L
= e X 4ey(z+1) + y*T

=! . V(iz+i)43yx
2z 4 V(e + 1) + o]’
p Vi) +3/x = S
S.r\/.r[\/(m-i—;)—f—;/x]” e T
elc.

De sorte qu’on aura , de cette manicre,
Y e bRy a
(«I"'{"I. —‘/I""" V(J?-I-I)-!-VI‘ ‘/x—i-nt/x QVI[:V(L""‘L}':"V-I]Q
Viz+t) +3vz .
= Vet —Gys T eI T
" g }

4 3
= ya-+ vz Bry=x e 16y =igle;

Cette derniére série est celle que Pon trouve par Pextraction
actuelle de la racine quarrée ou par la formule du binome.

5. 1l serait difficile d'exécuter ces opérations sur des fonctions
irrationnelles plus compliquées ; mais en faisant disparaitre les irra-
tionnalités par rapport a la quantité 7, Papplication de la méthode
aura plus de difficulté.

. Ainsi, en reprenant Texemple précédent, on partira de I'é~
(uation
Vieti)=yx-+4iP,

qui c¢tant €levée au carré pour dégager Iz de dessous le signe
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radical, devient aprés la division par iz,
1 = 2Py~ iP*:

faisant i = o, P devient p, et Von aura

. 1
I==apg s on P

On fera donc P=p—+iQ, ce qui étant substilu¢, on aura , apres
la division par i,

1

T J’(-), faf ya
0—~Z§+2QV'T+V'.+1Q—

L
Faisant { = o0, Q devient ¢; donc: on aura

1 ——— -
= T2V x=0;
d’ot1 T'on tire
! .
1= 8xy=z

On fera donc Q=¢ + (R, et ainsi de suite.
On peut, a la vérité, trouver les valeurs de p, g, r; etc. d’une
manié¢re plus expéditive, en faisant tout de suite I'équation

V(@ 4 ) = /& -+ i+ git 1P + et

Pélevant au carré pour dégager la quantité ¢ de dessous le signe,
et comparant ensuite les termes affectés des mémes puissances
‘de i, pour que cette quantité puisse demeurer indéterminde ,
comme on le suppose; mais la méthode préceédente a Vavantage
de ne développer:la série quautant qu'on jveut, et de donmer la
valeur exacte du reste. En effet, si on youlait, par exemple;
s’arréter au second terme pi , on aurait Q:* pour la valeur du reste,
et on pourrait déterminer Q par la résolution de I'équation en Q.
Dauns l'exemple ci-dessus, cette équation est

Q-+ Q (av/a + ) o+ & =0,

¢t pour la résoudre de manicre que PC!{PFCSSiOIl de Q ne presente
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pas la quantité ¢ au dénominateur , il n’y a qua faire Q= ;:7 >
ce qui réduira Péquation & cette forme ,
Vo4 4V (2xy/ a1/ x) + dai*=o0,
d’ou lon tire
V=—lxyx—2ziy/xtbxy/(x+1);

et comme Q ne doit pas devenir infini lorsque i==o0 (art. 5),

il faudra que V ne devienne pas nul dans le méme cas; par

conséquent , il faudra: prendre le signe inférieur du radical; on

aura ainsi

V=—2Va(ex--i)==bay/(x+1i),

et de 1a
1

1
Q—"'—ng(Q,x-[-i}—t—ﬁ;;V[;r—i-i) T nv:z:u/(r-}—i] +yx]*?

comme plus haut. On en usera de méme dans tous les cas sem-
blables.

6. Mais le principal avanfage de la méthode que nous avons
exposée, comsiste en ce qu'elle fait voir comment les fonctions
2, ¢, 7, elc. résultent de la fonction principale fx, et surtout en
ce quelle prouve que les restes P, 2Q, iR , etc. sont des quantités
qui doivent devenir nulles lorsque i==o; d'oit on tire cette con-
séquence importante, que dans la série fx + pi+- qi* 4 ri* - ete.
qui nait du développement de f(x ), on peut toujours prendre
i assez petit pour qu'un terme quelconque soit plus grand que
la somme dé tous les termes qui le suivent; et que cela doit avoir
liew aussi pour toutes les valeurs plus petites de &

Car, puisque les restes P, #Q, iR, etc. sont des fonctions de i
qui- deviennent nulles, par la nature méme du développement,
lorsque i = 0, il s'ensuit qu’'en considérant la courbe dont ¢ serait
Pabscisse, et I'une de ces fonctions Iordonnée, cette courbe cou-
pera Paxe 4 Porigine des abscisses; et a4 moins que ce point ne
soit un point singulier, ce qui ne peut avoir licu que pour des
yalcurs partieuliéres de x, comme il est facile de s’en convainere



PREMIERE PARTIE, CHAP. 1. _ 15
avecun peu de reflexion, €t parun 1‘aisonnem(}n-t analogue a celui
de Particle 2, le cours de la courbe sera necessairement. con-
tinu depuis ‘ce point; donc' elle sapprochera pen a peu de Paxe
avant de le couper, et s’en approchera par conséquent d'ane quan-
tité. moindre qu'aucune quantité donnée; de sorte quon pourra
tonjours trouver une abscisse i ‘correspondant a umne ordonnée
moindre qu’une quantité donnée; et alors toute valeur plus’petite
de i répondra aussi & des ordonnées moindres que la quantité
domnée.

On pourra done prendre ¢ assez pelit, sans étre nul, pour que
iP soit moindre que fr, ou pour que iQ soit moindre que p, ou
pour que R soit moindre que ¢, et ainsi des autres ; et par con-
séquent pour que #Q soit moindre que’sp; ouque R soit moindre
que i*¢, etc.; donc, puisque (art. 3 ),

iP=ip+4-*g+ Prf-etc., *Q=1i¢+r-4-ctc., PR=ir-+etc.,

il Sensuit qu’on pourra toujours donner a  une valeur assez petite
pour que chaque terme de la série for ++ip--i*g 4 °r - etc. de-
vienne plus grand que la somme de tous les termes suivans; et
alors toute valeur de ¢ plus petite que celle-la satisfera toujours a
la méme condition.

On doit regarder ce théoréme comme un des principes fonda-
mentaux de la théorie que nous nous proposons de développer :
on le suppose tacitement dans le calcul différentiel et dans celui
des fluxions; et c’est par cet endroit qu’on peut dire que ces calculs
donnent le plus de prise sur eux, surtout dans leur application
aux problémes géométriques et mécaniques. Les doutes qui pour-
raient rester sur la démonstration de ce théoréme, parce que le
procédé que nous avons c_mp]oyé pour trouver les restes iP, iQ,
iR, ete. west applicable qu’aux fonctions algébriques , scront levés
dans le chapitre V, ot nous donnerons lexpression générale de
ces restes, et la maniére d’en déterminer les limites.

7. Il faut remarquer au reste que laméthode que nous venons
¢ donner pour trouyer successivement les termes de la série qui
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représente une fonction de  + £, développée suivant les puissances
de ¢, ne peut s’appliquer en géncral au développement d’une fonc-
tion de x et de ¢, quautant que cette fonction est susceptible d’dtre
réduite: en une série qui proccéde suivant les puissances positives
et enticres de & Car le raisonnement de l'article 2, par lequel nous
ayons prouvé que toute fonction de x - i est, généralement
parlant, susceptible de cette forme, ne pourrait pas s’appliquer
a une fonction quelconque de x et .. Mais dans les cas ou cette
réduction est possible, on pourra toujours appliquer a la série
résultante du développement suivant les puissances ascendantes
de 7, la conséquence que nous en avons tirée dans article précé-
dent, savoir, que la quantité ¢ pourra éire prise assez petite pour
quun terme quelconque de la série soit plus grand que tous ceux
qui le suivent, pris ensemble,

CHAPITRE
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,.
”l

CHAPITRE I
Fonctions dérivées ; leur notation et leur algorithme.

8. NOUS avons vu que le développement de f(x—-:) donne
naissance a différentes autres fonctions p , ¢, r, etc., toutes déri-
vées de la fonction principale fx, et nous avons donné la maniére
de trouver ces fonctions dans des cas particuliers. Mais pour éta-
blir une théorie sur ces sortes de fonctions, il faut rechercher la
loi générale de leur dérivation.

Pour cela, reprenons la formule générale

f(e+1)=fx 4 pi4= g4 ri*4-etc. ,

et supposons que l'indéterminée x devienne x~-o, o étant une
quantité quelconque indéterminée et indépendante de ; il est visible
que f(x—i) deviendraf( x4 i< 0) , et Pon voit en méme temps
que l'on aurait le méme résultat en mettant simplement i+ o a la
place de i dans f(a - 7). Donc aussi, le résultat doit étre le méme,
soit qu’on mette, dans la série fx = pi - ¢gi* ~4ri® 4=etc., i-o & la
place de 7, soil qu'on y melte = o au lieu de x.
La premicre substitution donnera

fetp(i~40) +q(i4o0)~r(i4o)~4elc.;

savoir, en développant les puissances de i+ o, et n’écrivant, pour
plus de simplicité, que les deux premiers termes de chaque puis-
sance , parce que la comparaison de ces termes suffira pour les
déterminations dont nous ayons besoin,

fx - pi - g0 +ré - sit4- ete.
~+ po-}-2gio - Sri*o = dsi’o - elc.

(&7}
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Pour faire Pautre substitution, soient fx+f{'xo--ete., p4-p'o--cte.,
g+ g'o—clc., r—=r'o+ elc., ce que deviennent les fonctions
fr,p,q,r, etc. en y mettant x—o pour x, et ne considérant
dans le développement que les termes qui contiennent la premicre
puissance de o, il est clair que la méme formule deviendra

x4 pi + g2 4 ri® o st ete.
A" xo—4-p io—4-¢'i* o1 o-clC.

Comme ces deux résultats doivent étre identiques, quelles que
soient les valeurs de et de o, on aura, en comparant les termes
affectés de o, de io, de %0, elc.,

p:p‘x‘, Qq._—__p”, 5?':(;", 4s =7, etc.

Maintenant, de méme que f'z est la premiére fonction dérivée
de [x, il est clair que p' est la premiére fonction dérivée de p, que
g' est la premiére fonction dérivée de ¢, ' la premiére fonction
dérivée de r, et ainsi de suite. Donc, si, pour plus de simplicité et
d'uniformité , on dénote par f'x la premiére fonction dérivée de L,
par {7 la premicre fonction dérivée de f'a, par {"x la premiére
fonction dérivée de f"x , et ainsi de suite, on aura

pi=t o, etdela pi=flr;

’ i e
S g T ol
donc g=>=— ¢t de I g'=—,
" s e | Y
donc ==y et de la i — ;
] 2.9 2.5
J! {.‘1\'_\ .[\'”.r..
donc S= == 7L 3 i
4 2.0.4 2.5.4

et ainsi de suite.
Donc , substituant ces valeurs dans le développement de la

fonction f(x ~41¢) , on aura

; : S G B e . :
fle—+i)=fx+ri4+-— 14— ;“+m i o} etc.

Cette nouvelle expression a lavantage de faire vor comment les
termes de la séric dépendent les uns des a.tres, et surtoul comment,
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lorsqu’on sait former la premicre fonction dérivée d’une fonction
primitive quelconque , on peut former toutes les fonctions dériyées
que la série renferme.

9. Nous appellerons la fonction fx, fonction primitive , Par rap-~
port aux fonctions f'x, f'x, etc. qui en dérivent, et nous appelle-
vons celles-ci, fonctions dérivées , par rapport a celle-la. Nous
nommerons de plus la premiére fonction dérivée f'x, fonction
prime ; la seconde fonction dérivée f'x, fonction seconde ; la troi-
sitme fonction dérivée £, fonction tierce, et ainsi de suite.

De la méme maniére , si » est supposée une fonction de x, nous
dénoterons ses fonctions dérivées par y', ", 7", etc., de sorte que
 &tant une fonction primitive, y/ sera sa fonction prime, yen
sera la fonction seconde , > Ia fonction tierce, et ainsi de suite.

De sorte que x devenant x -+ i,  deviendra

i g ¥ e3
y i+t 4Is 4 ete.

Ainsi, pourvu qu’on ait un moyen d’avoir la fonction prime d’une
fonction primitive quelconque , on aura, par la simple répétition des
mémes opérations, toutes les fonctions dérivées, et par conscquent
tous les termes de la série qui résulte du développement de la fonc-
tion primitive.

Au reste, pour peu qu’on connaisse le calcul différentiel,, on doif
voir que les fonctions dérivées »/, 7", »", etc. relatives a x,

coincident avec les expressions Y ety 2

d.?:’ dxq: d-_‘.\,l.','g’ CI.Ca
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CHAPITRE I

Fonctions dérivées des puissances, des quaniités exponentielles
et logarithmiques, des sinus, cosinus, et des expressions
composées de ces fonclions simples. Equations dériyées.

10. I UISQUE tout se rédnit a trouver la premicre fonction
dérivée d’une fonction donnée, nous allons donner des regles
générales pour la formation des fonctions dérivées des principales
quantités qu'on emploie dans ‘Ianalyse.

Par ce que nous venons de démontrer, on voit que la fonction
dérivée "2 d’'une fonction donnée fx de la variable x, nest autre
chose que le coefficient de 7 dans le premier terme du développe-
ment de cette fonction, aprés la substitution de x -7 a la place
de i Ainsi il ne gagit que de trouver ce premier coefficient.

Soit donc d’abord fxr = x™, on aura

fla+i)=(x+1)7
or, il est facile de démontrer , soit par les simples régles de Parith~
métique, soit par les premiéres opérations de lalgébre, que les
deux premiers termes de la puissance m du binome x —-i, sont
Z" -+ ma"='i, soit que m soit un nombre entier ou fractionnaire ,
posilif ou négatif; ainsi on aura

£l = mam—",

De Ia on tirera de la méme maniére,

F = (-’?3'—-1) e "y =— m (m—-—-l) (m-—-—z) x”“"“; ete. 3
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de sorte qu’on aura, par la formule généralc de larticle 8,

(2t-t)r= & 4 mx" i = m(m—1) pm—sjs
2

q.2im Jn=9) ettt ofc.,

ce qui est la formule connue du binome, laquelle se trouve ainsi
démontrée par toutes les valeurs de .
11. Soit en second lieu fx = %, on aura
flx=l=1) = a"Si=u%a);

ainsi tout se réduit a trouver les deux premiers termes de la série
de 4, développée suivantles puissances de 7.
Soit, pour cela, @ =1 &, alors

d=(1~40b)=1 +z'5+£(£:l) 6i+£(5_;.)?i{j*ﬂg’g+em-:

par la formule que nous venons de démontrer. Développant les

produits de i, i—1,i—2, etc., et ordonnant les termes suivant

les puissances de ¢, on trouvera que les termes multipli€s par :
b* b3

=3 -+ R th.).

Donc, faisant pour abréser,

forment cette série i (.l- =

ete.

Ry b= b3 a=—1)* a—1)°
--—5’“;"!——5--——01‘.0.:.::--1—"( —i—( % L

2

les deux premiers termes.de la valeur de 4' en série, seront
1=~ Ai; on aura par conséquent
' i
On tirera de la, par la méme opération répétée ,
fle= A ¢ Aa® = Aar. £lx—"Ala%;lelE:
On aura ainsi,

. i ; : Az A%
flxti)m=atiz=a" (1 -+ Ai - g7 aE e Y th;.).
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Divisant par af, ¢t changeant i en x, on aura la série connue

Azt
2

AE‘LS
a =1 + Ax"‘i" + -'5'-5— —I— elc.
12. Si dans cette formule on fait x =1, on aura

A2 A3
a=1-+A+— 4 —-clc,

. - 1
et si on fail =7, on aura

-

aA=1+1+§+£E+E_L&Z+th.
I
‘Ainsi la quantité a* est ¢gale & un nombre constant, qui est la
valeur de a, lorsque A=1; et par la séric précédente, on
trouve

g = 2,71828 18284 5qodb.....

C’est le nombre qu’on désigne ordinairement par e: de sorte que
: ‘ SR I he s e
la relation entre @ et A se trouve exprimée d’'une mani¢re finie
1 .
i : A : A
par Péquation 4" =e, laquelle donne a =¢",
Donc, si fx = e, on aura a=e", A=m , et par conséquent

o =rnesy - Pae=mre™ ;- xtmiens, -Letcs;

d’ou Pon tirera comme ci-dessus ,

mix® mix?
" =1 -~ mx = s T etc.

Or , dans 'équation y=a*, x est ce c{tl’on appelle le logarithme
de y, a étant la base du sysiéme legarithmique, cest-a-dire, le
nombre dont le logarithme est I'unité ; de sorte que eette ¢quation

L

A L L4 B E
donne x =log y pour la base a. Par laméme raison, I'équation & =e¢
1

donnera - = Jog e pour la base «, et A=loga pourla base e.
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Dans le systéme des logarithmes ordinaires , la base a a été
prise =10, parce que €€s logarithmes sont plus commodes pour le
calcul arithmétique ; mais dans Panalyse, on préfere, comme plus
simple, le systéme dont la base est le nombre e; C’est le systéme
des logarithmes de Neper, quwon nomme communément loga=
rithmes hyperboliques , parce (wils- sont représentés par laire de
Phyperbole équilatére entre ses assymptotes, et on les désigne par
la simple caractéristique I. Ainsi on a A==la; par conséquent la
fonction prime de la fonction 4%, est exprimée par a*la (art. précéd.).
.A ”
Aureste, comme a=¢ , on aura a=e'*, et par conséquent
a®= ¢*'*; moyennant quoi on peut réduire toutes les exponen-
tielles a [a méme base e.

13. Soit done, en troisi¢me Ticu, fx =loga, on aura, par la
nature des logarithmes , x= ™. Or, & devenant x~-¢, fx devient
; ; e
f(x i) =frc+iF'x+  f'z+ ctc.
e g 0 2o : , : f
Faisant, pour abréger , o =f'x - — f"x 4 ete., Péquation x=a'*
deviendra, en y mettant « ¢ pour x, et fx-}o pour fx
2 === = a'* ¥ a’
et divisant cette équation par la précédente, on aura

z Ao £
e — gt e ~Fiv o (arE s
14 -=a =1~ Ao} - - elc. (art. préced.)
Effacant Punité de part et dautre, et divisant par i, aprés avoir
substitu¢ la valeur de o, on aura, en ordonnant suivant les puis-
sances de ¢,

= = Al (A Az ) - ete.

La quantit¢ ¢ ¢tant et devant demeurer indéterminde, il faudra que

Cetle équation se verifie indépendamment de celte quantité ; par

COnséquent tous les lermes affectés dune méme puissance de :
eYront se détruire d’eux-mémes, et former autant d’équations &

=
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part. On aura donc ainst
1 A
;:ﬂﬁ.f:x, Af'z - Af'x = o,

el ainsi de suite.
Done, fx ¢tant = log X, 0n aura en gélléral,
1 1

== ——;
Az xla?

et de la, par la formule sénérale de Tarticle 10, on tirera

peesligRinel aiipls oy tip 00 90T
Poe=— 2 e =—r, f'r'_'—:t:'e’cz’ ete.,

valeurs qui satisfont, comme Pon voit, aux différentes équations
{rouvées ci-dessus. Ainsi, par la substitulion de ces valeurs dans

e & e
la série for =i’ x4 etc., on aura sur-le-champ,
! i b i
( —_— i ey am—— e e O
105 (‘x"'i" !'.) e 10g X + xla 2.::":.’0. + 5.?:"'1{5 Lf.C.

Faisant x =1, et changeant 7en x, on aura Ja formule connue

ot = ]

N
L —— = — —etc.
= -+-O tc

log (1 +x)= = g

Pour les logarithmes hyperboliques ou le==1, on aura simplement

3 s 1 1
fre=le, flx=_, f”LL‘:__E:?’ etc.

14, Les sinus et cosinus d’angles considérés analytiquement, ne
sont que des expressions composces d’exponentielles imaginaires ;
ainsi on peut déduire leurs fonctions dérivées de celles de ces
exponenticlles.

Scit donc , en quatriéme lieu, fz = sinx: comme o a

3 =1 Ty =1 eV 1 gV !
—_ ——— >
S L CO = ;

UM
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on fera

eV =l g !
ﬁr e e g e |
3 =1

et Pon aura (art. 12 ), en mettant == /—1 au licu de'm dans e,

ei\/—l e—',‘!\/—'l
ekt o

De méme en faisant

nx‘/-—. + e—.rv’-l
._.___:r;.__.__.

x=cosx =

k]
on frouvera
PIV— Licsa e-—.i'l,/—“r

fao—=m—— {/—1 = —sin x.
2

Connaissant ainsi les fonctions primes des fonctions sin x, cos x,
on en déduira facilement toutes les autres fonctions dérivées.

En effet, puisque fx=sinx a donné f'x= cos x, et que
fx = cos « a donné f'x = — sin x, on aura, pour fx =sin x,
Fr=cosx, f'r=—sinx, f"r=—cosx, f"x=sinx, etc.;
et pour fx = cos @, on aura
Yo—=—sinz, f’'=—cosx, x=sinx, Mz=cosx, elc.
D’aprés ces formules, on aura sur-le-champ les scries

13

: : : . B : g
8in (a0+-7) = sin 2~ cos x — L sin x——— cos x - sin a--etc.
2.0

2 2.9.4
. s i G i
Cos(ax—1)= COS x—1 S & — S cos .x'*{-;.—g sin & = S50 cos x—-clc.

d’ou, en faisant x = o, ct changeant i en a, on tire les séries
connues

= Iﬁ IG .I‘z :L-i- 5
sinax=—1 —;_—g—l—m——ctc., OS2 =1—— m‘—ﬁlc-
15. Les fonctions x™, &%, lx, sina, cos x que nous venons de
Considérer, doivent étre regardées comme les fonctions simples
£
4
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analytiques d’une seule variable. Toutes les autres fonctions de la
méme variable se composentde celles-la par addition, souslraction,
multiplication ou division ; ou sont données en général par des équa-
tions dans lesquelles entrent des fonctions de ces mémes formes.
Ainsi connaissant les fonctions primes des fonctions simples que nous
venons d’examiner, on trouvera aisément les fonctions primes des
fonctions composces, et par les mémes opérations répélées , on
aura successivement les fonctions secondes , tierces, ete.

Soient p, g, r, etc. des fonctions simples de x, dont p/, ¢', 7, ete.
soient les fonctions primes, connues par les régles précédentes, et
quon demande la fonction prime 3 d'une fonction y composce de
P> g, 7, clc.; on considérera que « devenant x - i, ¥ devient
en général J—}—J-’{—g—%ﬂ-il—etc., (art.q). Or p, ¢, r, ete. deviennent
en méme temps p- pli+4-ete., g4 ¢'i-- cle. , 4 i+ ete., et
ainsi des autres. 1l n’y aura donc qua substituer ces valeurs dans
Yexpression de 5, développer les termes suivant les puissances de ¢,
et le coefficient de ¢ sera la valeur cherchée de y.

Ainsi, si y = ap + bg+etc., a, b, ote. étant des coclliciens
constans quelconques, on aura sur-le-champ

J'=ap' by +-ete.

St y =apg , la quantité pg deviendra

(P~ ip'+4etc) (g + ig’ -+ efc.) == pq +i(plg+49p) + ete;
donc

y'=ap'q+ agp.
Si y=apgr, on trouvera de la méme maniére ,
¥ =ap'gr 4 ag'pr+ ar'pg ,

et ainsi de suite.

Si y =2 la quantité 2 deviendra
M 7 ? 7
p i 4 ete..
g -+ ig’ +ete.’
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Développant le dénominateur en séric par les régles connues,
on aura
Bt o10) (& = 1. NP il 1PN e ato.
(p+ip'+elc.) (q po - C[C./ e -1 (f} qn) +-efc
donc

£ #
(__ap  apg
J q q*

16. Soit en général y =1p, en regardant fp comme une fonction
primitive de p, sa fonction prime sera {’p ; ensorte que p devenant
p = o (jemploie ici la quantité¢ indéterminée o, a la place de la
quaniité indéterminée ¢, qui désignera toujours ’augmentation indé-

déterminée de x), fp deviendra fp +ofp -+ 22— fp 4 etc. (art.2).
Or, p étantune fonction de x, lorsque x devient w—i, pdevient (¢bid.)

o

P+ pt+ r—f- —+ etc. ; donc faisant o = ip’ E P’ elc., fp de-

¥

viendra, par la substitution de x -7 a la place de

fo 4 ip't'p + I;; (p™"pp"t'p) 4 cte. ;
par conséquent, on aura
g =plp.
Dol résulte ce principe : que la fonction prime d'une fonction
d’une quantité qui est ellée-méme une fonction d’une autre quantité,
est €gale au produit des fonctions primes des deux fonctions.

Supposons maintenant que y soit une fonction de p et de ¢,
que nous désignerons par f(p, ¢), il s’agit donc de substituer
x 4 ala place de x dansles deux fonctions p et g. Or, il est
visible que Pon doit avoir le méme résultat, soit quon fasse ces
deux substitutions a la fois ou successivement , puisque les quan-
tités p et g sontregardées comme indépendantes.

En substituant d’abord x 4-: a la place de a dans la fonction P
I fonction f(p, ¢), regardée sculement comme fonction de p |
ﬂffv}ent f(p, g)-—{—ip’f’ (p)-+ete.; jéeris simplement f (p) pour
désigner 1a fonction prime de f(p; ¢), prise relativement & p
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seul, ¢ étant regardée comme conslante. Substituons maintenant
2 i pour x dans ¢, la fonction f(p, g) deviendra pareillement
t(p, q)+ig'f'(9) + ete., ot f'(¢) représente la fonction prime de
f(p,q), prise relativement 4 -¢ seul, p étant regardée comme
constante. Quant au terme ip'f’ (p), il est visible que par cetie
nouvelle substitution , il se trouyerait augmenté de termes multi-
pliés par 2, #, etc. Ainsi les deux premiers lermes de la série
provenant du déyeloppement de f(p, ¢), apres la substitution de
¢ -+ [ pour x, seront simplement f(p, ¢)+-: et (p)+q1(g)); de

sorte qu'on aura
' =pt(p)+qf ()

Si y était une fonction de p, g, r, représentée par f(p, g, ")y
on trouverait de la méme manicre

¥ =pE (p) A4 (g) + @),

et ainsi de suite.

Dot il est aisé de tirer cette conclusion générale : que la fonc--
tion prime d’une fonction composée de différentes fonctions par-
ticuliéres , sera la somme des fonctions primes relatives a chacune
de ces mémes fonctions, considérées séparément et indépendam-
ment Pane de l'autre.

Ce principe , combiné avec le précédent, suffira pour trouyer
les fonctions primes de toutes sortes de fonctions, ainsi que les
autres fonctions dérivées des ordres supérieurs.

Ainsi, en supposant X une fonction quelconque de , les fonc-
tions primes de X", IX, a¥, sin X, cos X, etc. seront 0 i
fﬁ{ , @¥X/la, X' cos X, —X'sinX, efc., et leurs fonctions secondes

u

5 i 5, %4 ol B vl
piXr = X" A= m (m—1 ) X=X, ‘X){ — 5% @ Xa—+-a*X=(la),

X" cos X — X' sin X i— X/ sin X — X' cos X, etc., et ainsi de
suite.

17. Mais la fonction y pourrait n'étre donnée que par une equa-
tion quelcongue entre x et y.
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Représentons cetle équation en général par F(la:,)f):c;, on
aura, par la résolution, ¥ égal a une certaine fonction de x, qu’on
pourra désigner par fx; de sorte qu’en substituant fx pour y dans
la fonction F(x,7), elle deviendra F (x, fx), fonction de x seul
que nous désignerons par @a. Cette fonction de @x devra done
étre nulle, quelle que soit la valeur de x. Donc elle le sera ausst
en mettant x4~ pour «, quelle que soit la V.(li(:ll!' de i. Mais par

i . . 5 {a-y
cette substitution, ¢x devient gx - ip'x 4 - @2 4 etc.; donc,

pour que i puisse étre une quantité quelconque, il faudra que Pon
ait séparément les équations ox = o, ¢'x=0, @'x=o, etc. dont
la premiére est Péquation donnée, la seconde est sa fonction prime,,
la troisiéme sa fonction seconde , etc-

Or, puisque pr=F(x,fr)=1F(x, ), ¢'x sera la fonction
prime de F(x, 7), y étant regardée comme fonction de x, et
par le principe établi dans Particle préeédent, cette fonction prime
sera exprimée par F/(x) -+ »'F'(y), en désignant par F'(x) et
¥'(7), les fonctions primes de la fonction F (x, ), prises relati-
vement & x seul et a y seul.

Donc Péquation F'(x, y) = o donnera
F (2)+7'F (7)=0;

/ FiED

———‘.-!'r_{-}-’“j.

d’on1 TPon tire

Ayant ainsi la valeur de la fonction prime »' en fonction de x et y,
on aura celle de »”, en prenant la fonction prime de cette fonction,
et ainsi de suite.

Il résulte de Panalyse précédente , ce principe :

Lorsqu’on a une équation quelconque entre deux variables ;)
Péquation subsistera encore entre les fonctions primes de tous ses
termes, ainsi qWentre leurs fonctions secondes , ete. Nous appelle-
Yons ces nouvelles équations, éguations dérivées ; et en particulier,
, équations secondes , ete., celles qu’on obtient ¢n

Cquation primes
Prenant les fonctions primes, secondes, etc.
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Si I'équation ne contenait quune seule variable qui dit de-
meurer indéterminée , ce qui a lieu dans les ¢quations identiques ,
le méme principe subsisteraif, et Pon aurait également une équa-
tion prime, une équation seconde, etc. qui seraient aussiiden-
tiques.

Les legons IT1, IV, V, VI et VII sur le calcul des fonctions,
renferment un commentaire sur les principaux points que nous
venons de traiter dans ce chapitre ; on y trouvera des déyeloppe-
mens utiles et importans , et des applications nouvelles.
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CHAPITRE 1V.

Dicression sur la maniere de déduire les séries qui expriment
les exponentielles, les logarithmes , les SINUS , cosInus , et les
arcs, de simples considérations algebriques.

18. [JES séries qui représentent les quantités exponenticlles et
logarithmiques , ainsi que les sinus et les cosinus , ont ¢t¢ trouvées
dabord par le calcul différentiel. Falley cst, je crois, le premier
qui ait imaginé de déduire celles des exponenticlles et des loga-
rithmes de Ia formule de Newton pour les puissances du binome
( Transact. philosoph., n° 216) , en employant la considération de
linfini on de Pinfiniment petit. Cette méthode a été suivie par
Euler, et étendue aux sinus et cosinus, dans les chapitres VII
ct VIII du premier tome de son Zrtroductio in analysis , etc. Mais
quoiqu’elle puisse étre admise en analyse, on ne saurait discon-
venir quelle n’a pas U'évidence, ni méme la rigueur qu'on doit
desirer dans les élémens d’une science; et nous croyoms qu'on
nous saura gré de nous écarter ici un moment de notre marche,
pour donner une démonstration des mémes formules, fondée aussi
uniquement sur celle du binome , mais dégagée de toute considé-
ration de l'infini. Nous donnerons méme a ces formules une gé-
néralisation qui servira a rendre les séries aussi convergentes qu'on
voudra dans tous les cas.

Considérons 'équation générale y ==a®, dans laquelle x est le
logarithme de y pour la base a ; mettons a la place de a, 1-4-a—1,
ce qui st la méme chose, et ensuite & la place de (1 +a—1)7,

x

[(24~a—1)"]", ce qui est encore la méme chose que a*; on aura

T

r=1+a—1)T,




;
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n ctant une quantité quelconque qui disparait d’elle-méme dans la
valeur de .
Je développe maintenant le binome (1 +4-a— 1) dans la série

n (n—1)

1+n(a—1) +———= (a—1)* 4 n—(-“—:;%ila (a—1)’-etc.,

8
¢t yordonne les termes suivant les pu'issances de », yaurai
(r4a—1) =14 An--Bn*+ clc.,

les coefliciens A, B, etc. étant donnés en «; ct il est aisé de voir
qu’on aura d’abord

A=a—1 -—(a_]jn—f—(ajl)g——etc.,

9 O

cette quantité A étant la méme que celle de Particle 11 ; & Pégard
des autres coefliciens, nous n'aurons pas besoin de les chercher,
puisqu’ils disparaitront du calcul, comme on va le voir.
Faisant cette subslitution, nous aurons :
ry=0-+An-+ Bn*} etel)”

et développant a la mani¢re du binome, il viendra

=1 4 5 ( An+-Bn* +etc. ) 4~ 3—(—;5—?—‘—) (An<-Bn* -} etc.)*
+:c(tr—-n)(;r—-,m)

o.3n

(An + Bn*+4- ete.)’ - etc.,

savoir, en effacant les puissances de » communes aux numérateurs
el anx dénominateurs,
T T
7=1~4a(A+ Bt ete.) + ZEZ"D(A4-Boeto.):
- ZE=n)(Z— ) A Bn - etc.)! - etc.
2.0

Maintenant, comme la quantité » est arbitraire, et doit par la
nature méme de la fonction y, disparaitre de Pexpression de celte
fonction, il faudra que tous les termes multipliés par chaque puis-
sance de n, se détruisent mutucllement. Ne tenant donc aucun

compte
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compte de ces termes qui doivent disparaitre d’eux-mémes, quel
que soitr, on aura simplement
prAY ShaAd
= afi=1 +IA +T+I§-+et0n,
comme plus haut (art.11).

19. Cherchons de la méme maniére la valeur de x en y. Pour
cela, nous mettrons Péquation a*=y sous la forme

(1da—1)== (147 —1);

qui est identique avec la précédente , et ou » est encore une quan-
tité quelconque a volonté, qui ne doit point entrer dans la valeur
de x en y.

Développant les deux membres & la manicre du binome, on
aura

112 (a——1) ~}= W__.gi)_ (et nx(n.r—;l.)s(nx-—s) (a—1)*tetc.

=1 y) - D (o ODED oy epe

sayoir, en effaant 'uité de part et d’autre, et divisant par z:

@ (0—1) - 2T (g 2OBDCED (g ot

nd (n—1) (n—a2)

=y — 1} = (1—1}‘—1-——*-;—_—-5-——(]-—-1)34* ete.

Or n étant, comme nous Favons déja dit, une quantité entiére-
ment arbitraire et qui ne doit pas entrer dans Pexpression de a
en y, il faudra que les termes multipliés par les différentes puis-
sances de n, se détruisent d’eux-mémes, ensorte quil ne reste
que ceux ou » nentrera pas. On aura ainsi, en ne tenant compte
que des termes sans 7, équation suivante, dans laquelle j’emploie ,
pour abréger , la quantité A déterminée ci-dessus,

XAy e—g—1 (r—1)*~41(y—1)—ectc;
d’ou Pon tire

y—=1—3(y =13 (y—=1)—etc, .
A : ]

5

z=logy =




o
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formule connue, et qui s'accorde avec celle de larticle 13, A
étant =la.

20. Mais cette formule n’est convergente que lorsque le nombre
7, dont elle donne le logarithme , est peu différent de Punité. Aussi
n'est-elle d’aucune ulilité pour le calcul des logarithmes ordi-
naires. Voici un moyen de la rendre convergente pour tous les
nombres.

1l esi €vident que 'équation fondamentale y =« peut se changer
en celle-ci y"=a"*, m ¢étant un nombre quelconque entier ou
fractionnaire. Employant donc cette derniére formule a la place
de Pautre, il v’y aura qua changer dans celle-ci  en y~ et x
en mx. On aura ainsi en géneral ,

Iogj’_y —1—‘"(3’ #I)mi (ym—l)q— Etc

[ 3 - A 3 1 3 4 ] T
ou on pourra prendre pour m une fraction ~» telle que V7 soit

toujours un nombre aussi peu différent de T'unité quon voudra.
Supposons , ce qui est toujours possible , que la racine » de y ne
contienne que I'unité avant la virgule, et quaprés la virgule, il y
ait s zéros, alors si on s’arréte a 2s décimales, il est visible que le
terme (y™—1 )% et & plus forte raison les termes suivans, ne don-
neront rien; de sorte qu'on aura simplement, dans ce cas,

0gy =

De la méme maniére, on aura aussi, sous les mémes conditions,

¥y '—1._., ]/_y—l
--—'r A -

A=la=r(ya—1);
et par conscquent

T

Viy=s'z

logy==

Va—1
Cest par cette formule que Brigs a calculé les premiers loga-
rithmes. 11 ayait remarqué quen faisant des extractions succes-
sives de racines carrées d’'un nombre quelconque, sl on sarréte
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dans une de ces extractions, a deux fois autant de décimales qu'’il
y aura de zéros a la suite de Tunité, lorsquil n’y a plus que
Punité avant la virgule , la partie décimale de cette racine se trouye
toujours la moitié de celle de la racine précédente , ensorte que
ces parties décimales ont entre elles le méme rapport que les
logarithmes des racines mémes; c’est ce qui résulte évidemment
des formules précédentes.
Ainsi, en prenant r= 2%, on trouve pour @ = 10,

V@ = 1,00000 00000 00000 00199 71742 08125 bob27 ,
1

r

l

0, 00000 00000 00000 00086 73617 37988 40354.

De sorte que

1 1 867561 732983:{0554 , y
; X = = {5a71743081255050; — 0439 44819 05251.
Ve—1
v e
= =g=loge

Si maintenant on veut avoir, par e*temp!e le logarithme de 3,

on fera y =73, et employant de méme 6o extractions de racmes
carrées, on trouvera

‘r/f = 1, 00000 00000 00000 00095 28942 64074 58932. ..,
et de la

V,’y—— 1 9b289426407458932. ..

log y = =
Lty 199717420812550b27. .,

= 0,47712 125647 19662. ..

Cette méthode est, comme Pon voit, trés-laborieuse, par le
grand nombre d’extmctlons de racines quelle demande pour avoir
un résultat en plusieurs décimales ; mais la formule générale que
nous avons donnée ci-dessus pour i’c\presswn de @ en gy, sert a
la simplifier et a la compléter; car quel que soit Ie nombre 3 -
il suffira d’en extraire quelques racines carrées, jusqua ce qu'on

paryvienne & un nombre »" ou \/ 75> qui wait que Punité avant la
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virgule ; alors les puissances de y™—1 seront des fractions d’antant
plus petites, qu’elles seront plus hautes, et par conséquent la série
deviendra assez convergente pour quil suffise d’en prendre un
petit nombre de termes.

21, On peut appliquer la méthode précédente a la recherche
des séries qui expriment le sinus par I'arc ou Farc par le sinus,
et pour lesquelles on emploie aussi (comme la fait Euler dans
le méme ouvrage ) la considération de linfiniment petit et de
Pinfini.

En effet, en partant de la formule connue pour la multiplication
des angles cos nx + sinnx V' —1==(cos &~ sin xy/—1)", on a
reciproquement

I

€08 & = sin ay/—1 == (cos nx -}~ sin n;r\/—-z);,

ou le nombre n peut étre quelconque. .

Maintenant, quelle que soit Pexpression de sin x en série de
Yarc «, elle ne peut étre que de la forme Ax + Bx*+-etc.; car,
puisque le sinus devient nul lorsque Parc est nul , il est visible que
cette expression ne doit contenir aucun terme sans x. Or, comme
cos x =y/[1 —(sin x*)], on aura

Ax®
—_ — Adp* — 2 ABa® — o g
cos x=/(1 — A’x*— 2ABa® —etc.) =1 — -}-etc.

Les coefficiens A, B, etc. sont censés indépendans de Parc x; par
conséquent, ils seront les mémes pour tout autre arc. Substituant
donc nx pour x, on aura pareillement

i 2 A ;
sin nax = nAx-+-n*Bx*--etc. el cosnx=—1— = ; - etc.

Donc Péquation précédente deviendra

cos X --sinay/—1 :=[1—|—-nAx ‘/—-—1-]-11'(}3 V""l—'%’)x’—l-etc.]n.
Développons le second membre & la mani¢re du binome , en fai-
sant, pour abréger,
X = Axcy/— 14-n(BV—1 --%—) a*+ ele. ,
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o aura
C0s 2 - sinZY/—1=1 = (nX ) - — T (nX )
A =R) O am) oy o etoiim 1o X o S X

+ ( i n)ﬁ(; o Qn‘) X3 + e[C.

Comme les valeurs de sin x et de cos & doivent étre indépen-
dantes du nombre arbitraire 7, il s’ensuit que tous les termes du
second membre qui se trouveront multipliés par une méme puis-
sance de n, doivent se détruire d’eux-mémes. Ne tenant donc
compte que des termes ou nme se trouvera pas apres le fléVe—
loppement , il est ais¢ de voir que la quantité X se réduira a son
premier terme Axy/—i 5 €t que les coefliciens des puissances

de X se réduiront a 1, é 3 ;l_‘ga ete. De sorte que I'on aura sim-
plement
c-osx—]-sinxy’——l:l—}-Axv’——l+’E(A_.r|/——1)‘
—t—ﬁ—llg(Awl/—l)*-}-etc.

En effectuant les puissances de y/— 1, et comparant les parties
réelles des deux membres ensemble, et les imaginaires ensemble,
on aura

5 Asx? Abx?
sin @ = A&x— a5 m -—efc.

e Azt Alzt
COSX— 1 =— T m —efc.

22. Pour avoir de méme la valeur de a en sinus et cosinus de &,
3 2 1 v
0’y aura qu’a reprendre la formule fondamentale

€08 e =-sin ney/—1 = (cos x -+ sinax ¥/'—1)%
dans laquelle on mettra, ala place de sin zx et cos nx, leurs valeurs

3

¥ 3 n
en série nAx - n°ba’, elc.; 1 =

At 2 ’
—= - etc.; et on déyeloppera
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la puissance n du second membre. On aura ainsi

1+nA.x‘/--1+n"(BL/-—-1-—%)3:"-—{—0&0.
= sin & n(n— i 3 "
= (cos x) [1-—[—-}3——— —-1-{--..&.-2—’) C_O‘s_fc‘/_ 1).}_@1@,—],

Lof0)- e

Or
sin

——=tangx, COSX= V(1 —sinx?) 3

donc

.

(cos x)'=(1—sin x“); == —-g sin a* - n(n—2) ¢in xf— cte.

a4

Substituant ces valeurs, la quantité n ne se trouvera plus que dans
les coefficiens , et ordonnant les termes suivant les puissances
de cette quantité , le second membre deviendra de cette forme
1 o= P - n2Q - eto. ; en faisant pour abréger,

P = tang xy/—1—73 (tang xy/—1)* =45 tang xy/—1)° —etc.
—2sinat—isinat—sz sin &% ~-€tc. ,
Q= ! (tang xy/—1)"+- ¢lc.;

effacant Punité des deux membres, et divisant toute Péquation

par 7, elle deviendra

Axy/—1-n (B\/-—- 1 — %jx’-{—etc. = P -} nrQ--etc.;
oir lieu indépendamment de la quantité 7, qui

et comme elle doit av
doit demeurer indéterminée, il faudra que les termes qui con-

tiennent les différentes puissances de n se détruisent deux-mémes;
ce qui la réduira d’abord 4 Axy/—1=P, savoir, en développant
Jes puissances de tang » /=1,
Axy/ —1= (tang x—7 tang 28 1 tang a’—ete. ) /—1
1 tang x*—tang xt- % tang x°— elc,
— 21 sin *—7 SI0 at — L sin x® - efc.
1 en plus ou en moins,

Comme on peut prendre le radical y/—
nt en plus et enmoins,

i1 est visible quen le prenant successiveme
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et soustrayant les deux équations l'une de lautre, on aura, apreés
avoir divisé par 2Ay/—1,

tang 0 — * tang a® 41 tang x° — etC.
X = A .

Au reste, il est visible que Péquation trouvée dans l'art. 21 ,
. 1
cos x 4-sinxy/—1=1 + Axy/—1--7 (Axy/—1)*
-l—ﬁ (AzxV/—1)' 4= etc.,
se réduit directement a celle-ci,
COS x + sin xy/—1 =a¥"5

par la formule de Part. 11, €I prenant pour @ une quantité dé-
pendante de A, comme nous l'avons déterminée dans ce méme
endroit, c’est-a-dire, ensorte que a=eA, e étant un nombre donné
qui est la base des logarithmes hyperboliques.

De cette formule on tire tout de suite, en prenant le radical en
plus et ensuite en moins, les expressions connues de sin x, COS ¥,
en exponentielles imaginaires,

ﬂ:—‘/—l —_— gyl (}_IV_1+ a—-:y'—;
s GOS ER=r e e
ay/—1

¢t passant des exponentielles aux logarithmes,

Sin & = 5

la X 2/ —1=l(cosz—~sinay/—1)=1cos x+ I(1-tangx V/=1),

ou bien , en prenant successivement le radical en plus et moins, et
soustrayant une équation de Fautre,

g 1 1 +tangzy/—1
L= T2 o/ —1 1—tangx y/—1’

dou Fon peut déduire les séries trouvées ci-dessus , en employant
les développemens des exponentielles et des logarithmes exposés
dans les articles 18 et 19
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Mais il y a ici une remarque importante a faire; c’est que dans
les formules que nous venons de trouver, la quantité A, ainsi que a,
étant arbitraire , le systéme de logarithmes peut étre pris a volonté,
au lieu que daus les formules ordinaires relatives aux arcs de cercle,

1 ir 3 o a
le module + est égal & Punité, ce qui donne pour la base le nombre

¢, dont le logarithme hyperbolique est Iunité. Ainsi, celles-ci ne
sont qu’un cas particulier de celles que nous avons trouveées, mais
cette particularisation est nécessaire pour qu’clles soient ap plicables
au cercle , comme nous Pallons démontrer.

g3, Tout se réduit & prouver que dans I'expression desin x en
série, le premicr terme doit étre simplement x, au lieu que nous
Pavons supposé en géncral Az (art. 21). En employant la considé-
ration des infiniment petits , cela est ¢vident; car on voit que dans
le cercle, le sinus, & mesure qu'il diminue, s’approche de plus en
en plus de larc, jusqua s’y confondre dans Pinfiniment petit.
Ainsi, en supposant larc x infiniment petit, on a sin x=x; par
conséquent A=1,

Mais comme nous avons cherché a rendre notre analyse in-
dépendante de la considération des infiniment petits , nous deyons
aussi en affranchir la démonstration du point dont il sagit.

Pour cela, nous ne supposerons que le principe ¢tabli par
‘Archiméde , que le sinus, qui est la moiti¢ de la corde de Parc
double , est moindre que larc auquel il répond , et que la tangente
est plus grande que ce méme arc. Nous aurons ainsi sinx <z,

sin © sin ©

et tang x >ua; or, comme tang x = )2 on aura

cosx = v/ (1—sin o*
sin © e x
——>x, et de & SR X
‘/(1_51nx)> v = V142
Fexpression de sin x en série trouvée dans Tart. 21, il faudra que

Von ait, quelque petit que soit l'arc x,

. Employant donc

Alx? b x
Az — ﬁ—+m—ctc.<x,>m-

Dong
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Donc aussi, en divisant par x,
Adx Azt - Lo
S Al R SR APy

- v+

Comme V(Ii{-x")—" e 4 et (]110 ‘/<1_|_x,)>-1, il est

clair que

1 1 4 ;
L © 2 on voift que
CoF )~ TR ¢t en méme temps I

.—_I__.___ 1Y S i tan L s . Cs ﬂ..
T L car la différence est - 5 ainsi la quantite qui

est plus grande que sera a plus forte raison plus grande

1
vV +=)’
que 1—a*, de sorte quon pourra réduire espéce d’équation d’ine-
galité ci-dessus, a cette forme

Adr? A

50
A T 5 O Sl >l

Or, en prenant x tel que t—‘;- soit < 1, il est visible que la série

A“.L‘j 3 = A3.-r“ -
A — —= - etc. sera convergente et <{'A, mais > A ——=,

parce qu'en ajoutant ensemble le second et le troisiéme terme, le
quatriéme et le cinquiéme, et ainsi de suite , on n'aura que des
quantités toutes négatives, et qu'au contraire en ajoutant le troi-
siéme et le quatriéme, le cinquiéme et le sixiéme, etc., on n‘aura
que des quantités toutes positives. Donc x ¢tant supposé < 71’/{6- s
on aura a plus forte raison,

A.’t il
A""“;%_( 1 et A>1—a;
par conséquent,
A,'!Is

ce qui devant avoir lieu, quelque petite que soit la valeur de x;
il s’ensuit que Pon aura nécessairement A=—1. En effet, si A=1-}i,
i étant une (uanlit¢ quelconque trés-petite positive, il 0’y aurait
A AS.L" . TEiL
qua prendre x tel que —— < ¢, et alors la condition de A < 1
6
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f\'i 4 : - “
-+ ~5% naurait plus lien. De méme,siA=1—¢, il 0’y aurait qu'a

prendre x*< i, et Pautre condition A>1—x* serait en deéfaut.
Donc on a nécessairement A =1 dans le cercle; par conséquent
a=-¢, nombre dont le logarithme hyperbolique est lunité (art. 12) ;
ce qui fait rentrer nos formules dans les formules connues pour
les fonctions circulaires.
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CHAPITRE V.

Du dépeloppement des fonciions lorsqu’on donne a la yariable
une valeur déterminée. Cas dans lesquels la regle générale
est en défaut. Des valeurs des fractions dont le numérateur
et le dénominateur s’évanouissent en méme temps. Des cas
singuliers ou le déyeloppement de la fonction ne procéde

pas suivant les puissances positives et enliéres de I'accroisse-
ment de la variable.

24. Lns méthodes que nous yenons de donner pour le déve-
Joppement de la fonction f(x-1i), supposent que ce développe-
ment est de la forme

fx + if'x -+ g 2 - etc. ;

il est donc nécessaire , avant d’aller plus loin, d’examiner quand
et comment cette forme pourrait étre en défaut.

Nous avons déja démontré plus haut (art. 2 ), que cela ne peut
arriver (ue lorsqu’on donnera a a une valeur déterminée, telle
quelle fasse disparaitre dansla fonction fr et dans toutes ses déri-
vées , quelques radicaux. Or, un radical ne peut disparaitre dans une
fonction que de deux maniéres, ou parce que la quantité qui
multiplie le radical devient nulle, ou parce que le radical lui-méme
devient nul,

Dans le premier cas, il est clair que le radical disparaissant
dans fx, il pourra ne pas disparaitre dans f'z, 2 , etc., ou bien
que disparaissant & la fois dans fx, f'x, il ne disparaitra pas
dans f'x, f"x, eic., €t ainsi du reste, parce que le radical ac-
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quérant des coefficiens différens dans les fonctions dérivées, ces
coefliciens ne peuvent pas devenir tous nuls par la méme valeur
supposée de la variable.

Dans le second cas, au contraire, il est évident que le radical
disparaitra nécessairement dans toutes les fonctions fx, 'z, f'x, ete.
@ Pinfini, puisque Cest la quantité radicale elle-méme qui est sup-
posée s’€vanouir pour une valeur domnée de la variable . Mais
I'évanouissement du radical ne pouvant plus avoir lieu dans
la fonction f(x ~¢), ou i est une quantité indéterminée ct

indépendante de x, il sensuit que la série for—-if'x - 52- "2 - etc.

qui représente le développement de cette fonction, deviendra fau-
tive par 'absence du radical qu’elle doit contenir.

Donc cette série sera légitime dans le premier cas, et ne le sera
pas dans le second.

25. Soit y =fx, et par conséquent, en prenant les fonctions
prime , seconde, etc, 3’ =fla, y'= f'x, etc. Supposons que pour
une valeur donnée de «, il disparaisse dans fir un radical lequel
ne disparaisse pas dans f'x; il est clair que pour cette valeur de x,
la fonction '« devra avoir un plus grand nombre de valeurs diffé-
rentes que la fonction fir , & raison du radical qui se trouve dans f'x
et qui a disparu dans fxr; d’ou il s’ensuit que la valeur de »' ne
pourra pas étre donnée par une fonction de x et y qui ne con-
tiendrait pas ce radical. Cependant , si dans Péquation y=*fr on
détruit ce méme radical par Pélévation aux puissances, et que Péqua-
tion résultante soit représentée par F (@, y ) =o0,son équation prime
donnera généra]ement, comme nous 'avons vu dans l'art. 17,

r AL o FGR)
= Fli(y)

Donc cetle expression sera en défaut dans le cas.ou Pon donne-
rait & « la valeur en question, ce qui ne peut avoir lieu qu'autant
que les quantités F'(x) et F/(y ) seront Pune et Yautre nulles 3
la fois. Ainsi, dans le cas dont il s'agit, Pexpression de 3 devien_
dra égale & zéro divisé par zéro; et réciproquement, lorsque cela
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arrivera, ce sera une marque que la valeur correspondante de «
aura détruit dans fr un radical, sans le détruire dans f'x.

Pour ayoir dans ce cas la valeur de ', il ne suffira donc pas
de sarréter a l'équation prime de ¥ (@, y )= o0, laquelle étant
¥'F' () + F'(x) =0, aura lieu d’elle-méme , indépendamment
de la valeur de »'; mais il faudra passer a Péquation seconde , qu'on
trouvera par les mémes regles de celte forme

YE(r)+r"E (1) +2'F(y)(2) + ¥ (x)=0,

en désignant par ¥’ (y) et F’ () les fonctions primes de F' ()
et F'(x), prises, la premié¢re relativement a y seul, et la seconde
relativement a « seul, Cest-a-dire les fonctions secondes de
¥ (y,x), prises relativement aux mémes variables isolées , et par
¥’ (y) (x) la fonction prime de ¥'(y), prise relativement a
ou la fonction prime de F'(a), prise relativement a 5 ( ces
deux fonctions ¢tant la méme chose , comme il est facile de s’en
convaincre, et comme nous le démontrerons plus bas , lorsque
nous traiterons des fonctions de plusicurs variables), c’est-a-dire
la fonction seconde de F( y, a ), prise relativement & 5 et & .

Cette équation donme généralement la valeur de »"; mais dans
le cas proposé, la quantité F'(y) devenant nulle, le terme qui
contient »” disparaitra, et Iéquation restante sera une équation
du second degré en y”, par laquelle on déterminera la valeur de 5,
(ul1 sera par conséquent double.

26. Soit, par exemple, fx = (x—a)y/(x=—12), ensorle quwon
ait 'équation
y=(x—a)V(x=10),
on aura
o B AT ] e, x—a .
11"_.} ....-V(.’I‘ Z))—I“QVJ(;;;_Z;)’
faisant x=a, on a

y=0, =y (x—b)=y/(a—0),

ot Yon voit que le radical disparait dans la valeur de ¥, mais non
pas dans celle de y/, ensorte que la valeur de » est simple, et
celle de »' double.
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Maintenant , si on réduit équation proposée a cette forme ra-
tionnelle y*=(x — «)* (x —&), et quon en prenne I'équation
prime, on aura

yy'=2(x—a)(z—0)3(x—4);
d’or Lon tire
j__a(xz—a)(z—b)+ (z—a),
= = :

J

o o) e ;
faisant x = a, on a y'= —; passant donc a Iéquation seconde,

on aura
g‘j"h_{— 2};}": ,"_’:I: (,_‘I,'—- c‘I) + 2 (.'I,‘—--zij.

Ici x =a donne, a cause de y =o dans ce cas,
oyt =2 (x—b)=2(a—b); donc y'=y/(a—4),

comme plus haut.

1l serait possible, au reste , que la méme valeur de x qui détruit
les termes de Péquation prime, détruisit aussi ceux de I'équation
seconde; alors il faudrait passer & I'équation tierce, laquelle, par
la destruction des termes qui contiendraient y" et ", deviendrait
une simple équation en »', mais du troisi¢me degrc, et ainsi de
suite. Cela dépend de la mature du radical qui aura été détruit
dans fx, et qui doit ¢ire remplacé par le degré de Iéquation d’ou
dépend la valeur de j’; mais nous n'entrerons dans aucun détail
sur ce point, pour ne pas trop nous ¢carter de notre sujet.

27. Supposons en second lieu que la méme valeur de x, qui fait
disparaitre un radical dans fx, le fasse disparaitre aussi dans f'a,
sans le faire disparaiire néanmoins dans "2, alors les valeurs cor-
respondantes de fx et de f'x seront en méme nombre ; mais eelles
de f"zx seront en nombre plus grand. Si donc on détruit ce radi-
cal dans I'équation y=fx, la valeur de " quon en déduira, se

tl‘ouveng, et il faudra passer aux équations dérivees d'un

ordre supérieur pour avoir la valeur de 7"
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Soit ¥y = (ax=—a)* y/(x—15) , on aura

y=a(x—a)y(x—1b) 4 ﬁﬁ,
s(x—a) (x—a)’

),ﬂ: 2\/(1‘—-!))-—]— i ks :{:'
STl i

faisant *=a, on a

Y=o, yle=igivet ' v (=0 y="9V/(a==0).
Mais si on réduit I'équation proposée a ceite forme rationnelle

I (=) (b,
on en tirera I'équation prime
oy =b(x—a)(@—"0)+ (x—a),
laquelle donne, lorsque x —=a,
i,
y' =
a cause de y =o0, a moins qu'en substituant la valeur de ¥,
on ne divise le tout par (a— a)?, et quensuite on ne fasse x=a,
ce qui donneray’'=o,
Passant a Péquation seconde, on aura
ity =6(x—a) (c—b)+4(x—a),
faisant x=a, on aura y'=o0 comme ci-dessus. Mais pour ayoir la
valeur de »”, il faudra avoir recours a4 'équation tierce et méme
& Péquation quarte. Celle-1a sera
3yl =y =18 (2 —a)*+ 12 (x—a) (x—1),
ol tous les termes disparaissent lorsque & =a. La suivante sera
" by ly " -y = 48 (2 —a )+12 (x—b).

Faisant x =@, et par conséquent y = o et 3’ = o, on aura

{r o g P i ) e —— —

Sy=aa (x—b), J=ay/(x —b)=2y/(am—b),

comme plus haut.
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Nous ne pousserons pas plus loin cette analyse, qui dailleurs
n’a plus de difficulté d’apres les principes établis. Nous nous conten-
terons de remarquer que si on construit la courbe dont x serait
Pabscisse , et y = fx Pordonnée , cette courbe aura ce quon ap-
pelle un point multiple dans Pendroit correspondant a la valeur
donnée de &, quifera disparaitre un radical dans fx, sans le faire
disparaitre en méme temps dans f'x ; qu'elle aura un point d’attou-
chement, si la méme valeur de « fait disparaitre ala fois le radical
dans fx et dans f’x; que ce sera un point d’osculation,, si le radical
disparait en méme temps dans f’x, et ainsi de suite. On en verra
la raison lorsque nous appliquerons la théoric des fonctions a celle
des courbes. ;

98, A Toceasion de la difficulté que nous venons de résoudre ,
nous allons donner la théorie de la méthode pour trouver la valeur
dune fraction, dans le cas ou le numérateur et le dénominateur
deviennent zéro a la fois,

T . " : ; ;

Soit {‘"—L une, pareille fraction , fr et Fa étant des fonctions
de x, telle que la supposition de x = les rende toutes les deux
nulles & la fois, ¢t quon demande la valeur de cette fraction
lorsque x =a. :

f: .
On fera y= I_’i , et par conséquent yFx = fx. En supposant

x =a, cette équation se verific d’elle-méme, indépendamment de
la valeur de y, qui demeure par conséquent indéterminée; ainsi
clle ne peut servir dans cet état & la détermination de y, lors-
que x ==a. Mais en prenant I'équation prime, on aura

Y'Fx gV =1t'x;
la supposition de x = a fait disparaitre le terme y'F, et le reste
de 'équation donne y = —F—“r; S'il arrivait que les fonctions primes

f'z, F'x devinssent aussi nulles par la méme supposition, alors
on trouverait par le méme principe, en substituant dans I'équation
ci-dessus fa, F'x, pour fx, Fa, cette nouvelle expression de 5,

J ==
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Wi

y:-F_,ﬁi, et ainsi de suite. On pourrait aussi la déduire directe-

ment de la méme équation prime, en considérant que, comme
elle se vérifie de nouveau d’elle-méme, elle ne peut pas servir non
plus & la détermination de y; que par conséquent, il sera néces-
saire de passer & 'dquation seconde, laquelle sera

_}””FJ-'—FQ‘)“FFFJS' +f ,uxszx

Comme la supposition de 2=« rend nulles les fonctions Fx et F'a,
les termes qui contiennent »' et »” s'en iront d’eux-mémes, et les

ooy
termes restans donneront y = g comme plus haut.

1l n’est pas a craindre que les fonctions fx, P, letel
Fx, F'ax, Flx, ete. & linfini, puissent devenir nulles en méme
temps par la supposition de x =a, comme quelques gcometres

paraissent le supposer; car puisque f(x+ )= fx+zf’x+ f”.r, ete.,

en faisant 2 = a, on aurait f(a--i) = o, quel que smt i, ce qui
est impossible; il en serait de méme de I' (& - 7). Mais il peut
arriver que ces fonctions deviennent infinies par la méme suppo-

i
! FJ
indéterminées : la solution de cette difficulté dépend de Pexamen
du second cas de l'art. 24, dont nous allons nous occuper.

fx
sition de w==a, ce qui rendra également les fractions ¢, =, ©IC;

29. Ce cas a lieu lorsque la supposition de x =a fait disparaitre
dans fx un radical en le rendant nul , auquel cas elle le fera dispa-
raitre de méme dans les fonctions dérivées ; mais ce radical restant
dans la fonction f(x 4-¢), il doit rester aussi'dansle dévelop-
pement de cette fonction; par conséquent ne pouvant affecter
la valeur de «, il faudra quil affecte Ii; dot il suit que ce déve-
loppcment dmt contenir nécessairement des puissaneces irration-
nelles de 2 11 est clair, en effet, que 'si fxr contient. la ‘quantité

|/ X, X étant une fonction de x, qui devient nulle 101‘squc xr=d,

en mettant x--i a la place de v, X deviendra X al\’-[- Y"+etg, A

7
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- - g 'ﬂ -
et faisant =4, on aura simplement x}&’-}-% X" ete. pour la valeur

de X ; de sorte que.l'f’X deviendra \/;T(X.’—I—E X" 4 eLc.); donc Ia

fonction £ (x + #) contiendra, dans le cas de x=a, le radical

‘} i, qui devra par conséquent se trouver dans son développement
suivant les puissances de 7. Voyons donc ce que donnera alors le
développement fautif £x+a‘f’.r—t—g {2 -} efc.

Pour cela, jobserve que les fonctions f/(a—-1), (2 -1), etc.
sont également les fonctions primes , secondes, etc. de la fonction
flx+41), soit qu’on les prenne relativement a x, soit quon les
prenne relativement a z, ce qui est évident, puisqu’en augmentant
soit x, soit ¢ dune, méme quantité quelconque, on a le méme
accroissement de la quantité x - i. D’ou il suit que I'on aura éga-
lement. les valeurs de flx, 'z, etc., quel que soit &, en prenant
fes fonctions primes, secondes, etc. de f(a +1) relativement & ¢,
et faisant ensuite /=o0.

Or, si on suppose que le développement de f(x -+ ¢) doive coil-
tenir , lorsque x==a, un terme affecté de ", tel que A, A étant
utte fonction de @, et m wétant pas un nombre entier positif, en
prenant les fonctions primes, secondes , ¢le. relalivement a 7, il
faudra que les développemens de ! (% - i), " (2 41), ctc. con-
tiennent les termes mA—, m(m—1) A%, cle. (arl. 10). Donc
faisanti==o0; on en conclura que les fonctions fx, f'x, 'z, elc.,
lorsque x=a, contiendront respectivement les termes Ao™,mA0™ ",
m(m~—1)Ao™ %, elc.

Sim est un nombre quelconque négatif, il est clair que Lous ses
termes seront infinis.

Si m estun nombre positif non entier, soit n le nombre entier
jmmédiatement plus grand que 7, il est visible que le terme
m(m==1). . (a1 ) Aom=" sera infini, ainsi que tous les termes
suivans, et que tous les précédens seront nuls.

Donc en général la fonction f'x et toutes les suivantes "',
£+, etc.a Vinfini (2, » 4 1, elc. ‘tant des indices ) , seront in-
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finies , » étant le nombre entier positif immédiatement plus grand
que l'exposant m.

30. On conclura de la que le développement fx4-if'x- F; f'z4-etc,

ne peut devenir fautif pour une valeur donnée de x, qu'autant
qu'une des fonctions fx, f'x, f"2, etc. deviendra infinie, ainsi que
toutes les suivantes pour cette valeur de x. Alors si z est Pindice
de la premiére fonction qui devient infinie , le développement dont
W gagit devra contenir un terme de la forme , m étant un
nombre compris entre n— 1 et n.

Et si toutes les fonctions fx, f'x, f"x, etc. devenaient infinies
pour la méme valeur de z, le développement de f(x-7) contien-
drait dans ce cas des puissances négatives de .

Pour trouver alors la vraie forme du développement suivant
les puissances ascendantes de i, il faudra faire d’abord dans la
fonction f(x 4 £), « égal a la valeur donnée, et développer ensuite
suivant les puissances croissantes de ¢ par les régles connues, en
ayant égard aux puissances fractionnaires ou négatives de i qui
se trouveraient dans la fonction méme.

Au reste, nous remarquerons qu'en fxisant y =fz, et prenant
x el y pour les coordonnées d’une courbe, célté courbe aura
dans le point ou une des fonctions y, y', ", etc. devient infinie,
ainsi que toutes les suivantes, un rebroussement dont Pespéce dé-
pendra de lindice z, pourva que Pexposant fractionnaire m  ait
pour dénominateur un nombre pair; et Pon déterminera la nature
du rebroussement par la forme du développement de f(x - 7)
/dans ce cas.

51. Dans Pexemple de Part. 27, ou y = (x—a) y/(£—10), on voif;
que la supposition de x=2% détruit le radical dans y, et doit par
conséquent le détruire aussi dans les fonetions dérivées »', »”, ete.

Donc le développement fic - tf ' 4= E f"2 - etc. , de f(x +i),en

supposant y = fx=(x—a) {/(x—0b), sera fautif dans le cas
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de x=4. En effet, on aura dans ce cas,

=0 l= (8 —b) o T —
..7 H .7 V‘s ) 2‘/(.’3—5) o0 4
x étant =4 , et on trouyera de méme
?
Y=o, pyll=w, ectc.

Donc le développement dont il s'agit devra contenir alors un terme
de la forme ", m étant entre o et 1.

Soit en effet, x==>0 ~+ i, fx deviendra (5 —a--7) /7, de sorte
3

que le vrai développement de cette fonction sera (b—a) / S

 Ba. Clest aussi de la méme maniére qu'on résoudra la difficulté
proposée a la fin de Part. 28, sur les fractions qui demeureraient
toujours indéterminées , en prenant a linfini les fonctions dérivées
du numérateur et du dénominateur. Nous y avons vu que cela ne
saurait arriver que dans le cas ot la méme valeur de x rendrait
ces fonctions successives infinies. Il faudra donc alors supposer
2= a-}i (a étant la valeur de x qui rend ces fonctions infinies )
dans Pexpression générale de la fraction, réduire ensuite cette
expression en serie, suivant les puissances ascendantes de ¢, et
le premier terme de la série, en faisant i = o, donnera la valeur
cherchée de la fraction pour le cas de ax=a.

— Va +vV(x— :
< V(aa:“—--a('*j): a):' qui de-

Ainsi, si on avait la fraction
vient 2 lorsque 2 =a, et dont les fonctions primes, secondes, etc.

du numérateur et du dénominateur , deviennent toutes infinies par
la méme valeur de a, en y mettant @ - au liew de x, et ré-
duisant le nnmérateur et le dénominateur en série, elle deviendra

. 7
s S v 4 v e
Ap—— ; .; ‘_: — .y
V2ai+ 2,52& - etc. AT R L

de sorte qu'en faisant =0, on aura 7155 pour la valeur cherchée
de la fraction, lorsque & = a.
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En effet, si, suivant la méthode de Vart. 28, on prend les fonc-
tions primes du numérateur et du dénominateur, on aura

2y x

1 : x

i We—a & VE—a)

quantités qui deviennent infinies lorsque a = a; mais en les multi-
pliant I'une et Pautre par 2y/(x—a), la nouvelle fraction sera

ﬂ_%ﬁ_;.l

S T
V(x+a)

2

laquelle, en faisant x=a, devient F:;‘—I , comme plus haut.

Nous avons donc résolu les difficultés qui peuvent se rencontrer
dans le développement de f(a~ ¢); et quoique nous n’ayons
considéré que des fonctions algébriques, iln’est pas difficile d’étendre
nos solutions aux fonctions transcendantes. Comme ces difficultés
nont lieu que pour des valeurs particulicres de a, il est clair
quelles winfluent en rien sur la théoric des fonctions derivies
', 2, etc. ; mais il étaitnécessaire de les examiner, et de donner
les moyens de les lever, pour ne laisser aucun nuage sur cette
théorie. Voyez aussi la lecon VIII du Caleul des Fonctions.
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CHAPITRE VL

Résolution génerale des fonctions en séries. Développement des
Jfonctions en séries terminées et composées d’aulant de termes
qu’on voudra. Moyen d’exprimer les restes depuis un terme
quelconque propose. Théoreme nouvea sur ces séries.

55 NOUS avons vu jusqu’ici comment on peut trouver directe-
ment tous les termes du développement de la fonetion f(x—-i),
suivant les puissances de i; on peut, de la méme maniére,
développer une fonction quelconque , suivant les puissances as-
cendantes d'une des variables contenues dans la fonction.

En effet, si on reprend la formule

flei)=fx+4dx 4 g "2 -~ -;175 "2+ ete.

puisque a et ¢ sont deux quantités indéterminées, on y peut substi-
tuer @ — ¢ a la place de x, ce qui donnera

B = £(a5— 1) - iFf (i) - = £ (5 — i) et

De plus, on pourra meltre s a la place de i, et Pon aura
A . % E o
fr = {(c— x3) + azf’ (x—2z) 4 — " (x—22 ) 4 elc. ,

o z est une quantité arbitraire quelconque.

Ici fx représente, comme lon voit, une fonction quelconque
de x, et £ (o — az), (2 —az), ete. représentent les fonctions
primes, secondes, etc. de £, en y substituant x (1—z) d la place
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de 2. Mais quoique fx ne représente qu'une fonction de x relati-
vement a ses fonctions dérivées, il est clair qu'elle peut représen-
ter en général une fonction quelconque de x ¢t datitres quantités
quelconques, pourvu que ces quantités y soient regardées comme
constantes dans la formation des fonclions dérivées [z, {2, cte.

Si dans la formule précédente on fiait z = o, Péquation devient
identique [x=fr, ct si on fiit z=1 , la quantité «— xz s’éva-
nouit; de sorte que si on dénote simplement par, 1,7 f'”? ctc.
les valeurs des fonctions fx , flx, f'%, etc., dorsque x=o0, on
aura

fo = - 2f’ 4 r; ! =} ete:

Ainsi, lorsque; fx sera une fonction ‘donnée de plusieurs yva-
riables x ; y, ete., il ny aura qua chercher par les régles géné-
rales , les fonctions dérivées par rapport & x seul, et ¥ faireen-
suite’ £ =0, on aura tous les termes du développement de-la
fonction suivant les puissances ascendantes de a; et il est clair
que les valeurs des quantités I, {", etc., seront des fonctions
de 5, etc, sans «x , toutes dérivées de la fonction primitive , suivant
une loi dépendante de la maniére dont la quantité 2 entrera dans
cefte fonction,

94. On pourrait trouver ce développement d'unc maniére plus
simple, en supposant tout de suite

fx = A+ Bx+ Cx*+ Dx® + ete. ;

A, B, C, etc. éltant des quantités indépendantes de x. Pour les
déterminer, on considérera que cette équation devant étre iden-
tique , doit avoir licu pour toutes les valeurs de . Dongc, 1% en
faisant 2= o, on aura f=A; 2°. en premant les fonctions primes
de lous ses termes (art. 10, 17), on aura encore léquation
identique

flz =B~ 2Cx <4 5Dx* 1~ etc. s

ou, faisant de nouveau x=o0, on aura =B ; 3. en prenant
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de nouveau les fonctions primes , on aura
{2 = 2C == 2.3Dx == 5.4Ex* - etc. ,

ot1, faisant derechef x =o0, on aura f”=2C. Continuant de la
méme maniére , on trouvera

£7 — 53D, V= 2.3 80 eic.
d’ou lon tire

G el s C._—:.%f”, D:ﬁf’",' elc

ce qui donnera, par la substitution ,la méme série pour fx que
ci-dessus, Mais cette méthode est moins directe que la précé-
dente; et elle suppose ddja la théorie des fonctions dérivees; elle est
dailleurs moins rigoureuse’, en ce qu'elle suppose de plus que la
somme de’tous les termes affectés de x devient nulle lorsque
&= o, quoique les coefficiens de ces termes augmentent a infini
dans les équations dérivées; mais le grand avantage de la méthode
précédente , consiste en ce quelle donne le moyen darréter le
développement de la série & tel terme que I'on voudra , et de juger
de la valeur du reste de la série.

Ce probléme, Pun des plus importans de la théorie des séries ,
wa pas encore été résolu d’une maniére générale. On pourrait,
4 la vérité, le résoudre pour chaque fonction en particulier, par
les méthodes exposées dans le chapitre premier ; mais il serait
impossible de parvenir par ceite voie a une solution géncrale pour
une fonction quelconque.

55. Reprenons donc la formule générale trouvée ci-dessus
(art.33),

fr = f(2x —az) ozl (x—2x2) + fif— £15 (':r — x;j -}-etc. ,

et supposons qu'on veuille g'arréter au premier terme f(x—x3).
Comme. tous les termes suivans sont multipliés par x, nous sup-
pOSerons
f:t‘:f(:c—-r.TZ)—FIP )
r
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P étant regardé comme une fonction de z, qui deyra étre nulle
lorsque z = o, puisqu’alors f(x—az) devient fx.

Comme cette équation doit avoir lieu, quelle que soit la valeur
de z, qui est arbitraire, son équation prime, relativement a z,
aura done lieu aussi (art. 17). On prendra doncles fonctions primes
relativement a cette variable, et il est facile de voir que la fonc-
tion prime du terme f(ax — xz) sera — af’ (¢—axz); car on a
deémontré (art. 16) que siy =1fp , p étant une fonction de «, on a

' =p'tp;

ainsi en rapportant les fonctions dérivées a la variable z et faisant
pP=x— 2z, on aura

p=m—uzx et y'=—afp=—af (x=—uxz)
Donc, & cause que fr ne renferme point s, Péquation prime
relative a z de Péquation ci-dessus, sera
o=—uaf’' (x —uaxz) 4 2P/,
P’ ctant la fonction prime de P relativement a z; dou Lon tire
P = f (22— x5).

On aura donc la valeur de P, en cherchant une fonction de z dont
la fonction prime soit égale & f' (x —az), et qui de plus soit telle,

quelle devienne nulle lorsque z = o. Cette valeur de P ainsi trouvée,
siony fall s=1, on aura
fr = f.-- «P.
Supposons, en second lieu ,
fr=f(x —az ) 4 xal’ (2 —2xz) 4 2°Q,

Q étant une fonction de z, qui deyra étre nulle, comme P'on voit ,
lorsque z= 0. ; '

En prenant, comme ci-dessus, les fonctions primes relativement
a z; on aura cette equalion prime

0= — af’ (wr—a3) -2l (x—13) — 22" (x—=23) + 2*QY/,

8
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ot les fonctions désignées par f', £ sont les fonctions primes et
secondes de fr relativement a a, et dans lesquelles on a mis
ensuite & — 2z pour ». On tire de la, en effagant ce qui se
détruit,

Q' =zf"(x—ax3);

de sorte quon aura la valeur de Q en cherchant une fonction de z,
dont la fonction prime ait la valeur qu’on vient de trouver pour Q,
et qui ait la condition de devenir nulle lorsque == o- Si ensuite on
fait =1, on aura
o =f. 4 af’ .4 2*Q.
Soit en troisiéme lieu,
J x'z* oy 3
for = f(x—az) + sl (z—az) +— f'(z—az) =4 xR,

R étant une fonction de z, qui s'évanouisse lorsque z==o. On trou-
vera, en prenant les fonctions primes relativement a z, et effagant
les termes qui se détruisent mutuellement ,

Rile z* g .
f— —9—)- (..i’: — CC.A'-:) )

la fonction représentée par f” étant la fonction tierce de fz re-
lativement & i, transformée par la substitution de x-— 3 a la
place de z.

1l faudra donc, pour avoir la valeur de R, trouver une fonction
primitive de z, dont la fonction prime soit la valeur précedente de
R/, et qui soit telle, quelle s’évanouisse lorsque z== 0. Cette fonc-
tion étant trouvée, on aura, en faisant z =1,

fr=f.paf AL . 42R,

et ainsi de suite.
En continuant ainsi, on aura la formule de lart. 33,

o fo afl. o Z o 2 - €10
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Mais Tanalyse précédente a Pavantage de donner la maniére d’avoir
les restes P, 2*Q, #°R, etc. de la série, lorsquon veut linter-
rompre a son premier, second, troisiéme , etc. terme.

36. Voild le probléme résolu analytiquement ; mais comme les
quantités P, Q, R, etc. ne sont connues que par leurs fonctions
primes, il reste encore aremonter de ces fonctions aux fonctions
primitives ; ce qui peut étre souvent fort difficile , et méme im-
possible.

Cependant, si on connaissait la quantit¢ P, on en pourrait
déduire toutes les autres par les simples fonctions dérivées; car
la comparaison des valeurs de fz donne

=l (re—zz) 4 2Q,

et on a trouvé f' (2 — 2z)=P'; donc substituant, on aura

S PP+ a0,
d’ou 'on tire
P— 2P

Q= ——

fe
On a ensuite

0= % f"(x—uaz) 4+ xR,

et on a trouvé of” (z —az) = Q'; donc Q:E Q' 4 xR ; dou
I'on tire

B Q—12Q
=
On trouvera de méme
R— fzR" .
S= -—~—--; . 3

et ainsi de suite.

Si on fait P=2ap, Q =2, R=2%r, efc., on aura
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et la fonction fr deviendra, en remettant ¢ a la place de xz;
fe=f(x—:i) 4+,
=f(x—:i)+ ' (x—1i) + i*q,
: ] - ity . ;
=f(ax—i) 4 i (.22'—'-5}—]—; " (2 — i)+ er,
ete.
Ainsi connaissant le premier reste ip, on pourra commaitre tous
les autres restes g, i’r, etc., par les simples fonclions dérivées
. 1 I . .
relatives a z= —; el sl on prend simplement les fonctions déri-
vées relativement a z, on aura

r r

7
f §—==—', eftc.
o)

gr=—p, r——

1 [2

b

3 . 1 ; ;
Par exemple, en faisant fr=- comme dans Particle 4, on aura

11(.x’—é)=w_ -, eb prenant les fonctions dérivées par rapport

a x, on aura

1

f' (x—1i) == fw('r'_‘i):(xig)'a ete. ,

or on trouve,
__fx—f(x—1i) 1
P e WG s R

de la en prenant les fonctions dérivées par rapport & i, on tirera
tout de suite

1

e R el 2
i p—m‘(I—-—l)“? r=

T(a—1) " elc.

T

© e

Donc si on fait ces substitutions dans les expressions de fr, et
quon y metle ensuite &7 ala place de x, on aura
1%

i
= + ————=elc,,

x* (x4 1)

1 L

1
Tfi & x(x+i)

comme dans larticle cité.

—

HIiH

Soit encore fr==\/z,on aura f(# —{)=VY*— i, el prenant
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les fonctions dérivées par rapport a a,
1

. : .[‘”(x—- f) ] ) cfc.
g 4(a—i)

l/-r—.\/.r-— L

Ple— =

Ici on aura

V x4+ v’ =i’
et de la en prenant les fonctions dérivées relatives a iz,

1

oV x—ix (Vx4 Vr—0?

1 1
= + . o R,
S i (Vo 4D X (VD
— V e i) A ete.
3(r-—!) Ci/-1~+\/t-:)

Par ces substitutions dans les expressions de fx, on aura, cn
mettant x - ¢ a la plau, de x,

g

' —

2

e G AT e
e ‘ 22 Py x+i43V )
._x/x-i-'gy/}' 8wy = 81V¢(Vl+£+vr)a

1".1

=\/E+2l/;_ 8;'1/.1,_*+ 16 1/_' g

comme dans le méme article cité.
57. On peut aussi tirer directement de la formule de l'art. 5,
flx 4 i) =fx4iP,

la loi de la série et Pexpression des restes, en prenant alterna-
tivement les fonctions dérivées par rapport a x et & i; nous mar-
querons ees derniéres par un (rait placé au bas.

On a dabord par les fonctions dérivées relatives a z, f/ (x--2)
= f'ac 4~ 1P’ ; ensuite par les fonctions dérivées relatives a i,
f' (2 41) =P P ;caril est visible que relativement a i, la dé-
rivée de f(x— i) est la méme que relativement a m. On aura dong

fotiP' =P-4iP,; doulontire P=fa+i(P'—P).
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Faisons
el — PI:

on aura, en substituant la valeur de P,
f(zd4-i) =foil'x 4 2Q.

Prenons de nouveau les fonctions ddrivées par rapport a x et
par rapport a i, on aura

{'(z4) =2+ fla—40Q" el Padd)=fla-t2:04+Q,,

donc

f”-’)’.‘ + I‘Q( p— 3Q"{"‘ E'Q; ; (1’01‘_1 Q == 5 + I (Qr = Q: )':

2
Donc si on fait

on aura en substituant,
fladi) =fr +if'x+ i "z - i°R.
Oun trouvera de méme, en faisant

R — R,
5 3

fla—i)="fe4d'x -4 5[‘”.1:‘-{—2—‘:% e - 48 ,

ot —

el ainsi de suite.

- . 1 -
Si on fait, par exemple, fx= -, ce qui donne

1 i § 1 1
i (x+é—3:)'_ (x4’
on aura
P}'

3 1 1
=t e oo
donce

Secter S L . e
: Q_l"(x-hf)'
ensuite ,

e s ST == —
U= & (@ 1) a:'-'(:t.'+i)”Q’

1
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et de la
1

e e

on frouvera de méme
S =
at(x 1)’
et ainsi de suite, ce qui redonnera la série déja trouvée.

Mais pour notre objet, il importe moins de connaitre les restes
exacts de la série développée jusqu’a un terme quelconque, que
d’avoir des limites de ces restes pour pouvoir apprécier Perreur
quon peut commetlre en ne tenant compte que de quelques-uns
des premiers termes.

38. Pour cela, nous allons établir ce lemme géncral :

Si une fonction prime de x, telle que f'x, est toujours positive
pour toutes les valeurs de x, depuis & = a jusquh = b, b étant
> a, la différence des fonctions primitives. qui répondent i ces
deux valeurs de x, savoir , f6— fa, sera nécessairement une quan-
tite positive.

Reprenons la formule f(x—i)= fr 7P, dans laquelle P
est une fonction de x et i, qui, en faisant i=o0, devient {'x
(art. 3, 8); il est évident que si f'x est une quantité positive, la
valeur de P sera néeessairement positive depuis i=o jusqu’a une
certaine valeur de 7, qu'on pourra prendre aussi pelite qu’on
voudra. Done lorsque la valeur de la fonction prime {'x est posi-
five, on pourra toujours prendre pour : une quantité positive et
assez petite , pour que la quantité f(ax—-¢)— fx soit nécessaire-
ment positive.

Mettons successivement a la place de « les quantités a, a + i,
@~ 2i, a3, elc., a~-ni, il en résultera que Pon peut prendre ¢
positif et assez petit pour que toutes les quantités f(a—-i) —la,
f(a+20)—f(a - i), f(at-5i) — £ (a+ 2t) , jusqu'a fla—-(r—+1) 1]
— f(a—+ni), soient nécessairement positives, si les quantités
Ya, ' (a41), I'(a42t), cte. jusqua {"(a=ni) le sont. Donc
aussi, dans ce cas, la somme des premiéres quantités, ¢'est-a-dire,
la quantité f(a =4 (n 1 )i]— fa sera positive.
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Faisons maintenant @ 4+ (n—+4-1) i =04, on aura

. b—a
=

=
n-=1"

et Ton en conclura que la quantité f6— fa sera nécessairement
s : 2l b—a (b—a
‘ - sl 2 e i o u 5‘( DN,
positive, si toutes les quantit¢s £ a5 1 (ﬂ—i— i (a-—|- =

n(b—a) e
__nq-_f_)’ sont positives ,

£ (.-ra - "—(-:—-_:-—fﬁ , etc. jusqua ff (a -+

en prenant 7z aussi grand quon youdra.

Donc, & plus forte raison, la quantité {0 — fa sera positive, si {'zx
est toujours une quantité positive, en donnant a x toutes les ya-
leurs possibles, depuis x —a jusqua x==0, puisque parmi ces
-aleurs se trouveront nécessairement les valeurs @, a -+ f:_f__;_‘; g

a(b—a n(b—a v
@ _El 7 ), etc., o+ —; +T2 en prenant z aussi grand qu'on

voudra,

59. A laide de ce lemme, on peut trouver des limites en
plus et en moins de toute fonction primitive dont on connait la
fonction prime.

Soit la fonction primitive ¥z dont la fonction prime F'z soit
exprimée par z°Z, Z étant une fonction donnée de z. Soit M la plus
grande, et N la plus petite valeur de Z pour toutes les valeurs
de z comprises entre les quantités @ et 5, en regardant comme
plus grandes les négatives moindres , et comme moindres les né-
gatives plus grandes , ce qui est conforme & la marche du caleul ,
puisque , par exemple, —1>—2, —5>—7,cl de méme
— 9 < —1, et ainsi des autres. Donc les quantités M — Z et
7 — N seront toujours positives depuis z =a jusqua z==5, et il
en sera de méme des quantités 2" (M — Z ) et 2" (Z—N)-

Donc, 1°. si on fait f’zs=z"(M — Z), on aura par le lemme
précédent fb— fu> o; or z"Z étant F's, sa fonction primitive
sera Fz, ¢l comme M est une quantit¢ constante , la fonc-

tion
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: o . Mzt :
tion primitive de Msz® est ———: donc on aura

- M.
zmt1
-

T

e

— —
m-=1

et faisant successivement z = a et z = &, Péquation f& —fz > o
donnera

Mpm+1 Mg+ =
s — b — 2+ Fa>o;

d’ou Pon tire
‘M: (bm-i-[ ey am-{-t)
m 1

2°. Si on fait f’s=2z"(Z— N), on aura aussi f&6—fa>o, et
I'on trouvera comme ci-dessus,

Fb <Fa--

*

N i1

— .
m-+1?

donc faisant successivement z = 4 et =5, Péquation f6 — fa> o
donnera j

N pm-t1 Nighi
: WO Lot Ve i1
d’ou 'on tire
N (bn:-f—l__ am+:)
‘Fb > FG + T.

Appliquons ces résultats aux quantités P, Q, R, etc. de
Part. 35.

Comme ces quantités sont regardées comme des fonctions de z,
nous supposerons d'abord P = Fz, et par conséquent

P=Fz={(x—az5);
donc,puisqu’on a supposé F'z—z"Z , prenant m==o0, onaura
Z=1(2x—uxz).

Faisons maintenant a=o0 et 6=1, la condition de la fonction
J
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P, qui doit étre nulle lorsque z = o, donnera Fa=o0, ct alors F/
sera la valeur de P répondant az=1.

Donc, si M et N sont la plus grande et la plus petite valeur de
{! (0—2x3) , relativement a toutes les valeurs de z, depuis 5==0
jusqua s==1, on aura

Fb<M et > N.

Par conséquent M et N seront les deux limites de la quantité P, en
y faisant z =1.
Supposons en second lieu, Q= Fz, on aura

Q =Fz=zf" (o — x3);
donc faisant m = 1, on aura
Z=1{"(x—axz)

Soit pareillement 4 = o et =1, on aura aussi par la condition
de la fonction Q, qui doit étre nulle lorsque z est nul, Fa=o,
et alors Fb sera égale & la valeur de Q, répondant a=1.

Donc, si M1 et N1 sont la plus grande et la plus petite valeur
de f" (x— xz) pour toutes les valeurs de z, depuis z==o0 jusqu’a
%=1, ON aura

m<%ct>?-

M N S
de sorte que —;— et —2—[ seront les limites de la valeur Q lorsque z
¥ est = 1.

Supposons, en troisiéme lieu, R =Fs, on aura
f T e — _Zi 1 pre—— 0 )
= | et = f (x ‘1,,_.) 3

donc faisant m = 3, a=o0, b=1, on trouvera de la méme ma-
niére que si M2 et N2 sont la plus grande et la plus petite valeur

1 1 x .
de > f" (x—az), en donnaut & z toutes les valeurs depuis zére
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y Aleiieeti s M2 , N2 T
jusqu’a T'unité, on aura — et —= pour les limites de la valeur de
la quantité R, lorsquon y fait z =1.

Et ainsi de suite.

Maintenant il est clair qu’en donnant & z, dans une fonction
de x(1 — %), toutes les valeurs depuis z=o jusqua z =1, les
valeurs que recevra cette fonction seront les mémes que celles
que recevrait une pareille fonction de «, en donnant successive-
ment a « toutes les valeurs depuis z = o jusqua u=x; car fai-
sant x (1 —z)=1u,z=0 donne u==x, s=1 donne =0,
et les valeurs intermédiaires de s donneront des valeurs de
intermédiaires entre celles-ci. D’ou il est aisé de conclure que les
quantités M et N seront la plus grande et la plus petite valeur de
de f'u, relativement a toutes les valeurs de u, depuis u= ojusqu’a
u=a; et que par conscquent toute valeur intermédiaire entre
M ot N pourra étre exprimée par f'z, en donnant a z une valeur
intermédiaire entre o et 2. Done la valeur de la quantité P relative
4 z==1 pourra étre exprimée par f'z, u étant une quantité entre
o et . On en conclura de méme que la valeur de Q répondant a
=1, pourra élre exprimée par 15 "1, endonnant a z une valeur
intermédiaire entre o et . Et on en conclura pareillement, que
la valeur de R relative a z=1 pourra étre exprimee par ﬁ %,
€n prenant pour x une quantité entre o et x.

Et ainsi de suite,

4o. D'ou résulte enfin ce théoréme nouveau et remarquable par
sa simplicité et sa généralité, qu’en désignant par » une quantite
inconnue , mais renfermee entre les limites o et a, on peut déve-

lopper successivement toute fonction de x et d’autres quantités
quelconques suivant les puissances de a, de cette manicre,

fxr = f.-[-.rf"u
— f. 4 &f'. - i;f”u,

T U
] ! T g 2.3 ?

]
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les quantités f., f'., f”., etc. étant les valeurs de la fonction fx
et de ses dérivées f'x, f'x, ete., lorsqu’on y fait = o.

Ainsi pour le développement de f(z+4x), suivant les puis-
sances de x, on aura

fo= o, Bhoi= bls = St

ou on remarquera que les quantités 'z, f"z, etc. sont également
les fonctions primes , secondes, ete. de fz, ce qui estévident, car
il est visible que f’(z -+ ), et ( Z .:r) , etc. sont égal@n]ent les
fonctions primes, secondes, etc. de f(z+a), soit quon les
prenne relativement a x ou relativement & 5, puisque Paugmen-
tation de z-+x est la méme, en changeant x en x ~-:, ou z
en z— .

Prenant done f'z, £z, etc. pour les fonctions dérivées de fz,
on aura

I
R

f(s-x)

=+ x2f (z4u),
=z 4 xf'z - i::;f‘”(z—}—zs),

=& + afs + Z 5 o (2 u),

etc. ,

ou u désigne une quantité inconnue, mais renfermée entre les
limites o et a.

En changeant z en « et x en ¢, on aura le développement de
f(x - i) suivant les puissances de i; et Pon voit que dans ce
développement la série infinie, a commencer dun terme quel-
conque, est toujours égale a la valeur de ce premier terme, en
v mettant -7 & la place de x, j étant une quantité entre o
et i; que par conséquent la plus grande et la plus petite valeur
de ce terme, relativement a toutes les valeurs de j, depuis o
jusqu’a z, seront les limites de la valeur du reste de la série con-
tinuée & linfini. .

Si on fait fz=2", on aura le développement du binome (z 4z )=,
et onen conclura que la somme de tous les termes, a commencer
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d'un terme quelconque

7 (e ) e s (m—n<-1) ——
LR
1.2..... n £

sera renfermcée entre ces limites

m(m—1)....(m—n-+41)
B P e L0
m(m—1)...... (m—n+:](

1.2..000 e

THi—H gl
z a0

et

z + -I-':lm_n\;('" 3

car il est évident que la plus grande et la plus petite valeur
de (34 u )" seront (z-fa)"—" et a"7*

La perfection des méthodes d’approximation dans lesquelles on
emploie les séries , dépend non-seulement de la convergence des
séries , mais encore de c¢ quUon puisse estimer Perreur qui résulte -
des termes quon néglige ; et & cet égard on peut dire que presque
toutes les méthodes d’approximation dont on fait usage dans la
solution des problémes géomélriques el mécaniques, sont encore
trés-imparfaites. Le théoréme précédent pourra servir dans beau-
coup d’occasions a donner & ces méthodes la perfection qui leur
mangque , et sans laquelle il est souvent dangereux de les employer.

On trouve dans la legon IX du Caleul des Fonctions, une methode
plus simple d’avoir les limites du développement d’'une fonction,
avec de nouvelles remarques sur ce sujet. Voyez aussi un M-
moire de M. Ampere, dans le tome VI du Journal de PEcole
Polytechnique.
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CHAPITRE VIL.

Des Equations dérivées et de leur usage dans Panalyse pour
la transformation des fonctions. Théorie generale- de ces
éguatzom et des constanies arbitraires qur y entrent.

41.1 USQU’A présent nous n‘avons considéré les fonctions déri-
vées, que comme pouvant servir a la formation des séries; mais
ces fonctions, considérées en elles-mémes, offrent un nouveau
systéme d’opérations algébriques, et fournissent des transforma-
tions qui sont d’'un usage immense dans toute I'analyse.

Nous avons déja vu (art. 17) , que si on a une équation quelconque
en x et y, ou simplement en x , laquelle doive avoir lieu quelle
que soit la valeur de «, les équations dérivées qu'on obtiendra ,
en prenant les fonctions dérivées de chaque terme de la proposée,,
auront lieu aussi. Chacune de ces équations , et méme une com-
binaison quelconque de ces équations, pourra donc tenir lieu de
I'équation primitive ; et on obtiendra souvent par ce moyen des
¢équations subsidiaires plus simples ou plus faciles a résoudre que
les équations principales.

Nous avons nommé éguations primes , secondes , etc., les équa-
tions dérivées qu'on obtient en prenant les fonctions primes, se-
condes, etc. de tous les termes de I'équation primitive donnée ;
mais nous nommerons en général éguations dérivées du premier
ordre, du second ordre, etc., les équations quon pourra former
par une combinaison quelconque de Péquation primitive et de
son équation prime, ou de celles-ci et de I’équation seconde, et
ainsi de suite.,

Ainsi 'équation primitive contenant x ¢t y, 'équation dérivée
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du premier ordre contiendra x, ¥ et y/, I'équation dérivée du
second contiendra x, y, »* ety"; et ainsi du reste.

42. Nous allons montrer, par quelques exemples, Iusage des
équations dérivées pour la transformation des fonctions. Et dabord
nous remarquerons que par la combinaison d’une fonction avec
sa fonetion prime, on peut faire disparaitre un exposant quelconque.

Soit I'équation y = X~ X étant une fonction quelconque de o,
en prenant les fonctions primes, on aura (art. 16),

Je=mX=eXk
donc, divisant cette équation par la précédente , on aura

.}” m X’

3T f._ "
e sayoir, Xy'—mX'y = o,

€quation dérivée du premier ordre o la puissance X ne se trouve
plus, et qui dans cet état, est bien plus commode pour déve-
opper la valeur de y en série, par la méthode usitée des coefficiens
indéterminés.
En effet, si on a, par exemple,
e . 3
X=a - bx 4 cx* 4 dx’® -} etc.,
et qu'on suppose
Y = A~ Bx =4~ Cx*4 Dar¥ - etc. '
on aura, en prenant les fonctions primes,
o s z .
X'= b - 2¢cx =~ Bdx* 4~ etc. -
J'=B 4 2Cx = 3Dux> - ete. ;

donc, substituant et réunissant les termes affectés de lIa méme
puissance de a, on aura

aB — mbA 4 [2aC 4 B — m (20A - bB)] x
~+[3aD + 20C + B — m (3dA =+ 2¢B 4 4C )]
~+ eic. =0,
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équation qui devant-étre identique , c’est-a-dire avoir lien quel
(ue soit a, pour que Pexpression supposée de y soit vraic, donnera
autant Céquations particulieres quil y a de difiérentes puissances
de « , et on tirera de ces €quations,

___mbA
==
C_chA 4 (m—1)bB
TR sa P
: Dﬂﬁmdﬁ—k(zm-— 1) B4 (m—2) bC
3a g
etc.

On aura ainsi successivement tous les coefficiens B, C, D, ete.
par des formules dont la loi est visible,, et quon pourra par con-
séquent continuer aussi loin qu'on voudra.

Mais le premier coefficient A demeure indéterminé ; il faut,
pour le déterminer , recourir a Péquation primitive y = X"; fai-
sant x=o0, on a dun coté X=a, et de Tautre y =A; donc
A=

45. On peut de méme, par les fonctions dérivées, faire dispa-
vaitre les logarithmes, les exponentielles et les sinus et cosinus.

En effet, si y=1X, on aura I'équation du premier ordre
¥X—X'=o0; si y=¢X, on aura celle-ci, 7' — Xly=o0; mais
pour faire disparaitre les sinus ou cosinus, il faudra aller a une
¢équation du second ordre.

Soit donc y=sin X, X étant toujours une fonction quelconque

de x, en prenant les fonctions primes, on aura (art. 14),
¥y =Xlcos X,
et, prenant de nouveau les fonctions primes,
7'=X"cos X —X"sinX;
done, éliminant de ces trois ¢quations: sin X et cos X, on alira
cette ¢quation deérivee du second ordre,

X{Iy” R X”"}f'r + ‘xfﬁ . : 0 > I
ol
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ou il n’y a plus de transcendantes; on trouvera la méme équation
en faisant y — cos X.

Si on fait ici pour X et y les mémes substitutions que ci-des-
sus (art. 42), et quaprés ayoir ordonné les termes suivant les
puissances de 2, on ¢gale a zéro la somme de tous ceux qui se
trouveront multipliés par ]a méme puissance de  , on aura autant
d’équations particuliéres qui serviront a déterminer les coefliciens
indéterminés de I'expression supposée de y par les deux qui pré-
cédent. A Pégard des deux premiers, ils demeureront indéterminés ;
mais il faudra les déterminer de maniére que Péquation primitive
¢l I'équation prime aient lieu en faisant x=o. Or Péquation
J=sin X devient alors A==sin «, et I'équation y'=X'cos X devient
B= 4 cosa. :

44. Non-seulement Féquation dcrivée du second ordre que nous
venons de trouver, peul servir a développer en série la valeur
de sin X ou cos X; elle peut servir aussi & trouver une autre
transformation de cette valeur, au moyen des exponenticlles.

Supposons, en effet, y = ¢V, e élant le nombre dont le loga-
rithme hyperbolique est Punité (art.12), et V une fonction indé-
terminée de x; en prenant les fonctions primes et secondes, on
aura

F=VE, Y=Vt Ve,

et ces valeurs étant substituées dans I'équation dont il s’agit, on
aura, apres la division par la quantité eV qui en multiplie tous
les termes, iy

XF ( ‘.-’ r;+ 'V';g) o er‘j—r + les — 0.

Jobserve quon peut satisfaire & cette équation en faisant
Vi=mX,

m ¢tant un coefficient constant , ce qui donne V"= mX"; car
substituant ces valeurs, 'équation se réduit a

(1 4+m*) X" = o;
done
1fm=o0 e m= —1-
10
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Ainsi on aura
V=X'y/—1;
et de 1a, en remontant a Péquation primitive ,
V=XV—i1a,
a étant une constante arbitraire ; donc
eV == ett+Xv—1 — gt 3¢ eXvV—1= AeXv—1,

en faisant e*—= A pour plus de simplicité.
On aura donc
Y= At?x V-1 3

et comme le radical {/— 1 peut ¢Etre pris également en plus et
en moins, on aura ¢galement

J=BeRvy=t,

B étant une autre constante arbitraire; en effet, il est aisé de
voir que chacune de ces deux valeurs satisfait a 'équation

Xy — X"y 4 X'y =0

et on voit aussi facilement que leur somme y satisfait encore ,
parce que les quantités y, »', »" n’y sont que sous la forme
linéaire. De sorte qu’on aura en général,

b i o e

A et B étant de nouveau deux coefliciens indéterminés comme
ci-dessus,

Celte expression de y convient également a sin X et acos X ;
la différence consiste dans les constantes A et B qui doivent se déter-
miner par la comparaison des valeurs de y et de »' pourune valeur
quclcbnque de X. Ainsi, puisque sin X doit devenir nul lorsque
X = o par la nature des sinus , il faudra que P'on ait A4B=0;
de plus,y’ étant =X' cos X, et 'expression précédentede donnant
7' '=X'(AeXv—1— Be—*v—1)y/— 1, on aura

cos X = (AeXv—1— Be—Xv—1) y/—1;
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faisant X =0, on sait que cos X =1; donc (A —B)y/—1= 1.
Ces deux équations donnent
1 -
2 y—1’
eav—1__ —Xy—1
ay/—1 - ?

On trouvera de la méme manicre ,

1
A= H/‘:I el B=—
donc enfin,

sin X =

eXv/—I + Xy —1

cos X = 3 s

expressions connues, et que nous avions déja trouvées par unc
autre voie (art. 22).

4b. Dans les exemples précédens, nous avons cherchd Péqua~
tion dérivée , et nous avons ensuite détermind par cette équation
la valeur de la fonction primitive y. Cette derniére opération est,
comme l'on voit, Iinverse de celle par laquelle on descend de Ia
fonction primitive aux fonctions dérivées ; elle peut toujours s’exé-
cuter par le moyen des séries, en employant, comme nous Pavons
fait, une série avec des coefficiens indéterminés, et faisant des
equations separees des termes affectés de chaque puissance de .
De cette maniére, on détermine les coefliciens les uns par les autres,
et on a souvent Pavantage d’apercevoir la loi gcnérale qui régne
entre ces coefficiens,

Mais on peut aussi trouver immédiatement chaque coefficient
par la méthode des art. 35 et suivans; car il 0’y a qua chercher
successivement les valeurs des fonctions dérivées, et si on désigne
par () ("), (5), ete., les valeurs de y, y', 3", etc. lorsque
& =0, 0N aen général

r=+x(rH+Z (") et

Cette formule a 'avantage de faire voir la raison pourquoi il reste
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des coefliciens indéterminds , comme nous Payons trouvé ci-dessus.
En effet, si on veut déterminer la valeur de » par une €quation
dérivée du premier ordre, cette équation donnera la valeur de 5’
en x et y, et de la on trouvera une équation du second ordre en
7", 7'y 7, x, une équation du troisitme en 5, 5", ¥, 7 , %, et ainsi
de suite ; de sorte quen substituant successivement dans ces équa-
tions les valeurs de »', y", etc. données par les équations précé-
dentes, on aura en derniére analyse ', ", 7", etc. exprimés en
ety. Donc, faisant x=o0, on aura ('), ("), ("), ete. exprimés
en () qui demeurera indéterminé.

De méme, si on ne fait dependre la détermination de y que dune
¢quation dérivée du second ordre en x, y, ' et 3, on en tirera
successivement une équation tierce entre x, ¥, 7', 9", 7", et ainsi
de suite; et par des substitutions successives, on aura en derniére
analyse, 7", 7", etc., donnés en x, 5, y'; de sorte quen faisant
x =0, on aura les valeurs de ("), (#™), ("), etc., expri-
mées en (7) et ('), ees deux quantités demeurant indétermi-
+ mnées ; et ainsi de suite.

Ainsi, lorsqu’on part d’une équation dérivée du premier ordre,
il reste une indéterminée (y); lorsqu’on part d’une équation du
second ordre, il reste deux indéterminées () et ('), et ainsi
de suite ; et Pon voit que ces indéterminées sont constantes, puis-
que ce sont les valeurs de y, 7', ", ete., lorsque x=o.

-

46. Quoique la conclusion précedente soit fondée sur la théorie
des séries, il nest pas difficile de se convaincre qu’elle doit avoir
lieu généralement, quelle que soit Pexpression de y, puisqu’on
peut toujours regarder une expression en série comme le déye-
loppement d’'une expression finie. Mais comme c'cst la une pro-~
priété caractéristique des équations dérivées entre deux variables ,-
il est important de Pétablir sur la nature méme de ces équations.

Considérons donc en général Péquation a deux variables
F(x,y)=o0, et désignons simplement par F(x,y)'=0 son
équation prime, par F (x, y)" = o0, Péquation seconde, et ainsi
de suite, en regardant x et y comme variable a-la-fois. Solent
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a,b, e, ete. des constantes queleconques contenues dans la fonc-
tion F(x, y), ces constantes serc_mt les mémes dans les fonctions
dérivées; ainsi, puisque les équations F(x,y)=o0 et F(x, y) =0
ont licu en méme temps , on pourra en ¢liminer une constante a,
et équation résultante sera ume équation du premier ordre entre
x, y ety’, qui renfermera une constante de moins que Péquation
primitive, el qui aurapar conséquent lieu en méme temps que celle-
ci. Demémeles trois équations F(x, y)=0, F(x, y)'=o0, F(x, y)'=o0,
ayant lieu & la fois, on pourra en éliminer deux constantes @, & ; et
Péquation résultante sera une équation du second ordre entre
x, 7,y ety qui renfermera deusx constantes de moins que
Péquation primitive , et qui aura lien en méme temps quelle; et
ainsi de suite.

Donc, puisque dans les équations & deux variables, une équa-
tion du premier ordre peut renfermer une constante de moins
que Péquation primitive, une équation du second ordre peut ren-
fermer deux constautes de moins que Péquation primitive ; et ainsi
de suite, il s’ensuit réciproquement que équation primitive: dojt
contenir une coustante de plus que I'équation dérivée du premier
ordre, deux constantes de plus que Péquation dérivée du second
ordre, et ainsi de suite, constantes qui seront par conséquent
arbitraires ; et il est visible en méme temps qu’elles ne sauraient
en contenir davantage, puisqu’on ne pourrait pas les faire dispa-~
raiire toutes par le moyen des équations dérivées.

Donc, si Pon wa pour la détermination d’'une fonetion qu'une
¢quation du premier ordre, ou du second » ou etc., Péquation pri-
milive, prise dans toute sa généralité, devra contenir une cons—
tante arbitraire, ou deux, etc., suivant Pordre de Péquation donnde:
¢t on déterminera ces eonstantes par des valeurs particuliéres don-
nées de la fonction ou de ses dérivées. '

Si tlon_c. on trouve d’'une maniére queIconque une ¢équation en
x ety qu satisfasse & une équation donnée d’an ordre quelconque ,
el qui renferme autant de constantes arbitraires quil y a d’unités
dans l'indice de cet ordre, on en conclura que cette équation sera
Péquation primitive de I'équation donnée , et pourra, dans tous les
cas, etre employée a la place de celle-ci.
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4. Au lieu d’éliminer a la fois les deux constantes @ et b des trois
équations F(x, y)==0, F(x,y) =0, E(x,7) =0, on peut
wéliminer dabord que la constante & ou @ des deux premicres ;
on-aura ainsi deux équations du premier ordre , dont Pune ne ren-
fermera que la constante @, et Pautre la constante b. Si maintenant
on élimine de chacune ‘de ces équations la constante ¢ ou b par
le moyen de son équation prime, on aura deux équations du second
ordre sans a nib, qui devront coincider avee Péquation résultante
de Pélimination simultanée de ces constantes, par le moyen des
irois équations F ( 5 ) i=ron Ba (e il 0 F(x,y) =o,
parce que la valeur de y" que ces équations du second ordre
donneront , et qui sera exprimée en x, 7 el 7', sans a ni b, ne
peut quétre Ja méme, de quelque mani¢re quelle soit déduite de
Iéquation primitive.

D’ot Pon peut conclure qu’une équation du second ordre peut
dtre dérivée de deux équations différentes du premier ordre, ren-
fermant chacune une constante arbitraire de plus.

Et Pon prouvera de laméme manicre, qu'une équation du troi-
sieme ordre pourra éire dérivée de trois déquations différentes du
second ordre , renfermant chacune une constante arbitraire ; et
ainsi de suite.

FEn méme temps on voit que si pour une équation donnée du
second ordre, on en trouve deux du premier ordre qui satis-
fassent chacune a cette équation, et qui renferment chacune une
constante arbitraire @ ou b, on en pourra déduire immédiatement
itive ; car il suffira de chasser de ces équations la

I'équation prim
on aura une équation en x et y, avec deux cons-

quantité y', et
tantes arbitraires a et b.

1l en sera de méme pour les équations
si on trouye trois équations du second ordre quisatisfassent cha-
cune a une ¢quation du troisicme ordre, et qui aient en méme
constantes arbitraires @, b, ¢, on aura, en ¢liminant »'

temps les
et ', une équation en x, y et @, b, ¢, qui sera par conscquent

Péquation primitive de Péquation donnée; et ainsi de suite.

du troisiéme ordre; car

48, Mais si pour une équation du second ordre on en {rouve
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deux du premier ordre qui y satisfassent, et dont une seule ren-
ferme une constante arbitraire, alors en éliminant ', on aura une
¢quation en x et y, qui ne renfermera qu'une constante arbitraire,
et qui ne sera pas I'équation primitiye compléte de la proposée du
second ordre; mais cetle équation satisfera également aux deux
du premier ordre, puisquelle satisfait & celle du second ordre,
qui est également dérivée de ces deux-ci; done. elle pourra:étre
regardée comme Péquation primitive compléte de équation du pre-
mier ordre qui ne renferme point de constante arbitraire. D’ou je
conclus qu’étant proposée une équation du premier ordre enx, y
¢t y', si on en déduit d’une mani¢ére quelconque une équation du
second , soit en éliminant une constante ou non, et qu’ensuite on
trouve une autre équation primitive du premier ordre, avec une
constante arbitraire @, on aura, par Uélimination de y' entre celle-
ci et la proposée, une équation en a et » qui contiendra la cons-
tante arbitraire « , et qui sera par conséquent Péquation primitive
compléte de la proposée.

On prouvera de la méme maniére que si de la proposée du
premier ordre on déduit une ¢quation du troisitme ordre , et
. qu'ensuite on trouve pour celle-ciune équation primitive du second,
avec une constante arbitraire dans laquelle la proposée ne soit pas
renfermée, il n’y aura qua éliminer les »" et 3’ au moyen de la
proposée, et Pon auraune équation en x ety qui renfermera une
constante arbitraire, et qui sera par conséquent 'équation primi-
tive compléte de la proposée; et ainsi de suite.

On peut appliquer le méme raisonmement aux équations des
ordres superieurs au premier, et en tirer des conclusions sem-
blables. >

Le sujet de ce chapitre est traité¢ avec plus de détail dans les
legons X, X1 et XII du Calcul des fonctions, ou le lecteur trou-
vera unc analyse compléte des sections angulaires.
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!

CHAPITRE VIII,

ou Pon examine les cas simples dans lesquels on peut passer
des fonctions ou des équations dérivées du premier ordre
aux fonctions ou aux équations primitives. Des équalions
linéaires des différens ordres, et de celles qu'on peut rendre

lineaires.

4q. UNE équation du premier ordre en x,y ety’ étant donnée,
si on peut, par des opérations quelconques, la ramener a la forme
f(x,y)=o0,ouf(x,y) désigne la fonction prime d’une fonc-
tion de x,y, marquée par f(x,y), on aura sur-le-champ
I'équation primitive f(« , y)=a, dans laquelle « sera la constante
arbitraire.
Par exemple , Péquation y’' =o donne sur-le-champ y =a; Péqua-
: . daodls YN L
tion &y’ —y == o etant divisée par x* se reduit a (}) = 0; jen-
y r - - s F y 3
tends par (-) la fonction prime de la quantité = renfermce entre
=
les deux crochets; d'ou T'on tirey:é =a, ou bien, en diyisant la
méme équation par zy, elle devient
& 1
‘}’ v
dans laquelle les variables x , y ne sont plus mélées ; prenant done
la fonction primitive de chaque terme, on aura

= 0,

ly—lx =la,
Ja caractéristique | indiquant les logarithmes hyperboliques ; d'ou

Pon til‘cj_:; —a , comme plus haut.

En
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En général, si on peut réduire Péquation & la forme
T —f-—_}*’F_;l‘ i

ou les variables sont séparées , il n’y aura qu’ prendre les fone-
tions primitives de fx et de 'Fy, et faire la somme égale a une
constante arbitraire a; et la méme chose aura lieu sivon peut ra-
mener la proposée & cette forme, par une substitution quelconque,

Soit, par exemple, une équation de la forme

ylazf (yl ) "
je fais ; =u; donc y=uu, y' = xu' - u; et I'équation devient,
par ces substitutions ,

ot = fu ;
laquelle peut se metire sous la forme

1

1
x -+ ey R
qui est comprise dans la précédente.

Si on avait équation y =xfy’, au lieu de la réduire i Ia
forme précédente , j’en prendrais les fonctions primes , ce qui me
donnerait

A P S e ) &l
' =2y 4§y
¢équation réductible a la forme
L Y
1 Yty
- e 1)
S B iy ’
et qui, en fisant y'=u, rentre encore dans le cas précédent.
Ayant trouve ainsi une cquation primitive entre « et z avec une
constante arbitraire, c’est-a-dire entre x et 5/, on chassera ' par
le moyen de la proposce, et Pon aura une équation entre g et »
avec la constante arbitraire, laquelle sera, par conséquent ,
11

el

e ———— e

TETE e e e

= b m e

FET i i e = s
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Véquation primitive compléte de la proposée. Cette derniére mé-
thode est, comme Fon voit , une application de la theéorie de
Particle précédent.

Fo. De cette maniére on ramene , comme Y'on voit, la recherche
des fonctions primitives de deux variables, a celle des fonctions
primitives d'une seule variable; mais comme on n’y parvient or-
dinairement qu'en employant pour x et ¥ dautres variables ,
comme ¢ et u, Cest-a-dire en substituant pour x et y des fonc-
tions données de ¢ et u, il faut observer, a Pégard de ces substi=
tutions, que u devenant fonction de ¢ en vertu de Péquation qui
a lien entre x et y, ces deux variables devront étre aussi re-
gardées comme fonctions de ¢ Donc, ayant supposé y=1fx, on
aura, en regardant maintenant x et y comme fonctions de ¢,
9" = a/f'x (art. 16) ; mais lorsqu’on regarde y simplement comme
fonction de x, on a y'=f'x, comme nous Pavons fait '1usqu’i(:i;
donc , pour passer de cette hypothése a celle ou x ety sont fonc-

,

tions de ¢z, il faut mettre & la place de 3/, la quantité %

Ainsi, ayant & transformer équation y'=F (x, ), on com-
mencera par la changer en y'=x'F(x, y), ensuite on y subs-
tituera pour x, 7, x', y' leurs valeurs en ¢, & et u', ou u sera
la fonction prime de u regardé comme fonction de ¢

De méme, puisquey” est la fonction prime de ', regardé comme
Y

7
fonction de a, il faudra substituer pour 7" la quantité —;—:-,— , c’esl-

L LS
A-dire 4, — 3;:',3—; et ainsi de suite.

& i

Ponc, si dans une équation, au lieu de regarder ¥ comme fonc-
tion de a, on voulait réciproquement regarder & comme fonction
de y, alors la fonction prime de & deviendrait I'unité, et Von y

n

i s 1 x ! .
substituerait simplement —, pour J'y— = pour 7"; et ainsi de sulte.

51. 1l y a , au reste, une maniére générale de trouver Péquation
primitive dune équation dérivée dun ordre quelconque; elle con-
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siste & rendre le premier membre de I'équation, dont le second
est zéro, une fonetion dérivée exacte par le moyen d’un multiplica-
teur. On trouvera dans la lecon X111 du Calcul des Fonctions ,une
démonstration de I'existence de ce multiplicateur, dans toutes les
équations dérivées; mais la recherche en estle plus souvent trés-
difficile , e qui rend cette méthode plus curieuse qu’utile.

52. Quant a la maniére de trouver les fonctions primitives des
fonctions d’une seule variable, comme de Fx ou de »'Fy, on sait
que si Fo est une fonction rationnelle de x, on peut toujours la
décomposer en différens termes de la forme a® ou-(a—_‘_—f,;ﬁ—),—,,,
m étant un nombre entier positif, et @ = s un facteur du déno-

minateur de la fonction, sil en a un. Ainsi la fonction primitive
m--1

de Fx sera composée d’autant de termes de la forme ?: - ot
b 1—m 5 | b . 1
_.___(‘;('tjyl) , ou lx snn:_._l,et_(i‘%_i} sl m=1; et il en

sera de méme de la fonction primitive de y'Fy (art. 32 ).

Si Fx contient des quantités irrationnelles, on les fera dispa-
aifre par des substitutions, ce qui n'est possible en général
par les méthodes connues, que pour les radicaux de la forme
v/(a = bx—4cx*). Quand il y a dans Fx des radicaux plus com-
pliqués, ou méme quand il y a plus d’'un radical de cette forme, la
recherche de la fonction primitive devient impossible en géndral
par les méthodes connues; et on ne peut lobtenir que par le moyen
des séries, soit en faisant disparaitre les radicaux par leur résolu-
tion en série, soit en employant la méthode générale pour le dé-
veloppement en série de toute fonction de 2 (art. 33 ). Pour cela,
on supposera f'a = Fx; de la on aura

f! :F’.}:, e — F“&‘,‘, etc.

Dongc la valeur de fx , fonction primitive de Fa, sera représcntée
ainsi,

. 3 -3
fr =f 4 aF. .+ 3“2— F’.—}—-ZL%F”J ete.;
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les quantit¢s f., F., ¥, etc. étant les valeurs de fx, Fa,Fx, ete. ,
lorsque & = o, ot Pon voit que f. sera une constante indéterminée,

55. Si, pour une équation proposée d’'un ordre quelconque , on
parvient & trouyer une équation d’un ordre inférieur quine ren-
ferme point de constantes arbitraires, ou qui n’en renfecrme pas
autant qu’il peut y en avoir, alors celle équation ne pourra pas
étre regardée comme une équation primitive compléte , mais elle
ne sera quun cas particulier de cette équation , dans lequel on
aurait donné aux constantes arbitraires des valeurs particulicres.

Mais il y a un cas trés-étendu, dans lequel il suffit davoir plu-
sicurs valeurs particuliéres de y en x pour pouvoir en obtenir la
valeur compléte; cest celui ou 'équation d’un ordre guelconque
ne renferme les 5, ', 7", ete. que sous la forme lincaire.

Soit, en effet , proposée I'équation

Ay By + Q'+ Dy’ + ete. =o,

dans laquelle A, B, €, ete. soient des fonctions données de 2 seul,
Soient p, ¢, 7, etc. des fonctions différentes de «, qui, ¢tantsubsti-
tuées pour y, satisfassent chacune en particulier & cette équation,
je dis que l'on aura en géncral

) =ap ~bq +-er-etc.,

a,b, ¢, cto.-étant des constantes arbitraires; ce qui est evident;
car celte expression de y étant substituée dans la méme équation,
oy satisfera indépendamment des constantes. Dot il suit que si
le nombre des valeurs particuliéres p, g, r, ete. est ¢gal a celul
de Vordre de Déquation proposée, est-a-dire a l'indice de la
fonction dérivée y"ee- la plus élevée , on aura Pexpression
compléte de y. Lanalyse de larticle 4% fournit un exemple de
cette méthode.

Mais il y a plus:on peut alors trouver aussi la yaleur com-
pléte de y, qui satisfera a Péquation

Ay + By’ 4 Cy'+- ete. =X,

X étant aussi une fonction quelconque de -
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Comme cette méthode est une des plus utiles dans ce genre d’ana-
lyse, je crois devoir 'exposer ici en peu de mots.

54. Supposons que '¢quation proposée soit du troisiéme ordre,
on verra aisément (que la méthode est générale pour un ordre quel-
conque. Soit donc Péquation,

3 I T e
Ayr4+-By'+C' "= X,
et soient p, ¢, r trois valeurs différentes et particuliéres de y et «
SRRy 9 I & )
qui satisfassent a I'équation
Ay—+By' + G -y"=o0;
ensorte que I'on ait
Ap 4-Bp' + Cp" ++p" =0,
Ag =+ Bg'+ Cg' +¢" =o,
Ar B/ 4+ C' 4 1" =o.

Supposons y==ap + bg+ cr, et regardons a, b, ¢ comme
trois fonctions inconnues de ax qu’il sagira de déterminer ; en
prenant les fonctions primes , secondes et tierces de y, on aura

d’abord
¥y =ap' + bg'+ cr' 4 pa' + gb' 4 rc'.

Je suppose pa’' 4= qb' + r¢' = o, jaurai simplement
Y =ap'+ bg' + cr.
De la en prenant de nouveau les fonctions primes, yaurai
Y'e=ap 4 bg'+ er’+ap' 4 bg - C'r.
Je suppose derechef a'p' 4-4'g'-}- ¢'1' = o, Jaurai simplement
J' =g byt o
d’on je tire , en prenant cucore les fonctions primes ,

(]
iy

yl=ap" A bg" e 4= a'p' 4= b'g" ¢
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Je substitue maintenant les valeurs de y, 7', y" et y" dans équa-
tion proposée, il est visible que par la nature des quantités p, g, r,
les termes qui contiendront @, &, ¢ se détruiront , et il ne restera
que I'équation

ﬂfpu—i— 5!{?!.’_1_ G"f‘” = X 3

qui étant combinée avec les deux équations supposees

a'p -+ ¥y tc'r =o0,
ﬂ’,r)f & brqr - dr =o0,

servira a déterminer les trois quantités d, b, ¢, les quantités p,
g, r et leurs fonctions primes ¢t secondes étant connues , ainsi que
la quantit¢ X.

Supposons donc quon ait trouvé @' =P, ¥'=10Q, ¢ =R, ces
quantités P, Q, R étant des fonctions connues de x, il n’y aura
qu' les regarder comme des fonctions primes et en chercher les
fonctions primitives , qui contiendront chacune une constante
arbitraire qui pourra lui étre ajoutée. On aura ainsi les valeurs
des inconnues @, &, ¢, quon substituera ensuite dans lexpres-
sion de y-

55. Lorsque Péquation nest que du premier ordre, on na besoin
que d’une valeur p, el on peut toujours la trouver ; car ona alors
Péquation Ap—+- p'=o0, a laquelle satisfait cette valeur p =e—M,
M étant la fonction primitive de A , de manicre que M'=A,ete
dénotant toujours le nombre dont le logarithme hyperbolique st
P'unité ; en effet, on aura, en prenant les fonctions primes,

pl=—MeM=—Ap.

Pour les équations d’un ordre supéricur au premier, il n’y apas
de méthode générale pour trouver les valeurs de p, g, ete., 2
moins que les coefficiens A , B, C, etc. ne solent constans. Mais ,
dans ce cas, il est aisé de les trouver ; car il Wy a qu'a supposcr
p= ¢"*, m ¢tant unc constante indétermingée , on autra

p' = En P” = m*e™s, eic.;
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done I'équation
Ap —+ Bp' 4 Cp" == Dp" - etc. = o

deviendra _
A =+ Bm =~ Cm* 4 Dm® - etc. = o :

laquelle sera, généralement parlant, d’un degré égal a Pordre de
Péquation proposée. Elle aura donc autant de racines quil y a
d’unilés dans ce degré; et si on désigne ces racines par m, n, etc. ,
on aura

p=eT, g=e=, elc.;

de sorte que dans ce cas, la difficulté est réduite a la résolation
des équations.

56. On peut souvent rendre linéaires des équations qui ne le
sont pas, par le moyen des substitutions ; et comme cette trans-
formation est toujours avantageuse, voici deux cas trés-élendus
ou elle réussit :

Le premier est celui de I'équation

y==xfy' +Fy,
qui est plus générale que celle que nous avons traitée ci-dessus
(art. b4). Jen prends d’abord les fonctions primes, jai
, i faalie
L}"".:.T)"" i;'f“f—!—f?”_‘_f”FJr’
je fais )’ =1z, et par conséquent 3" =z, jai
t=xz{'z [z 4-2'F'z,
¢quation du premier ordre en x et z, ot z est censé fonction de .
Maintenant je regarde x comme une fonction de z; il faudra
1 = : : . .
mettre — @ la place de 2’ (art. 50), et il viendra Péquation
af’z 4 (fz— z) x'4F'z =0,

qui est, comme l'on voit, du premier ordre, et linéaire en x. Op
pourra dongc, par la méthode préccdente , en trouver léquation
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primitive en x ct z; mais la proposée, par la substitution de z
au lieu de »', devient

y=uxlz4-Fz;
éliminant donc z de ces deux équations , on aura une équation en x
et y, qui sera Péquation primitive de 'équation proposéc.

Le second cas est celui de I'équation
Y4+ Myrd-N=o,
M et N étant des fonctions de . Ici je fais y = ﬁ'; , ce qui donne

z! z/? z M’

i Mz TINEE T Mend
substituant ces valeurs et multipliant par Mz, Iéquation devient

M’z
2! TNz —
s+ MNz=o0,

B —

qui est, comme L'on voit, du second ordre , mais linéaire par rap-
port a z.

Supposons quon ait trouvé d’une maniére quelconque deux
valeurs particuli¢res de y en x, C’est-a-dire sans constante arbi-
{raire , (ue nous dénoterons par p et ¢. Pour la valeur p, on aura
v : : :
i\fﬁif —p , Poulon tire 5 =¢P; en dénotant par P la fonction pri-
mitive de pM; on aura de méme pour la valeur ¢, z=¢€%,
Q étant la fonction primilive de ¢M. Ayant ainsi deux valeurs
particuli¢res de z, on aura la valeur compléte (art. 53 ),

z= ac® 4= be?,
4 ot b étant deux constantes arbitraires; donc, puisque y == Ff_;‘ et
que P'=pM, Q' = ¢M, on aura cette valeur compléte dey, :
o) ”Pf’-p -+ bqu

T ae? - be® A
c’est-a-dire,
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C’est-a-dire, en faisant g: €,

__ P+ cqeRP

J 1—{»—08‘3'—[”

ou ¢ cst la constante arbitraire.

Par exemple , si N—=— mM , m étant une constante, il est aisé
de voir que l'on satisfera & la proposée en 7, en faisant y = Vm ;
et a cause de Fambiguité du radical, on aura

p=Vim; qg=—m;
donc , nommant L la fonction primitive de M, on aura
P =Lyme =—Lym,
et la valeur compléte de y sera

(365 (G o=k y’m) vm
) 1—}-(?6_"'[""}"”'

Au reste, dans ce cas, I'équation proposée peut se mettre sous
la forme
o =
g —+ M=o,
ou les variables x et » sont séparées, et dont on peut trouver
Féquation primitive , comme nous Pavons montré plus haut.

b7. Lorsque I'équation proposée n’est pas linéaire en y, 5", ¥", etc.,
ou qu'elle n’est pas comprise sous la forme précédente, je ne con-
nais aucune méthode géngérale pour compléter les valeurs particu-
licres de y qu'on aurait trouvées; mais on y peut toujours parye-
nir par le moyen des séries.

Supposons en effet que , pour une équation du premier ordre
en x, 7 et y, la valeur compléte de y soit f(x,a), a étant la
constante arbitraire. En donnant & « une valeur particuliére 7 ; Ia
quantité f(x, a) deviendra une valeur particuliére de y, que nous
nommerons p, et que nous supposerons connue d’une maniére
quelconque. Faisons maintenant ¢ =% 4~ ¢, et développons la

12
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fonction f(x, ki) en série ascendante suivant les puissances
de ¢, le premier terme sera f(x, h)=p, et les autres termes
seront de la forme gi—4-r*4-ete., g, 7, etc. étant des fonctions de a.
Si on substitue cette expression de y dans Péquation donnée du
premier ordre, il faudra qu'elle se vérifie , indépendamment de la
constante ¢ qui doit demeurer arbitraire.

Soit done y'=F (z, y) I'équation du premier ordre,a laquelle
satisfait la valeur particuliére y =p, on aura, d’aprés cetie condition,

PF:F(J‘"?F)'

Substituons pour y la série p 4 ig -+ t*r~+ eic., et développons
aussi la fonction F (x, ) en série suivant les puissances de z; si
on dénote simplement par F (), F' (), ete. les fonctions
primes, secondes, etc. de F (, y) prises relativement a y seul,
et quon fasse, pour abréger, o = ig - - elc., on aura, par
la théorie exposée plus haut sur le développement des fonctions,

F (x,7)="F(x,p)+oF (p)+ 3 F'(p)+eic.
D’un autre coté on aura, en prenant les fonctions primes,
yl=p' +qi 1 4 etc;

done , substituant ees valeurs dans Péquation ' =F(x,y),
et ordonnant les termes suivant les puissances de i, on aura, &

cause de p'=F(x, p),
igl 4 i*r' - etc. = igF' (p) 4+ |::-F’ (p)+~9513”(p)+etc,:| ;

dou Pon tire , par la comparaison des termes affectés des mémes
puissances de i, les équations suivantes, -

g=qF (p), r=rF'(p)+ % Eep )i . etas
qui serviront a déterminer successivement toutes les inconnues

g , 7y €elc.
Comme les quantités ¥’ (p), F'(p), etc. sont des fonctions don-




PREMIERE PARTIE, CHAP, VIIL. 91

nces de x, il est visible qu'on n’aura pour ces inconnues , que des
Cquations linéaires du premier ordre, susceptibles de la méthode
de lart. 55; il ne sera pas méme nécessaire davoir les valeurs
completes de g, r, etc. , il suffira davoir des valeurs quelconques
qui satisfassent & ces équations de condition.

Ayant ainsi déterminé les valeurs des quantités ¢, r, s, etc.,
on aura cette valeur complete de y,

Jy=p—+ g+ ’r4 etc.,

dans laquelle ¢ sera la constante arbitraire qui manquait a la valeur
particuliére y =p. Cette valeur sera & la vérité exprimée par une
série, mais la convergence de cette série ne dépendra que de la
valeur de la constante i.

Cette méthode est aussi applicable , avec Pextension conyenable,
aux équations des ordres supéricurs au premier; mais les équa-
tions qu'on trouvera pour la détermination des fonctions incon-
nues, seront du méme ordre, et par conséquent on ne pourra
trouver en général les valeurs de ces fonctions que dans le cas
ou les coefficiens seront constans.

Au reste , cette méthode est le fondement des solutions des prin-
cipaux problémes de la théorie des planétes. Comme les excentri-
cités et les inclinaisons qu'on doit regarder comme des constantes
arbitraires, sont fort petites, et que leffet des attractions est aussi
trés-petit, le cercle fournit d’abord des valeurs particuliéres, et on
compléte ensuite ces valeurs par des séries qui procédent suivant
les puissances de ces constantes trés-petites.
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CHAPITRE IX.

Des valeurs singuliéres qui me sont pas comprises dans les
équations primilives complétes. Des équations primitiyes
singulieres.

53. 1ia méthode que nous venons d’exposer pour trouver I'équa-
tion primitive par le moyen des séries, est fondée sur la suppo-~
sition que toute fonction F (2, y) de deux variables a, 7, puisse
toujours , par la substitation de p + gi+ ri* 4 etc. a la place dey,
se déveclopper en une serie ascendante , suivant les puissances
entitres de i; mais comme cette série résulte du déyeloppement
dune fonction de y -+ o, en faisant o = gi + re* 4 etc., et donnant
A y une valeur particuliére p , il sensuit de la théorie que nous
avons donnée dans le chapitre V, que ce développement pour-
rait contenir des puissances fractionnaires ou négatives de o,
auquel cas la série dont il g'agit contiendrait nécessairement de
pareilles puissances de . Alors la série qui doit représenter la
valeur de y , pourra ne plus avoir la méme forme ; mais comme
y=1(x, a), et qu'on supposc a=h +i et p={(x, h), le pre-
mier terme sera toujours p, ct le second pourra encore étre sup-
posé de la forme gi; car g'il était de la forme g7, » étant un ex-

posant quelconque , il n’y aurait qu’a substitaer " & la place de ¢,

et supposer que a devienne /i i*, ce qui estindifférent, puisqu’on
regarde ; comme une constante arbifraire; mais les termes sul-
yans pourront ctre de la forme rim -~ si* 4 etc. , ou m devra étre
~ 1, n> m, etc. par Phypothese.

Substituant donc , dans F (x, y), pour y, la scrie

P+ qg' - rim - si" = elc.,
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ct développant suivant les puissances ascendantes de ¢, on aura
une série de cette forme

F (x, p) + P+ Qi + ete.

w étant différent de Punité, v > u, ete., et P, Q étant des fonc-
tions f’lou_nées de a. Donc I'équation y’= F (, y) deviendra, par
ces subslitutions,

. . . &b M
1q" 4=t 1%’ 4~ ete.=Pi 4 Qi + ete.,

laquelle devra se vérifier indépendamment de la valeur de 7.

si 1, on pourra faire ¢ = o, m=pu et /=P, en-

Donc si w >1,0n g £ =0 |l et 1 28

suite z =y, s'=Q, etc. Ainsi on aura d’abord g = a une cons-
tante, ou plus simplement ¢ =1 ; ensuite, comme P ne dépend
que de g et de &, on trouvera la valeur de r en prenant la fonction
primitive de P;et ainsi de suite.

bg. Mais si < 1, alors il sera impossible de satisfaire a Péqua-
tion, de maniére que ¢ demeure une constante arbitraire ; et Uon
devra en conclure que la valeur particuliére p ne pouvant pas
étre complétée ainsi , né saurait étre contenue dans Pexpression
générale f(x, @) qui représente la valeur compléte de .

Maintenant il cst visible que quel que puisse étre le premier
terme P du développement de F(x,y) par la substitution
de p~+ gi + ri"-ete. a la place de y, il ne peut venir que des
termes p =+ ¢¢, de sorte qu’il sera le méme que si on substituait
simplement p +¢¢ @ la place de y. Donc le développement
de B (., ¥) par la substitution de p + o a la place de 7, sera

Vi pﬂ'u . £ F
¥F(x,p)—+ —: —-ete. ; donc, puisque la série résultante de ce
q

développement contient un terme affecté de o, ol z est > o et
< 1, il sensuit de la théorie donnée dans Particle 29 , que la
fonction prime I ( ) devra devenir infinie, lorsque 7 = p.

De la on tire cette conclusion, que la valeur particuliére p
ne pourra pas étre contenue dans l'expression compléte de 5, si
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cette valeur rend la fonction ¥/ () infinie, ¢’est-a-dire, la fonction

1 .

F(y)
Réciproquement donc, Péquation F‘%ﬁ — o donnera toutes les

nulle.

valeurs de ¥, qui, pouvant satisfaire & Péquation y'=F (=, 7)
comme valeurs particuli¢res, ne seront pas renfermées dans la
valeur compléte. On pourra appeler ces valeurs, valeurs singu-
litres , pour les distinguer des autres ; et en général , on pourra
appeler équation primitive singuliére , toute équation en x cty qui
satisfera 4 une équation du premier ordre entre x, y et y', oud
une équation d’un ordre supérieur, et qui ne sera pas comprise
dans Péquation primitive compléte, clest-a-dire, qui ne sera pas
un cas particulier de cetle équation.

6o. Nous venons de voir quil y a une espéce d'équations qui
peuvent satisfaire & des équations d’'un ordre supcrieur, et qui
ne satisfont pas aux équations d’ou celles-ci peuvent étre déri-
vées, parce quelles ne sont pas renfermées dans les équations
complétes d’un ordre inférieur a celles-ci. Ces équations ne forment
pas une exception a la théorie géncrale exposée plus haut (art. 46);
imais elles résultent d’une considération particuliére dans la manicre
dont les équations d’un ordre supérieur sont dérivées par I'élimi-
nation des constantes. En effet, on y a vu que les deux équations
F(x,y)=o0 et F(x,r Y=o donnent, par I'élimination d’une
constante , une équation dérivée du premier ordre entre x, ¥
et y, dont F (x, y)=o0 sera I'équation primitive.

Or, il est évident que le résultat de cette élimination serait le
méme, si la quantité a, au lieu d’étre constante, était une fonction
quelconque de a; mais dans ce cas, la fonetion prime de F (z, r)
ne serait plus simplement F (2, 7 )’ elle contiendrait de plus une
partie provenant de la variation de 2 ; et si on désigne par ¥ (a) la
fonction prime de F (a, ), prise relativement ala variable a, on
aura o'F'(a) pour la partie dont il sagit, ¢ étant la fonction prime
de @ regardé comme fonction de .

Ainsi, dans le cas ol a serait fonction de «, Péquation prime de
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F(x, y)=o serait F(x, ) 4~ a'F/ (a) = 0; done, pour qu’clle se
réduise a F (a, y)' =0, comme dans le cas de & constante, il
faudra que l'on ait ¥’ (2)=o0, équation qui servira & déterminer
la valeur de a, et qui n'est autre chose, comme Fon voit, que
Péquation prime de I'équation primitive, prise relativement a «.
Diou il s'ensuit que si on substitue cette valeur de @ dans Péqua-
tion primitive F (2, y)=o0, on aura une équation enx et y, qui
satisfera également a Péquation du premier ordre, et qui ne 'sera
pas renfermée dans Péquation primitive ot a est la constante
arbitraire.
On pourra appliquer la méme théorie aux équations des ordres
supérieurs, et en déduire des conclusions semblables.

61. Pour voir maintenant si I'équation qui résulte de cette
considération est la méme que Péquation primitive singulicre,
déduite de Panalyse précédente ; supposons, comme plus haut
(art. 58), que I'équation du premier ordre soit réduite a la forme
Jy'=F(=x, y), et que son €quation primitive compléte soit
y=1(x,a), a étant la constante arbitraire. Pour en déduire
Iéquation primitive ot @ est variable , on prendra équation prime
relativement & a seul ; et si on désigne par @ (., «) la fonction
prime de f(x, @), prise relativement & @, on aura ¢ (x,a =0
d'ou I'on tirera a, quon substituera dans f(wx, a), et 'on aura
une valeur particuliére de y, qui satisfera aussi a Ia proposée du
premier ordre. Nous appellerons p cette valeur particuli¢re, comme
dans Particle cite.

Maintenant , puisque la valeur compléte f(x, a) de r doit
satisfuire & Péquation y' =F (x5 ), quelle que soit la constante
a, 1l sensuit quen faisant la substitution, Péquation résultante
f'(x,a)=F [z, f(=, a)] deyra avoir licu, quelle que soit la
valeur de a. Par conséquent son equation prime, prise relativement
a a, regardée comme seule variable, devra avoir lieu aussi, quelle
que soit la valeur de a (art. 17), '

Puisque f’ (x, @) est la fonction prime de f(ax, a ), prise relative-
ment a x, la fonction prime de celle-ci, prise relativement
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4 a, sera donc la fonction seconde de f(x, a), prise dabord
relativement & x«, et ensuite relativement & a, laquelle est la
méme chose, commie nous le démontrerons plus bas, que la
fonction seconde de f(a, a), prise d'abord relativement a a, et
ensuite relativement & x. Ainsi, ayant désigné par @ (x, @) la
fonction prime de f(a,a) par rapporta @, on aura @' (x, a) pour
la fonction prime de ' (x, ), prise également par rapport a a,
les traits appliqués aux caractéristiques [ et @ ne se rapportant
qua la variable x.

A Pégard de la fonction F[x, f(x,a)], comme elle résulte de
la substitution de f(x, «) a la place de y dans F (x, ), sa fonc-
tion prime relativement a @, sera exprimée par I/ (y) X @ (%, @),
(art. 16), puisque nous avons désigné par () la fonction prime
de F (x,y ) relativement a y; et par ¢ («, a) la fonction prime de
f(x,a)ou y, relativement & a.

Donc Péquation prime de Péquation f'(z,a)=F (x, ), prise
velativement a @, sera
¢'(x, a)=F'(7) X0 (%,4);
d’ou l'on tire

.F! ()’) 5 tp" (;t:, a)__
e(z,a)

Or, nous venons de trouver que pour avoir la valeur particu-
licre p, il faut substituer dans f(x, «) la valeur de a, tirée de
Véquation @ (x , a) = o. Dénotons par X cette valeur de a, qui sera
une fonction de 2, la fonction ¢ (x, ) aura cette forme

) (xi a).‘:V(X—a)”',

m étant > o, et V étant une fonction de x, qui ne deviendra ni
nulle ni infinie lorsque a=X; on tirera de la

o' (x,8)=V (X —a)"+mVX'(X—a )™
Donc on aura
F (7)) =+ 1o
Mais y devient p lorsque a==X; donc F' (s ) deviendra infini
lorsque
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forsque y =p, comme dans le cas de larticle 59. Ainsi les deux
méthodes des articles 58 et 60 conduisent aux meémes résultats
et donnent les mémes valeurs singuliéres ; mais laseconde a 'avan-
tage d’étre plus directe et de donner la vraie métaphysique de
cette espéce de paradoxe.

62. Supposons, pour donner un exemple, que I'équation pri-
mitive soit
X — 2ay —a*—b*=o0,

en prenant les fonctions primes, on aura Péquation prime
x—ay' =o;
éliminant « par le moyen de Iéquation primitive , on aural'équa-
tion du premier ordre -
*—[—y+y(2* 4+ — )]y =o,
-dont celle-14 sera Iéquation primitive compléte, a étant la cons-
tante arbitraire.

Maintenant, si on prend la fonction prime de la méme équation
X* — 2ay — a@* — b*= o, relativement a la quantité a4 regardée
comme une fonction de x, on aura

; —2(y-+a)ad=o,
ce qui donne
Yy+a=o0, a=—y;
et substituant cette valeur dans la méme équation primitive, on
aura
e el i —

Cette équation satisfera par conséquent aussi a la méme équa-
tion du premier ordre, ce qui est aisé¢ a verifier ; car elle donne

yr=bbk—x" et pl=—ux,
valeurs qui étant substituées dans la quantité

gy —y' vz +r—2),
13
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la rendent identiquement nulle. Ce sera donc I'équation primitive
singuli¢re.

En effet, suivaiit la théorie de lart. 61, on aura dans le cas
preésent.,

X
— 2 =NE — Pt );
307 ey = e e el A Ul
donc en prenant les fonctions primes relativement a y seul , on
trouvera

€

ok [—y+V (& +y =) vViE+y—b)°

quantité qui devient infinie, comme l'on voit , par la supposition de
y=p=y/(b*—x*).

65. Supposons maintenant que lon ait I'équation du premier
ordre y' = Fy, et que la fonction Ey de y soit telle quelle devienne
nulle lorsque y est égal a une constante donnée &; il est visible
que cette valeur de y satisfera & Péquation ; car y== b domne aussi
7' =o0. On demande si cette valeur de y est une valeur particu-
li¢re comprise dans la yaleur compléte , ou bien si cen’est quune
valeur singuliére. On prendra la fonction prime de Ey, et si Ey
devient infini lorsque y =24, la valeur bne sera quune valeur sin-
guli¢re, sinon elle sera une valeur particuliére. :

Soit Fy=K (r—205)" m étant > o et K une constante, on
aura

Fy=mK(y—>54)""
quantité qui devient infinie lorsque m<C1; donc la valeur y=0
sera une valeur singuli¢re, si m > o et <1 ,et unc simple valeur
particuliére , si m = ou > 1. En effet, Péquation ' =K (y—=0)"
étant divisée par (y —b&) et mise sous la forme

(r=2t)"y—K=o,
a pour équation primitive

w — R =a,

ot 11
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a étant la constante arbitraire ; d’ou l'on tire
y="b~+[(m=—1) (a4 Kx)]'"™
Donc pour quelon ait y= 4, il faudra que la quantité (a-4Kar)="

1

l] —m

devienne nulle. Or, si m> o0 et < 1, l'exposant sera po-

sitif, par conséquent il sera impossible de donner a a une valeur
qui fasse évanouir la quantité dont il s’agit. Mais si m > 1, alors
1

devenant négatif, la quantité (a =Kz )™ de-

Iexposant —

1 —m

- a - . 1 3
viendra nulle lorsque « sera infinie; car faisant @ =, celle
quantit¢ deviendra

I

m—
Ci«l

1 ?

(1 4 Kex )"
laquelle devient zéro lorsque e=o.

La méme chose a lieu lorsque m =1, alors Péquation primi-
tive contient des logarithmes ou des exponentielles, car on a

J!=K(}"_'§')}
et divisant par y =&,

Y K= o,

y—25

dont Péquation primitive est
1(y—b)—Kx =14, doulontire y=b-~acks,
e ¢tant le nombre dont le logarithme hyperbolique est I'unité, et
a la constante arbitraire. Ici il est évident qu'en faisant a égal a
zéro, ON aura y ==b.
Supposons encore ¥y = /Y, Y étant une fonction de y qui
deyicnne nulle lorsque y= &, on aura

YI’
F’J”:EVY‘
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donc, puisque Y devient nul lorsque y=2, si ¥’ ne devient pas
nul en méme temps , F'y deviendra alors infini, et la valeur y =5
ne sera quune valeur singuliére. Donc, pour que cette valeur soit
une simple valeur particuliére, il faudra que Y’ devienne nul en
méme temps que Y, en faisant Y'=0.

Cette théorie des équations primilives singuliéres , est présentée
d’une manicre plus générale et avec de nouveaux détails, dans les
lecons XIV, XV, XVI et XVII sur le Calcul des Fonctions
auxquelles nous renvoyons les lecteurs qui desireraient” appro-
fondir davantage ee point d’analyse.
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CHAPITRE X..

De Uemploi des fonctions dérivées dans Z’cmm’yse; et de la.
détermination des constantes arbitraires. Application a la
sommation des suiles et @ la résolution des équations du
troisieme degré. ; b2

6. PAI{ les  principes que nous venons d’établir a V'égard des
constantes arbitraires, on voit que ces constantes forment la
liaison entre les équations primitives et les dquations deriveées :
celles-ci sont par elles-mémes plus générales que les équations
dou elles dérivent, a raison des constantes qui ont disparu ou
qui peuvent avoir disparu; elles équivalent proprement & touies
les équalions primitives qui ne différeraient entre elles que par les
yaleurs de ces constantes.

On peut donc toujours passer d’'une équation regardée comme
primitive , & une de ses dérivées d’un ordre quelconque), “et ré-
ciproquement revenir de celle-ci a celle-la, pourvu que cette der-
niére opération introduise toujours des constantes arbitraires , et
qu'on ait soin de déterminer ces constantes d’une manicre con-
forme & Péquation primitive, comme nous en avons déja donné
des exemples (art. 49 et suiv.). Avec cette atlention, on pourra
employer dans Panalyse les opérations relatives aux fonctions,
comme on y emploie les opérations ordinaires d’algebre.

Ainsi , ayant une équation en x ¢t y, on pourra immédiate-
ment en déduire des ¢quations dérivées d’un ordre quelconque ;
mais pour revenir de celles-ci a une équation en x et y, il faudra
tenir compte des constantes arbitraires, et les déterminer de ma-
niére que les valeurs de 7 et de ses dérivées ', »", etc. soient les
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mémes pour une valeur donnée de x, comme x = o, que celles
qui résultent de I'équation donnée.

Si Péquation proposée n'était que du premier ordre en x, ¥,
alors cette équation ne pouvant fournir que les valeurs de ', 5", etc.
en x et ¥, ces valeurs, pour x =0, contiendraient la valeur in-
déterminée de y; par conséquent les constantes arbitraires dépen-
draient alors de cette valeur, qui serait elle-méme une constante
arbitraire ; de sorte que dans ee cas, toutes les constantes arbi-
traires se réduiraient a une seule. Elles se réduiraient a deux, par
la méme raison , si I'équation proposce €tait du second ordre en
x, ¥, 7 et y"; et ainsi de suite.

65. Pour faire mieux sentir I'esprit et I'usage de ces opérations,
nous allons les appliquer encore a quelques exemples qui servi-
ront en méme femps d’exercice de calcul.

Soit proposée la série

: m m(m-+1) _, m{m==1) (m~ 2)
e U e N g Al

dont on demande la somme.
Supposons-la égale a y, ensorte quon ait une équation en &
ety ; je multiplie cette équation par x™~', ce qui donne

lbesinds mo_. m(m-41) .
Jyx =& -1‘-';:.2’.‘ +-;”:T_{‘_l—)6t‘+ ~}- ¢tc.

Je prends les fonctions primes de tous les termes , jai

ylart =l == ) et = n—— 1) T HmatT ﬂﬁ%ﬁl_) at

R T s S0

oti Pon voit quil a disparu un facteur du dénominateur de chaque
ierme.

=2

Je multiplie maintenant Péquation préeédente par x"=n, jaj
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celle-ci,

m 1
Jam - (n—1 )=t = (n—1) 2" L ! Tl 1) o

nt(??z-;—l)(m-o-]—ﬂ) T T
T bl Ay S

Je fais le premier membre = p', p' étant la fonction prime de p, et
je prends I'équation primitive, j’ai

n—1 m m(m-1) :
—_— =1 AT ot ‘l,m+| pma elc.
i T s +r.r. +n(u+1) + ete

Je wajoute point de constante arbitraire ici parce qu'elle peut étre
censée renfermée dans p.

Maintenant , en comparant cette nquvcllc série avec la proposee
qu'on a supposée égale a 7, il est visible qu’on aura Péquation

n—1

P ALl N
prenant les fonctions primes, et substituant pour 7' sa valeur
J'a" == (n—1) ya™*, on aura cette équation du premier ordre
linéaire en y,

(72 == 1) X" eyl ™l mE" Ty =yl o (=) pram,

laquelle sc réduit a cette forme,

=1 —mx I ]
S e

Cette équation étant suseeptible de la méthode de lart. 55, on
pourra donc trouver la valeur » en x, qui sera par conscquent
la somme dela série propesée. Mais cetic valeur' deyra comtenir
une constante arbitraire, qwon déterminera de manicre quey
soit =1 lorsque x==0, ‘comme il résulte de la série donnée.

Si la série n'avail contenu que des facteurs simples, comme

m m=1 m+42a 4 L
1+;J€+n+l'x -|—u__!_2.r+eh,.,
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on eit trouvé, par les mémes opérations,

7 —1

p — = _mm—-l__t_mm_i_x:.-:-}—t +Jﬁ,m+:'+"et('.»

Or, on sait que

1—|—x—1—x'+ctc.=;

-

1 —C
donc on aurait, dans ce cas,
n—1 3% ot
: i ITFG 1 s
p m=—1 + 1=—2x

prenant les fonctions primes , et substituant la valeur de p', on
aurait

mx xm
e

Iyi'xm——; 'Jf"" (-'5 -—-1)]‘35‘"1_-"1 e (n_ !) x.m--:! __l__

savoir ,
' (n—1)y_ n—1 m o
.?(- !_ T =TT T +1-—-—£+(1-—1:)°"
équation également lincaire du premier ordre.

Cette méthode s’applique & des séries plus compliquées , et peut
conduire a des équations linéaires d'un ordre supérieur au premier.
Tai cru devoir au moins I'indiquer , étant presque la seule méthode
générale pour la sommation des sulles.

66. Soit maintenant proposée I'équation
y=Ax+ Bx*+ &%
dans laquelle on demande Pexpression de x ¢t 7. Cette expression
eut sobtenir par la formule connue pour la résolution des équa-
tions du troisieme degré. Voici comment on y peut parvemir par
la théoric des fonctions. :
En prenant les fonctions primes et secondes , on aura

y'='A+2Bx +5x%, == 2B+ bx;
si
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si donc je forme la quantité

7o (A n2) g (p + gt rat)

oum,n,p,q,r sont des coefliciens arbitraires, jaurai un qua-
trinome qui contiendra les puissances x, x* et a%, et je pourrai
faire éyanouir les termes multipliés par chacune de ces puissances ;

Jaural ainsi une équation du second ordre de la forme
Y+ (mo=nx) y' 4= (p= gx 4rx*) ' =C,

ou C sera une quantité constante; et cette équation renfermera
éncore deux coefficiens indéterminés.

Je pourrai donc encore faire ensorte quétant multipliée par s
elle ait une équation primitive ; ear pour cela, il suffira de faire
g = 2m, r=n, et Péquation primifive sera

7= (p =+ 2mx 4 na )r'*=2Cy —+a,

a étant une constante arbitraire qu’on déterminera , COomme nous
lavons dit, en supposant x = o, et mettant pour y et y', leurs
valeurs tirées de I'équation proposée. Or elle donne dans ce cas,
¥ =0, y'=A; donc, faisant ces substitutions dans Péquation pré-
cédente, elle donnera pA*=a.

Ainsi on aura cette équation en y, du premier ordre 3

I+ (p=2mx - nx*) y'*= oCy - pA2,
ou x ne monte quau second degré ; circonstance sans laquelle on

n’aurait rien gagneé pour la détermination de x en i

Mais avant d’aller plus loin, il faut satisfaire aux conditions néces-
saires pour que la quantité y—(m =4-nx) y'= ( p—amax—- nx) 7'
apres la substitution des valeurs de 7 ¥y y", devienne égale a une
constante C. Cette substitution donne la quantité

Ax B - 204 (m 4 nac ) (A 4 2Bx - 5x*)
-+ (p +2mx—-nx*) (2B - 6x);

deéveloppant , ordonnant les termes suivant les puissances de 1
14
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et égalant a C le terme sans x, et les autres a 7éro , on aura

mA 4 2pB=0C, (1 +n) A=-6mB - 6p =o0,
(1=R4n)B 4+ 1dm=o0, 1--9gn=0,
d’ou I'on tire

B2 —4A B? —
n:-—l—, m:——--}}-, p= 4 et C".:s'B g3

9 27 a7 a7
Retenons, pour plus de simplicité, les quantités p et C, et substi-
tuons celles de m et n dans Iéquation ci-dessus, elle deviendra,

en tirantla valeur de »,

oy o WA +1Cgf ).
2
\/(9;’-—-:5—39—9:’)

1l faut maintenant en déduire Péquation primitive en x €l y; mais
pour éviter les imaginaires, on doit distinguer deux eas, Pun ou les
radicaus sont réels, lautre ou ils sont imaginaires; car puisque
toute valeur réelle de = donne pour y et j’ des valeurs réelles,:
il est visible que les deux radicaux de I'équation précédente seront
réels ou imaginaires ensemble.

Supposons donc en premier lieu que /( pA* + 2Cy = y*) soit
une quantité réelle, il faudra done que pAt—4C*> (y—0C)*; par
conséquent on pourra SUppOSET

y—C= vV (pAt - C*) sin z,

ce qui donnera
V/(pA* 4= aCy — 3*) = V/( pA* 4 C*) €08 2,
et prenant les fonctions primes
glEgp At C*) z' cosz
substituant ces valeurs dans Péquation précédente, elle deviendra,
en divisant par 3, -

'z‘f
=
Fa]

(o — 52— =)
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dont I'équation primitive peut étre mise sous la forme

wtz = /(op + ) sin (5+a),

« étant une constante arbitraire qu’il faudra déterminer, ensorte
que x=o0 donne y =o, conformément & la proposée. Soit @ la
valeur de s lorsque y == o, on aura done les deux équations

—C=y/(pA*+ C)sin a,
A

par lesquelles on déterminera d'abord a, ensuite «. Aprés quolon
déterminera z par l'équation

gEpiT y=Gl " .
SIN 35—/ —— .
v (pA* 4 C*)°

et Pon aura
x:—-]-j-—l— \/(gp—i- %i)sin(% -}-_m).‘

Et comme au méme sinus de z répond aussi -Yangle z, augmente
dune ou de deux circonférences , on aura les trois valeurs de a,
en prenanl pour z ces trois valeurs z, z ¢, s4-2¢, ¢ dénotant
la circonférence du cercle.

Cest le cas quon appelle irréductible , et ou les trois racines sont
réelles. :

Supposons en second lieu que le radical y/(pA* 4 2Cy—y*) soit
imaginaire , il W’y aura qua multiplier le numérateur et le déno-
minateur de expression de 3’ par y/—1, etPonaura

,_BY/(—pAr—sCy+y) |

J" e oB :
\/(— op+5 @)
quantité toute réelle.

Ici jobserve que si on fait

R T )
Y =—C+y+V(—pA— 20y +4)*),
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et qu'on prenne les fonctions  primes, en regardant foujours y
comume fonction de «, on aura

B
X’=X('—9P+%x+x*> :
Y =Y (— pA*— 2@y ") "%

|

de sorte qu'on pourra réduire Péquation précédente a cette forme
Kgn X,
>R 1
dont les deux membres ont pour fonctions primitives IX et 3 1¥
~ On aura donc cette équation primitive
X =11Y 415,

b étant une constante arbitraire ; et passant des logarithmes aux
nombres, on aura
3
=0y Y
Pour déterminer &6, on fera de nouveau x=o et y =o. Or,

: B .
X devient - y/—gp, et Y devient — C—-¢/—pA* ; donc on
aura
= VR
Y/ —C+y/—pA*
Maintenant, ayant la valeur de X en x, il est ais¢ d’en tirer x;
car en en quarrant 'équation

B - gipuB
\/(-hg;)-}—-% x = x*):!& —g—,
on en déduira sur-le-champ
(X—3B)y-+9

X S 2

aX

par conséquent , en mettant pour X la yaleur trouyée en y ,savoir
3
by/(Y), on aura
B |
— (Y —3B)+9p

x 3
2by ¥
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Cette expression ne peut donner , comme Ion voit, qu’une seule
valeur réelle de x ; c’est le cas ou I'équation a deux racines ima-
ginaires.

Si on fiait B= 0, les formules qu’on vient de trouver dans les
deux cas, se simplifient beaucoup, et se réduisent aux formules
connues pour la résolution des équations du troisiéme degré ,
privées du second terme ; mais nous ne nous arréterons pas da-
vantage sur ce probléme, qui appartient proprement a l'algébre,
el que nous n’ayons traité ici qu’en passant, et pour montrer,
par différentes applications, la maniére d’employer Palgorithme des
fonctions.
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CHAPITRE XI,

Ou l'on donne Péquation primitive d’une équation du premier
ordre , dans laquelle les yariables sont séparées , mais ot
Pon ne peut point obtenir directement les fonctions primi-
tives de chacun des deux membres. Propriétés remarquables
de ces fonctions primitives.

67. Prexoxs pour dernier exemple Péquation du premier ordre

 _ V(A 4By 4 Cy*+ Dy’ 4-Lyt)
" = V(A+Bx + Ca*+ D+ Ex¥) ?

en la divisant par le radical en y, on auraif une équation ou les
variables « et » seraient séparées ; mais il serait impossible d’obte-
nir ainsi Péquation primitive , parce que les deux membres ne sont
point réductibles en particulier a des fonctions primes.

Voici néanmoins comment on y peut parvenir par le moyen des
fonctions dérivées.

Je supposé d’abord que x et y soient fonctions d’une autre va-

riable ¢, il faudra pour cela substituer ;’;— a la place dey' (art. 5o);

x' et y' seront alors les fonctions primes de a et y, regardées
comme fonctions de # En supposant que x soit une fonction
quelconque de ¢, Péquation donnera pour y une fonction déterminée
de ¢; ainsi je puis supposer que x soit une telle fonction de ¢, que
Yon ait l’équation

x' = /(A4 Bxr+Cx*4=Dx’+Ext ),

Péquation précédente , ou lon a mis l—'—, pour 7', donnera pareil-
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lement
b — A e S S L ol B

Quon fasse disparaitre les radicaux dans ces deux équations,
qu'ensuite on prenne les fonctions primes, on aura, aprés ayoir
divisé Pune par «/, autre par y/,

2x"==B =~ 2Cx =+ 3Dx* 4~ 4Ex3,
2" =B = 2Cy ~ 3Dy* 4= 4Ey3,

Faisons o= y =p, x—y=q, ce qui donne

les deux équations précédentes ajoutées et retranchées , donneront
pl=B Cp+ 2 (P ")+ T (5 +5pg*),
q'= Cq -+ q—? pq —+ 12; (3p*g+¢° ).
De plus , comme p'q" = x'*— y' si on substitue les valeurs de
et de y', tirées des premiéres équations, on aura
P'9’ =Bg + Cpg + —E (590 +¢°) + = (Pg+pg).
Maintenant je fais cette combinaison :

9= P9 =73 ¢+ Epy,

L
multipliant les deux membres par Qq% , ils deviennent les fonctions
p”
q
équation primitive du premier ordre

primes de - et de Dp--Ep*; de sorte que jaurai dabord cette

P
E‘r I DP =k Epn+ a,
ou a est une constante arbitraire.

Pour la déterminer, soit m la valeur de » lorsque £ == o, on aura
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dans ce cas, par les équations ci-dessus,
2= y/A, y'=V(A+ Bm+ Cm*+Dm’+ Emt),
je fais cette dernicre quantité =n, pour abréger.

St O i ol Y s iy 4
Ainsi, puisque p=x—+y, §=x—y,p'=x'+y, ¢ =% =)
on aura, lorsque x=o,

p=m, g=—m, p'=yA-4n, g =y A—n.

Faisant ces substitutions dans Péquation quon vient de trouver,
on aura
A+ n)*
a= E—‘/J—:;—ﬁ)— — Dm — En?*,

L
#

ou Von voit que puisque m est une quantité indétermince, la
constante « demeure aussi indéterminée ; mais les déterminations
précédentes seraient utiles, si par d'autres combinaisons on trou-
vait de nouvelles équations primitives avec des constantes arbi-
traires.

Nous avons donc P'équation

p'= qv/(a-+Dp+Ep*),

qui, quoique du premier ordre, peut néanmoins donner tout de
suite Péquation primitive en x et y de la proposée, puisque la
valeur de p/, qui est %' 7', est déja connue en x et y. En effet,
substituant les valeurs de p, ¢ et p', on aura

y/(A-+Ba—+Co*~4Da++Eah) 41/ (A+By +Cp+Dr*+F%)
=(x—7) \/[a-{-D(I-{-—_}’)—l“E(x"Jf'f)n]a
ou a est la constante arbitraire.

Cette équation en x et y est, comme I'on voit, sous une forme
assez simple, et la méthode par laquelle nous y sommes parvenus
est fort remarquable ; mais cette équation nest pas la seule qu’on
puisse obtenir par les formules que nous venons de trouver.

En effet, si on substitue Ja yalear précédente de p' dans I'équa-

tion
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tion (rouvée plus haut, qui donne la yaleur de P'q’, on en tirera

i B+ Cp+1D(3p’+9g) +:E (P +pg*)
V(a4 Dp 4 Ep*)

Ici remettant pour p et g leurs valeurs ~+y et @ —y, et pour ¢’
sa valeur &'—)'= {/( A+ Ba + Cx* -} Da? +4-Dat)— /(A + By
= G+ Dy—-Ey4), on aura une nouvelle équation en x et y
avec la constante arbitraire a , qui sera ¢galement Péquation
primitive de la proposée , mais qui ne sera quune fransformée
de Péquation précédente.

68. L’équation du premier ordre dont nous venons de trouver
Péquation primitive , peut toujours, par des transformations conye-
nables, se réduire & la forme
i ]/(A.-—}-BCDS:,} :

2 __v(ﬂ—}-Bcosu) A

z etant ici une fonction de z Comme cette équation , traitée direc-
tement de la méme manicre, est susceptible d’une analyse beaucoup
plus simple et plus €légante, j’ai cru qu’on ne serait pas faché de
la trouver ici.
On regardera u et z comme fonction d’'une autre variable ¢; et
;
apres avoir substitué en conséquence, 5:: a la place de z' (art. 50),

on fera ces deux équations séparées,
= (A 4B cos u) e — \/(A—f— Bcosz);

apres les avoir carrées, on en prendra les fonctions primes, on
aura, en divisant l'une par «' et Pautre par z/, ces deux-ci du
second ordre 4

24'= —Bsinu, 27"=—Bsinz.

Soit maintenant z - z — 2p, z—u= 2g,les deux ¢quations
précédentes , ajoutées etretranchées, deviendront par les théorémes
connus, :

2p"==—DBsinp €08 7, 2¢"==— B cos p sin 4.
15
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11 est; d’abord visible que si on ajoute ces deux équations aprés
avoir multipli¢ la premiére par ¢', et la seconde par p's le premier
membre deviendra la fonction prime de 2p'¢/, ctle second la fonc-
tion prime de —B sinp sing; de sorte quon aura d’abord cette
¢quation primitive du premier ordre ,

2p'q' = ~— B sin p sin g--a,

a ¢tant la constante arbitraire.
Pour la déterminer, supposons que z==0 donne z=m, on aura
donc dans ce cas,

W=/(A~+B), #=y/(A-+Bcosm), p:(;:g,.
- ot o w=ult

=y =75

done
zt==ufry . Bcosm—1) p

2 2 %

2;;-"9!’ —

1 — CO5 T

. . POy 1 o
Sin p 8l g = (Slll ;-):-—2 -

de sorte que 'on aura

a=2p'q'~~ B sinp sing=o.
On aura donc simplement I'équation

2p'qg' = — Bsin p sing;

doir 'on peut conclure que cette équation primitive ne renfer=
mant point de constante arbitraire, doit éire comprise dans les
équations du premier ordre en z et u , d’ou nous SOMMES parts.
En effet, ces équations donnent , en substituant les valeurs
de p et ¢,

i ,*___zf“-— u'?
2p'q ==

B paoin]
= (cosz—cos u)=—DBsinp sin ¢-

Divisons maintenant par cette équation du premier ordre, les
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deux équations ci-dessus du second en p €t g, on aura ces deux-ci,

P __cosg g

COos P

Py sin g’ P[’;’_ri'np,

dont la premicre étant multiplide par ¢, et la seconde par p', donhe-
ront ces €quations primitives,

Ip' =lsing-tla, lg' =1 sinp--15,
ou bien , en passant des logarithmes aux nombres,
pPl=asing, ¢'=b sinp,

@ et b étant des constantes arbitraires , qu'on déterminera par
les mémes suppositions que ci-dessus ; dot Fon' aura

V(A +Beosm)4-1/(A + B) .

7 —
o
28In —

L2
Zj__;/(;\%—Banm)m'L/(A-f-B)
S i *

9 s5in —

2

Les deux équations qu’on vient de trouver, pourraient donner
chacune une équation primitive en z et z par la substitution des
valeurs-de p, ¢, p, ¢’ ; on aurait ainsi,

VIA~Bcosz) 4 /(A 4B cos i) = sasin 2=,

c

V(A Beosz) — /(A 4B cosu) = absin =

Comme les valeurs dé « ¢t 4 renferment Pindéterminée m, chacune
de ces valeurs pourra étre regardée aussi comme indéterminée. en
particulier ; ainsi dans chacune de ces ¢quations & part, on pourra
regarder @ ou & comme constante arbitraire; mais si on voulait
faire une: combinaison quelcongite de ces équations; il faudrait
employer les valeurs de @ et & trouvées ci-dessus., et alors la quan-
1ité m serait la seule constante arbitraire. :

Ces derniéres équations étant compliquées de radicaux, il'sery
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a propos de chercher encore une autre équation primitive d’aprés
les mémes équations du premier ordre
pl=asing, ¢ —=bsinp;
or, en divisant Pune par Tautre, on a

4

p

asing

; q ™ B sin Dl
¢t multipliant en croix,
bpr sin p= aq{ sin oy
d’ou Pon tire tout de suite I'équation primitive
bcosp = acosq- ¢,
¢ étant une nouvelle constante arbitraire qulil faudra déterminer
comme ci-dessus. Or, en faisant u=o el z=m,ona

m
donc l'équation précédente donnera
V(A +B)ecos —
= (b—a)cos—=— =
et a) S = =
SNz~
2

\ ; sy zu
Substituant les valeurs de @, &, ¢, ainsi que celles de p= _'1“_&

a— LU A - - nos ’ i
et g=-— dans la méme équation, et faisant les réductions
des sinus et cosinus, ellé prendra cette forme trés-simple,

u oy o T /(A -+ Bcosm) . m
£ N0 = = P e DL =R ]
><0033+61112><81112>< V(A+B) Ll

COS

by

¢est Péquation primitive de la proposée du premier ordre en ,
z et 2/, et I'angle m en est la constante arbitraire.

Zz L m . Aie e
69. On peut regarder lcs angles =y - el — comme les trois cotes

d'un triangle sphérique; il est visible qu’alors, dans I'équation pré-
/ sm 3
V(A+Beosm) o Je cosinus de Pangle com-
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pris entre les cotés 2 et :, et par conséquent opposé au coté
g,par les formules connues de la trigonométrie sphérique ; c’est
la valeur de 2’ lorsque # = o et z==m. Ainsi cet angle sera cons-
iant en méme temps que le coté %, tandis que les deux autres

varient.
Soit M cet angle constant, on aura donc

V(A4 DB cosm)
V(A+B)

m
sin —

cos M*— €os m m
— sin ]_\ sin l“I

Si on fait cette substitution dans I'équation proposée cn u, z et =
sin M

=cos M,

d’ou 'on tire

=~"i:=-

et qulon suppose pour abréger,
forme

= p, elle se réduira a cette

sin —
3

/ e
i—;s"(mn—)
el 5
A — _'__--An.u_._.’
Vimr ()
1— sin —
s 2
u m

dont I'équation primitive sera la relation entre les (:Olész o ‘L i

d’un triangle sphérique, dans lequel s sera le rapport des sinus
des angles aux sinus des c¢otés opposés, rapport (qu'on sait étre
le méme pour tous les angles et les cotés opposés; de sorte
que ce rapport seul étant domné, il restera angle ou le coté pour
arbitraire.

La considération du triangle sphérique peut servir a faire voir
plu% facilement comment Péquation entre ses trois cotés satisfait
a Péquation précédente du premier ordre. Cette équation étant

b [#2 : Y
€0 - €0S = +cos Msin 2 sin 2= cos 2,

si on prend les fonctions primes, en regardant z comme fonction
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lcu, et m, M comme constantes , on aura

7 ! A [ . Z u
(cos M cos = sin - — 8111 = COS ~-> z
2 £ 3 2

-

M sin Z cos = cos Zsin > ==0;
~}- cos M sin = COS -~ (:osgf;.mg._._oJ

substituons a la place de cos M, sa valeur tirée de la méme ¢qua-

tion, il viendra celle-ci,

v e i it 17 A
cO5 — C03 — = CO08 —= €as — ¢o§— — CO08 —
2 a 2 o a )
e e e
= 2 - —_— =0
. -~ . 175
simn - 810 ==
2 2

: . - A . L " 7 et m
Maintenant , si dans le méme triangle sphérique, dont , -~ ; - sont
2 2 2
A r - 5 r A . T [ -~
los trois colés , et M Pangle oppos¢ au col¢ ==, on désigne par V

, on aura également

b |

= r Ny oo W
et Z les angles opposés aux €olcs ; et

m - Z - M
— oS = cos —--cos V sin —sin —,

SRR~

cOS

= T

z . m R (B nue TTY
et COS 2 = €08 = €05 — — €08 Z sin ~sin —;
2 21 2 2 2

je donne a cos Z le signe —, parce que je suppose l'angle Z obtus.
Donc, faisant ces substitutions , et divisant toute Péquation par

. T -
sin j , elle deyiendra
r__, COs Z

T eos ¥

2]

-1'cos Vi — cos: Z ==0; - d'ou
Mais parla propriéte géndrale des friangles. spheriques, on a

sin'V ﬂ_. sin M

= = — =

i’ ] . i
Bin-— sln — sl
2 2

done
. - P S S ML >
sin V= pusin g, sin Z = p sin -,

et de la,
Vi ALL oy —\/1—- 2(sin 2
cOos ..._\/1-—,0. (blllz), cos Z== .,M- in-) ;
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substituant ces valeurs , on aura la méme équation du prémier ordee
en u el z.

Si Pangle Z que nous avons supposé obtus . était ai u, ainsi que
o 1 ? ;

i ¥ - 0s 7 . .
Fangle V, alors au lieu de I'équation /= E?T),, on aurait celle-ci

2 ?-:L% == 0, qui ne différe que par le signe de 2/, et dont Péqua-

tion primitive sera la méme.

70. Voici encore une considération essentielle sur ces sortes
d’équations : Péquation de Part. 68 étant mise sous cette forme

z 1

V(A4 Bcosz) s V(A+DBcosn)?

! s 1

i etion primitive de ———
supposons que fu soit la fon I d VA F B
fz sera pareillement la fonction primitive de V(A FBoorsy © Ctant
regardé comme une fonction de z dont 2z est la fonction prime.
Ainsi, en repassant aux fonctions primilives , on aura sur-le-champ
cette équation primitive

z={u~ £,
% ¢tant la constante arbitraire.

Celle équation devra donc coincider avec I'équation primilive que
nous avens trouyée dans Particle 68, et ou la constante arbitraire
est m ; par conséquent sa constante arbitraire ne pourra étre qu'ine
fonction de la constante arbitraire m. Soit domnc k=Fm, on aura

z.—_"'ﬂ'r,+Fm5

mais 7 est la valeur de z lorsque = o, supposant done; pour
plus de simplicité, que la fonction fz soit prise de maniére quelle
soit nulle lorsque u=o, il faudra quen faisant u=o, on ait aussi
zZ=m, par conséquent on aura fm=— F,, ; done I'dquation primitive
qu’on vient de trouver deviendra

fo=1fu + fm,

|
i
l
|
|

1
g
N
i
i
i
|i




120 THEORIE DES FONCTIONS.
a laquelle satisfera cette relation algébrique ,

% u L S T A 4B cosm ™
COS - €OS ——} sin = sin — L — }=C08 =
bgCO 2+ .fzb 3\/( A-4-B 2
Ainsi, quoiqu'on ne puisse pas trouver la forme algébrique des
fonctions fu, fz, fm, on peut néanmoins trouver une relation algé-
brique entre trois quantités z, u, m, telle que lon ait

fr — fu - tm.

Donc aussi, si dans I'équation précédente on change z en ¥, et z
en z, on aura
y By e Yoar & (A—!—Bcasm e A BT
COS = : n< sin 2 iR -
008 - €OS - ~{-8inZ 2 AxE )08 o
et fy= fz - fm.

Fn changeant encore y en x, z en y, ce qui donnera
pEine y by Aindo g A 4 B cos m) m
108 = €OS~: - sin = sin = — T ) == CO0S —
cos - =~1=810 2\/< T3 cos —,

on aura de méme
s ; for = fy + fm;
et ainsi de suite.
On aura donc successivement

s —=futfm, = ofm, fe=Ilu--5m, etc.;

et les relations entre y, w et m;entre x, u et m, elc. se tireront
des relations précédentes, en €liminant d’abord z, ensuitey, etc.

On peut appliquer cette théorie & la forme générale de I'équation
que nous avons considérée dans Part. 67, €t en tirer des conclu-
sions semblables ; mais si on rapporte , comme dans l'art. 69, les
formules précédentes aux triangles sphériques, il en résulte une
construction €légante que voici:

Soit formé un triangle sphérique, dont les trois cotés soient
z, u, m (pour éviter les fractions, je substitue les quantités oz
ou, 2m a la place de z, w, m dans les formules de Farticle cité),

et
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el ou Pangle entre u et m soit obtus; Pangle compris enire les
deux cotés u et z demeurant constant qu'on transporte alternati-
vement la base m le long de ces mémes cotés prolongés, de ma-
ni¢re qu’il en résulte une suite de triangles , dont chacun ait tou-
jours un c6té commun avec le triangle précédent, et qui aient tous
la méme base m, et Pangle commun M au sommet ; alors, si les
cotés qui comprennent cet angle sont successivement pour ces
différens triangles u et 5,5 et y, y ot «, ete. , ON aura

o= fu~fm, fy =tu—- ofim , tx = fu + 3fm, etc.,

fu étant la fonction primitive de la fonction Tt - dans

(1—p?sinu?)?
sin M
laquelle p =2

s> el ainsi des autres fonctions semblables en
51N

%, ete.

Par cette construction , on peut trouver facilement les valeurs
des cotés y, x, etc. des nouveaunx triangles ; car en considérant
les triangles isoscéles qui ont pour cbtés la base m transpor-
tée alternativement, les perpendiculaires abaissées de leurs som-
mets sur leurs bases respectives, couperont ces bases en deux
parties ¢gales, et les triangles rectangles formés par ces perpendi=
culaires et par les cotés qui comprennent Pangle commun M,
donneront tout de suite , par l'analogie connue pour les triangles
rectangles, ces équations

ek f
tang —— = cos M tang z,

tang r_g_'"—»z = cos M lang y,

cte.

Et si on fait u=m, ensorte que le premier triangle soit isoscéle >

ayant = pour base, on aura de plus Péquation
2
tang -~ — cos M tang m,
et Yon aura alors
fo—ofm, $r=="tbn "f — if, , ete.

Nous remarquerons ici que celle construction est pour les
10
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wriangles sphériques, ce que la construction du probléme 29 des
questions géométriques de V' Arithmétique de Newton, est pour les
triangles rectilignes. :

En effet, si on rend rectilignes les triangles sphériques dont les
cOtés sont w, 5, ¥, etc., et les bases m, les équations ci-dessus
deviennent

z=—samcosM, u--y=o2zcosM, x-+2==2)ycC0S M, etc.;

et il est facile de prouver qualors la fonction fu devient propor-
1 sin M

tionnelle a Pangle dont le sinus est ———, paree que sin u et sinm

sc changent en u et m; de sorte quen prenantla base m pour le
sinus de I'angle opposé M, on aura , & cause de u= m,
s=sinaM, »=sin3M, etc.

71. Nous nous sommes un peu étendus sur les propriétés des
fonctions de la forme fu, parce que les géomdéires s'en sont beau-
coup occupés, et que ces fonctions se présentent dans la solution
de plusieurs problemes.

Si on demande, par exemple, le mouvement d’'un pendule qui
oscille d’une maniére quelconque , et qu'on nomme la longueur du
pendule, 4 Fangle dont il est éloigné de la verticale dans un instant
quelconque, o la plus grande valeur de A, £ la plus petite, en
prenant Punité pour la grayité , et faisant

; cos 8 — €08 AL\ |
SIHE= —_——
o \/(cos B — c0s a) %

A ( cos A*— cos a* ) ;
M= (cos 8 + cos « )*+sin °/°

Sty o ( cos g 4 cose)
i \/(E cos B - cos &)’ sin a"‘) .

on aura A7 X fu pour Pexpression du temps depuis le point Ie
dans laquelle on suppose comme ci-dessus,

plus bhas,

1
V(1 — pursin u*)

=

Ta vitesse angulaire de rotation autour de la verticale, sera
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exprimée par
{/2.sin« sin g =
VrXXsin * XV (cosa + cos@)’

et sera par conséquent nulle lorsque le pendule passera par la verti-
ticale, dans lequel cas on a B=o0; cest le cas des oscillations
ordinaires.

72. On peut appeler analyse directe des fonctions, la maniére
de trouver les fonctions et les ¢quations dérivées, parce qulelle
west fondée en effet que sur des méthodes directes, et quelle
wemploie que des opérations qulon peut toujours exécuter par les
régles que nous avons exposées. Mais la maniére de revenir de
ces fonctions et de ces équations a celles d’ou elles peuvent
ttre dérivées, et quion peut regarder conime leurs primitives
forme une autre partie de I'analyse des fonctions, quon peut
appeler analyse inverse, parce qu'elle dépend des mémes méthodes
et des mémes régles, mais prises inversement, et qui, par cette
raison, ne s’appliquent pas toujours avec la méme facilité ni le
mcme succes. Il en est de ces deux parties de Panalyse des fonc-
tions, comme de celles de Parithmétique et de Palgebre qui ont
pour objet les opcrations directes de la multiplication et de P'élé-
vation aux puissances, et les opérations inverses de la division
et de P'extraction des racines. Les opérations de la premidre es-
pece sont toujours possibles par les régles connues, et donnent
toujours des résultats exacts ; celles de la seconde espece , au con-
traire , ne le sont que dans certains cas, au moins rigoureusement
et dans tous les autres, elles ne peuvent donner que des résultats
approchés.

Lanalyse directe des fonctions est donc renfermée dans les
regles que nous avons données pour trouver les fonctions déri-
vées , du moins pour ce qui regarde les fonctions d’une seule
variable. Quant a lanalyse inverse , elle dépend aussi des mémes
régles ; mais la ditficulté consiste dans leur application aux diff-
rens cas.

Nous avons indiqué les méthodes connues pour les principales
formes de fonctions ou d’équations, et nous nous sommes sur-
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tout appliqués & bien dtablir les principes sénéraux de celte analyse
inverse. _

Comme notre dessein n’est pas d’en donner un traité complet,
nous n'ajouterons point ici d’autres détails ; mais ceux qui savent
le calcul différentiel , ne peuvent manguer d’apercevoir la confor-
mité de Panalyse des fonctions avec ce caleul, et la correspon-
dance des analyses directes et inverses avec les deux parties de
ce caleul quon appelle caleuls différentiel et intégral. Ainsi, il
leur sera El'.lﬁ(’t, glils le jugent a propos, de tl'ﬂllS:'tOl"LCl" aux
fonctions les différentes méthodes d'intégration trouyées jusqu'a
present.
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CHAPITRE XII.

Du développement des fonctions de deux variables. De leurs
Jonctions dériyées. Notation de ces fonctions et conditions
Guxquelies elles doivent satisfaire. Loi générale quir reene
entre les termes du développement d’une fonction de plusieurs
variables, et ceux qui résultent du développement de ces
lermes eux-mémes.

7. 1\ OUS mavons encore traité que des fonctions d’une seule
variable; il n’est pas difficile d’étendre la théorie de ces fonctions
aux fonctions de deux ou de plusieurs variables.

Soit f(x, » ) une fonction quelconque de deux variables ety
quon regarde comme indépendantes Pune de lautre. Si, dans
cette fonction, on met a la fois 2 47 a la place de x, et y 4o
a la place de y, i et o étant deux quantités indéterminées , qu’en-
suite on développe la nouvelle fonction f(a - ¢ » ¥ -o0), suivant
les puissances ascendantes de 7 et o, il est clair que le premier
terme, sans 7/ ni o, sera f(x, y); et que les autres seront de
nouvelles fonctions de x et de », multipliées successivement par
iy 0, 8% 00, 0% 2, elc.; ces fonctions dérivent de la fonction pri-
mitive £(x, y), et ¢cest la loi de celte dérivation quil sagit de
déterminer.

Pour y parvenir de la maniére la plus simple,, on commencera
par supposer quil o’y ait que la variable x qui devienne x -,
la variable y demeurant la méme. Dans ce cas, désignant , comme
on l'a fit jusquici , par f', [, £, ete. les fonctions primes , se-
condes, tierces , etc. relativement & x seul, on aura
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f(ai, ) =Fx, y)+iF (x,7)+ 2 £'(x,7)
5 (w0, ) + ete.
Substituons maintenant partout y 4 o a la place de y, onaura

T 3 i TN 2
B i,y 4-0) =E(@, 7o)+ if (2, 7+ 0)+ = £'(x,7+0)
i';j i - .
+Rf (x,r-0) + ete.

Or, si on désigne par {, f,f,,etc. les fonctions primes,
socondes , tierces, etc. relativement a y, il est clair que la fonc-
tion f(x, y - o), considérée comme fonction de y -+ o, et indé-
pendamment de x, deviendra

o

£(@,r) +of(2:7)+ S(m)+ 55 fu (2, 7) + ete.

De méme, en supposant toujours que les traits appliqués au bas
de la lettre f, indiquent les fonctions primes, secondes , etc. re-
lativement a y, des fonctions déja désignées par f', £, etc., on
aura

P (a, y4o)=F(x,7) + of (@,7) + 2, (%, 7) +cte.
f”(.x‘,j-{—o):f”(.r,}f)—]—- 0[‘: (x,y) -+ E;i £ (-%J’)-i—-etc.,

el ainsi de suite
Faisant donc ces substitutions, et ordonnant les termes par rap-
port aux puissances et aux produits de Z et o, on aura
f(ati,74o0)=1(x, 7)+if (z,7)+%(*,7)
Z e 0* o
“1“5 ' (x,7) +19E;(x:f)+‘;f;;('r:]’) +5‘_’§fm(x,]‘)

a 1 'n-n - 3
o+ 22F (2, )+ T (0,9 ) 5 £ (25 ) + el

ot la forme générale des termes est

imon
(1.2.3....m) (1.2.5....n
74, Dans le precédé que nous yenons de suiyre pour avoir Ie

) :(x’-).-)_
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développement de f(x -+ %, y=4-0), nous avons commencé par
substituer dans f (&, y ), x~¢ pour x, et nous avons développé
suivant , nous avons ensuite substitué dans tous les termes
de ce développement , y =~ o pour y , et nous avons dé-
loppé suivant o. Or, il est visible qu’on aurait identiquement le
méme rvésultat, si on commencait par la substitution de y - o
pour y, €t par le développement suivant o, et qu’on fit ensuite
la substitution de x -~ pour x, et le développement suivant i.
De cette maniére, on aurait d’abord les fonctions primes, se-
condes, etc, relativement ay, savoir, f(x,y), £ (x,r), etc. ;
ensuite on aurait les fonctions primes, secondes , etc. de celles-ci
relativement & «, qui, suivant la notation que nous venons
d’établir, seraient représentées par f(a, r)s £ (x, y), etc.,
f,(x,5), ! (x,y), etc; et on obtiendrait ainsi la méme for-
mule que ci-dessus, comme cela doit éire. Or, dans le premier
procéds, la fonction £ (x, y) 'obtient en prenant d’abord la fonetion
prime de f(x,y) relativement a 2, ce qui donne {'(x, ), et
ensuite la fonction prime de celle-ci relativement 2 Y5 et dans le
second procédé, la méme fonction Sobtient en prenant d’abord la
fonction prime def (x, ) relativement a y, ce qui donne f(x, 5),
et ensuite la fonction prime de celle-ci relativement & .

Don il suit quil est indifférent dans quel ordre se fasse Ia
double opération nécessaire pour passer de la fonction primitive
F(x, ) & la fonction dérivée £ (x,y); et comme on doit
dire la méme chose des autres fonctions marquées par des traits
placés au haut ou au bas dela caractéristique f, on en peut con-
clure en géncral que les opérations indiquées par ces traits
sont absolument indépendantes entre elles et quelles conduisent
aux mémes rdsultats, quelqu’ordre quon suive en prenant les
fonctions primes relativement 4 x ct 4 ¥, indiquées par chacun des
traits superieurs ou inférieurs. Ainsi, par exemple , on aura éga-
lement la valeur de ff(w’fayj > en prenant la fonction seconde
de f(x, y) relativement & x, et ensuite Ja fonction prime de
celle-ci relativement a y, ou en prenant dabord la foncticn prime
de f(a, 5 ) relativement & y, et ensuite la fonction seconde de
celle-Ci relativement & x, ou bien en prenant la fonction prime
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de f(x, y) relativement a &, ensuite la fonction prime de celle-ci
relativement & y, et enfin la fonetion prime de cette derniére re-
lativement & «; et ainsi des autres.

1l est évident que cette conclusion a lieu en général, quelles que
soient les variables 2, y, indépendantes ou non.

7b. Soit, par exemple,

f(x, y)=ay(22y+y*),
on aura la fonction prime,relativement a o,

a

f'(z, y)=V(22y +5°)+x niavy—w“J’

et sa fonction prime relativement a y sera
x*+ xy
flx R 5
.r( a.,'V) V(EL‘}’—J‘—‘}.R)
ensuite la fonction prime de f'(x, y) relativement a y, sera
f )=ty Y
i axy 2 £
"/( -) +.y ) ( 2:"":}’ __’I_),q )x
et la fonction prime de f (x, y ) relativement & x sera

/ el P +y _ﬁ(r’-{-xy}_‘y;
EABI V= B0 et

Quoique ces deux expressions de f7 (x, y) paraissent différentes,
elles sont cependant identiques; car elles se réduisent Pune et
Fautre a

Bxly + Sxy"4-y°

_'___—m-»_il_"

(2xy +y*)*

Ensuite, en prenant la fonction prime de {'(x, y) relativement
2 2, cest-a-dire la fonction seconde de f(x, y) relativement
a x, On aura

- o :" gy y 3
i”(IaJ”)"_—' ‘Y Rk e x_}"l “_:73_)’ “!"9_}’_1;
v (exy -+ y*) 3 Vb )
(2zy+y%) (ezy -+
et prenant maintenant la fonction prime de celle-ci relativement

#
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& y, on aura, apres les réductions,

Sty L Bay?
——,
(2xy + SN

De méme, en prenant la fonction prime def’(x, y) relativement
ax, on trouvera

£ (z,0)=

3x°y* - Bxy? {

£(a,y)=
(azy +y*)°

et ainsi de suite.

I résulte de la qulafin que des fonctions donndes de x et 5%
puissent étre prises pour des fonctions dérivées d'une méme fone-
tion primitive, il faut qu'elles satisfassent a certaines conditions.

Ainsi, si F (x, y) et ¢ (x, y) représentent des fonctions don-
nées de x, ¥ ; pour gu’on puisse supposer F (.x‘, _y) :f’(xj‘}r)?
et @ (x, y)=£(x,y), il faudra que Pon ait

£ (2, 9) =F, (z,0)=0(x, ).
Et en général, pour qu'on puisse supposer F (x, y) =fr(x,r)
et @(x, y)= f: (x, ), il faudra que Pon ait

fr+p

i (L5 ) =F (2, )= (x, y).

Par exemple, si F(x,y)-——;g—f’g—,, ¢ (2, y)=— f_i?’ on

pourra supposer ¥(x, y) =f'(x, y), 0(x, )= fi(x,5); car
on trouve F, (‘T,bT’):g;-i—-F%::@“ (2, ¥); mais on ne pourrait
pas supposer F(x, y)=1](x,y) et o (x, y)=I"(a,y); car
alors il faudrait que F' (z, y) =@,(x, y), ce qui n'est pas.

76. En général, quel que soitlenombre des variables qui entrent
dans une fonction, si on donne un accroissement & chacune de
ces variables, et qu'on développe la fonction suivant les dimensions
formées par ces différens accroissemens , qu'on développe ensuite
de la méme manicre les fonctions produites par le premier déye-
loppement, et ainsi de suite , il régne entre ces différens dévelop-

17
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pemens , une loi que nous allons exposer d’une maniere générale,
parce qu'elle peut étre utile dans quelques occasions.

Soit £(, y, z...) une fonction de plusicurs variables indépen-
dantes x, y , 5, elc. ; SUpposons que par la substitution de x+a,
¥+ B, z+19,elc., a la place de x, y, 5, etc. , et par le dévelop-
pement suivant les puissances et les produits de 2, B, v, etc.,
cette fonction devienne

£(x, 3, 3.0 ) 4£(2) 4-f(2) +£(3) -+ cte.

Je dénote par f(1) la somme de tous les termes on les quantités
@, ,7, etc. seront a la premicre dimension, par f(2), la somme
de tous les termes ou ces mémes quantités formeront deux dimen-
sions , el ainsi de suite.

Supposons de plus quen faisant la méme substitution et le
méme développement dans les fonetions f (1), £(2), £(3); ete.;
elles deviennent

£(1) 4 £(1,1) + £(1,2) + £(1,5) +-ete.,
f(2) =4 £(2,1) + £(2,2) + f(2,3) + etc.,
£(3) 4 £(3,1) + £(3,2) -+ £(5,3) + ete.,

etc. ,

ol je dénote par f£(1,1), f(1,2), efc., les rangs successifs des
termes du développement de f(1), de manicre que , puisque les
quanlités e, @3, 3, etc. sont a la prumiérg dimension dans f(1),
elles formeront deux dimensions dans f(1,1), trois dimensions dans
£(1,2) ; et ainsi des autres. Par cette notation, on voit quen géncral
la quantité désignée par [ (m,n) renfermera tous les termes du dé-
veloppement de f(m ), ou les quantités a, 8, ¥, elc. formeront
m -} n dimensions.

Cela pos¢, si on substitue dabord =, y + B,z -5, etc.
dans la fonction f(x,y, 5...), elle deviendra

f(x, 75 500) 1) 4f(2) =4 (3) +ete.;

¢t si on substitue ensuite dans cette quantité, -+ m%, ¥ -mf3 ,
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Z -~my, efc. alaplace de x, ¥, 2, il est clair qu’elle deviendra

flx,7r,z.0.)+ £(1 )4+ f(2)+4 f£(3)+etc,
' +mf( 1 )nef( 2 ) +m’f( 3 ) +elc,
=+mf (1, 1) m*f (1,2) 4 m(1,3) 4 eté.,
—mf(2,1) == m*f(2,2) 4 m*f (2,3) ~4-etc.,
ot 1if (3, 1) == 122 (5, 2) == m£(3,5) =cte.,

- etc.

D’un autre co6té, il est visible que ces deux substitutions succes-
sives équivalent & une substitution unique qu’on ferait dans la fonc-
tion f(, y, 5. ..), en mettant

x+(1+m)a, y4(2r4+m)B, s4(14m)y, el
a la place de =, 7, z, €lC., el qui donnerait, par le développement,
f(x,7,z...) + (14m) £(1) 4 (14-m)* £(2)+ (1-+m)* £(3) -+ ete.
Ainsi, il faudra que ces deux développemens soient identiques,
et que par conséquent les termes qui renferment les mémes di-
mensions a, B, 7, etc. soient égaux de part et d’autre, quelle

“que soit d’ailleurs la quantité m. On aura donc les comparaisons
suivantes :

f(1) 4 mf (1) = (1+4m) f (1),

f(2) -+ m*f(2) + mf (1,1) = (1-+m)* £(2),

£(3) 4 m* (3) 4 m2f (1,2) 4 mif (2,1) = (1-4-m)’ £(3),

£(4)~ mt (4) = mdf (1,5) + m*f (2,2) == mf (3,1) = (1+-m)* £(4);
et ainsi de suite.

Et comparant encore les termes affectés des meémes puissances
de m, on tirera ces valeurs

f{l, ])=2f‘(g),
1if (1) a) == 3f(5) €, 1 )= 3 (3),
£(1,3)=4E(4) , f(2,2)=6F(4), £(5,1)=4f(4),
ele, :
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Donc par les termes du premier développement général, on pourra
avoir immédiatement ceux de tous les développemens partiels
suivans.

77. A Dimitation de ce que nous avons pratiqué pour les fonc-
tions d'une secule variable, si on regarde z comme une fonction
de x et y, on pourra dénoter par z, 2, , 3", z, 3,, etc. ces diflé-
rentes fonctions dérivées, en appliquant a la lettre z les mémes
traits qu'on appliquerait a la caractéristique f de la fonction f(x, y)
quon suppose représenter la valeur de z, et on nommera ces
fonctions de la méme maniére.

Ainsi, a devenant -7, et y devenant y=-o, la quantité z,
fonction de x, y, deviendra (art. 73 ),

i

SR s e O i%0 702 A 00 ;
s—-iz'--05,~ ' ioz e — g =z 2 — z'— =5 z—jzm—i-etc. 3
le terme général de cette série étant , comme dans 'endroit cité,

imo™ a
(1.3.5...m) (1.2.3..7) o

A Tégard de la maniére de trouver ces différentes fonetions , il
est clair quil 'y a qua suivre les meémes régles que pour les
fonctions d’une seule variable ; les traits supérieurs de la carac-
téristique indiquant Tordre de la fonction dérivée relativement &
x seul, et les traits inférieurs indiquant Pordre de la fonction déri-
vée relativement a y seul.

Ainsi, en prenant les fonctions primes de z, selon x et y, on
aura les valeurs de 2’ et z,; et de la, en prenant encore les fonc-
tions primes relativement a x et a y , on aura les fonctions dérivées
du second ordre z”, z/, z,; et ainsi de stite.

1l est bon de remarquer ici que pour les fonctions de deux va-
riables, il y a deux fonctions dérivées du premier ordre z et z,
trois du second ordre 2, z/, 7 etc., de sorte que pour Pordre m',
il y aura un nombre m - 1 de fonctions dérivées.

Comme nousdistinguons ces fonctions dérivées par des traits supé-
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rieurs qui se rapportent a I'une des variables x, et par des traits infé-
rieurs qui se rapportent a l'autre variable y, nous nommerons fonc-
tions primes , secondes , ete., selon x ou y, les fonctions marquées
par de seuls traits supérieurs ou inférieurs, et nous nommerons
simplement fonctions primo-primes, secundo-primes , primo=-se=
condes , les fonctions marquées & la fois par des traits supérieurs
et inférieurs, en énoncant le trait supérieur le premier et Iinférieur
le second.

1 On trouvera plus de détails sur ce sujet, dans la legon XIX du
- Calcul des Fonctions.
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CHAPITRE XIII,

Ou Ion donne la maniére de développer les fonctions d’un
nombre quelconque de yariables en séries terminées , compo-
sées d’autant de termes qu’on voudra , el d’ayoir la yaleyr
des restes.

n8. P A R une méthode analogue a celle du chapitre VI , on peut
aussi avoir le développement d’'une fonction quelconque de x et y
suivant les puissances de x et y, et déterminer les restes de la
série lorsqu’on veut Uarréter a des termes quelconques. En chan-
geant dans la formule de Particle 73, x et y en & —i, y—i; en-
suite ¢ et o en xz, yz, on aura

fz, y)=8(x—xz, y— yz) 4 22f! (0 — 23, Y —yz)
+yzf, (x— xz, y — yz) 4= ? f'"(x—az,y—yz)
; arA
o+ xyal) (w—az, y—y5) L= § (2 — 22,y — y3)Fetc,,
ol 5 sera une quantité quelconque indéterminée qui étant sapposée

égale a zéro, rendra Péquation identique, et qui étant faite = 1 ,
donnera

B, y) = f.e ol -y F, o T8 ayfl L 8, +elc,

formule géncrale du développement de la fonction f(x, y), sui-
vant les puissances de x et y, dans laquelle les quantités désignées
par f., £/, £, etc. dénotent les valeurs des fonctions dérivées sui=
vant x et y, en faisant x=o0 et y =o.

Supposons maintenant qu'on ne veuille faire ce développement
que par parties , et arrétons-nous d’abord au premier terme , nous
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{ferons
flx,y)=Hox—xz, y—y5)+P

P ¢tant une fonction de z qui devra étre évidemment nulle Jors-
que z=o. Puisque la quantité z peut étre quelcongque’, nous pouvons
prendre 'équation prime relativement & z, et par les principes et
la notation établis, il est facile de voir que la fonction 'prime de
f(x—x5, y—yz), prise relativement i z, sera

— ol (x—zz, y— gz) —gf (x—az) 3ot y5);

donc , désignant par P’ la fonction prime de P, prise aussi relati-
vement a z, on aura, pour la détermination de P, Péquation du
premier ordre

P =uaf' (e —axz, y—y2) 4y (2 — X3, Y —yz).

- Considérons , en second licu, les trois premiers termes du déye~
loppement de f(x, y), et faisons

f(z,y) =Ff(x—xz, y = yz )} azl/( 2— 2, ¥ —yz)
+ yaf (2 —az, 7 — y3)4-Q,

Q sera une fonction de 5 qui devra, par la nature méme de cette
¢quation, deyenir nulle lorsque z=o0. A cause de Pindétermina-
tion de z, on pourra prendre I'équation prime relativement a z ;
et désignant par Q' la fonction prime de Q , on lrouvera, aprés
avoir effacé les termes qui se détruisent dans I'équation prime,
cette équation ‘du premier ordre pour la détermination de Q,

QO = w2l (x— 2z, y —yz) 4~ 2xyel (0 — x5, y —yz)
+ 2 (% — a3, y = pz) ;
el ainsi de suite,

Pour déduire de-ces dquations lés valeurs de P, Q, etc., il faudrait
chercher les fonctions primitives des quantités P’, Q', ete. relati-
vement a 3, el les' prendre telleg qu'elles soient nulles lorsque
z==o0. Mais comme nous nayons pas hesoin des expressions gé-
nérales de ces quantités, mais seulement de leurs valeurs relatives
a 5=1, que méme il suffit Cavoir des limites de ces valeurs , on
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pourra faire usage de la méthode employce dans le chapitre cité,
pour parvenir a des conclusions semblables a celles de T'article 3g.
Ainsi, en désignant par A un nombre indéterminé, ou plutét
incopnu, toujours compris entre o et 1, et qui devra éfre par-
tout le méme dans la méme fonction , mais qui pourra étre
différent dans les différentes fonctions, on trouvera les expressions
suivantes :

P=at’ (2, 297) + o (A2, 09),
Q=3 [&"f" (A, 2y )+ 2208 (A2, 2) 4-5F, (Ax, 29)];5
et ainsi des autres.

Donc, enfin, substituant ces valeurs de P, Q, etc. dans les déve-
loppemens de f(x,y), et faisant z=1, on aura ces formules
générales qui renferment une extension du théoréme de lart. 4o.

fla,y) =FE4 2’ (A, 2y) Fof (Ax,;20),
s=fot- 2! oy f, 4 Z 8 (A, Ay )
~+ a2yl (Aw, ap) +L £, (A, 2y );
= fooe ol o yf, T £y L 8,
+zi; i 75;*)—[—-‘3} ' (Ax, ay)

pyvol 3
+ 3£ (A, )+ 2, (Ax, 4y ),
—— T

Donc, si I'on a la fonction f(x <4~i, y ~0) a développer sui-
vant les puissances de i et de o, il n’y aura qu'a mettre i et o
a la place de x et » dans les formules précédentes, etles quantités
£., £/, £,, ele. deviendront £(2, 1), I' (2, 5); £ (=, y), eic:> ou
les fonctions dérivées peuvent étre prises relativement & x et y,
puisque la fonction f(x~-i, y-o0) est telle que ses dérivées
relativement & x et y, sont les mémes que les dérivées relati-
vement a ¢ et o. Ainsi, on aura

f(x
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~3

(i iy g 0) = E(2, ) o+ i (20 At 5ot
~- of, (x'-}-?\i,)'—f-?\o),

=iz, )+ (x,0) + of (x, J)
S E F' (24-2d, y4-r0) - iof (m+-2i, y+-no)

+§fn (@A, 7o)
=H{x,y)+if' (2, 5+ of (x,5)
+ 50 (,0) F o (%, y)+ 28, (2,.7)
o+ 5 (AL, g 20) o SLE @Al o)

=l %’2 £ (z+2i, ¥y 2o )4 ;5 i ("I"'i')‘-".:,}":_)‘o) >
S e

La quantité A répond , comme Ton voit, & la quantité que nous
avons désignée par j dans Tarticle 4o ; nous préférons ici Pexpres-
sion Az, parce que le méme coefficient A se trouve dans la quantit¢
2o. De ces formules quil serait maintenant aisé d’étendre aux
fonctions de trois ou d’un plus grand nombre de variables, on peut
déduire la conclusion suivante :

Lorsque dans le développement d’une fonction suivant Ies puis-
sances et les produits de cerlaines quantités, on veut s’arréter aux
termes d'un ordre donné, c’est-a-dire, dans lesquels ces quantités
forment des dimensions d’un degré ¢gal & Pexposant de cet ordre,
on peut supposer le reste du développement égal aux seuls termes
de Pordre suivant, mais en y conservani ces mémes quantités
sous les fonctions, et les multipliant toutes par un coeflicient 2
dont la valeur sera entre les limites o et 1, et qui sera la meme
dans la méme fonction, mais qui pourra ¢tre différente dans les
différentes fonclions.

79- Au reste , on pourrait aussi appliquer au développement de
la fonction f(x~i, y==o0) la méthode de Particle 57, en pre--
18
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pant les fonctions dérivées par rapport a i et o. En effet, soit
fla i, y+o)="{ (2,7) =4 iP =+ 0Q.

En prenant dabord les fonctions dérivées par rapport axely,
on aura
*f - o -
fl(xd-i,y+o)="1"(x, y)+iP'40Q,
f (x4t , y—4o) =1 (2,7 ) —+iP=0Q,
Ensuite si on prend les fonctions dérivées par rapport aieto, et
quon les designe par des traits placés au haut et au bas, mais en
arriere des lettres, on aura aussl

Sk, e OYe BB R A 010,
f (41,4 o):Q-{—.r.'rl’—}—oIQ;

puisquil est évident que les fonclions dérivées de F(x—4i, y+o0)
sont les mémes par rapport a x et £, et par rapport & y et o. D¢
la on aura

P— f(x,y)+i(P—P)+o(U—Q)

Q= £ (x,5)+i(P—P)+0(Q—Q)

Donc si on fait -
B':Pr-_\’{;‘? S:Q’_‘Q+I)\_JPJ T:Q\_—-fQ}

on aura, en substituant ees yaleurs,

(o iy g 0) = £, 7) = i (2, 7)o of (25.7)
+ #R + oS +o'T,

et Pon pourra de la méme manicre pousscr le développement
aussi loin qwon voudra ; de sorte quen connaissant les expres-
sions analytiques des premiers restes P, Q, on trouvera tousles
suivans par les simples fonctions dérivées de ces restes.

80. Puisque les fonctions dérivées de deux variables se forme
de la méme manicre , et par les mémes regles que celles d’une seule
variable , en considérant chaque variable séparément et successi-
vement, il s'ensuit que tout ce que NOUS avons démontré sur les

nt
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fonctions d’une seule variable , peut s’appliquer de méme aux fonc-
tions de deux variables.

Ainsi, il sera facile d’étendre aux fonctions de deux wvariables ,
les remarques que nous avons faites dans le chapitre V, sur le
développement des fonctions, lorsquon donne aux variables des
valeurs déterminées, et d’en déduire des conséquences et des ré-
sultats semblables.

Enfin, il est visible qu’on pourra trailer aussi par les mémes
principes, les fonctions de trois ou d’'un plus grand nombre de va-
riables, puisawil ne s'agira que de répéter les mémes opcrations
scparément pour chaque variable.
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CHAPITRE XIV.

Des équations dérivées d’une équalion entre trois yariables.
Des fonctions arbitraires qui entrent dans les équations
primitives complétes entre trots yariables.

81. LO.RSQU’ENE fonction z n’est donnée que par une équation
entre x, 7, 5, on considérera que comme cette €quation doit
avoir lieu, quelles que soient les valeurs de x et y, il s'ensuit
quelle aura lieu aussi en y mettant x<-: ef y + o a la place
de « et y, quelles que soient les quantités i et o; de sorte qu'en
développant, aprés cette substitution, Péquation suivant les puis-
sances et les produits de ¢ et o, il faudra que les termes multi-
pliés par une méme puissance ou produits de 7 et o, forment des
équations séparées. Mais nous venons de voir que dans le déve-
loppement d’une fonction de a et y, les termes multipliés par ¢
donnent la fonction prime selon &, ceux mullipliés par o donnent

= < 2 e il .
la fonction prime selon y, ceux multiplies par ~ donnent la fonction

seconde selon x , etc. Donc , ayant une équation quelconque entre
x, ¥, z, et regardant z comme une fonction de x et y donnée par
celte équation, on pourra, en prenant les différentes fonctions dé-
rivées de tous ses termes, en déduire autant d’équations dérivées
de différens ordres, qu’on appellera de méme, équations primes, se-
condes, etc. selon x ou y, équations primo-primes, secundo-primes, etc.,
et en géneral, équations dérivées du premier ordre, du second ordre, etc.
Ces ¢équations serviront a trouver les valeurs de 7/, z,, 2", =/, z,, etc.

Si donc on représente par F (x, 5, 5 )= o P'équation proposée
pour la détermination de z, et quon désigne simplement par F'(x),
F'( ), ¥'(z) les fonctions primes de F(x, y, z), prises relative-
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menta x, y, 3, considérées séparément , et comme des variables
indépendantes , il est aisé de voir, par les principes ¢tablis
pour les fonctions d’une seule variable, que i[F'(x) -+ 5'F' (z)]
sera le terme affecté de ¢, et o [ F'(y) - 2 F' (2)] le terme affecté
de o dans le développement de I' (x, y, z), aprés la substitution
de x -4 i et y 4o pour x et y, z étant regardé comme fonction
de a et 7.

Ainsi, ¥' (x) 4 z'F/(z) sera la fonction prime relative a x, et
' (r)=+z¥'(z) la fonction prime relative & y de F (x, y, z) ; de sorte
quon aura ces deux équations primes

¥ (#)+3F @ =0, F(r)+sF (@=0;

d’ou l'on tire " »
;—_Ii (1) . .,.,___‘_1‘ {:y)

SRUEGy I T

Ayant ainsi les valeurs de z’ et 5, on en déduira celles de 2,
z', z,, ete. , en prenant de nouveau les fonctions primes de celles-ci

. relatives & x et y ; et ainsi de suite.

&

82. On peut aussi rappeler immédiatement cette théorie a celle
des fonctions d’'une variable, en regardant z comme donné en x
et ¥, et y comme une fonction indéterminée de . Ainsi, en re-
gardant dabord y et z comme fonctions de @, la fonction prime
de F(x;9, 2) sera, :

o : : S
F () +-F () + F (3);
mais z étant considéré comme fonction de x et », et ¥ comme
fonction de x, la fonction prime de z serareprésentée par z'+7'z;;
mettant cette valeur & la place de z', on aura
A =R = :
F'(@)+3T()+ ' [F'(r) + 5F (3]
pour la fonction prime de F (x, 7, z).
Dong, ayant Péquation T (x, y, z)=o0, on anra Péquation
prime

B (2) +2F (5) - (P () + 2 (5] =,
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Mais » étant regardé comme une fonction indéterminée de
Péquation précédente doit avoir lieu , quelle que soit la fonction
7'; elle se décomposera done en ces deux-ci,

¥ (x)+zF (z)=0, ¥ (y)+zF (z)=o0,

comme plus haut. -
On pourrait trouver de la méme manicre les équations dérivées
des ordres supérieurs.

83. Cela posé, considérons en général I'équation
B (g 2 )03
elle donne les deux équations primes
F () +5F (2 =0 et F (y)=4zF (z)=0,

qui auront par conséquent lieu en méme temps que la proposée.
Donc une combinaison quelconque de ces trois équations aura
licu aussi, et pourra par conséquent tenir lieu de Iéquation
primitlive. :

Soient @ et b deux constantes quelconques contenues dans [a
fonction F (, y,%), ces constantes seront les mémes dans les
fonctions dérivées F’ (x), F' (), F'(z) ; ainsi on pourra, au moyen
des trois équations dont il sagit, éliminer ces deux constantes,
et Péquation résultante sera une équation du premier ordre entre
x, ¥, %, 3 et 3, qui renfermera deux constantes de moins que
Péquation primitive. Donc, réciproquement, si on n’a pour la
détermination de z en x et y quune équation du premier ordre
entre x, 7, 2,z et z,, Péquation primitive entre x, y et z devra
contenir deax constantes arbitraires.

Ceci est analogue & ce que nous avons vu relativement aux
fonctions d’une seule variable (art. 46); mais nous avons vu aussl
(art. 60) que la quantité arbitraire qui doit se trouver dans réqua-
tion. primitive, peut n’étre pas constante, et donner cependant
par Pélimination, la méme équation du premier ordre. La méme
chose peut donc avoir lieu ici; et il ‘est aisé de concevyoir qu'on



PREMIERE PARTIE, CHAP. XIV. 143
aura encore la méme équation du premier ordre par I'élimina-
tion des deux arbitraires @ et &, quoiqu’elles ne soient pas cons-
tantes , pourvu que les deux équations primes. soient encore de la
mcme forme.

Désignons simplement par F’ (a) et F'(4) les fonctions primes
de ¥ (x, 7, 5), prises relativement aux quantités a et & conte-
nues dans cctle derniére fonction; il- est ais¢ d¢ voir par les prin-
cipes établis, que si « et & sont regardés comme des fonctions
de x et y, la fonction prime de F(x,y, z) relative & x, devra
étre augmentée , a raison des deux nouvelles yariables a et &, de
la quantité «'F' (a) 4= 'F' (), et que la fonction prime, relative a r,
devra étre augmentée pareillement de ¢ F'(a) + & F' (8).

Supposons &=fa, on aura, en prepant les fonctions primes
relativement a x et y,

Vi=dlfla . b=afla;
donc les quantités a ajouter aux deux. fonctions primes seront
a [B! (a)4fa X F'(8)] et a[F (a)41axXF(b)];

par conséquent, elles disparaitront a la fois en prenant e telle
quelle satisfasse a I'équation

¥ (a) +fla < F' () =o;

la fonction fz de @, quon a prise pour &, demeurant absolument
arbitraire.

De la résultent donc ces conclusions importantes :

1°. Que Péquation primitive qui satisfait en général a une équa-
tion du premier ordre , doil renfermer unc fonction arbitraire ;

2°. Que si pour une ¢quation donnée du premier ordre, on
trouve une €quation primitive F («, y, 3)==0, qui renferme deux
constantes arbitraires « et b, il n’y aura qu’a faire b=fa , et prendre
a de manicre quelle satisfasse a I'équation

Fr(a)—[—flax | (Di==i0:

la fonction désignée par fa sera la fonction arbitraire ;
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3°. Qu’ayant une équation quelconque entre x, ), 2 (qui ren-
ferme une fonction donnée, on en peut déduire une équation du
premier ordre ou cette fonction ne se trouve plus. En effet, si
op est la fonction qu’on veut faire disparaitre, p €tant une fone-
tion donnée de x, ¥, %, il W’y aura qu'a prendre les deux équa-
tions primes, suivant x et suivant y, de Péquation proposce , on
aura trois équations qui renfermeront ¢p. et ®'p, en désignant par
¢'p la fonction prime de @p prise relativement a p; d’on, ¢liminant
ces deux fonctions, il résultera une équation du premier ordre ol
la fonction @p ne se lrouvera plus.

84. Soit, par exemple , z—ax — by == c==0 une €quation don-
née; les deux équations primes seront

’ =+ ]
Z—a=o0, z—b=0;

dimimant a et & de ces trois équations, on aura I'équation du
premier ordre
5 X5 — yz,— ¢ =0y
dont z — ax— by—c==0 sera I'équation primitive, @ et & ¢tant
les constantes arbitraires.

Maintenant, en supposant z— ax — by — ¢= F(x, r, 3),
on aura

Fa)=—=x, ¥ ({)=—y.

Donc, faisant & = fa, I'équation pour déterminer @ sera

—x—yfa=o0; doulon tire i"a_—;-—gg

a:ep(k‘f),

o désignant la fonction inverse de f" Ainsi la fonction f étant in-
déterminée , la fonction @ le sera aussi; donc a et b seront deux

ce qui donne

: 2 i e x . ; = ;
fonctions indéterminées dc;, ou plutét dépendantes d'une méme

. . i . F X ¢] 4
fonction indéterminee de; ; et b~ fj} sera par consequent une

fonction
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fonclion indéterminée de}—f. Désignant donc cette fonction simple-

ment par @ (5") , équation primitive deviendra

% — ¥ (j—) —_ = 0.

Si on prend les deux équations primes de celle=ci, on aura

s—a(D)=o, @ a=s(e (D=0

Eliminant de ces trois équations les deux inconnues cp(f) eto’ ( yf ),
on aura, comme plus haut,

==z — Y3 —C¢ =0

pour Péquation dérivée du premier ordre, délivrée de la fonc-
- o 1
tion @ (-)

g

3&"




146 THEORIE DES FONCTIONS.

CHAPITRE XV.

Formule remarquable pour le développement en série dune
Jonction gue!congue de Iinconnue 1 de I’équation z=x-+-ylz.

85. C TTE ptopriclv des {([Uu[lOl]S primcs de pouvyoir servir a

faire disparaitre une fonction quelconque, est Irés-utile dans beau-

coup d’occasions , et surtout pour les déy doppkmcm en serie.
Pour en donner un exemple, soit proposée équation

z=x -+l

pour la détermination de z, fz étant une fonction quelconque de 3,
et supposons quon demande la valeur de 7 en scrie suivant les
puissances de y; il est visible que les deux premiers termes seront
a - yfr; et si, pour trouver les termes suivans, on suppose
z = a -+ yfx -4 Ay + By - ete. , il faudra développer la fonction
fz suivant les puissances de y, ef comparer ensuite les termes
pour pouvoir déterminer les valeurs de A, B, etc.; mais, de cetie
maniére, on n'aurait pas la loi de ces \“alems il y aura donc de
l’umntag(, a employer, au lieu de 'équation proj yosée , une ¢quation
du premier ordre ou la fonction [z ne se trouve pas.

Prenant donc les équations primes suivant x et suivant », on
aura

=1 f's X3, et z=G1+y5X7%,

en dénotant par {'z la fonction prime de {5 relativementa z; d’ott
¢liminant {'z, on tire d’abord

e z"f: =0

Mais Péquation primitive donne

z—z
| i ;

! p— 5

D
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done , substituant cette valeur dans la derniére équation, on aura
cette équation du premier: ordre, délivrée de fz,

7 (z—a) —pz =
Comme le premier terme de Pexpression de z en série de y est
évidemment x, nous supposerons en général ,
z= x4 Ay +Br*- Cy*+ ete.,
A,B, C, etc. étant des fonctions de x, nous aurons

z' =1 -4 Aly 4= By* 4 Cly® 4 etc.,

A, B, ¢tc. étant les fonctions primes de A, B, etc., regardées
comme fonctions de x; emsuite

z,=A + 2By 4-5Cy*+ 4Dy*4-elc. );
donc on aura, en substituant ces valeurs,

(1 4= Aly 4By Cly* 4~ ete.) (A= By 4« €y =ete.)
— A —2By—35Cy*— elc.==o0;
savoir,
(AA' — B) 5+ (BA’ 4 AB' — 3C) »*

- (CA’ 4+ BB'+ AC'— 3D ).y* + etc. = 0;
d’on1 Ton tire tout de suite
B=AA, c:i (AB'+BA'),
D=z (AC + BB 4CA), etc.
Ici la quantité A demeure indéterminée ; mais nous avons déja

vu que les deux premiers termes de z dans Péquation proposce
sont x~rfx, par conséquent, on aura A= fx , et de la

A =fx, B=frflx, B'= foflz-+ (Fx);
donc
C = ; (ofxf'a* 4 fxtf'a ), ete.
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Mais en examinant les expressions de B, C, etc., on voit dabord
quelles peuyent se metire sous celte forme,

B=(L), C=%(ABY,

1 r
D:E(AC-—!—%B%)) E:%(AD'%—BC)I. ete.,

en dénotant en général, par le caractere (), la fonction prime
selon «, de la quantité renfermée entre les deux crochets ; et si
on fait les substitutions successiyves, on trouye que ces CXPI‘GSS-IOHS
sont réductibles a celles-ci plus simples ,

A Y f ool ipersd ] 3
B=E(A)I: C“__'E}.%(Ag)pa D“"m(‘iﬂ’: etc.

en marquant par un trait, deux traits, etc. les fonctions primes,
sccondes , ete. des quantités renfermdes entre les crochets , relati-
vement a la variable x; de sorte quen substituant la valeur de A ,
on aura enfin

BALE IR ) SRSV, Ty vt ) :
2= +_) i'._’l’,‘—!—- E ( i:x.a) + ﬁ (-{:13) ! + 2—-3—4 ({:Ii:lm—i'- (5 Aoy
ou les exposans de « indiquent des puissances de fx.

86. Supposons maintenant quon demande la valeur d’une fonc-
tion quelconque ¢z de z, développée de méme suivant les puis-
sances de y; on fera u = @z, et prenant les équations primes pour
faire disparaitre la fonction ¢, on aura

R i e =05 X 5,
aou lon fire
¥

' B
H‘ b= ;_,
Substituant la valeur de £, tirée de équation 2’ (z—a ) —y5,=
Ch
de Particle précédent , on aura cette équation du premier ordre
(5 —ax)—yu,=o.
Supposons ici

U= P+ Qj+ B:J/“ + SJ's e efc. 5
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P, Q, R, ete. étant des fonctions de x : substituant cetie valeur,
ainsi que celle de z trouvce ci-dessus , on aura

(P QS Hete) (B (B 2 (0 o et
—Q — 2Ry —38)*— etc. = 0;
d’ou lon tire
Q= Pfr, 2R= Q'fx '+'1:_ (2 )
It £ P" S
58 = R'fe 4 L (ft) o 5 (07)';

et ainsi de suite.

Or, en substituant successivement les yaleurs de Q, R, etc., il
est aisé de reconnaitre que les expressions de ces quantites peuyent
se réduire a cette forme simple

O=Plr, R= (Pl aS= = (REsj Seic

La fonction P demeure indéterminde , a cause de I'élimination de la
fonction @ ; mais puisque = @z=0 (x—fx + etc.), il est visible
qu’on aura P = @x, et par conscquent P'= o'x.

Donc enfin,; on aura

Qz= Qx + y9'xlx —f—% (@'xfx®) - 975 (@'afx®)' - etc.,

formule trés-remarquable , et d'un grand usage dans analyse , sur-
tout pour le retour des suites.

87. On pourrait parvenir immédiatement a ce dernier résultat
par la formule de Yart. 33 ; car il n’y aurait qu'a regarder  comme
une fonction de y, et chercher les fonctions primes , secondes, etc-
de urelatives a », dest-a-dire les valeurs de x,, %, etc. ; Faisant
ensuile y =0, on aurait

1
i, H“. EH

pour les coefficiens P, Q, R, 5, ete. de la scrie.
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Tout se réduit donc & trouver ces fonctions dérivées , et i les
mettre sous une forme simple et réguliére. Pour cela, nous repren-
drons les deux équations primes trouvées ci-dessus (art. 85, 86),

r r
z,—zfz=0 et = —
1L

! )

B

F) i/

lesquelles donnent celles-ci,

A 7
w== 't et ::-J:Eﬁ:'.

On aura donc, 1°.
s
u,=uls;
2°. en prenant les fonctions primes selon y,

e A PPl
u, =u'fe 4 u'zf'z,

'z dénote la fonction prime de z relativement a z; or, de la pre=
micre équation, on lire aussi cette équation prime relative a x,

zg: = u'fs + v'z'"z;
donc, substituant, on aura
== u'fz2 - o2u/z/ {2 — ( ' fz2 )’ :
5°. en prenant encore les fonctions primes relatives a y, on aura
forst e aNr M fRaY =t ! N
= (1% s Tor 'l )f’_ ztff'j-‘..gu 22655
substituant les valeurs de # et de z,, données ci-dessus, on aura
N el S 0 SRR 1 o 3 BN B
(v'fz*), = u'"fz> + Su'z'f'afer = (w2 )
done , prenant les fonctions primes relatives a «, on aura
(v'fe?) = (e )! = w5
et ainsi de suite.
Donc, puisque #= @z, on aura u' = z'¢pz, par conséquent ,
e e ol a T el PN
u==z9 ,.-L-J f.iff_.(d (0] _;f;.”) = (,,. @'slz ;1 5. el
¢'z étant la fonction prime de @z relativement & s seul, et les
exsposans de z indiquant les puissances de fz.
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Faisons maintenant »=o, Iéquation proposée z— x == ylz
donnera z = x; donc

I

F=1, @i=0x, Qz=0x et = 1lr:

donc enfin

P=oxr, Q=¢zfr, R= = (Pafer), S=_L (plafu)’ ete.

comme ci-dessus.
Pour montrer, par une application , Pusage de cctie formule ,
80it proposée I'équation
5= x - ya",
® el y clant des quantités données, et qu'on demande Jq valeur

de z" en série suivant les puissances de 7 ; on fera done

n
o m - o—
1-4-——-2 L] (p..s--.-. ¥

y 7
donc aussi

x =a™, ox=—a" ;@' =npx"— ;
ct Pon aura Sul‘*]c—c]mlnp
e
B 5,
(3 = ?Ixrn+n—l’

e alblop m—n— ".-._n(p'nr'_%-”_"]) AR f—
I{___ ;('rz n I) _________’_9________11 ::

— L (gpwmta—yi 2 (Em A n—1) (G — o ),
S—-‘Q_'a(“c M5 |) — 2“5 __g‘x.m:—in .:;

ete. ;
de sorte quwon aura

=" _!_R_x.m-m.__iy + 1(_2?}1 “Z‘ Al 2 &.zm+n—:i),a

n (5m+n—»1) 3m — 0
fi 2-5( i n—a) XEFI—3,3 L e,
Voyez aussi sur ce sujet, la note XTI dy Traité de Ia résolution
des €quations numériques , seconde édition,




CHAPITRE XVL

Méthode générale pour trouver PIéquation primitive d’une
équation du premier ordre entre plusieurs variables , lors-
que les fonctions dérivées sont linéaires}s et pour trouver :
I’éguation primitive d’une équation quelconque du premier
ordre entre trots variables.

88. N oUs avons vu comment on peut faire dislmraitre une
fonction arbitraire contenue dans une équation donnde, au moyen
de ses équations primes ; mais ily a, pour y parvenir, unmoyen
plus simple a quelques égards, fond¢ sur la considération que
nous avons employée plus haut (art. 82 ).

Considérons en général Péquation F(zx,y, s, op)=o0, dans
laquelle p soit égale a f(x,7,z), les deux fonctions désignces
par les caractéristiques F et f ¢tant données , et la fonction mar-
quée par la caractéristique @ étant arbitraire ; on peut supposer y une
fonction de x, telle que la fonction prime de p soit nulle; alors p
pourra étre fraitée comme constante dans la fonction I (x, 7,2, 97),
pourva quon détermine y' par la condition que la fonction prime
de f(x, »,z) soit nulle.

Désignons simplement par ¥/ (), F'(y ), ¥’ (z), et de méme par
f' (2),f (), (2) les fonctions primes de ¥(x, y,2, ¢p), et de
£y, z), prises relativement & &, 7, z isolées et regardées
comme indépendantes, on aura , comme dans Pendroit cité, les
deux équations primes

F(2) + 3F' (3) + 7' [ (7)+ 5F @)1=

£ () + & £ (5) 7 LE () 5 f @)= 0
dont



PREMIERE PARTIE, CHAP, XVI, 153
dont la premiére contiendra @p, et dont la seconde ne contiendra
point p; celle-ci servira a éliminer Pinconnue Y'; la premicre,
jointe a son équation primitive, servira & éliminer inconnue op.

Cette méthode a lavantage de pouvoir s'appliquer aux équa-
tions qui contiendraient plusieurs fonctions arbitraires de la méme
fonction p.

En effet, si Ton avait Péquation (x,y, z, ¢p, 4p)=o0, on
trouverait d’abord, comme ci-dessus, une équation du premier
ordre sans la fonction @p, mais qui contiendrait encore Ia fonction
\p; ensuite, appliquant A cette équation le méme procédé, et éli-
minant de nouveau la fonction »/ qui paraitra._dans son équation
prime par la méme équation ci-dessus, on aura une équation du
second ordre qui contiendra Np , et dou on éliminera cette fonc-
tion par le moyen de I'équation du premier ordre ; el ainsi de suite,
quel que puisse étre le nombre des fonctions arbitraires de la
méme quantilé p

Mais si Téquation proposée contenait les fonctions op et g,
p ¢t g étant des fonctions différentes de x, y, z, on ne pourrait
pas parvenir a une équation du second ordre , débarrassée des
fonctions @p et \p, et de leurs dérivées; il faudrait alors passer a
des ¢quations d'un ordre supérieur.

89. Comsidérons les équations du premier ordre qui peuvent
résulter de Pélimination d’une fonction arbitraire ¢p, et supposons,
pour plus de simplicité, ce qui est toujours possible , que Péqua-
tion primitive soit de la forme

F(x,r,2)=0p; pétant=t(x,7,2),
on aura alors les deux équations primes
F'(@) 4 &I () /[ F'(y) + 7' (3)] =0,
/. T +
F®) 21 @) 4y [ ()51 (5)] =0,
qui seront dclivrées de @p; et il ne sagira plus que d’¢liminer .
Le résultat de cette élimination est
F/ () +2TF (z) _ F' (y)4zF (=) .
o) +2@ )+ @
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Jou résulte cette équation de premier ordre
¥ () x £ (7)) —F (9) > £(#) 4 2 [F () X £ () —F () *xFE)]
oz, [ () < £ (5) — F' () < £ (¥)]=9>
qui nie contient que X, y’, avec les fonctions primes ' et z;.
Cette ¢quation pourra donc étre mise sous cette forme
z 4+ Mz, +N=o,
M= F(2) XF @) —F %t ()
EEF @)KE () By e
F (2) X E () —=F (1) X F=)

N=Fo=<Eyn—FO) <t @’

en faisant

ot on peut conclure ,

1°. Que toutes les équations du premier ordre entre x, y , z
et z, qui ne seront pas réductibles ala forme précédente , ne pour=
ront pas étre dérivées d'une équation primitive entre &, ¥, 2 et
¢p, p ¢lant unc fonction de x, ¥ 23

2°. Que toutes les équations du premier ordre réductibles a
la forme précédente, pourront toujours ayoir pour équation pri-
mitive une équation de la forme supposée ¥ (x, 7, z)=@p, p ctant
= f(x,7,3)-

Car les valeurs des coefficiens M et N étant données en fonc-
tions de x ,y , on aura deux équations par lesquelles on pourra
déterminer les deux fonctions marquées par les caractéristiques
et f; et la fonction marquée pour @ demeurera arbitraire.

Ce probléme étant Tun des plus intéressans de la théorie des
fonetions, je vais en donner ici une solution directe-

o. Regardons, ce qui est DEFIS o Wt # comme des fonctions
de x, dont les fonctions primes soient ¥’ et 2, et considérons les
deux qu[ll’lti[é& Z/--N et Mz -+DNy'; ces quantités deviendront, par
la substitution des expressions précédentes de Meet de N,

Fy)[FEZ+F@E]I= F (y) [f &) &+F &)
I (f’)xf'(_)’}—-l‘“(y)%f' (=) :
F (2) (£ 2+ ( 1)y 1= E@FE@ZHEGDY],
Fz) <fy —EF ) (= ;
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i on ajoute et qu'on retranche en méme temps du numérateur de
la premiére, la quantité F' () > (), et du numérateur de
la seconde, la quantité F/(x) < {'(x), et qu'on fasse attention
que F'(x)+F (r)y =+ F (z)s est la fonction prime de
F(x,y,z), que nous dénoterons simplement par F(z,y,z),
que de méme {’ (x) 4 £'(y )y + f' (z) 2 est la fonction prime
de f(x, 7, z), que nous dénoterons pareillement par f(z, y,2),
on aura

PN £ 0N F (. g, 2) = F (y) X f(=z,y,2)
F' (z) X f(y)—F (y) Xf(2) g
' T,_F'(.r}xf(J:',y,z)’—f'(:r:)XF(x,_y,z.)'

Donc si on fait les deux équations
s+ N=o, Mz+Ny'=o,
ces ¢quations seront équivalentes a ces deux-ci
Bz, ) =0, et £(x:7,5) =20,
dont les équations primitives sont évidemment
F(x,7,2)=A, f(x,r, z)=B,

A et B étant des constantes arbitraires; de sorte que ces équa-
tions primitives seront complétes a cause des deux constantes ar-
bitraires A et B.
Mais il est possible quen cherchant les équations primitives
des équations
gd4-N=o0, Mz 4 Ny'=o,

ou M et N sont des fonctions données de x, 7, z, on ne les trouve
pas sous le_1 forme précédente. Cependant , sous quelque forme
quelles puissent se présenter, si elles renferment deux constantes
arbitraires « et &, elles doivent étre comprises dans les précédentes ,
et les constantes A €t B ne pourront quétre fonctions des cons-
tantes @ et 4. Si donc on tire de ces €quations primitives les ya-
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leurs des constantes a et b en @, ¥, z, et que ces valeurs soient
P etQ, ensorte que les équations dont il sagit soient réduites a
la forme P=a, Q=20, il sensuit que les fonctions F (x,7, )
et f(x,7,z) ne pourront étre aussi que des fonctions de P et Q.
' Donc, puisque Féquation primitive d’ou I'équation du premier
ordre z' = Mz -+ N =o est dérivée, est de la forme

F(x,y,z)=0p=0[f(x,7,2)],
cette équation primitive deviendra
fonct. (P, Q) = ¢(fonct. P, Q),
la fonction marquée par @ demeurant arbitraire : d’ou il résulte que
P sera une fonction quelconque de Q; de sorte que I'équation pri-
mitive de I'équation du premier ordre

z 4= Mz N=o;

pourra étre réduite-en général a cette forme trés-simple ,

s (pQ =
la fonction marquée par la caractéristique @ étant arbitraire. Cette
méthode réduit, comme Pon voit, la détermination de la fonction
de deux variables a celle de deux fonctions d’'une seule variable ;
et elle estsurtout remarquable par la simplicité et la généralité du
résultat.

91. La méthode précédente peut s’étendre aussi aux fonctions .
de plus de deux variables. Ainsi, si « est une fonction de trois
variables x, ¥, z, déterminée par Péquation

F(z,7552)=0(p,q),

p et g étant des fonctions données de @, 7, z, u, et @(p; 7) €tant
une fonctien quelconque de p, ¢, on trouvera, par une analyse
semblable & celle de lart. 8g, et regardant y €t & Comme des
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fonctions de «, dont on dcterminera les fonctions primes 7/ et 2/,
par la supposition que p et ¢ demeurent constantes; on trouvera,
dis-je, une équation du premier ordre, dérivée de la fonction ¢ ,
de la forme suivante,

W —Lu, 4+ Mu-- N=o,

L, M, N ¢étant des fonctions données de x,y,z, u, et o, u,, u
étant les fonctions primes de » relativement a x, ¥ et 5; de sorte
que toute équation entre x, 3, z, « et les fonctions primes de «,
qui ne serait pas de cette forme, ne pourra pas étre dérivée d’une
équation primitive de la forme ci-dessus.

Pour les équations du premier ordre réductibles a la forme
précédente, on trouvera aussi, par unc analyse semblable a
celle de Particle précédent, que si on regarde 5, z, u comme
des fonctions de x déterminées par ces trois équations du premier
ordre

W~ N=o, Li+Ny'=o0, Mv- NzZ=o,
et qu’on en cherche les équations primitives qui devront renfermer
trois constantes arbitraires a, b, ¢, qu’ensuite on tire de ces ¢qua-
tions les valeurs de ces constantes , de maniere que Pon ait

d— P » b:-— Q [ c = R,
P, Q, R étant des fonctions données de x, y, z, u, on aura
sur-le-champ
P=0o¢(Q,R)

pour Péquation primitive, de Péquation proposée, dans laquelle
@ (P, Q) sera une fonction arbitraire de P ¢t Q.

Cette méthode est présentée d'une manicre plus simple et plus
directe dans la legon XX du Calcul des Fonctions, & laquelle nous
nous contentons de renvoyer.

g2. Mais si Pon avait, pour la détermination de z en fonction
de x et y, une équation quelconque du premier ordre entre x, y,
z,% ¢t z, non réductible a la forme de Tarticle 89, la méme

{
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méthode ne seryirait plus. Cependant on peut toujours, quelle
que soit la forme de I'équation proposée , la ramener a la forme
de lart. g1, en y introduisant une variable de plus.

Soit donc proposée Péquation

=T (2 gz,

la fonction indiguée par la caractéristique F étant donnée ; je sup-
pose z,==u, ¢t comme 5 est fonction de x, 7, il est clair que %
sera aussi fonction de x, » ; donc prenant les fonctions primes
relativement 4 x seul, on aura z, == w'. Maintenant I'équation pro-
posée deviendra
o =F(x,7,%,4);

prenant les fonctions primes relativement a » seul , et observant
que z et u sont fonctions de x, y, on aura

2 =T (y) + ¥ @) +uF @),

ot les quantités F' (), F'(z), ' (w) dénotent les fonctions primes
de F(x, 7,5, u), prises relativement aux variables isolées y, z, 4,
ainsi que nous Favons pratiqué jusqu’ici; donc , substituant z el 74
pour z, et z;, on aura Péquation

U =T (y)+uF () 4uF (1),

dans laquelle les quantités F' (), T (z) , F'(u) seront des fonctions
données de x, y, z et u.

Celte équation serait donc susceptible de la méthode précédente,
si u était une fonction des variables x, 7,3, regardées comme
indépendantes entre elles ; mais rien n’empéche de les regarder
comme telles , et de regarder en méme temps & COMME une simple
fonction de «, », z, pourvu qu'on exprime, d’une maniére con-
forme 2 celte supposition, les fonctions primes @ et u, qui s€
rapportent aux seules variables x et y.

Quwon dénote par #, u, et u les fonctions primes de relative-
ment & x,  , 5, il est facile de voir, par les principes établis
pour la formation des fonctions primes, que; puisque 5 est essen-~
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tiellement une fonction de x et y, dont 7' et z, sont les fonctions
primes relativement a chacune de ces variables isolées, la valeur
compléte de la fonction prime de u relativement a x, sera o/ uz/,
et que la valeur compléte de la fonction prime de w relativement
a y, sera u,~uz,; ces valeurs sont celles qui, dans I'équation
ci-dessus, sont représentées simplement par #' et », ; mais on a
suppos¢ z,=u, et par l'équation proposée, on az'=F (x, 7, z,u);
donc les valeurs a substituer a u' et u, seront /- uF (x, ¥, z, )
¢t v~ uu. Faisant donc ces substitutions , dans la derniére équa-
tion enu, «/, u,, et ordonnant les termes suivant les quantités «/,
u, et u,onaura

v—u ¥ (w)+u(F (z, 7,5, u) —ul'(W)]—F'(r) —ul'(z) =o0,
équation qui , étant comparde a la formule générale de Tart. g1,
donne

L=—F(u), M=F(z,7,z,u)—uF ()
ct N=—=F(y)—ul"(3);

de sorte que les trois équations par lesquelles il faudra détermi-
ner y, s, u en fonctions de x, seront

2 — T (.3) — uf’ (;j J =05
uF! (u) 4y [F'(y) =+ uF' (z)] =0,
W [F(2,y,2,u)— ¥ @] —z [F(y)+uF (s)]=o.

Ainsi la difficulte est réduite & trouver les équations primitives
d’ou celles-ci peuvent étre déduites; mais il suffira d’en trouver
une, et il serait méme inutile de trouver les deux autres.

93. En effet, supposons quon ait trouvé les trois équations
primitives avec les trois constantes arbitraires e, 4, ¢, et soient
P, Q, R les valeurs de ces constantes qui en résultent, on aura
P=¢(Q,R) pour la forme générale de I'équation primitive
en u (art. g1).

Celte équation, ou la caractcristique ¢ désigne une fonction ar-
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bitraire , satisfera dans toute son étendue & Péquation du premier
ordre en u, dans laquelle u est regardée comme fonction de ., y,z;
mais « a ¢té supposée €gale & z,, et z doit étre, d’apres I'équation
proposée, une fonction de a et y; donc Péquation P=¢ (Q,R)
est trop générale , el il faudra encore chercher les limitations qu’on
doit donner & la fonction arbitraire relativement aux deux quan-
tités P et Q, pour que celte équation réponde exactement a
Iéquation proposée.

Mais, sans entrer dans cette recherche, j'observe que, quelle
que puisse étre la vraie forme de la fonction arbitraire, on peut
la supposer égale a une constanie ; de sorte que P=a, c’est-a-
dire , une des équations primitives des trois équations ci-dessus,
avec une constante arbitraire , donnera une valear de z, qui sa-
tisfera a I’équation en z.

Maintenant , en remettant z, pour dans cette équalion, on aura
une équation du premier ordre entre x, 7, 5 etz,, dans laquelle z
deyra étre regardée comme fonction de a et y; mais puisque
cette équation ne contient que la fonction prime z, relative a y,
on pourra regarder x comme constante, et = comme une simple
fonction de 7 ; on trouvera donc son équation primitive par Fana-
lyse des fonctions d’une seule variable, et puisque x est regardée
comme constante, la constante arbitraire qui enfrera dans cette
équation primitive pourra éire aussi une fonction quelconque de x,
(ue Nous NoMIerons p.

On aura ainsi-une valeur de z en & ety avec les deux quan-
tités a et p, qui satisfera & Péquation proposce. La constante a
demeurera arbitraire ; mais la fonction p devra étre déterminée
conformément a cette équation. Pour cela, il Wy aura qua y
substituer Pexpression de z dont il sagit ; tous les termes qui ren-
fermeront y se détruiront , et il ne restera que des termes qui
contiendront x, p et p'; de sorte que I'on aura de nouveau une
équation dupremier ordre entre les variables x et p, dont Véqua-
tion primitive donnera la valeur de p en a, ayec Une nouvelle
constante arbitraire .

De celte maniére, on aura enfin une valeur d¢ z en x et 7,

avee
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avec deux constantes arbitraires @ et &, qui satisfera i la proposce
indépendamment des constantes. Cette valeur ne sera que par-
ticuliére ; mais on pourra, par la méthode de larticle 83, trouver
la valeur géndrale de z, qui contiendra une fonction arbitraire.

En effet, sif(x, 7,5, a,6)=o0 est I'équation trouvée pour la
détermination de z, on fera b= 04, et on égalera a zéro la fonc-
tion prime de f(x, y, 5, @, @a), prise relativement & la quan-
tité @, regardée comme seule variable; on aura une équation qui
servira a déterminer a, et Péquation f(x, s, 3,2, pa) = o sera
Péquation primitive cherchée de la proposée du premier ordre , la
fonction marquée par la caractéristique @ demeurant arbitraire.

Jai cru devoir exposer cette méthode avec tout le détail né-
cessaire pour la faire bien entendre , parce qu'elle est nouvelle et
quielle réduit toute Panalyse inverse des fonctions de deux va-
riables qui ne passent pas le premier ordre, a Panalyse des fonc-
tions d’une seule variable.

g4. Pour éclaircir cette méthode par un exemple dont le calcul
soit assez simple, supposons que I'équation proposée soit de cette
forme
2 =Ay~+Bz+4f(x,3),

A ct B étant des constantes, et f(.x, z, ) une fonction quelconque
donnée de x et de 5. En rapportant cette équation a la formule
générale de Particle précédent, on aura

Fla,7,5%)=A+Bs+1f(x,5);
F(, ;5 1) = Ay +Bs-f(,u),
et de Ia, en prenant les fonctions primes relativement & » et z,
F'(y)=A,. F(5)=3B;

de sorte (uen faisant ces substitutions dans les trois équations
du premier ordre entre x, y, s, u, la premié¢re d’enire clles
deviendra

donc

u"-—-—A-—BH:O&
21
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laquelle ne contenant que la variable z, qu'on suppose fonction de
aura une ¢équation primitive indépendamment des deux aulres. En
effet, si on multiplie cette équation par e—B=z, ¢ étant le nombre
dont le logarithme hyperbolique est I'unité , son premier membre
Bz
B
ais¢ de s'en assurer , en cherchant la fonction prime de cette
quantité par les formules du chapitre 111

Ainsi, comme le second membre est nul, on aura, en passant

deviendra la fonction primc de we—B= e , comme il est

: L, A : "
aux fonclions primitives (zr, -+ H) e B* = a; a étant une constante

arbitraire. Cette équation donnera donc

A Bx
U=—y —-ae ",

et substituant pour z sa valeur z,, on aura Péquation prime
A
5=—g aep'"‘;

dans laquelle z, étant la fonction prime de z relativement a y seul,
on pourra regarder x comme constante, et z comme fonction de y.
Ainsi, comme le second membre ne contient ni » ni z, sa fonction

Slch 3 : A B
primitive dans cette supposition sera simplement (——- B ae' 2) ¥
3 J;

donc, passant des fonctions primes relatives a » seul, aux fonc-
tions primitives , on aura I'équation primitive

A x
zz(-— B~+aeB ¥+ p,

p ¢tant une fonction quelconque de « qui peut €ire ajoutée comme
constante , puisque sa fonction prime relativement a 5 est nulle.

De cette expression de z on tirera celles des deux fonctions
primes z’ et z relatives a x ety ; et on aura

%5 =— gBébx 5 - ;'?’9

A Bz
3, == = § 1= e s




A
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v

ces valeurs étant substituées dans Péquation proposée, elle deviendra

aBebzy - p'= Ay +B (— g+ ae%) y - Bp + £ (2, — ko act),
laquelle se réduit a
})’::B';) -[—f(x, = % -+ ach‘) ,

ou I'on voit que les » ont disparu, de mani¢re qu’on pourra déter-
miner p en fonction de z seul.

Qu’on multiplie cette équation par e—P<, et qu’on suppose

e—-ﬁ-r f (ﬂ:, JR— Bj-l- + ﬂ.eBr> oy Flrx,
elle deviendra '
(pe=Bz) =F'x,

et passant aux fonctions primitives, on aura
peBr=Fx 4 b,
b étant une constante arbitraire. De la on tire
p=eb*(Fz--0);
donc, substituant cette valeur dans Pexpression de z frouvée ci-
¥ dessus, on aura

g (-—— % - aeﬁl))‘—I—(F.r-{—Z)) bz,

Cette valeur de z n’est que particuliére, mais comme elle con~
tient les deux constantes arbitraires « et b, elle donnera la valeur
]
générale , si on fait 4 = @a, ct qu'on détermine a par I'équation
I+F(a)4-0a=o0;
en désignant par F' (a) la fonction prime de Fu prise relative-
ment a a.

Si B=o, l¢ calcul devient plus simple, et I'on trouvera, en fai-
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sant [ (@, Aw - a)=F'x, les deux équations

z=(Ax~4-a) y+Fx -4 0a,
7+ F @+ pa=o,

d’ou il faudra éliminer a.

95. Cette dernicre méthode est néanmoins sujette a quelques
difficultés que nous avons résolues complettement dans la méme
lecon XX déja citée, ou cette matiére est enyisagée d’'une maniére
plus générale que nous ne Payons fait ici.

Nous ne nous étendrons pas davantage sur ce qui regarde les
fonctions de plusieurs variables. Ceux qui connaissent le calcul
qu’on appelle aux différences partielles, pourront aisément le rap-
procher de lanalyse de ces fonctions, et donner par la a cette
analyse les développemens qu’on y pourrait encore desirer.

Notre objet, dans cetle premiére partie , n’a été que d’établir la
théorie des fonctions et des ¢quations dérivées, d’'une maniére
purement analytique et indépendante de toute supposition ou con-
sidération étrangére.
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