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MESOLABVM
SEU

DUiE MEDII PROPORTIONALES

INTER DATAS

PER CIRCULUM ET ELLIPSIM
VEL HYPEOOLAM

INFINITIS MODIS EXHIBITAE .

LEMMA PRIMUM .

M N H Ö h

Si a refla M L , auferantur aquales NM , 0 L , & inter N -
, 0 ,

sumatur quodhbet pinflum H , Dico reflangulum MHL ,
minusreflanguhMNL , aqualeejfe reflanguloN HO .

Ect angulum enimMHL , aequatur duobus re-
ctangulis,MN in HL, & NHinHL,sedrectan - N
gulum N H in H L , est etiam aequale duobus rectan-
gulis N H in H O, & N H in O L ; igitur rectangulum
M H L,aequatur tribus rectangulis MNinHL,NH

inHO, & NHinOL ( sive N M , ex hypothesi) hoc est duobus re- ,
ctangulis NHO , LNM . Igitur , ablato utrimque rectangulo MNL ,
rectangulum M H L , minus rectangulo MNL , squale erit rectan-
gulo NHO . Quod erat demonstrandum.

A
'

•
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t M . ESOLABUM .

LEMMA SECUNDUM .

L
"~

G CL F K

In recht E R,fifuerit ut R EadFE , ita §Lf , adGE , erit ut E G, ai

E Q^ ita reBangulum E F G 3 ad reBangulum E F in AK .

C Um enim sit ut R E , ad F E , ita QE , ad G E , eritpermutan¬
do , ut R E , ad QE , ita F E , ad G E , & dividendo , ut R Q ,

ad QE , ita F G , ad G E, & convertendo , ac permutando , ut E G,
ad£ Q , ita F G , ad R Q^ hoc est siimta communi altitudine EF, ita

jectangulum E F G , ad rectangulum ex E F in Q _
R . Quod erat de*

monstrandum.

LEMMA TERTIUM .
'Si i» circuloÖAFB , inscriptum,fuerit

reBangulum ACBD ,fit que ex Fpun >
£to in circumferenttdduBa FE,norma¬
lis ad latus A D , ita ut reBangulum Z>
A E , fit aquale quadrato E F ; erunt

quatuorreBa, A C, AE t E F > AD ,
in continuaanalogia.

P Rodueatur F E, ad circumferen¬
tiam in R,8t cadat in BD,ex cerro

normalis O Q^ fecans F E in 1 : Itaque B Qj _ QD , erunt 3equales,hoc
est M Ij 'I E, ( ob parallelas ) sed sunt etiam aequalesR 1,1 F, Igitur 8c

reliquasR E* MF , «qualeserunt , & rectangulum E F M, aequabitur
rectangulq R E F, hoc est rectangulo DEA ( ob circulum )

Quoniam autem , ex hypothesi, rectangulum D A E, sive D E A ,
eüm quadrato A E, aquatur quadrato E F, hoc est duobus rectangu -

iisEFM , FEMi ablatisaequalibus DEA , EFM , remanebit quadra¬
tum

F .

t



MESOLABUM . z
tum AE, sequale rectangulo FEM , eritque ut EM sive AC , ad EA*
ita EA ad EF , sed cum ex hypothesi rectangulum DAE , sit aequale
quadrato , EF , est ut EA , ad EF , ita EF , ad AD . Igitur ut AC, ad
EA, ita EA , ad EF, & EF,ad AD . Quod erat demonstrandum.

PROPOSITIO prima ;
Inttr extremas datas , dttas rectas medio locoproportionales , per ct}'~

culum & Ellipßm , infinitis modis , exhibere .

S int extremas datas Z major , X minor . Sumatur A D aequalis Zj
eique ad rectos erigatur AC , aequalis X, & perficiaturrectangu-

lum ACBD, circaque illud circulus ADF ; T um sumto in AC ( vel
eadem versus C , quantumlibet producta) quolibet puncto P , ducatur
PK , parallelaAD, ad quam sit eadem AD,ut AP ad AC , copletoque
rectangulo APKI , dividantur rectae PA , KI, bifariam in N , & 0, &
juncta ON extendatur in L , ita ut rectangulum N LO , ad quadra¬

tum OK , eandem,
habeat rationem
quam CA,ad AP;
lumtäqueNMin
directum aequali
OL , axe ML,de¬
scribatur semi-el-
lipsis MFL , cujus
applicatam qua¬
drata, eam habeat
rationem ad rec-
tangula lub parti¬
bus axis , quam
habet AP,ad AC,
transibit illa per
P , & K , ex con¬
structione , leca-
bitque circulum,
ut patet ; sit pun¬

ctum



4 MESOLABUM .
ctum sectionis F, ex quo cadat in AD normalis FE , secans parallelas
CBt PK , NO , in punctis Q ^G, H .

Dico quatuor AD, EF , EA, AC, efle continue proportionales.
Producatur EF, & fiat ut EG , ad EQ_ctta EF , ad ER .
Nunc quadratum FH , ad quadratum P N , sive GH , est ut rectan-

gulum LHM , ad rectangulum LNM , ob ellipsim j & dividendo,
quadratum FH , minus quadratoGH , ( hoc est rectangulü EFG, ) estr
ad quadratum GH , sive PN , ut rectangulum LHM , minus rectati-

* per gulo LNM ( hoc est ut rectangulü OHN * ) ad rectangulum LNM »
lemma permutando rectangulum EFG , est ad rectangulum OHN , ut
primu , quadratum PN , ad rectangulum LNM , sive AP ad AC , vel EG ad

EQ ^ ex constructione ; sed ut EG,ad EQctta rectangulum EFG , ad
* per rectangulum ex EF in QR * Igitur , ut rectangulum EFG , ad re-
lemma ctangulumOHN , ita idem rectangulum EFG , ad rectangulum ex
ficun- EF in QR , & permutando ; sunt itaque aequalia rectangula EF, QR »
dum , & OHN , sive IEA . Cum vero rectangulum EFQ ^ sit etiam aequale

rectangulo DEA ( ob circulum ) erit ablatisutrimque aequalibus, re¬
ctangulum ex EF in QR minus rectangulo EFQ __( hoc est rectangu¬
lum RFE ) aequale rectangulo IEA , minus rectangulo DEA ( hoc
est rectangulo sub ID & EA ) : Erit itaque ut R F » ad ID, ita AR
ad EF .

Ulterius , ex constructione , est ut RE , ad FE , ita QEad GE , sive
CA, ad AP, & ut CA , ad AP, .ita KP, ,vel IA, ad DA »erit igitur »ut
RE, .ad FE, .ita IA, ad DA, & dividendo , ac permutando »ut RF , ad
ID,itaFE »adDA : utautemRF , ad ID , ita demonstratum est efle
AE, ad EF»itaque ut AE, ad FE , ita FE,ad DA . Igitur rectangulum

* per DAE aequale est quadrato EF , & consequenter * quatuor DA , FE,
lemma AE, EQvcl AC , sunt in continua proportione . Quod erat demon'
terUn . strandum.

Si punctum P supra C, in AC producta foret acceptum, , non absi¬
milis esset demonstratio»quod monuisse sufficiat , cum nullo negotio
fele oblatura sit consideranti,

Ex quo e'videns est , cumpunBum P postit ubique in lineaAC » etiam in
infinitum producid,fimi Ellipses infinitas specie differentesfatisfacerepro-
posito.

ConHruximusitaque Problem*per circulum & ellipfim infinitism dis.
Quod eratfaciendum.

COROI ^
t . . .



MESOLABUM .
Corollarium .

P Atet etiam methodus idem problema solvendi per duas ellipses,
cum enim quaelibet earum quas superiori descriptionecomplexi

sumus , secet circulum in puncto F, sequitur duas quaslibet in eodem
puncto sese intersecare.

LEMMA QUARTUM .
. ■ , . . . » — i i 11 i ' — 1 ^

I K. v L o a
Si a rcBA IO, auferanturaquales IK , OL , & in eademproduBd

sumatur quodlibet punBum Ĝ Dico reUangulum XAL ,
minus reftangulo KOL , aquari reftangulo I§IQ.

B IseceturIO in V . Itaque rectangulum KQL , una cumquadrato
VL , erit aequale quadrato VQ ^ sed quadratum VQJimiliter ese

aequale rectangulo IQO , una cum quadratoVO , & quadratum VO,
est pariter aequale rect^ igulo KOL , una cum quadrato VL : Igitur
rectangulum KQL , una cum quadratoVL , aequaleerit rectangulis
IQO , KOL , cum quadrato VL , & ablatisutrimque rectangulo
KOL , & quadrato VL ; rectangulum KQL , minus rectagulo KOL ,
aequabiturrectangulo IQO . Quod erat demonstrandum.

LEMMA QUINTUM .
G E M F ~R
In reBdGR,sumptistribus punBis E,M,F,fifuerit ut GE , ad

EM , itaEF , ad FR,erit ut GE , ad EM , ita reBangu-
lurn GFE , ad duoreBangula EFR , FEM .

CUm enim sit ut G E, ad EM , ita EF , ad FR ; eritpermutando
& componendo , ut GE cura EF , siveGF , adEF , ita ME

A z cum
• -



s M E S O L A B u M.
cura FR , ad FR , Et rursus permutando , ut GF , ad ME cum FR , ita
FE , ad FR ; hoc est GE ad EM , ex hypothesi . ied ut GF , ad EM cum
FR , ita ( furata communi altitudine EF ) rectangulum GFE , ad duo
rectangula MEF,RFE . Igitur ut GE , ad EM , ita rectangulum
GFE , ad duo rectangula MEF , RFE . Quod erat &c.

LEMMA SEXTUM .
A H

i >.—> . . . — . , . . . . . ,
O L I

6 k p E i
Sifuerint dure reBa, CHfeBa utcumque in A , & altera OI, vel aqua¬

lis media inter CA , & AH , vel major quam media , Dicoprimo
OIitapojfesecariin L, ut eademfit ratio reBanguli OLI ,

ad quadratum dimidia AH , qua efiCA,ad AH ,

S it enim aqualis mediae , & secetur bifariamin L . Cum sit ut CA»
ad OI , ita OI , ad AH , erit ut CA , ad AH , ita quadratum OI , ad

quadratum AH , & furatis liibquadruplis , itJrectangulum OLI ad
quadratum dimidiae AH . Quod erat &c.

Sit deinde major , & ex illa resecetur IK aequalis medi« inter CA
& AH , quae bifariam secetur in P . patet ita este quadratumPI ad qua¬
dratum dimidiaeAH , ut CA , ad AH . Itaque faciendum est rectangu¬
lum OLI , « quale quadratoPI , quod quidem fieri poterit , cüm IP sit
minor dimidia OI, ex hypothesi . Quod Lcc .

C AN H

K 6 P I

Si vero 01 fuerit minor medid .
"Dico fecundo AH ita secari posse in N ,

ut reBangulum ANH , adquadratum dimidia 01 , habeat
eandem rationem , quam HA , ad AC .

S
Umta enim , ut prius, IK, media majori OI, & divisa bifariamin
P, fiat ut quadratumPK ad quadratumdimidiae01 , ita quadratu

i dimtz



MESOLAEUM . 7
dimidiae AH ad rectangulum ANH , quod quidem fieri poterit cum
KI ponatur major OI , ideoquerectangulum ANH futurum fit mi¬
nus quadrato dimidiae AH . Igitur erit permutando utquadraturu
PK , ad quadratum dimidiae AH , ita quadratum dimidiae OI , ad re¬
ctangulum ANH,fed ut quadratum PK,ad quadratum dimidix AH,
ita quadratum IK , ad quadratum AH , sive CA , ad AH . Igitur ut
CA , ad AH, ita quadratum dimidix OI, ad rectangulum ANH , sive
convertendo ut AH , ad CA , ita rectangulum ANH , ad quadratum
dimidix OI . Quod erat &c.

PROPOSITIO SECUNDA .

Propoßtumfit easdem reEias ,per circulum & Hyperbolum, ina¬
nitis modit exhibere .

S it, ut prius ,cir¬
ca rectangulum

ex datis rectis AD ,
AC, circulus AFD;
productaque C A
utcüque in H , per¬
ficiatur rectangulu
HADN , & divisis
AH ; DN , bifariam
in 0, & T,jungatur
TO , & producatur
in I , ita ut fit eadem
ratip TO ad OI ,

IR

K I qux HA , ad AC.
Erit igitur OI , vel
major media inter
CA , AH velxqua -N G - H

lis medix vel minor . Sit primo major , &: lecetur IO in L , ita ut re¬
ctangulum ILO , ad quadratum AO, eandem habeat rationem , qux
est C A , ad AH ( id enim fieri poterit * ) fumtaque IK , xquali LO , * per
axe KT > Iatcte transversoKL , recto vero , quodfit ad KL , sicut HA lemma

najextupi



r MESOLABUM .
ad AC, describatur ex L vertice , semi-hyperbola L AF , transibit illa
per A , ex constructione & secabit circulum , secet in puncto F : ex
quo cadat in HN normalisFG secans parallelas CB , AD, OT,in pun¬
ctis M, E,

Dico quatuor DA , FE , E A, AC, esse continue proportionales.
Fiat ut GE , ad EM , ita EF, ad FR .
Itaque ob hyperbolam , ut quadratum FQj adquadratum AO , ita

rectangulum KQL , ad rectangulum KOL , & dividendo , ut quadra¬
tum FQ , minus quadrato AO,liveQE(hocest ut rectangulum GFE )
ad quadratum AO, ita rectangulum KQL , minus rectangulo KOL

*per £ hoc est , ita rectangulum IQO * ) ad rectangulum KOL : & permu-
lerr.ma tando, ut rectangulum GFE , ad rectangulum IQO , ita quadratum A
quar- O , ad rectangulum KOL , sive latus rectum , ad transversum, vel, ex
tum. constructione , HA ad AC. sed ut HA , ad AC, sive G E, ad EM , ita
* per rectangulum GFE ad duo rectangula MEF , RFE * , Igitur ut rectan-
lemma gulumGFE ad rectangulum IQO ita rectangulum GFE ad duo re-
quin~ ctangula MEF , RFE , & permutando . Sunt itaque aequalia , rectan-
tum. gulum IQO , & duo rectangula MEF , RFE , sed sunt etiam aequalia,

ob circulum rectangula EFM & DEA sive TQO : Igitur additisae¬
qualibus , tria rectangula MEF , RFE , EFM , «qualia erunt duobus
IQO , TQO . sed tria rectangula MEF , RFE , EFM , aequalia sunt u-
nico REF , duo vero IQO , TQO aequalia sunt rectangulo sub IT &
OQi Igitur rectangulum REF , aequale erit rectangulo sub IT &
OQ ^eritque ut IT , ad RE , ita EF, ad OQ ;_

Nunc , ex constructione , est ut OT , adOI,itaHA , ad AC, sive
GE ad EM , vel EF ad FR . Igitur componendo & per conversionem
rationis erit ut IT , ad TO , ita RE , ad EF, & permutando ut IT , ad
RE , itaTO , ad EF . sed ante demonstratum est este ut IT , ad RE ,
ita EF, ad OQ ; erit itaque ut TO , ad EF, ita EF , ad OQ , & quadra¬
tum FE,aequabiturrectangulo TOQ , sive DAE, Igitur quatuor DA ,

* per EF , AE, AC, erunt in continua analogia * Quod erat demon-
lemma strandum.
tertiit. Si OleJJet aqualis mediainter CA & AH , tunc bifecandaforet 07,&

ex punito bifiitionis , ducenda per A , reita qua utiquecirculo occurreret in
punitoF , quafito , utfacile oflenditur, sed nec tanto molimine opus ejfet , fi
m punitum Hfelici casu incidijjes , tunc enim ipsa QA, 01, AH , OT , vel
DA , ejfent continue pr»portionales, utpatet.

/ - Sit



M E SOL ABÜM , 4
Sit nunc 01 minor quam media. Secetur bifariam in P , & AH,in

'N , ita ut .sit eadem ratio rectanguli HNA , ad quadratum PO , quae
HA , ad AC ( hocenim rursus fieri poterit . * ) Tum in puncto P , * per
erigantur utrimque PL , PK , aequalesON , & perficiatur rectangu - kmma
lum AHVT , itemque AOIY . Deinde axe LT , vertice L , laterefixttmt
transversi) KL , describatur scmihyperbolcLAF , cujus latus trans¬
versum ad rectum , eam habeat rationem quamHA , ad AC , transi¬
bit iila per A , cum rectangulum HNA , .sive KTL , ad quadratum
OP , sive AT , eandemhabeat rationem quam HA ad AC ( ex con¬
structione ; ) secabit etiam circulum in puncto F , ex quo demista
normalis FE , in AD , occurrat CB , in M , & productis PO , VH ,
inQ ^_

& G .
Dico quatuor DA , EF , EA , AC , rursus esse continui propor¬

tionales.
Producta EF , fiat ut GE , ad EM , ita EF , ad FR , & applicetur

FS, ad axem hyperbolae .
Nunc quadratum FS , sive ET , ad quadratum T A , eandem ha¬

bebit rationem , quam rectangulum KSL , ad rectangulum KTL, &
dividendo quadratum TE ,
minus quadrato T A ( hoc est
rectangulum YEA ) ad qua¬
dratum T A , erit ut rectangu¬
lum KSL minus rectangulo
KTL ( hoc est ut rectangu¬
lum VST * ) ad rectangulum *per
KTL , & permutando , ut re- lemma.
ctangulum YEA , ad rectan- quar-
gulum VST , ita quadratum tum .
TA , ad rectangulum KTL ,
hoc est ita latus rectum , ad
transversum, sive CA,ad AH,
ex constructione . Igitur con¬
vertendo , ut rectangulum V
ST , sive GFE , ad rectangu¬
lum YEA , ita AH , ad AC,

sive GE ad EM . Sed ut GE , ad EM , ita idem rectangulum GFE ,
ad duo rectangula MEF , kFE : Itaque rectangulum YEA , aequale

B est



10 M E S O L A B u m ;

est duobus MEF , RFE . Sunt autemetiam « qualiarectangula DEA ,
1

EFM ( ob circulum ) Igitur , additis utrimque aequalibus , rectangu -
Ium YEA , una cum rectangulo DEA , aequale erit tribus rectangulis
MEF , RFE , FEM . Sed duo rectangula YEA , DEA , aequalia stmr
unico sub YD , & EA , tria vero MEF , RFE , EFM , unico REF ;
Igitur rectangulum sub YD & EA , aequale erit rectangulo REF ; e-

ritque ut YD , ad RE , ita EF, ad EA .
Rursus , ex constructione , est ut DA ad AY , ita HA ad AC , sive

GE ad EM hoc est EF ad FR , erit igitur componendo , & per con¬
versionemrationis , ut DY ad DA , ita ER , ad EF, & permutando ut
D Y , ad ER , ita DA , ad EF . Sed ut DY » ad ER , ita ostensum est
este EF , ad E A ; erit itaque ut DA , ad EF , ita EF , ad EA, & rectan¬

gulum DAE aequabiturquadrato EF . Sunt igitur quatuor DA , EF ,
* per EA , AC, continue proportionales. * Quod erat demonstrandum.
lemma Undesequitur , cumpunitum Hpossit ubilibet in rebld CA , indefiniti
ttrtiu . produBdfumi ; infinitas Hyperbolusjfiecie differentes , satisfacere propofito ,

Construximusitaque Problemaper circulum & Hyperboluminfinitis wc-
dis. Quoderatfaciendum .

Corollarium .

H inc evidens est methodus idem Problema solvendiperduas
Hyperbolas , vel per Ellipsim Lc Hyperbolam infinitis modis .

Cum enim Ellipses 8t Hyperbolae ex praescripto constructionum pro¬
cedentium descriptae , omnes secent circulum in F , patet duas quafli-
bet in eodem puncto sese intersecare .

M O N I T 0 M.

E T halienus quidemconstrultiones per infinitas Ellipses , velHyperbo¬
las , ut propositumerat , absolvimus. Addemus nuncparticulares ali¬

quotejusdem Problematis cjseffiones , quas magis universalesredderepote¬
rit , qui tanti ejfepotaverit , mthodumqud supraufifumusiti his etiam

experiri . Sit itaque

LEM -
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LEMMA SEPTIMUM .
Sifuerint quatuor reBa , sitque ratio prima majoris adfecundam , eade qua

differentia fecunda & tertia .ad differentiam , tertia eff quarta . Sit item
ut fecunda ad tertiam , ita differentia prima & tertia , ad differen¬

tiamsecunda & quarta ; erunt illa continue proportionales .

H Abeantquatuor rectae B , A, E, D,conditiones lemmatis.
Dico illas efle continue proportionales.

Cum enim sit , ex hypothesi , ut B , ad A ita A minus E , ad E mi¬
nus D , erit permutando & componendo , ut B cum A minus E , ad Ä
minus E , ita A eum E minus D , ad E minus D , & rursus permutan¬
do , ut B cum A minus E , ad E cum A minus D , ita A minus E , ad
E minus D , hoc est B , ad A , ex hypothesi. Ulterius cum ex eadem ,
sit ut A , ad E , ita B minus E , ad A minus D , eri t permutando , &'

componendo , ut A cum B minus E , ad B minus E , ita E cum A mi¬
nus D , ad A minus D , & rursus permutando , ut A cum B minus E»
ad E cum A minus D , ita B minus E , ad A minus D , sed ut A cum B
minus E , ad E cum A minus D , ita ostensum est eiie B , ad A . Igitur
ut B , ad A , ita B minus E » ad A minus D , hoc est A , ad E ex hypo¬
thesi . Sunt igitur tres proportionales B, A, E.

Nunc cum sit ut B , ad A , ita A minus E , ad E minus D, erit ut Af
ad E , ita A minus E , ad E minus D , & permutando & dividendo ,
ut E , ad A minus E , ita D , ad E minus D , & rursus permutando , ut

E ad D , ita A minus E , ad E minus D,
« ■— . — ■ — fi hoc est A , ad E , ex ostensis. Tres igi-

— — - - A tur A , E , D , sunt etiamin continua
- :— E proportione , Sc consequenterquatuor»

D B , A , E , D , sunt continue proportio¬
nales . Quod erat demonstrandum.

PROPOSITIO TERTIA .
Inter extremas datas duas medio loco proportionales invenire .

Int datae rectae AB major , AD minor, & ex illis , ut prius, rectan-

gulum ABCD , circa quod descriptus intelligatur circulus. T um
Hr pro-



tz mesolabüm ;
producta BA in I , donecAI sit quadrupla AB , secetur AB in H , itaut
rectangulum IHA , sit aequale quadruplo rectanguli ABCD . & sum«
ta IR aequali AH , erectaque BK dimidia AH , jungatur KA, & pro¬
ducatur donec occurrat normali RG in G .Tum latere tranverlbGX ,
vertice K , latere verö recto transversilub quintuplo describaturSe-
mi-hyperbole FK , cujus applicatae ad diametrum KG , sint parallelae

KH . Illa utique lecabit circu¬
lum . Secet in puncto F, ex quo
applicetur FO , ac producatur
donec occurrat AB in Q^j oc¬
curret etiam DCinX .

Dico quatuor BA, QF , QA ,
AD , esie continue proportio¬
nales .

Rectangulum enim GOK ,
ad rectangulum RQH , ratio¬
nem habet compositam ex ra¬
tione GO , ad RQ^_( sive ob si¬
militudinem triangulorum A
RG , O AQ , KAH ) ex ratione
K A , ad AH , & ex rationeOK ,
ad HQ ^ hoc est ejuflem KA ad
eandemAH , hae verö duas ra¬
tiones , componunt rationem
quadrati KA , ad quadratum A
H . Igitur ut quadratum AK ad

?
[uadratum AH , itarectangu -
um GOK ad rectangulum R

QH . Sed cum AH , sit dupla
HK , erit quadratum AH , qua¬
druplum quadrati HK , & con-
sequeter quadratum AK, quod
aequale est utrique AH , HK ,
erit sesquiquartumquadrati A'
H ; Igitur rectangulum GOK
erit etiam selquiquartum rec- -
tanguli RQH sive ut 5 ad 4.,

idem
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Idem autem rectangulum GOK, ad quadratumOF,est ut latus trans¬
versum ad rectum , sive ut y ad i , ex constructioneIgitur rectan¬
gulum RQH , ad quadratum OFerit ut 4. ad i . Sed rectangulum R
QH , est aequale rectangulo IQA , minus rectangulo IHA . * ( Itaque

* pir
rectangulum IQA sive IAQ^cum quadrato AQ _) minus rectangulo k™™**
IHA , erit quadruplum quadrati OF . Sed rectangulum IAQ , qua- quar-
druplum est rectanguli BAQjex constructione , cum AI posita sit Uim-
quadrupla BAj Lc quadratum AQ^jquadruplum est quadrati QO,cum
AQsitejusdem dupla , sive ut AHadMK , similiter rectangulum IH
A quadruplum est rectanguli ABCD , ex constructione . Igitur addi¬
tis & demtis partibus in eadem ratione , rectangulum IQA , cum
quadrato AQctninus rectangulo IHA , quadrupla erunt rectanguli
BAQ^ cum quadrato QO , minus rectangulo ABCD . Cum autem
östenlum sit rectangulum IQA cum quadrato AQjninus rectangulo
IHA , quadruplum etiam esse quadrati OF , sequitur rectangulum B
AQ ^cum quadrato QO , minus rectangulo ABCD , sequale efle ei¬
dem quadrato OF . Sed quadratum OF , aequale est duobus quadratis
FQ ^OQ ^minus rectangulo lub FQ & dupla OQ ^, hoc est minüs re-'
ctangulo FQA ; Igitur ablato utrimque quadrato OQ ^ rectangulum ’
BAQ^minus rectangulo ABCD , aequale erit quadrato FQ ^ . minus
rectangulo FQA . Est autem rectangulum BAQ^minus rectangulo '
ABCD , aequale rectangulo sub AB , & AQiyiinusCD ; quadratum5
verb FQminus rectangulo FQA, . aequatur rectangulo exFQ ^ in
FQminus AQ , erit igitur utBA , ad QF , ita FQminus AQad AQ
minus AD . Sed cum rectangulum BQA, sit aequale rectangulo QFX
( ob circulum ) est etiam ut QF, ad QA , ita BQsiveBA minus AQad
FX , ( sive FQminus OX , vel AB . ) Igitur quatuor rectae B A , QF ,
QA , AD , habent conditiones lemmatis septimi , suntque continue
proportionales . Quod erat demonstrandum.

LEMMA OCTAVUM '.
Sisuerintquatuor reBa B,A , E,D,fueritq , ut B,adA t ita E,adD >& ut

A,adEittaBminusE,ad A minus Dprunt tlla in contmud analogid .
'

C Um enim sit ut B , ad A , ita E , ad D , erit permutando Sc divi¬
dendo ut B minus E , ad E , ita A minus D,adD , 6t rursus per-

B 3^ mutando * •



h mesoeab um :
— — - —— —JS mutando , ut B minus E , ad A’

—- A minus D , ita E , ad D . Sed ut B
—- E minus E , ad A minus D , ita eti-
- D am est ex hypothesi A , ad E :

Igitur ut A , ad E , ita E , ad D,
est autem pariter ex hypothesiut E , ad D , ita B ad A ; itaque ut B ad
A , ita A , ad E , & E , ad D . Quod erat demonstrandum.

PROPOSITIO QUARTA .
Cubum cubi duplum invenire , fi ve inter extremas datas in ratione

dupla duas medio loco proportionales exhibere .

S int datas recta: AB , ejufdemquedupla BC , & facto ex iis rectan-
gulo ABCD , descriptoquecirca illud circulo , dividantur AB,

BC , bifariam in M & P, & jungatur PM occurrensDA producta: in

I , & IP producatur in directum , doneceidem sit aequalis PH . T um

ad IH , producta DC in N ; fiat Ellipsis cujusdiametersit IH , una ap¬
plicatarum DN , qux utique secabit circulum , secet in E , ex quo ca¬
dat normalis EF . Dicoquatuor DA , EF , FB , BA , este in continua

proportione .
Cadat ex H normalisHK in AD productam , & ducatur MO , pa¬

rallela BC occurrensEF in O , & ad OM ducatur PQ .̂parallelaAB ,
tum producatur EF , donecoccurrat IH , in G » erit GF applicataad

diametrum IH , ex constructione.
Patet nunc , cum anguli ad A & B , sint recti, & anguli, IMA , BM

P , asquales , triangula IAM , BPM , esse aequiangula , Cum verb B

M , fit aequalis MA , rectas BP , IA , fore etiam asquales. Patet etiam
ob eandemrationem , triangulum PCN , esse asquiangulum triangu¬
lo PBM , & cum PB , PC , sint aequalesex constructione , CN , ae¬

quari BM , & PM ipsi PN , cum vero aequales sint etiam IP , PH ,
demtis aequalibus PM,PN , remanereaequalesIM,iNH . Cum au¬
tem sit ut IM ad NH , ita IA , ad DK ( ob parallelas AM , DN , KH )

sequitur rectas AI , DK , etiam esse aequales , & cum AI , sit dupla A

M , erit etiam ID , dupla DN , IL dupla LG , & MO dupla OG .
Nunc , ut quadratum DN ad quadratum EG , ita rectangulum

INH , ad rectanguiumIGH ( oDellipsim ) Ratio verb adrectan -
r Suli
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guli INH , ad rectangulum IGH , componitur ex ratione NI , ad IG
( sive DI , ad IL ) 8c ex ratione HN ad HG ( sive KD , ad KL ) hx ve-
rö dux rationes , componunt rationem rectanguli KDI, ad rectangu¬
lum KLI ; Igitur ut quadratum DN , ad quadratum EG , ita rectan¬
gulum KDI , ad rectangulum KLI , 8c permutando ut quadratum
ND , ad rectangulum KDI , ita quadratum EG , ad rectangulum
KLI .

Rursus ratio quadrati DN , ad rectangulum KDI , componitur ex
ratione DN , ad DI , live i ad z , 8c ex ratione ejusdem DN ad DK
sive DG , hoc est 3 ad % , ex his verö rationibus componitur ratio z ad
4 ; Igitur ut 3 , ad 4 , ita quadratum DN , ad rectangulum IDK , hoc
est ita quadratum EG , ad rectangulum ILK . Tria igitur rectangu-
la ILK , xquantur quatuor quadratisEG .

Ulterius cum rectangulum ILK , sit xquale duobus rectangulis
DLA,KDI * tria rectangula ILK ,aqualia erunt tribus rectangulis * fer

lemma

DLA , una cum tribus KDI . Sed cum DI sit tripla KD , rectangu¬
lum KDI , erit xquale triplo quadrato KD , ( sive AB ) 8c triplum re¬
ctangulum KDI , 9 quadratis AB, hoc est, cum CB sit dupla BA, qua¬
tuor rectangulis DABC , cum quadrato AB : Icitur tria rectangula
ILK , xqualia erunt tribus rectangulis DL A , una cum quatuor re¬
ctangulis DABC , 8c quadrato BA . At cum tria rectangula ILK ,
ostensa sint xqualia quatuor quadratisEG , sequitur tria rectangula
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DLA , una cum quatuor rectangulis DABC , .& quadrato B A , aequa*
lia esse eidem quadrato EG quater sumto . Sed quadratum EG , aequa¬
tur quadratisGO, & OE , cum rectangulo GOE bis , hoc est cura
unico MOE ; Igitur quadruplum quadratum EG , aequabiturqua¬
tuor,quadratis GO ( sive unico .quadrato MO ) ,cum quatuor quadratis
OE , & quatuor rectangulis MOE . Quatuor vero rectangula MOE ,
aequalia lunt quatuor rectangulis MO , sive BF , in FE , minus qua¬
tuor rectangulis MOF , hoc est ( cum MÖ sit aequalis AL , & AD
quadrupla OF , ex constructione ) minus rectangulo DAL . Igitur

.quatuor quadrataEG , « qualia erunt quatuor quadratis EO , cum
quadrato MO , & quatuor rectangulis BFE . minus rectangulo DAL .
Sed quatuor quadrataEG , ostensa sunt aequalia tribus rectangulis D
L A , cum quatuor rectangulis DABC , & quadrato A B , quatuor ita¬
que quadrata EO , cum quadrato MO , & quatuor rectangulis BFE»
minus rectangulo DAL , aequalia erunt tribus rectangulis DLA,cura
quatuor rectangulis DABC , & quadrato AB . Et addito utrimque re¬
ctangulo DAL , ( sive DLA , cum quadrato L A , ) quatuor quadrata
EO , cum quadrato MO , & quatuor rectangulis BFE , aequabuntur
quatuor rectangulis DL A , cum quadrato L A , sive MO , & quatuor
rectangulis DABC , cum quadrato A B , & ablato utrimque quadrato
MO , ac sumtis sub quadruplis, quadratum EO cum rectangulo BFE,
« quale erit rectangulis DLA , D ABC, cum quarta parte quadrati AB
( hoc est cum quadrato OF) . SedrectangulumDLA , aequaleest re¬
ctangulo FEL , ob circulum , rectangulum vero FEL , cum quadra¬
to OF , aequale est quadrato EO . Igitur quadratum EO, cum rectan¬
gulo BFE » aequale erit rectangulo DABC , cum quadrato EO ; &
ablato utrimque quadrato EO , remanebit rectangulum BFE , aequale
rectangulo ABCD ; eritque ut CB, ad EF, ita FB, ad B A , sive FL .

Sed cum rectangulum CFß , sit aequale rectangulo FEL , ( ob cir¬
culum ) est etiam ut EF ad FB , ita CF ( sive CB minus BF ) ad EL
( sive AF minus FL ; ) Quatuor igitur rectae CB , EF , FB,FL ha¬
bent conditiones lemmatisoctavi . Sunt igitur in continua propor¬
tione , & consequenteinetiam ipsis aequalesDA , EF » FB , B A . Quod
ehrt demonstrandum,*



LEMMA NONUM .
In quatuor reBis B , A -, E , D , stfuerit ut prima cum fecunda , adfecundam

cum tertii , ita tertia ad quartam , & rursus ut prima minus tertii ,
ad fecundam minus quarti , ita fecunda ad tertiam , erunt

illa: m conttnud analogii .

G Um enim sit ut B cum A , ad A cum E , ita E , ad D , ex hypo->
'

thesi , erit permutando , & dividendo, ut B cum A minus E, ad
E , ita A cum E minus D , ad D , & rursus permutando , ut B cum A
minus E , ad A cum E minus D , ita E, ad D.

Ulterius , cum sit etiam ex hypothesi, utB minus E , ad A minus
D , ita A, ad E , erit permutando, & componendo, ut B minus E cum
A » ad A , ita A minus D cum E , ad E , & rursus permutando , ut B

^ minus E cum A , ad A minus D
® cum E , ita A ad E . Sed ut B cum A
P minus E , ad A cum E minus D , ita

_ £ ostensum est esle E , ad Di igitur ut A »
ad E , ita E, ad D.

Nunc ex hypothesi , est ut B cum A , ad A cum E, ita E , ad D, erit
igitur ut B cum A , ad A cum E , ita A ad E : & permutando , ac divi¬
dendo , ut B ad A , ita A ad E , sed ut A , ad E , ita est etiam E, ad D.
Quatuor igitur B, A , E, D, sunt in continua proportione . Quod erat
demonstrandum.

PROPOSITIO QUINTA .
f

Inter extremas datas duas medio loco proportionales in venire .

j T \ 4 tse sint extremae AB , major AC , minor , & exiliis , utprius
i I J rectangu ' um ACBD, & circa illud circulus Secetur AD, inG ,
j

ita ut AG , sit « qualis AC , jroductaque DA , in K , donec AK , sit
I « qualis A G , si .tr Gl , normalisad AD, aequalisGK , quae versus G in-
I definite producatur » tum juncta Ki , & producta etiam indefinite a
I C f ^ue
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parte I , ut in M ; sumatur in AD , recta AH , media proportional»
inter DA , & GA vel AC j & circaasymptotosGI , IM , describatur

Hyperbola transiens perpunctum H , quae secabit circulum ä parte
G , ut patet , secet in puncto E ; ex quo cadat in AD , normalisEF,
secansCB , in O.

Dico quatuor DA, EF, FA, AC, esse continue proportionales.
Producatur EF , adKI , inN , & eidemparalleladucatur HM ;

Tum ex puncto E , in IG productam , cadat normalisEL , quae uti¬

que erit parallela & aequalisFG : & cum KG , GI , sint aequales , ex
construdtione, erunt etiam aequalesKF , F N , & KH, HM .

Nunc , cum duo puncta H , & E , sint in Hyperbola , ductaeque
sint ad alymptotosparallelaeHG , EL , itemque HM,EN , erit rectan¬

gulum MHG , aequalerectangulo NEL . Sed rectangulum MHG ,
est aequalerectangulo KHG , rectangulum vero NEL , est aequale re-

ctangulo NFG ( sive KFG, ) una cum rectangulo EFG . Igitur re¬
ctangulum KHG , est aequale rectangulis KFG , EFG . Et addito u-

trimque quadrato GA , rectangulum KHG , cum quadrato GA , erit

aequale rectangulis KFG , EFG , cum quadrato G A . Sed rectangu¬
lum KHG cum quadrato GA , aequale est quadrato AH , & rectangu¬
lum KFG cum quadrato GA , similiter est aequalequadrato AF ; Ita¬

que quadratum AH , erit ae¬
qualequadrato AF , cum re¬
ctangulo EFG , & cum AH»
ex constructione , sit media
inter DA, AC , ideoque ejus
quadratum aquale sit rectan¬
gulo ACBD 5 sequitur rec¬
tangulum ACBD , aequale
eile quadrato AF , & rectan¬
gulo EFG : &, addito utrim¬
que rectangulo AGL , re¬
ctangulum ACBD cum re¬
ctangulo AGL , fore aequale
quadrato AF,cum rectangu¬
lis AGL , EFG , hoc est cum
unico rectangulo AFE . Sed
cum AG , Iit aequalis AC, ex

constru-



ME SOLABUM . i -
- constructione , rectangulura ACBD, una cum rectangulo AGL , ae¬
quale erit rectangulo ex AC in AD , cum GL sive FE , & similiter
quadratum AF cum rectangulo AFE, . aequale erit rectangulo ex AF,
in AF una cum EF . Igitur rectangulum ex AC , in A DcumFE , ae¬
quale erit rectangulo ex AF , in AF cum FE , & consequentererit ea¬
dem ratio DA cum FE , ad FE cum AF , quae est AF , ad AC.

Sed cum rectangulum DFA, sit aequalerectangulo FEO, (ob cir¬
culum ) est etiam ut DF ( sive DA minus AF ) ad EO ( sive FE minus
FO vel AC) ita EF, ad FA . Invenimus igitur in quatuor rectis DA ,
EF , FA, AC , conditiones lemmatis 9 . Sunt itaquecontinue propor¬
tionales. Quod erat demonstrandum.

PROPOSITIO SEXTA .
Idem alio modo ejficere.

S int duae datae AD major , AB minor , & rursus ex illisrectangu¬
lum, circa quod describatur circulus ABCDi Tum producta BA ,

Ci utrim-
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utrimque in G , & I , donecIA , AG , sint aequales AD, ducatur GH »
parallelaAD , & ejusdem dupla , & jungatur HI , sumtaque AK , ae¬
quali AB , circa asymptotosHG , HI , describatur Hyperbola tran¬
siensper punctum K , quae a parte I , secetcirculum in E .

Dico, demissa normali EF, secante CB in P , quatuor AD, EF,FA>
AB , effe continue proportionales.

Cadat ex K , in HG productam normalisKN , & ex E, in IG,nor¬
malis EL , quae producta secet HL , in O , & producatur EF , donec
occurratHG , similiter productae , in Q^, & DA , donec HI , occur¬
rat in M . Patet AM , fore subduplamGH , hoc est aequalem DA,vel
GA , vel AI .

Et quoniam EO , KM , itemque EQ ^, KN , lunt parallelae , & ex
punctis K & E , in hyperbola iumtis cadunt in asymptotos , erunt
rectangulaNKM , QEO,aequalia . Sed rectangulum NKM,aequa¬
tur rectanguloNKA ( sive DAK ) & rectangulo sub NK , sive DA,
in AM ( hoc est quadrato GA , vel AI ) rectangulum vero QEO , ae¬
quale est rectangulo QEL , Lc rectangulo ex QE , sive GL , in LO
( vel LI , ob aequales HG , GI ) Igitur rectangulum D AK, cum qua¬
drato IA , aequatur rectangulo QEL , cum rectangulo GLI , & addi¬
to utrimque quadratoL A , quadratum IA , cum rectangulo DAK, Lc
quadrato L A , aequabiturrectangulo QEL , cum rectangulo ILG ,
& quadrato LA , ( hoc est cum quadrato IA ) . Et dempto utrimque
quadrato IA , rectangulum DAK , cum quadratoL A , aequabitur re¬
ctangulo QEL . Et ablato utrimque rectangulo DAK , quadratum
LA , erit aequale rectangulo QEL , minus rectangulo DA K . Sed re¬
ctangulum QJiL , aequaleest duobus rectangulis QFA , FEL ; Igi¬
tur ablato utrimque rectangulo FEL , quadratum L A ( siveFE ) mi¬
nus rectangulo FEL , aequabiturrectangulo QFA, ( sive DAF, ) mi¬
nus rectangulo DAK . Sed quadratum FE , minus rectangulo FEL ,
aequatur rectangulo sub EF , & differentia EF , EL , rectangu¬
lum verö DAF , minus rectangulo DAK , aequatur rectangulo
sub AD , & differentia ipsarum FA , AK , ( siveFA , AB ) . Eritigir
turutDA , ad FE , ita EF minus EL , ( hoc est minus FA ) adFA
minus AB.

S _d , ob circulum , rectangulum FEP , aequaleest rectangulo AF
D » e '

ilque ut EF , ad FA , ita DF, sive DA minus AF,) ad EP ( hoc est
est EF minusFP , vel AB, ) Quatuor igitur rectae DA, FE , FA, A B,

habent
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habent conditiones lemmatis 7 . ideoque sunt in Continuaproportio¬
ne. Quod erat demonstrandum.

WCft-Jrn

D E

PROBLEMATUM SOLIDORUM
CONSTRUCTIONE

PER EASDEM LINEAS
IISDEM INFINITIS MODIS .

QVomodosequationum cubicarum varietas ad tres omninoformulas
reducatur , jam ab aliis offensum eß : Assellas scilicet sub latere af¬
firmative , vel negative , & amphibolas . Illas fer totidem proble¬

mata ,superiori methodo, conßruemus , quamvis duarum mediarum inven¬
tione , & anguli trififlione , non ignoremus remfortasse brevius absolvi po~
tuiffie . Sed methodi varietatem & amplitudinem ,fic ofiendere maluimus ;
quam qui perceperit , ad aliorum Problematum casus , etiam in quibus affii-
iliosub quadrato eß, »0» difficulter applicabit .

LEMMA DECIMUM .

E D C B A
In refla EA ,ß fuerit ut EA , ad AD , ita CA , ad AB \ utEA,ad AD %

ita rectangulum ACE , ad reftangulum ex AC y in BD .

C Um enim sit ut E A ad AD , ita CA , ad AB ; eritpermutando,ut
EA, ad C A , ita AD , ad AB ; & dividendo , ut EC, -ad CA , ita

PB , ad B A : rectangulum igitur ex DB , in CA , aequaleerit rectan-
gulo ex EC , in BA . Sed ut AB ad AC , ita ( surnta communi altitu¬
dine EC ) rectangulum ex BA in EC , ad rectangulum ACE : Igitur

C 3 ut
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utBA , ad AC , ita rectangulum ex DBinCA , ad rectangulum
AGE , sive ut rectangulum ACE , ad rectangulum ex DB in CA , ita
CA , ad AB , hoc est , ex hypothesi, EA ad AD . Quod erat de*
monstrandum.

PROPOSITIO SEPTIMA .
Lineam datam AD ,seftam in A iterum secarein Coitfit eadem ratio qua*

drati QA , adquadratumAC , qua efi AC ad CD ; per circulum
& Ellipfim infinitis modis . Efi autemparadigmaaquationis

cubica , affieBa sublatere , affirmative .

F lat super AD , semicirculus AKD , & ä parte contrariaerigatur
in puncto A , normalisAF aequalis AQ^ ac in ea sumaturquodli¬

bet punctum G , tum producatur AD in E , donecAD , sit ad AE , ut
GF,adFA ; & perficiaturparallelogrammum GAER , divisisque
AG , ER , bifariam in M , & N , j ungatur NM , & producatur in H,
itaut rectangulum NHM , ad quadratum M A, eam habeatrationem,
quam habet AF , ad FG , sumaturque NI in directum , aequalisHM .
T um axe HI , latere recto quod ad HI eandemhabeat rationem , quae
est FG , ad FA , deseribatursemi-ellipsis H AKI . Quae transibit per
A , & E , ut patet ex constructione , secabitque circulum in aliquo
puncto ut K . Cadat ex illo in AD normalisKC .

Dico ita esse quadratum QA , ad quadratum C A , ut AC , ad CD .
Producatur KC , usque dum iecet rectas NM , GR , in L & P,fiatque
ut EA , ad DA , ita CA ad AB.

Ex iis , qux propositioneprima ostenla sunt , eadem est ratio rec-
tanguli ECA , ad rectangulum PKC , quse lateris transversi ellipscos
ad rectum , sive AF , ad FG , hoc est EA , ad AD ( ex constructione).
Sed ex lemmate i o . ut EA, ad AD , ita rectangulum ECA , ad rectan¬
gulum ex AC , in BD ; rectangulum igitur ex AC in BD, aequale erit
rectangulo PKC . Sed rectangulum ex AC, in BD , aequatur duobus
rectangulis ACB , DCA ; rectangulum vero PKC , aequale est rec-
tangulo PCK , una cum quadratoCK : duo igitur rectangula ACB,
DCA , aequalia sirnt rectangulo PCK , cum quadratoCK . Sed re¬
ctangulum DCA , est etiamaequalequadrato CK , ( ob circulum ).

Igitur ,
<
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Igitur , demtis xqualibus , remanebunt sequalia rectangula ACB,
PCK , eritque ut PC ad CB , ita CA , ad CK . Sed cum sit ut AF,
ad FG , ita EA , ad AD , sive CA , ad AB , ( ex constructione) erit per
conversionemrationis , ut AF , ad AG ( sive CP ) ita C A , ad CB , &
permutando , utAF,adCA , itaCP,adCB . Sed ex ostensis ut CP,
adCB,itaCA,adCK . Igitur ut AF , ad CA , itaCA , adCK . Tres
igitur AF (sive AQ) AC , CK , sunt in continua proportione . Estque
ut quadratum AQ^ ad quadratum AC,ita quadratum AC,ad quadratu
CK , hoc est ( ob circulum ) A C ad CD . Quod erat demonstrandum.

Idem accideret si in rectä AF , in infinitum producta ultra F, su¬
meretur punctum G . Non enim difficilior est demonstratio , quam#
ut in propositione prima , lectoris ingenio relinquimus.

Construximus itaque Problema , per circulum & Ellipsim , infini¬
tis modis . Quod erat faciendum.

LEMMA UNDECIMUM .

N O AM I
In retld A Nsecld inpunths I , Off , O , ß fuerit ut AM , adMN ,

ita OM, ad MI , erit ut AM , ad MN , ita rettangulum
AOM y adrectangulumsub NI , & OM.

Um enim sit ut AM, ad MN , itaOM , ad MI,erit permutando»ut AM > ad OM , ita MN , ad MI , & componendo , ut AO , ad
MO,
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MO , ita NI , ad MI , & rursus permutando , ut AO, ad NI , ita MÖJ
ad MI . Sed ut MO , ad MI , itaest ( ex hypothesi) AM,adMN :
Igitur ut AM , ad MN , ita AO , ad NI ; & iumta communi altitudi¬
ne OM , ita rectangulum AOM , adrectangulum ex NI , inQM .
Quod erat demonstrandum.

PROPOSITIO OCTAVA .
Idem , infinita modis , fer circulum & Hyperbolamabsolvere .

Etur itaque recta QD , secta in B , ita secanda in C , ut quadra-
J tum QB , ad quadratum BC , habeat rationem BC , adcL >. Fiat

rursus super BD , semicirculus , erectaquea parte opposita , normalis
BZ , aequalis BQ , producatur utcumque in X ; & perficiatur rectan-

guium XBDR ; sectisqueBX, DR , bifariam in M , & N , jungatur
NM , & producatur in A , itaut sit eadem ratio NM , ad MA , quae
XZ , ad ZB . T um ( siquidem fieri postit ) recta AM , secetur , in G,
ut rectangulum AGM , ad quadratum MB, eandem habeat rationem,
quam habet BZ , ad ZX ; Sc ipsi MG , sumatur aequalisAH . Demum,
axeHN , vertice G , latere transverso HG , recto vero , quod ad HG ,
sit ut XZ , ad ZB , describatursemi-hyberbola GBE ; transibit enim

per B , cum ponatur eadem ratio rectanguli AGM , vel HMG , ad
quadratum MB , quae BZ , ad ZX , sive lateristransversi , ad rectum ;
secabit etiam circulum in E , ex quocadat in BD normalisEC .

Dico este ut quadratum QB , ad quadratum BC , ita BC , ad CD .
Producatur EC , usque dum secet parallelas MN , XR in punctis

O , Sc P . T um seit ut A M , ad MN , ita OM , ad MI .
Ex iis quae propositionez . ostensa sunt , rectangulum AOM , ad

rectangulum PEC , eandem habet rationem, quae est lateris transver¬
si ad rectum ; sive BZ , ad ZX , vel AM, ad MN , ( ex constructione).
Sed eandem etiam rationem habet idem rectangulum AOM , ad re-

# per ctangulum sub NI , OM , * Igitur rectangulum sub NI , & OM , ae-
lemma quale erit rectangulo , PEC . Est autem rectangulum sub NI , & OM ,
undtci- aequale duobus rectangulis NOM , IOM : rectangulum vero PEC , re-
tmtm . ctanguloPCE , una cum quadratoCE . Igitur rectangulum NOM ,

( vel BCD, ) cum rectangulo IOM , aequaleest rectangulo PCE, cum
quadrato
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quadrato CE .
Sed rectangu-
lum BCD , est
etiam aequale
quadrato C E
(bb circulum:)
Igitur ablatis
hinc inde ae¬
qualibus BCD
rectangulo , Lc
C E quadrato,
remanebunt (l-

qualia rectangula , IOM , PCE . Eritque ut PC , ad OI , ita MO , ( vel
CB , ) ad CB.

Nunc ( ex constructione ) ut XZ , adZB , ita NM ad MA , vel
IM , ad MO : erit igitur componendo , ut XB , ad BZ , ita IO , ad
MO , & permutando , ut XB , ( vel PC , ) ad IO , ita BZ , ( vel BQ^, )
ad MO , vel BC.

Sed ut PC , ad IO , ita jam demonstratumest esse CB , ad CE ; igi¬
tur ut BQad BC , ita BC , ad CE , & ut quadratum BQ , ad quadra¬
tum BC , ita quadratum BC , ad quadratum CE , hoc est ( ob circu¬
lum ) ita BC , ad CD . Quod erat &c.

Si recta AM , ita secari non posset , quemadmodum in constru¬
ctione imperatumest , tunc BX , secanda esset, eadem plane methodo,
qua propositione x . usi lumus , & quam qui intellexerit facile ad hu¬
jus propositioniscaffim applicabit : ideoque monuisse sufficiat .

Addo tantum , si punctum G , inciderit in medium ipsius AM,
Tunc rectam ex puncto G , per B ductam,lecturam circulum in pun¬
cto E quaesito , ut demonstrationis vestigiarepetenti constabit. Sol¬
vetur itaque Problema solidum per lineam & circulum . Hoc mirum
foret , inquam , si non casu , sed arte , in punctum X incidisses. At
illud arte invenire , non minoris est difficultatisquamipsum Proble¬
ma solvere . Experire, & cüm in illud incideris( neglecta rectä GBE)
junge dumtaxat rectam XD , & ex Z , duc ipsi parallelam , illa enim
incurret in punctum C quaesitum . Quod breviter ostendo .

Quoniam punctum G , bisecat rectam AM ( ex hypothesi) erit
rectangulum AGM , pars quarta quadrati AM . Ponitur autem ita

D efle
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esse BZ , ad ZX , ut rectangulum AGM , ad quadratum BM : Igitifr -
sumtis consequentium quadrupliserit ut BZ, ad ZX , ita quadratum
AM , ad quadratum BX. Sed ut BZ , ad ZX , ita AM , ad M N ( ex
constructione ) : igitur ut quadratum AM , ad quadratum BX , ita
AM , ad MN , sunt itaque tres proportionalesAM , BX, MN vel BD :
Estquc rursus ut AM , ad MN , vel BD , ita quadratum BX , ad qua¬
dratum BD , hoc est ( cum ZC , ponatur parallela XD, ) ita quadra¬
tum BZ , ad quadratum BC . Sed ut AM, ad M N , ita , rursus , ex con¬
structione , BZ , ad ZX , hoc est ( ob parallelas XD , ZC, ) ita BC,ad .
CD . Igitur ut quadratum BZ , ( vel BQ^J ad quadratum BC, ita BC ,
ad CD . Quod erat &c .

Construximus itaqueProblema per circulum & Hyperbolam infi¬
nitis modis . Quod erat faciendum.

PROPOSITIO NONA .
Datisduabus retiis Z , & invenire tertiam ut X , ad cujus quadran¬

tum eandem habeat rationem quadratumZ , qua edi ipsius Xt
ad utramque X . Est autemparadigmaaqua¬

tionis , cubica affebla sub laterenegative.

S UmaturFN » xqualis Q , & erigatur FH, dupla Z, bisecta in G .
’

T um in rectä GF , ( vel eadem versus F in infinitum producta )
sümto quolibet puncto A » ducatur AD parallela & xqualis FN , &c
feceturvel producatur in E » ita ut sit eadem ratio AD , vel AE , quae
estAG,adGH , perfectoque rectangulo HAES , bisecenturrectae
AH , ES , in T , & V , ductaque TV , producatur in R , itaut rectan¬
gulum TRV , ad quadratum VE , eandem habeat rationem , quamHG , ad G A , & producta VT , in Y , donecT Y » sit xqualis VR , su¬
per axe YR , describatursemi-ellipsis YIR , in qua ratio lateris transi
versi ad rectum , sit eadem qux HG , ad G A ; transibit illa per A , 8c
E , ( ex constructione ) & secabit circulum , vel lupra , vel infra N ,
vel in ipso puncto N . Secet primo supra , in puncto I ; & ex I, demit¬
tatur in FN , normalis1K .

Dico FK , xqualem esse linex X , quxfitx ; sive itaesse quadratumFG , ad quadratum FK , ut FK , ad duas FN » FK.
Produ-
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Producatur IK » usque dum fecet parallelas AE , TV , HS , in C,L .

M . FiatqueutEA,adDA,itaCA,adBA .

a

Nunc ( ob ellipsim ) eadem erit ratio rectanguli ECA , ad rectan-
gulum MIC , quae est lateris transversi , ad rectum , sive HG , ad GA,
vel EA , ad DA, ( ex constructione ) : Sed ut E A , ad DA, ita rectan¬
gulum ACE , ad rectangulum ex AC in BD * : Igitur rectangulum *p&
■ex AC , in BD , sequale erit rectangulo MIC . Sed rectangulum ex lemrm
AC , in BD , sequale est duobus rectangulis DC A , ACB : rectangu - decima
Ium vero MIC , duobus M1K , & MI in KC . Itaque duo rectangula
DCA , ACB , erunt sequalia duobus MIK , & MI in KC ; & cum re¬
ctangulum DCA sive PMH , sit sequale rectangulo MIK , ( ob circu¬
lum) : ablatis aequalibus , remanebunt sequalia , rectangula ACB ,
MI,KC : EritqueutKC,adCB,itaCA,adMI .

Nunc , utHG , sive EG , adGA , ita EA , ad DA , & CA , ad AB
( ex constructione ) Igitur per conversionemrationis ut FG , ad FA ,
( sive KC ) , ita C A , ad CB : & permutando , ut FG , ad CA , ita KC,
adCB . Sed ut KC , ad CB , ita ostensum est esse , AC , ad IMj Igitur
ut FG , ad CA , ita CA , ad 1M ; & ut quadratum FG , ad quadratum
CA , ita quadratum CA , ad quadratum IM ( sive ad duo rectangula
MIK , IMK ) . Sed ulterius cum tres FG , CA , IM , demonstratae lint
proportionales , rectangulum sub FG , I M , erit aequale quadrato CA ,
& sumtis duplis rectangulum sub dupla FG ( hoc est FH vel ICM ex

D 2- constru-
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constructione ) in IM , aequabitur duplo quadrato AC , rectangulum
vero MIK , aequale etiam est rectangulo DC A , Igitur additis aequa¬
libus rectangulum DCA , cum duplo quadrato AC , aequaleest duo¬
bus rectangulis IMK , MIK ; & cum rectangulum DCA , cum duplo
quadratoCA , aequetur rectangulo DAC , cum quadratoAC , rectan¬
gulum DAC cum quadratoAC,qqualeerit duobus rectangulis IMK ,
MIK , sive quadratoIM .

Demonstratum vero est , esse ut quadratum FG , ad quadratum A
C , ita quadratum AC , ad quadratum IM . Erit igitur similiterut
quadratum FG , ad quadratum AC , ita quadratum AC, ad rectangu¬
lum DAC cum quadrato AC , hoc est ( demtä communi altitudine
AC ) ita recta AC , ad duas DA , AC . Et consequenterut quadratum
FG , ad quadratum FK , itaFK , adduasFN,FK . Quod erat de¬
monstrandum.

Si punctum I , caderet infra N , normalis ex I in FN productam,
daret rectam quaesitam, ut prius ; cujus demonstratio superiori si¬
milis est.

Si vero transiretper N , tum ipsa FN este recta quaesita. Quo casu
patet quadratumrectae GF , subduplum este quadrati rectae FN . Ita¬
que ex his datis solvi potest Problema sine ulla constructione. Quod
fusius prosequi , nostri non est instituti .

Eademesset demonstratiosi punctum A ultra F , in GF producta ,
sumtum esset , ut consideranti planum fiet.

Construximus itaqueProblemaper circulum & Ellipsim infinitis
modis . Quod erat laciendum.

PROPOSITIO DECIMA .
umfit idemper circulum & Hyperbolum infinitis

modis abfiltere .

S int , eadem cpae prius , rectangulum HFNP , & circa illudcircu¬
lus : bilectäque NP , in A , sumatur ultra A , qüodlibet punctum

G , & perficiaturrectangulum GPHY , bisectisqueetiam GP , in B,
& YH , in O , jungatur AO , & ita producatur ulque ad E , ut sit ea¬
dem ratio BE , ad BO , quae est PA , ad AG : Tum secetur BE , in D,

itaut
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itaut rectangulum EDB , ad quadratum BG , habeat rationem PA , ad
AG ; & sumatur EQ , aequalis BD . Demum vertice D » latere trans¬
verso DQj axe DO , describaturHyperbola, .cujus latus transversum
ad rectum , sit in ratione PA , ad AG ; & quae occurrat circulo in
puncto I , ( occurret enim » & transibit per punctum G , ut patet ex
constructione : ) cadat ex I , in HB , normalisIM, ,secans rectas FN ,
YG , OB , in punctis K,C,L .

Dico NK , este lineam quaesitam ; sive ita este quadratum AN , ad
quadratum NK , ut est NK , ad utramque simul NK , NF ,

Fiat ut EB , ad BO, ita LB, ad BS .
Ex ante ostensis , rectangulum ELB , ad rectangulum MIC , ha¬

bet rationem P A , ad AG , sive EB , ad BO , vel lateristransversiad
rectum . Sed ut EB , ad BO, ita rectangulum ELB , ad rectangulum
sub OS & BL # Igitur rectangulum sub OS , & BL , aequale est re- *

ctangulo MIC . Rectangulum verolub OS , & BL , aequale est re- lemm&
ctangulis SLB , & OLB ( siveHMP ) rectangulum autem MIC , ae- un^eci~
qualeetiam est duobus MlK , & MI in KC . Itaque duo rectangula miun '
SLB , HMP aequalia erunt duobus MIK , & MI in KC . Sed rectan¬
gula HMP , MIK , etiamaequalia sunt ( ob circulum ) : Igitur deru¬
tis aequalibus , aequalia remanebunt rectangula SLB, MI in KC , erit-
que ut KC , ad SL , ita BL , ad ML

Ulterius , est ut P A , sive NA , ad AG , ita LB , ad BS ( ex constru¬
ctione , ) erit igitur componendo , ut NG , ad AG , ita LS , ad BS , &
per conversionemrationis-, ut iNG , sive KC , ad N A , ita SL , ad LB,

D \ &
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& permutando , ut KC , adSL itaNA,adLB . Sed ut KC , ad SL,
ita ostensum est este LB , ad MI ; Igitur ut N A , ad L B , ita LB , ad
MI ; Et ut quadratum N A ad quadratum LB , ita quadratum LB , ad
quadratum MI : & cum tres sint proportionales , rectangulum NA ,
MI , est aequalequadrato LB . Itaque sumtis duplis rectangulum sub
dupla NA , in MI ( sive rectangulum KMI, ) aequaleerit duplo qua¬
drato BL , & additisaequalibus ( ob circulum ) rectangulis , MIK ,
BLQ ; duo rectangula KMI , MIK , ( sive quadratum MI ) aequalia
erunt rectangulo BLO , cum duplo quadrato BL . Sed rectangulum
BLO , cum duobusquadratisBL , aequale est rectangulo OBL , &
quadratoBL ; Igitur quadratum MI , aequatur rectangulo OBL , cum
quadrato BL , estque eadem ratio BL , ad MI , quae MI , ad OB cum
BL . Et ut quadratum BL, ad quadratum MI , ita BL , ad OB cum BL.

Sed ut quadratum LB , ad quadratum MI , ita demonstratum est
superius este quadratum NA , ad quadratum LB ; Igitur ut quadra¬
tum NA , ad quadratum LB , ita LB , ad duas BL, OB, sive ut quadra¬
tum AN , ad quadratum KN , ita NK , ad duas NK , NF . Quod erat
demonstrandum.

Alios casus non persequor , cumscilicet punBum G , cadit ultra P , in li¬
nea AJP , indefiniteproduBd . Ex iis enim qua ante demonfiratasunt , illo¬
rum coniIruBio & demonstratio fise offeret conßderanti.

AbsolvimusitaqueProblema , per circulum & Hyperbolam infi¬
nitis modis . Quod erat faciendum.

LEMMA DUODECIMUM .

F
~

R G h
"

I

In reBd IF , sifuerit ut IG , ad GH , itaGF , ad FR ; erit ut IG , ad
GH , ita rectangulum IFG , adduo rectangula HGF, GFR .

C Um enim ponatur este ut IG , adGH , itaGF , ad FR , erit per¬
mutando & componendo , ut IF , ad GF , ita HG cum FR , ad

FR ,
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FR , & rursus permutando ut IF , ad HG cum FR , ita FG , ad FR -
Sed ut IF , ad HG cum FR , ita fumta communi altitudine FG , re¬
ctangulum IFG , ad duo rectangula HGF , RFG , Igitur ut FG , ad
FR , sive IG , ad GH ( ex constructione ) , ita rectangulum IFG , ad
duo rectangulaHGF , RFG . Quod erat demonstrandum.

A

'PROPOSITIO UNDECIMA .
Datis duabus reElis P, A A , invenire tertiam ut X , ad cujus quadratum^

quadratumdata P eandemhabeat rationem , quie eß ipsius X , ad
excejjum X ,supra Esi autem paradigmaaquationis

cubica , affettasub latere , & amphibola ,

Ccipiatur AB , dupla P bilecta in M , eique ad rectos AC , ae¬
qualis perficiatur rectangulum ACB , & circa illud descri¬

batur circulus AFBC. Tum
sumto in MB, etiam indefini¬
te producta , quolibet puncto
E , producatur AC in K, fiat-
que ut ME , ad MB , ita AC,
ad AK , Lc perficiatur rectan¬
gulum AELK . Bisectisque
AK , EL , bifariam in S,& T ,
jungatur ST , & producatur
in N , itaut rectangulum SN
T , ad quadratum TE , ean¬
dem habeat rationem , quam
EM , ad MB;lumaturque SO,
indirectu aqualis TN . Tum
axe ON , fiat femi -ellipsis , in
qua ratio axis ON,ad latus re¬
ctum , eadem sit quae EM , ad
M B, transibit illaper puncta ,
A & E , ut evidens est ex con¬
structione . Si vero occurrat
circulo, , occurret in uno vel

plurl-

I I K
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pluribus punctis . Occurrat in F , ex quo cadat in AB , normalisFG ,
quae producta lecet parallelas CD , KL , in punctis H , & I .

Dic8 FG , esse aequalem X , quaesitae , sive ita esse quadratum BM,
ad quadratum FG , ut FG , ad excestum FG supra AC , vel GH .

Fiat ut BM ad ME , sive IG , ad GH , ita GF , ad FR.
Nunc ( ob elliplim) eadem erit ratio rectanguli EGA , ad rectan¬

gulum IFG , quae est axis ON , ad latus rectum , sive EM , ad BM,hoc
est HG , ad GI , ex constructione. Sed ut HG , ad GI , ita duo rectan-

* fer gula HGF , GFR , ad rectangulum IFG * , Igitur duo rectangula
kmma HGF , GFR , aequalia sunt rectangulo EGA . Et addito utrimque re-
duode- ctangulo sub BE & GA , tria rectangula HGF , GFR , BE in GA,ae-
cimum qualiaerunt duobusrectangulis EGA , & BE in GA , hoc est unico

BGA . Sed cum rectae HG , Lc FR , aequales sint rectaeHF minus RG ,
sumtacommuni altitudine GF , erunt rectangula HGF , GFR , aequa¬
lia rectangulo HFG , minus rectangulo FGR . Igitur rectangulum
HFG , minus rectangulo FGR , una cum rectangulo BE in GA , ae¬
quale erit rectangulo BGA,& addito utrimque rectangulo FGR,duo
rectangula HFG , & BE in GA , aequalia erunt duobusBGA , FGR .
Sed rectangulum BGA , aequaleest rectangulo HFG ( ob circulum);
Igitur , ablatis aqualibus, aequalia remanebunt rectangula BE in GA,
& FGR , eritque ut BE , ad GR , ita FG , ad GA.

Nunc , ex constructione, est ut BM , ad ME , ita GF , ad FR , erit
itaque per conversionem rationis , ut BM , ad BE , ita FG , ad GR ; &
permutando , ut B M , ad FG , ita BE , ad GR . Sed ut BE, ad GR , ita
FG , ad G A ( ex ante demonstratis) ; Igitur ut BM , ad FG , ita FG
ad G A , & ut dupla BM ( sive BA ) ad duplam FG , ita FG , ad GA ; &
per consequens rectangulum BAG , aequale erit duplo quadratoFG,
Sed rectangulum BAG , aequaleest quadrato AG , una cum rectangu¬
lo BGA ( sive HF G , ob circulum ) : Igitur quadratum AG, una cum
rectangulo HFG , aequaleerit duplo quadratoFG . Est autem rectan¬
gulum HFG , aequalequadratoFG , cum rectangulo FGH : quadrata
itaque AG , FG , cum rectangulo FGH , aequaliaerunt duploquadra¬
to FG, & ablato utrimque quadrato FG , quadratum AG , cum rectan¬
gulo FGH , aequale remanebit quadrato FG . Et ablatoiterum utrim¬
que rectangulo FGH , quadratum AG , remanebitaequalequadrato
FG , minus rectangulo FGH , ideoque erit eadem ratio FG , ad AG,
quae est ipsius AG,ad FG minus GH : & ut quadratum FG ad quadratu
A G, ita FG, ad FG minus GH . Sed
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Sed ut FG ad AG , ita ostensum est este , BM , ad FG , & ut qua¬

dratum FG , ad quadratum AG , ita quadratum BM , ad quadratum
FG . Igitur ut quadratum BM , ad quadratum FG , ita FG , ad FG
minus GH ; sive ita FG , ad excelsum FG , supraAC . Quod eratde¬
monstrandum.

DeterminationemProblematis & numerum radicum letioris industria
relinquo, cum hac fuse ab aliis oßenfa fint .

Sufficitnunc Problema per circulum & Ellipsim infinitis ut pro¬
positum est modis absolvifle . Quod erat faciendum.

LEMMA DECIMUM -TERTIUM .

Sumtis in recld IK , tribuspunctis G , H , F , (ifuerit ut GH , ad GI , ita
FG , ad GK , erit ut GH , ad GI , ita retlangulum GFH ,

ad retiangulum KGF , minus retianguloIGF .

K
. " "

.F H G i

C Um enim sit ut GH , ad GI , ita FG , ad GK , eritconvertendo
& permutando , ut FG , ad GH , ita GK , ad GI , 8t dividendo

ut FH , ad HG , ita GK minus GI , ad GI , & rursus permutando ut
FH , ad GK minus GI , ita GH, ad GI . Sed ut FH , ad GK minus GI,
ita,siimta communi altitudine FG , rectangulum GFH , ad rectan-
gulumKGF , minus rectangulo IGF . Igitur ut GH , ad GI , ita re¬
ctangulum GFH , ad rectangulum KGF , minus rectangulo IGF.
Quod erat demonstrandum.

PROPOSITIO DUODECIMA .
Idem per circulum & Hyperbolum iisdem modis efßcere.

Umta rursus AB , duplä P , bifectä in E , & AC normali , sexuali
Qvfiat rectangulum CABT , & circa illud circulus, productaque

E 13A
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B A quantumlibet in S , producatur item CA , in X , itaut sit CA , ad
AX , quemadmodum SE , ad EA , perfectisque rectangulis SAXV,
XAYB , secentur XA , VS , bifariam in K , & N , j unctaque KN di¬
vidatur in Z , itaut rectangulum KZN , ad quadratum NX , eam ha¬
beat rationem , quam habet CA , ad AX : sumtäqueKL , aequali ZN ,
vertice Z , axe ZN . , latere transverso LZ , recto vero , ad quod illud
se habeat ut CA , ad AX , describatursemi-hyperbola ZXF , quae uti¬
que transibit per X , ex constructione , Lc siquidem occurrat circulo,
id fiet in uno , velpluribus punctis. Occurrat in E , unde demittatur
in CT , normalis , FI , secans parallelas XY , KN productam , Lc AB,
in punctis H , O, G.

Dico FG , esse Z quaesitam ; sive ita esse quadratum AE , ad quadra»
tum FG , ut FG , ad excessum FG supra AC.

X/H H

Fiat ut HG , ad GI , ita GF ad GR .
Quoniam itaquepunctum F , est ad Hyperbolam , erit ex siepft*

per ostensis , eadem ratiorectanguliGFH , ad rectangulum KON , quaelemma est lateris recti , ad transversum , sive XA , ad AC , ex constructione ,
decimit vel HG , ad GI . Sed ut HG , ad GI » ita idem rectangulum GFH,ad
tertiä. rectangulum RGF , minus rectangulo IGF * : Igitur rectangulum

KON ,
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KON , sive SGA , sequale est rectangulo RGF , minus rectangulo
IGF . Sed rectangulum BGA est etiam aequale rectangulo IFG ( ob
circulum ) ; Itaque additisaequalibus , duo rectangula SGA , BGA , si¬
ve unicum SB in GA , aequatur rectangulo RGF , minus rectangulo
IGF , una cum rectangulo IFG ; & cum rectangulum IFG aequale l :t
rectangulo IGF una cum quadratoFG ; sequitur rectangulum SB in
G A , aequaleesse rectangulo RGF , cum quadrato GF , hoc est re¬
ctangulo ex RG cum GF , in GF . Est itaque ut SB , ad RG cum GF ,
itaGF,adGA .

Nunc ut 1G , ad GH , sive CA , ad AX , ita SE , ad AE , ex con¬
structione,: Igitur ut SE , ad AE ita RG , ad GF ex eadem . Et com¬
ponendo ut SE cum AE , sive ut SB, ad AE , ita RG cum GF , ad GF
& permutando ut SB , ad RG , cum GF , ita AEad GF . Sed ut SB,
ad RG cum GF , ita ostensum este GF , ad GA ; erit itaque ut AE , ad
GF , ita GF , ad G A . Et sumtis antecedentium duplis, ut dupla AE,
sive AB , ad GF , ita dupla GF , ad GA . Rectangulum igitur BAG,
aequale erit duplo quadrato GF . Sed rectangulum BAG , aequale est
rectangulo BGA , cum quadrato AG. Itaque rectangulum BGA,
cum quadrato G A,aequale erit duplo quadrato GF . Est aurem rectan¬
gulum BGAjtequale rectangulo IFG,sive rectangulo IGF,cum qua¬
drato GF ; Igitur quadratum G A , una cum rectangulo IGF , &
quadrato GF , sequale erit duplo quadrato GF , sive ablato utrimque
quadrato GF , rectangulum IGF , cum quadrato GA, aequabiturqua¬
drato GF , & ablato utrimque rectangulo IGF , quadratum GA , se¬
quale erit quadrato GF , minus rectangulo IGF , hoc est sequale erit
rectangulo , ex GF , in GF minus IG . Erit itaque ut GF, ad AG , ita
GA , adGF minus IG .

Sed ut GF , ad G A , ita ostensum est este AE , ad GF ; igitur ut AE,
adGF , itaGF , adGA, & GA,adGFminusIG . Et ut quadratura
AE , ad quadratum GF , ita GF , ad GF minus IG , hoc est ad excel¬
sum GF , supra AC . Quod erat demonstrandum.

Reliqui casusfacile conflruentur& demonßrabuntur , ex iis qua propa¬
ssione fecunda & aliis ofienfasunt . Determinationem vero Froblematu,ut
priusy lellorl relinquimus.

Constat itaque nos id quod propositum erat per circulum & Hy-
perbolam infinitis modis effecisse . Quod erat faciendum.

E % Quoniam
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Quoniam vero anguli triseRione , & duarum mediarum inter datas in¬
ventione , omne Problema solidum solvi potest ; Non alienum ab hac mate¬
ria visum efl , anguli trifeclionum per circulum & Hyperbolum demonstra¬
re : ut ad investigandas methodo superiori infinitas Ellipses & Hyperboloid
qua cum circulo idemprafiant , lettorem excitemus . Sit itaque

PROPOSITIO DECIMA -TERTIA *

Angulum datum secare trifariam .

D Atus sit angulus BAC, secandus trifariam .
’ Centro A intervallo

quolibet ut AC , describatur semicirculus , qui secet CA produ¬
ctam in S , & AB , in B . Et ex B , in AC cadat normalis BD , tum ex
AS , resecetur AF , aequalisdimidiae AD , erectäqueFN , aequali di¬
midiae DB , & eidem parallela , ducatur NL , parallela AD . Demum
circa afymptotosNF , NL , describaturhyperbola transiens per pun¬
ctum A , quae secet circulum I , & jungatur AI .

Dico angulum IAC , fubtriplum esse anguli BAC.
Sumatur AG , aequalis AD , & erigatur ad circulum normalis GH ,

quae utique erit aequalis DB, junctisque HA , HI , producatur HI , do¬
nec occurrat lineae AC productae,inpuncto Q ^ Tum perficiatur re-
ctangulum FN , MA , & ex puncto I , cadat in AC , normalis IR , quae
producta secet NM in L . ) Et in FN normalis IO , secans M A,in P .

Quoniam igitur duo puncta I , & A , sunt in eadem Hyperbola, &
ex illis ductae lirnt ad alymptotosparallelaeIL , AM , & IO , FA , erit
rectangulum OL , aequale rectangulo FM : & ablato communi re-
ctangulo OM , additoque utrimque rectangulo AI , rectangulum FI,
aequaleerit rectangulo AL ; Itaqueerit eadem ratio LR , ad FR , quae
est RI , ad RA ; & lumtis duplis , ut dupla LR , sive DB , hoc est HG ,
ad duplamFR , ita RI , ad RA . Sed dupla FR , aequalisest duplae AF
( hoc est AG ) & duplae AR . Igitur dupla RF , aequalis erit GAcum
dupla AR , hoc est GR cum RA . Erit igitur ut HG , adGRcum
RA,itaRI , adRA , & permutando ut HG , adRI , ita GR cum
•RA,adRA .

Sed ut HG , ad RI,ita GQ^ adRQ ^ igitur ut GR cumRA,adRA ,
ita
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ita GQ ^ ad RQ ^ Sc dividendo , ut GR , ad R A , ita eadem GR , ad
RQ ^ Sunt ergo aequales HR , RQ ^ Sed anguli ad R sunt recti , & RI
communis , igitur aequalesquoque sunt rectae IA , IQjk anguli IAR ,
IQR , & consequenterangulus externusHIA , duplusest: anguli IQC .
Sed angulus HIA aequalis est angulo AHI , ob aequalesAH , AI ; ita¬
que angulus AHI , duplus erit anguli IQC , & cum angulusHAS vsit
etiam aequalis duobus AHQ ^ HQA , erit angulus HAS, triplus angu¬
li IQA vel IAQ^ Sed angulus HAS , aequalis est angulo BAC , ex
constructione . Constat itaque angulum BAC triplum efle anguli IA
C . Quod erat demonstrandum.

Eodem modo descripta per punB um H ,seSlione oppoßtd HK , occurrente
circulo tn K oHendetur ( dubia AK ) angulum KAS , ejsesubtriplum an¬
guli SAB , residui ad duos re&os ; fvve quod idem est , arcum SK , ese ter¬
tiam partem arcus SB ; & per consequensarcum KI , ese duas tertiassemi -

peripberia \sive tertiam partem integra circumserentia .

E 3 appen -
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APPENDIX

De solutione eorundem Problematum
per circulum & Parabolam .

Parabolas , qua cum circulo Problemata fiolidasolvant , infinitas non effe,
velutfiunt Ellipses , & hyperbohe penitior, illarum linearum contem¬

platioj alis ofiendit . Duas , qua fise offerunt , breviter
indicabimus,in Problemateprimo,

ITaque ( repetito ejus Schemate ) Quoniam ostensum est tres CA,EF , EA , este proportionales, & CA data est ( ex constructione )
patet punctum F , este ad parabolam cujus vertex est A , axis AF , &
latus rectum eadem AF.

Similiter , quoniam etiam tres AE , EF , AD , demonstratas sunt
proportionales , & AD dataest , sequitur idem punctum F, este ad pa¬rabolam , euj us vertex A , axis AD , & latus rectum eadem AD.

Quas observatio ad lex primas propositionesadstringitur , sed non
difficulter , duas saltem parabolas , quae proposito satisfaciant in pro¬
positionibus7 . 8 . 9 . 10 . 11 . iz . eodem modo reperies .

An vero non alia quoque ad hanc effeffionem , cum circulo adhiberipos¬
sunt. Imb alia quoque ,sed non infinite , unam damus in exemplum .

PROPOSITIO decima - quarta ;
Inter extremas datas , duas medio loco proportionales invenire,

per circulum & parabolam .

S int duae datae AD , major , AB minor , & ex iis rectangulum AB
CD , ac circa illud circulus. Secentur AB , CD , bifariamin L , &

M , & juncta LM , fumatur in ea LQ , aequalis AB : & sumtä AP , in
AD , aequaliL A , jungatur LP, & producatur doneccum CD , pariter
producta , concurrat in H . Tum producatur etiamML , inl,iraut

sit
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sit eadem ratio QM , ad CH , quae CH , ad MI , erectaque in f , nor¬
mali , quaecum HL producta , concurrat in K , vertice K , diametro
KH , describatur parabola, cujus una applicatarum sit HC , & quae
circulum secet in F ; unde cadat in AD , normalisFE , secans paralle¬
las BC , LM , in O, & N , & quae producta oecurrat LH , in G .

Dico quatuor AD , FE , EA , AB , esse continue proportionales.
Quadratum enim CH , est aequaleduobusquadratisHM , MC ,una

cum rectangulo ex HM in duplam MC . Sed HM , est aequalis ML ,
& LQest dupla MC , ( ex constructione ; ) igitur quadratum CH , est
aequale quadrato LM , cum quadrato MC , & rectangulo MLQ ~
Quadratum verö CH, est aequale rectangulo IMQ ^(etiam ex constru¬
ctione ) Itaque rectangulum IMQ , est aequale quadratisLM , MC,
cum rectangulo MLQ ^ Sed rectangulum IMQ , est aequale rectan¬
gulo ex IL in MQ , cum rectangulo LMQ , hoc est cum quadrato
LM , minus rectangulo MLQ ^ ) Igitur rectangulum ex IL , MQ ^
cum quadrato LM , minus rectangulo MLQ , erit aequale quadratis
ML , MC ,cum rectangulo MLQj & ablato utrimque quadrato ML ,
& addito rectangulo MLQ ., rectangulum IL MQ ^, aequabiturduplo
rectangulo MLQ ^ cum quadrato MC .

Ulterius
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Ulterius quoniam eluse CH , FG , sunt applicatae ad diametrum
parabola;, erit utquadratum CH , ad quadratum FG , itaHK , ad GK .
Sed ut HK , ad GK , ita MI , ad NI ( ob parallelas ) : Igitur ut qua¬
dratum CH , ad -quadratum GF , ita MI , ad NI , velsumtä commu¬
ni altitudine MQ , ita rectangulum IMQ ^ ad rectangulum sub IN ,
MQ ^ & permutando , ut quadratum CH , ad rectangulum IMQ ^ ita
quadratum GF , ad rectangulum sub INMQ ^ ^ autemquadratum
CH , sequale rectangulo IMQj ( ex constructione, ) Igitur quadra¬
tum FG , aequaleetiam erit rectangulo INMQ ^_ Sed rectangulum IN
MQ » est aequalerectangulis ex ILMQ ,̂ & LNMQ _; ex ostensis vero
rectangulum ILMQ ^ sequatur duplo rectangulo MLQ ^ cum qua¬
drato MC . Igitur quadratum FG , sequale erit rectangulo LNMQ ^
cum duplo rectangulo MLQ, & quadrato MC . Et cum rurlus rectan¬
gulum LNMQ ^ sequale sit duobus LN M , LNQ ^ sequitur duo re-
ctangulaLNM , LNQ , cum duplo rectangulo MLQ & quadrato
MC , aequari quadratoFG : hoc est duobusquadratis GN , NF cum
duplo rectangulo GNF . Est autem quadratum NF , aequalequadra¬
to NO , vel MC ,cum rectangulo EFO , ( sive MNL ob circulum );
Igitur duplum rectangulum MLQ ,̂ cum rectangulis LNM , LNQ »
& quadratoMC , aequabitur quadrato GN cum quadratoMC , & re¬
ctangulo MNL , ac insuperduplo rectangulo GNF : & ablatis utrim¬
que rectangulis MNL , 8t quadratoMC ; duplum rectangulum ML
Q, , cum rectangulo LNQ , aequaleerit quadrato GN , (sive LN, ) &
duplo rectangulo GNF .Sed rectangulum LN Q,est aequalequadrato
LN , minus rectangulo NLQ ^ Et similiter duplum rectangulum G
NF , aequale est rectangulo ex GN , vel AE , in duplam EF , minus
rectangulo ex eadem GN vel NL , in duplam EN ( hoc est minus re¬
ctangulo NLQ , cum LQsit dupla NE , ex constructione ) . Igitur
duplum rectangulum MLQ ^ cum quadratoNL , minus rectangulo
NLQ , aequaleerit quadratoLN , cum duplo rectangulo AEF , mi¬
nus rectangulo NLQ , & addito utrimque rectangulo NLQ ^ablato-

que quadrato LN , duplum rectangulum MLQ ^, aequaleerit duplo
rectangulo AEF : Stsumtis subduplis , rectangulum MLQ , ( sive
ABCD ex constructione, ) sequale erit rectangulo AEF . Est igitur
ut DA , ad EF , ita EA , ad AB .

Cum autem ( ob circulum ) rectangulum EFO , sit aequale rectan¬
gulo DEA , est etiam ut EF , ad EA , ita DE ( sive DA minus A E )

ad
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ad FO ( sive FE minus EO,vel AB ) . Quatuor igitur rectae DA , FE,
EA , AB , Habent conditiones lemmatisoctavi , lünt itaque continue
proportionales. Quod erat demonstrandum.

Cor ollarium .

E X demonstratisevidens est , quomodo duae mediae inter datas
per parabolam& ellipsim vel Hyperbolam , saepius infinitis mo¬

dis inveniantur . Cum enim tam parabolae , quam ellipses & Hyper¬
bolae , ut praelcriptumest , delineatae , secent circulum in F, patet illas
in eodem puncto sibi occurrere.

Addamus aliud exemplum trifeBionisanguliper circulum & parabolam
illam .ad quam infinita ellipfies velHyperbola qua idem Problemasolvunt }
( ut ita dicam ) referuntur.

PROPOSITIO DECIMA-QUINTA .

!Angulum datum secare trifariam per circulum & parabolam .

S it rurlus »ut in propositione i z . datus angulus BAC , ad centrum
iemicirculi SBC arcui BC , sumaturaequalisSH , demiffilque

normalibus HG , & BD , bilecetur GA , inF ; & in B , ducta tangen¬
te BO , aequali FA , jungatur AO . T um fiat ut utraque BD , DA , ad
AO , ita AO ., ad AY , indirectum ipsi DA ; & in puncto Y erecta nor¬
mali indefinita YP , inclinetur ad illam FX , angulo lemirecto . De¬
mum ex YP , resecetur XP , quae ad utramque BD , DA, eandem ha¬
beat rationem , quam habet YF , ad FX ; & vertice X , diametro XF,
latere recto XP ., describatur parabola , cujus applicatae sint parallelae
XP, & quae occurrat arcui BC in puncto I .

Dico , ducta AI , angulum I AC , subtriplum este anguli BAC.
Demittatur ex i , normalisIR , 6t producatur donec cum XF etiam

producta , concurrat ,in Z , jungaturqueHI occurrens AC productae
in puncto

Nunc ratio rectanguli PX in XZ,ad rectangulum ex utraque BD,
F da ,
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DA , in YR , componitur ex ratione XZ , adYR , ( hocestFX , ad
FY, ob parallelas YX, ZR, ) & ex ratione PX , ad utramqueBD, DA ;
hoc est YF , ad FX , ex constructione , sed ex bis rationibuscompo¬
nitur ratio FX , ad FX , sive « qualitatis : Igitur rectangulum ex utra¬
que BD , DA , in YR , aequaleest rectangulo PXZ , hoc est quadrato
ZI ( ob parabolam) . Sed rectangulum ex utraque BD , DA , in YR,
« quale est rectangulo ex iisdem BD, DA , in AY, ( sive quadrato AO,
vel quadratis AB , AF , ex constructione , ) una cum rectangulo ei
iisdem BD , DA , in AR ; Itaque duo quadrata AB, AF , una cum re-
ctangulis BDAR, DAR , aqualia sunt quadrato IZ : Quadratum vero
IZ , aequaleest quadrato IR , cum quadratoRZ , sive FR , 8t duplo re¬
ctangulo ZR1 , hoc est duplo rectangulo FRI . Igitur duo quadrata
AB , AF , cum rectangulis BDAR , DAR , « qualia sunt quadratisIR,
FR , cum duplo rectangulo FRI . Est autem quadratum FR « quale
quadrato AF , cum rectangulo GRA , sive cum quadrato AR , & re¬
ctangulo GAR , vel DAR ; Itaquexursus.duo quadrata AB, AF, cum

rectan-
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rectangulisBDAR , DAR , aequalia sunt quadratis IR , AF, AR , cum
rectangulo DAR , & duplo rectangulo FRI . Et ablato utrimque re¬
ctangulo DAR , & quadrato AF , quadratum AB , cum rectangulo
BD , A'R , est aequale quadratis AR , RI cum duplo rectangulo FRI .
Sed duo quadrata AR , RI aequalia sunt quadrato AI , sive AB , Igitur
rursusablatis aequalibus , hinc quadratis AR , RI , inde quadrato AB ,
remanebunt aequalia rectangulum BD, AR , 8t duplum rectangulum
FRI . Fietque utBD , siveHG , ad RI , ita dupla FR , ad RA . Sed
cum tres GR , FR , AR , sint in propositione arithmetica , dupla FR ,
aequalis est ambabusGR , RA . Igitur utHG , ad RI , ita GR cum R
A , ad RA.

At ut HG , ad RI , ita GQ , ad QR , itaque ut GR cum R A , ad RA,
itaGQ ^, ad QR , & dividenclo, ut GR , ad RA , ita GR , ad RQctJn -
de sequitur AR , RQ ^ esse aequales , & cum anguli ad R sint recti ,
triangulym AIQ , esse isosceles : ideoque angulum HIA , duplum este
anguli I AC. Et cum angulus AHI sit aequalis angulo HIA : & utrique
AHI , IQA , sive IAC , aequalissit externus angulusHAS , evidens est
eundem HAS , ( sive BAC , ex constructione ) anguli IAC , esse tri¬
plum . Quod erat demonstrandum.

Nonabsimili demonstratione ostendipotes , cum parabola etiam occur¬
rat arcui SB in K , SK esse tertiam partem ejusdem arcus SB ut inpropofi-
tione i z . Quodindicajjesufficiat .

Ostensum est in principio hujus Libri . quomodo Proble¬
ma de duabus mediis solvatur ope circuli per infinitas
quidem ellipses vel hyperbolas , sed non per quamlibet :
At idem fieri posse cum qualibet sectione conica ostendit
Analysis » Ac cum parabola , id praestare etiam pluribus mo¬
dis , difficile non est ; hac itaque omissa exemplum dabi¬
mus in sola Ellipse , sed quod levi negotio ad hyperbolam
aptabitur .

F x L E
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LEMMA ULTIMUM .
Sifuerint dua feries quatuor quomodocumqueproportionalium, & extrema

ac media uniusseriei,fint in eadem ratione cum extremis ac mediis
alterius ; erunt & reliqua in iisdem rationibus.

J ? BDN

SRPO

S intquatuorquomodocumqueproportionales Q,B,
D , N , & alix S , R , P, O , sitqueut Q^ ad N , ita 8,

ad O, & ut B 3 ad D , ita R , ad P; dico efle ut Qad8, ( 6-°
ve D ad N ex bypothesi, ) ita S ad R , ( sive P ad O , ex
eadem. )

Cüm enim ratio Qad N , componatur ex ratione Q ^
ad B , & ex ratione B ad D , ac D ad N ; hoc est ex duabus
rationibus Qad B ( ex bypothesi ) , & ex ratione B ad D :
& similiter ratio S'ad O , xqualis rationi Qad N , com¬
ponatur eodem modo , ex duabus rationibus S ad R , öc
ex ratione R ad P , ratio vero R ad P, sit xqualis rationi
B ad D ; sequitur , ablatisutrimque xqualibus , duasra¬
tiones Qad B , xquales efle duabusS ad R ; & sumtis sub-,
duplisrationem Qad B , sive D ad N , xqualem efle ra¬
tioni S ad R , sive P ad O . Quod erat &c.

PROPOSITIO ULTIMA . .

Data qualibet Ellipse , inter extremas datas , ope circuli duas
medias proportionalesinvenire .

D Atxsint extremxB , & D , Ellipsis ERIZ , fiat ut quilibet axis
ejusdemad latus rectum , ita Qad B , & ut Qad B , ita D ad N .

Deinde inlcribatur ellipsi rectangulum ZIRE , in quo ratio ZI , pa-
rallelx axi afliimto , ad IR , sit eadem qux Qad N : tum circa angu¬
lum EZI , fiat rectangulum CZHG , xquale priori, in quo ratio ZH ,
ad HG , sit eadem qux est B ad D , & circa illud describaturcirculus

secans



PR. OB .LEMATA SOLIDA .
'

<L -
B -
J5 -
N -

4 5

secans ellipsim in K , unde demittatur ad ZI , normalis KL ; ex qua
( producta , si opussit, ) reseceturHS , quae ad KL , eandemratio¬
nem habeat , quam habet B , ad HZ deinde , junctä . ZK , ducatur ei¬
dem parallelaSO , occurrensrectae ZI in O . Dico duas KS , OZ , eile
medias inter B , & D,

Nam cum sit ut Qjad B , ita D ad N , erunt quatuor proportiona¬
les ^ , D , N ; cum vero rectangulum ZIRE - aequalesit rectangu-
lo ZHGC , est ut ZI ad ZH , ita GH ad IR ; quatuor igitur ZI , ZH S
HG , IR , erunt etiam proportionales. Sed , ex constructione , ut Q ^,
ad N , ita ZI , ad IR ut ZH , ad HG , ita B , ad D , ex eadem ; Igi¬
tur , ex praecedenti Lemmate , eadem erit ratio ZI ad ZH , vel HG ad
IR , quae est Qad B , vel D ad N . Sed , rursus ex constructione , ut
ad B , vel CZ , ad EZ , ita axis ellipsis ad latus rectum ejusdem ; duae
igitur KL , LZ , erunt medix proportionales inter ZH , & HG , ex
iis quae Propositione prima hujus demonstratasunt , & quatuor ZH ,
KL , LZ , HG , erunt in continua analogia.

Nunc , factum est SK ad KL , ut B ad ZH ; erit itaque permu¬
tando ut B ad SK , ita ZH ad KL ; ut autem ZH ad KL , ita ( ob
parallelas ZK,SO ) le habet SK ad ZO , tres igitur B , SK , ZO »
sunt in eadem continua analogia, cum tribus ZH , KL , LZ .

F J Sed ,
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Sed , ex constructione , estutZH , adHG , itaB , ad D , igitur ,
ablatis aequalibus rationibus , eadem erit ratio ZO , ad D , qu*
est LZ ad HG , & per consequens quatuor B , SK , ZO , D , in
eadem continua analogia erunt , cum quatuor ZH , KL , LZ , HG.
Quod erat demonstrandum.

FINIS .
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