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S EV

DUZEZ MEDIZE PROPORTIONALES
INTER DATAS

PER CIRCULUM ET ELLIPSIM
VEL HYPERBOLAM

INFINITIS MODIS EXHIBITA.

LEMMA PRIMUM.
M N H o L
Siarelia M L, anferantur equales N M, 0 L, & inter Ny &0,
fumatur quodlibet punétum H y Dico reilangulum MHL,
minusveltangulo M N L , wquale effereétangulo N HO.
O EcTtancurum enimMHL, ®quatur duobus re-
g B, Ctangulis, MN in HL ,& N Hin HL, fed reftan-
%) gulumNHinHL, eft etiam =quale duobus reétan-.
376 gulis N HinHO, & N Hin O L; igitur reCtangulum
— — MH L,zquaturtribus reGangulis M Nin HL,NH
inHO,& NHinOL(five N M, ex hypothefi ) hoc eft duobus re-
&angulis NHO, LN M. Igitur, ablato utrimque rectangulo MNL,

rectangulum M H L, minus re¢tangulo M N L, zquale erit re&tan=
gulo NHO. Quoderat demonftrandum,
' A

LEM-




MESOLABUM

LEMMA SECUNDUM.

o ey Q F R

Invelld ER, fi fuerit ut R EadFE,itaQFE,adGE,eritnt EG,ad
E Q,ita reétangulum E F G ;ad rectangulum E F in QR.

'~ Umenim{itutR E,ad FE, itaQE ,2ad G E , erit permutan-
do,utRE,adQE, iaFE, adG E, & dividendo,ut R Qs
adQE,itaF G, ad G E, & convertendo , ac permutando » utEG,
ad EQ,itaF G,ad R Qzhoceft fumtd communi altitudine EF, 1ta
rectangulum E F G, ad reCtangulum ex EF in QR. Quod erat dex

monftrandum.

LEMMA TERTIUM.
SiincirculoO A F B, inferiptum  fuerit

e

F .

Bl rectangulum ACBD , [itqueex F pusns

\ o in circumferentid dula FEnorma-

C N R Lis ad latus A Dyita ut rectangulum D

: o—1 AE, fit equale quadrato E F; erunt

A L. Q quaruor reble, ACy AE,EF ,AD,
SRR T D 11 continud analogia. -

/ Rodueéatur F E, ad circumferen-

R riam in R,& cadat in BD,ex c€tro

normalis O %{'ecans FEin1:Ttaque BQ, D, erunt 2quales,hoc
eft M 1,1 E, { ob parallelas) fed funt etiam wqualesR L1F,Igitur &
rehque R E,M¥F, mquales erunt, & reftangulum EF M, zquabitur
retangulo R EF, hoc'eft rectan ulo DEA (obcirculum ) -
Quoniamautent’, €X hypmhel%, reftangulumD A'E, fiveDEA,
eum quadrato A E, zquatur quadrato E F, hoc et duobus retangu-

lis EFM, FEM; ablatiszqualibus DEA , EFM , remanebit quadra-
& tum




MESOLABU M 3

tum AE, ::quaie re&angulo FEM, eritque ut EM five AC ,ad EA,
ita EAad EF, fed clim ex hypothefi reCtangulum DAE, fit 2quale
quadrato , EF ,eftut EA ,ad EF, 1taEF ,ad AD. Igiturut AC,ad

-EA,ita EA, ad EF, & EF, ad AD. Quod crat demonftrandum.

o

PROPOSITIO PRIMA.

Inter extvemas datas o duas veéias medio foc;rpmporr;'ana!ef ) po¥ cri~
culum & Ellipfirn  infinitis modis » exhibere,

Int extremz datx Z major , X minor. Sumatur AD 2qualis Zy

S eique ad rectos erigatur AC, =qualisX, & perficiatur rectangu-
lum ACBD, circaque 1llud circulus ADF ; T'um fumtoin AC ( vel
¢idem verfus C, quantumlibet productd)) quolibet punéto P, ducatur
PK, parallela AD, ad quam fit cadem AD,ut AP ad AC, copletoque
reétangulo APKI, dividantur re¢tz PA, KI, bifariam in N, & O,&
junéta ON extendacurin L, itautreétangulum NLO, ad quadra-
IIUIEI OK, eamdem

RZ abeat rationem
uam CA,ad AP;

S & ' ?umtﬁciue NMin
direGtum mqualt
OL, axe ML,de-
F {cribatur femi-el-
lipfis MFL,, cujus
; applicatarli  qua-
C Q dggta, cam habeit
: rationem ad rec-
. K tangula fub parti-
} €] EL bus axis, quam
habet AP,ad AG,
D I tranfibit illa per
P,&K ,ex con-

ftru&tione, feca~

bitdue circulum,

ut patet; fit puns

A ctum

3

o
2
SER




4 MESOLABUM.

&um {eftionis F, ex quo cadat in AD normalis FE , fecans parallelas
CB, PK, NO, in punétis Q, G, H.

Dico quatuor AD, EF, EA, AC, efle continu¢ proportionales.

Producatur EF, & fiatut EG, ad EQ_, ita EF,ad ER.

Nunc quadratum FH, ad quadratum PN, {ive GH, eft ut reftan~
gulum LHM , ad rectangulum LNM, ob ellipfim ; & dividendo,
quadratum FH, minus quadrato GH, ( hoc eft rectanguli EFG,) eft
ad quadratum GH, five PN, ut re¢tangulum LHM , minus rectan-

* per gulo LNM ( hoceft ut reCtangulit OHN* ) ad reftangulum LNM;,
lemma & permutando retangulum EFG, eft ad re¢tangulum OHN , ut
primi. quadratum PN, ad re¢tangulum LNM, five APad AC, vel EGad
EQ,, ex conftructione; fedut EG,ad EQ,, ita re@angulum EFG, ad
*per rectangulumex EFin QR * Igitur,ut reCtangulum EFG , adre-
lenma Ctangulum OHN , itaidem re&angulum EFG,ad reGtangulum ex
Jeeun~  EF in QR, & permutando ; funt itaque equalia reftangula EF, QR,
dum. & OHN, five IEA. Cum vero retangulum EFQ,, fit eriam =quale
reCtangulo DEA (ob circulum ) eritablatis utrimque aequalibus, re-
&angulum ex EF in QR minus retangulo EFQ_( hoc eft rectangu-
lum RFE ) zquale reftangulo IEA , minus reCtangulo DEA (hoc
eftreftangulofub ID & EA): ErititaqueutRF,adID,a AE

ad EF.

Ulterius , ex conftrutione , eft ut RE, ad FE, ita QE ad GE, five
CA,ad AP, & ut CA, ad AP, ita KP, vel kA, ad DA , et igitur ,ut
RE,ad FE, italA,ad DA, & dividendo , ac permutando ,ut RF, ad
ID,ita FE,ad DA :utautem RF, adID, itademonftratum eft efle
AE,ad EF;itaque ut AE,ad FE, itaFE,ad DA. Igitur retangulum

* per  DAEzquale eft quadrato EF, & confequenter * quatuor DA, FE,
lemma AE,EQuyel AC, funtin continud proportione. Quiod-erat demon-
sertiti. {trandum,

Si pun&um P fupra C, in AC produéti foret acceptum, nonabfi-
milis effet demonftratio , quod monuiffe fufficiat , cum nullo negotio
{efe oblatura fit confideranti,

Ex quo evidens eft , cum punctum P poffit ubique in lined AC ,etiamin
infinitum producld , (wmi Ellipfes infinitas [pecic differentes [asisfacere pro-

pefiro.
ConStruximus isaque Problemaper circulum & ellipfim infinitismo dis.
Quod erat facienduym. 3 ;

COROLs




MESOLABUM. 3

COROLLARIUM

Atet etiam methodus idem problema folvendi per duas ellipfes,
P cum enim quelibet earum quas fuperiori defcriptione complexi
fumus, fecet circulum in puncto F, fequitur duas quaflibet in codem
puncto fefe interfecare.

LEMMA QUARTU M.

P
-

1 7 N 0 Q

Si @ reétd 10, auferantur zquales IK , OL , & in eddem produtli
fumatur quodlibet punctum Q4 Dico rellangulum KQL,
minus rectangulo KOL 5 aquarireclangulo IQQ.

Ifecetur IO in V. Iraque reGtangultum KQL. , una cam quadrato

VL, erit zquale quajrato VQ, fed quadratum VQ fimiliter eft
@quale reftangulo IQO , una cum quadrato VO , & quadratum VO,
eft pariter zquale reCtapgulo KOL , und cum quadrato VL : Igitur
reftangulum KQL, una cum quadrato VL., ®qualeerit rectangulis
1Q0, KOL, cum quadrato VL, & ablatisutrimque rectangulo
KOL, & quadrato VL; retangulum KQL, minus rectigulo KOL,
xquabitur reCtangulo IQO. Quod erat demonftrandum.

LEMMA QUINTUM.

G E M F R
In reltd GR , fumptis trious punétis E , M, F, Jifuerit ut GE , 4d
EM, ita EF,ad FR, erit ut GE , ad EM, stareilangu- '
lum GFE ,ad duoretiangula EFR, FEM.

"¢~ Unmenim fitut GE,ad EM, itaEF , ad FR ; erit permutando
& componendo, ut GE cum EF, fiveGF ,ad EF, itaME
: oo A b

g _




(] M ESO'LA'BUM.

cum FR, ad FR, Et rurfus permutando yut GF, ad ME cum FR, 1tz
FE, ad FR; hoceft GE ad EM, ex hypothefi. fed ut GF, ad EM cum
FR,ita { fumtd communi altitudine EF ) re¢tangulum GFE, ad duo
retangula MEF,RFE, IgiturutGE, ad EM, ita rectangulum
GFE, ad duo reCtangula MEF, RFE. Quod erat &c,

e et e e e

LEMMA SEXTUM.

C o A i
i G ¥ o g e ¢ I
Q. K R Pl

Si fuerint duse reéi e, CH felta ntoumaue in A, & altera OI, vel 2qua-
lis medie inter C.A, & AH, vel major quam media 5 Dico prime
Ol'sta poffe fecars in L, ut eadem [it ratio reétanguli OLI,
ad gunadratum dimidie AH, que f CA , ad AH,

It enim @qualis mediz, & fecetur bifariam in L. Cum fit ut CA»
S ad01,1ta Ol, ad AH, erit ut CA , ad AH, ita quadratum OI, ad
quadratum AH , & fumtis fubquadruplis, it®reCtangulum OLIad
quadratum dimidiz AH. Quod erat &c.
Sit deinde major , & exilla refecetur IK zqualis mediz intér CA
& AH, quz bifariam fecetur in P. patet ita efle quadratum P ad qua-
dratum dimidiz AH, ut CA, ad AH. Ttaque faciendum cft retangu-
lum OLI, zquale quadraro PI, quod quidem fieri poterit, cum IP {it
minor dimidid Ol, ex hypothefi. Quod &c.

C AN H

i < 0’ I
Siverd OI fueris mimor medid. Dico fecundd AH ita fecari poffe in Ny
ut reilangulum ANH, ad quadratum dimidie OI, habeat
eandem rationem , quam HA,ad AC.
Umti enim, ut prius, IK, medid majori OI, & diyisi bifariam in
S P, fiat ut quadratum PK ad quadratum dimidiz OI, ita quagir:t}i
« 2]




MESOLABUM. 7

dimidie AH ad reGangulum ANH , quod quidem fieri poterit cum
KI ponatur major OI, 1deoque reétangulum ANH futurum fit mi-
nus quadrato dimidiz AH. Igitur erit permutando ut quadratum
PK, ad quadratum dimidiz AH , ita quadratum dimidiz Ol , ad re-
Ctangulum ANH, fed ut quadratum PK,ad quadratum dimidiz AH,
itaquadratum IK , ad quadratum AH, fiveCA, ad AH. Igiturut
CA, ad AH, ita quadratum dimidiz O, ad re€tangulum ANH, five
convertendo ut AH,ad CA, itareftangulum ANH, ad quadratum
dimidiz OI. Quod erat &c.

PROPOSITIO SECUNDA.

Propofgtum [it eafdems vectas , per circulum ¢ }Lyperbolam s infi=
nitis ‘modis exhibere.

It, ut prius, cir-

& ca re¢tangulum

ex datisreftis A D,

AC, circulus AFD;

produltique CA

H utcique in H, per-

7 \ ficiatur re¢tanguli

B~ C HADN, & divifis
N AH; DN, bifariam

: in O,& T',jungatur
TO, & producacur

Ach E inl, itaut fit cadem
A \ P A ratio TO ad O],
T S ik \ gy queHA, ad AC.
Q O L Eritigitur OI, wvel

s tol ] major medid intex

2 & - H CA, AH vel zqua-

lis medise vel minor. Sit primomajor, & fecetur 10 in L ,ita utre-
&angulum ILO ,ad quadratum AQ, eandem habeat rationem, que
eft CA , ad AH (id enim fieri poteric* ) fumtaque IK , 2quali LO, * p&r
axe KT, latére tranfverfo KL, reéto verd, qu:g-

ficad KL, ficut HA lenmia

ad fexram



*Pﬂ.

tuns.

3 MESOLABUM

ad AC, defcribatur ex L vertice , femi-hyperbola LAF , tranfibit illa
per A, ex conftructione & {ecabit circulum , fecetin pun&to F: ex
g;lo cadat in HN normalis FG fecans parallelas CB,AD, OT in pun-

s M,E,Q._

Dico quatuor DA, FE, EA, AC, effe continu proportionales.

Fiat ut GE,ad EM, ita EF, ad FR.

{tadue ob hyperbolam , ut quadratum FQ_, ad quadratum AO , ita
reCtangulum KQL, ad rectangulum KOL, & dividendo , ut quadra-
tum FQ , minus quadrato AO,five QE(hoceft ut rectangulum GFE)
ad quadratum AO, ita reGtangulum KQL, minus retangulo KOL
(hoceft, ita reCtangulum 1QO * ) ad reCtangulum KOL.: & permu-

lemma tando, ut retangulum GFE, ad reétangulum IQO, itaquadratum A
quar- O,ad reCangulum KOL, five latus re€tum , ad tranfverfum , vel, ex

conftrutione , HA ad AC. fedutHA,ad AC, {ive GE,ad EM , ita

* per  reCtangulum GFE ad duo re&tangula MEF, RFE¥, Igitur ut rectan-
lemma gulum GFE ad reGangulum IQO ita retangulum GFE ad duo re-
quin-  Qangula MEF, RFE, & permutando. Sunt 1tadue zqualia, rectan-
tum.  gulum IQQ, & duo rectangula MEF , RFE,, fed funt etiam ®qualia,

obcirculum reétangula EFM & DEA five TQO: Igituradditis -
qualibus, tria reftangula MEF , RFE , EFM, zqualia crunt duobus
1QO, TQO. fed tria rectangula MEF, RFE, EFM, zqualia funt u-
nico REF, duo verd IQO, TQO =qualia funt reftangulo fubIT &
0Q; Igitur retangulum REF, xquale erit rectangulo fubIT &
OQ,entqueut I'T, ad RE, ira EF, a 0Q._

Nunc, ex conftruétione , et ut OT, adOl,itaHA, ad AC, live
GEad EM, vel EF ad FR. Igitur componendo & per converfionem
rationis erit ut I'T, ad TO, ita RE,ad EF, & permutando ut I'T’, ad
RE,ita'TO, ad EF. fed ante demonftratum eftefle utlT,ad RE,
ita EF, ad OQ;; erit' itaue ut TO, ad EF, ita EF »ad OQ, & quadra-
tum FE,zquabitur reGtangulo TOQ, five DAE, Igitur quatuor DA,

*per  EF, AE, AC, erunt in continui analogid* Quod erat demon-
lemma frrandum.
-gertii.

Si OI effet wqualis medig inter CA & AH, tunc bifecanda forer OL, &
ex puntlo bifeStionis » ducenda per A , relta qua utique circulo occurreret in
puncto F,quafito, ut facile offenditur , fed nec tanto molimine opus effét 5 f&
1 punttum H felici cafu incidiffes » tunc enim iple Cd, O, AH, o7, vel
DA, effent continué preportionalesy wt patet. ?

' Sit




MESOLABUM 9
Sit nunc Ol minor quam media. Secetur bifariam in P, & AH,in
N, itaut it eadem ratio reCtanguli HNA , ad quadratum PO, qua

HA ,ad AC (hocenim rurfus fieri poterit.* ) Tum in punéto P, * per
erigantur utrimque PL, , PK, 2qualesON, & perﬁciamr reftangu- lesnma
lum AHVT ,itemque AOIY, Deind¢axe LT, vertice L., latere [excwm

tran{verfo KL , defcribatur femihyperbole LAF , cujus latus tranf
verfum ad re€tum , eam habeat rationeraquam HA , ad AC, tranfi-
bitilla per A', ciim re€tangulum HNA , {ive KTL, ad quadratum
OP , five AT , eandem habeat rationemquamHA ad AC (ex con-
ftrutione; ) fecabit etiam circulum in pun&o F, ex quo demilla
normalis FE yin AD , occurrat CB yin M & produétisPO, VH,
mQ, &G.

Dico quatuor DA, EF, EA, AC, rurfuseffe continue propoz-
tionales.

Produ&ti EF , fiatut GE ,ad EM, itaEF , ad FR , & applicetur
FS, ad axem hyperbolz.

Nunc quadratum FS, five ET', ad quadratum TA , eandem ha-
bebit rationem , quam rectangulum KSL , ad reGtangulum K'TL,&

dividendo quadrarum TE,

R minus quadrato TA (hoc eft

reCtangulum YEA ) ad qua-
] dratum T A, e1it ut rectangu-
F S lum KSL minus re¢tangulo

KTL (hoc eft ut re¢tangu-
\ lum VST ¥ ) ad reCtangulum * per

C KTL, & permutando , ut re- lemma
D \ A A , ad re&tangulum KTL,

/\ X hoceft ita latus retum, ad
N
K

£ I
L tranfverfum, five CA,ad AH,
Q —r) p I ex conftruétione. Igitur con-
vertendo , ut rectangulurh V
G H \'4 ST, five GFE, ad retangu-
lum YEA, ita AH, ad AC,
iveGEadEM. Sed utGE,2ad EM, itaidem re&angulum GFE,
ad duo reftangula MEF , KFE: Itaque retangulum YEA , zquale
B eft

L]

¢tangulum YEA , ad reftan- quar-
ulum VST, 1ta quadratum rum.
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oft duobus MEF, RFE: Sunt autem etiam qualia retangula DEA;
EFM (obcirculum ) Igtur ,additis utrimque zqualibus , reftangu-
lum YEA , uni cum reétangulo DEA , zquale erit tribus retangulis
MEF, RFE, FEM. Sed duo reftangula YEA , DEA, zqualia funt
unico fub YD, & EA , triaverd MEF , RFE,EFM, unico REF;
Igitur reftangulum fub YD & EA, zquale erit reGtangulo REF 5 ¢
ritjueut YD ,adRE, itaEF,ad EA.

Rurfus , ex conftru&tione, eftut DAad AY,itaHAad AC, five
GE ad EM hoceft EF ad FR , erit igitur componendo 5 & per con-
verfionem rationis ,ut DY ad DA ,1ta ER ,ad EF, & permutando ut
DY ,ad ER ,itaDA ,ad EF. Sedut DY, adER, ita oftenfum eft
efle EF ,ad EA ; erititaqueut DA ,ad EF , ita EF ;ad EA, & retan-
gulum DAE squabitur quadrato EF. Suntigitur quatuor DA, EF,

*pr LA, AC, continue proportionales. ¥ Quod erat demonftrandun.

Unde fequitur y ciom punchum H poffit ubilibet in vecld CA, indefinird

dertith. productd fumis infinitas Hyperbolas [pecie differentes , [atisfacere propojito.
4 Tpen ik

Conftruximus itaque Problema per circulum & Hyperbolam infinitis wio-
A, Quod erat facicndum.

COROLLARIUM

Inc evidens eft methodus idem Problema folvendi per duas

Hyperbolas , vel per Ellipfim & Hyperbolam infinitis modis.
Cum enim Ellipfes & Hyperbole ex pricripto conftructionum pre-
cedentium defcripte , omnes fecent circulum in F' patct duas qualli-
bet in codem punéto fefe interfecare,

MONITU M

T hactenus guidems confbrulfiones per infinitas Ellipfes , el Hyperbo-
E Las 55t propofitum erat s abfolvimms. Addemus nunc parric:dares ali-
quot cjufdem Problematis cffetiones y quas magis univer(ales reddere pote-
3it , qui tanti¢[Je prtaverit 5 aacthodwrm aud [upra fi fumms yin_bis etiars
experiri, Sif itaque
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LEMMA SEPTIMUM.

8i fuerint quatuor recl.e, [isque ratio primae majorss ad fecundam, eads que
diffrentice fecunde & tertie.ad differentiamiertie & quarie. Sit irere
wt [ccunda ad tertiam o ita diffirentia promee & tertizs ad differen-
tiam fecundee & quartce; erintille continul proportionales.

Abeant quatuor re&tz B, A, E, D,conditiones lemmatis.
Dico 1llas effe continue proportionales.

Cum enim fit, ex hypothefi, ut B,ad A ita A minus E , ad E mi-
nus D, erit permutancz) & componendo , ut Bcum A minus E, ad A '
minus E , ita A eum E minus D, ad Eminus D, & rurfus permutan-
do,ut Bcum A minusE,ad Ecum AminusD, ita A minusE, ad
E minus D, hoceft B,ad A , ex hypothefi. Ulterius cum ex eadem,
fitut A,2d E,itaBminusE, ad A minus D, erit permutando, &
componendo , ut A cum BminusE, ad B minus E, 1ta Ecum A mi-
nus D, ad A minus D, & rurfus permutando, ut A cum B minus E,
ad E cum A minus D ,itaBminus E,ad A minusD , fed ut A cum B
minus E ;ad E cum A minus D , ita oftenfum eftefie B, ad A. Igitur
utB,ad A ,itaBminus E,ad A minus D, hoc eft A,ad Eexhypo-
thefi. Suntigiturtres proportionalcs B, A, E.

Nunccum fitut B, ad A ,ita A minus E ,ad Eminus D, erit ut A¢
ad E,itaA minus E, ad E minusD, & permutando & dividendo,
utE,ad A minusE , ita D , ad E minus D , & rurfus permutando , u

EadD,ita A minus E, ad E minus D,
B hoceft A,adE, exoftenfis. Tresigi-
AturA, E, D, funtetiamin continud
-E proportione , & conlequenter quatuor,
D B,A,E, D, funt continue proportio-

nales. Quod eratdemonftrandum.

PROPOSITIO TERTIA.
nter extremas datas duas medio loco Prapartiamkl invenire.

Int datz reftz AB major , AD minor, & cx_illis, ul:_prius, reﬂfan:
gulum ABCD , circaquod defcriptus intelligatur circulus, Tum
' Rz pro-



£ MESOLABUM

produfta BA inI, donec Alfit quadrupla AB, fecetur AB inH, ttaue
reétangulum IHA , fit zquale quadruplo re¢tanguli ABCD - & fum~
td IR zquali AH , ereCtique H dimidid AH, jungatur KA, & pro-
ducatur donec occurrat normali RG in G. Tum latere tranverlo G X
vertice K, latere verd re@o tranfverfi fubquintuplo defcribatur Se-
mi-hyperbole FK , cujus applicate od diametrum KG, fint parallele
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KH. Illautique fecabit circu-
lum. Secetin puntto F;exquo
applicetur FO, ac producatur
donec occurrat AB in@Q; oc-
curretetiam DCin X.

Dico quatuor BA, QF, QA,
AD, cfle continué proportio-
nales.

Reétangulum enim GOK,
ad reCtangulum RQH , ratio-
nem habet compofitam ex ra-
rone GO, ad RQ_(fiveob fi-
militudinem triangulorum A
RG,0AQ, KAH )ex ratione
KA, ad AH, & exratione OK,
ad HQ,, hoc eft ejufdem KA ad
eandem AH, hz verd du ra-
tiones, componunt rationem
quadrati KA , ad quadratum A
H. Igiturut quadratum AK ad'
?uadmtum AH, itarettangu-

um GOKad reftangulum R
QH.. Sedcum AH, fit dupla
HK, erit quadratum AH, qua-
druplum quadrati HK, & con-
fequéter quadratum AK, quod
zquale eft utrique AH, HK,
erit {efquiquartum quadrati A
H; Igitur re¢tangulum GOK.
erit etiam {efquiquartum rec--
tanguli RQH fiveur § ad4,
Idem
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Iderh autem re@tangulum GOK,ad quadratum OF,eft ut latus tranfs
verfum ad re&tum, fiveut 5 ad 1, ex conftructione; Igitur rectan-
gulumRQH, ad 3Uadratum OF eritut 4.ad 1. Sed retangulum R

QH , eft zquale rectangulo IQA, minus retangulo IHA. * (Itadue * per

re¢tangulum IQA five IAQ_cum quadrato AQ_) minus rectangulo kmmé
2‘. Sed reGtangulum IAQ, qua- 9##r-

druplum eft reétanguli BAQ_ex conftrutione, cum: Al pofita fic 7.

IHA , erit quadruplum quadrati O

quadrupla BA; & quadratum AQ , quadruplum eft quadrati QO,cum

" AQfitejufdem dupla, five ur AH ad HK , fimilirer retangulum IH

A quadruplum eft reétanguli ABCD , ex conftructione. Igituraddi-
tis & demtis partibus in eademratione, reCtangulum IQA , cum
quadrato AQ, minus re&angulo IHA ; quadrupla erunt rectanguli
BAQ,, cum quadrato QO , minus reGtangulo ABCD. Cimautem
oftenfum fit reétangulum IQA cum quadrato AQ minus reGtangulo
THA, quadruplum etiam efle quadrat1 OF , fequitur reCtangulum B
A(chm quadrato O, minus reftangulo ABCD', zquale effe ei-

" dem quadrato OF. Sed quadratum OF , zqualeeft duobus quadratis

FQ,0Q, minus retangulo fub FQ & dupla OQ , hoceft minus re-
ctangulo FQA ; Igiturablato utrimque quadrato OQ , reGtangulum
BAQ, minus retangulo ABCD , ®quale erit quadrato FQ, minus'
retangulo FQA. Eft autem reCtangulum BAQ_minus rectangulo’
ABCD, aaquale reCtangulo fub AB, & AQmirus CD; quadratum
verd FQminus reCtangulo FQA , 2quatur reCtangulo ex FQ,, in
FQminus AQ;, entigitur utBA ,ad QF , ita FQminus AQad AQ.
minus AD. Sed cum rectangulum BQA, {it quale re€tangulo QFX
{ ob circulum ) eft etiam ut QF,ad QA, 1ta BQfive BA minus AQad
FX, (five FQminus OX ,vel AB.) Igitur quatuor retze BA, QF,
QA, AD ,habent conditiones lemmatis feptimi , funtque continue
proportionales. Quod eratdemonftrandum.

LEMMA OCTAVUM.
Si fuerisst quatuor rete B,A; E,D, fueritd ut Byad A, ita E.ad D.& ut
A; ad Esita Bminus Esad Aminus D erant ille in continud analogid.
‘Umenim fitutB,ad A, itaE ;ad D, erit permutando & divi-

bs dendout BminusE ;ad E , ita A minus D yad D, & rurfus per-
B3 mutandoy
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B mutando, utBmiausE, ad A
A minusD,itaE,adD. Sed utB
E minus Eyad A minusD ,itaeti-
D am eft ex hypothefi A, ad E:
Igiturut A, ad E, iraE,ad D,
eft autem pariter ex hypothefiut E, adD,itaBad A ; itaque utBad
A,itaA,adE,&E, ad D. Quoderat demonftrandum,

PROPOSITIO QUARTA.

Cubum cubi duplum invenire, five inter extremas datas in rationt
dupla duas medio loco profarriom!es exhibere.

Int datz re@z AB , jufdemque duplaBC , & factoex uis reftan-

gulo ABCD, defcriptoque circa illud circulo , dividantur AB,
BC, bifariamin M & P, &jungaturPM occurrens DA producte in
T, & IP producatur in diretum ,donec eidem fit zqualis PH. Tum
ad IH, produéti DCin N ; fiat Ellipfis cujus diameter fit IH , unaap-
plicatarum DN , quee utique fecabit circulum , fecetin E, ex quo ca-
dat normalis EF. Dicoquatuor DA, EF , FB,BA, eflein continud
proportione.

Cadat ex H normalis HK in AD produétam , & ducatur MO , pa-
rallela BC occurrens EF in O, & ad OM ducatur PQ, parallela AB,
rum producatur EF , donec occurrat IH, in G, ent GF applicata ad
diamerrum IH , ex conftrutione,

Patet nunc ,cumanguliad A& B, fint re€ti, & anguli, IMA, BM
P, zquales, triangula IAM , BPM, effe 2quiangula, Cum vero B
M, ficzqualis MA , reftas BP , 1A , fore etiam zquales. Patet etiam
ob eandem rationem , triangulum PCN, effe zquiangulum triangu-
1o PBM ,& cum PB, PC, fint 2quales ex conltructione, CN, =-
quari BM, & PM ipi PN, cum verd zquales int etiam IP, PH,
demtis zqualibus PM, PN , remanere 2quales IM, NH. Cimau-
tem firutIMad NH ,italA,ad DK (ob parallelas AM, DN, KH)
fequitur rectas Al , DK, etiam effe 2zquales , & cum Al, fit dupla A
M, erit etiam ID , dupla DN 5 1L dupla LG, & MO dupla OG.

. Nunc, utquadratum DN ad quadratum EG, ita reGtangulum

INH, ad rectangulum IGH (obellipfim ) Ratio verd ad rectan-
e o i
guh
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guli INH , ad reftangulum IGH , componitur ex ratione NI, ad IG
(fiveDI, ad IL ) & ex ratione HN ad HG (five KD, ad KL) he ve-
10 duz rationes , componunt rationem reftanguli KDI, ad reCtangu-
lum KLI; Igitur utquadracum DN, ad quadratum EG , itareétan-
gulum KDI, ad reCtangulum KLI, & permutando ut uadratum
ND, adreGangulum KDI, ita quadratum EG , ad re angulum
KLIL

Rurfus ratio quadrati DN , ad retangulum KDI, componiturex
ratione DN ,ad DI , five 1 ad 2., & exratione ejufdem DN ad DK
five DC ,hoceft 3 ad 2 y ex his verd rationibus componitur ratio 3 ad
4 Igiturut 3 ,ad 4., ita quadratum DN, ad re€tangulum IDK, hoc
eft ita quadratum EG , ad retangulum ILK, T'ria igitur rectangu-
laILK , zquantur quatuor quadratis EG.

Ulterius cum re&tangulum ILK, fit zquale duobus retangulis
DLA , KDL * tria re&tangulaILK, xqualia erunt tribus reétangulis

H

DLA , unicum tribus KDI. Sed cum DI fittripla KD, reftanpu-
lum KDI, erit @quale triplo quadrato KD, (five AB ) & triplum re-
&angulum K DI , g quadratis AB, hoc eft, cum CB fit dupla BA, qua~
tuor reftangulis DABC , cum quadrato AB: l%itur tria retangula
ILK, ®qualia erunt tribus reCtangulis DLA , una cum quatuor re-
&ang_tll{s DABC, & quadrato BA. At cum tria re&tangula ILK,
oftenfa fint 2qualia quatuor quadratis EG , fequitur tria rectangula

DL
)

*Pe’.

lemma

?H{I 7=
Fuann,
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DLA , un cum quatuor rectangulis DABC , & quadrato BA, 2qua-
lia effe cidem quadrato EG quater {fumto. Sed qua.dr?tum EG ,2qua
tur quadratisGO , & OE , cum re¢tangulo GOE bis, hoc eft cum
unico MOE ; Igitur quadruplum quadrarum EG, 2quabitur qua-
tuor.quadratis GO ( five unico.quadrato MO ) cum quatuor quadratis
OE, & quatuor rectangulis MOE.- Quatuor verd rectangula MOE,
aﬂ:qualia?unt quatuor reftangulis MO ,five BF , in FE, minus qua.
tuor reétangulis MOF, haceft (ctim MO fitzqualis AL, & AD
quadrupla OF , ex conftruétione ) minus reCtangulo DAL. Igitur
«quatuor quadrata EG , zqualia erunt quatuor quadratis EO, cum
quadrato MO , & quatuor reétangulis BYE. minus reCtangulo DAL,
Sed quatuor quadrata EG , oftenfa funt 2qualia tribus rectangulis D
LA , cum quatuor retangulis DABC , & quadrato AB, quatuorita-
quequadrata EO, cum quadrato MO, & quatuor reCtangulis BFE,
minus reftangulo DAL , zqualia erunttribus reftangulis DL A,cum
uatuor rectangulis DABC , & quadrato AB. Etaddito utrimque re-
ctangulo DAL, (five DL A , cum quadrate LA , ) quatuorquadrata
EQ, cum quadrato MO , & quatuor reétangulis BEE, zquabuntur
quatuor rectangulis DLA , cum quadrato LA , five MO, & quatuor
rectangulis DABC , cum quadrato A B, & ablato utrimque -qluadmto
MO, ac fumtis fub quadruplis, quadratum EO cum reCtangulo BFE,
@quale erit reCtangulis DLA , D ABC, cum quartd parte quadrati AB
( hoc eft cum quadrato OF ). Sed re&tangulum DLA, zqualeeft re-
¢tangulo FEL , ob circulum , re€tangulum verd FEL , cum quadra-
to OF , zquale eft quadrato EO. Igitur quadratum EO, cum rectan-
gulo BFE , zquale erit reCtangulo DABC, cum quadrato EO; &
ablato utrimque quadrato EO , remanebit rectangulum BFE, zquale
retangulo ABCD seritque ut CB, ad EF, ita FB, ad BA, five FL.
Sed cum re€tangulum CFB , fit zquale reftangulo FEL , (ob cir-
culum ) eft eriam ut EF ad B, itaCF ( five CB minus BF ) ad EL,
(five AF minusFL;) Quatuor igityr re&tee CB, EF, FB,FL, ha-
bent'conditiones lemmatis o&tavi. Sunt igitur incontinud propor-
tione ;& confcqucnl‘csctiam ipfis wquales DA, EF , FB, BA. Quod
etat demonftrandum, ® -

F.r N .
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LEMMA NONUM.

Ins quatuor veltis By Ay Ey Dy fi fuerit ut prima cum [ecund? , ad [ecundam
cum tertid , ita tertia ad quartam , & rm'ﬁu Ut prima minus tertid,
ad [ecundam mmus quartd , ita fecunda ad tertiam, erunt
lie 1 continud analogid,

Umenimfitut Bcum A,ad A cumE,ita E, ad D,exhypo-

s thefi , erit permutando , & dividendo, ut B cum A minus E, ad

E,ita A cum Eminus D,ad D, & rurfus permutando , ut Bcum A
minus E,ad A cum EminusD,itaE,ad D.

Ulterius , cum fit etiam ex hypothefi, ut Bminus E, ad A minus
D,iw A,ad E, erit permutando, & componendo, ut B minus E cum
AjyadA,itaA minus Dcum E, ad E, & rurfus permutando, utB

minus E cum A, ad A minus D
B cumE, ita A adE. Sedut B cum A
E minus E, ad A cum E minusD, ita

oftenfum eft efle E,ad D ; igiturut A,
adE,itaE, ad D.

Nuncex hypothefi, eft ut Bcum A ;ad A cumE, itaE;ad D, erit
igiturut Bcum A ;ad A cum E ,ita Aad E: & permutando , ac divi-
dendo,utBadA, itaAadE,fedut A,ad E, itaeft etiam E,ad D,
Quatuor igitur B, A, E, D, funt in continud proportione, Quod erat
demonftrandum.

PROPOSITIO QUINTA.

Interextremas datas duas medio loco Propomomft‘s mvenire,

D Atz fint extreme AB , major AC, minor, & exillis, utprius
/ reftanculum ACBD , & circaillud circulus Secetur AD, 1n G_'s
itiut AG , fir 2qualis AC , produétique DA ,in K, donec AK, fit
zqualis AG, fiat G1, normalisad AD, zqualis GK , quze verfus G =
definite producaiur , rum junéti K1, & produdti etiam indefinitc 2

C p-.r.l ({4
.
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artel ,utin M3 fumaturin AD , re€ta AH , media proportionalis
inter DA , 8 GA vel AC; & circa afymptotos GI , IM , delcribatur
Hypcrbola tranfiens per Euné’cum H, quz fecabit circulum 3 parte
G, ut patet , fecet in puncto E; exquo cadatin AD, normalis EF,
fecansCB, in O. oAl
Dico quatuor DA, EF, FA, AC, effe continu¢ proportionales.
Producatur EF, adKI, inN, & eidem parallela ducatur HM:
Tum ex punéto E, in IG produ&am ,cadat normalisEL. , qua uti~
queerit parallela & zqualis FG : & cum KG,GI, fint zquales, ex
conftrultione, erunt etiam zquales KF,‘FN, & KH,HM. ;
Nunc, cum duo punétaH, &E, fint in Hyperbold, dutzeque
fint ad afymptotos parallelz HG, EL, itemique HM,EN, et reftan-
gulum MHG , zquale re€tangulo NEL. Sed reGtangulum MHG,
eft zquale re@angulo KHG , reftangulum vero NEL, eft zquale re-
&angulo NFG ( five KFG , ) una cum re&tangulo EFG. Igitur re-
&angulum KHG , eft zquale reCtangulis KFG, EFG. Eraddito u-
trimque quadrato G A , reGtangulum KHG , cum quadrato GA  erit
zquale re¢tangulisKFG, EFG ,cum Ruadrato GA. Sedreftangu-
lum KHG cum quadrato GA, zqualee quadrato AH , & reftangu-

lum KFG cum quadrato GA , fimiliter eft 2quale quadrato AF; Ita-
: que quadratum AH, erit -

1
E L, g}ua]e quadrato AF, cum re-
/f \\ angulo EFG, & cum AH,
B 0 c ex conftruétione, fit media
(l / inter DA, AC , ideoque ejus
pl__H/[F /A ¥ quadratumgquale fit re&tan-

gulo ACBD; fequitur rec-
tangulum ACBD, asciltxale
BB efle quadrato AF , & rectan-
gulo EFG: &, addito utrime

ue reCtangulo AGL, re-
glangulum ACBD cum re-

N[

VX &angulo AGL, fore zquale
N quadrato AF,cum reCtangu-
M lis AGL, EFG, hoceft cum

unico re¢tangulo AFE. Sed
cum AG , fit equalis AC, ex
conftru=
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~conftrudlione , re€tangulum ACBD , uni cum rectangulo AGL, z-
quale erit retanguloex ACin AD, cum GL fiveFE, & fimiliter
quadratum AF cum retangulo AFE , zqualeerit re¢tangulo ex AF,
in AF uni cum EF. Igitur reGtangulumex AC, in AD cum FE, -

‘quale eritre€tangulo ex AF, in AF cum FE , & confequenter erit ea-
demratio DA cum FE, ad FE cum AF ,, quz eft AF, ad AC.

Sed cum retangulum DFA, fit zquale re&angulo FEO, (ob cir-
culum ) eft etiam ut DF (five DA minus AF ) ad EO ( five FE minus
FOvel AC) itaEF,ad FA. Invenimus igitur in quatuor reftis DA,
EF,FA, AC, conditiones lemmatis 9. Sunt itaque continué propor-
tionales. Quod erat demonftrandum.

PROPOSITIO SEXT A.

Hdem alio modo efficere,

& et
||
A X ‘\

LI

Nt/

IT G N

S Int duz date AD major, ABminor, & rurfusexillisreftangu-
lum, circa quod defcribatur circulus ABCD ; T'um producti BA,
Ca utrim-
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utrimquein G , & I, donecIA , AG , fint quales AD, ducatur GH,

parallela AD , & cjufdem dupla , & jungatur HI, {fumtique AK ,2-
uali AB, circaalymptotos HG ,HI, defcribatur Hyperbola tran-
ensper punétum K , quze 3 parte I, fecetcirculum in E.

Dico, demifsi normali EF, fecante CB in P , quatuor AD, EF,FA;
AB , efle continué proportionales.

Cadatex K , in HG productam normalis KN, & ex E, in IG,nor-
malis EL , quz producta fecet HL., in O , & producatur EF , donec
occurrat HG , imiliter produéte, inQ, & DA , donec HI , occur-
ratin M. Patet AM, fore fubduplam GH , hoc eft ®qualem DA, vel
GA ,vel AL

Et quoniam EO , KM, itemdue EQ, KN, {funt parallele, &ex
punétisK & E, inhyperbold {umtis cadunt in afymptotos , erunt
reGangula NKM , QEO, ®qualia. Sed rectangulum NKM , zqua-
tur rectanguloNKA (five DAK ) & re¢tangulo fubNK, five DA,
in AM (hoc eft quadrato GA , vel Al ) reCtangulum verd QEO , =-

uale eft reftangulo QEL , & reftangulo ex QE, fiveGL, in LO
?vel LI, obzqualesHG , GI ) Igitur re&tangulum DAK, cum qua-
drato IA , zquatur re€tangulo QEL , cum re¢tangulo GLI, & addi~
to utrimque quadrato LA , quadratum IA , cum rectangulo DAK, &
quadrato LA, ®quabiturre€tangulo QEL, cum retangulo ILG,
& quadrato LA, (hoceftcum quadrato IA ). Etdempto utrimque
uadrato I A , reCtangulum DAK , cum quadrato LA , zquabitur re-
angulo QEL. Etablato utrimque rettangulo DAK , quadratum
LA , erit zquale rectangulo QEL , minus retangulo DAK. Sed re-
&tangulum QEL , quale eft duobus reftangulis QFA , FEL ; Igi-
tur ablato utrimque re¢tangulo FEL , quadratum LA ( five FE ) mi-
nus rectangulo FEL , 2quabitur rectangulo QF A, ( five DAF, ) mi-
nus reCtangulo DAK. Sed quadratum FE , minus retangulo FEL,
zquatur reftangulo {ub EF, & differentid EF, EL, reftangu-
lum verd DAF, minus reftangulo DAK , #quatur reftangulo
fubAD, & differenuid ipfarum FA , AK, (fiveFA,AB). Entigi
turut DA, adFE,itaEF minus EL., (hoc eft minusFA) ad FA
minus AB.

S.d, obcirculum, reCtangulum FEP , zqualeeft retangulo AF
D,eltqueut EF ,ad FA , ita DF, five DA minus AF,)ad EP ( hoceft
elt E minusFP,vel AB,) Quatuor igitur reétz DA, FE, FA, AB,

habent
L
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habent conditiones lemmatis 7. ideoque funt in continua proportic-
ne. Quod erat demonftrandum,

SRR SR R R R R
D E

PROBLEMATUM SOLIDORUM
CONSTRUCTIONE
PER EASDEM LINEAS

IISDEM INFINITIS MODIS.

Vomodo &quasionum cubicarum warietas adtres omnind formulas
reducatur , jam ab aliis oftenfum eff :  Affectas [cilicet fub latere af-
firmative ,vel negative , & amphibolas. 1llas per tatidemn proble-
wiata 5 fuperiors metbodo, confEruemus, quamvis dusrum mediarum invene
sione , & anguli trifeclione , non ignoremus rem foriafsé brevius abfolvi po=
suiffe. Sed meshods varictatem ¢ amplisudinem , fic oftendere maluimus;,
quamn qui perceperit » ad aliorum Problematum cafus s etiamin quibus affe-

#bio fub quadrazo off, non difficulter applicakis.

LEMMA DECIMUM.

E D " S Y A

InredEA,fifuerstut EA,ad AD ,ita CA,ad AB;ut EA,ad AD,
itavectangulum ACE , ad reftangulum ex AC, in BD.

Umenim fitut EA ad AD ,ita CA ,ad AB; erit permutando,ut
EA,ad CA,itaAD,ad AB; & dividendo,ut EC,adCA, ita

DB, ad BA : reCtangulum igiturex DB, in CA ,2qualeerit reCtan-
guloex EC, in BA. Sedut ABad AC, ita ( fumtd communi altitu-
dineEC) rectangulum ex BA in EC, ad rectangulum ACE : Igitur
C3 ut
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utBA, ad AC, ita reCtangulum ex DBin CA, ad reftangulum
AGE , five ut reGtangulum ACE , ad retangulum ex DBin CA , ita
CA, ad AB, hocelt, ex hypotheli, EAad AD. Quod erat de-
monftrandum.

PROPOSITIO SEPTIMA.

Lineams datam QD , [eétam in A iterum [ecare in Cout fit eadem ratio quas
drati QA , adquadratum AC , queeft ACadCD; per circulum
& Ellpfim mfinisis modis.  Eft autem paradigma equationis
cubic 5 affedie fublateres affirmativé.

—

F Tat fuper AD , femicirculus AKD , & @ parte contranid erigatur
in puncto A , normalis AF zqualis AQ, acin ed fumatur quodli-
bet punétum G , tum producatur ADn E, donec AD,fitad AE ,ut
GF,ad FA; & perficiatur parallelogrammum GAER, divififque
AG , ER, bifariam in M , & N , jungatur NM, & producatur in H,
itaut rectangulum NHM , ad quadratum MA, eam habeat rationem,
quam habet AF ,ad FG , fumaturque N1 in direétum , 2qualis HM.
"T'um axe HI , latere recto quod ad HI eandem habeat rationem , quae
et FG ,adFA, defcribarur femi-ellipfis HAKI. Que tranfibit per
A,&E, ut patet exconftruttione, fecabitque circulum in aliquo
pun&to ut K. Cadat ex illo in AD normalis KC.

Dico ita effe quadratum QA , ad quadratum CA ,ut AC, ad CD.
Producatur KC, ufque dum fecet reCtasNM, GR , in L & P,fiatque
ut EA,ad DA, itaCA ad AB.

Exiis, que propofitione primf oftenfa funt, eadem eft ratio rece
tanguli ECA , ad re€tangulum PKC, qua lateris tranfverfi ellipfeos
ad re&tum , five AF ,ad FG , hoceft EA ; ad AD (ex conftruétions).
Sed ex lemmate 10. ut EA, ad AD , ita retangulum ECA,ad rectan-
gulumex AC, in BD; reStangulum igitur ex AC in BD, zquale erit
reftangulo PKC. Sed reftangulum ex AC, in BD , zquatur duobus
reftangulis ACB , DCA ; re tangulum verd PKC, zquale eft rec-
tangulo PCK ,und cum quadrato CK : duo igitur retangula ACB,
DCA , zqualia funt re&tangulo PCK , cum quadrato CK. Sed re-
étangulum DCA , eft etiam xquale quadrato CK, {ob circulum ),

: ) Igitur,
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- . B CD N
¢ Qe H(M I %l
G P P
Fi

Igitur, demtis ®qualibus, remanebunt %qualia reCtangula ACB,
PCK, eritqueut PCadCB, itaCA ,ad CK. Sed cum fit ut AF;
adFG,itaEA, ad AD, five CA, ad AB, (ex conftructione) erit per
converfionem rationis , ut AF,ad AG ({fiveCP )itaCA, adCB, &
permutando, ut AF,adCA, itaCP,ad CB. Sed exoftenfisut CP,
ad CB, 1taCA ,ad CK. Igiturut AF,ad CA, 1taCA , ad CK. T'res
agitur AF (five AQ)AC, CK, funt in continua proportione. Eftque
ut quadratum AQ,, ad quadratum AC,ita quadratum AC,ad quadrac(i
CK ,hocelt (ob arculum ) ACad CD. Quod erat demonftrandum,

Idem accideret fi in recti AF , in infinitum produétd ultra F, fu-
meretur pun&tum G. Non enim difficilior eft demonftratio , quamp
utin propofitione primi , le€toris ingenio relinquimus.

Conftruximus itaque Problema, per circulum & Ellipfim , infini-
tismodis. Quod erat faciendum.

P

LEMMA UNDECIMUM.
N © M. I A

In ?‘ch}fa' AN fectdinpunctis I, M, O o [i fuerit ut AM, ad MN,
sta OM, ad MI, erit ut AM ,ad MN , ita rectangulum
AOM, adreStangulum fub NT, & OM.

£ Umenim fic ut AM, ad MN, ita OM, ad MIerit permutando,

put AM ,adOM , ita MN , ad MI, & componendo ,ut AO , ad
] I\"IO;\
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MO, itaNT ,ad M1 , & rurfus permutando , ur AO,ad NI, ita MO,
ad ML Sed ut MO, ad MI, itaeft (exhypothefi) AM, ad MN:
Igiturut AM ,ad MN , ita AO ,ad NI ; & fumtd communi altitudi-
neOM, itarectangulum AOM, ad rectangulum ex NI, in OM.
Quod erat demonftrandum.

PROPOSITIO OCTAVA.
Idem yinfinités modis 5 per circulum & Hyperbolam abjolvere.

D Etur itaque reta QD , feftain B, ita fecandain C, ut quad{a-
tum QB , ad quadratum BC, habeat rationem BC ,ad L D. Fiat
rurfus fuper BD, femicirculus , eretaquea parte oppofitd , normalis
BZ,wqualisBQ, producatur utcumque in X ; & perhiciatur rectan=
gulum XBDR ; fectifque BX, DR, bifariam in M , & N , jungatur
NM , & producaturin A, itaut {it eadem ratio NM ,ad MA, que
XZ ,ad ZB. Tum (fiquidem fier1 poflit ) reCta AM, fecetur , in G,
ut re¢tangulum AGM, ad quadratum MB, eandem habeat rationem,
quam habet BZ,ad ZX; & 1pfi MG, fumatur zqualis AH. Demum,
axe HN , vertice G , latere tran{verfo HG , reéto vero, quod ad HG,
{it ut XZ,ad ZB, defcribatur femi-hyberbola GBE : tranfibit enim
per B, cum ponatur eadem ratio rectanguli AGM , vel HMG , ad
aladratum MB, qua BZ ,ad ZX , five lateristranfverfi, ad reCtum;
fecabit etiam ci{*cuc{um in E, ex quo cadatin BD normalis EC.

Dico effe ut quadratum QB , ad quadratum BC , 1ta BC, ad CD.

Producatur EC , ufquedum fecet parallelas MN , XR in punétis
O,&P. Tum fiatut AM ,ad MN ,1taOM ,ad ML

Ex iis qua propofitione 2. often fa funt, reGtangulum AOM, ad
reftangulum PEC , eandem habet rationem, quz eft lateris tranfver-
{i ad re@um ; five BZ ,ad ZX , vel AM, ad MN, (ex conftruétione).

Sed eandem etiam rationem habet idem retangulum AOM ,ad re-

#per  Erangulum fubN1,OM , * Igitur seftangulum {fub NI, & OM, z-
lemmma auale erit rectangulo , PEC. Eft aurem re&tangulum {ub NI, & OM,
sndeci- 2quale duobus reGtangulis NO M, 10M: re€tangulum verd PEC, re-
saum. Sangulo PCE, unicum quadrato CE. Igitur reCtangulum NOM,

(vl BCD,) cum rect mgulo IOM , =quale eft reCtangulo PC E, cum
quadraro




A, 25
B quadrato CE.

2 Sed rectangu-

' lum BCD, eft

D: € N B etiam xquale
' Qs quadrato CE

{ob circulum:)

Igitur ablatis

N._O My hinc inde -
z1 G H A qualibus BCD

rcé}angulo,&

n , C E quadraro,
et A remanebunt ¢-

qualiarectangula, IOM, PCE. Eritqueut PC ,ad OI, ita MO, ( vel
CB,)adCl=

Nunc (ex conftructione ) ut XZ, ad ZB, ita NMad MA, vel
IM,ad MO: erit igitur componendo, utXB, ad BZ, italO, ad
MO, & permutando, ut XB, [ vel PC, )ad 10, itaBZ, ( vel BQ, )
ad MO, vel BC.

Sed ut PC, ad IO , ita jam demonftratum eft effle CB ,, ad CE; igi-
turut BQad BC, 1taBC,ad CE, & ut quadratum BQ, ad quadra-
tum BC, ita quadratum BC, adquadratum CE, hoc eft (obcircu-
lum )itaBC ,ad CD. Quod erat &c. |

SireCta AM, irafecart non pofler, quemadmodum in conftru-
&ione imperatum eft , tunc BX , fecandaefer, eidem plané methodo,
quapropofitione 2. ufi fumus, & quam qui intellexerit facil¢ ad hu-
jus propofitionis cafum applicabit: ideoque monuifle fufficiat.

Addo tantum, fi pun&tum G, inciderit in medium ipfius AM,
Tunc retam ex puncto G, per B du&am,fecturam circulum in pur=
¢to E quefito , utdemonftrationis veftigia repetenti conftabit. Sol-
vetur itaque Problema folidum per lineam & circulum. Hoc mirum
foret , inquam, {i non cafu,fedarte, inpunétum Xincidiffes. At
illud arte invenire , non minonseft difhcultatis quam ipfum Proble-
ma folvere. Experire, & cimin illud incideris ( neglectd reti GBE)
junge dumtaxat retam XD, & ex Z , ducipfi parallelam, illa enim
mcurretin punétum C quafitum. Quod breviter oftendo.

Quoniam pun@tum G, bifecatr reCtam AM ( ex hypothefi ) erie
reftangulum AGM , pars quarta quadrati AM. Ponitur autem ita

efle
L]




26 PROBLEMATA SOLIDA.

efleBZ ,ad ZX , ut reCtangulum AGM , ad quadratum BM : Igitur-
fumtis confequentium quadruplis erit ut BZ, ad ZX , ita quadratum
AM, ad quadratum BX. Sed ut BZ,adZX, itaAM, ad MN (ex
conftrutione): igitur urquadratum AM , ad quadratum BX , ira
AM , ad MN, funt itaque tres proportionales AM, BX, MN vel BD:

Eftque rurfusut AM ,ad MN , vel BD, itaquadratum BX, ad qua-
dratcum BD , hoc eft ( cum ZC, ponatur parallelaXD, ) ita quadra-
tum BZ ,ad quadratum BC. Sed ut AM,ad MN, ita, rurfus, ex con-

truétione , BZ ,ad ZX , hoceft (ob parallelas XD , ZC, ) ita BC,ad,
CD. Igituf ut quadratum BZ , { vel BQ_) ad quadratum BC, ita BC,

ad CD. Quod erat &c. {

Conftruximus itaque Problema per circulum & Hyperbolam infi-
nitis modis. Quod erat faciendum.

PROPOSITIO NON A.

Datisduabus veétis 7 , & Q, invenire tertiam ut X, ad cujus quadya~
tum eandem babeat ratinem quadratum Z 5 que estipfius X,
ad utramque Q & X. ESt autem paradigma wqua-
tionis s cubica affelie fub larere negarive.

S Umatur FN , 2qualisQ, & erigatur FH, duplaZ, bife&ain G.
Tumin re¢td GF , ( vel eadem verfus F in infinitum produéti )
fumto quolibet punéto A ,ducatur AD parallela & zqualisFN , &
fecetur vel producaturin E , ita ut fit eadem ratio AD ,.vel AE, que
et AG,adGH, perfectoque rectangulo HAES, bifecentur reéte
AH,LES,inT, & V,duttaque TV, producatur in R , itaut retan-
gulum TRV ,ad quadratum VE, eandem habeat rationem , quam
HG,ad GA, & produ&i VT ,in Y, donec T'Y , fic zqualis VR, fu-
peraxe YR , defcribatur femi-ellipfis YIR , in qué ratio lateris tranf~
verfiad re¢tum, fit eadem quz HG , ad GA ; tranfibitillaper A, &
E, (ex conftructione ) & {ecabit circulum ,. vel fupra, velinfra N,
velin ipfo punéto N. Secet primo fupra, in puncto I & ex I, demit--
tatur in FN , normalis IK.
Dico FK , zqualem efle line X, quafitz ; five itacfle quadratum
FG ;ad quadratum FK , ut FK , ad duas FN, FK. B,
rodu-
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Producatur IK , ufque dum fecet parallelas AE, TV, HS, inC,L,
M. Fiatqueut EA,ad DA, ita CA ,ad BA.

o

Q.
X

=
=
o

Nunc ( ob ellipfim ) eadem erit ratio rectanguli ECA , ad rectan-

gulum MIC, qu eft lateris tran{verf, ad reGtum ,five HG, ad GA,

vel EA ,ad DA, (ex conftructione ): Sedut EA,ad DA, 1ta retan-

gulum ACE , ad re&tangulum ex AC inBD *: Igitur reftangulum * per
€x AC,inBD, =quale erit retangulo MIC. Sed rectangulum ex f{-mmsr‘
AC,in BD , 2quale eft duobus re¢tangulis DCA , ACB: reCtangu- decimis

lum verd MIC, duobus MIK , & MI in KC. Itadue duo reCtangula
DCA , ACB, erunt zqualia duobus MIK , & MI in KC; & cum re-
&anglxlum DCA five PMH, fit xquale reftangulo MIK, (ob circu-
lum) : ablatis 2zqualibus, remanebunt @qualia, rectangula ACB,
MI,KC: Eritque ut KC,ad CB,itaCA ,ad ML
Nunc, ut HG, five FG ,ad GA ,ita EA,ad DA, & CA ,ad AB
( exconftruétione ) Igitur per converfionem rationisut FG , ad FA,
(five KC),itaCA ,ad CB: & permutando, ut FG,ad CA , itaKC,
ad CB. Sed ut KC,ad CB,itaoftenfumeftefle, AC,ad IM; Igitur
ut BG ,ad CA , ita CA ,ad IM ; & ut quadratum FG , ad quadratum
CA , itaquadratum CA , ad quadratum IM ( fivead duoreCtangula
MIK ,IMK ). Sed ulterius cum tres FG, CA ,IM, demonftrate fint
proportionales , reGangulum fub FG,IM, erit 2quale quadrato CA,
& fumtis duplis reStangulum fub dupld FG ( hoc ¢t FH velKMex
Da conftru-
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conftrutione ) in IM , equabitur duplo quadrato AC , reGtangulum
vero MIK , zquale etiam eft rectangulo DCA , Igitur additis zqua-
libus reCtangulum DCA , cum duplo quadrato AC, zquale cft duo-
bus rectangulis IMK , MIK ; & cum rectangulum DCA, cum duplo
quadrato CA ,2quetur re¢tangulo DAC , cum quadraro AC, reftan-
gulum DAC cum quadrato AC,equale erit duobus re€tangulis IMK,
MIK , five quadrato IM.

Demonftratum vero eft , efle utquadratum FG, ad quadratum A
C,iraquadratum AC, ad quadratum IM. Ent igitur fimiliter ut
quadratum FG , ad quadratum AC, ita quadratum AC, ad retangu-
lum DAC cum quadrato AC, hoceft (demtd communi altitudine
AC ) itare&ta AC, ad duasDA , AC. Et confequenter ut quadratum
FG,ad quadratum FK, itaFK, adduasFN, FK. Quod eratde-
monitrandum.,

SipunétumI, caderetinfra N, normalis exI in FN produétam,
daret reétam quafitam, utprius; cujus demonftratio {uperiori fi-
milis eft.

Siverd tranfiret per N, tum ipfa FN efle recta quafita. Quo cafu
patet quadratum re¢te GF , fubduplum effe quadrati reCte FN. Ita-
queex his datis folvi poteft Problema fine ulla conftruétione. Quod
tufius profequi, noftri non eft inftituti.

Eadem eflfer demontftratio fi pun&tum A ultraF , in GF produdti
fumtum eflet , ut confideranti planum fiet.

Conftruximus itaque Problemaper circulum & Ellipfim infinitis
modis. Quod erat faciendum.

PROPOSITIO DECIMA.

Propofitum fit idemn per circulum & Hyperbolam infinitis
modzs abfolvere. ;

Int, eadem quz prius , reCtangulum HENP , & circaillud circu-
lus: bifectdque NP, 1n A, fumatur ultra A , quodlibet pun&um

G , & perficiatur reGtangulum GPHY, bifectifque etiam GP , in B,
& YH,in O, jungatur AO, & ita producaturufque ad E , ut fit ea~
demratio BE ,ad BO,quz eft PA,ad AG: Tum fecetur BE, inD,
itaut

L]
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itaut reGtangulum EDB , ad quadratum BG, habeat rationem PA, ad
AG ; & fumatur EQ , 2qualis BD. Demum vertice D, latere tranfc
verfo DQ,axe DO, dc&ribatur Hyperbola , cujus latus tran{verfum
ad reGtum, fitin rationePA, ad AG; & quz occurrat circuloin
punéto I, (occurret enim , & tranfibit per punétum G, ut patet ex
conftruétione : ) cadat ex I, in HB, normalisIM , fecans rectas FN,
YG, OB, inpunttis K, C, L.

Dico NK, efle lineam quafitam ; five itaefle quadratum AN, ad
quadratum NK , ut eft NK , ad utramque fimul NK , NF,

Fiatut EB, ad BO, ita LB, ad BS.

Exante oftenfis, re¢tangulum ELB, ad retangulum MIC, ha-
bet rationem PA ,ad AG , {ive EB, ad BO, vel lateristranfverfi ad
re¢tum. Sed ut EB, ad BO, itare¢tangulum ELB , ad rectangulum

fubOS & BL * Igiturreftangulum fubOS, & BL, wmquale eft re- * per
¢tangulo MIC. Reétangulum verofubOS, & BL, zquale eft re- 'J"’”’”{‘
¢tangulis SLB, & OLB ( {ive HMP ) re¢tangulum autem MIC, - undeci-
quale etiam eft duobus MIK, & MI in KC. Itaque duo reCtangula 77

SLB, HMP ®qualia erunt duobus MIK , & MI inKC. Sed rectan-
gulaHMP , MIK , etiam ®qualia funt (ob circulum ): Igitur dem-
s equalibus , 2qualia remanebunt reétangula SLB, MI in KC, erit-
queut KC,ad SL ;itaBL , ad ML

ik R

H

Ulterius, eft ut PA , five NA ,ad AG , ita LB, ad BS ( ex conltru-
¢tione, ) erit igitur componendo yut NG ,ad AG, ita LS, ad BS , &
per converfionem rationis, ut NG, five KC,ad NA , itaSL, ad LB,.
D3 &




30 PROBLEMATA SOLIDA:

& permutando, ut KC, ad SL itaNA ,ad LB. Sed ut KC,adSL,
itaoftenfum eft effe LB ,ad MI; IgiturutNA,ad LB,ita LB, ad
MI; Etutquadratum N A ad quadratum LB, ita quadracum LB, ad
quadratum MI: & cum tres fint proportionales, reCtangulum NA,
MI, eft zquale quadrato LB. Iraque fumtis duplis retangulum fub
dupld NA, in MI ( five re€tangulum KMI , ) 2quale erit duplo qua-
drato BL , & additis zqualibus ( ob circulum ) refangulis, MIK,
BLO; duo reGtangula KMI, MIK,, (five quadratum MI ) =qualia
erunt reCtangulo BLO , cum duplo quadrato BL.. Sed re¢tangulum
BLO, cum duobusquadratis BL, zquale eft reCtangulo OBL. , &
quadrato BL ; Igitur quadratum MI, =quatur reftangulo OBL, cum
quadrato BL , eftque eadem ratio BL. ,ad MI , quz M1, ad OB cum
BL.Et ut quadratum BL, ad quadratum MI, ita BL,, ad OB cum BL.

Sed ut quadratum LB, ad quadratum MI, 1ita demonftratum eft
fuperius effe quadratum NA , ad quadratum LB; Igitur ut quadra-
tum NA , ad quadratum LB, ita LB, ad duas BL,, OB, five ut quadra-
tum AN , ad quadratum KN, ita NK, ad duas NK , NF. Quod erat
demonftrandum.

Alios eafus mon perfequor , ciom [eilices punGtum G scadis ultra Py in li-
ned AP , indefinire produtd. Ex izs enim que ante demonftrata [unt; illos
v constructio & demonfiratio [efe offeret confideranti.

Abfolvimus itaque Problema, per circulum & Hyperbolam infi«
nitis modis. Quod erat faciendum,

pr—

LEMMA DUODECIMUM.

F R G i I

Inrelld IF , i fuerit ut IG , ad GH , ita GF 4 ad FR s erit ut IG ad
GH ,itareitangulum IFG , ad duo reciangula HGF, GFR.

C Um enim ponatur effeut1G ,ad GH, ita GF, ad FR , erit per-

mutando & componendo ,ut IF ;ad GF, ita HG cum FR , ad
FR,
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FR , & rurfus permutando ut IF , ad HG cum FR , ita FG ,ad FR-
SedutIF,ad HG cum FR , itafumtid communi altitudine FG , re-
¢tangulum IFG , ad duo re€tangula HGF , RFG Igiturut BG, ad
FR, fivelG ,ad GH ( exconftructione ) , ita retangulum IFG ,ad
duo rectangulaHGF, RFG. Quod erat demonitrandum.

PROPOSITIO UNDECIMA.

Datis duabus rectis Py & Q. invenire tertiam ut X, ad cujus quadratiom,
quadratum datee P eandem babeat rationem 5 quee eft ipfins X, ad
exceffum X, [upra O Eit autem paradigma equationss
oubicee , affectae fub latere , & amphibolee,

; q‘ Cecipiatur AB, dupla P ,. bife@&ain M, eique ad re¢tos AC, z-
qualis Q: perficiatur reGtangulum ACB, & circaillud defcri-
baturcirculus AFBC. Tum

P fumto in MB, etiam indefini-
s te producti , quolibet puncto

E, producatur AC 1n K, fiat-
queut ME ,ad MB, itaAC,
ad AK, & perficiatur re&tan-
gulum AELK. Bifecti{que
AK, EL, bifariamin S,& T,
jungatur ST , & producatur
in N , itaut retangulum SN
T, ad quadratum TE, ean-
dem habeat rationem, quam
EM,ad E\IIB;ﬁlmaturLiuc SOy
indireétl zqualis TN. Tum
axe ON, fiat femi-ellipfis , in
* qua ratio axis ON,ad latus re-

gl;um »eadem fit quee EM , ad
MB, tranfibit illa per punéta,
A & E , ut evidens el ex con-
ftruétione. S1 verd oecurrat
¢irculo ,. cccurret 1n uno vel
pluri-
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pluribus punétis. OccurratinF,exquo cadatin AB, normalis FG,
que producta fecet parallelas CD , KL ,inpunétisH, &L

D18 FG , efle zqualem X, quafitz , five itacfle quadratum BM,
ad quadratum FG , ut FG , ad exceflum FG fupra AC, vel GH.

Fiat ut BM ad ME, fiveIG ,ad GH, itaGF,ad FR.

Nunc ( obellipfim ) eadem erit ratio rectanguli EGA , ad rectan-

‘gulumIFG , quz eft axisON , ad latus re€tum, five EM, ad BM,hoc

et HG , ad G1, ex conftructione. Sed ut HG, ad GI, ira duo rectan-
gulaHGF, GFR , ad re¢tangulum IFG *, Igitur duorectangula
EGF , GFR, zqualia funt rcé%angulo EGA. Eraddito utrimque re-
&angulo fubBE & GA , triareCtangula HGF , GFR , BE in GA,z-
qualiaerunt duobusrectangulisEGA, & BEin GA, hoc eft unico
BGA. Sed cumreétz HG, & FR, 2quales fint re¢t HF minus RG,
fumti communi altitudine GF, erunt rectangula HGF, GFR, 2qua-
lia reGtanguloHFG , minus reCtangulo FGR. Igitur re€tangulum
HFG , minus reftangulo FGR , una cum re€tangulo BEin GA , 2~
quale erit retangulo BG A, & addito utrimque re¢tangulo FGR,duo
re&tangulaHFG , & BE in GA , zqualia erunt duobus BGA , FGR.
Sed reftangulum BGA , zquale eft reétangulo HFG ( ob circulum);
Igitur, ablatis 2qualibus, equalia remanebunt re¢tangula BE in GA,
& FGR , eritque utBE ,ad GR, ita FG ,ad GA.

Nunc, ex conftruétione, eft ut BM,ad ME,ita GF ,ad FR , erit
itaque per converfionem rationis, ut BM, ad BE, ita FG,ad GR; &
permutando, ut BM,ad FG,itaBE,ad GR. Sed ut BE,ad GR, ita
FG,ad GA (exante demonftratis ); IgiturutBM,ad FG, iaFG
ad GA , & utdupla BM ( five BA ) ad duplam FG , 1taFG,adGA &
per confequens reétangulum BAG , aquale erit duplo quadrato FG,
Sed reGtangulum BAG , zquale eft quadrato AG , una cum rectangu-
loBGA ( five HFG ,obcirculum ): Igitur quadratum AG, una cum
re&tangulo HFG , 2quale esit duplo quadrato FG. Eft autem reftan-
gulum HF G , ®quale quadsato FG, cum retangulo FGH : quadrata
itaque AG , FG , cum re¢tangulo FGH , zqualia erunt duplo quadra-
to FG,& ablato utrimque quadrato FG, quad ratum AG , cum retan-
gulo FGH , 2quale remancbit quadrato FG. Etablato iterum utrim-
que rectangulo FGH , quadratum AG, remanebit zquale quadrato
FG ,minus reftangulo FGH , 1deoqueenit eadem ratio FG, ad AG,
que cft ipfius AG,ad F'G minus GH: & ut quadratum FG ad quadratQ
AG,1taFG, ad FG minus GH, Sed
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Sedut FG ad AG, itaoftenfumeftefle, BM, ad FG , & ut qua-
dratum FG , ad quadratum AG , ita quadratum BM , ad quadratum
FG. Igiturutquadratum BM, ad quadratum FG, itaFG,adFG
minus GH;fiveita FG , ad excellum FG , fupra AC. Quod erat de-

monftrandum.

Determinationem Problematis & numeyum vadicum leflorss indastriz
relinguo » cum bhec fusé ab aliis often(a fint.

Sufficit nunc Problema per circulum & Ellipfim infinitis ut pro-
polfitum eft modis abfolvifle. Quod erat faciendum.

LEMMA DECIMUM-TERTIUM.

Sumtss in redtd IK 5 tribus punétis G  H, F , fi fuerit ut GH , 2d GI,ita
FG ,ad GK , erit wt GH, ad GI, ita reflangulum GFH,
adreitangulum KGF 5 minus reflangulo IGF.

X T H G E

Um enim fitut GH ,ad G1,itaFG ,ad GK , erit convertendo

& permutando, utFG, ad GH, itaGK , ad GI, & dividende
utFH ,adHG, ita GK minusGI, ad GI, & rurfus permutando ut
FH,ad GK minus GI ,ita GH, ad GI. Sedut FH,ad GK minus GI,
ita , fumti communi altitudine FG, reftangulum GFH ,ad rectan-
gulum KGF, minus reGtangulo IGF. Igiturut GH, ad GI,itare-
¢tangulum GFH, ad reftangulum KGF, minus reftangulo IGF.
Quod erat demonftrandum,

PROPOSITIO DUODECIMA.
Idem per circulum & Hyperbolam iifdem modis efficere.

S Umti rurfus AB, dupli P, bifetd in E , & AC normali ,mtiu’ali
Q_, fiat retangulum CABT, & circaillud circulus, productaque
E BA
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BA quantumlibetin §, producatur item CA , in X, itaut fit CA ,ad
AX, quemadmodum SE ,ad EA , perfetifque re¢tangulis SAXV,
XAYB, fecentur XA, VS, bifariam in K, & N, junétaque KN di-
vidatur in Z iraut reCtangulum KZN , ad quadratum NX , eam ha-
beat rationem , quam habet CA ,ad AX : fumtique KL, 22quali ZN,
vertice Z , axe ZN , latere tran{verfo LZ , re&to verd, ad quod illud
fehabeat ut CA ,ad AX, defcribatur femi-hyperbola ZXF , quz uti-
que tranfibit per X , ex conftrutione,, & fiquidem occurrat circulo,
1d fiet in uno , vel pluribus punctis. OccurratinF, unde demittatur
in CT , normalis , FI , fecans parallelas XY , KN produétam , & AB,
in pun¢tis H, O, G.

Dico FG, efle Z queefitam ; five ita efle quadratum AE , ad quadras
tum FG , ut FG , ad exceflum FG fupra AC,

R

r
F/
H
O
G

. = 4
v[L 7 T O lY
X =N \n:
S A G E
C D
I 1

FiatutHG ,ad GI, ita GF ad GR.

Quoniam itaque punétum F, eft ad Hyperbolam, erit ex {zpl
®*per  oftenfis, eadem ratio retanguli GFH , ad reétangulum KON, quz
kﬂ{md eft lateris reti , ad tranfs vcr(gum 4five XA ,ad AC, ex conftruétione,
tkm_'m‘&' vel HG , ad GI. Sedut HG ,ad GI,itaidem rc&angulurri GFH,ad
tersiii. reGtangulum RGF , minus retangulo IGF *: Igitur reGtangulum

KON,
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KON, five SGA, zquale eft reCtangulo RGF, minus re&angulo
IGF. Sed re€tangulum BGA eft etiam zquale rectangulo IFG ( ob
circulum ) ; Itaque additis equalibus, duo reétangula SGA, BGA, fi-
ve unicum SB in GA , ®quatur reftangulo RGF, minus reCtangulo
IGF , uni cum reétangulo IFG ; & cum reGtangulum IFG zquale fit
re&angulo IGF una cum quadrato FG ; fequitur re€tangulum SBin
GA , zquale efle re¢tangulo RGF, cum quadrato GF , hoc eft re~
¢tangulo ex RG cum GF, in GF. Eftitaque ut SB,ad RG cum GF,
ita GF ,ad GA.

NuncutlG ,ad GH, five CA, ad AX, iraSE,ad AE, excon-
tru&tione: IgiturutSE,ad AEitaRG , ad GF ex eadem. Etcom-
ponendo ut SE cum AE, fiveut SB,ad AE , itaRG cum GF ,ad GF
& permutando ut SB, ad RG, cum GF,1a AE ad GF. Sed ut SB,
ad RG cum GF , ita oftenfum efle GF ,ad GA ; erit itaque ut AE, ad
GF,ita GF ,ad GA. Etfumtisantecedentium duplis, ut dupla AE,
five AB,ad GF ,itadupla GF , ad GA. Reétangulum igitur BAG,
zqualeerit duplo quadrato GF. Sed reCtangulum BAG , =quale eft
reCtangulo BGA, cum quadrate AG, Iraque reCtangulum BG A,
cum quadrato G A,zquale erit duplo quadrato GF. Eft autem rectan-
gulum BG A,xquale rectangulo IFG,five re¢tangulo IGF,cum qua-
drato GF; Igitur quadratum GA, una cum rectangulo IGF, &
quadmto GF , 2zquale erit duplo quadrato GF, five ablato utrimque
quadrato GF , rectangulum IGF, cum quadraro GA, zquabitur qua-
drato GF , & ablato utrimque reétangulo IGF, quadratum GA , ;
quale erit quadrato GF , minus reCtangulo IGF, hoc eft zquale erit
reftangulo, ex GF, in GF minusIG. Erititaqueut GF,ad AG, ia
GA ,ad GF minus 1G.

Sed ut GF ,ad G A ,ita oftenfum eft effe AE, ad GF ; igitur ut AE,
2dGF, itaGF, ad GA,& GA ,ad GF minusIG. Etutquadratum
AE , ad quadratum GF , ita GF, ad GF minusIG, hoce ad excef-
{um GF , fupra AC. Quod erat demonftrandum.

Reliqui cafus facile confbruentur & demonfirabumtur , ex iisque propo-
ﬁriane_‘[‘zcunda‘ & aliis offenfa funt. Determinationem verd Problematisyut
prius, lectori relinquimus.
Conftat itaque nos id quod propofitum erat per circulum& Hy-
perbolam infinitis modis effeciffe. Quod erat faciendum.
E2 oniam
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Quoniam ver) anguli trifectione s & duarum mediarum inter datas in-
ventione  omme Problema [olidum [olvi potest ; Non alienum ab hac mate-
yid 'v:'ﬁmz t_’ﬁ s ﬂ”gﬁh !?‘{(é&f@#ﬂm Pﬁ' circulum é‘ H] erbolam demonstra-
ve : ut ad imvestigandas methodo [uperiori infinitas Ellipfes & Hyperbolas,
qUaE cuum circulo idem preeftant 5 leforem excitemnms. Sit itaque

PROPOSITIO DECIMA-TERTIA.

Angulum datum [ecare trifariam.

Atus fitangulus BAC, fecandus trifariam. Centro A intervallo
D quolibet ut AC , defcribatur femicirculus , qui fecet CA produ-
étamin S, & AB,in B. Et exB,in AC cadat normalis BD , tum ex
AS, refecetur AF , ®qualis dimidiz AD, ere¢tique FN , 2quali di-
midiz DB, & eidem paralleld , ducatur NL, parallela AD. Demum
circa afymptoros NF , NL , defcribatur hyperi;ola tranfiens per pun-
¢tum A , que fecet circulum I, & jungatur Al

Dico angulum IAC, fubtriplum efleanguli BAC.

Sumatur AG , zqualis AD , & erigatur ad circulum normalis GH,
quz utique erit zqualis DB, junétifque HA, HI, producatur HI, do-
nec occurrat linez AC produétz,in punéto Q. Tum perficiatur re-
¢tangulum FN, MA, & ex punétol, cadat in AC, normalss IR, qua
produ&tafecet NMin L. ) Et in FN normalis IO, {ecans MA,inci).

Quoniam igitur duo punctal , & A , funt in eddem Hyperboli, &
ex illis duétz funt ad afymptotos parallele IL , AM , & 10, FA , erit
reCtangulum OL, zquale reftangulo FM: & ablato communi re-

&angulo OM , additoque utrimque reCtangulo Al , reCtangulum FI,
zqualeerit reftangulo AL ; Itaqueerit eadem ratio LR,ad FR , qua
eft RI,ad RA ; & fumtis duplis, ut dupla LR , five DB, hoceft HG,
ad duplam FR ,ita RI,ad RA. Sed dupla FR , zqualiseft duple AF
(hoceft AG ) & duple AR. Igitur dupla RF, zqualiserit GA cum.
dupla AR, hoceft GR cumRA. EritigiturutHG, ad GR cum
RA,itaRI, adRA, & permutandoutHG, adRI, ita GR cum
RA,adRA.
Sed ut HG, ad RL,ita GQ,ad RQigiturut GR cumR A,ad R 4,
ita
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itaGQ,ad RQ, & dividendo, ut GR , adRA,itaeademGR, ad
RQ_ Suntergo zquales HR, RQ,_Sed anguliad R funt reti, & RI
communis , igitur 2quales quoque funt rectz 1A, 1Q & anguli IAR,
IQR, & con[gquenter angulus externus HIA, dupluseft anguli IQC.
Sed angulus HIA zqualis eft angulo AHI , 0b zquales AH, Al; ita-
queangulus AHI , dupluseritanguli IQC, & cum angulusHAS, fit
etiam 2qualis duobus AHQ, HQA, erit angulus HAS, triplus angu-
L IQA vel IAQ. Sed angulus HAS, =qualis eft angulo BAC, ex
conffru&ione. Conftat itaque angulum BAC triplum efle anguli IA
C. Quod erat demonftrandum.

FEodem modo deferiptd per punitum H , feltione oppofitd HK 5 occurrente
circuloin K oftendetur ( dutta AK ) angulum KAS, effe fubtriplum an-
guli SAB , refidui ad duosreclos; five quod idem et , arcum SK , effe ter-
tiampartem arcus SB; & per confequens arcum K1, ¢ffe duas tertias femi-

peripherice;, five tertiam partem integre circumferentice.

E3 APPEN-
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AR PENDIE

De folutione eorundem Problematum
pet circulum & Parabolam.

Parabolas , que cum cireulo Problemata folida folvant 5 infinitas non effe,
velut fums Ellipfes , & byperbolee penitior, illarum linearum conten
platio fais oftendis. Duas , quee fefe offerunt , breviter
indicabimus,in Problemate primo.

I Taque{ repetitoejus Schemate ) Quoniam oftenfum eft tres CA,
EF,EA,efle prngortionalcs » & CA dataeft (ex conftruétione )
patet punctum F , eflead parabolam cujus vertex eft A ,axis AF, &
latus re¢tum eadem AF.

Similiter, quoniam etiamtres AE , EF, AD, demonftrate funt
proportionales , & AD dataeft , fequitur idem puntum F, efie ad pa~
rabolam ,cujus vertex A , axis AD , & latus reCtum eadem AD.

Quz obfervatioad fex primas propofitiones adftringitur, fed non
difficulter , duas faltem parabolas, quz propofito fatisfaciant in pro-
pofitionibus 7. 8. 9. 10. 1 1. 12. eodem modo reperies.

An vero non alie quoque ad bane effeitionem , cum civeulo adbiberi pof-
Junt. Imd abie quoque .(Zd non infinite , unam damus in exemplum.

PROPOSITIO DECIMA-QUARTA.

Inter extremas datas 5 duas medio loco proportionales invenire,
per circulum & parabolam.

S Int duz datz AD , major , AB minor, &exiis re¢tangulum AB
CD,accircaillud circulus. “Secentur AB, CD, bifariam in L,&
M, & jun&i LM , fumatur in €4 LQ, =qualis AB: & fumti AP , in
AD, zquali LA, jungatur LP,& producatur donec cum CD, pariter
produlti, concurratin H. Tum producatur etiam ML, inl,iraut
fir
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fit eadem ratio QM ,ad CH , que CH ,ad M1, eretiquein I, nor-
mali , quze cum HL produdta , concurratin K, vertice K, diametro
KH, defcribatur parabola, cujusuna applicatarum it HC, & quze
circulum fecet in F ; unde cadat in AD , normalis FE, {ecans paralle-
lasBC, LM, in O, & N, & quz productaoecurrat LH, in G.

Dico quatuor AD,FE,EA,AB, efle continu¢ proportionales.

Quadratum enim CH, eft xt&ualc duobus quadratis HM, MC,una
cum reétangulo ex HM in duplam MC. Sed HM, eft zqualis ML,
& LQeft dupla MC, ( ex conftruétione; ) igitur quadratum CH, eft
zquale quadrato LM, cum uadrato MC, & reétangulo MLQ.
Quadratum verd CH, eft zquale re€tangulo IMQ_(etiam ex conftru-
¢tione ) Iraque rectangulum IMQ,e equale quadratis LM , MC,
cum re¢tangulo MLQ. Sed re&an%ulum IMQ, eft =quale rectan-
guloexIL 1n MQ, cum rectangulo LMQ, hoc eft cum quadrato
LM, minus reGtangulo MLQ;: ) Igitur rectangulum exIL , MQs
cum quadrato LM , minus reCtangulo MLQ,, erit zquale quadraus
ML, MC,cum re¢tangulo MLQ : & ablato utrimque quadrato ML,
& addito reftangulo MLQ, re¢tangulum ILMQ,, 2quabitur duplo
reftangulo MLQ, cum quadrato MC.

Plleerius
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Ulrerius quoniam due CH, FG, funt applicatz ad diametrum
parabola, erit ur quadratum CH, ad quadratum FG, itaHK, ad GK.
Sed ut HK ,ad GK ,ita MI,ad NI (ob parallelas): Igiturut qua-
dracum CH , ad quadratum GF yitaMI, ad NI, vel {umtid commus-
ni altitudine MQ,, itare€tangulum IMQ, ad reftangulum fub IN,
MQ,, & permutando , utquadratum CH , ad reGtangulum IMQ);, ita
quadratum GF , ad re€tangulum fubINMQ, Eft autem quadracum
CH , zquale reStangulo IMQ_{ ex conftruttione,) Igitur quadra-
tum FG, zquale etiam erit retangulo INMQ,_Sed re&a:}gulum IN
MQ, eft zquale rectangulis ex ILMQ, & LNMQ: exo enfis verd
rectangulum ILMQ,, zquatur duplo retangulo MLQ, cum qua-
drato MC. Igitur quadratum FG , zquale erit reCtangulo LNMQ,
cum duplo re¢tangulo MLQ ;& quadrato MC. Et cum rurfus retan-
gulum LNMQ,, =quale fit duobus LNM , LNQ,, fequitur duo re-
&GangulaLNM, LNQ, cum duplo reftangulo MLQ & quadrato
MC , =quari quadrato FG : hoc eft duobus quadratisGN , NF cum
duplo re¢tangulo GNF. Eftautem quadratum NF , ®qualequadra-
to NO, vel MC, cum reGtangulo EFO , ( five MNL ob circulum );
Igitur duplum re&tangulum MLQ, cum retangulis LN M, LNQ,
& quadrato MC , zquabitur quadrato GN cum quadrato MC, & re-
&angulo MN L, ac infuper duplo reétangulo GNF: & ablatis utrim-
que reftangulis MNL , & quadrato MC ; duplum re¢tangulum ML
Q,, cum reétangulo LN Q, zquale erit quadrato GN, (five LN, ) &
duplo reftangulo GNF.Sed reétangulum LN Q ,eft zquale quadrato
LN , minus re&angulo NLQ. Etfimiliter duplum re¢tangulum G
NF,zqualeeft reCtanguloex GN, vel AE, in duplam EF, minug
reGtangulo ex eadem GN vel NL, in duplam EN ( hoc eft minus re«
&angulo NLQ, cum LQ fitduplaNE, ex conftructione ). Igitur
duplum re¢tangulum ML Q, cum quadrato NL , minus reftangulo
NLQ, zquale erit quadrato LN, cumduplo re&tangulo AEF , mi-
nus rectangulo NLQ, & addito utrimque rectangulo NL Q_,ablato-
quequadrato LN, duplum rectangulum MLQ, zqualeerit duiPlo
reCtangulo AEF : & fumtis fubduplis, retangulum ML.Q,, (five
ABCD ex conftructione, ) zqualeerit rectangulo AEF. Eftigitur
utDA,ad EF,itaEA,ad AB.

- Cum autem (ob circulum ) reétangulum EFO, fit 2quale rectan-
‘gulo DEA , eft etiam ut EF ad EA, itaDE (five DA minus AEc)l

a
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ad FO ( five FE minus EO,vel AB ). Quatuor igitur rectz DA, FE,
EA, AB, habent conditiones lemmatis oétavi , funt itaque continueé
proportionales.' Quod erat demonftrandum,

LG OROLELTARTUM

E X demonftratisevidens eft, quomodo duz medi inter datas
per parabolam & ellipfim vel Hyperbolam , {epius infinitismo-
dis inveniantur, Clim enim tam parabola , quam ellipfes & Hyper-
bole , ut prefcriptum eft , delineatz , fecent circulum in F; patet illas
in eodem punéto fibi oecurrere.

Addamms alind exemplum trifeFionss anguli per circulum & parabolaws
illam,ad quam mfinit e ellipfes el EHyperbolee quee idem Problems [olvunt,
(utita dicam ) veferuntur,

PROPOSITIO DECIMA-QUINTA.

Angulum darum [ecare trifariam per circulum & parabolam.

et e

e

. Q It rurfus,ut in propefitione 13.datusangulus BAC,ad centrum

| | femicirculi SBC , & arcui BC , fumatur 2qualis SH , demiffifque

. normalibus HG ,& BD , bifecetur GA , in F; & in B, duéta tangen-

| | te BO,zquali FA yjungatur AO. Tum fiat ut utraque BD., DA , ad

] y | AO,ita AQ,ad AY , indireCtum ipfi DA ; & in puncto Y erecta nor-

: mali indefinitd YP , inclineturad illam FX , angulo femirecto. De-

. mum ex YP , refecerur XP , qu ad utramque BD , DA, eandem ha-~
beat rationem , quam habet YF , ad FX ; & vertice X, diametro XF,

, latere re€to XP., defcribatur parabola , cujusapplicatz fint parallele

' . XP,& que occurrat arcui BCin punétol.

: Dico , ducti AL, angulum IAC, fubtriplum effeanguli BAC.

. Demittatur ex , normalis IR , & producatur donec cum XF etiam
produéti , concurrat in Z , jungaturque HI occurrens AC product=
in punéto Q.

Nunc ratio retanguli PX in XZ,ad reGangulum ex utrique BD.
s : F Da,
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DA ,in YR ,componiturex rationg XZ, ad YR, (hoceft FX, ad
FY, obparallelas YX, ZR,) & ex ratione PX , ad utramque BD, D A;
hoceflt YF, ad FX, ex conftrutione, fed ex his rationibus compo-
nitur ratio FX , ad FX , five ®qualitatis: Igitur re¢tangulum ex utra-
que BD, DA, in YR , zqualeeft reCtangulo PXZ, hoc eft quadrato
ZI( obparabolam ). Sed reftangulum ex utraque BD, DA, inYR,
zquale et reCtangulo ex iifdem BD, DA, in AY, ( fivequadrato AO,
vel quadratis AB, AT, ex conftrutione, ) una cum reftangulo ex
ufdem BD, DA ,in AR ; Ttaque duo quadrata AB, AF , una cum re-
ftangulis BDAR, DAR, ¢qualia funt quadrato IZ : Quadratum verd
1Z , zquale eft quadrato IR , cum quadrato RZ, five FR , & duplo re-
¢tangulo ZR1, hoceft duplo rectangulo FRI. Igitur duo quadrata
AB, AF , cum re€tangulis BDAR , DAR, zqualia funtquadratis IR,
FR, cumduplo rectangulo FRI. Eft autem quadratum FR zequale
quadrato AF , cum retangulo GRA , five cum quadrato AR, & re-
{tangulo GAR, vel DAR ; Itaque rurfus.duo quadrata AB, AF, cura

re&tan~
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reftangulis BDAR , DAR, zqualia funt quadratis IR, AF, AR, cum
retangulo DAR , & duplo re¢tangulo ¥ RIL: Etablato utrimque re-
&angulo DAR , & quadrato AF , quadratum AB, cum retangulo
BD, AR ,eft zquile quadiatis AR , RT cum duplo re&tangulo FRI.
Sed duo quadrata AR , Rl zqualia funt quadrato AL, five AB, Igitur
rurfus ablatis zqualibus , hinc quadratis AR , RI, indequadrato AB,
remanebunt zqualia reCtangulum BD, AR, & duplum reCtangulum
FRI. FietqueutBD, five HG, adRI, ira duplaFR , ad RA. Sed
cum tres GR , FR , AR, fint in propofitione arithmetica , dupla FR,
@qualis eft ambabus GR , RA. Igitur ut HG, adRI,itaGR cumR
A,adRA.

Atut HG,ad R, ita GQ ,ad QR, itaque ut GRcumRA,adRA,
itaGQ,ad QR , & dividendo, ut GR,ad RA,itaGR ,ad RQ, Ua-
de fequitur AR, RQ,, eflezquales, & cum anguliad R {intreéti,
trian%ulum AIQ, efle ifofceles: ideoque angulumHIA , duplum effe
anguli IAC. Et cum angulus AHI fit equalisangulo HIA: & UtTique
AHI,LIQA, fiveIAC , zqualis fit externus angulus HAS, evidenseft
eundem HAS, (fiveBAC, ex conftru&tione ) angulilAC , effe tri-
plum. Quod erat demonftrandum,

Non abfimili demonfiratione oftendi poteft , cum parabola stiam accur-
rat arcui SB in K , SK e[fe tertiam parvens ejufdems avcns SB ut in propofi-

viome 13, Quod indicaffe fufficias.

Oftenfum eft in principio hujus Libri,quomodo Proble.
ma de duabus mediis folvatur ope circuli per infinitas
quidemellipfes vel hyperbolas, fed non per quamliber:
Atidem fieri poffe cum qualibet fe@ione conica oftendit
Analyfis. Ac cum parabola, id praftare ctiam pluribus mo-
dis,difficilenoneft; hac itraque omifsid exemplum dabi-
mus in fola Ellipfc , fed quod levi negotio ad hyperbolam
aptabitur,



PROBLEMATA SOLIDA!

LEMMA ULTIMUM.

Si fuerint ducs feries quatuor quomedocumque Proportimaléum,é' exiem e
ac medice umias [eries, fint in eadem ratione cum extrems ac medits
alteriusy erunt & velique in iifdem rationibus.

s Int quatuor quomodocumque proportionales Q , By
f D, N, &alizS, R, P; O, fitque ut Q,ad N, 2 Sy
ad O, & utB,ad D, itaR , ad P;dicoefleur QadB, ( fi-
ve Dad N ex hypothefi, )itaSadR, (fivePadO, ex
eddem. )

Cum enim ratio Q ad N, componatur ex ratione Q_
ad B, & ex ratione Bad D ;ac D ad N ; hoceft ex duabus-
rationibus Qad B (‘ex hypothefi ), & exratione Bad D:
& fimiliter ratio Sad O, =qualis rationiQad N , com-
ponatur codem modo, ex duabus rationibus SadR , &
exrationeR ad P, ratioverdR ad P, fit qualis rationi
B ad D; fequitur , ablatis utrimque 2qualibus, duas ra-
tiones Qad B , 2quales effe duabusSad R ; & fumtis {ub-
duplis ,rationem Qad B, five Dad N , @qualem efle ra-
tioniSadR , five P ad O. Quod erat &c.

e o

'99-—"—-;3!:1

_PRO POSITIO ULTIMA..

Datd qualiher Elliple 5 inter extremas datas , ope cireul duas
micdias Praporriamfes invenire.

. Atzfint extremz B, & D, EllipfisERIZ, fiatut quilibet axie
¢jufdem ad latus re€tum ,itaQ ad B, & ur Qad B, ita D 2ad N.
Deinde infcribaturellipfi re¢tangulum ZIRE, 1n quo ratio ZI , pa-
rallele axi afflumto ,ad IR , fit eadem que @Qad N : tum circa angu-
lum EZ] , fiat retangulum CZHG, zquale priori, in quo ratio ZH,
adHG , fit cadem quz eft Bad D, & circa ilud defcribatur circulus
{ecans
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fecans ellipfimin K, unde demittaturad ZI, normalisKL; exqud
(produ&ta, fiopus fit, ) refecetur HS, quee ad KL , eandem ratio-
nem habeat , quam habet B, ad HZ " deind¢ , junétd ZK, ducatur ei-
dem parallela SO , occurrens re&tz Z1in O. DiceduasKS,0Z, efle
medias inter B, & D,

Nam cum fitut Qad B, itaD ad N, erunt quatuor proportionas
lesQ,B, D, N; cum verd re&angulum ZIRE , zquale fit reStangu-
lo ZHGC, eft ut ZI1ad ZH , iraGHad IR ; quatuor igitur 71 yZH,
HG,IR , erunt etiam proportionalcs. Sed , ex conftructione, ut Q.
ad N, itaZl,ad IR , & ut ZH,ad HG ,itaB,ad D ,exeiidem ; Igi-
tur, ex prcedenti Lemmate, eadem erit ratio ZladZH, vel HG ad
IR, quzeft Qad B, vel Dad N. Sed, rurfus ex conftru&tione , ur Q_
ad B, vel CZ,ad EZ,iraaxisellipfisad latus reCtum ejufdem duz
igitur KL, LZ, erunt medize proportionales inter ZH,&HG, ex
i1s que Propofitione primd hujus demontftrata funt , & quatuor ZH,
KL, LZ, HG, erunt in continud analogia.

Nunc, faGumeft SK ad KL, utBadZH; erit itaque permu-
tando utBad SK, ita ZHad KL ; ut autem ZH ad KL, ita (ob
parallelas ZK,S0) fe habet SKadZO, tresigitur B8, 20,
{unt in eadem continua analogid, cum tribus ZH ; KL, E 2.
¥3 Sed,
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Sed, exconftruétione, eft utZH, adHG, itaB, adD,. igitur,
ablatis zqualibus rationibus, eadem erit ratio ZO, ad D, quz
eft LZ ad HG, & per confequens quatuor B, SK,Z0,D, in
eadem continui analogid erunt, cum quatuor ZH, KL , LZ,HG.
Quod crat demonitrandum.

F I N'I §
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