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LIVRE QUATRIEME -

Du Cercle .

i - TÎNi ligne est dite Toucher un cer-
_

*—' cle , quand elle le touche fans
qu

’elle entre dedans > quoi - qu
’elle soit

prolonge
'e au - delà du point d ’attouche -

«r ment . La ligne a touche ici
le cercle c , comme auílì le cer¬
cle c touche le cercle d ■■ mais en
b la ligne entre dans le cerclev ^ & le coupe .

2 . Une ligne entrant dans un cercle , le

coupe en deux parts > qu
’on appelle Seg-

mens . e est le petit segment ,
& f est le grand ; & cette

1 ligne qui coupe , s ’ appelle
- Corde , & les parties du

cercle coupées s ’
appellent Arcs . La cor¬

de avec l ’arc fait aux deux bouts deux an¬
gles . mixtes , qu

’on appelle Angles du
Segment , comme e bf .
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3 . Si dans l ' arc du segmentac bon prend
un point c en quelque part
que ce soit , & que l ’on i-

magine deux lignes c a , c b ;
elles feront un angle a c b ,
qui s ’

appelle l ' angle dans le
segment : & on dit que cetangle a c b instfte
íurrarcdel ’autre segment d’embas .

4 . Sefteur du cercle est un
triangle mixte compris entre
deux demi- diamètresa b , ac ,
& un arc du cercle b c . Le
secteur est ici marqué par des
traits.

5 . Si par 1' extrémité d’un demi - dia¬
mètre a b -, on imagine une perpendi¬
culaire b d , elle touchera (I fs dí
le cercle en ce seul point

J

b ; & tout autre point ima¬
ginable de la ligne b d sera
hors le cercle . Par exemple,
le point d est dehors ; car lì on imagine
une ligne tirée du centre a d , laquel¬
le coupe le cercle au point c , cet¬
te ligne a d sera plus longue que a b ,
( i . 19 . ) & par conséquent plus lon¬

gue que a c > puisque a c est égale à
ab : ( 1 . 14 . ) Donc le point d tombe
au - delà du cercle . Le qu

’il íalloit démon¬
trer.

6 . Une corde b c est divisée en deux
B v égale-
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far une perpendiculaire « d ;
cirée du centrea : car le trian¬
gle abc est isofeele, puisquea b est égal à a c : ( i . 14 . )
donc la perpendiculaire a d
coupe la base b c en deux éga¬lement . ( 1 . 16 . ) L’arc b c estausti divise

également.
7 - Si deux lignes d b Sc d c touchent un

cercle , elles feront égaies . Car imaginantcentre vers les points e. attouchement
deux lignes a b Sc a c , ccl-
lcs- ci íeront perpendiculaires
aux touchantes. ( 4 . 5 . ) De
plus , si on imagine la ligne
b c , l ’angle abc fera e'gal à
l ’

angle a c b -, ( 1 . 15 . ) donc
si de choses e'gales , c ’est-á-di-

. les angles droits ab d Sc a c d , on oste
les choies égales , c ’tst à dire , l ’

angle abc ,
«Plinepart , & de l 'autre l ’angle a c b , les
angles qui resteront seront égaux , c ’est à
dire , c b d fera égal à b c d , & par con¬
séquent le costé d b fera égal au costé d c ,í 1 - M - )

re

8 . Deux cordes égalesbc , ef , font deux íègmens
b d c Sc egf égaux , & les
perpendiculairesa 0 & a n se¬
ront égales . Ceci est facile
à prouver.

q . Soit
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9 . Soit le demi - diamètre ab , la

perpendiculaire b d , une
autre ligne a c d coupant
le cercle en c , & la per¬
pendiculaire en d , une au¬
tre ligne c e perpendiculaire
au rayon a b : toutes ces lignes ont des

noms affectez . La ligne b d termine'e ain -

íî par * d , s’appelle Tangente de l ’arc b c ,

par exemplede 5o . degrez > la lignea d s’
ap-

pclle Sécante du mesme arc de 30 . degrez ;
la ligne c e s’appclle le Sinus du mesmearc ;
& enfin a b , s 'appelle le Sinus - total , ou

simplementle rayon.
10 . Si dans une circonférence d un

cercle on prend deux points
a &c b , desqucls on tire
deux lignes jusques au cen¬
tre c , Sc deux autres jus¬
ques à un autre point d de
la circonférence ; il sc fait
deux angles , dont l ’nn a
single au centre , & l ’autre a d b

à la circonférence.
11 . L angle au centre

jours double de 1’
angle à

la circonference a d b . 1 . Si
l ’une des lignes , comme
b d , passe par le centre c ,
l ’angle a c b ícra externe
á I ’c

'pard du triangle a c d :
B vi

c b s’ appelle
Angle
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( 2 . io . ) & par conséquentil sera égalauxdeux angles internes opposez , stavoir àl ’
anglea d c , plus à l ’

angle d a c : ( 2 . 10 . )Or ces deux angles a d ì: Sc d a c font égaux( 2 . 15 . ) puilqueles deux jambes c a Sc c dsont égales : ( 1 . 14. ) Doncsangle a ciest double d ’un de ces deux , stavoir
de a d c ; ce qu 'il fal-
loit prouver. 2 . Si aucu¬
ne des lignes a d ou b d ,ne passe par le centre c >soit imaginé d c e , en
sorte que e se trouve hors
I ’arc a b : alors tout san¬

gle ci c e fera doublede sangle ct d e , par ce
que je viens de montrer dans la premierepartie de cette proposition ; & de mes-mc sangle b c e est double de sangleb d e : Donc si de sangle ace on osteb c e Sc que de sangle a d e , ( qui estla moitié de a c e ) on oste b d e ,( qui est aussi la moitié de b c e ) ce quirestera a d b sera la moitié de a c b :

parce que c ’est une maxime , que si ti¬ne quantité est double dune autre , &
qu ’on oste de la grandele double de ce qu

’on
oste de la petite , ce quirestera de la grande sera
encore doublede ce qui re¬
sterade là petite. 3 . Si le

point
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point e tombe dans l’arc a b , alors l ’

angle
ace fera double de l ’angle a de , Si l ’angle
b c e íèra auffi double de b d e , par ce qui à
este démontré dans la premiere partie de

Donc l ’angle total a c b

insistent

cette proposition :
est double de a d b .

n . Tous les angles qui
un meíine arc a b font
égaux , en quelque part
de la circonférence que
leur pointe abouti lse .L ’an -
gle a e b est égal à san¬
gle a d b , parce que l ’un
& l 'autre est la moitié de sangle a
qui se fcroit au centre c .

'

13 . L ’
angle au centre

b ce , insistantfur la moi¬
tié de Tare a b , fur lequel
insiste un autre angle à la
circonférence a d h , est
égal à ce meíme angle de
la circonférence. ( 4 . 11 . )

14 . L’
angle a d b , qui

demi - circonférence , est
droit ; car si e partage en
deux la demi - circonfe- ^
rence aeb , l ’

angle ace
fera égal à l ’angle a db
par la précédente. Or a
c e est droit
droit.

( 1 . 15 . ) Doncaulfi 4 </ £ est

15 . L’an-
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at

e

E N S
dans le petit seg¬

ment , est obtus , parce que
Tare a e b estant plus de la

y moitié' de la circonférence ,
Tare b e , qui est la moitié
de Tare a e b , aura plus de
90 . degrez. Ainsi sangle

a d b , quiest égal à sangles c e . ( 4 . 13 . )
sera de plus de 90 . degrez ; c ’est - à - dire ,
il fera obtus.

^ 16 . L’anglc a d b dans
le grand segment est ai¬
gu : car il est égal à san¬
gle ace . Or s arc a e b

_ estant moindre que la de¬
mi - circonférence , sarc a e , que est la
moitié de a e b , aura moins de 90 . de¬
grez.

17 . Si une droite g a b touche le
e£ cercle à un point a , ác

qu
’une autre ligne a e

coupe le mesme cercle ,
sangle b a e íèra égal à
l ’angle dans le segment
opposé a h e : & l ’angle
e a g lèra égal á s angle

dans l 'autre segment a f e. Car soit ima¬
ginée la perpendiculaire a d , qui passera
par le centre c , ( 4 . 5 . ) l’angle a e d
íèra droit : ( 4 . 14 . ) & par consé¬
quent , puisque les trois angles d un

trian-

\ ìc , jf
<0 &
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triangle sont égaux à deux droits ,
( 1 . 9 . ) l’angle e a d avec sangle a d t
sera un droit . Or ce mesme angle e «
d avec e a b fait aussi un droit , puis¬
que a d cil perpendiculaireà a b : Donc
sangle e a b est; e'gal à sangle a d e ,
8c par conséquent à tout autre angle
qui insistera sur le mesme arc ct e , &
qui aboutira à quelque autre point de
la circonférence , comme à sangle e h a
puisque tous ces angles font e'gaux en¬
tre eux > ( 4 . 11 . ; & c ’est la premiè¬
re partie de cette proposition. Mainte¬
nant il faut prouver que sangle e a g ,
est égal à sangle a f e j ce qui est fau¬
ne partie. Dans le triangle a e / , san¬
gle a f e avec f a e 8c f e a , est égal
á deux droits , ( 1 . 9 . ) Or sangle f e &
est égal à/d í , par ce qui vient d ’estre
prouvé dans la première partie de cet¬
te proposition , car la ligne / a peut
estre considérée comme coupant le cer¬
cle & la tangente b a , auquel cas san¬
gle s a b doit estre égal à tout autre
angle qui seroit fàir dans le segment
opposé f d h a . Or sangle f t a est fait
dans ce segment , parce qu

'il insiste
sur sarc f a , 8c que sa pointe e abou¬
tit à un point de la circonférence
f e d h a , ainsi ce't angle f e a , est égal
à sangle J a b . Donc les deux angles
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e a f Sc f a b , avec a f e , sont egaux
à deux droits . Mais les mesmes ie a f
Sc f ci b , avec e a g íont aussi égaux à
deux droits : ( i . 10 . ) Donc sangle e a g
est e'gal à sangle e f a ; ce qu

’il falloir
prouver.

18 . Une figure rectiligne est dite Cir¬
conscrite à un cercle ,
quand tous les costez
de cette figure tou¬
chent le cercle fans le
couper. Le triangle a
c d est circonscrit au

L -' !
'
*

S
cercle b g f , parce que chaque coste de
ce triangle touche le cercle en b -, en g , Sc
en f .

19 . Une figure est inscrite au cercle ,
quand tous les angles aboutistènt à la
circonférence , comme le trianglea b c de
la figure suivante .

20 . Tout triangle abc peut cstre
0 inscrit dans un cercle :

car si l ’on imagine deux
lignes e i , Sc eh , qui cou -

Jcl pent perpendiculaire¬
ment , & par le milieu
les costez ab Sc b c ,

on pourra tirer un cercle du point e
comme du centre par le point b . Or
je dis que ce cercle passera par les
points a Sc c : Car 1 . Les deux trian¬

gles
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gles e i h Sc e i a seronttout e'gaux , puis¬
que le collé i b est égal au collé 1 a
par l ‘hypothèse , le collé e i est com¬
mun , l 'angle vers i est droit de part
& d ’autre : Donc ( z . u . ) le costé e b
est égal au costé e a . z . Par mcíme
raison on prouvera que le costé e c est
égal à e b : Sc par conséquent le cer¬
cle , dont le centre íèroit e > & le de¬
mi - diamètre e b , palseroit par a Sc
par c .

z 1 . Tout trianglea c d ( fig . de l ’art . 18 .)
peut estre circonscrit à un cercle . Car si
l ’on imagine deux lignes a e , Sc de , qui di¬
visent en deux également les angles a Sc
d ; Sc puis des perpendiculaires fur les
costez du triangle , sçavoir e b , ef , egi
je dis que si on tire un cercle du centre
e par b , ce cercle touchera les trois
costez du triangle aux points b , f , g .
Car 1 . Les deux triangles a e b , a e f
sont tout égaux : Car ils ont un costé
a e commun , un angle vers b Sc f
droit , un autre angle vers a égal
puiique 1 angle bas a esté divisé en
deux également : Donc le costé e b est
égal au costé e f . ( z . 14 . ) z . Par mes¬
ure raison on prouvera que e g est égal
à f/ . Et comme d ’ailkurs ces lignes
e b , e f , e g , sont perpendiculaires
fur les costez du triangle , le cercle
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b f g touchera ces costez en ces points.
( 4- ; - )

14 . Tout quadrilatèrea f e d inscritdans
un cercle , a les angles opposez égaux en¬semble à deux droits. Car si par le pointa on tire une tangente g a b , & une diago¬nale a e , l ’angle a f e fera égal à l 'anglee a g , ( 4. 17 . ) & l 'angle a d e à l ’

angle
e a b : ( 4 . 17 . ) & par con¬
séquent , puisque les deux

\ £ t a b Sc e a g sont égaux
J à deux droits , ces deux
7* angles opposez f Sc d sont

aussi égaux à deux droits.
De menue maniéré on prou¬
vera que les angles f e d ,

Sc s a d feront égaux à deux droits ,si l ’on imagine une autre tangente par le
point f .

13 . La converse de cette propositionest aussi manifeste ; sçavoir , que tout
quadrilatère , dont les angles opposezfont égaux à deux droits , est inscrit dans
un cercle > c ’est à dire , qu ’il peut y avoir
un cercle qui touche tous ces quatre an¬
gle .

14 . Tout polygone circonscrit à un
cercle est égal à un triangle rectan¬
gle , dont une jambe seroit égale au
demi - diamètre du cercle , & 1 autre à
toute la circonférence du polygone. Soit

la
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la ligne F A e'gale au demi - diamettefh ,
& la perpendiculaire infinieA B C D , £yc.
sur la quelle soit prise A h e'gale à a h , &
h B e'

gale à h b , 8c B i q*ale à b i , Sc
t C e'gale à / c , o" c ,

FF P p p p

A % RiCknmEj A
asin que toute la ligne A B C D R A
soit e'gale à toute la circonférence du
polygone a b c d e a . De plus soit
F F F parallèle à A B , asin que toutes
les perpendiculaires h F , i F , k F , & c .
soient égales au demi - diamètre f h on
f i , G'c . il est clair que le triangle
A F B fera égal au triangle a f b >
& le triangle B F C au triangle b f c ,
Sc C F D k c f d , àv . Ainsi tous ces
triangles ensemble seront égaux à tout
le polygone. Or le triangle F A A
est égal à tous ces triangles ensemble
à cause qu ’cn tirant les lignes B F , C F ,
D F , & c . Le triangle F A B sera e'gal
à F A B , & F B C à F B Ci fyc.
f 5 . 16 . ) Donc aulìì tout le triangle
F A A est égal au polygone ; ce qu

’il fal¬
loir démontrer .

25 . Tout polygone régulier est égal
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à un triangle rectangle ,
dont une jambe seroit tou¬
te la circonférence du po¬
lygone , & 1 autre ; la per¬
pendiculaire tirée du cen¬
tre sur un des costez du

polygone. La preuve en est la mesme que
celle de la proposition précédente . Car
toutes les perpendiculaires f h , fi , f k , & c.
font égales > ejrc.

16 . Tout polygone circonscrit est plus
grand

'
que le cercle , & tout polygone

inscrit est plus petit. Cela est manifeste ,
parce que ce qui contient est plus grand que ce
qui est contenu.

2.7 . Le Perìmetre ( ou la circonférence)
de tout polygone circonscrit est plus
grand que la circonférence du cercle , &
Je penmetre de tout polygone inscrit
est plus petit : cela est auílî manifestepar
la aï . du second livre .

2.8 . Si dans un petit segment de cer¬
cle a b c , on inscrit un triangle isosce-
le , en sorte que a b soit égal à b c ;

ce triangle sera plus grand
que la moitié du íègmcnt.
Car si on tire la tangente
e b d , qui lèra parallèle
à a c , car elle est perpen¬
diculaire à f b , ( 4 . 5 . )

à laquelle Test aussi ct c ; ( 4 . 6 . j & lì
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de plus on achevé le parallélogram¬
me rectangle a e d c ; celuy - cy íèra plus
grand que le segment du cercle « b s . Or
le triangle abc eít la moitié du parallélo¬
gramme a e d c : ( }■. 18 . ) Donc ce tri¬
angle a b c est plus grand que la moitié' du
segmentabc ,

19 . Soit la tangente a d b , & lasecan-
tc f c b , & la droite a c , & une au¬
tre tangente c A -, je dis que le triangle
Abc clt plus de la moitié' du triangle mix¬
te , compris entre les droites a b ,
c b , & la circu¬
laire c a : car dans
le triangle Abc san¬
gle en c estantdroit ,
( 4 . 5 . ) le coste' A b
sera plus grand que
á c . ( z . 17 . ) Or d c est e'gal à A a :
( 4 . 7 . ) Donc A b est plus grand que
d . a : Donc le triangle c b d est plus
grand que le triangle c a d : ( 3 . 17 . )
Donc il est plus grand que la moitié du
triangle total c b a . Or ce triangle c b a
est plus grand que le triangle mixte com¬
pris entre l’arc a c , & les droites b c ,
b ct : Donc aussi le triangle d b c est plus
grand que la moitié du triangle mixte
abc .

30 . De ces deux propositions il s’eti -
stlit , qu’en multipliant les costez des

poly -
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polygones réguliers , on en peut faitsde circonscrits & <Pinscrits , en forte
que la difference , dont le circonscrit
íutpaílèra le cercle , ou dont le cercle
surpassera l 'inscrit , soit aussi petite quel ’on voudra ; parce que si de quelquequantité'

que ce soit , on oste plus dela moitié , & du résidu encore plus dela moitié , & derechef plus de la moi¬tié encore du résidu , & ainsi plusieursfois , on viendra enfin à
laisser un résidu aussi petit
que l ’on voudra : ce qui est
naturellement connu. Ain¬
si , âpres avoir inscrit un
triangle , qui sera plus pe¬tit que le cercle de trois

grands segmens , on peut inscrire un
hexagone , qui sera plus grand que n’e-
sioit le triangle ; mais qui scra encore
plus petit que le cercle de six petits seg¬mens qui font icy blancs. Or ces six pe¬tits segmens tous ensemble ne contiennent
pas tant d '

espace , que la moitié des trois
premiers segmens. ( 4 . 2,8 . ) Aprés quoyon peut encore inscrire un dodécagone ,
qui fera surpasse par le cercle de douze
petits segmens : mais tous ces douze en¬semble ne vaudront pas la moitié des six
segmens de V hexagone ; & ainsi on peut ,« 1 multipliant les costcz des polygo-
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nés , diminuer tant que l 'on voudra la
différence dont le cercle siirpaíléra ce
polygoneinscrit. ' De mesme , âpres avoir
circonscrit un triangle , on peut circon¬
scrire un hexagone , & puis un 'dodé¬
cagone , & une figure de vingt - quatre
costez , este .

31 . Tout cercle est c’
gal à un trian¬

gle rectangle , dont une jambe est le
demi - diamètre , & l 'autre une ligne
droite e'gale à la circonférence du cer¬
cle . Car ce triangle fera plus grand
que tout polygone inscrit , & plus pe¬
tit que tout polygone circonscrit : ( par
la 14 . 15 . z6 . & 17 . du 4 . ) Donc il se - ’

ra e'gai au cercle . Car s ’il estoit plus
grand , pour petite qu

'en sust la diffé¬
rence , on pourroit faire un polygone
circonsérit , dont la différence avec le
cercle séroit moindre que la différence
du mesme cercle avec ce triangle re¬
ctangle : ainsi ce polygone circonsérit
séroit plus petit que ce triangle ; ce qui
est absurde . De mesme , fi ce triangle
séroit plus petit que le cercle , on pour¬
roit faire un polygone inscrit , qui sé¬
roit plus grand que ce triangle 5 ce qui
est impoílible.

Cette forte de démonstration que nous
venons déemployer , & qu

’on appelle de
l ’imposlìble , est une des plus belles in -

ven-
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v entions de V antiquité ; & toute la Géo¬
métrie des indivisibles est fondée là - deffus:
de forte qu

’il y a Jujet dt s ' étonner , que
quelques nouveaux (-Auteurs l’

ayent re¬
jets ée tomme défeéhteufe éf indirelîe . Que
ft l ’on en vient à ce point de délicatejse ,
que de ne pouvoir souffrir une démon¬
stration , p elle ne prouve direP. ement (y
posttivement ; il fera fort aisé de donner
à celle - cy un tour qui la rende réguliè¬
re d? direéle : car on n a qu ’à poser pour
principe , que si deux quantitez de' termi -
ndes a St b sont telles , que toute au¬
tre quantité' imaginable , qui seroit
plus grande ou plus petite que b , se¬
roit aussi plus grande ou plus pe¬tite que a , ces deux quantitez a St b sont
egales . Et ce principe pose , qui est en effet
tres - manifeste de foy ■ mefme , on prouvera
direHcment que ce triangle est égal au
cercle , puisque toute figure imaginable
( inscrite ) plus petite que le cercle , est
aufft plus petite que le triangle ; & que
toute figure ( circonscrite ) plus grande que
le cercle , efl aufft plus grande que le
triangle .

C '
est ce qu

'on appelle la quadraturedu cercle , qui ne consiste qu a faire un
quarté , ou bien un triangle , ou me au¬
tre figure recîiligne égale au cercle ; ce
qu' on seroit , ft l’on pouvoit trouver une
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ligne droite égale à la circonférence , comme il
paroiH en cettepropos tion ; mais cette égalité
n ajamais esté trouxée géométriquement .

31 . Une ligne estant diíposée en cer¬
cle , tiendra plus d ’eípace qu

’en toute au¬
tre figure polygone re'

guliere que cc soit
Si la circonférence du cercle a b c d íe
dispose en quarté , ou en quelque autre
polygonerégulier , en íòr-

_ _ n „
te que tous les costcz e g , ^ y (û
gh , h i , i e . ensemble íoi- , / \ r
ent égaux à la circonseren - ° \ 3
cc a b c d ; je dis que tout ce
cercle fera plus grand que le £
polygone. Car le cercle
est égal au triangle , dont un costé est la
circonférence , & l ’autre costé est le de¬
mi - diamètre fa -, & le polygone est égal
au triangle , dont un costé est aussi la mes-
rne circonférence a b c d , ou les costcz
e gh i , & l 'autre costé est/ 0 , ( 4 . 2. 5 . ) Et
comme / -, est plus petit que / a , tout
ce second triangle égal au polygone sera
plus petit que le premier triangle égal
au cercle : & par constqucnt ce polygone
lera plus petit que le cercle -, ce qu

’iìfàl-
k>it prouver.

C ’efi ce qu on entend , quand on dit com¬
munément , que de toutes les figures Iscpe- '
rim etres , ou qui ont les circonférenceségales ,
la plus grande e(l le cercle.

C LIVRE
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