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LIVRE QUATRIEME

Du Cercle,

NE ligne eft dite Toucher un cer-

cle ; quand elle le touche fans

qu'clic entre dedans , quoi-qu'elle foit

prolongée au-dela du point d’attouche-

a ment. La ligne # touche ici

o le cercle ¢ , comme aufli le cer-

cle ¢ touche le cercle 4 : mais en

e 6 la ligne entre dans le cercle ,
& le coupe.

2. Une ligne entrant dans un cercle, le

coupe en deux parts , qu'on appelle Seg-

3 mens. e eftle perit fegment,

& feftle grand ; & cette

ligne qui coupe , s appelle

Corde , & les parties du

cercle coupées s”appellent Ares.  La cor-

de avec I'arc fait aux deux bouts deux an-

gles mixtes , qu'on appelle Angles du

Segment , commee b f. :

3. Si
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. Sidans !’ arc dufegmentac¢ b on prend
U‘l pmm ¢ en quuou" part
que ce foit 5:-& quc on 1-
magine deux lignes ¢ a5 ch;

elles fuont un a'wk acb,
qui s appt le I’ angle dans le
/ gmens : & on dxmv tanmc ach infiffe
farlarcdel’ autre {eoment d embas.

4. Sefenr- du cercle cft un Z_c
triangle mixte compris entre
deux demi - diametresa b, a ¢,
& wn arc du cercle 5 ¢. Le
{e&eur eft ici marqué par des
traits.

. Si par I’ extrémité d’un demi - dia-
m«nc 4 b, on imagine unc perpendi-
culaire & d , elle tou d R
le cercle en ce feul point T
b ; & tout autre point 1ma-
ginable de la lxj_vnc & d fera
hors! ccuc“: Par wcmmc
le point d eft dehors 5 cat - fi on imagine
une ligne tirde du centre 4 & » laquel-
lL C()I[PC IL C(ICIL au P()illt C > cet-
te ligne a d fera plus longuc qm ab,
(2. 19.) & par LOl]ffﬂuCnt plus lon-
gue que 4 ¢ puifque 4 ¢ eft cj'lc a
a-055 o G 4. )l«\.ul" poin 1t 4 tombe
au - dela du cexcle.  Cequil falloit démon
trer.

e en decux

. Une corde & ¢ eft div
By
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€galement Par une perpendiculaire 2 4 ;
tirde ducentre @ : car le trian-
gle & 6 ¢ eftifofcele, puifque
nbcﬂuulaac ¥ty )
donc la p(rptnd]cu]auc ad
coupe labafe 4 ¢ endeux ¢ga-
lement. { 2. 16. YLarc 4 ¢ eft aufli divifé
c’rrqlcmcnt
Sideux lignes 4 & & d ¢ touchent un
ccxclc, clles 1cront égales. Car j imaginant
du centre wcrq les points ’at mu;hamcn:
‘l deux hgmc ab& ac, cel-
les-ci feront perpen dlC‘leH(?
x touchantes. ( 4. 5. ) De

au
EL\e plus, fi on imagine 1.1 ligne

(d bc,;‘anmcub:tuuﬂala
I"u uL acbs (2335, ) donc

fide lmfwnxlcs , Ceft-a-di-
e, des angles droits 46/ & acd, on ofte
les chofes Lrnlcﬁ » Celtadire, l'anglea 4 c,
d’une part, & de lautre I angle.2 ¢ b,
angles qui refteront {eront égaux , ¢ (ft a
dire, ¢ b d fera égal 2 b ¢ 4, & par con-
fcquent le cofté 4 4 fera ¢gal au cofté d c.
G 2. 1190
8. Deux cordes égales
¢, ef, fontde uxfwmcm
1) d ¢ & egf égaux, &les
perpendiculaires 20 & a 7 fe-
ront ¢gales. Ceci eft facile
a prouver.
9. Soit
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9. Soit le demi _diametre 4 & , la
perpendiculaire bd, une

autre ligne 4 ¢ d coupant ,é d
le cercle en¢ , & la per- ei— 7
pendiculaire en d , uncau- a

tre ligne ¢ epcrpcndiculairc

au rayon 4 b : toutes ccs lignes ent des
noms affe¢tez. La ligne & 4 terminée ain-
fi par & d, s’appelle Tangente de l'arc b ¢,
par exemple de 30. degrez;; la lignea d s'ap-
selle Secante du mefme arcde 30. degrez ;
L ligne ¢ e s’appelle le Sinns dumefmearcs
& cnfin a b , sappelle le Sinus -tetal, ou
fimplement le rayon.

10. Si dans une circonference dun
cercle on prend deux points
a & b, defquels on tire
deux lignes jufques au cen-
tre ¢ , & deux autres juf-
ques a un autre point d de
la circonference ;, il fe fait
deux angles » dout I'un @ ¢ b s’appelle
e au centre , & lautre 4 4 b, Angle
4 la circonference.

11. L’angle au centre 4 ¢ b eft tol-
jours double de I'angle a
la circonference ad b. 1.5
P'unc des lignes , comme
bd , pafle par lecentrec,
’angle 4 ¢ b {era externe
I'égard du triangle s cd':

2

B vj
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( 2.10.) &par confequent il fera doal aux
deux angles interncs oppofez , fcavoir a
Panglead., Plusalangledac: (2. 10.)
Or ces deux angles ad ¢ & d a ¢ font éoaux
(2. 15.) puifqueles deux jambes ca & ¢d
font égales : ( 1. 14. )Doncl'anglea ¢ &
et double d’'un de ces deux , {cavoir
deade; ce qu’il fal-
loit prouver. 2. Si aucu-
ne des lignes @ d oub d,
ne paffe par le centre ¢ ;
foit imaginé 4 ¢ e, en
forte queefe trouve hors
Parc & &: alors tout I'an-
glea cefera dauble dcl‘anglc 4 d e, parce
que je viens de montrer dans Ia premiere
partie de cette propofition ; & de mef-
me I'angle 4 ¢ ¢ eft double de angle
bde: Donc fi de Pangle @ ¢ ¢ on ofte
b ¢ e & que de langle 2 d ¢, (quicft
Ia moitié de 2°¢ ¢') on ofte & d ¢ >
( qui eft aufli la moiti¢ de 5 ¢ e) cequi
reftcra ¢ d 6 fera la moitié de 2 ¢ b
Parce que c’eft une maxime > que fi u-
He quantit€ eft double d’une autre JEE8:
qu'on ofte de Ia grande
le double de ce qu’on
ofte de la petite, ce qui
reftera de la grande fera
encore double de ce qui re-
fterade lapetice. 3. Sile
point
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pomt e tombe dans 'arc 24, alors!’ annlc
acefera double de I'angleade, & I’ mmc
b ¢ e feraauflidoublede &de > parcequia
efté¢ démontré dans la premiere partie de
cette propofition: Donc I'angle total a ¢ 4
eft doublede # d 4.

12. Tous les angles qui infiftent fur
un mefme arc 4 & 1011t
dgaux , en quelque part

de la circonference que 0! C
leur pointe aboutifle.L’an- .

gle a e b eft dgal al’an-

"h adb , p.ucc que 'un
& Dautre eft la moitié de langle @ ¢ &5
qui fe feroit au centre ¢. (4% 11.)

13. L’angle au centre
bee, 111‘1fr.1'1t1m la moi-
ti¢del’arca b, fur lequel
infifte un autre angle ila.
circonference a d [7 eft
égal a ce mefme anv]c de
la circonference. (4 1T.:)

14. L'angle 2 d & , qui infifte fur la
demi - circonference - cﬂ:

droit ; car hep.nt(mc en
deux la demi - circonfe- - 5 6

N

renceae b, angle a c e
fera égal a I nw]c adb
par la plLLkdlhtC Ora
¢ e eft droit : (1. 15. )Doncauﬂm:{bcﬂ:
droit,
15. L'an-
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15. L'angle 2 4 & , dans le petit feg-
ment , cﬁ obtus , parce que
'arc 2 e beftant plus dela
moitié de la circonference ,
l'arc 6 e, qui eft la moitié
del'arca e b, auraplusde
9o. degrez. Ainfi I'angle
adb, ?mcﬂwalalannkbce. (4.13.)
fera de plus de go. degrez ; c'eft -a-dire,
il fera obtus.

16. L'angle 4 4 4 dans
le grand fegment eft ai-
gu : car il ot égal a I'an-
gleace. Orlarcacd

7 eltant. moindre que la de-
mi - circonference ,-1'arc a e , que cft Ia
moitié de 4 ¢ b, aura moins de 9o. de-
grez.

17. Si, une droite g 4 b touche le
cercle a un point 4 , &
quune autre ligne 4 e
coupc le mefme cercle ,

Pangle 4 a e fera dgal 4

Iamrlc dans le 1cnm\n~

o a oppolc a }Je & 1an<vIc
ea g fera égal a1 anqle

dans I’autre fegment 4 £ e. Car foit ima-
ginde la pmpcndlculauc a 4, qui paflera
pars le“etntre o 50 539 mec aed
fera droit : (4. 14. ) & par confe-
quent , puifque les trois angles dun
trian-
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triangle  font égaux 4 deux droits ,
(2. 9.) langle e 4 d avec l'angle a d e
fera un droit. Or ce mefme angle ¢ &
d avec e a b faic aufli un droit , puif
que a d cft perpendiculairea 4 & : Donc
Iangle e a b eft égal a 'angle a d e ,
& par confequent a tout autre angle
qui infiftera fur le mefme arc 4 ¢, &
qui aboutira i quelque autre point de
la circonference, comme a l'angle ¢ / &
puifque tous ces angles font €gaux en-
tre cux ; ( 4. 12. ) & Ceft la premie-
re partie de cette propofition. Mainte-
nant il faut prouver que l'angle ¢ 4 g,
eft égal a l'angle a4 f e 5 ce qu eft I'au-
tre partie. Dans le triangle 4 e f . I'an-
glea feavec fae& fea , clt égl
a deux droits , (2.9.) Or l'angle f ¢ &
eft ¢gal a fa b, par ce qui vient d’eftre
prouvé dans la premiere partie de cet-
te propofition , car la ligne f & peut
eftre confiderde comme coupant le cer-
cle & la tangente & 4 , auquel cas I'an-
gle £ a b doit eftre égal a tout autre
angle qui feroit fait dans le {egment
oppofé fd b a. Or l'angle fe a ct fair
dans ce fegment , parce qu'il infifte
fur l'arc fa , & que fa pointe e abou-
tt 4 un point de la circonference
fedha, anfi cét angle f e a, eft dgal

" - : .
a langle f & b. Donc les deux
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c,,vf& fab,avecafe, {ont ¢gaux
a denx droits. Mais les mefmes e a f
& fab, avece ag fontaufl égaux a
dm\' roits: ( 1.20.) Donc l'angle e 2 g
eft égal a I'angle e £ 2 5 ce quil falloit

prouver.
18. Une figure rectiligne eft dite Cir-
a conferite 2 un cercle ,
f 7, ?uand tous les coftez

C

e cette figure rou-

‘ h chent le cercle fansle

¢l ¢  couper. Le triangle a

J ¢ d eft arconfcrit au

cercle b g f 5 parce que chaque cofté de

cetriangle touche le cercleens , eng , &
en f.

19. Une figure eft infirite au cercle,
quand tous ICS angles aboutiflent a la
circonference , comme le triangles & ¢de
Ia figure fuivante.

20. Tout triangle 4 & ¢ peut cftre
inferit dans un cercle
car fi I'on imagine deux
Jigncs ei,&eh,quicou-
pent  perpendiculaire-
ment, & par le milieu
les coftez a b & b ¢ ,
on pourra tirer un cercle du  point e
comme du centre par le point 4. Or
je dis que ce cercle paflera par les
points # & ¢ : Car 1. Les deux trian-
gles
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gles e'i b & e i a feronttout égaux , puif-
que le cofté i b eft égal au cofté 1 4
par I'hypothefe , le cofté e i eft com-
mun , langle vers i eft droit de part
& d'autre : Donc ( 2. 11. ) le coftée b
et égal au cofté e 4. 2. Par mefme
raifon on prouvera que le cofté ¢ ¢ eft
égal 4 ¢ b: & par confequent le cer-
cle , dont le centre feroit-¢ , & le de-
mi - diametre e & , palfleroit par 2 &
par ¢.

21. Tout triangle 4 ¢ 4 ( fig. del'art. 18.)
peut eftre circonferit 4 un cercle. Car fi
I'on imagine deux lighesa e, & de, qui di-
vifent en deux ¢galement les angles 4 &
d; & puis des perpendiculaires fur les
coftez du triangle, {cavoir e b, e f,egs
je dis que fi on tirc un cercle du centre
e par b , ce cercle touchera les trois
collez du triangle aux points & , st e
Car 1. Les deux triangles s e & 5, ae f
font tout dgaux : Car ils ont un cofté
4 ¢ commun , un angle vers b & f
droit , -un autre angle vers 4 égal
puifque langle & a4 f a eft divif¢ en
deux dgalement : Donc le cofté e b eft
égal au cofté e f0 (2. 14.) 2. Par mef-
me raifon on prouvera (}uc e g cft égal
ief. Et comme dailleurs ces lignes
eb, ef, eg s-font p;rpcndicul.lircs
fur les coftez du triangle , le cercle
: bfg
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b f g touchera ces coftez en ces points.
(4.5.)

22. Tout quadrilatere # £ e 4 inferit dans
un cercle, a les angles oppofez égaux en-
femble a deux droits. Car fi par le point
4 on tircune tangente g 4 4, & une diago-
nale 2 ¢, l’anf_{lc a f e fera égala 'angle
¢ags (4.17.)& langlea d ¢ 2 I'angle
eab: (4.17,)& parcon-
frsquent > puifque les deux
Ceab&eag font égaux
§ .2 deux droits , ces deux
fanglcs oppofez f & d font
“wZ aufh égaux 4 deux droits.

De mefme maniere on prou-

vera que les angles fe 4 ,
& f a d feront dgaux 4 deux droits ,
fi 'on imagine une autre tangente par le
point £

23. La converfe de cette propofition
eft aufli manifefte ; fcavoir , que tout

uadrilatere , dont les angles oppofez
?ont égaux 4 deux droits , eft infcrit dans
un cercle; c'eft & dire, qu'il pent yavoir
un cercle qui touche tous ces quatre an-
gle.

24. Tout polygone circonferit 4 un
cercle eft égal '3 un triangle reGan-
gle , dont une jambe feroit égale au
demi - diametre du cercle , & lautre a
toute la circonference du polygone. Soit
Ia
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Ia ligne F A égale au demi - diameere £,

&la pcrpcnd'culaxrc infinic ABCD, .
fur la quelle foit prife A 4 ¢gale 4 4 /a &
hBégaledh b, &Btcgalcabz,

i C walc 2.5y o

afin que toute la ligne 4 B CD E 4
foit égale a route 1;1 circonference du
polwonc a b ¢ d e a. De plus foit
F F F parallele 2 A B , afin que toutes
les perpendiculaires » F, i F , k F, &r.
foient dgales au demi - diametre fb ou
o é’r il eft clair que le triangle
A F B fera égal au manwlc & f b,
& le triangle B F C au trxamlc b fe,
& CFD acf# s & Ainfi tous ces
tuanmw enfemble feront dgaux 4 rout
| polv"om Or le man(lu F A A
{ ui: ¥gal 4 tous ces triangles enfemble ,~
1 i caule qu ’en tirant les Im.m 8. FCE,
‘ D F, ¢&ec.  Le trangle FAB f\"‘l Ud
, aFAB &I“L(J.FBCé'c
( 3. 16.) Donc aufli tout le triangle
F A A cft ¢gal au polygone; cequ'il fal-
loit démontrer.

25. Tout polygone régulier eft égal
a
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a un triangle rectangle ,
donr une jambe feroit tou-
te la circonference du po-
Iygone , & l'autre;la per-
pendiculaire tirée du cen-
tre {fur un des coftez du
polygone. La preuve cn eftla mefme que
celle de la propofition précedente. Car
toutes les perpendiculairesf 4, fis fk, dre.
font égales , dye.

26. Tout polygone circonfcrit eft plus
grand que le cercle , & tout polygone
mfcrit eft plus petit. Cela eft maniteite,
parce que cequi contient eft plus grand que ce
qui eft contenu.

27. Le Perimetre ( ou la circonference )
de tout polygone circonfcrit eft plus
grand que la circonference du cercle , &
fé perimetre de tout polygone infcrit
eft plus petit : cela eft aufli manifefte par
la- 21. du fecond livre.

28. S1 dans un petit fegment de cer-
cle 2 b¢ 5 on infcrit un triangle ifofce-
le , en forte que 2 4 foit dgal 4 b ¢
b o  cctrianglefera plus grand
T que Ja moiti¢ du fegment.
Car fi on tre la tangente
e bd , qui fera parallele
aac , carelle cft perpen-
diculaire 2. 4, ( 4.5.)
a laquelle I'et aufliac ; ( 4. 6. ) &M

C
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de plus on acheve le parallelogram-
me reftangle 4 e d ¢ ; celuy - cy fera plus
grand que le fegment du cerclez & . Or
Ie triangle 2 & ¢ eft la moitie du parallelo-
gramme a e dc * (‘3. 18.) Donc ce tri-
angle a b ¢ cft plus grand que la moiti¢ du
{egment a be.

29. Soitlatangente 2 d b , &la {ecan-
te fecb, & ladroite a ¢, &uncau-
tre tangente ¢ 4 5 je dis que le triangle
d b ¢ cit plus de la moitié du triangle mix-
te , compris entre les droites 4 &,
c b, &lacrcu-
laire ¢ @ : car dans
Ie triangle d 6 ¢ I'an-
gleen ceftant droit,
(4.5.)lecofté d 4
fera plus grand que e
6. (2. 17.) Ofd ceft égald da:

. 7. ) Donc d b cft plus grand que

% o/

*/,

.47
d.a : “Donc le triangle ¢ & d cft ‘plus
grand que le triangle c 2 d : (3. 17. )
Donc il eft plus grand que la moiti¢ du
triangle total ¢ 4 4. Or ce triangle ¢ & &
eft plus grand que le triangle mixte com-
pris entre larcz ¢ 5, & les droites & ¢
ba: Donc aufli le triafigle 4 & ¢ eft plus
grand que la moitié du triangle mixte

abe.
30. De ces deux propofitions il s’en-
fuic , qu'en multipliant les coftez des
poly-
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polygones réguliers , on en peut faire
de arconferits & d'inferits » en forte
ue la difference , dont le circonferit

utpaflera le cercle , ou dont le cercle
furpaflera linferir , foir auffi petite que
T'on voudra ; parce que fi de quelque
quantité que ce foit , on ofte plus de
la moitid , & du réfidu encore plus de
la moiti¢ , & derechef plus de Ia moi-
ti¢ encore dm réfidu , & ainf; pluficurs
fois , on viendra enfin 3

A B réfidu aufli petie

mﬂm. que I'on voudra : ce qui eft
; \| naturellement connu. ~ Ain-
fi , aprés avoir infcrit un
triangle , qui fera plus pe-
tit que le cercle de trois
grands, fegmens , “on peut infcrire un

" hexagone , qui fera plus grand que n’'e-
ftoit Ie triangic; mais qui fera encore

plus petit que le cercle de fix petits feg-

mens qui font icy blancs. Or ces fix pe-

tits fegmens tous enfemble ne contienncnt

pas tant d’efpace , que la moitid des trois

premicrs fegmens. ( 4. 28.) Aprés quoy

on_peut cncore infcrire un doddcagonc s

qui fera furpafl¢ par le cercle de douze

petits fegmens : mais tous ces douze en-
{emble ne vaudront pas la moitié des fix
fegmens de I’ hexagone ; & ainfi on peut,
en. multipliant les coftez des polygo-
nes,
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nes , diminuer tant que I'on voudra la
difference dont le cercle furpaflera ce
polygone infcrit.* De mefme , aprés avoir
circonfcrit un triangle , on peut circon-
fcrire un hexagone , & puis un 'dodé-
cagone , & une figure de vingt - quatre
coftez, dre.

31. Tout cercle eft dgal a4 un trian-
gle reftangle , dont une jambe eft le
demi - diametre » & lautre une ligne
droite égale a la circonference du cer-
cle. Car ce triangle fera plus grand
que tout polygone mfcric , & plus pe-
ut que tout polygone circonfcrit : ( par
la 24. 25. 26. & 27. du 4.) Donc il fe-’
ra égal au cercle. Car sil cftoit plus
grand , pour pcti;e qu'cu fult la difie-
rence , on pourroit faire un polygone
circonfcrit , dont la difference avec le
cercle feroit moindre que la difference
du mefme cercle ‘avec ce triangle re-
&angle :  ainfi ce polygone circonferit
feroit plus petit que ce trangle ; ce qui
eft abfurde. De mefme , {i ce triangle
feroit plus petit (}llc le cercle , on pour-
roit faire un polygone inferit , qui fe-
zoit plus grand que ce triangle ; ce' qui
eft impoflible,

Cette forte de démonfiration que nous
venons demployer , & qu'on appelle de
Pimpoflible , ¢f nnme des plus belles in-

Ven-
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ventions de I antiguité 5 ¢ toute la Geo-
métrie des indivifibles eff fondée 13 - deffus:
de forte qu'il y & fujet de 5 étomner | que
guelques nouveaux cAutenrs I’ ayent ‘re-
Jettée comme défeffuenfe ¢ indireie. ue
S lon en wient & ce point de délicateffe |
que de ne pouvoir fouffrir .ume démon-
frration , [i'elle ne propve direSiement ¢
pofitivement 5 il Jera fort aifé de domner
acelle - ¢y un tour qui la vende régulie-
re & direte : car on w'a qu'a pofer pour
primeipe , . que fi deux quantitez détermi-
nées 4 & b6 fonttelles , que toute au-
tre quantit¢ - imaginable , = qui feroit
plus grande ou plus petite que &, fe-
roit aufli plus grande ou plus pe-
titc que & , ces deux quantitez 4 & & font
dgales.  Et ce principe pofé, qui eft en effet
tres - manifefie de [oy - mefme |- on prouvera
diretement que ce  triangle eff égal an
cercle ,  puifque toute figure imaginable
( inferste ) plus petite. que le cercle | ef?
auffi plus petite que le triangle 5 & que
toute figure ( circonferite ) plus grande yue
le ccrcle et anffi plus grande que le
triangle.

Ceft ce quon appelle la quadrature
du cercle , gui ne confiffe. qu'a faire un
guarié s on bicn un triangle | on une au-
tre fignre reffiligne égale aw cercle ; ce
gwen feroit , fi on pouvoit tienver une
ligne
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ligne droite égale & la circonference , comme il
paroift en cettepropofition ;5 mais cette égalité
n'a jamais effé trouvée geométriquement.

32. Une. ligne cftant. difpofde en cet-
cle’, tiendra plus d’efpace qu'en toutc au-
tre figure polygone réguliere que cc foit
Si la circonference du cercle 2 4 ¢ d e
difpofe en quarré , ou cn quelque autre
polygone régulier ,, en for-
te que tous les coftezeg,
ghyhisie, enfemble {oi-
ent égaux a la circonferen-
cca'bcd 5 jedis que tout ce
cercle {era plus grand que le
polygone. Car le cercle
eft dgal au triangle , dont un cofté eft la

rconference , & lautre cofté eft le de-
mi - diametre £ a ; & le polygone eft dgal
au triangle , dont un cofté eft auffi la mef~
me circonference 4 b ¢ d , ou les coftez
e ghi, &lautre cofté eftf 0,( 4.25.) Et
comme f ¢ eft plus petit que f 2 , tout
ce fecond triangle ¢gal au polygone fera
plus petit que le premier triangle ¢égal
au cercle : & par confequent ce polygone
fera plus petit que le cercle 5 ce quiil fal-
loit prouver.

C’eft ce qu'on entend , quand on dit com-
munément , que de toutes les figures Hope-~
timetres , o%qui ont les circonferences égales
la plus grande eft le cevcle.

LIVEE
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