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LIVRE SEPTIEME.

Des Incommenfurables.

¥, ' ’ Ne petite quantité eft dite eh

mefurer une autre plus grande,
lorfque la petite cftant prife un certain
nombre de fois , ¢gale précifément la
plus grande.  Par exemple , fuppofé
qu'une toife contienne fix pieds , un
pied mefurera la toife , parce quun
pied pris fix fois, égale précifément la
toife.

2. La quantité .qui en mefure une plus
grande, s’appelle Partie de la grande, &
Ia grande s’appelle Multiple de la petite:
ainfi un pied eft partic de la toife, & la
toife eft multiple du pied.

3. Si I'on prend une grandeur d’un
pas qui contienne d‘eux pieds & demi,
& quon veuille eflayer d’en mefurer la
toife, on ne pourra pas le faire , parce

ue fi I'on prend ce pas feulement deux
;]ois, on ne fera que cing pieds, qui ne
valent pas la toife : & fi on prend ce
melme pas trois fois, on aura fept pieds
& demi , qui furpafleront la toife; ainfi
cette

Ul

i’
R
G




DE GEOMETRIE, Liv. VIL. gg
cette quantit¢ de deux pieds & demi ne
mefure pas la toife, & n’eft pas a pro-
prement partler partie de la toife : nean-
moins on peut dire que c'en font des
parties ; parce que cette quantité contient
cing demi - pieds : or un demi- pied eft
partic de la roife , parce qu'cftant pris
douze fois il la mefure ; ainfi ce pas
contient des parties de la toife , puif-
qu’il comtient cinq demi - pieds, qui font

;’; ceft a dire , cinq douziémes partics
’

d’une toife.

4. Lorfque deux quantitez font tel-
fes qu'on peut trouver une troifiéme
quantité qui foit partic de I'une & de
l'autre, ceft 4 dire, qui mefure I'une
& l'autre, alors ces deux quantitez font
commen(urables ; ainfi cette quantit¢ d’un
pas d’une part, & une toife de lautre,
font deux quantitez commenfurables ,
parce que I'on peut donner une troifié-
me quantité, fcavoir un demi-pied , la-
quelle mefurera la toife & ce pas : car
le demi-pied pris cinq fois égale ce pas ,
& cec mefme demi- pied pris douze fois
égale la toife.

5. Mais s’il n’eft pas poffible de trou-
ver une troifieme quantité qui mefure
lfunc & lautre, alors ces deux quantitez
fout incommenfurables.

6. Les
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6. Les grandeurs commenfurables f{ont
comme nombre & nombre ; c’efta dire, quon
peut exprimer ces grandeurs par de cer-
tains nombres , en forte que comme une
grandeur eft 4 I'autre grandeur , ainfi un
certain nombre {oit 4 unautre certain nom-
bre. Par exemple, fi une ligne eft d’une
toife cu de fix pieds , & unc autre ligne
d’'un pas de deux pieds & demi , ces
deuX lignes feront comme nombre i
nombre : car puifque le demi - pied me-
fure 'une & 'autre ,  I'une par cinq , &
Pautre par douze , il eft clair que I'une
contenant cing demi - pieds , & [l'autre
cn contenant douze , ces deux lignes feront
comme cinq a douze , & par confequent
comme nombre a nombre.

7. Si deux grandeurs ne font poine
comme nombre a2 nombre , Ceft-a-dire,
sil n’eft pas poflible d’exprimer leurs
grandeurs par scux nombres , elles fe-
ront incommenfurables : cela paroift par
la précedente.

8. Il faur donc voir maintenant il
y a en efler des grandeurs qui foient
telles qu'on ne puifle point les exprimer
par des nombres :  car fi cela eft , il fau-
dra dire qu’il y adesgrandeurs incommen-
furables.

9. Un nombre plan cft celuy qui ({Jeut
provenir de la multiplication de deux”

nombres,
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nombres. Parexemple , fix eft nombre plan,
parce qu'il provientde la multiplication de
trois & de deux: car deux fois trois font
fix. De mefme , quinze cft un nombre plan,
parce qu’il provient de cinq multiplie par
trois. De mefine , neuf eft un nombre plan ,
parce qu’il provient de trois par trois.

10. Les nombres , qui eftant ainfi mul-
tipliez 'un par I'autre 5 produifent un plan ,
sappellent coffez de ce plan , comme 2. & 3.
font les coftez de 6. de mefime 3. & 5. font
les coftez de 15.

11. Si 'on imagine les unitez comme de
petits quarrez 5 ces quarrez f{e pourront

nger en reangle , quand leur nombre
fcra plan. Par exemple , 12. quarrcz fe
rangent en un recangle , dont un cofté fe-
ra fix, & un autre cofté fera deux; & de
mef{me 48. fera un reétangle , dont un cofté
eft 12. & 'autre 4. Voyez les figures fuivan-
tes B & C.

12. Nombre quarre eft un plan , dontles
coftez font égaux , comme 4. provenant
de deux multiplié par deux , comme 9. pro-
venant de trois par trois, comme 16.pro-
venant de 4. par 4. .

13. UUn nombre quarré {e peut ranger
en quarr€ ; & le nombre qui fe peut ran-
ger cn quarré , eft quarre , & celuy qui
ne fcauroit fe ranger en quarré , n’eft pas
nombre quarré.

E 14. Nom-
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14. Nombres Plans Jemblables {ont
w  COUX qui peuvent
_I i 5 iL ranger €n re-
4 | | anglcs {fembl
: cta g ;S ¢mbia-~
bles,c’eft a dire,
AEED en des rectangles

dont les coltez
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{ont ]V‘ofo:txomxu\ » comme I2. & 48.
ca Jcs coftez de 12.font 6. & 2. comme
I 1 voit dans la figure B. & les coftez de
. font 12: & 4. comme I'on voit dans
11 h?u’ G5 O 65270 = 12, i
15. Tous les nombre quarrez font plans
femblables. ( 6. ,...)
16. T( ut nombres peut fe 1 ranger en

ione

igne droite, & en cét eftat il peut pafler
;‘wur plan : de forte que 3. dans la figu-
¢ A, fera un plan femblable 3 12. car

les co 1.(‘7 du p an de trois {ont 1 2807

e

patrce qu ‘une fois trois c’elt trois sy & les
coftez de 12. font 6.8 2.0r3.1::6. 2.
17. l y a des nombres qui ne font

pas phx femblables > comme depuis 1.
m!r u'a 1o. 11 y a 1. 4. 9. qui 1on* fem-

1aIez ; pms ily a2 5885
(lul
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qui ont un_cofté double de lautre : les

autres ne le font pas, commMe 2. 3. 4. 5. 6. 7-

18. Si un nombre quarré multiplie un
autre nombre quarsé , 1l produira un trot-
fime quarré. A. 4. & B
B. 9. cftant nombres A
quarrez, fe multiplient E
& produifent un nombre ;
C; fcavoir 36. Je dis
que ce troifime nombre
¢ft un nombre quarré : car multiplier B
g A Tyecetk pum{rc B autant de fois
qu'il y a d'unitez dans A. Or je puis
confiderer tout le nombre B. 9. comme
un quarré unique, & puis le prendre au-
tant de fois qu'il y a d’unitez ou de pe-
tits quarrez en A : & comme CCS unitez
d’A font rangées en quarre ; aufli je pour-
ray ranger ci quarré tout autant de quar-
rez B comme autant d’unitez ; de forte
quici il y aura 4. B. qui feront le quarré
total C. 36.°

19. Si deux nombres plans font fem-
blables , le gl:.ll\d fe peut partager en au-
rant de quarrez quil y aura d'unitez
dans le petit. A 3. & B 12. font plans
{femblables : en forte que le cofté 3.cit au
cofté 6. comme le cofté 1. eft au cofté 2.
Te puis partager cC plan B. 12. en trois
quarrez rangez de mefme que lcs trois
petits quarrez du plan A , & chacun de

E 3 ces
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vaudra 4. de ceux

efme 5, fi les plans font 8. &

divifer 72. en 8 quarrez ,

a en comprendra 9. de ceux

du petit plan 8. La mefme chofe arrivera
encore , bien qu’un de ces nombres J
ou n‘.c!inc tous. deux foient rompus,
comme fi A contient 3. & demi , & B
}\ puis partager 14. €n trois quarrez

& demi , difpofez comme ceux d’A ,
I'on

les

quarre l

fi les plans
font B 13

&D 2
puis . parta-
ger 27, non
feulement en trois quarrez rangez comme
ceux d’A , mais aufli en 12. rangez com-
me ccux de B ce que | it 1ci par les
lignes poncuées. Pour celail ne f.‘-uto 1c
partager les coftez du grand plan en autant de

parties que font par: z les coftez homo-

Io'vn es du petit ;n;m. Lc'; figures feront
aifément com Ipeoiu
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ainfi partager , en forte qu'il y ait antant de
quarrez dans le grand plan , que d’unitez
anse petic , font {emblables : ¢’eft la con-
verfe de la précedente. - '
21. Deux nombres plans femblables
multipliez I'un par l'autre produifcm un
nombre quarré. Car ayant partagé le
grand plan en autant de quarrez quil
y a d’unitez dans l'autre plan, ( 7. 19.)
on multipliera un plan par Pautre , en
prenant les grands quarrez du grand plan
autant de fois qu’il y a d’unitez ou de
petits quarrez dans le petit plan , ceft 2
dire , autant de fois qu’ils font eux - mé-
mes. Or multiplier un nombre de quar-
rez par ce melme
nombre , c’eft faire
un quarrez de ces
quarrez. l'ar exem-
ple A 3. & B 27.
cftant plans fembla-
bles , je confidere
B 27. comme un plan compof¢ de trois
grands quarrez , comme A 3. eft un plan
comyoié de trois unitez , ou de 3. petits
quarrez, Ainfi fi je prens ces trois grands
quarrez autant de fois qu'il y a d'unirez
en A, ceftadire , trois fois , jeferay trois
fois trois de ccs :;‘mz;\is quarrcz de B, ccft
a dire, 9. quarrez, dont chacun en vau-

dra 9. d¢ ccux qui font dans A , & tous
5 B 31 ~
L ] ¢Cs
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ces 9. quarrez de B en vaudront 81, de ceux
d’A; de forte qu’A 3. multipliant B. 27.
produit 81. qui eft un nombre de petits
quarrez rangez en quarré , & par confe-
quent (7.13.) ce nombre 81. eft quarré:
Je mefme, fi les plans font 12. & D.27.je
partage 27. en Iz.quarrcz, que je multi-
plie par 12. & il provient I144. grands
quarrez rangez en quarré, qui en vau-
JJ‘OH? 324. de ceux du petit plan.

22. Si deux nombres plans font fem-
blables, de quelque facon que Ion ran-
ge I'un, on pourra ranger l'autre de mef-
me. Soient 3. & 12. plans femblables: com-
me deffys. Quon range 12.en ligne droi-
te. pour faire un retangle, dont un cofté
foit 12. & l'autre 1. je dis qu’on pourra
ranger 3. en un retangle femblable, qui
aura pour un coté 6. & pour l'autre, la
moitié d'un, &c.

23. Si un nombre divife un autre nom-
bre quarré, il produira un troifiéme nom-
bre, qui fera plan femblable au divifeur.

Soit le quarré a2c 16.&

E;_ quon le divife par quel-

7" que nombre que ce {oit,
par exemple, par 8. cc
qui fe fait en prenant la
huitiéme partie du coté
¢ ad,{cavoirae, & tirant
la parallele ¢ f; car on aura le plan 4 f5
qui
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qui fera la huitiéme partic du quarré @ c.
Or divifer un nombre ou un plan par 8.
celt prendre la huitiéme partie de ice
nombre ou de ce plan. Je dis que 2 feft
un plan femblable a2 8. Car 8. cftant
rang€ en ligne droite pout faire un re-
&angle, dont un cofté foit 8.& lautre 1.
le retangle a f luy fera femblable, puif-
que 4 e a efté pris la huitiéme partie de
s d ou de a b : Donc comme 8.4 1. (qui
{ont les coftez du plan 8. divifeur) ainfi
abiae: (qu (E:)nt les coftez du plan
provenant du quarr¢ 4 ¢ divif¢ par 8.)
donc, ¢re. ce qu'il falloit prouver.

24. Si deux plans fe multipliant produi-
fent un quarré, ils font {emblables.

2. Deux nombres plans non-{femblables
fe multipliant , ne ﬁ;auroicnt‘produirc un
nombre quarré. Ces propofitions font des
fuites des précedentes.

26. Si deux nombres font plans fem-
blables , leurs équimultiples quelconques,
& leurs parties-parcilles quelconques, {ont
aufli plans {emblables. ~ Soient les plans

abecdi.&
ABCD A Ba
ol-

12. fem-
blables, en o
{orte qu’- D
ab. AB::

E

e R:C.
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Te dis que fi I'on prend le double de I'un &
le double de I'autre , ( ou tel autre dquimul-
tiple qu’on voudra ) ces doubles feront fem -
blables : car ayant pris 4 ¢ double d'a 4,
& A E double I'A D, pour avoir le plan
b ¢ doubleduplan 4 4, & leplan B E dou-
ble du plan B D , il eft chir que 4 4.
AD::4¢ AE. Orad.AD::4b.
AB.doncaufli ae. AE:: 2 4. AB; &
par confequent les plans 4 ¢ & B E font
femblables. Demefmeen fera-t-il, fil'on
prend leurs moitiez 6 0 , B O, ou telles
autres parties pareilles que I'on voudra.

27, Si deux nombres font plans non-
femblables , leurs équimultirles quelcon-
ques , & leurs parties-pareiiles quelcon-

ques feront aufli non-femblables. Ceci fuit
de la précedente.

28. Entre deux nombres plans fembla-
bles quelconques , il tombe un nombre
moyen proportionnel. Soient les nombres
plans femblables 2. & 8. je dis gu'il cft

] pofible de trou-
3 ver un troifiéme
I | nombre qui fera
B BYA moyen  propor-
C tionnel: car fi I'on

imagine le plan
8. rang¢ en lignedroite A B, &leplan
2. rangé auffi en ligne droiteAD, & que
de ces deux lignes on en fafle le plan

A
£
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A C 16. ceplan A C 16. proviendra dela
multiplication des deux nombres 2 & 8.
( 6. 17. & fuivans) & par confequent le
nombre des petits quar- A
rez de tout ce plan A C a \
16. {era un nombre quar- A o
ré , (7.21.) & {e pourta
ranger en quarré, (7.13.)
Quil foit donc rangé gL | _Jo
dansle quarté a ¢; ainfi
le quarré a¢ feraégalau plan A C, puilque
ce n'eft qu'un mefme nombre rang¢ autre-
ment. Donc ( 6.59.) le cofté 4 4 4. fera
moyen proprotionnel entre AD 2. & AB 8.

29. Entre deux nombres non=femblables,
il ne fcauroit tomber un nombre moyen
proportionnel. Soient les nombres 4. & 6.
rangez chacun en droite ligne, & que {e
multipliant ils produifent le plan 24. ce
plan 24. n'eft point un nombre quarré ;
(7.25.) & par confequent il ne fcauroit
{e ranger en nombre quarré. Donc il ne
{cauroit y avoir de nombre moyen entrc4.
& 6. car ce nombre prétendu moyen mul-
tipli¢ par {oy-mefme, produiroit un nom-
bre quarré, & dailleurs €gal au plan fai
de 4. & de 6. (6.59.) cc qui eft impof
fible , puifque ce plan 24. fait de 4. & de
6. n’eft point nombre quarré.

30. Soient deux lignes a ¢ & e ¢, com-
me un nombre a un autre nombre non-

Ev fem-

t
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femblable : par exemple, comme 1. 4 1.
Soit de plus ¢ 4 moyenne proportionnel-
le, en forte que ae.eb::
eb. ec: je dis que ¢4 eft
incommenfurable aux deux
€ extrémesae8& ec : carae

& e ceftant comme 1. & 2.

c’eft-a-dire, comme nom-

bres non-femblables , ( par
1ypothefe ) aufli-bien que leurs éqmm‘x:l—

es quelconques; (7.27.) il ne fera ja-

1ais poflible c?c trouver un nombre moyen
proportionnel entre 4 ¢ & ¢ ¢ (par lapré-
(\\dcmc) & par confequent e 4 ne fera pas
a 4 eouaec commenombreanombre:
Donc elle eft incommen{urable.

31. Le diametre d'un quarré 4 4 eft in-
commenfurable au coftd z . Car prenant
eddouble d'ac¢, & faifant le triangle a b d
qui fera {emblable - a
abc,acaufe quecd
eftant égalacc b | 1'angle
¢ db eft égal a I'angle
¢bdy (2.15.)ainfiI’an-
gle c d b eft la moitié
d’un droit, aufli- bien

1%

n

quecab: donc a b d eftdroit, &. Ainfi
@#c.ab::ab. ad. Donc a b eft moyenne
proportionnelle entre 4 ¢ 1. & a d 2, &
par confequent (par la précedente’) in-
commen{urable.

32. On
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32. On appelle P" ce
le quarré que I'on fait fur ce
puAi“ncc d; a ¢ cft le quarrc
}"muncc de la ligne 4 & cft le
abdf. Etlon dit qu la ligne a & pex
deux fois la lig (?/u' fm“’ Lin-ams
ac) qu eft une famn de parler prife du

7 ¢ en Geométrie.

ab cft commen(i

O

ﬁy’ac, c'eft-a-dire
o

tommenfurable au «

ant doublede l'autre.
34. Mais i Ton prend 4 o moyenne
proportionnelle entre 4 & & 4 ¢

cette movyenne 4 o fera INCOMmM- @----=-=- 0

r

icra imncommen-

{urable au quarze d'a ¢, ou au quat ré
'a b : car le quarre d’ac au quarré¢ d’'ao
raifon doublde d'acdao, (6.29.)
c'eft-a-dire,, comme4 ¢ Exab (830, Or
ac eft mcggmn@rf:‘.: le -3 a0 s (7-23%)
Donc aufli ¢ quarté d'a ¢ eft incomimen-
{urable au quars¢ d’z 0.
3. Seconde pwﬁme d’une ligne cft le
cube , ‘quia pour cofté cetre lig
16. Si l'on prend 4 n & 4 m, deux
'l'ﬂU_\Cl‘.an F O 'OILJU\“YJA\
entrcac E.: (T[J (ﬂ 10' C qUP f=e——==-N
ac.an::am. ab. laligne g------—- w

(
1

a m {cra incommenfur Lk en

vj {cconde
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feconde puiffanced a ¢, c'eft-a-dire , que (e
cube d'z ¢ fera incommenfurable an cube
d’a n, parce que le cube d’a ¢ eft au cube
d’z n en raifon triplée du cofté 4 ¢ au
coftéan, celt-a-dirc, comme & ¢ & 2 6.
Ora ¢ & abfontincommenfurables, .
Matsaufli 2 ¢ & a m font commenfurables
en feconde puiffance , car le cube d’s 7 eft
double du cube d’z <.

37. Il eft aifé d’appliquer aux nombres
folides cc qui a eft¢ dit des nombres plans.
On appelle momébres folides ceux qui provien-
nent de la multiplication d’'un nombre plan
par quelque nombre que ce {cit : Par exem-
ple, 18.eft nombre {olide faic de 6. (qui eft
un nombre plan) multiplié par 3. ou de 9.
multiplié par 2.

38. Nombres [olides [emblables {ont ceux
dont les petits cubes peuvent fe ranger, en
forte quils faflent des parallelepipedes re-
&tangles femblables.

39. Nombres cubigues {font ceux qui fe
peuvent ranger en cubes, comme 8. ou 27.
dont les coffez font 2. & 3. les bafes font 4.
& 9.

40. Tout nombre cubique multipliant un
autre nombre cubique , produit un troifiéme
1ombre cubique.

41. Entre denx nombres {olides fembla-
bles, il tombe deux nombres moyens pro-
portionnels.

On
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On n'a qu’a appliquer aux [olides ce qu:
a efté démontré a Uégard des plans.

42. Ces démonftrations par lefquelles on
prouve qu’il y a des lignes & des grandeurs
incommenfurables, prouvent aufli que le
Continn n’cft pas compolé de points finis :
car fi lediametre auffi-bien quele cofté d’un
quarré eftoient compofez de points finis, le
point mefureroit le cofté & le diametre : car
le point fe trouveroit un certain nombre de
foisdans le coft¢, & un autre certain nom-
bre de fois dans le diametre 5 ce qui eft im-
poflible (par les - démonftrations préce-
dentes. ) 9

43. Comme dans un triangle rean-
gle le quarré du grand cofté eft égal aux
deux quarrez faits fur les deux autres co=
tez, (6.61.) on s'eft totijours fervi de ce
triangle pour trouver des incommenfura-
bles : car fi tous les trois coftez font com-
menfurables, ils pourront eftre tous trois
exprimez par trois nombres. & alors le
quarré du -plus grand nombre fera égal
aux quarrez des deux autres nombres.
Comme fi le grand cofté eft de . pieds, le
petit de 3. le mediocre de 4; le quarré de
«.fera 24. & les autres quarrez feront 9,
& 16. & ces deux enfemble 9. & 16. font
letroifiéme 25. Mais fi le petit cofté eft
2. & le mediocre 3. le grand cofté ne pour-
ra point s'exprimer par nombres’, parce

que
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que le quarré du petit cofté 4. joint avec le

quarré du mediocre 9. fait 13. qui exprime

le quarré fait fur le grand coft¢ : or comme
ce nombre 13. n'eft point nombre quarr¢ ,
aufli ne {cauroit-il avoir de cofté ou de racine
exprimée par aucun nombre.

44. Detout tempsons eftappliqué a re-
chercher quelque methode pour trouver
divers nombres propres 4 exprimer tous les
trois coftez du triangle rectangle , pour eftre
aflefirez que tous ces trois coftez font com-
menfurables. Voici une methode par la-
quelle on trouve tous les nombres poffi-
bles propres a cét effet.

45. S1 Ton prend deux nombres quel-,
conques , ( mefme I'unité ) qui ne diffe-
rent que de I'unité, & qu'on joigne cn-
femble les deux quarrez de ces deux nom-
bres ; on aura un nombre qui fera racine
d’'un quarré égal a deux quarrez , & ce
niombre exprimant le grand cofté d'un
triangle rectangle , le cofté médiocre fera
exprimé par un nombre moindre de I'u-
nité; & le petit cofté par les deux pre-
miers nombres joints en(]ZmbIc. Par exem-
ple, ayant pris 1. & 2. & quarr¢ 'un &
autre’, pour avoir 1. & 4. je joins en-
femble ces deux quarrez 1. & 4. & je fais
5. je dis que §. pourra exprimer le grand
coftd , & 4. le mediocre, & 3. le petit, en
forte ‘que z5. quarré du grand coft¢ fera
¢gal
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¢gal 4 16. & a 9. quarrez des deux auuw
coftc* De mefme, fi je prens 2. & 3.
que joignant leurs quarrez 4. & 9. je faf] :h
134 uc que jauray 13.& 12.& . pour
coftez d’un triangle reCtangle, en forte
que 169. quarré de 13. fera égal d144.&
25. omrrcz de- ¥2ie8 eSS Dc mefme ,
p'cmm 3. & 4. & joignant leurs quarrez 9.
& 16.jefais 25. jedisque 2. fera le grand
cofté du tha..-'k > 24.-le cofté 1ncd10cre,
& 7. le petit.

Tont cela [e trowve plus facilement en
cette forte.

46. Si I'on range les unitez en fautoir,
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tous les nombres qui feront une figure qua
rée feront des nombres propres a exprimer le
grand cofté. Le petit cofté fera le nombre
compris dans les deux premiers rangs dela
figure quarrée , & le cofté mediocre fera d’u
ne unité moindre que le plus grand.

47. Cette fignre continuée donnera tous
les nombres poflibles : mais il faut remarquer
que les équimultiples des trois nombres trou-
vez auront le mefme effet; comme ayant
trouvé s. 4. & 3. leurs doubles 10. 8. & 6.
reprefenteront les trois coftez du triangle , en
forte que 106. quarré de 1o. eft égala 64. &
36.quarrez de 8. & de 6. & de mefme leurs
triples 15. 12. 9. feront la mefme chofe:
mais I'on voit bien que tous ces nombres

ayant tofijours les mefmes proportions,
n’expriment jamais qu'un mefme triangle,
fcavoir , celuy qui eft exprimé par §. 4. & 3.
& qu’ainﬁ tous ces nombres doivent eftre
cenfez les mefmes.

LIVRE
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