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LIVRE HUITIEME,
Des Progrefions & des Logatithmes,

I. N e Progreffion eft une {uite de quan-

titez qui gardent entre elles quelque
forte de rapport {emblable, & chacune de
ces quantitez s'appelle Terme.

2. Lorfque les termes qui fe fuivent ainfi
les uns aprés les autres , augmentent ou di-
minuént également ; la Progreffion s'appe-
le arithmetique , comme {ont les nombres
naturels 1. 2. 3. 4. §.'&c. ou bien les nom-
bres impairs 1.3..7.9. 11. &*. ou bien
encore comme 4. 8. 12. 16. oucomme 20.
3$. 107450,

3. La Progreflion arithmetique peut
augmenter 4 l'infini , mais non pas di-
minuér.

4. Si dans uné@ Progreflion arithmeti-
que on prend quatre termes, dont les
deux premiers foient éloignez I'un de
Pautre autant que le font les deux der-
niers ; ces quatre termes font dits propor-
tionnels en proportion arithmetique , conm -

me
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me dans la Progreflion des- nombres na
turels 1.2.3.4.5.6.7.8.9.¢%. Si nous
prenons 2 3 ::: 9.710. (cette 'marque:::
nous fervira de figne pour la proportion
arithmetique) il y aura mefme propor-
tion arichmetique entre 2. & 3. qu’entre
9. & 10. c’eft-a-dire, que 10. furpafle 9. de
tout autant. que 3. furpafle 2. De mefme
3. 5 :1: 8. 10. {ont en proportion arithmeti-
que. Comme aufli 1.5.::: 5. 9. ou s.
eftant répeté deux fois , eft le moyen arith-
metique entre I. & 9.

s Dans la proportion arithmetique
Paggregé des deux extrémes eft c"ga? a
I'aggregé des deux moyens, comme dans
2. 3::: 9. 10. l'aggregé de 2. & de 10.
eft 12, & I'aggregé de 3. & de 9. eft aufli
12. De melme, dans3.5:::8.10. I'ag-
gregé de 3. & de 10. cft 13. & I'aggregé
de 5.8 de 8. eft auflir3. Et la raifon de
ceci eft aflez claire d'elle- mefme : car fi
10. furpaflc 8. aufli ce qu’on ajofite a 8.
fcavoir , 5. furpafle de tout autant ce
qu'on ajolite a 10. {¢avoir 3. ainfi on fait
Pégalité.

6. L’aggregé ou la flmme du premier
& du dernier terme eft égal 4 la fomme
du 2. & du penultiéme, ou du troifiéme
de lantepenultiéme , &'c. comme dans le
premier exemple 1. & 9. font 10. & de
mefime 2. & 8, ou bien 3. & 7. ou 4. &
6. font
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6. font tofjours 10. & il refte au miliea
5. qui eftant pris deux fois ( comme équi-
valent & deux , puifquil eft également
e’loignc’ du premier & du dernier ) fait
aufli ro.

7. Si I'on ajofite le premier au dernier
terme, & que l'on multiplie leur fomme
par la moitié du nombre des termes, le
produit fera dgal a I'aggregé de tous les
termes enfemble, comme icy ajolitant I.
4 9. pour avoir 10. & multipliant 10. par

4 & —% (car il y a 9. termes) on fera

»
45. qui eft la fomme de tous les termes
depuis 1. jufqu'd 9. Ced eft manifefte
par la précedente.

8. Lorfque les termes de la progreffion
{ont continuellement proportionnels; cleft
a dire, que le 1. eft au 2. comme celui-ci
eft au 3. & comme le 4. au 5. &rc. alors
la Progreflion s'appelle Geométrigue, comme
I.2.4.8.16.32.0U bien 1. 3.9.27.81.0u
bien 3. 12. 48. 192. 768. oubien 8. 4.2. L.
et
—; -’-g' é"t‘.

9. La Propreffon geomdtrique peut
augmenter & diminuer a linfini.

10. Lorfque la Prog,rcﬂion commence
par I. le fecond terme s'appelle Racimo
ou Cofté : le 3¢ sappelle " Quarre ou 2€
degré : lc 4¢ Cube ou 3¢ degré : le ¢

Quarré-

wl~
al=
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Quarré-Quarré ou 4¢degré , le 6¢ Surfolide
ou sedegré , le 72 Quarre-Cube 5 &re.

11. St l'on prend quatre termes , dont
les deux premiers foient autant ¢loignez
I'un de lautre dans la progreflion , que
le font les deux derniers, ils feront {im-
plement proportionnels, & le 51‘odui: des
extrémes fera égal au produit des moyens.
(6. 28.)

I2. Soit la quantité A B divifée en
C, enD, en E, enF, . en forte que
AB.AC::AC.AD::AD.AE,
& je dis que BC. CD. DE. EF. &.
{eront en progreflion géometrique con-
tinuellement proportionnels , & melme

D 5 B
A
que A BiA'CresB € CD <L D
DE, é¢%. car puifque AB. AC::
A C. A D, il fera dividendo A B moins
A C. (ceft i dire, C B ACE A C
moins A D, (ceft 4 dire, DC. ) AD.
& par confequent alternands CB. DC: :
AAEE TABE lou s s AYE. LA GF ainfi de
toutes les autres, on provera: ¥ DG,
ED:2:FE::GF, e

13. Soit unc Progreffion de quantitez
enlignedroiteBC, CD, DE, EF, &re.
foit prife C d égale au {econd terme C D 5
afin d’avoir 4 B, la difference du premier
& plus grand terme au fecond, & 1quc
on
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I'on fafle comme B 4 42 BC : : 2infiBC.
a une 4. ligne, fcavoir, B A.je dis quefi
le nombredes termesBC, CD, DE, ¢
eft fini, pour grand que foit d’ailleurs ce
nombre, tous ces termes pris enfemble,
quand il y en auroit cent mille millions,
leront plus petits que B A. Que fi 'on

E -E D C d B
A
fuppofoit que ces termes fuflent infinis en
multitude ; alors ces termes tous enfem-
ble {eroient précifément égaux a B A : car
puilque par I'hypothefe B d (c'cft-a-dire
BCmoins CaouCD) eft a BC::
comme BC. (c’eft-a-dire A B moins A C)
efta A B; on trouvera aifément que com-
meBC. CD:: AB. AC:: AC.AD. ¢re.
& par conibqucut tous les termes C D,
D E, EF, ¢e. {e trouveront totjours
par-decd le point A, duquel on s’appro-
chera tolijours d’autant plus prés, qu’on
augmentera le nombre des termes; ainfi
I'on voit bien que tous ces termes, ( qui
font ce qu'on appelle dans I'Ecole Parties
proportionmelles ) quand ils feroient aGuel-
lement infinis , ne feront pas une longueur
infinic , _ puifqu’ils font tous renfermez
dans B A.

14. Cetre démontftration fe rend fenfi-
ble dans un exemple d'une progreflion
particulicre, dont s termes font en rai-

{on
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fon double. Par exemple, B C. double de
F E D C d B

A
CD. & CD. double de D E. &: car fi
le nombre des termes eft fini, quand 1l y
en auroit cent millions, qu’on ’pzumc le
dernier & plus petit terme , par exemple
FE, ajofitons a ce dernier F E une autre
quantité qui luy foit égale, fcavoir, FA;
il eft clair que E A fera egal au penultié-
meterme E D ¢ car ce penultiéme ED cft
double du denier F E , par I'hypothefe:
or E A cft aufli double de F E, puifque
nous pofons F A dgal a EF. De mefme
A EavecD E, ceft-a-dire, AD, feradgal
au fuivant terme CD: & en fuite A C
fera gal 2 B C. De forte que I'on voit
par la que le premier & plus grand ter-
me cft tofijours égal a tous les autres en-
{femble, pourver qu'on y jolite une quan-
tit¢ dgale au dernier & plus petit terme:
mais que fi on n’y ajofite rien le premier
eft toujours plus grand que tous les au-
tres pris enfemble.  Si I'on fuppofe que
ces termes forent a&uellement infinis,
alors le plus grand terme B C fera préci-
{¢ment égal a tous les autres infinis pris
enfemble, CD, DE, EF, &¢. Car I'on
voit bien que plus on ajoiite de termes
plus aufli on avance vers A, en retran-

chant tofijours la moité de ce qui refte.
Or
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Or retranchant 2infi continuellement d’une
quantité la moiti¢, ‘& de ce qui refte en-
core la moiti¢ , & puis encore Ja moitié
de ce qui refte, il eft manifefte que fi Ion
fuppofoit qu'on euft retranché a&uelle-
ment une infinité de fois ainfi la moiti€, il
ne refteroit plus rien. Cela fe peut auffi
démonter par la réduétion a I'impoffible,
¢n montrant que tous cs termes infinis pris
enfemble ne {ont ni plus grands , ni plus
petits que B A.

15. Dar la on peut réfoudre des diffi-
cultez que I'on fait dans les Ecoles contre la
divifibilité du continu , & que ceux qui ne
fcavent pas la Geoméirie penfent eftre info-
lubles , mais qui au fond ne font que de purs
paralogifmes.

16. Si 'on met deux Progreflions, I'u-
ne geométrique , commengant par 1. &
lautre arithmetique, commencant par o,
en forte que les termes de I'une répondent
vis-a-vis des termes de l'autre, les termes
de I'arithmetique s'appelleront Logarithmes,
& Expofauns , comme

Ot 2.3.4. § 6. 7. 8.
1.2.4.8.16.32. 64.128. 246,

17. Ce qui fe fait par multiplication &
pac divifion dans la Progreflion geome-
trique, fc fait par addition & par fouf-
tration dans les logarithmes : Comme
fi ayant Ics trois nombres 2, & 8:: 64. on
0.

s 24

T

e

= e
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O EuibiviBnls 8.
1.2.4.8.16.32.64. 128. 246.
veut chercher le quatriéme nombre pro-
portionnel dans la pm"x(ﬂlon geométri-
que, il faut multiplier le 8. par 64. ( qui
font les deux termes mownq) car le pro-
duxc si2. fera dgal (6. 28.) au produit de
& de cét autre quatriéme nombre , qui
dmtx‘r eftre les extrémes des 4. propor-
tionnels : ainfi pour trouver ce quatriéme
xor*bu, il faut feulement divifer §12. par
2. & l'onaura 246. ainfi 2. 8 : : 64.256.
de forte que 64. & 246. feront autant ¢loi-
gnez l'un de l'autre dans l'ordre dc Ia
prowdfon que le font 2. & 8. (8.
mais fi au licu des lombrc'; geom¢triques
2. 8.:: 64. on avoit pri is I(s logarithmes
qmmm u}xnul.r, 11.,. oir:, <1, ;. Lot &
qu'on cuft voulu trouver le quatriéme lo-
garithme, il “um“ fallu ajotiter 3. a 6.
vour avoir 9. & ofter 1.de 9. pour avoir
é. qui feroit le logarithme qui répond au
nombre geométrique 2 §6.

18. Demefme, fi 'on px(nd deux nom-
bres geométriques 4. & 8. fur lefquels ré-
pondent les Iogautlnrcq 2. & 3. en muld-
Phant 4. par 8 > on aura 3z. qui {erafous
le I3garithme Iwud provient de I’addi-
tion dEa. & d

19. De mdirc prenant 16. & le multi-
pliant par luy-mefme , onaura 2 56. qui fera
fous
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fous le logarithme 8. lequel provient de 4.
ajouté a 10\ - mefme.

20. Ainfi, fi 'on veuttrouver le nombrc
f'ConW“I'(’uC (] ‘L,C.- 10[5 lc x\)"“ll[l]
16.11 f l.' roit prendre 2§6. qui eft fous 8.

& le mula -mefme , & onauroit
65556-

21. Que fi encore on veut avoir le
nombre métrique qui devroit - ré«

pondre au
1 1

dre deux
Bt o
{emble

faut pren-
s en-

jirement , a €I
droit un cheval qu’on ache
condition , que pour le

fer on donneroit m. double
1 cond clou deux doubles
LIL( quatre L‘\,l.‘l.\. 5
me huit, & ainfi julqu’au

cotteroit
699



{fions toutes f;
amfi , 'une

geométriques
(:()71“()]': CCS "X OIS l"'-'..'; PCS-522. 4. 1
& qu’on de
trique

10 S AT

anaqaait 1€ quatrieme
; au liew de mule
28 | er le prod
qui fort ennun
nombres) il ne f

dans wune pro-

: 1
metrique, comme celle - CY

ymbres ne {¢ trouvent pas, on

deux pro-
ontient tous
& qui fem-
hmetique, a
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trique ; & l'autre, qui contient des nom-
bres en apparence plus irrégulicrs , - eft
ndanmoins la Progreflion arithmetique.
i Voicy une ligne qui fait comprendre par-
faitement tous ces myfteres.

25. Soit la ligne droite A E divifée

EOVE DN G Y H BX A
— 1 - T B

par partics ¢gales A B, B G C DD
&c. Par les pointsA, B, C, Ov. {oient
tmaginées les lignes droites 4 4, E b,

p Ce¢ B!

En




yreflion  geométrique :

reilions
(RS § 311

metique , & lautre ge

EOVE DN G_CY H BX

A D, A E, feront ca
['1"1\L(‘l‘c y comme€ I. 2.
p.»icnmont les loga-
rithmes




DE

rithmes aufquels ré
‘triques. A a4, B b5 C
s

]
Chacune des

§C8 - > -

nme 'on verra

vantage.
0, 000.

& A D de

totjours . on - arithme

que.
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ac

la par la :

E e qui coupe la courbe au point o.
Soit encer C la parallele ¢ O, qui coupe
1»1 ligne A E, au point O dans la 399,
. x‘rL, & I'on connoiftra par Ia que
«09,\6 eft le logarithme de 9,900.
De “1\1111(,‘, iSun paﬂmt par
¢ de la ligne E ¢, & que
“A E dans la

ligne i o tirée

hmes depui . julqu’a
,000. de trouver les logarithmes
epuis 1,000 julqu'd 10,000. C'eft

dire , ( avoir tiré. la parallele
at I en les logarithmes de
toutes  les depuis b jufqu'd e,

dont les logarithmes 1(,nt terminez en-
tre E & D: car avec cela on aura les
ogarithmes de toutes les autres parties
qui font—depuis ¢ julqu'a E, & dolnt
cs
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D e i

,:C\ 1

Par c,\“._pm 1.0 nt de 9,900.
5,1 & - fon ithme 399,563

ce mefme nombre ira aufli de lo-

garithme- pour # N 990. & pour y Y

99: en changeant feulement le lvcm.w
chifre 3. parce que , luivant la compo
ition de cette ’vqnc, O N, ou NeY;
doivent eftre ¢ a £ D ou DC,
¢ que chacun  pourrs aifément _d
montrer.. Ainfi- O N, ou *W _ Y “cons
tienc dront 100,000, & puifque A O
et 399,563. oftant O N 100,000. il
reftera 299,563 pour A N, duquel
oftant encore !oo-,aoc. il reftera 199,
63 pour A Y, & de meflme fag on ayant
V 395.424. pcur Iogutthm(s de V =
on aura aufli 095.424. pour
vithmes-de X x 9.ou 195.424. pour
l«w rithmes de 9o0. ou 29§,424. pour
lo".l thmes de 900
Tout cccr {e puu aufli réduire en
en cf-

ch
{
i

-

3O )

5
A
9>
log

T
pratique par le calcul, fans £z
fer ces figures , mais {eulement en f{e
les imaginant toutes faitcs :  car pa
Parithmetique on peut trouver un nom-
bre moyen pm}(,“m.ml F £ entre los
deux D'd & E e , & aprés cela encore
des moyens entre D 24 & E ou cntre
FEf& E e, ¢re. Maisce qu
d’expliquer cft fuffifant ,

3
rat




avoir de
garitim‘.:s + Car on nc 1T pas I; mettre

{urmonter
t paroiftre
fcavons  que plus
agées pour 'ce

avec une

1 nt

deux Progreflions, il y
€n a une troifiéme, qu'on appelle Hay-
monique , A'oz';E*Ju'cn prenant trois terme
qui {e fuivent 1mmediatement , on trou-
vé que le }*ZL‘.? r ;d cft au plus petit,
comme la difference du plus grand & du
moy*) 1 moyen &

.la dif

ence de 20. & 15.
5.

peut diminuér a
p as augmenter.

on a dit ]/” wa prefent de
rcffion, weft pas de grand ufage ,
pas m’engager 4 dire ici des

LT
cavjes ex XY ROV AIRATESs

nt 3o. 20.
dz: 20. c’} 10.

I'infi ;? o

Oz




trie qnel lques proﬁrulfi [ 07
ffion, qui ponrront
7 pour enten
/ “que des Anciens, dont
": 1)7; encore efté penetrée. On
PHyperbole a
comme [‘aﬂgl’d
entre denx don-
s que Uon @ a en
& r{w cette ligne cour-
ns de decrire pour les wm-
Jert pour trouver.a entre deux

uffi
¢

e me[me,
‘m‘.t les cubes
i

qul

terme
ime de
F v termes




nom

1bre
"{',S rermes A,\.' BCL. ‘€XCCS \:Hl ('IL al
(;";--“us du ters 5 eft - tofijours d’autan
plus petit , que le nombre des ter mes
'dt ym\ grand. De mefme, dansla I mpd -

fion ‘des cubes , cette

eft plus grande

fomme des termes
¢ le quart; & dans les
quarrequariez, elle eft plus grande que
la cinquiéme partie, & ainfi confecuti-
vement des autres. Pour prouver ceci,
il fuffit d’en faire une induétion, comme
Pon voit dans cette table’, ou le fecond

(0]

(o]
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rang contient la Progreflion de quarrez
depuis ®. Le troifiéme rang contient les
fommes des termes. Par cwnrl 'on
y voit . que la {fomme ¢ 1S O.
9. eft 14. Le quatriéme rang contient le il
produit de chaque terme n‘u..w‘m par
le nc mwu des termes qui font depuis
o jufqua luy; lequel nombre eft mar-
qué dans le premicr rang , comme 36.
eft le produit de 9. multipli¢ par 4. Le
cinqui rang contient des 101

qui marquent la proportion
bres du troifiéme & du quat 5
comme vis-a-vis de 14, & de36. on trou-

g
; ce aul ve lire X
ve ’—;‘ ; ce qui veut dire que 14. cft
36. a 18. & quiainfi la fom-
1
me 14. eft au produit de 9.
mult 4. fcavoir, a 36. comme

vantage , dans ce mefme cin-

4 .
3 =~ Ol YOIU €NCOIC

18

o .

ces caraderes ; (ou — .2k ce qui
] R/ |

autant

: I

tiers , & de plus une dix- huitiéme

partic , parce quen effet — valent au-
15

B 5
tant que —  plus
1 28 < 4




| 7 o1

| 3¢

AN
|
o
=
A

3

£ 2% 3
% { ;—— de forrc que l& fomme 14. cft I
tiers du produit 36. & outre cela en-
core il contient de plus une dix - hui-
ti‘me partic de 36. De mefme, on trou-
ve que 3o. qui eft la fomme des ter-
mes jufqu’a 16. eft plus du tiers de 8o.
qui eft le produit de 16. par 5. & que
1 / n T 30
Pexcés eft' — : Car = = Vil lent autant que
14

3 9 g x

= ou quc — ouque — " — ou enfin que
8 23 24 | 24,

.
= s o tant que — ; ainfi
] ‘4 Or - e “eft pas tant que — 5

I'on
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P ot dans it it Yas plabbin s b
ion voir dans la uite- de  cctte table
que ces excés qui font au J.f.ﬂus du
tiers , vont totijours en diminuant , &
mefure que le nombre des termes croift :
) = I  § I I . =
car ces excés font ————————= . e,

24 39 36 42 483
la fraftion augmen-

YO e table femblable pour
les cubes’, on mm.v* ra que les fractions
qui feront au deflus du quart dimipuéront
tou] en valeur 5 leur dénominateur
4. a Ch.‘qfl; nouveau teérme
qu’on 3 la I’xoﬁre‘i on; & de
mefme, a ¢ gard des autres Progreflions,
on trouvera, par de femblables LabAcz, ce
qui a cfté dit généralement dans la pro-
D '\/ ition pré "‘/4(_prn

Tout ceci [era tres-utile dans la [uite de
cette Geométrie, on Pon traitera encore de
plnfienrs antres Progreffions.

augmen
gmer

L1Y 58
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