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HYDRODYNAMIQUE.

CHAPITRE PREMIER.

EQUATIONS GENERALES DU MOUVEMENT DES FLULDES.

646. Les équations de 'équilibre des fluides que
nous avons trouvées dans le no 583, sont fondées
sur la propriété caractéristique commune aux li-
quides et aux fluides aériformes, de transmettre
également en tous sens les pressions appliquées a
leur surface, et d’exercer autour de chaque point
de leur masse, en vertu de I'action moléculaire,
des pressions égales suivant toutes les directions.
Cette propriété, comme nous 'avons dit précédem-
ment (n° 577), tient & ce que les molécules d'un
fluide qu'on a comprimé ou dilaté reviennent trés
promptement & une disposition semblable a celle
qui avait lieu primitivement autour d’'un point
quelconque, de telle sorte qu’aprés sa compression
ou sa dilatation, un fluide est unsystéme de points
maltériels semblable a ce qu'il était auparavant, et
senlement construit sur une plus petite ou une
plus grande échelle. Le temps de ce retoura un
état semblable n’influe pas sur les lois de équili-
bre, que 'on n’observe jamais qu'aprés qu'il est
écoulé; mais, quelque petit qu’il soit, on com-
prend qu'il peut influer sur les lois de leur mouve-
ment, surtout dans le cas ou les vibrations des
molécules fluides s’exécutent avec une grande ra-
pidité; de maniére que le principe de I'égalité de
pression en tous sens peut convenir a 'Hydrostati-
que, et n’étre pas toujours applicable a I' Hydrody-
namigue , ¢'est-b-dire , & la partie de la Mécanique
qui traite du mouvement des fluides.

Une différence analogue entre I'état d’équilibre

et I'état de mouvement , a déja été remarquée par
Laplace, relativement a la loi de Mariotte. Cetle loi
exige que la température du fluide soit redevenue
la méme, aprés la compression , qu’elle était an-
paravant ; et le principe de I'égalité de pression en
tous sens suppose, de méme, que les molécules
du fluide ont eu le temps de revenir a une disposi-
tion respective semblable & leur disposition pre-
miére. Elle n’a plus lieu, ou doit étre modifide,
dans les vibrations trés rapides des gaz,ou la
température primitive n'a pas le temps de se réta-
blir; et, de méme, le principe de I'égalité de pres=
sion en tous sens n'est pas rigourensement et tou-
jours applicable aux mouvemens des liquides et
des fluidesaériformes. On a reconnu dans la vitesse
de propagation du son, I'influence de cette modifi-
cation de la loi de Mariotte; et il y a sans doute
aussi des phénomeénes du mouvement des fluides,
en général | qui dépendent de la non-égalité par-
faite de pression en tous sens, résultant de la cause
que nous indiquons. Cette circonstance introduit
dans les équations générales du mouvement des
fluides ,des termes qui ne peuvent se déduire de
leurs équations d'équilibre ; 'y ai eu égard dans le
Mémoire déja cité (n° 577), et je me propose de
revenir, par la suite, sur cette importante consi-
dération. Mais dans ce Traité je supposerai, sui-
vant la méthode qu'on suit ordinairement, la
propriété de'égalité de pression en tous sens, com-
mune & I'état d'équilibre et a I'état de mouvement ;
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et, dans cette hypothése, les équations de I'ly-
drostatique, fondées sur cette propriété , s’éten-
dront immédiatement 4 I'Hydrodynamique, an
Moyen du principe de I’Alembert, qui est appli-
cable & tous les systémes de points matériels.

647. Considérons de mouveau la masse fluide
ABCD(fig.121),dont nous avons déterminé les équa-
tions d’équilibre; supposons maintenant qu’elle
$0it en mouvement, et que toutes les notations du
u° 582 répondent & la fin du temps quelconque ¢,
tompté depuis Porigine de ce mouvement. Ainsi, la
Masse fluide est homogéne on hétérogéne, liquide
ou aériforme; »,y, 5, sont, au bout du temps ¢,
les coordonnées d'un élément quelconque dm de
Cette masse; preprésente la densité du fluide qui a
licu en ce point et i cet instant ; et Xdm, Ydm, Ldm,
Sont les composantes paralléles aux axes des x,
¥, 5, de la force motrice de dm & ce méme instant.
Les quantités X, Y, Z, seront des fonctions don-
uées de x, y, 5, quand elles proviendront d’attrae-
tions ou de répulsions qui émanent de centres fixes ;
¢es fonctions données renfermeront le temps ex-
Plicitement , quand les centres des forces seront
€n mouvement. Lorsque ces points seront ceux du
fluide, X, Y, Z, seront des fonctions de @ Yy 5, 1,
dépendantes de sa figure & chaque instant, et de
la Joi des densités dans son intérieur.

Les coordonnées x, y, 5, varieront avec le temps;
elles varieront aussi d’un pointd un autre du fluide;
€tsi 'on désigne par &', 3/, =/, leurs valeurs initia«
les, Qest-a-dire ; les coordonnées du point de I'es-
Pace qu'occupait I'élément dm & Vorigine du mou-
Vement, les coordonnées z, ¥, 5,de ce méme
€lément au bout du temps ¢, seront des fonctions
inconnues de =, ¥', 5!,  : la solution compléte du
Probléme consisterait & déterminer ces trois fonc-
tions de quatre variables indépendantes.

Si 'on appelle u, v, w, les composantes parallé-
les qux axes Oz, Oy, Os, de la vitesse dont I'élé-
Hent dm est animé au bout du temps #, on aura

dx dy ds
$=—, 0=—, w=—-—; (I]
dt dt di

90 pourra regarder u y ®, W, comme des fonctions
‘iconnues , soit de ¢, 2!, ¥, =, soit de I a Y, ¥;
“€st sous ce second point de vue que nous consi-
rerons ces trois quantités ; et alors, pour avoir
urs aceroissemens dans Pinstant dt, il faudra les
Wérentier par rapport & ¢ et par rapport aux coor-
unées g, y, 5, Or, sil'on désigne par ¢ une fone-
190 quelconque de #, #, y, 5, et par ¢'df sa diffé-
Tentiell prise par rapporta ¢ et aux variables z,
! %, considérées comme des fonctions de i, on
U, par la régle connue de la différentiation des

dp dp
— = {X — u'},
dax dy

—=p (Y —0¢), —=p(L—w)

fonctions de fonetions,

: dg dgdr dgdy dg ds
g = — — e o
dt  didt dydt  dsdi

ou bien, en ayant égard aux équations (1),

: dq dg dy dg
§=—duv—+v—Jw—
di dx d'y ds

En désignant les aceroissemens de %, v, w, par
u'dt, v'dt, w'dt, nous aurons donc

du du du du
u'z—+u.——+e—+w—.‘
dt dz dy ds
dv de dv do
v'"_:—-+u-_+v—+w---,
dt dz dy ds
dw dw dw dw
w = — + % — —l— U — + w—;
dt de dy ds

et, de cetle maniére, les composantes de la vitesse
d’'un méme élément dm, dans les deux positions
qu’il occupe successivement , seront %, v, w, et
u - u'de, v 4 vldt, w - w'dt.

Quant & la densité p, ce sera une constante don-
née, sile fluide est homogéne et considéré comme
incompressible; s'il s'agit d'un liquide hétérogéne,
la densité p, quirépond i un élément déterminé dm,
sera une fonction donnée de ses trois coordonnées
initiales z', y', 5'; enfin, si le fluide est compressi-
ble, cette densité p sera une fonction inconnue de (2
%', y', 5', dont la valeur initiale sera seulement
donnée. Excepté le cas ot p est une constante, cette
densité, rapportée & la position de dm au bout du
temps ¢, devra toujours étre considérée commeune
fonction inconnue de 2, y, 5, ¢. Si I'on désigne alors
par ¢'d¢, son accroissement pendant Pinstant dt, on
aura, d'aprés la formule (2),

dp dp dp dp
f=—tu—do—fu—;
dt dr dy ds

et dans le cas d’un fluide incompressible, homo-
géne ou hétérogéne, cette valeur de ¢' devra se ré-
duire & zéro,

648. Les composantes de la force perdue par 1'é-
lément din pendant Uinstant dt, seront

X—u)dm, (Y—o)dm, (Z—w)dm;

en substituant doneX — o', Y — o, Z—w',hla
place de X, Y, Z, dans les équations (2) du no 583,
il en résultera ces trois équations de son mouye-
ment :
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p Gtant la pression rapportée & I'unité de surface,
qui a lieu au bout du temps ¢, au point qui répond
anx coordonnées x, y, 5, et qu'on suppose la méme
suivant toutes les directions.

Si ce point appartient & une paroi fixe, p expri-
mera la pression normale que cette surface aura i
supporter, et qui devra étre détruite parsa résis-
tance. Si ce point appartient i la surface libre d'un
liquide, il faudra qu'on aitp =0, ou plus géné-
ralement , dp==0; en sorte que I'équation diffé-
rentielle de la surface libre du liquide en mouve-
ment , sera

(X —u)de 4 (Y — o) dy+ (Z — ') ds=0.

D’aprés la remarque du no 586, il faudra que la
valeur de p, quand on I'aura déterminée, soit con-
stamment posilive dans Uintérieur de ce liquide, si
I'on veut que sa masse ne se divise pas pendant le
mouvement : quand elle sera négative en un point
d’une paroi, ce qui ne pourra avoir lieu que pour
un liquide, cette surface cessera d'étre pressée de
dehors en dedans, et le liquide s’en détachera.

Au moyen des valenrs de o', v', ', les équations
précédentes deviennent

1 dp du du du du
——rm e e Y — —— — W —,

p dz dt dx dy ds

1dp de do de dv
e N i e g e A )
¢ dy dt dx dy ds

1 dp dw dw dw dw
—_—————_—f— — 0 — — W —,

pds dt dz dy ds |

Comme la quantité p qu’elle renferme est, ainsi que
chacune des vitesses u, v, w, une fonction incon-
nue de =, y, 5, 2, il y faudra joindre une quatriéme
équation, lorsque la quantité p sera une constante
donnée, et deux autres équations, dans le cas gé-
néral ou cette quantité est aussi une fonction in-
connue de =, y, 5, #. Ces équations s'obtiendront
de la maniére suivante.

649. Chacun des élémens dm de la masse fluide
changera de forme pendant Pinstant dé, et il chan-
gera méme de volume, sile fluide est compressible;
mais comme sa masse devra toujours rester la
méme, il s’ensuit que le produit de son volume an

ECANIQUE.

bout du temps ¢ - dt, et de sa densité p - ¢'dt qui
répond au méme instant, devra étre le méme qu'ou
bout du temps ¢; par conséquent, la variation de
ce produit dans Pinstant d¢ sera égale i zéro; ce
qui fournira une nouvelle équation générale du
mouvement.

Pour la former, considérons le parallélipipéde
rectangle dontle volume était dx dy ds, 4 lafin du
temps ¢, et cherchons la forme que prendra cel élé-
ment du fluide & la fin du temps ¢+ dt. Soit
M . 139) le sommet de ce parallélipipéde qui
répond aux coordonnées &, y, 5; soient aussi MA,
MB. MC, les trois ebtés adjacens i ce sommet et
respectivement paralléles aux axes Oz, Oy, Osz;en

sorte qu'on ait

MA = dv, MB =4dy, MNC = ds;

supposons que D, E, F, G, sont les quatre autres
sommets, et que pendant U'instant d¢, les huit points
M, A, B, C, D, E, F, G, soient transportés en M,
ALB LD R, B,
ces derniers pointssont les sommets, seraun paral-
lélipipéde obliquangle; et pour le prouver, je vais
déterminer et comparer eu’ @ elles les longueurs
de ses douze cotés M'A', W'B', ete,

Les coordonnées z, v, =, du point M deviennent

T 4 wdt,

an bout de 'instant d¢; ces quantités sont donc les

G'; je dis que le polyédre dont

=z

y 4 vdt,

coordonnées du point M'; on en déduira celles de
tout autre sommet, en y remplagant z, y, =, par
les coordonnées primitives de ce sommet; ainsi,
I'on aura les coordonnées de C', en y conservant ¥
et y, et mettant s4=ds @ la place de 5, parce que &,
¥, 5 4 ds sont les coordonnées de C. De cette ma=
ni¢re, les coordonnées de C' seront

du do

4)7
we = |7

ds

ds

dz? dis

en extrayant la racine carrée et négligeant les infi-
niment petits du troisiéme ordre, on aura done
dw
MC = ds + — dsdt.

ds

DG T dw dsd d* w e dsdt
¥ = ds — ds e (ONOE
s T ol g

du
z 4 udt + — ds di,
ds
do
y + vdt + — ds a4,
dw
3 4 ds 4 wdt 4 — ds di;
ds
et, en les comparant i celles de M', on en conclur®
. dw <
dss di* 4 ds 4+ — ds dt
ds

Les coordonnées de D' se déduiront de celles d¢
M', et les coordonnées de G' de celles de C'en!
mettant = 4= dz et y =4 dy & la place de 2 et y; pt'
conséquent, la longueur du coté D'G' se déduira d!
méme de celle du eoté W'C’' ; ce qui donne

ds w

JJ,H-IILI'!;

dyds
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done en négligeant les deux derniers termes, qui
Sont du troisiéme ordre, la valeur de D'G' sera la
méme que celle de M'C/, On trouvera de la méme
Maniére, que les cotés A'E' et B'F' sont égaux an
eité M'C!, aux quantités prés du troisiéme ordre;
€n sorte que 1'on aura

H'C' = A'E = BF = D'G".
Sil'on change 5 eny, et w en v, dans la valeur de
N'C, elle deviendra celle de M'B', savoir :

do
WB' = dy 4 — dyar;
dy
®ll changeant de méme = en z et w en u, on aura la
Valeur de M'A', qui sera

du
WA = dr 4+ — dede;
dx
&t 'on trouvera aussi
N'B' = A'D' = C'F — E'G!,
N'A' = B'D = CF = Fg.

Rous voyons donc que les cdtés égaux entre enx
“_‘"“310 parallélipipéde primitif, sont encore restés
“8aux aprés son changement de forme : le parallé-
lismyg de ses c6tés est une conséquence de leur éga-
IE; par conséquent, I'élément de volume que nous
“ousidérons conserve, i la fin de dt, la forme d’un
Parallélipipéde , mais qui nest pas rectangle
“omme au commencement de cet instant.

On aura le volume de ce parallélipipéde obli-
Mangle en multipliant Pune de ces faces, par exem-
Ple, la face WA'D'B, par la perpendiculaire C'P/,
dhaissée du point €' sur cette face; 'aire du paral-
flogramme MA'D'B’ est €gale an produit de ses

deux cotés MWA! et N'B', multiplié par le sinus de
‘angle A'M'B'; et la perpendiculaire C'P! se déduit
Weoté CN', en le multipliant par sin C'M'P!; par
Cﬂnséqucm, le volume du nouveau paraliélipipéde
4ra pour valeur

MA' . M'B', W'C. sin A'M'B.sin C'N'P.

Or, Jog angles A'M'B' et CM'P' étaient droits dans le
Parg) llipipéde primitif; chacun d’eux ne peut donc
Maintenant différer d'un angle droit, que d'une
Inangjyg infiniment petite; le sinus de chacun de
Ces Angles ne différcra done de l'unité, que d'un
Miniment petit du second ordre ; par conséquent,
1 l'op néglige les infiniment petits du cinquiéme
Odre, il fandra faire sin A'M'B'=1 et sin CN'p'=1,
ing Je Produit précédent; ce qui le réduit a
MA' .M'B .NMC,
l(:’:'?, 0 mettant pour chacun des facteurs sa va-
. Précédente, effectuant la multiplication, et

l[u"_','b"“"t toujours les infiniment petits du cin-
M ordre, ce produit sera

du de
(+

dw
dt 4 —

3

dit ) dxdyds

415

Tel est done, & la fin du temps £ -} dt, le volume
de I'élément qui était dzxdyds, 4 la fin du temps ¢.
En méme temps la densité pest devenue p 4 p'dt;
en multipliant done ce volume parp <= p'de, et re-
tranchant du produit la masse primitive pda dy ds,
on aura la variation de cette masse pendant Pin-
stant df; et cetle variation devant étre nulle, il en
résultera 'équation

du do dw

I

e (—+-—-+—)——*l'
di dy ds

en négligeant les infiniment petits dy ecinquiéme
ordre, et supprimant ensuite le facteur dt dz dyds,
commun & tous les termes. Par conséquent, d’apreés
la valeur de ' du numéro précédent, la quatriéme
équation du mouvement qu'il s'agissait de former,
sera

dp d.pu d.pp d.pw
o —_— ——='0. (4)
dt dx dy ds “

650. Cette équation appartiendra aux liquides et
aux fluides aériformes ; mais Ia quantité ¢' étant
nulle, dans le cas des liquides regardés comme in-
compressibles, cette équation se partagera en deux
aulres, savoir :

dF {‘?F dF :'J"F

— 4y — oy — Fw—=0 )

di dr dy ds o
du dr dw ( &
2 m
da dy 5

En les joignant aux trois €quations (3), on aura un
nombre d’équations égal i celni des cing inconnues
Fr Py %, v, w, qu'elles doivent servir 3 déterminer
en fonction de z, y, s, 2. Quand le liquide est ho-
mogcne, la densité p est une constante donnde; co
qui réduit les inconnues a (quatre, et fait en méme
temps disparaitre la premiére équation (5).
Relativement aux fluides €élastiques, on n’a
que quatre équations, savoir,

aussi
les équations -1:3)
et (4); mais alors la densité est lide a la pression;
ce qui réduit a une seule les deny inconnues p et p,
8i l'on suppose que la température soit la méme
dans toute la masse du fluide 3 I'état de repos, les
dilatations ou compressions des élémens de ce
fluide , qui auront lien pendant son mouvement,
feront varier cette température, et la pression p ne
sera plus proportionnelle & la densité py dans 'état
de mouvement, comme elle 'est dans I'état d’équi-
libre. On verra

, dans la suite, comment on preut
avoir égard i cette circonstance, dans le cas d’un
supposerai
qu'il s’agisse d’un mouvement assez lent pour

mouvement trés rapide. Maintenant je

qu'elle n’ait aucune influence sensible; en sorte
que 'expression de p en fonction de P, soit celle qui
convient & 'élat d’équilibre, savoir (ne 625)

— dt + —
da dy

J-‘JJ"
P=k(l 4+ at); (g
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8 désignant la température commune a tous les
points du fluide, a le coefficient 0,00375 de la dila-
tation des gaz, et k une constante relative a la ma-
tiére du fluide que l'on considére.

Lorsque les valeurs de p, p, u, v, w, auront éLé
déterminées, soit au moyen des cinq équations (3)
et (5), soit daprés les cing équations (3), (4), (6),
on en déduira les valeurs des #, y, 5, en fonctions
de 1, et deleurs valeursinitiales z', ¥, 5/, au moyen
des équations (1). Les intégrales de toutes ces équa-
tions aux différences partielles renfermeront des
fonctions arbitraires, qui resteront encore a déter-
miner, d'aprés I'état initial du fluide, et au moyen
de certaines conditions relatives & sa surface dont
il sera question plus bas.

651. Quand la température n’est pas la méme
dans toute la masse fluide & l'origine du mouve-
ment, elle varie ensuite d’'un point & un autre, et,
pourun méme point, d'un instant & 'autre; en sorte
que si 'on désigne, au bout du temps ¢, par §, la
température qui répond aux points dont 2, y, 5,
sont les coordonnées, cette quantité 6 est une fone-
tion inconnue de ¢, x, ¥, 5, et pour la déterminer
il faut joindre une nouvelle équation aux précéden-
tes. Cette équation sera différente dans les deux cas
d'un liquide et d’un fluide aériforme, que nous al-
lons successivement considérer.

1o Supposons qu'il s'agisse d'vn liquide homo-
géne, tel que ean, pour fiser les idées. La tempé-
rature § variant d'un point it un autre, la densité p
variera de méme, et sera une fonction déterminée
de §, que je représenterai par f8 *. La quantité ¢ ne
sera plus nulle, et 'équation (4) ne se décomposera
plus dans les deux équations (5). La chaleur spéci-
fique du liquide et la mesure de sa conductibilité

seront anssi des fonctions déterminées de 6; mais
si 'on suppose que la communication de la chalear
dans lintérieur de Deau, ait lien comme dans un
corps solide, par un rayonnement i distance insen-
sible, I'équation relative au mouvement de la cha-

leur dans un corps hétérogéne, que j'ai trouvée
autrelois , s’appliquera & la masse d’eau que nous
considérons ; car elle fuil connaitre aceroissement
instantané de température qui a lieu en un point
quelcongue d'un corps, dans lequel la chaleur spé-
cifique et la conductibilité varient arbitrairement
d’an point & un autre; et d’aprés la maniére dont
elle a été formée, elle ne dépend pas du mouvement
du point matériel que 'on considére, non plus que
du mouvement des points circonvoisins. Ainsi, en
appelant §'d¢ Paccroissement de ¢ pendant 'instant
dt, on aura **

df db db

d.h— d.h— d.h—

dx dy ds
= —— = (7)
= de dy + ds \)

* Pour la forme de cette fanction, voyes le Traitd de Physique de
M. Biot, tome 1%, chapitre XI.
** Journal fe I"Eeale Polyteehnique, 19+ cahier, page 67.
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équation dans laquelle on fera, d’aprés la for-
mule (2),

db db db db
f=—Fu—F+o—+F+wv—,
dt dx dy ds

et oui g et h sont des fonctions de 8, qui représen-
tent la chaleur spécifique rapportée a I'unité de
masse , et la mesure de la conductibilité, Chacune
de ces fonctions est censée connue, ainsi que f3, de
maniére que les équations (3), (4), (7) , seront en
nombre ézal & celui des incounues b, p, %, v, W,
qu'elles renferment. Dans le cas d'un liquide hé-
térogéne, les trois quantités p, g, h, relatives au
point de sa masse dont les coordonnéessont z, ¥, 5
dépendraient de la température 8 et de la matiére
du fluide en ce point , et seraient, par conséquent
des fonctions données de 6 et des coordonnées ini
tiales z', 4/, 5', de ce méme point.

20 §i le fluide que I'on considére est une masse
d’air ou d'un gaz quelconque, dont la température
¢ varie d'un point & un autre, et que dans I'état de
mouvement, la pression soit toujours supposée
proportionnelle i la densité, comme dans le ne pré-
cédent, I'équation (6) aura toujours lieu; mais
I'équation (7) ne subsistera plus; car elle est fondée
sur Ihypothése que la communication de la cha-
leur dans 'intérieur du corps se fait par un rayon-
nement i distance insensible; et, au contraire, la

clmlcur rnynuuuule traverse les fluides uéri!’urmes,
dans de trés grandes épaisseurs ; en sorte qu’il y @
échange de chaleur entre des molécules trés éloi-
gnées l'une de P'autre. Cette équation devra done
étre remplacée par une autre, que l'on joindra aus
équations (3), (4), (8), afin d’en avoir un nombre
égal & celui des inconnues ¢, p, 0, u, v, w. Dans le
probléme des vents alisés, par exemple, qui sont
produits par les différences de température des
couches atmosphériques, on formera cette sixiém®
équation de la maniére suivante, qu'il nous suffird
maintenant d'indiquer.

La quantité de chaleur regue pendant I'instant
dt, par 'élément quelconque dm de la masse fluidey
et qu'on peut supposer proportionnelle & dimdt , 5¢
compose de la chaleur solaire absorbée par dnt
pendant cet instant d¢, a laquelle il faut d'ahord
ajouter la chaleur rayonnante que cet élément re<
coit, dans ce méme instant, d'une partie de Is
surface de la terre et de la partie de I'atmosphér®
dont la communication avec dm n'est point inters
rompue par cette surface, et, en oulre, la portio®
de chaleur qui peut élre communiquée d dm paf
les élémens circonvoisins, comme dans les corp*
solides. En retranchant de cette somme la quantit®
de chaleur émise au dehors par 'élément dm, pe?”
dant I'instant d¢ , soit par communication, soit pa'
rayonnement & grande distance, on aura Pangme?®
tation instantanée de la chaleur de dm, que Vot
A étant un coef’
plof

peut représenter par Admdi

cient dont je me borne & indiquer Iorigine.
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autre coté, cotte augmentation de chaleur est égale
i g¥dtdm, en désignant toujours par g et 0'd¢, Ia
chaleyr spécifique rappertée i I'unité de masse, et
'accroissement instantané de température ; on
tura donc tdmdt = gb'dmdt, on A =g¥, pour I’é-

quation demandée, qu’on devra substituer & 'équa-
tion (7).

652, Avant d’aller plus loin, ily a une remarque
importante  faire relativement & Péquation (4).

D'aprés la maniére dont elle a été formée, elle
€xprime que la masse de 'élément différentiel dm
du flujde ne varie pas pendant Pinstant d¢; mais
est pour abréger que Pon a considéré le volume
de cette partie du fluide comme infiniment petit;
&t sil'on divise le volume total en parties de gran-
deur finie, mais insensible, dont chacune renferme
Néanmoins un nombre extrémement grand de mo-
lécules , I'équation (4) exprime réellement que
chacune de ces parties renferme toujours les
mémes molécules, et que, par conséquent, sa
Masse est invariable. Clest pour cela qu'elle est
désignée sous la dénomination d'éguation de la
Continuité du fluide. Or, il existe des mouvemens
dang lesquels cette continuité g pas lieu , et ot
"on ne doit plus faire usage de I'équation qui s'y
Fapporte,

Supposons, par exemple , que de I'ean soit con-
tenue dans un cylindre vertical, ouvert i sa partie
Supérieure. i 'on échauffe le liquide par en haut,
% température sera croissante, et la_densité d-
Croissante, en allant du fond  la surface; la masse

tide s'allongera ,

les couches horizontales se
Te

mplaceront successivement , et 'équation de la
Sontinuité s'appliquera & ce mouvement. Mais si
¢ liquide est échauffé par en has » la densité sera
roissante , et la température décroissante de bas
0 haut : & la rigueur, les couches horizontales
Pourront encore se remplacer successivement;
Wais yp pareil mouvement ne serait pas stable; et
"Dbservntiun montre que les molécules d’eau s'é-
“¥ent du fond vers la surface, en traversant les
Couches supérieures. Toutes leg parties trés petites
U liquide ne sont pas constamment formées des
Mémey molécules ; I'équation (4) n'a done pas lieu
NS ce genre de mouvement ; et il est méme
Outenx que les équations (3), fondées sur le
pr‘“(?ipc de I'égalité de pression en tous sens, puis-
Seng s'y appliquer; en sorte que, dans I'état ac-
“’ﬂ de la science , nous n'avons aucun moyen de
“lerminer le mouvement d’un liquide dont les
“Ouches ge traversent mutuellement, les unes en
m"'“taut, les autres en descendant, La méme re-
arque S'upplique aux mouvemens verticaux qui
Clyent exister dans chaque colonne atmosphé-
r"’““—', dont les couches inféricures, échauffées par
; _Qfllllact avec la terre, et devenues plus légéres
SEXAnL on- traversant los couches supérieures.
f" ’éierminulion de ces mouvemens , d’un genre
Uérent g ceux qu'on a considérés jusqu'a pré-
* ¥ leur influence sur les variations diurnes
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du barométre, sont des questions sur lesquelles il
importe d'appeler Pattention des géométres,
653. Dans les mouvemens des

fluides que I'on
soumet au caleul, ona contum

e de supposer que
les points qui se trouvent, & une époque déter.

minée, sur une paroi fixe ou mobile
partiennent & la surface libre d'un liquide , de-
meureront sur cette paroi, ou appartiendront &

cette surface, pendant toute la durée du mouve-
ment; en

y Ou qui ap-

sorte que l'on exclut les mouvemens
trés compliqués dans lesquels des points d’un
fluide, aprés avoir appartenn & sa superficie , ren-
treraient dans l'intérieur de la masse , ou récipro-
quement; et 'on exclut méme les cas ou des
points d’un liquide passeraient alternativement de
la surface libre & la surface en contact avec une
paroi fixe ou mobile. Ces conditions particuliéres
auxquelles on assujettit les mouvemens que 'on
considére, s’expriment par les équations suivantes,

Soient tovjours z , | 5 » les coordonnées varia-
bles d'un point du fluide, et

g z, ¥ 3) = 0,

I'équation d’une surface fixe ou mobile
par ce point au bout du temps ¢, ot que nous ap-
pellerons S, pour abréger. Désignons aussi par
#'y ¥, 5, les coordonnées initiales du méme point;
de sorte que z Y, 5, soient des fonctions de ¢ y &l
vy 5, 8i I'on substitue leurs valeurs dans I'équa-~
tion donnée, elle se changera en

qui passe

F::!, .2", yr’ z!} ==

?

et tous les points du fluide dont les coordonnées
initiales satisferont & cette ¢quation , seront ceux
qui appartiennent, au bout du temps ¢, & la sur-
face$; par conséquent, pour que ces points soient
constamment les mémes, il faudra que la fonetion F
ne renferme pas la variable 2. Si donc § est Ia sur-
face libre , ou celle d’une paroi fixe ou mobile , il
faudra que la fonctionf (¢, =,y , =) soit indépen-
dantede ¢, en y regardant T, Yy, s, comme des
fonctions de ces variables; sa différentielle com-
pléte par rapport a ¢ devra donc étre nulle; et
d'aprés la formule (2), on aura

df df df
—Fu— o —
dt dx dy
pour exprimer la condition ci-dessus énoncée.

Dans le cas d'une paroi fise, la fonetion f ne
renfermera pas explicitement le temps ¢; en lare-
présentant par L, de sorte que L= 0 soit I'"équa-
tion donnée par la paroi, 'équation (8) deviendra

dL dL dL

*o— 4 0 — o w—
dx dy ds

0.

(9)

Si I'on désigne par ¢ la résultante des vitesses
u, v, w, et par @, €, 3, les angles qu'elle fait yyec

les directions des x,y, = ;sil’on appelleanss; a,bye,

93
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les angles que fait la normale & la paroi avee
les mémes directions , et qu’on fasse

5@ @~

on aura , en méme temps,

u=_¢2cosa, v=_7cosk, w=EC05P,

dL dL dL
— = A €058, — = A cosb, —=—=acose;
da dy ds

et, en substituant ces valeurs dans 'équation (9) ,
et supprimant ensuite le facteur commun ¢, elle
deviendra

€05 @ €08 & -} c0s € cos b = cos p cos ¢ =—0.

Cette équation (9) signifie donc que la vitesse de
chaque point de ﬂuu]u adjacent & une paroi fixe,
est normale & cette surface; et, en effet, c’est la
condition nécessaire et suflisante pour que ce
point ne se détache pas de la paroi, et ne fasse que
glisser sur sa surface.

A la surface libre d’un liquide , la pression p est,
en général, une quantité comstante; mais elle
pourrait dépendre de ¢ et étre seulement indépen-
dante de #, y, 5, sila pression extéricure, com-
mune & tous les points de cette surface, variait
avec le temps; en la désignant par T, 'équation
de la surface libre sera donc p—T1=0; et en
mettant p— T & la place de f dans Péquation (8),
on aura

dp dp dp dp ar

—-|-u—-|—t:—+1 = —, (1)
dy ds dt

pnur I'équation qui aura lien en méme temps que
p— T=0, ou enméme temps que I'équation diffé-
rentielle de la surface libre, qui a été donnée dans
le n° 648.

Nous ferons remarquer que les équations (8),
(9), (10) auront encore lieu , sans erreur sensible,
lorsque les points du fluide ne s’écarteront de sa
superficie , que de quantités insensibles. Par con-
séquent, si Pon considére , comme dans le numéro
précédent,, une portion du fluide dont les dimen-
sions soient de grandeur finie, mais insensibles, et
qui contienne néanmoins un nombre immense de
molécules, et sil'on suppose qu’une partie de sa
surface appartienne a celledu fluide, & une époque
déterminée, ces équations exprimeront, en réalité,
que cela aura lieu pendant toute la durde du mou-~
vement. Cette partie commune aux deux surfaces,
d’ailleurs, varier en étendue dans des

!l()u]'r{l B
rapports (uelconques; et la petite portion de
fluide dont il s’agit, en se déplacant a la superficie
du fluide , pourra s’étendre ou se rétréeir suns que
son volume change dans le cas d’un liquide, ou sa
masse duns le cas d’un fluide quelconque. Ainsi,

par exemple, lorsgqu’un liguide pesant oscille dang

un vase ouvert a sa partie supérienre, 'étendue de
sa surface libre et celle de sa surface de contact
avec les parois du vase varient pendant le mouve-
ment , de sorte que le nombre des points matériels
du liquide , qui sont situés & I'une ou 'autre de
ces deux surfaces, n’est pas constamment le méme ;
mais les équations (8) et (10) peuvent avoir lien
néanmoins, si l'on considére qu'elles ne répondent
pas seulement & des points isolés , mais qu’elles se
rapportent & de petites portions du liquide, de
grandeur insensible et de forme variable.

Ces équations particuliéres que Lagrangeain-
troduites dans la théorie des fluides, concourront,
dans chaque cas , avee I'état initial du systéme , &
déterminer les fonctions arbitraires qui seront con-
tenues dans les équations du mouvement,

654, Dans un cas trés étendu , on pent réduire
les trois équations (3) & une équation aux diffé-
rences partielles du premier ordre, et fuire dépen-
dre d’une seule quantité , les trois inconnues u, v,
w. Ce cas a lieu, lorsque la formule ude 4 vdy -+
wds est une différentielle exacle d'une fonction
de v, v, 5, regardées comme des variables indé-
pendantes, et que le fluide dont on s’occupe est
homogéne et partout & la méme température, dans
son état d’équilibre,

Soit alors

udz + vdy + wds = do;

¢ désignant une fonction inconnue des quatre va-
riables¢, #, ¥, 5, maisla différenticlle dp étant
prise seulement par rapport & 2, y, 5, de sorte
qu’on ait

de de de
U= V= —, Ww—=— [.‘I]
dx dy ds

D'aprés la natore des forces X, Y, Z, qui provien-
nent toujours d’attractions ou de répulsions , dont
les centres sont des points fixes ou mobiles, ou les
points mémes du fluide, on a augsi

Xde 4 Ydy 4 Eds = dV,
et, par conséquent ,
av av Al

= —, e l=—;

dw dy ds

V étant une fonction de ¢, @, y, 5, qui n'est dif-
férentiée que par rapport 4 o, y, 5. Dans le cas
d'un fluide élastique dont la densité est constante

i I'état de repos, l‘iutljj_;ruh:/‘.(_l‘is‘t:xprinlera par
P

un logarithme, si I'on suppose que la loi de Ma-

riotte ait encore licu & I'état de mouvement; si

I'on tient compte des variations de température

qui accompagnent celle de la densité pendant le

mouvement, cette intégrale sera une autre fone-

tion de p; et dans le cas d'un liquide homogéne ,
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1 il en résultera
elle se réduira & — P, abstraction faite de la con-
P 1 dp dp L dp dp 1 dp ap
Stante arbitraire, Pour comprendre tous ces cas en PR ) [ e e ey
un seyl ,je ferai pode dz P dy dy P ods ds
» dp
— = P; et au moyen de ces valeurs et des Précédentes , les
£ équations (3) deviendront
dp el de dee de d de d ¢
de 7 dr dr* dy drdy ds drdz
dp 5 K dr ¢ do di g de dt e dp dip
dy e r?a,r_ =% dydt dz dydx et a_';; dy* T ds dyds
LR dto . .de die . dp gy do do ¢
e v dsdt dr dsdr EE .;f,_dy e e Tl
Je les ajoute aprés les avoir multiplides par de , dy, dz ; il vient

do de’\* dp\* do\ *”
dP=dV —d. — 4 1g S (e R e e :
dt . dr ay dz

¢t tous les termes de cette équation étant des différentielles exactes

déduit immédiatement

de : de'\*
V—P = - =
di e dx

La Constante arbitraire qu’on devrait ajouter dans
“ette intégration, peut étre censée contenue dans
_t‘l quantité inconnue ¢4 et 'on peut regarder les
ntégrales Vet P comme des quantités entiérement
déterminées.

Cette équation, qui remplacera les trois équa-
Yions (3), fera connaitre la valeur de P, quand
Celle de ¢ sera déterminée ; les équations (a) dé-
termineront aussi les trois inconnues u, v, w; et
'[.llant i la valeur de ¢ , elle se déduira de I'équa-
tion (4), qui devient

dp de ds

d.p— d. p— d.p—
9 dz dy ds 0. (o
di dr +i ay duizs T °)

'-!ﬁl'ls le cas d’un fluide incompressible, cette équa-

Yon ge réduira 4
ds ¢ dig Cive =
a';: dyp i i

dang 1o gpg d'un fluide aériforme, ony mettra
Bour» s valeur en fonction de p, et pour psa
Valeur tirge ge I"équation ().
855. Pour que la formule ud + vdy 4 wds soit
0 différenticlle exacte pendant toute la durée
du “l:au\.—cmcut, il faut qu'elle le soit & Porigine,
L que les valeurs initiales dew, v, w, quisont
(“'?“'5“5 arbitrairement en fonctions de £,9,8,
Satisfasg ey aux conditions d'intégrabilité. Réci-

it trois variables &, y,2,0n en

dz £ d @ 2
+ | — + | — (&)
dy ds

proquement, on admet qu'il suffit que cette for-
mule soit une différentielle exacte relativement i
une valear déterminée de 2, pour qu’elle le soit
aussi pour toutes les valeurs de cetie quantité;
mais cette proposition n’a pas toute la généralité
qu’on lui suppose. Voici comment on la démontre.

Soit#, une valeur particuliére de £; supposons
que pour cette valeur on ait

ude 4 vdy + wds = dy,;

¢, étant une fonction dez , y, 5. Sil'on désigne
par e un intervalle de temps infiniment petit , et
que le temps # devienne ¢, -5, les quantités %,0,
t, varieront aussi; et en supposant que leurs ex-
pressions en fonctions de # soient développables,
suivant les puissances de €, 0N aura

dp, dp,
t=—d4w, v=—d4 w,,

dx dy

dp,
W= — W,

-]

et, par conséquent ,

udr 4 vdy -4 wds — de, 4+ [u dz 4 v,dy + wds),
en désignant par u,, v, 1,, des fonctions de z, y, s.
Pour avoir les valeurs des différences partielles
du dTJ dw ! 2 ]

— =, —, qui entrent dans les équations (3), il
de de dt

faudra différentier ces valeurs de u
port & ¢; ce qui donne

3 0y W, par rap-

du de dw
—=u, — =, ]
dt dt di




En les substituant avec celles de w,v,w, et de
leurs différences partielles relatives & z, y, s, dans

1dp o G
S e
i S
¢ dy - - dx dydr
ifif—j ] _ﬁd",‘,
¢ ds % ’ dz dsdx

d’ou l'on tire, d'aprés les notations précédentes,
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ces équations, et supprimant ensnite les termes
multipliés par &, il vient

de, di ¢ d:_

dr ¢,
drds

__Tiy fhd’; ds

dp, d*e, dp, dig

HE dyi iy E Lf:ljui_'- y
de, d=9, dp, drg,
T dy dsdy ds ds*

udz 4 ody 4+ wds

—a-a- 2o [ @)+ )+ @D )

et d’ou il résulte que la quantité (udz + vdy 4=
w,ds)s, dont s’aceroit la formule uds 4 vdy 4 wds
pendant le temps ¢, sera une différentielle exacte.
Par conséquent, cette formule sera une différen-
tielle cxacte au bout du temps ¢ 4 ¢, puisqu’on
suppose qu'elle I'est au bout du temps 7 ; elle le
sera au bout du temps #, 4 2¢, puisqu’elle I'est au
bout du temps ¢, 4 ¢; el ainsi de suite. Et comme
on peut prendre « positif on négatif, on en conclut
que cette formule uds 4 vdy 4 wds est une dif-
férentielle exacte pour toutes les valeurs de £, si
Pon s’est assuré qu'elle le soit pour telle valeur
qu’on voudra de cette variable.

Mais cette démonstration suppose que les valeurs
de u, v, w, qui répondent a £ 4 ¢, peuvent se dé-
velopper suivant les puissances de ¢, ou, ce qui
revient au méme, elle suppose que les expressions

de u, v, w, en fonctions de ¢, satisfont aux équa-

?
tions du probléme et i toutes celles qui s’en dé-
duisent par des différentiations relatives a t. Or,
cela n’a pas toujours lien & Pégard des expressions
de u, v, w, en séries d'exponentielles et de sinus
ou cosinus , dont les exposans et les arcs sont pro-
portionnels & #; et la démonstration étant en dé-
faut , la proposition peut aussi étre, et elle est ef-
fectivement en défaut dans certains cas dont j'ai
rencontré des exemples. Dans chaque probléme,
les expressions de u, v, w, dont il s'agit, satisfont
aux équations relatives i la masse et & la surface
du fluide en mouvement ; en y déterminant conve-
nablement les coefliciens des exponentielles et des
sinus ou cosinus, elles représentent I'état initial et
donné de tous les points du fluide ; et si les séries
qui en résultent sont d’ailleurs convergentes, cela
suffit pour qu’elles renferment la solution de la
question, quoiqu’un de leurs caractéres particu-
licl’s Suil l]u ]]e[IUS l[)llj[]]lrs siltiﬁfﬂirlf aux lé[lllll[i(_l:ls
qui se déduisent de celles du mouvement, par de

nouvelles différentiations.

856. La condition d’intégrabilité de la formule
udz 4 vdy - wds n'a pas lieu dans le mouvement
d’un fluide qui tourne , sans changer de forme, au-
tour d'un axe fixe. En effet | les composantes de
la vitesse d'un point quelconque sont alors les
mémes que dans le cas d’un corps solide ; en pre-
nant done 'axe fixe pour celui des 5, et désignant
par « la vitesse angulaire de rotation, on aura
(ne 388)

Me———",

v=2ae, w=10;

d’on il résulte

udr 4 vdy 4 wdv = o (xdy — ydz) ;
quantité qui n'est point nne différentielle exacte ,
puisque le facteur « est indépendant des coordon-
nées rety.

Il en résulte que pour déterminer la pression p
enun point quelconque, il faudra recourir, dans
cet exemple,aux équations (3). Or, en y mettant
les valeurs de u, v, w, et considérant « comme une
quantité constante par rapporta #, aussi bien que
par rapport a #, y, s, il vient

1 dp 1dp 1 dp
——=Xt g, ——=Y oy, ——=1;
p dz p dy p ds

d'on 'on tire

1

— dp = Xdo 4 Ydy + 7ds + o* (2dz 4 ydy);
P

équation qui coincide avee celle qu’on a trouvée
dans le no 590 , par la considération de I'équilibre
des forces données qui agissent sur tous les points
du fluide , et de leurs forces centrifuges résultant
de son mouvement de rotation.

oa
se

¥

fer
co
80!
tr

J'ai
hig
ton

ey
gé
Loy




e .

-

-

ETA o S P

CHAPITRE 1L

DE LA PROPAGATION DU SON.

657. 11 n’entre pas dans le plan de cet ouvrage,
de faire connaitre les résultats nombreux qui ont
€té déduits des équations générales du mouvement
des fluides qu’on vient de donner ; je me contente-
rai d'indiquer les ouvrages dans lesquels on peut
les trouver. Dans le chapitre suivant, je détermine-
rai le mouvement d’un fluide qui s’écoule dans un
vase, d’aprés une hypothése particuliére et approxi-
mative, généralement suffisante pour la pratique ;
et, dans celui-ci, je prendrai pour exemples de
Papplication des équations générales, les cas les
plus simples de la théorie du son.

10 On trouvera , dansles tomes I et V de la Mé-
canique céleste,, tout ce qui est connu jusqu’a pré-
sent sur les oscillations de la mer et de I'atmo-
sphére, produites par les attractions de la lune et
du soleil.

20 Le tome IT de la Mécanigue analytique ren-
ferme la détermination, par le moyen de séries
convergentes , du mouvement d’un liquide pesant,
soit dans un canal trés étroit, soit dans un vase
trés profond.

30 Relativement aux oscillations de ce liquide
dans un vase d'une profondeur quelconque, je
renverrai au Mémoire que j'ai inséré , sur ce sujet ,
dans le tome XIX du Journal de M. Gergonne.

4° Pour le probléme de la propagation des ondes
& la surface et dans intérieur d’une eau stagnante,
Jerenverrai de méme & mon Mémoire inséré dans
le tome 1°" de I"Académie des Sciences.

5o Sur I'écoulement des fluides élastiques dans
les vases et dans les tuyaux , on pourra consulter
leMémoire de M. Navier, qui fait partie du tome IX
de vette Académie.

6o Enfin, pour tout ce qui concerne la théorie du
Son, et, généralement, la propagation du mouve-
Mment dans un milien élastique ou dans plusieurs
milieux superposés, j'indiquerai les Mémoires que
'ai éerits sur ce sujet, et quifont partiedu 14¢ ca-
hier du Journal de ¥ Ecole Polytechnigue , et des
tomes I et X de I'Académie des Sciences.

658, Pour donner une application des équations
Gl.'!néruies,cunsitlémns un fluide élastique homo-
Eene, dont la température et la densité soient par-
‘out les mémes dans son état d’équilibre, et qu'on

ait écarté un tant soit peu de cet état, de sorte que
pendant tout le mouvement qui en résultera, les
vitesses de ses différens points soient trés petites,
et les condensations ou dilatations dont elles se-
ront accompagnées soient aussi de trés petites frac-
tions. Nous négligerons, en conséquence, les car-
rés et les produits de ces quantités ; ce qui réduira
les équations du mouvement i la forme linéaire, et
permettra d’en obtenir les intégrales sous forme
finie. Nous ferons aussi les forces X, Y, Z , égales
a zéro, afin que la densité du fluide, dans I'état
d’équilibre, soit constante , comme nous le sup-
posons.

Soit D cette densité; p étant celle qui a lieu dans
'état de mouvement , su bout du temps ¢ et an
point dont les coordonnées sont z , y, 5, on aura

p=D (1 4+ s),

en désignant par s une {raction positive on néga-
tive , qu'on suppose ftrés petite, Soient aussi h et
gmh la hauteur et la pression hnrumélriqucs qui
répondent i la densité D) ; g représentant la gravité
et m la densité du mercure. Dans 'état de mouye-

ment, la pression p, qui répond a la densité p, se-
rait gmh (1 4 s), d’aprés la loi de Mariotte, sila
température du fluide était invariable; mais, a
raison de la condensation positive ou négative s,
la température augmente ou diminue ; et sile mou-
vement est assez rapide pour que le fluide n’ait pas
le temps de revenir i sa température primitive, la
pression variera dans un plus grand rapport que la
densité, Nous supposerons done qu’on ait, en gé-
néral ,

P =gmh (1 4+ s 4 o);

o désignant une quantité de méme signe que s, et
qui en est une certaine fonction. A cause de la pe-
titesse de s, on peut supposer cette quantité ¢ pro.
portionnelle & , et faire

e — o

€ étant un coefficient positif et indépendant de 5.
Au moyen de ces valeurs, on aura

dp = gmh (1 4 €) ds;




et il en résultera
vl -
/—P =a log (1 4 &,
. f
en supposant que l'intégrale s'évanouisse avee s,
et faisant , pour abréger,

gmh (1 + €)
D

8i 'on néglige le carré de s-et qu’on prenne cetie
intégrale pour la valeur de la quantité P comprise
dans I'équation (5) du ne 654, on aura

P= a2 &}

en négligeantaussiles carrés des vitesses —, —, —,
dz dy dsz
et supprimant le terme V qui provient des forces
X, Y, Z, cette équation (5) deviendra
1 de
R )

a dt

et en la joignant aux équations (a), savoir,

de dp de

ces quatre équations feront connaitre la condensa-
tion, la grandeur et la direction de la vitesse du
fluide , au bout du temps ¢ et au point dont les
coordonnées sont #,y, 5, lorsque la fonction ¢
aura été déterminée en fonction desz, y, 5, ¢.

Si les déplacemens des points du fluide sont aussi
supposés trés petits, c'est-a-dire, si les points du
fluide ne font que de trés petites oscillations, et
n'ont pas un mouvement commun de translation
ou de rotation , les variables =, y, 5, différeront
trés peu des coordonnées initiales 2/, y', ', du
point anquel clles répondent; on pourra les regar-
der comme égales a o', ¢', 5/, en intégrant les va-
leurs de udt, vdi,wdt, pour en déduire, & un in=
stant quelconque, les déplacemens de ce point
suivant les trois axes des coordonnées; et alors,
on aura

z—a'=fudt, y—y =fvdt, 3—3' = fwdt;

les intégrales étant prises de maniére qu'elles s’é-
vanouissent quand ¢ = 0.

Quant & la quantité ¢, pour obtenir 'équation
dont elle dépend, je mets D(1 4= s) & la place de 5
dans I'équation (¢) du numéro cité; et en négli-

de dp dp
geant les produits de s etde —, —, — il vient
dr dy dz
ds d: e de g de g
— + —— —— —e 0,
dt des dy» ds?

ou bien, en substituant pour s sa valeur préce-
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dente ,
d ¢ ds ¢ ds ¢ ds ;) s
dts 3 (d.t" 5 dya + SR

Ces équations (1), (2), (3), sont celles de la théo-
rie du son dans un air dont la température et la
densité sont constantes. Elles supposent que la
formule udz 4 vdy 4= wds soit une différentielle
exacte ; ce qui a lieu, effectivement, dans les
deux cas particuliers auxquels nous allons les ap-
pliquer.

659. Supposons, d'abord , que Uair soit contenu
dans un tuyaun cylindrique, et que ses points se
meuvent parallélement & 'axe, qui sera horizontal,
afin que la pesanteur ne fasse pas varier la den-
sité. En prenant 'axe des x dans cette direction ,
onaura » — 0 et w — 0; la quantité ¢ ne sera
fonction que de « et ; et 'équation (3) se ré-
duira a

d» 9 dr ¢

—— ==

dia dxa

On en déduira les mémes conséquences que de
Péquation (1) du no 495, relative anx vibrations
€lastique. Quand le
la vitesse

longitudinales d'une ve

tuyan se prolongera infiniment , a ser

de la propagation du som suivant sa longueur;

quand il sera terminé , et d'une longueur I;le nom-
bre des vibrations du fluide, dans 'unité de temps,
correspondant au son le plus grave, seru en raison
inverse de I; quand le ton s'élévera, ce nombre
croitra dans le méme rapport que celui des neends
de vibrations; et en désignant par a la distance

comprise entre deux neeuds consécutifs , et par n
le nombre correspondant des vibrations, on aura

a
2x

En ces points, la vitesse des molécules d’air est
nulle, et la condensation s ne U'est pas; il ya, an
contraire, d’autres points ou cette condensation
est zéro, et on le fluide est en mouvement. Les
distances qui séparent ces auires points sont les
mémes que pour les premiers, comme on peut le
voir par les formules du ne 496. Ils jouissent d’une
propriété quisert a les déterminer par ’expérience,
et gui n’appartient qu’a eux. Si 'on fait une ou-
verture d la paroi du tuyau en l'un de ces points
ou la condensation est nulle , et qu'on établisse la
communication avec air extérieur, le mouvement
du fluide intérieur n'est aucunement changé , non
plos que le ton qu'il fait entendre. En prenant
pour A la distance de deux de ces points consécu-
tifs, et pour n le nombre correspondant au ton
observé, 'équation précédente fera connaitre la
valeur de a, et par suite celle de la quantité ¢ con-
tenue dans U'expression de cette vitesse. L'usage,
pour cet objet, du ton élevé qui répond & une par-

tie aliquote de I, est préférable & celui du tom

€n

Ia

at

po

aus

€l

(1]
l'[’
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fondamental , qui peat étre influencé par le mode
dinsufflation du tuyau et par les circonstances re-
latives i 'embouchure. Clest de cette ma ére que
M. Dulong a déterminé, pour l'air et différens aaz,
les valeurs de la quantité 5 du n® 638; laquelle
quantité est égale & 1 4~ €, comme on le verra tout
i I'heure,

G60. Pour second exemple , je supposerai quela
masse d'air s'étende indéfiniment en tous sens, et
qu’elle soit ébranlée semblablement, suivant toutes

les directions s autour d’'un point fixe que je pren-
drai pour orig
au bout du temps ¢, le rayon vecteur du point qui
répond i x,y, 5, et ¢ sa vitesse, elle serq dirigée
suivant ce rayon, et sa grandeur sera une fonction
de r et ¢, ainsi que la condensation §; car il est
€vident que tout doit dtre symétrique autour de
Vorigine des coordonnées, pendant toute la durée
du mouvement. On aura

ine des coordonnées. Si l'on appelle r,

ix £y is
94:—-, r":—, W = =
o r r

ot & cause de
tyIe=nr, cdet ydy 4~ zds = rdr;
il en résultera

tde 4 rvdy 4 wds — ¢dr;

€n sorte que cette formule sera la différentielle
exacte d'une fonection de 7 et ¢, Cette fonction étant
la quantité ¢, déterminée par Péquation (3), on
aura

dp

Pour la résultante des vitesses u, v , w.
En la différentiont par rapport a #, ¥, 5, on aura
aussi
dp de = de de y dp dp s

—_—=——, _— o Ny — s B -

dr dr r dy dr r ds dr r

n différentiant une seconde fois, il vient

dw_‘d::_a zt dp oy 4 3
d."’ er
d:¢ d: ¢
EF A dr2
ds ¢ dio =52 do x3 4 oo
dse dr: 1 dr ré ¥
L, daprés ces valeurs P'équation (3) devient
d> ¢ ds g 2 dp
w422,
%, e qui est la méme chose,
ds . ro ds .rp :
W - i (@)

Son intégrale compléte est (me 485)
70 =[(r- at) 4 F(r — at);
f et F désignant les deux fonctions arbitraires, Si

donc on fait

—= Hg,

pour une variable quelconque 5, on déduira de cette
intégrale

b S \
t=—[f"(r+at) +F(r — ar))
1
——[f(r+at) +F (r—ar)], ) (5)

1
== [F (r—at)— f1(r 4 at]
ar

et ces formules feront connaitre la vitesse et la con-
densation en un point et & un instant quelconques,
aprés qu’on aura déterminé les I'unctinnsful/’ pour
toutes les valeurs de r 4 at, qui est une variable
positive, et les fonetions F et F! pour toutes les va-
leurs positives ou négatives de r — at,

661, Tout étant semblable, par hypothése, autour
de origine des coordonnées, il faut que le centre
de I'ébranlement du fluide demeure immobile pen-
dant toute la durée du mouvement ; il est donc né-
cessaire que la premiére formule (5) s'évanouisse
avec r; ce qui exige que, quand ce rayon est infi-
niment petit, on ait

[lr + at) 4 Fr— at) =Tr,

Fr + at) 4 ¥

T désignant une fonetion inconnue de ¢, En faisant
le rayon » tont-a-fuit nul dans la premiére de ces
€quations et dans sa différentielle par rapport a at,
savoir,

—af)=T;

r dl
f'(r4+at) — T (r—at)=— —_,
a di

et mettant 5 au lieu de at, on aura done
l; + F (— Z\‘I — U!

mais seulement pour les valeurs positives de 5. Ces
équations feront connaitre les valeurs de F [ — %)
et F' (—z), d'aprés celle de f= et [15; en sorte qu’il
ne restera plus qu'a déterminer les valeurs de /s,
{5, Fs5,Fs, pour toutes les valeurs positives de s,
1
Pour cela, soient -r et — ¥ les valears initiales
a
de ¢ et s, de sorte que r et ¥r désignent des fone-
tions données depuis » = 0 jusqu’li r = ¢ , dont la

flz —F

\

—.;'):!J, \G)

premiére devra étre nulle pour r — 0, et qui sont
toutes deux de cerlaines vitesses. En faisant =10,




424

dans les équations (5), nous aurons

1 1
d.—fr d.—Fr
: r r
gy o AT
i o i
rr — — — —;
dr dr’

d’ou Von tire

1 1 )
. P | .
r—f’+;—r"—~rl’+b, U m

Fr—fr=%.7+4¢; ']
en représentant par b et ¢ deux constantes arbitrai-

res, et faisant

Srdr = Lir,) frerdr = Fyr:

on pourra supposer gue ces deux intégrales s'éva-
nouissent pour telle valeur qu’on voudra de r; nous
prendrons tout & 'heure r=co pour cette valeur.
$i l'on a seulement égard aux constantes b et e,
les équations précédentes donneront

fr_—_-:-br—‘:-t—', f'rl':':—ﬁ-,
I?r:—;br-"— %c, ¥r= ':c;

on en conclut

fr 4 at)= %bir-}-af]— %c,
)(I-:i' + at) = ‘E. b;

pour r > at, on aura aussi
Flr—at)= ;br—a)+ ¢,

1
I/ Y — -
Flr—at)= + bs

pour r < af, onaura

flat—r) = %b:at—r}_ —:-c,

fllat—1) = —:—b;

et en vertu des équations (6) il en résultera
LR badie Esh 3
F(r—at)= ’6(1 at)+ —¢,

F'[r-—ﬂtj: :1-6,
comme dans le cas der > af. Or, en substituant
ces différentes vuleurs dans les formules (5), on
tronvera qu'elles se réduisent a 2éro; de sorte que
les deux constantes arbitraires b et ¢ disparaissent
des expressions de ¢ et s.

Fu en faisant done abstraction , et metlant z an
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rentielles, il vient

- 1 1

j:::x—:.Jr;:,---:-‘4'.:.J \

1 1 1 r

fls == i 5 4 ]-;'ﬁ':.)"i‘:), o
3 ) (8)

F;:T:'l.‘5+j*11,

RS T B gl 1 -

I‘J—-:\D‘I'JT .J.-r.,++_aj‘

pour les valeurs qui restaient 4 trouver.

Les formules (5) ne contiendront plus rien d'in-

connu, et renfermeront, par conséquent, la solu-

tion compléte du probléme. On peut remarquer quo

rien, dans la question, ne pourrait servir déter-

miner les valeurs de f(— s), dont les formules (5)

n'exigent pas la connaissance.

662. Voici maintenant les conséquences relati-

ves a la théorie du son, qui se déduisent de ces for-

maules.

Soit « le rayon de Pébranlement primitif, en sorte
que Lr et ¥r aient des valeurs données arbitraire-
ment depuis r=0 jusqu’a r=7s, et soient 2€ro
depuis =« jusqu'ar—co. Les intégrales -}. r et
¥, r seront des quantités constantes pour toutes les
valeurs de = qui surpassent ¢; et comme on les sup-
pose nulles pour r==, elles le seront aussi de-

puis r=—¢ jusqua r =eo.

Cela posé, sil'on considére d’abord un point du
fluide compris dans |'étendue de I'ébranlement pri-
mitif, onaurar < 5. Tant que sera moindre que

t—r

., les valeurs de f (r4-at) et f (r+-at) neseront

pas nulles, et on les déduira des équations (8); il en
sera de méme & I'égard des valeurs de F (r — at) et
r
F' (r — at), tant qu'on aura ¢ < — ; quand # sur-
a
r
passera—, celles-cise déduirontde cellesde flat—r)
a
et [1(at —7), au moyen des équations (6); enfin,

r
quand le temps # sera devenu plus grand que

tous les termes des formules (5) seront nuls, et tous
les points contenus dans I'étendue de I'ébranlement
primitif seront revenus a Détat de repos. Ainsi,
pour tous les points compris dans la sphére dont le
rayon est ¢, la durée du mouvement décroitra, du

t 24
centre & la surface, entre les limites — et —.
a a

En dehors de V'ébranlement primitif, on aura
r -+ at > 1; ce qui fera disparaitre f (r4at) et
£ (r 4= at) des formules (5), et les réduira a
1

1
— ¥ (r—at) ——F(r— at),
=

ra

1
g =—VF{r—at),
ar

lieu de r dans les équations (7) et dans leurs diffé-
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quand ona r > at, ou bien, en vertu des équa-
tions (6), a

1 1
¢ = —f(at —r) 4 — f(at —r),
r i
1
s =— [ (at —r),
ar

lorsqu'ona a# > r. Les valeurs des quantités com-
prises dans ces expressions de ¢ et 8 seront données
par les formules (8); elles seront nulles tant qu’on
aurar > at 4 ¢, el leredeviendront dés qu'on aura
r < at —+; d’ou l'on conclut que le son se pro-
pagera i Pair libre avec la méme vitesse a que
dans Pintérieur d’un tuyau cylindrique; que le
mouvement de chaque molécule d’air subsistera
2
pendant un intervalle de temps égal a—, et que la
a

largeur de 'onde sonore sera égale au diamétre 2«
de I’ébranlement primitif.

A une grande distance du centre de cet ébranle-
ment, on pourra négliger les seconds termes des
valeurs de ¢, qui sont divisés par 2 , par rapport
aux premiers qui ne le sont que par r; on aura
alors, pendant toute la durée du mouvement,

comme dans le no 498, ol s représentait la dilata-
tion au lieu de la condensation. La vitesse propre
des moléeules d’air décroitra alors en raison inverse
de 7. On suppose Vintensité du son proportionnelle
au carré de cette vitesse ; en sorte qu’a une grande
distance du lieu de I'ébranlement primitif, elle dé-
troitra en raison inverse du carré de cette distance;
e qui parait conforme a l'expérience.

Ces résultats ont encore lieu , lorsque I'ébranle-
Mment n’est pas le méme en tous sens. A une dis-
tance considérable par rapport & son diamétre, la
Vitesse duson est uniforme et égale i la constantea,
les ondes ont une forme & peu prés sphérique, et,
Suivant la direction de chaque rayon, I'intensité du
Son yarie en raison inverse du carré de la distance,
‘luelle que soit, d'ailleurs, sa variation en passant
d'up rayon & un autre, Cette intensité décroit aussi
“vecla densité du milien ou le son est produit; en
Sorte que, par exemple, elle diminuea mesure qu’on
Approche du sommet d’une haute montagne. En
“Onsidérant la propagation du son dans un air com-
Posé de couches de différentes densités, on trouve
99’ distance égale, son intensité ne dépend que

€ la densité au lieu de I'ébranlement primitif ;

"0l il résulte qu'une personne placée dans un
f.m““n, doit entendre le bruit qu'en fait & la sur-
face de 1 terre, comme si elle était & cette surface;
tandis que le bruit qu’elle ferait serait entendu, &
“elte surface, comme si I'on était dans la couche
'llm‘”]‘}ldrir[ue on se trouve 'aérostat.

Si I'intensité du son dépend de la grandeur des
vitesses des molécules d’air qui frappent P'organe
de I'ovie, si I'élévation du ton estréglée surle nom-
bre de ces coups dans un méme temps, c'est-a-dire,
sur la répétition plus ou moins fréquente des vibra-
tions de I'air, on peut se demander ce qui fait la
différence d’une syllabe i une autre, chantées avee
une méme force et sur un méme ton. Selon Euler,
cette différence doit étre attribude & la forme de In
fonction qui exprime la loi des vitesses successives
de I'air pendant chaque vibration ; de maniére que
Porgane de la voix aurait la faculté de donner &
cette fonction la forme convenable, et 'organe de
Pouie, lafaculté d’en appréeier les formes diverses.

663. Sans que la forme de I'équation (4) soit
changée, on peut transporter origine des coor-
données en d’autres points du fluide. D’aprés cela,
si I'on désigne par r,, 7, r,, etc., les rayons vec-
teurs d'un méme point, comptés de ces diverses
origines, et si I’on suppose suceessivement que @
soit fonction de ¢ et de chacun de ces rayoms, on sa-
tisfera @ I'équation (4) au moyen de la valeur de ]
du ne 660, et des valeurs qui s'en déduisent, en y
mettant r, 7, r,, etc., an lieu de r, et changeant
i chaque fois les fonctions arbitraires. A cause de
la forme linéaire de cette équation, on y satisfera
donc aussi en prenant poure la somme de toutes ces
valeurs particuliéres , ce qui donne

1
=—[f(r +at)4F (r — m!j]
1
i { i F ( 128
= 2 [£, (7, at) 4-F, (, at)] ®)

1

g e .l_fr,.["u -+ ﬂ‘f} + le {ry— at;-]
"“

-+ ele.

Or, on conclura de cette formule, que si Pair est
€branlé simultanément autour de chacune des ori-

do
gines de r, r,, r,, etc., la condensation — en un
dt

point et a uninstant quelconques, quisera toujours
fo - par: I'é ; :
donnée par P'équation (1), aura pour valeur la
somme des condensations qui auraient lieu en vertu
de tous ces ébranlemens isolés, De plus, en vertu
des équations (2), les composantes de la vitesse au
bout du temps ¢, et en un point M, dontz,y, 3,
sont les coordonnées par rapport a Vorigine de r,
auront pour expressions
de de dr de dr, dp dr,

U —— - e - +__ —+——'—'+l,‘f.(-,,
dg dr de  dr,ds dr, dx

de dp dr de tf!'] de dJ‘”

b — — i — — f—— 4 ola,,
dy dr dy dr,dy dr dy ;
de de dr dp dr, de dr

i
- 1
W= — = ——  — —f— " Joete;

ds dr ds d.-'J ds dr, ds

D4




de dp dp
les différences particlles—, —, —, ete., étant pri-
dr dr,dr,
ses en regardant r, 7, 7, etc., comme des variables
indépendantes. Mais si Pon appelle z;, ¥, =), les
coordonnées de M rapportées a lorigine de r, et a
des axes paralléles a ceux des 3 ¥, 5, ces coorden-
nées x,, y,, 5, ne différeront de z, y, 5, que d’une
quantité constante; de sorte que 'on aura

de, dr, =, dr, dr, g, dry, . iy
— T — —_—me—rm—y, — ==
dz dw r,’ dy dy, r, ds ds T
on aura de méme

dl"” xy "tru Yu dr- T

Wy —_— — e

dx r dy T ds i

én désignant par =, ¥, 5, les coordonnées du
méme point, dont Porigine est celle de r;,; et ainsi
de suite. Les formules précédentes deviendront

done

de z de =, de =z,
y=—— 4 — — 4 — — 4 clc.

dr r d"i rl dr’” Tu

dy dvy deyy
t=——+ — — 4+ — — + cte.,

dr v dl" i dru Ty

de = dp 3 dy 3z,
=4 - — + —_— e ete. g

dr r dry- 1 dr, 1y

d’out Pon conclut que la résultante de u, v, w,
de dy d?

sera laméme que celledes vitesses— ,— ,—, etc.,
dr dr, dr,

dirigées suivant les rayons vecteurs r, 7, r,, etc.,
et, par conséquent, en vertu de la formule (9}, la
méme, en grandeur et en direction, que si tous les
ébranlemens autour des centres de ces rayons
avaient lieu isolément; ce qui s'accorde avec le
principe de la superposition des petits mouvemens.

664. Cette formule (9) servira aussi a déterminer
Ja réflexion du son sur un plan fixe.

Pour cela, supposons que la masse d'air soil ter-
minée par un plan fixe AB (fig. 140), et que I'ébran-
lement primitif ait lieu autour du point C, origine
du rayon vecteur r, et ne se soit pas étendu jus-
qu’an plan AB. De ce point, abaissons la perpendi-
culaire CD sur ce plan; prolongeons-la d'une quan-
tité DC,, égale & CD: supposons que C, soit I'origine
de r; et prenons la droite CDC, pour axedes z et 2.
En appelant & la longueur de CD, on aura 2 =5 et
#,== — h, pour tous les points du plan AB; pour
ces valeurs de x etz , il faudra done que la vitesse u,
perpendiculaire & ce plan, soit constamment
nulle (ne 653). Or, on satisfera a cette condition et
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mule (9) réduite & ses deux premicrs termes, sa-

voir:

L
¢ = — [f(r 4 at) + F (r — at}]

1
-, — {f\ r =4 at) + F,(r,— “‘)ls

et déterminant convenablement les fonctions arbi-
traires f, ¥, f,, F;

En effet, on déterminera les deux premiéres,
comme précédemment, d’aprés I'état initiul du
fluide autour du point C; les points qui répondent
ar < h, n'appartenant pas au fluide, on pourra
donner telle valeur qu'on voudra it chacune des
fonctions f,r, et ¥ r, sans altérer cet état initial ; on
pourra done prendre pour les fonctions indiquées
parf,, et F les mémes fonctions qu'on aura trou-
vées pour celles dont les indices sont fet F; la for-
mule précédente deviendra alors

1
p=— [fr + at) +F (r— at)]
r
1 (10)
+—[flr+ at)+F (r— at)],
rl
et ne renfermera plus rien d'inconnu. De plus,
pour tous les points du plan AB, onar, =r;on

de dp

aura donc — — — ; et comme on a aussi pour ces
dr dr,

mémes points =" et 7 =— h, il en résultera

u = 0;en sorte que la formule (10) représentera
P’état initial du fluide , et remplira la condition re-
lative aux points adjacens au plan AB; ce qu’il s’a-
gissait d’obtenir.

Soit M le point du fluide dont les rayons vecteurs
CM et CMsontretr, ; en vertu des deux partiesde
la formule (10), ce point sera d’abord ébranlé au

L r— .
bout d’'un temps égal a , et ensuite au hout

rJ

d'un temps égal a - |, en désignant toujours
par ¢ le rayon de I'ébranlement primitif. Le premier
mouvement produira le son direct, et le second le
son réfléchi. Celui-ci sera le méme quesile plan AB
n'existait pas , et qu'un second ébranlement iden=
tique avec celui quia lieu autour du point C, ait eu
lien simultanément autour du point C,. Il se pro-
pagera avec la méme vitesse a que le sondirect, et
aura Uintensité correspondante & la distance CH,
ou & la ligne brisée CEM, en supposant que E soit
le point ot le rayon C Meoupe le plan AB. Enfin EF
étant la normale & ce plan, les deux parties CE et
ME du rayon somore qui se réfléchit au point E, fe-
ront Pangle d’incidence CEF égala l'angle de ré-
flexion MEF. Ainsi, il résulte de la formule (10)

4 I'état initial du fluide, en prenant pour ¢ la for-

Or
pi
cu
pl
qu
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que les lois de la réflexion du son sur un plan fixe
sont exactement les mémes que celles de la lu-
miére,

665. Comparons maintenant la vitesse a, donnée
par la théorie, & celle qui a él¢ déterminée parlex-
Périence; et pour cela, voyons d’abord ce que si-
gnifie la quantité € contenue dans son expression,

D'aprés les valeurs de p, p, o, du ne 658, on a

__gmhp (1 4= 5 - €5)

_ e

D(143)
ou plus simplement
mh
p=5= ), (@

en négligeant le carré de #. Supposons que » soit
Paugmentation de température qui répond & cette
condensation s ; de sorte que la température, qui
€tait § dans I'état d’équilibre, devienne 8- » au
bout du temps #, dans I'état de mouvement. A cet
instant, la pression p, la densité p et la tempéra-
ture § 4~ v, auront liew simultanément ; d’aprés
Uéquation (1) du n° 625, on aura donc

p=Fk [1 4 a(p 4
en désignant par & un coeflicient indépendant de la
densité et de la température, et par « le coefficient
0,00375 de la dilatation des gaz. Dans 'état d’équi-
libre, ona

=0 %= 0;

P = gmh,
appliquée & cet état, Péquation précédente sera
done

gmh = kD {1 4 ab);
par conséquent , on aura, dans I’état de mouve-
ment ,

__ gmh

(1 an ) :
250 s -y B

¢t en comparant cette valeur de p i la formule (a),
il en résultera

c_ an

(1 F ab)s
Or, si P'on suppose les vibrations de D'air assez ra-
Pides pour que la condensation s ait licu sans au-
Cune perte de chaleur, on pourra mettre s et n & la
Place de J et » dans I'équation (5) du ne 637 ; ce
qui donne
1+ &=1y;
¥ étant le rapport de la chaleur spécifique de Pair
S0ns une pression constante , & sa chaleur spécifi-
9ue sous un volume constant.
La valenr de a: duno 658 deviendra, de cette
Manigre
gmbhy,

a2
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Sil'on appelle A la densité de I'air sous la pression
gmh et & la température zéro, on aura (no 625)

A

D —m ——
1 4 af

et par conséquent ,

gmhy 5
a = l/—— —= (1 4 «b). (b
A (14 )

Puisque la quantité 3 est regardée comme indé-
pendantede latempérature et de la pression(ne638),
on voit, 1° que la vitesse a croitra avee la tempé-

rature § dans le rapport de 11 + a8 a P'unité;
2° qu’elle ne variera pas avec les hauteurs baromé-
triques, puisque & et A croissent en méme temps
et dans le méme rapport, Les académiciens fran-
gais envoyés an Pérou ; pour la mesure d’un arc du
mdridien , ont, en effet, trouyé i peu prés la méme
vitesse du son a Quito, ou la pression barométri-
que n'était pas tout-i-fait de 0m,55, qu'a Paris, ou
elle s’éléve a Om,76. L'état hygrométrique de lair
doit influer un peu sur la valeur de a: la densité
diminuant , toutes choses d’ailleurs ¢gales, & me-
sure que Pair contient une plus grande quantité
de vapeur, la vitesse a augmentera avec le degré
d’humidité; mais d’aprés les données du n® 632, a
la température de 180,75, par exemple, la densité

. ¥ ) . 1 3, -
de l'air sec excéde a peine de-L., celle de Iair
135
chargé du mazimum de vapeur ; ce qui ne fait
. . 1 .
qu’une variation de — pour la vitesse du son dans
abo

ces deux états extrémes de hygrométre,

Dans Pexpérience la plus récente que o a faite
sur la vitesse du son, les commissaires du Bureau
des Longitudes ont trouvé

a = 340m,89 ,

en prenant la seconde pour unité, et la tempéra-

turedel'air étant 150,9 du thermométre centigrade.
Or, si Von fait dans la formule (3)

m

§=90m380806, h =0m76, —— 10,462 ,

A

«= 0,00375, -

b= 1509

9, 3 =1,3748,

on en déduit
6 = 337m,07;
ce qui différe peu du résultat de I'observation, En
prenant (ne 638),
y = 1,421,
et conservant toutes les autres données, on trouve
a = 342m,60,

dont la différence avec Pobservation est en sens
contraire de la précédente, et tonjours tres petite.
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8i 'on se sert de la vitesse observée , pour déter-
miner la valeur de 9. au moyen de la formule

s a* A
Y= gmh (L ab)’

on obtient, d’aprés les données précédentes,
¥y = l,-‘lﬂﬁl.

666. Il ne faut pas perdre de vue, en comparant
cette derniére valeur de 3 & celle quila précéde,
qu’elles supposent I'une et Pautre la dilatation on
la condensation de Vair assez rapide pour que la
quantité de chalear du fluide n’ait pas le temps de
varier sensiblement. Or, dans la propagation du son
a I'air libre, d'o1i I'on a déduit la valeur 5.==1,4061,
il est possible que la chaleur s’échappe ou revienne
plus facilement sous forme rayounnante, que dans
le son produit par V’air renfermé dans un tube,
dont la considération a donné 'antre valenr 3 =
1,421, et ou la quantité de chaleur de chaque cou-
che d’air ne peut guére varier que par le contact
avec les parois du tube, Cette remarque pourrait
expliquer la différence des deux résultats , et por-
terait & penser que la plus grande valeur de 4 est
la plus exacte.

En n’ayant point égard & cette quantité, la yvi-

tesse du son, réduited ‘/%;:, est celle que

Newton a donnée. Elle est trop petite de plus d'un
sixiéme. Pour qu’elle s’accordit avec 'expérience,
Lagrange avait remarqué qu’il faudrait supposer
que la pression variat dans un plus grand rapport
que la densité , et fit proportionnelle i peu prés

5 y 4 T
i la puissance — ; et, en effet, en négligeant le
37 %% ' ghg

carré de s, la valeur de p; dont nous avons fait
usage, est

p=gmh (143" TF,

pour la densité D (1 4 s). Mais il n'a assigné au-
cune cause de cette variation plus rapide de la force
élastique de 1'air; et c’est Laplace qui I'a attribuée,
le premier, & la variation de température dont les
condensations et les dilatations alternatives de
'air sontaccompagnées dans le phénoméne du son.

C'est i cette méme cause qu'est due la propaga-
tion du son dans la vapeur d’ean an mazimum de
densité. Si l'on fait vibrer un corps sonore dans un
vaisseau fermé, qui contienne cette vapeur non
mélangée d’air, 'expérience prouve que le son se
produit dans cette vapeur et s’entend au dehors.
Or, si la température de la couche de vapeur adja-
cente & ce corps sonore n’était pas augmentde,
quand elle est condensée par les vibrations de ce
corps, elle se réduirait en eaun et se précipiterait
sur ce corps, puisqu’on la suppose au mazimum de
densité relatif & la température de lespace ou elle
se trouve; mais sa température augmentant par la
compression ; la couche adjucente au corps sonore

peut se maintenir i I'état de vapeur : elle cnndenstf
ensuite la couche suivante, celle-ci , la couche qui
vient aprés, et ainsi de suite; de sorte que le son
se propage, comme dans un gaz permanent, jus-
qu'a la paroi intérieure du vase. Les dilatations des
couches de vapeur, qui suivent leurs condensa-
tions, sont accompagnées d'une diminution de
température , qui ne les réduit pas non plus en
eau, puisque leur densité diminue en méme temps,
et descend au-dessous du mazimum relatif & la
température de I'espace ou se passe le phénoméne.

667. En considérant Pean comme un fluide un

peu compressible et parfaitement élastique, le son
s’y propagera suivant les mémes lois que dans une
masse d’air. Parvenu & la surface de I'eau, le son
sera en partie transmis dans Tair extérieur, et en
partie réfléchi dans Peau; dans ce partage, la
direction des ondes sonores, transmise et réflé-
chie, se déterminera suivant les lois de la réfrac-
tion et de la réflexion de la lumiére. La vitesse du
son réfléchi sera la méme que celle du son direct,
et les rapports des intensités du son transmis et du
son réfléchi entre elles et avec lintensité du son
direct,, dépendront du rapport des vitesses de la
propagation du son dans les denx milieux super-
posés , ¢'est-a-dire, dans l'air et dans eau. C'est
ce qu'on pent voir dans les mémoires cités au com-
mencement de ce chapitre; ici, nous nous borne-
rons & calculer la valeur numérique de la vitesse
dn son dans une masse d’eau.

D'aprés ce qu'on a vu, dans le cas d’un fluide
élastique , cette vitesse sera la méme que si 'ean
était contenne dans un tube trés étroit et d’une
largeur constante; et, dans ce cas, cette vitesse
est aussi la méme que celle de la propagation du
mouvement, suivant la longueur d'une verge élas-
tique de la méme matiére que I'eau. Or, supposons
quune colonne d’eau contenue dans un cylindre
vertical , soit chargée d'un poids A & sa partie su-
périeure; soient Zsa longueur naturelle,, et I — &,
ce qu'elle devient par Ueffet de cette pression; de
sorte que &soit une fraction trés petite, qui exprime
la condensation du liquide; soient aussi p son poids,
et g la gravité; si 'on fait, comme dans le ne 495,

o 9l
mmai— Gty
& F
a sera la vitesse demandée , ainsi qu'on 'a vu dans
le no 498,

Appelons b la section horizontale de la colonne
d’eau; supposons que la charge A soit égale au
poids d’une colonne de mercure qui aurait & pour
base, et dont la hauteur serait représentée par hi
désignons aussi par m- la densité du mercure, et
par p celle de I'ean; nous aurons

A = gmhb, = g¢lb;
et il enrésultera
gmh

at = 3

14
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¢n sorte qu'il suffira pour caleuler la valeur de a,
de connaitre la fraction 4 relative & une hauteur
donnée h.

A la température de 10 degrés centigrades, le
physicien anglais Canton a trouvé

8 = 0,000046,

Sous une charge équivalente & la pression ordinaire
de Patmosphére. Cerésultat a é1¢ confirmé, comme
on I'a dit précédemment (ne 576), par les expé-
riences récentes qu'on a faites sous des pressions
plus considérables, et qui ont donné une conden-
Sation proportionnelle & la pression et égale 4 la
Valeur précédente de §; pour chaque pression at-
Mosphérique, De plus, ces expériences, quelque

-~

grande qu'ait été la pression, n’ont indiqué an-
cune augmentation sensible de température ; en
sorfe qu'il n'y a paslieu de croire que la propaga~
tion du son dans I'eau, soit accompagnée, comme
dansair, d’une variation de température qui puisse
influer sur sa vitesse. Cela étant, si 'on substitue
cette valeur de § dans la formule précédente, et
qu'on y fasse

m

— = 13,5975,
P

g=9m80896, h=— 0m 76

?

on en déduit
a = 1484m;

de maniére que la vitesse duson dans I'equ surpasse
le quadruple de sa vitessedans Pair,

CHAPITRE IIL.

DU MOUVEMENT DES FLUIDES, DANS UNE NHNYPOTHESE PARTICULIERE,

668, La supposition que nous admetions dans ce
chapitre est connue sous la dénomination dhypo-
thése du parallélisma des tranches. Elle consiste &
Supposer que quand un fluide pesant, de 'eau, par
€xemple, s'écoule dans un vase, et sort par un ori-
fice horizontal pratiqué an fond du vase, les tran-
thes horizontales et infiniment minces se rempla=
“ent successivement , en demeurant paralléles a
elles-mémes. Cela revient négliger les différences
des vitesses verticales. des points qui appartien-
Nent & une méme tranche horizontale, et i regarder
chaque tranche comme composée des mémes points
4u fluide pendant toute la durée du mouvement.
On néglige aussi les vitesses horizontales , qu’on
SFPPUSC trés Putilcs par rapport aux vitesses ver-
ticaleg y et qui influent peu sur la vitesse verticale
COmmune & tous les points d’'une méme tranche,
+S suppositions sont d’autant plus conformes i

Observation s que les dimensions horizontales du
¥ase varient moins, et que leurs différences, d'une
tranche 3 une autre, sont plus petites , eu égard i

& hauteur dy liquide an-dessus de Porifice. Quand
€8 conditions sont remplies , on observe, en effet,
ue des parcelles d'une poussiére légére, jetédes

415 ¢ liquide et entrainées par son mouvement,

s0 meuvent, a pew prés verticalement, avec une
vitesse & peu prés égale pour toutes les parcelles
qui se trouvent dans une méme tranche horizon-
tale. Elles conservent ces directions tant qu’elles
ne sont pas trés rapprochées de l'orifice ; quand
elles en sont & de petites distances, et que 'éten-
due de Dorifice différe notablement de celle des
sections inféricures du vase, elles prennent des
directions obliques, qui montrent qu’alors le paral-
lélisme des tranches cesse d’étre admissible; ear
il y a lieu de croire que ces légéres particules s'at-
tachent au liquide, et prennent exactement le
mouvement des points auxquels elles répondent,

Dans 'hypothése du parallélisme des tranches,
telle que nous l'expliquons, on aura done seule-
ment deux inconnues a déterminer, en fonctions
de deux variables, savoir : la vitesse d’une tranche
quelconque et la pression qu'elle éprouve, en
fonctions de la distance & un plan horizontal et du
temps, La question sera ainsi réduite & sa plus
grande simplicité, et susceptible , comme on va le
voir, d’une solution compléte, dans le cas d'un
fluide homogéne et incompressible.

669. Soient ABCD (fig. 141) le vase, AB Vorifice
horizontal , EF le niveau du liquide, Oz un ass




430

vertical, sur lequel on compte les distances des
tranches horizontales & un point fixe 0, ou au plan
horizontal mené par ce point. Soit aussi MNM'N'
une tranche quelconque, comprise entre deux
sections horizontales MN et M'N' du vase , dontla
distance au point 0 est # au bout du temps ¢ quel-
conque, et dont I'épaisseur est dr. Appelons o sa
vilesse au méme instant, et p la pression rapportée
a P'unité de surface, qui a lieu sur la base supé-
rieure MN, et est transmise, par le fluide, surla
hase inférienre M'N' et sur les parois MM' et NN' du
vase. Désignons par y 'aire de la section MN du
vase, qui sera donnée , dans chaque exemple, en
fonction de 2. Enfin, soient g la gravité et p la den-
sité constante du fluide; la question consistera,
comme on vient de le dire, a déterminer les va-
leurs de o et p en fonctions de ¢ et z.

La masse de la tranche que nous considérons
sera le produit pydz de la densité p et de son volume
ydw. Si elle était libre , sa vitesse augmenterait de
gdt pendant I'instant d¢; elle augmente réellement
de do; la vitesse perdue est donc gdt — do ;

etl'ona
de
(y = —) pyda,
dt

pour la force perdue, c'est-i-dire, pour la partie
du poids gpyds détruite par la pression des autres
tranches. D’aprés le principe de D’Alembert, il y
aura dong équilibre dans le fluide , sil'on suppose
toutes ses tranches sollicitées par de semblables
forces ; dans cet état, la pression py qui a lien sur
la base supérieure MN de la tranche pydzx, se trans-
mettra, en raison des surfaces (n° 578), sur la base
inféricure M'N', et deviendra, conséquemment, py',
en désignant par y' laire de M'N'; par conséquent
si l'on ajoute & cette pression transmise, la force
motrice précédente, on aura la pression totale
exercée sur M'N'; en en représentant par p! cette
pression, rapportée a I'unité de surface, il en
résultera

Or , les quantités p' et 4 sont ce que deviennent p
ety, quand on y met & 4~ dw au lien de z; en né-
gligeant les infiniment petits du second ordre , on
aura done

dp dy
p=p+—de, yy=y 4 —dr,
dx dx
et, conséquemment,
dp
(7 —p) ¥ = — yds;
dz

ce qui réduit 'équation précédente a celle-ci :

dp ( dv

= :l\

|

dx

TRAITE DE MECANIQUE.

que I'on obtient aussi en meltantg — — i la place
dt

de X dans la troisiéme équation d’équilibre du

n° 583.

670. La seconde équation nécessaire pour déter-
miner les denx inconnues p et v, sera fournie par
la considération de Pincompressibilité du fluide.
Il en résulte que le volume du fluide qui passe,
pendant I'instant d¢, par chaque section horizon-
tale du vase, doit étre le méme pour toutes les
sections ; par conséquent, les vitesses du fluide qui
répondent , en méme temps , a deux sections diffé-
rentes du vase, doivent étre réciproquement pro-
portionnelles aux aires de ces sections. Si done on
appelle u, au bout du temps ¢, la vitesse qui alicu
& Porifice horizontal AB; que 'on reprdgnnle par &
l'aire de cet orifice , et que I'on compare cette vi-
tesse & celle qui répond & la section quelconque
MN, on aura

vidLsall;
d’oi1 Von tire

2)

L

Daus cette valeur de v, u est une fonction det,
et y une fonction dex ; on peut donc en prendre la
différentielle par rapporta une on i 'autre de ces
deux variables : la différentielle relative & = ex-
primerait la différence entre les vitesses de deux
tranches consécutives, qui ont lieu au méme in-
stant ; en différentiant par rapport & £, on aurait
la différence entre les vitesses de denx tranches
du fluide , qui répondent successivement a la
méme section du vase; mais pour avoir la diffé-
rence entre les vitesses successives d’une méme
tranche , qui se déplace pendant 1'instant d¢, il
faut différentier & la fois la valeur de v par rapport
aux deux variables # et =, en considérant la seconde
comme une fonction de la premiére; ce qui donne

dn a du

dz
On a d'ailleurs —=—v; et en ayant égard a l'é-
dt

quation (2), il en résulte

do « du «® us dy

dl_y dt v dz

de
C'est eette valeur de —qu'ilfaut employer dans
dt

I'équation (1), qui devient, en conséquence,

dp e du at u? dy
=== gp == —SERR e —IE = .
dr y dt ¥y de
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Je multiplie ses deux membres par dz ; jintégre
nsuite par rapport & #; et en observant qu’alors

du
les quantités u et — doivent étre regardées comme
di
des constantes, il vient
du gy at pus
)= % p —— ap — P ———_
P + 9p o e it

* étant la constante arbitraire qui peut étre une
fonction de 2. Pour la déterminer, je représente
bar = la pression atmosphérique, et je suppose que
ce soit celle qui a lieu & la surface supérieure EF du
“quitlc. Avant que le mouvement commence, cette
surface est horizontale; et comme on admet que
chaque tranche horizontale se compose constame

ment des mémes points du fluide, il s'ensuit que
la surface EF demeurera horizontale pendant
toute la durée du mouvement. Aun bout du temps#,
je désigne par 6 la distance de EF au point 0, et
par » I'aire de cette section variable du vase, de
sorte que » soit la méme fonction de # que yestde
@ ; on aura a la fois

p=w, =48, Y=wo,

>
'dx

et si 'onsuppose que l’ullcgra]el/_»— commence
y

& @ =1, 'équation précédente donnera

al FH:

— qu!

Lwd

au moyen de quoi , cette équation deviendra

du 2dx
p==+4g(z—08 —ap—

1§

Les équations (2) et (3) feront connailre immé-
diatement les valeurs des deux inconnuesv etp,
[ﬂl‘sqn'un aura déterminé la valeur de u.

671. Pour cela, j'observe que la pression quia
lieu a orifice AB sera donnée : si le liquide s'é-
coule dans l'air libre, elle serala pression atmo-
Sphérique , comme @ son nivean EF; s’il s'écoule
dans le vide, elle sera zéro ; pour plus de généra-
lité, je supposerai que I'écoulement a lien dans un
dir dont la force €lastique est égale & la pression =,
diminuée de la pression gpe correspondante & une
hauteur donnée ¢ du liquide; en sorte qu’en ap-
pelant Zla distance de 'orifice AB an point 0, on
flura constamment

P = = — gtt,

Pour z =1, Fappelle aussi k la hauteur du niveau
EF du liquide au-dessus de cet orifice, ou la diffé-

1
fence I — §, etje représente par— la valenr del'in=~
A

: dz ; ;
tégrale f——, étendue au volume entier du li-
Y

quide; de maniére que » soit une ligne, dontla
IQTlgueur sera une fonction de i, dépendante de la
figure du vase, et donnée dans chaque exemple.
A lorifice, on aura donc, en méme temps, la valeur
Précédente de p, et

b h dr 1
V=a, :r:i:ﬁ+?l,/a —:::-‘-,
. y

Par conséquent , I'équation (3), appliquée a cotte
*€ction du vase, deviendra

a du 1
9hto)— — — — —CGu=0, (4
A di 2

pua at al
iy T .._(_.__), (3)
dt+ iy 2 y? @1

en faisant, pour abréger,

al
l ——= =1,
N!

On peut remarquer que cette quantité numés
rique €2 sera toujours une quantité positive et
moindre que 'unité ; car, pour qu'elle devint né-
gative, il faudrait que 'aire de la plus petite sec-
tion du vase surpassit celle de lorifice, et le
liquide se détacherait du vase a 'endroit de cette
section minima, qui deviendrait le véritable ori-
fice par lequel I'écoulement aurait lieu,

Lorsque le niveau du liquide sera entretenu &
une hauteur constante au-dessus de ]‘urilicc, les
trois quantités &, 0, A, seront des constantes don-
nées, et I'équation (4) suffira pour déterminer la
valeur de u en fonction de £. Quand le nivean EF
s'abaissera pendant I'écoulement du liquide, &
sera une variable qu'il faudra aussi déterminer en
fonction de ¢. Or, a ce niveau, on a y=—w et

db

v:;—; eta cause que la somme b} R est une
i

di dh

constante Z, on a aussi— =— — _; en vertu de
dt di
Péquation (2) on aura done

dh al

ok =05 5 (8)

dt @
et les valeurs de w et i dépendront des deux équa-
tions différentielles (4) et (5), qui sont du premier
ordre. On déterminera les deux constantes arbitrgj-
res que leurs intégrales contiendront, au moyen de
la hauteur initiale du liquide, et en observant qu'on
au=—0, alorigine du mouvement,

Soit que le niveau s'abaisse on qu'il ne varie pas,

si I'on appelle g le volume du liquide sorti du vase




an bout du temps ¢, sa différentielle sera égale an
volume «ud! de la tranche qui traverse l'orifice AB
pendant Uinstant d¢ ; on aura done

dg = audt, q = afudt;

I'intégrale étant prise de maniére qu'elle s'éva-
nouisse quand =0,

Nous allons appliquer successivement ces diffé-
rentes formules aux deux cas du niveau constant
et du nivean variable.

672. Dans le premier cas, I'équation (4) donne

2adu :
2g(h 4 o) —Cus’

d'ou Von tire, en mettant khauliecudeh--c, et
intégrant

ndt =

@ A V ‘.375 h -4 €u

X tog et
€|/ 2gh ° | 2gh — Cu

on n'ajoute pas de constante arbitraire, parce
qu'on doit avoir u=0, quand ¢=0. On pourra,
sans changer cette formule, regarder, a volonté,

¢ et 2gh , comme des quantités positives ou né-
gatives; nous les supposons positives. L'on aura
réciproquement ,

et |/ 24h

29k — €u = (| 29h + €u) e (8)

en désignant, comme & 'ordinaire, par ¢ la base
des logarithmes népériens. A mesure que ¢ aug-
mentera, le second membre de cette équation
diminuera ; au bout d’un certain temps , il sera
sensiblement nul; et partir de cette époque, la
vitesse 4 aura une valeur & peu prés counstante,
savoir :

1 P
u = _ |/ 2gh.
€

En chaque point du vase, la pression p et la vi-
tesse v varieront avec la vitesse u, et deviendront
sensiblement counstantes en méme temps que u.
du

Si I'on fait — =49 , dans la formule (3), et qu'on y
at

mette pour usa valeur précédente, on aura

qph at al
o L i
€\, v
pour la valeur finale de p, relative au point quel-
conque M.

Dans I'état d'équilibre , 1a pression en ce point
serait w = gp (£ —0); elle est done augmentée on
diminuée par le mouvement du liquide , selon que
le dernier terme de cette formule est positif ou né-
gatif, c’est-a-dire, selon que la section horizontale
MN ouy, est plus grande ou plus petite que la
section EF ou «,
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L’équation (6) donne

€a El u,u U.fi 2g
o
1~ "u;h e —e g
>= :
& et ) 2gh Eat] ‘..Jh i

e = Sr o

2a +e 2a J
i cause de ¢ = o fudt, et de ¢ = 0 quand ¢ = 0,
on aura done

Ext)-
Gix °a S & 2a

e

A.Jh 251 CJ.tl/;,‘_;ﬁx

pour le volume de liquide sorti du vase pendant le
temps 2. Au bout d'un certain temps, on pourra né-
gliger la seconde exponentielle, par rapport a la
premiére, et I'on aura simplement

2gh 2at

€ €2

log 2.
Le premier terme est le volume correspondanta la

- e gy v

vitesse constante — |“2¢k de DI'écoulement; le
volume total est plus petit, parce qu'au commen-
cement la valeur variable de u est moindre que
celte vitesse finale.

673, Dans le cas du nivean variable, je considére
u comme une fonction de &, et j'élimine di entre
les équations (4) et {5) ; ce qui donne

2 ud 1
e ue R
radh 2

gh 4 =0

en comprenant toujours la constante ¢ dans h.
Fappelle s la hauteur due a la vitesse u, de sorte
qu'on ait

udu = gds.

u — 2gs.
L’équation précédente se change en une équation
linéaire , savoir :

ds

Awh

dh at as

= U, (/)

dont I'intégrale s'obtiendra, comme on sait, sous
forme finie.

Connaissant s et u en fonctions de k, I'équa-

tion

5) donnera ¢ en fonction de &, par une in-

tégration immédiate ; en sorte que 'on connaitra
le temps éeoulé, quand le nivean du liquide sera a
une hauteur h au-dessus de l'orifice, et , récipro-
quementla hauteur & du nivean EF au bout d’un
temps quelconque . On aura le temps entier de
I'écoulement de tout le liquide, en intégrant la
valeur de d¢ depuis la valeur initiale de k jusqu’a
h=0. Quant au volume ¢ du fluide écoulé, il

i chaque instant, égal an volume du vase

sera ,
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compris entre le niveau variable et lo niveau ini-
tial,

674, Supposons, par exemple, que le vase soit
n cylindre vertical , terminé par un segment de
Surface dont la fléche est trés petite et dans lequel
¢st percé I'orifice horizontal AB. Soient al'aire con-
Stante de la section horizontale du cylindre, et n
le rapport de a i «, de sorte qu'on ait

a
@ = - =
n n*

n — 1

En faisant abstraction du segment inférieur du
Vase qu'on suppose trés petit , on pourra prendre

1 h
®—a, y—aua, :‘z—u
a

dans I'équation (7), qui deviendra alors

ds (a2 — 1) 3
b + A =10

ak k

Son intégrale compléte est

n h

= — 3

gy
5 = Ch" =

¢0 désignant par C la coustante arbitraire. Si on
ppelle H la valeur initiale de h, il faudra que s
$évanouisse pour h —H ; ce qui exige qu'on ait

n: o —nt
(: T e———— =
2—mn

Toit il résultera ; 8 un instant quelconque ,

n2

[“:.' -—n3 hﬂ‘ -1 )

D — g

Ou aura, en méme temps,

e Bt 20 o
utﬂl/l,y,‘l/ll A f

2 —npt

) en vertu de I'équation (5),
dh 2— a0
di — - . = . (9
e i T )
1_/2!;& Ir—-:a hn by
Cesy donc cette formule qu'il fandra intégrer
Pour obtenir ¢ en fonction de k. Dans le cas de
iy anta
: dh
dt — —
VgV i—h
Coiy Pon tire
ey
A s
I, P e e
L 9
®
) Iar Conséquent,
H— 1t = - gl ,
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comme cela doit étre , puisque Uorifice ¢tant alors

¢gal & la base du cylindre, le mouvement dy fluide
doit étre le méme que celui d’un corps solide pe-
sant qui tombe dans le vide. La formule (9) s’inté-
{_‘J'C €ncore sous f(‘l‘l“c ﬁtJ

lorsqu’on a n2 =3; et
cela n’a licu que pour cette valeur et pourse — 1.
Mais son intég

1le définie, prise depuis h — H jus-
qu'a b =0, qui exprime le temps de 'écoulement
entier du liquide , pourra toujours se réduire i deg
transcendantes que M. Lecendre a nommées inté-
grales Eulériennes de la seconde espéce, et dontil
a donné des tables numériques. J'ai effectué ajl-

leurs cette réduction *; ici je me bornerai appli-
quer la formule (9) au cas de n* — 2, ou elle se
présente sous la forme 2.
°

D’aprés la régle ordinaire, sa véritable valeur
est
dh

—_—

1/ 2gh

I

Or, si 'on fait

Das
y— 2
h=1Ta ?

il en résultera
SRR
u’r::,ll/ —e T dr.

Les limites relatives a o . qui répondentd h —J
et A=10, seront £ — ¢ ¢
appelle T le temps de I'ée

20

=2 [’ ‘;-/:l e :f.l::ﬂ/"
[/

i . 200 =i
en nhsermnlque ln{ugrulr-/ a—='dx

o
? g g W0 -
mmlwdr_w/ e
FY f

comme on I'a vu dans le no 513. Il s’ensuit que le
temps T est celui des petites osc

t ¥ —w; si donc on
oulement total , on aura

est la

th‘, quia | 7& pour valeur,

lations d’un pen-
2
dule simple, dont la longueur serait — 11

675. Lorsque l'orifice AB est fré

3
8 petit par rap-
port aux sections horizontale

s du vase, on peut

néy Sm'Iclcrnu:mullipliljpar..-.uJ:lnsI'(-qu;‘.tim:(-i),
du

facteur — ne soijt trés grand ; ce
dt

en effet, au commencement dn mou-

it moins que le

quia lieu,
vement, ou la vitesse u varie avee une grande 1z
pidité, On peut aussi y mettre unité a la place
de €; et alors | soit que le niveau EF s’abaisse on
qu'il ne varie pas, 'équation (1) se réduit A

1
—ut =0,
3

g (k4 o) —

d’ou Pon tire

b
n =L 2 (h + ¢).
*Correspondancs sur ['Ecole P Hytechnigue , tome 71, I 184
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Il en résulte ce théoréme : que la vitesse d'un li-
quide qui sort d’un vase par un trés petit orifice,
est égale & celle qu’un corps pesant acquerrait en
tombant dans le vide, d'une hauteur égale a celle
do niveau du liquide au-dessus de cet orifice,
quand les pressions supérieure et infcrieure sont
égales , ou, plus généralement, de la hauteur du
niveau, augmentée de la constante e, quand ces
deux pressions sont inégales.

Dans le cas du niveau constant, ce théoréme ré-
sulte de la valeur finale de u, trouvée dans le
ne 672, en y fuisant € = 1. Il résulte aussi de la
formule (8), appliquée au cas oun est un trés grand
nombre , afin que Porifice « soit une trés petite
partie de lasection horizontale a du eylindre. On
peut alors mettre 72 a la place de n* — 2; ce qui
change d'abord la formule (8) en celle-ci :

== / h., nt
u = | hp 1 — (—) .
H
Ur, dés queh sera notablement moindre que H,
h

la puissance n* du rapport — sera une trés petite
H

fraction, et cette valeur de u se réduira, & trés pen

prés, hu=|"2gh.
L'orifice AB étant trés petit, si la section MN
n'est pus trés voisine de cette ouverture, le rap-

at
port —, qui entre dans la formule (3), sera trés
yl
al
petit; le rapport — I'est ¢galement; om pourra
w?

done supprimer le dernier termede cette formule;
et si 'on néglige aussi le terme multiplié para ,
elle se réduira

B vt g ls—1)

d’ou I'on conelut que, dans le cas d’un trés petit
orifice, la pression en tous les points du vase éloi-
gnés de cette ouverture, est sensiblement la méme
pendant le mouvement que dans U'état d'équilibre.

676. L'hypothése du parallélisme des tranches
exige, en géuéral, que lorifice soit horizontal ;
mais, dans le cas d'un trés petit orifice, on Padmet
encore lorsque le liquide s'écoule par une ouver-
ture latérale, dont le plan a une inclinaison quel-
conque, et peut méme étre vertical, L'observation
fait voir qu'alors le liquide situé a pen de distance
au-dessous de cette petite ouverture, demeure
stagnant, et que les tranches horizontales situées
i une pareille distance au-dessus de cette méme
ouverture , descendent parallélement & elles-

mémes ; en sorte que le parallélisme des traunches
n’est troublé , comme dans le cas d'un petit orifice
horizontal, que pour la partie du liquide trés
voisine de lorifice. On pourra donc prendre
} 2g (h+c), pourla vitesse d'un liquide qui
s'écoule par une trés petite ouverture , quelle que

TRAITE DE MECANIQUE.

soit inclinaison de cel orifice ; A étant la hauteur
variable on constante du niveau du liquide au-
dessus du centre de 'orifice, et ¢ la constante
provenant de la différence des pressions extérieu-
res qui répondent a ce niveau et i cette ouverture.
Si le vase est placé dans le vide, de sorte queles
deux pressions et cetle constante soient nulles, les
molécules du liquide auront, en sortant du vase,
la vitesse |/2¢h due & la hauteur & , qui est aussi
la vitesse nécessaire pour s'élever , dans le vide, a
cette hauteur (n°® 130), Par conséquent, si I'on
donne au flnide, au moyen d’un tuyau, une direc-

tion verticale, il remontera , an dehors, a la han-
teur de son niveau intérieur; ce quiest, en effet,
conforme a 'expérience. Généralement , les molé-
cules du fluide décriront dans le vide, aprésun
trés court intervalle de temps , des paraboles dont
la tangente i leur point de départ dépendra de la
direction du jet, et le paramétre, de la hauteur &
ou & 4 ¢, si la constunte ¢ n’est pas nulle.

La pression p sera sensiblement la méme que
dans I'état d’équilibre, excepté a Torifice , ou ¢lle
sera égale i @ — gpe, au lien de = gph. Or, sielle
était aussi écale a =--geh sur cette partie du
vase, les pressions horizontales se détruiraient,

les pressions verticales se réduiraient an poids dn

liguide, augmenté de la pression =« qui lien
sur la surfac

que , dans I'état de mouvement , la charge totale

du nivean; d'oa I'on peut conclure

que le vase aura a supporter se composera de la
pression verticale qui aurait lieu dans I'état d’équi-
libre, et d'une force normale au p|u|h de lorifice,
dirigée de dehors en dedans du vase, el égale i
Pexcés de la pression (= -4 g¢h) « sur la pression
(w—gpe) @, 0u i gp (k4 ¢)a, en désignant tou-
jours pur « I'aire trés petite de cet orifice.

677. Dans le cas d’un niveau constant et d'un
orifice trés petit, horizontal ou incliné , la dépenst
pendant le temps ¢, c'est-a.dire, le volume g d¢
liquide qui sort du vase avee la vitesse |/ "._f_;_."l,
sera

ce qui résulte aussi de la valeur finale de g trouvée
dans le n° 672, en y négligeant le carré de . Mais
on ne doit pas oublier que hypothése du purullt-:'
lisme des tranches , sur laguelle cette valeur de
est fondée, n'est gu'une approximation dont le
degré d'exactitude ne peut pas étre évalué dpn‘or!':
et dont les résultats ne doivent pas étre cmpluyéi
corde po
toujours avec cette valeur théorique de la dépense

sans restriction., Or, I'expérience ne s

Si la paroi du vase n’est pas trés mince, et qué
I'ouverture pratiquée dans son €paisseur soit Vi

sée intérieurement, de telle sorte que le fluid®
quis’écoule hors du vase soit un cylindre verticd!
ou un cylindre recourbé dont les sections Illlrlllﬂlﬁj
gales & l'aire « de Dorificé}
prise sur la surface extérieure du vase; dans ¢

soient constantes et ég

p : 1]
cas , disons-nous, la dépense abservée s’aceor®™|

my

po
hay
din
eli;

ey
Pre
pou
ap

jus
tra
&ns
ﬂ!]]
me
See
cor,
Vaj
sta
mé
a'y
e

Ceg
ing

S

Giu
cul
me
Per
Cin
tst
Est
la d
pre
Par
Sep
rég
Jus

de;
liq-
et
dg



HYDRODYNAMIQUE, 435

avec la valeur précédente de g. Mais dans le cas
d'un orifice en mince paroi , la dépense observée
est toujours proportionnelle & Paire de Porifice,
€t a la racine carrée de I'élévation du niveau,
tomme dans la formule théorique; mais elle s'é-
tarte de cette formule dans sa valeur absolue , qui
en différe par un facteur & peu prés constant et
moindre que I'unité. Daprés les expériences qui
méritent le plus de confiance, ce factenr est 0,62
€n sorte que la valeur de g, dont on fait usage dans
la pratique , est

g = (0,62) a2 2gh,

Pour un trés petit orifice en mince paroi, etune
hauteur du niveau assez grande par rapport anx
dimensions de cette ouverture, horizontale ou in-
clinée,

On attribue cette différence aux directions incli-
Uées que prennent les molécules du liguide en ap-
Prochant de 'orifice, que je suppose horizontal,
Pour fixer les idées; directions qu’elles conservent
aprés avoir traversé la mince paroi du vase. Il en
*ésulte que la veine fluide extérieure se rétrécit,
jusqu'i une petite distance du vase, on la section
fransversale est & son minimum, pour devenir
Ensuite constante. Ce phénoméne est ce qu'on
8ppelle la contraction de la veine fluide. L’écoule-
Ment du fluide est le méme que si lorifice était la
Section de la veinca l'endroit de sa plus grande
Contraction , de maniére que si 'on désigne par o'
Paire de cette section, et par &' sa distance con-
Stante au niveau du liquide, la dépense sera expri-
mée par &'t l,/:g?};', ou, & trés peu prés, par
a't Wﬁéh_, 4 cause du peu de différence de ' et
by or, en effet, par des mesures directes de la
Section o' comparée & 'orifice « , on trouve que
“es deux quantités sont dans un rapport i peu prés
llldu'pendunt de h, et que l'on a constamment
2 = (0,62) «.

Si Pon adapte & V'orifice en mince paroi, un
aj*“ﬂge cylindrique en dehors du vase, perpendi-
Culaire an plan de l'orifice , et par lequel I'écoule-
Ment aura lieu, I'expérience montre que la dé-
P_Eﬂse est augmentée, et peunt s'élever aux quatre
Cinquiémes du résultat de la théorie. Si cet ajutage
“st enfoncé dans Pintéricur du vase, la dépense
“st, au contraire, diminuée, et réduite i moitié de

dépense théorique ; en sorte que, dans la valeur
Précédente de g, le factenr 0,62 doit étre remplacé
Par 0,80 dans lc premier cas, et pur 0,50 dans le
S¢cond. Je me borne & citer succinctement ces
*esultats de I'observation , qui n’ont 616 ramenés,
Jusqu’y présent, a aucune théorie,
678. On admet aussi hypothése du parallélisme
8 tranches dans le mouvement d'un fuide élas-
tique qui sort d'un vase par un orifice quelconque;;
“telle S'écarte peu de la vérité, quand les sections
du Vase, paralléles au plan de Uorifice, ne différent
e b"u"mup "ane de Pautre, etque la longueur

du vase est assez grande par rapport i leurs di-
mensions.

Dans ce cas, on peut faire abstraction de la pe-
santeur, et supposer que le mouvement soit uni-
quement di & la foree élastique du fluide, plus
grande ou plus petite a lintérienr du vase qu’en
dehors, On supprimera donc le terme dépendant
de g dans I'équation (1), qui convient aux liquides
et aux fluides élastiques. De plus, la différentielle
de v, qu’elle renferme, devant étre prise par rap-
port d tet i la variable # considérée comme fone-
tion de #, onaura

do do dx
dv = — dt + — — dt;
dt dr di
dz
et comme, on a aussi —=nuv , cette équation de-
dt
viendra
dp dr do
— 4+ pr—Fpp —=0. (a)
dr dt dx

Le fluide étant compressible, il n'en passera
plus un méme volume, & chaque instant, par
toutes les sections du vase, et 'équation (2) n’aura
pas lien. La masse de fluide qui passe pendant I'in-
stant df par la section MN, sera égale & pyvdi; ce
sera celte méme masse qui passera, linstant
d’aprés , en changeant de volume, parla section
N'N'; et pendant toute la durée du mouvement, sa
grandeur ne variera pas. La différentielle du pro-
duit pyw, prise par rapport & 2 et i la variable &
considérée comme une fonclion de t, sera done
nulle; et & cause que y n'est fonction que de 7

dz
et qu’'on a —=—uv, on en conclura
dt
dy d.po d.go

+ yo =0 (%

ps — 1

P ar Ty dt dz
Enfin, si I'on suppose que la température de-

meure constante pendant le mouvement, dans

toute la masse du fluide, on aura

P = ik;

k étant un coefficient constant et donné.
: ik
Cela posé , en mettant — au lien de p dans les

équations (a) et (b), on aura deux équations aux

différences partielles du premier ordre, pour déter-
miner, enfonctions de 2 et ¢, les deux inconnues v
et pdu probléme. Elles ne sont pas intégrables

sous forme finie, et les valeurs de v et p ne pour-
ront s’obtenir que par approximation, Ces valeurs
renfermeront deux fonctions arbitraires, que I'on
déterminera d'aprés deux conditions particuliéres ;
pour cela, je supposerai, d'une part , que I'écoule-
ment ait lieud lair libre , en sorte qu’en désignant




par @ la pression atmosphérique, rapportéea l'u-
nité de surface, on ait constamment p=w, i
orifice AB. D’un antre c6té, je supposerai aussi
que le vase soit en communication avec un ge

10=
métre d’une grande capacité, au moyen duquel on
entretienne une pression constante et donnée, sur
une section EF du fluide, paralléle i AB et de po-
iére qu’en désignant par =' cette

sition fixe, de ma
pression rappertée a l'unité de surface, on ait
aussi p=«', en cet endroit du vase, pendant
toute la durée du mouvement. Si donc on compte
la distance & & partir du plan EF | et qu’on appelle
tla distance comprise entre AB et EF, on aura,
quel que soit 2, p==' pour #=0, et p—== pour
@=1I; ce qui servira & déterminer les deux fonc-
tions arbitraires, et & compléter la solution du
probléme. Mais cette solution est trop compliquée
pour qu’on en puisse déduire aucun résultat ulile ;
et, dans la pratique, il suflit de connaitre la vitesse
constante de I'écoulement du fluide par l'orifice
AB, lorsque la pression p et la vitesse v sont deve-
nues constantes en chaque point du vase; ce qui
arrive, en général, aprés un trés court intervalle
de temps.

dv dp
679, Faisons donc — =0 et —=0, dans les
dt dt

équations (a) et (); elles se réduiront & deux
équations différentielles, savoir:

k dp dr dy d.pv
——tr—=0, pr— 4y =0, (e)
p dv dz dx dx

a cause de p="Fkj.

L'intégrale de la seconde de ces équations est

Yoo —o;

¢ étant la constante arbitraire. En désignant tou-
jours par « Uorifice AB, et par u la vitesse du
fluide & cet orifice, de sorte qu'on ait & la fois
y=—a,?=u, p=—a, et, par conséquent, ¢ = awu,
il en résultera, en un point quelconque du vase,

awl :
ey (d)
up
En substituant cette valeur de » daus la premiére
équation (¢), il vient

1
P

j tll_p @t miut  py B
o Py dr

d’ou l'on tire, en intégrant et désignant par ¢'la
constante arbitraire ,

a? = uwd
"

k log p +

2ps y3
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Je désigne par @ laire de la section EF , de sorie
qu'on ait, en méme temps, y =a et p==<'; on

aura donc

k log «' -+ — r_"_.

P 4 y 1
klog — - —at gy Q—
z 2 5

Les équations (d) et (e) feront connaitre la vi-
tesse et la pression en un point quelconque du
vase , dés que I'on connaitra la vitesse w relative
Porifice. Or, en faisant p—= = et y = a, dans
'équation (¢), on en conclut

'
=

ad @t -
3] e——)— 2k log = (.f)
w (1=== og—; (f)

d'ou I'on tirera la valeur de u, On fera, dans cette
formule,

k = grh,

en appelant g la gravité, et r le rapport de la den-
sité da mercure a celle du fluide intérieur, sous
une pression barométrique dont la hauteur est 5 ,
le volume du fluide qui sortira du vase pendant le
I.L'IHIL‘) t aura pulll‘ \-']|ELll' J-ut.
Quand Dorifice sera trés petit, on remarquera,
comme dans le n° 676, qu'il ne sera plus néces-
saire qu'il soit paralléle a la section EF, c’est-a-
dire , qu'il pourra étre pratiqué a la partie latérale
du vase, et avoir une inclinaison quelconque sur
le plan de cette section. On pourra alors négliger
al

le terme dépendant de —, dans le premier membre
al

de I'équation (f) qui deviendra

-y

us = 2grh . log —;

o

par conséquent, la vitesse de I'écoulement du
fluide par un trés petit orifice, sera celle qui serait

due 4 une hauteur rk, multipliée par le logarithme |

népérien du rapport —. La supposition qu'on 8
-

faite d’une température invariable pendant toute

la durée du mouvement exige que la vitesse u n¢

soit pas trés considérable, sans quoi la températuré

varierait comme dans la propagation du son,
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ADDITION

RELATIVE A L.L'h,\\',l'. DU PRINCIPE

DES MACHINES

680. Le principe des vitesses virtuelles donne
immédiatement les conditions d'équilibre des for-
ces appliquées aux machines; celui des forces
vives renferme de méme la théoy ie de leur mouve-
ment, et fournit le moyen le plus direct de calcu-
ler les effets des forces qui leur sont appliquées.
Cet usage du principe des forces vives forme, pour
ainsi dire, le point de Jonction de la Mécanique
rationnelle et de la Mécanique industrielle, Cest
Pourquoi j’ai eru devoir donner succinetement |
dans cette addition , les notions les plus générales
sur cette matiére. Pour de plus grands développe-
mens, jindiquerai les legons de II. Navier, a
UEcole des Ponts et chaussées, et de M, Poncelet,
& T'kcole de I'Artillerie et du Génie, qui ont été
seulement lithographiées » mais auxquelles ces
savans professeurs donneront sans doute plus de
publicité,

681, Les machines sont des instrumens oun des
Systémes de corps solides, propres & transporter
Paction des forces, d'une partie & une autre de ces
assemblages.

Quand une machine est en monvement, certains
Points sont donc soumis 4 des forces données 5 &t
d'autres parties exercent des pressions sur les
corps extérieurs, ou sont pressées réciproque-
Ment par ces corps que la machine est destinée a
lléplucc{ ou & déformer. Les premiéres forces s’ap-
Pellent forces Mouvantes ; leurs points d’applica-
tion se meuvent suivant leurs directions, ou,
Plus généralement , les directions des mouvemens
de ces points font des angles aigus avec celles de
€es forces. Par opposition, on nomme forces résis-
‘tlmte.s-, les pressions exercées par les corps exté-
Tleurs; et les directions des mouvemens de leurs
Poings d’application sont contraires & celles de ces
9rces, ou, du moins, clles font avee
ngles obtus,

La liaison des parties d’une machine est telle,
Gu'elle ne peut prendre, en général, que deux

elles-ci des

dp = ds cos o,

DES

€05 & == CO0S a CO5 A <+ cos € cos m

FORCES

EN MOUVEMENT.

mouvemens directement opposées 'un & Paulre;
il s’ensuit donc que, quand le sens du mouvement
qu'elle prend effectivement est connu, il suffit
d’une seule équation pour déterminer ce mouve-
ment d'une maniére « ompléte. Cette équation est
celle que 'on obtient en intézrant les deux mem-
bres de I'équation (a) du ne 565, savoir :

= d. Zmvd = Zm (Xdie 4 Ydy + Zds). (a)

Au bout d’an temps quelconque ¢, compté depuis
Porigine du mouvement, v représente la vitesse
du point dont z, y, s, sont les trois coordonnées
rapportées a des axes fixes et rectangulaires; m est
la masse de ce point ; di dy, ds , sont les projec-
li(}lls, s5ur ces il\l,'.‘;, I!l' l‘('.‘;IHJ.(TC G]ll‘“ p{lr(‘ourl l'l[.‘n-
dant Pinstant d¢; on désigne parmX, mY s ml, les
composantes de sa force motrice paralléles a4 ces
mémes axes, et les sommes = s'%étendent i tous les
points m du systéme.

682. Avant d’aller plus loin, il importe de dis-
tinguer, dans le second membre de Péquation (a),
les termes qui proviennent des forces mouvantes
el ceux qui résultent des forces résistantes, et de
leur donner une autre forme,

Pour cela, soient P une des forces mouvantes, et
a, €, 3, les angles que fait sa direction avec des pa-
ralléles aux axes des T, ¥, 5; relativement a cette
force, on aura

mX —=Pcosa, mY—Peosc y mi=Pcos~,

Soient aussi ds Pespace décrit par son point d'ap-
plication pendant Vinstant dz, et a, g, », les angles
que fait la direction de ds avee ses projections dx ,
dy, ds, de sorte qu’on ait

dr —ds cosa ds = ds cos ;

E[y = ds cos oy
Désignous enfin par dp la projection de ds sur la
direction de la foree P, et par o Uay
entre dp et ds ; nous aurons

518 compris

‘:—_ €05 3 co
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et, de ces diverses équations , on déduira
m(Xdr 4+ Ydy 4 1ds) — Pdp,

pour le terme du second membre de U'équation (a),
qui répond a la force P.

En désignant par Q une des forees résistantes ,
et par dg la projection sur le prolongement de sa
direction , de I'espace parcouru pendant Uinstant
dt par son point d’application, on trouvera de
méme — Qdg pour le terme de ce second membre
qui provient de la force Q. De cette maniére , 'é-
quation (@) prendra la forme

= d.Zmer = EPdp — 3Qdg;  (B)

Pune des sommes X confenues dans son second
membre s’étendant @ toutes les forces mouvantes
de la machine, et Uautred toutes les forces résis-
tantes. D'aprés les hypothéses qu'on a faites sur
les directions de ces deux sortes de forces, en égard
au sens des mouvemens des points ou elles agissent,
les quantités dp et dg sont positives, ainsi que P
et (, et conséquemment, les sommes = ne se
composent que de termes positifs,

653. En désignant par % la vitesse initiale du
point quelconque m, ou la valeur de » qui répond
a t=0, et intégrant les deux membres de I'équa-,
tion (b), on aura

E- Emps — :—Emki = [ZPdp — [=Qdg; (¢)

les intégrales étunt prises de maniére qu’elles
s'évanonissent & l'origine du mouvement.

('est sous cette forme qu'on emploie I'équation
des forces vives, pour calculer les effets des ma-
chines en mouvement; elle coincide avee I'équa-
tiou (B) du ne 565, lorsqu'on peut effectuer les
intégrations indiquées dans son second membre.

Les produits Pdp et Qdp, dont les sommes sont
soumises it ces intégrations , ont regu différentes

dénominations : on les appelle gquantités d'action ,
momens d’activité , effets dynamiques, des forces P
et Q. Il serait a désirer qu'on les désignit toujours
par un méme nom. M, Coriolis a proposé de les
nommer guantités de travail élémentaire; nous
adopterons cette dénomination, Les sommes ZPdp
et £Qdy seront donc les quantités de travail élé-
mentaire, produites pendant un méme instant par
toutes les forces mouvantes et toutes les forces
résistantes; et leurs intégrales [SPdp et [ZQdg
exprimeront le travail moteur et lo travail résis-
tant qui ont eu lieu dans la machine , depuis 'ori-
gine du mouvement jusqu'a Dinstant que I'on
considére.

Ainsi, Péquation (¢) signifiera que, dans une ma-
chine en mouvement, "accroissement, pendant un
temps quelconque, de la demi-somme des forces
vives de toutes ses parties, est toujours égal a I'ex-
cés du travail moteur sur le travail résistant pen-
dant le méme temps.

tante Q, est un poids IT, qui descende, dans le pre-
mier cas, d’une hauteur verticale k, ou qui monte,
dans le second cas, & la méme hauteur, le travail
moteur ou résistant qui en résultera, aura pour va-
leur le produit Pk, quel que soit le chemin par-
couru par ce poids, de maniére que k soit toujours
la projection verticale de la ligne droite ou courbe

que son centre de gravité a suivie. Si cette ligne est
fermée ou présente des sinuosités, il y aura eu al-
ternativement travail moteur et travail résistant;
et h étant la différence de nivean du point de dé-
part et du peint d'arrivée, ITh sera 'excés du pre-
mier travail sur le second. Dans le cas on il n'y a
pas d’alternatives, la quantité de travail correspon-
dante & un poids IT élevé & une hauteur h équivaut
& la quantité de travail qui répond & un autre poids
ITh
IT' élevé & une hauteur &, telle que 'on ait b'=—.

l'lf
Quelle que soitla force P ou Q, I'intégrale fPdp ou
JQdgq est toujours équivalente au produit d’un poids
I1 et d'une hautenr h; et pour comparer entre enx et
exprimer en nombres des travaux de différente
nature, on peut ainsi les assimiler a des poids don-
nés, élevés & des hauteurs données. On prend alors
pour unité de travail, que 'on appelle communés-
ment unité dynamique , le travail correspondant a
un poids de 1000 kilogrammes, qu'on €léve a la
hauteur d’un métre, on qui descend d'nn métre de
hauteur verticale, Cela étant, si 'on calcule les va-
leurs numériques des intégrales [Pdp et [Qdg, en
prenant 1000 kilogrammes pour unité de force, et
le métre pour unité linéaire, les nombres que l'on
obtiendra de cette maniére exprimeront en unités
dynamiques, les quantités de travail représentées
par ces intégrales. Une somme quelconque de forco
vive, telle que ]szm , par exemple, pourra aussi
étre exprimée en unités dynamiques ; car si l'on
appelle Z la hauteur due & la vitesse v, g la gravité,
et p le poids de m, on aura

v = 2qi, -:- Imo: — Zpl;

p=ygm,

et cette somme est de la méme nature que les inté-
grzl!csf[’a'p et_deg_. ou que le produit Ik,

685. Lorsque la machine part du repos, I'équa-
tion (2) se réduit a

’T Emp3 = fﬁpdp —jEQdQ (d)

Son premier membre étant une quantité essentiel-
lement positive, il faut que dans les premiers mo-
mens le travail moteur I'emporte sur le travail
résistant. Mais les vitesses des points de la machine
ne pouvant pas croitre indéfiniment, ce premier
membre atteint son marémum au bout d'un certain
temps, qui est généralement peu considérable. Par
un moyen qui sera indigqué tout-a-I"heure, on fait
en sorte qu'a partir de cel instaut du mazimum, la

684. Si la force mouvante P, ou la force résis-

. 1 . -
demi-somme —Zmuv? des forces vives demeure con-
E




stante, ou n’éprouve plus que de trés petites varia-
tions ; et I'on dit alors que la machine est parvenue
i1 son état permanent. Dans cet état constant, on
a, en différentiant I'équation précédente,

ZPdp = ZQdyg ;

de manidre que la machine n'a plus d'autre effet
que de changer, a chaque instant, le travail moteur
élémentaire en une quantité égale de travail résis-
tant. Mais il importe d'observer que la guantité
JZ0Qdg de travail résistant dans lequel se change le
travail moteur ["EPdp, pendant un temps quelcon-
que, ne comprend pas seulement le travail qu’on
veut exécuter, au moyen de cet instrument ; I'inté-
grale [ZQdg comprend aussi le travail résistant qui
provient du [rottement des parties de la machine,
entre elles ou conire des corps étrangers, et de la
résistance du milien dans lequel la machine est en
mouvement,

Pour avoir égard, par exemple, aux frottemens,
il faut, d’aprés ce qu’on a vu dans le ne 569, ajou-
ter i I'intégrale fZQdg, provenant du travail résis-
tant proprement dit, une autre intégrale [ZfNds,
dans laquelle f est le coefficient du frottement, N la
pression mutuelle des parties frottantes, et ds I'é-
lément de la courbe décrite par leur point de con-
tact, Cette addition changera I'équation (d) en
celle-ci @

;— Emos = [EPdg—[20dg— [ZfNds. (e)

il suit de I que quand une machine a atteint son
état permanent, la quantité de travail /ZPdp, pro-
duite pendant un temps donné, par les forces mou-
vantes, n'est pas représentée en totalité par la par-
tie utile [2Qdg du travail résistant, laquelle partie
est toujours moindre gue le traveil moteur [EPdp,
de toute la quantité de travail correspondante anx
frottemens et aux autres résistances. Une machine
est d'autant meilleure que le travail utile ['ZQdg
approche davantage d'étre égal au travail moteur
[=Pdp ; mais la premiére intégrale ne peut, quelle
que soit la combinaison des parties de la machine,
€tre égale & la seconde, ni, & plus forte raison, la
Surpasser. Parmi les machines imparfaites, ou le
travail utile n’était qu'une trés petite fraction du
travail moteur, et ol la plus grande partie de celui-
€l se trouvait absorhée par les frottemens, on peut
citer, pour exemple, I'ancienne machine de Marly :
le travail moteur consistait en une chute d’une par-
tie considéruble des eaux de la Seine, et le travail
utile était I'élévation d’une quantité d'cau & une
hauteur qui était bien loin de compenser I'exiguité
de son volume.

686. Les quantités qui constituent essentielle~
ment une machine sont la partie & laquelle sont ap-
l’“flllées les forces mouvantes, celle qui est en con-
tact avec le corps que 'on a pour objet de mouvyoir
U de déformer, et la partie intermiédiaire qui
fansmet Paction des forces mouvantes, Quand on
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a satisfait aux conditions de la solidité, il importe
pour économie des frais de construction et pour
la diminution des frottemens, que la masse totale
de la machine soit la plus petite possible ; mais il
y a une autre considération, qui exige que I'on aug-
mente celte masse, et qu'on ajoute aux trois parties
essentielles dont elle se compose, une autre piéce
qu’on appelle un volant, et qui consiste, en géné-
ral, en un corps solide tournant autour d'un axe
fixe horizontal.

Les mouvemens des trois premieres parties d'une
machine étant alternatifs ou révolutifs, la demi-
somme -:—X:m:" des forces vives qui s’y rapportent,
aprés qu'elle a atteint son mavimum, devient une
quantité périodique ; il en est de méme, par consé-
quent, & 'égard du second membre de I'équation(e);
en sorte que si ln machine était réduite a ses trois
parties essentielles, le travail moteur et le travail
résistant, en comprenant dans celui-ci les effets des
frottemens, I'emporteraient alternativement 'un
sur I'autre; et si les variations alternatives du tra-
vail moteur [EPdp, et de la partie [ZfNds du tra-
vail résistant, n’étaient pas réglées exactement sur
les périodes de la machine, la quantité [ZQdg de
travail utile varierait continuellement. Or, pour la
bonne exécution des ouvrages que 'on vent effec-
tuer au moyen d’une machine, il est indispensable,
le plus souvent, que le travail utile approche, au-
tant que possible, de 'uniformité; et ¢’est a remplir
cette condition que le volant est desting.

En effet, soient din un élément de la masse du
volant, et r sa distance & 'axe de rotation ; appe-
lons « la vitessc angulaire autour de cet axe, com-
mune & tous les élémens dm, et qui peut varier d’un
instant & unautre ; 7o sera la vitesse absolue de dm;
par conséquent, la somme des forces vives de
toute la masse du volant aura pour valeur fr«?dm,
ou, ce qui est la méme chose, le produit ze? ;en
désignant par xle moment d’inertie du volant par
rapport & son axe, c’est-a-dire, l'intégrale jr= dm
étendue & sa masse enti¢re, Si donc on uajoute
-:—:u.a’ au premier membre de 'équation (e), et si

Pon suppose que la demi-somme ~Smp2 so rap-
2

porte aux trois autres parties de la machine, on
aura

L et 4 = Zmos =[sPdp — [3Qdp — [ 3fNds;
d’oit I'on tire
[3Qdg =R — = et
en faisant, pour abréger,
R = [3Pdp — [3fNds — © Zmovs .

Or, on congoit que les variations de & peuvent étre
réglées sur celles de cette quantité R, de maniére

- - - 1 =
que la variation totale de R— ~ #a? soit réduite



440

ade trés petites amplitndes , et que, par consé-
quent, le travail résistant soit & peu pres invariable
dans 1'état permanent de la machine : on congoit
aussi que, toutes choses dailleurs égales, les varia-
tions de la vitesse  du volant seront d’autant
moindres, que son moment d'inertie p sera plus
grand.

687. Par I'addition d'un volant,la dépensede
travail moteur nécessaire pour mettre la machine
en mouvement et pour accroitre la force vive
totale jusqu’d ce qu'elle soit parvenne an MATL-
mum , se trouve augmentiée; mais quand la ma-
chine est arrivée a son état permanent , les masses
de ses différentes parties n’ont plus d’influence sur
son travail, si ce n’est celle de leur poids sur les
frottemens.

Pendant le mounvement de la machine, s'il sur-
vient un choc de ses parties entre clles ou contre
des corps étrangers, et qu'aprés le choe les points
de contact aient une vitesse commune dans le
sens normal aux surfaces, il y aura diminution de
force vive dans le systéme ; si les parties qui sesont
choquées se séparent, en vertu de leur élasticité, il
y aura encore perte de force vive, quand ces par-
ties ne seront pas parfaitement élastiques ; et
quand elles le seront , il y aura perte de foree vive
dans la premiére partie du choe, puis une augmen-
tation precisément dgale a cette perto dans la
geconde partie (ne 573). Par conséquent, pour ra-
mener la machine & son état permanent , sans qu'il
y ait diminotion dans la quantité de travail résis-
tant, il faudra que les forces mouvantes fassent
une nouvelle dépense de travail moteur, semblable
i celle qui a eu lien & 'origine du mouvement, et
¢égale i la moitié de la force vive perdue dans le
choe, Cest pourquoi, indépendamment da dom-

mage que les choes produisent dans les machines ,
il est encore nécessaire de les éviter, pour'écono-
mie des forces mouvantes.

688. En général, le travail résistant qui provient
des frottemens et de action du milieu, est une
quantité continuellement croissante; pour qu'il'y
aitun travail utile, ou, seulement, pour que le
mouvement de la machine soit entretenu, il est
donc nécessaire que la quantité de travail moteur
croisse également avec le temps, dans un rapport
au moins égal i celui de Paceroissement dn travail
résistant. Si cela n’a pas lieu, le travail résistant
finira par étre ézal au travail moteur : & cet
instant , la demi-somme des forces vives de tous
les points du systéme sera nulle; les vitesses de
tous ces points seront zéro , et la machine s'arré-
tera et se trouvera réduite au repos.

Aux frotfemens et aux résistances des milieux
qui produisent cet épuisement graduel de la force
vive, on peut encore ajouter la communication
d'une partie du mouvement de la machine i ses
supports, laquelle partie va ensuite se perdre dans
le sol sur lequel la machine est établie. Cette
communication ne provient pas seulement dun dé-
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faut de solidité des supports ; elle a aussi lieu en
verta de leur élasticité, qui permet au mouvement
de s'y propager de la méme maniére que le son;

et il peut résulter de cette propagation une diminn-
tion de vitesse des parties de ln machine , sembla-
ble & celle qui serait produite par la résistance
d’'un milieu. J'ai donné un exemple de cet effet
singulier, dans le mouvement d'un pendule sus-
pendu & Pextrémité d'une verge élastique et hori-
zontale, d’une longueur indéfinie *.

Quand on supprime l'action des forces mou-
vantes, et que le travail utile de Ja machinea aussi
cessé , I'équation des forces vives se change en
celle-ci :

1 1 5 T
— Zmrr = — Zmhks — [ZfNds;
a L]

Smk: étant la somme des forces vives de tous les
points du systémeh cet instant, Zmov* cette somme
a une époque subséquente, et [ZfNds comprenant
le travail qui provient des frottemens, de la résis-
tance du milieu et de la perte du mouvement par
les supports. Or, ce dernier terme sera bientdt
égal & ~ =mke ; la force vive de la machine se
trouvera complétement épuisée, et la machine ces-
sera de se mouvoir, comme on U'a déja dit dans
le no 569,

689. Quand un homme transporte son propre
poids, que j’appellerai IT, i une hauteur verticale R
an-dessus de son point de départ, la quantité de
travail produite est exprimée par ITk, d’aprésla

régle du no 684 ; mais cette quantité donnerait une
idée trés imparfaite des efforts musculaires qui
ont éLé faits, et de la force totale que cet homme
a développée. Il serait difficile d’en obtenir une
mesure exacte; on peut seulement faire voir
qu'elle doit surpasser, souvent de beaucoup, la
quantitéprécédente, qui seraitnullesi la hauteur
était zéro, quoique, certainement, il y ait une
quantité de travail mécanique correspondante &

la marche d'un homme sur un plan horizontal.
Dans cette lll'd.]'l‘ll-" 3 ‘iL‘ Sll'[]l]ﬂsl‘. ll“[\ rhommf) l'lil
d’abord le pied gzanche en avant du pied droit; son
centre de gravi
sa position naturelle, d'une quantité que je dé-
signerai par ¢. En s'appuyant sur son pied gauche,
et s'aidant du frottement de ce pied contre le sol ,
'homme raméne son pied droit an npiveau du
pied gauche, puis le pied droit devance le pied
gauche, et vase poser sur le sol; ce qui fait un pas

est alors abuissé , au-dessous de

entier, composé de denx parties. Or, dans la pre-
miére partie , ’homme souléve son centre de gra-
vité de la hauteur ¢, et produit par la une quantité
de travail égale a IT¢ ; il imprime, au méme instant,
a ce point une vitesse horizontale, que je désigne-

rai par @, & la fin du premier demi-pas; ce qui

¢ pour Vannie 1833
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tépond & une autre quantité de travail équiva-
1 Ia®

lente & la demi-force vive = =, 'en désignant
% 9

par ¢ la gravité, On devrait encore ajouter &

l na1 h

~ =, la partie de la demi-somme des forces

2 8

Vives provenant des vitesses relatives de tous les

autres points du corps (n° 570); mais j'en ferai
abstraction dans cette évaluation , qui ne peut étre
qu'un apergu. Je supposerai aussi que le second
demi-pas a lieu en vertu de la vitesse acquise a la
fin du premier , et du poids du corps (ui retombe
surle sol , de maniére que, pendant le second
demi-pas, homme n’exerce plus aucun effort, et
que les vitesses verticale et horizontale, dont son
centre de gravité se trouve encore animé & la fin
tu pas entier, soient détruites par le chocet le
frottement de son pied droit contre le sol. Dans

* cette hypothése, la quantité de travail de 'homme

1 Mg
Pendant le pas entier, sera lasomme IIs +~_£ T’
Ol (¢4 &), en appelant « la hauteur dued la
Vitesse a, de sorte qu’on ait a2 = 2ga.

Il suit de la que dans un nombre n de pas égaux
€l semblables, la quantité de travail d'un homme
oud'un animal, portant un fardeau et marchant
Sur une route horizontale, aura pour valeur
K (¢ 4 «), en désignant par K son poids IT ang-
Menté de celui du fardeau. Sile poids total a été
€levé verticalement & une hauteur k au-dessus du
Point de départ, il faudra ajouter Kk & la quantité
nK (,+ a); et si le fardeau est trainé sur une
l‘uute, ou il éprouve un frottement qui soit repré-
Senté par une partie F de son poids, il en résultera
ne autre augmentation de travail ¢gale a FZ, en
#ppelant Z1a longuneur du trajet.

680. Dans le calcul des effets des machines en
Mouyement, il est souvent utile de distinguer les
Vitesses communes et les vitesses relatives de
leurs gifférens points. Pour cela, soient toujours
*,¥, 5, au bout du temps ¢, les coordonnées da
Poing quelconque dont la masse est m; & cet in-
Stant, Jes composantes de sa vitesse absolue seront

dy ds
g’ oy Tiehau bout du temps ¢ 4- d¢, les coor-
di  dt

“Mnées de ce méme point deviendront z - du,
Y+ dy, 5 -4 ds. Or, on peut décomposer le mou-
Vement qy systéme, pendant l'instant df, en un
:hc'uvement de translation et de rotation commun
A lous ges points, dans lequel leurs distances
s},,em invariables, et en des mouvemens particu-

"' o ces distances varient convenablement.

Ppellerai d'z , d'y, d's, les accroissemens de z ,

* %) qui proviennent du mouvement commun , et
rl;f‘_".y;d,s , ceux quirésultent du mouvement

%if dem, de sorte qu'on ait

dy
t“‘d'x-}-dlz-, dy—=dy+dy, ds —d's J-ds.

Pour ce point m, j'appellerai aussi «', v/, w', les
trois composantes de la vitesse commune qu’on
regardera comme des fonctions donnéesde ¢, 7,
1, 5, et qui seront

dz dy d'z
u’:_, i — ll":—;
dt dt dt
dz dy
celles desa vitesse relative seront aussi—, —,
dt dt
ds
=3 0n aura
dt
dz dz dy dy ds ds
== —, —=vp—, —=w—,
dt di” de dt  dt dt

pour les composantes de sa vitesse absolue; et en
différentiant , il en résultera

dz dv ddx
‘it _W dis ’

ds y do' ddy
i g 6

dis dw dds
F e T
pour les forces accélératrices de ce point m, sui-
vant les axes des coordonnées; les différentielles
relatives & Zqui sont indiquées, étant prises par
rapport & cette variable et aux coordonnées z, y, 5,
regardées comme des fonctions de ¢.

8i ce point m est astreint & se mouvoeir sur une
surface qui peut étre fixe ou mobile , mais dont la
forme est invariable, il devra demeurer constam-
ment sur cette surface, en vertu de sa vitesse ab-
solue, et Pon pourra aussi supposer qu'il y reste-
rait constamment, en vertu du monvement commun
du systéme. En représentant par L—=0, I'équation
de la surface, L sera une fonction donnée des coor-
données de m, rapportées a des axes mobiles qui
participent au mouvement commun, et cette quan-
tité pourra étre changée en une fonction du temps
et des coordonnées de m rapportées & des axes
fixes , c’est-d-dire, en une fonction de ¢, @, Y, 5.
L'équation L=0 devra subsister, lorsqu'on y
remplacera ces quatre variables , soit par t 4 dt,
a+4ds, y4dy, 54 ds, dans le mouvement
absolu de m, soit part - dt, = +ds, y+dy,
5 4 d's, dans lemouvement commun du systéme.
En négligeant les infiniment petits du second
ordre, on aura done simultanément

dL dL
=% — (d'a 4 d )
dt dr
dL dlL
+ — @y +dy)+ — (@: 4 d3) =0,
dy ds
diL dL dl. dL
— 4 —def—dy+ —ds =0,
dt dr dy ds

£n
-
=7
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et , par conséquent ,

dL dL dL
—-—d:r-]-—dy—}-—dz-—ll (9)
dz dy

Cela posé, nous allons chercher la somme des
forces vives dues aux vitesses relatives de tous les
points du systéme, et la comparer & la somme des
forces vives quirésultent de leurs vitesses absolues.

601, Reprenons, pour cela, la formule générale
du n° 532, de laquelle on a déduit I'équation (a)
du n° 681, et formons successivement les termes
de cette formule, relatifs anx différentes sortes de
forces qni peuvent agir surle systéme que T'on
considére.

Désignons d’abord par P une des forces exté-
rieures et données; dp étant la projection du dé-
placement de son point d’application, sur sa direc-
tion, et en regardant cette projection comme une
(uantité positive ou négatiye, selon qu'elle tombe
sur la direction méme de P ou sur soy prolonge-

ment, on aura, comme dans le ne 632,

m I:A\J.r - \'«gy + Lis)= 1“5}),

pour la partie de la formule citée, qui résulte
de cette force P.

Soit aussi R Paction mutuelle de deux points du
systéme dont les masses sont m et m' ; appelons rla
distance mm', dont R est une certaine fonction ;
,y, 5, @,y 5', étant les coordonnées de m et m',
on aura

n=(@—a)p+@y—y)+(E=—5;
et si & exprime la variation de » qui résulte de

leurs accroissemens Jz , Jy, &5, &', &y, ¥z on
aura aussi

rir = (z — 2') {8z — 34')

+ (v —¥) Gy — %) + (s — 5') (85 — &5).

Les composantes de la force R appliquée au point
m, seront

(r —2")R
mX = +

=

— IR

mY = + _—[U y)R g
r

(s — s')R

ml = =+ - )
r

mik =
=
fy — R
it =y =98
=
* g — =R
mil = 4 -

MECANIQUE.

d'ou 'on conclat

m (Xdz 4 Yiy 4 L3z)
+ m! (X' 4 Yiy' 4 281

pour la partie de la formule générale,

== Rér,

yrovenamnt

de la force R; le signe supérieur ou le signe infé-

rienr ayant lieu, selon que cette force est répulsive
ou attractive.

Sile point m est astreint & demenrer sur la sur-
face dont on a représenté 1'équation par L=0,
dans le numéro précédent, et que I'on appelle «
Pélément de cette surface auguel le point m répond
au bout du temps ¢, et oU la résistance qu'il en
L'prml\'c

, cette force sera mormale & la position

actuelle de « ; on aura done pour ses composantes

dL dL dl
mX =alV —, mY=ulV—, ml=olV—,
dz dy ds

o)

;) — A

il en résultera «Usu, pour le terme dela formule
générale qui provient de la résistance «U. Le fac-
teur U exprimera cette résistance rapportée a I'u-
nité de surface ; Ju sera la projection du déplace-
ment de m sur la normale & I'élément o ; elle aurs
un signe ambigu , a cause du radical V, etl'on
regardera du comme une quantité positive ou né-

en faisant, pour abréger ,

“fdL dL\*
v =
dr dr.r +

et si 'on fait aussi

Il

dL dL dL

V(=4 + —dy+ — 3
dx dy ds

gative, selon que la projection du déplacement deé
m tombera sur la direction méme de la résistance
»l , ou sur son prolongement.

Outre la résistance normale de la surface sur la-
quelle le pointm est assujetti a se mouvoir, il éprov”
vera encore une résistance tangentielle provenant
du frottement contre cette surface; et si 'on dési-
ane cette force par «F, et par &5 la projection do
déplacement du point matériel m sur sa trajectoiré
il en résultera »Fds, pourle terme correspondant d¢
Ia formule du ne 532.

D’aprés cela, cette formule pourra s’écrire ainsi’

d* z
=m (
dts

ol
= ZPdp &+ ZRér 4

’ dty
u'+ p

"

la somme = du premier membre répondant & tO“!'
les points du systéme, et les sommes = du seco
membre s'étendant, la premiére aux points qui W"J
soumis & des forces motrices extérieures, la secon
aux actions mutuelles de tousles points dusy stén
prisdeux a deux, la troisiéme et la quatriéme & tot!

Zeldu — Zulls ;

les élémens dL:: surfaces résistantes et frottante’

de
§0j
dt,
pla
les
les
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Cela posé, si Pobligation d'une partie des points du
Systéme, de demeurer sur ces surfuces, est la seule
Condition qui restreigne les pouvemens du systéme
Entier, on pourra maintenant considérer tous ces
Points comme entiérement libres, et faire telle hy-
Pothése qu'on voudra sur les variations iz, dy, 83,
des coordonnées d’un point quelconque,

692. Je supposerai d’abord qu’on prenne

r = du,

sy = dy, ds ;

de sorte que ledéplacement du point quelconque m
S0it celui qui a lieu effectivement pendant Uinstant
dt. On aura, en méme temps, dr—dr; et 'on rem-
Placera dp, du, &s, par dp, du, ds, qui représentent
les projections du déplacement réel du point m sur
les directions des forces P, oU, «F. En appelant v,
la vitesse d’un point quelconque m, et observant
qu’on a

dr g diy d: 1
h(}t_ﬂ-d-l -}u—‘rdy-} —d-“—d.- = ; d.v2

Véquation (h) deviendra
-:- d. Emys — ZPdp 4 ZRdr 4 ZuUdu — 32Fds.
En intégrant, on aura done

1 1 #
— Zmes — — ZImks |
2 3 v (2)

=/=Pdp & [3Rdr + [ZuUdu — [SuFds, |

k étant la valenr initiale de v, et les intégrales com-
Mengant & Porigine du mouvement.

Le terme [ZPdp comprendra la partie du travail
Moteur qui répond au poids du systéme; et si I'on
ppelle IT ce poids, et ¢ la hauteur verticale dont le
“entre de gravité sera tombé pendant le temps ¢,
Cette partie sera égale & I,

Lorsque les distances des points du systéme que
’on considére demeureront invariables pendant le
Mouvement, on aura dr=0, et le terme [ZRdr
llisparaitra de I'équation (£). 8%l s'agit d’un fluide,
@ terme comprendra les atfractions ou répulsions
Mutuelles de ses points, qui s’étendent & de grandes
dlstunccs; il comprendra aussi les actions mutuelles
Won gppelle proprement forces moléculaires
(no 589), qui ne s’étendent qu'a des distances in-
Stnsibleg, et qui produisent les pressions intérieures,
“‘”i'luellcs on n'a point en égard en formant I‘(iquu.
tion (?). La valeur de cette intégrale fZRdr dépen-
dra gy changement de forme et des condensations
U dilatations du fluide pend
c_l Pour les trés petites variations de densité qui ont
'®u dans |e liquide, elle pourra varier dans de trés
gr
% deg Pressions intérienres quienrésultent (n "577).

s sommes Soldu et uFds comprises sous les

¢ e R :

i X dernidres intégrales, sont elles-mémes des in-

o
o

ant son mouy UIIIEI'II."

andg rapports, & raison des forces moléculaires

Tales doubles étendues i tous les ¢lémens o des
50 vy . x s .
Hages resistantes et frottantes. §i la partie dn
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systéme qui frotte contre une de ces surfaces est un
corps solide, la force «F sera indépendante de la vi-
tesse de ce corps, et proportionnelle, pour chaque
élément w, & la pression correspondante, laquelle
est égale et contraire 4 la résistance «U., Si cette
partie frottante du systéme est un fluide, la force
«F dépendra de sa vitesse relative, et sera indépen-
dante de la pression (no 457). Lorsque la surface
dont L=0 est I'équation, sera immobile, la projec-
tion du déplacement de m sur la normale & cette
surface sera nulle, puisque le point m est assujettia
demeurer sur cette surface ; on aura done du=—0;
ce qui fera disparaitre 'intégrale /= Udu; et si I'on
fait, de plus, abstraction du frottement, I'équa-
tion (4) se réduira i équation ordinaire des forces
vives.
693. Prenons actuellement

B d,x, y = dly‘
de maniére que les déplacemens des points du sys-
téme que suppose 'équation (h),soient leurs dépla-
cemens relatifs. Désignons pardp, du, dgs,les pro-
jections des déplacemens relatifs des points ousont
appliquées les forces P, U, F, sur leurs directions.
Les valeurs de &p, du, ds, qui répondent i celles de
&, 3y, 45, que nous employons, seront d,p, du, ds.
De plus, les autres parties d'z, d'y, d's, des diffé-
rentielles totales dr, dy, ds, n'influant pas, pat hy-
pothése, sur les distances mutuelles des points du
systéme, dr se changera dans la différentielle dr,
comme dans le numéro précédent. L'équation (k)
deviendra donc

= a,’l.rd d”'rg.! da zﬂ )
Zm (E'-'_ T - <7 Y +_—-—d£1 ..,.'.‘) b (k)
— };[’rf{;r <+ ZRdr + Er.-l,‘dril — Eul"d_s‘.

Si Ponappelle o, la vitesse relative du point m,
da dy ds
dont les composantes sont —,—, —, 00 aura

dt dt dt

dlx o dy\* ds 1
=(3)+(5) +(%),

et, en diflérentiant,

1

dda dd.y 5
—d.vs— L 4, o iyl
a3 i dis 4 + dits J'” + dts ;

En vertu des équations (f), on aura done

d o d di y d ds s i

— ey e X —

dis ;- dis 4+ des i

1 du de' duw'
e 0F o —da 4+ — d‘i( 4+ — d:

2 dt dt dt

Dailleurs, si I'on met d v, dy, dz, duns Pexpres-
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sion de fu du ne 691 , pour avoir celle de du, on
aura

dL dL dL
du=YV (— dz—dy+ —d.=);
dz dy dz

quantité nulle, en vertu de "équation (g). Anmoyen

L Zmop — 1 Zmkp = [2P4,
du

/.f
tf':)
4

HI dvl'
—yam (= d= + —dut

dt dt d
k, étant la valeur initiale de ', et les intégrales
commengant & Uorigine du mouvement.

694, Cette équation (/) fera connaitre "acerois-
sement, pendant le temps Z, de la demi-somme des
forces vives, dues aux vitesses relatives de tous les
points du systéme.

En faisant directement dans la formule générale
dune 532, Ihypothése quinousa conduits & I'éqna-

p 1
. T,

- d
~[-5)»=(
= & i, Pt dr‘li + Y
de

Ja somme = du second membre s'étendant & toutes
les forces provenant des résistances normales des
surfaces fixes ou mobiles, que les valeurs prises
pour &z, dy, &5, ontla propriété defaire disparaitre.
Or, sil’'on appelle IL la force dont les trois compo-
santes sont

(!l’l‘.

du' dr'.
m()(—-— ; m(Y-——-), m(lﬁ—-—),
dt dat dt

et d;h la projection du déplacement relatif de son
point d’application sur sa direction, on aura

du' dv'
m (I\' — —)dzFm|Y— f) dy
dt di

dw'
-+ m (I — — )dz==Hdh

dt
selon que cette projection dk tombera sur la direc-
tion méme de la force 1, ou sur son prolongement.
Donc en conservant H et 4k dans le premier cas,
et employant L et d ¢ dans le second , on en con-

clura

L Zmop — 3 Imkp = [ZHdh —f2Ldd;

2
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de ces valeurs, I'équation (k) prendra la forme

1 du' do' dw'
—d.Zmo +Sm('—dlr +—dy+ — d,:)
2 dt dt dt

=ZPdp 4+ ZRdr —ZekFds;
et, en intégrant, il en résultera
p + [3Rdr — [ZoFds l
, (2)
tion (7), c'est-a-dire, en y mettant dz,dy,ds,an
lien de &z, dy, 45, on aura

dx di y ds =
b —_— di —dp a—, 7]
m ( d{,‘ Jl + d‘u d,J + ax:] d.

= 2m (Xdz 4 Ydy + 1d;z),

L Im (v — o ) — EZm (kr — k2 ) = j‘.‘:l’ (dp — dp ’

ou bien, d’aprés ce qui précéde,

dv‘) ( d.-r) ]
—— Jdyg+\Z2— — Jis
dt di

la somme 3Hd h s’étendant & toutes les forces mou-
vantes du systéme , et la somme ZLd ! h toutes les
forces résistantes.

Cette derniére équation n’est autre chose que Ié
quation (7) présentée sous une forme différente. En
la comparant & I'équation (d), on voit que le prin-
cipe des forces vives a encore lien a I'égard des vi-
tesses relatives des points du systéme, telles qu’elles
ont été définies dans lene 690, pourva que I'on rem=
place les forces données P et Q, par d’autres forces
H et L qui dépendent des premiéres et du mouve-
ment commun du systéme.

Ce théoréme est di i M. Coriolis. Il peut étre em-
ployé utilement dans beaucoup de questions étran=
géres & ce traité de Mécanique rationnelle,, et pouf
lesquelles nous renverrons au mémoire de l'auteur
sur le principe des forces vives dans les mouvemens
relatifs des machines *.

695. Le terme [=Rdr, qui provient des forces
moléculaires, est le méme dans les deux équations
(i) et (1); le plus souvent, le terme qui répond aux
frottemens est aussi le méme dans le mouvement
absolu et dans le mouyement relatif du systéme, el
ne change pas, par conséquent , en passant d’une
équation itl'autre; alors, en retranchant lu seconde

de ces équations de la premiére, on aura

' ' Jm
T { \
d dw . ()

du'
+ —fiZim (—- dr 4+ — dy +
- dt dt

Siles forces P seréduisent aux poids des différen-
tes parties du systéme ; que I'on appelle IT le poids
total, et ¢ la hauteur verticale que décrit son cen-

—d;s) + JEeldu.
a ! )

24» cabier.

l tre de gravité pendant le temps ¢, dans le mouve”
* Journal de (*"Ecole Polytechnique,

e
qu
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ment commun & tous ses points, il est aisé de voir
que I'on aura aussi

[=P(dp — dp) = I},

De plus, ¢’il n'y a qu'une seule surface résistante,
et que ce soit, par exemple, un plan qui se meut
parallélement & lui-méme, on pourra prendre, pour
le mouvement commun du systéme, le mouvement
donnéde ce plan, car il satisfait aux deux conditions
du n®690 : il ne changera pas les distances mutuel-
les des points du systéme, et il n’empéchera pas les
points qui sont en contact avec ce plan mobile, de
demeurer & sa surface, D'ailleurs, il est évident que
ce mouvement étant perpendiculaire au plan mo-
bile, il n’influera aucunement sur les vitesses rela-
tives des points qui glissent sur ce plan, non plus
que sur les trajectoires qu'ils y décrivent; d’ou il
résulte que le travail résistant di au frottement
contre ce plan, sera le méme dans le mouvement
absolu et dans le mouvement relatif, comme le sup-
pose 'équation (m).

Pour simplifier encore cette équation, je suppose
que le mouvement du plan résistant soit uniforme ;
en sorte que tous ses points décrivent des perpen-
diculaires & sa position initiale, avec une vitesse

commune, qui sera rendue, par un moyen quelcon-
que, invariable et indépendante de Paction du sys-
téme sur ce plan, Ses composantes o/, ', ', seront
constantes, et 'on aura

du' dv' dw!
fEm| —de + — dy + — g ] =W
dt di C
En désignant cette vitesse par &, et par « 'angle
que sa direction fait avec celle de la pesanteur, on
aura aussi
$ = ut.cos a.
Soit, en outre, Q la pression exercée au bout du
temps #, sur la surface entiére du plan donné, et
dans le sens de la vitesse a, Le travail résistant qui
répond & cette force prise en sens contraire de sa
direction, c’est-a-dire, & la résistance du plan, sera
— fQadt, pendant la durée du temps £, en suppo-
sant que l'intégrale s’évanouisse avec cette varia-
ble. En faisant passer le facteur a.en dehors du
5i5t|l‘:_f; nous aurons (IDIIC

[Zaldu = — afQdt,

pour la valeur du dernier terme del'équation (m),
laquelle deviendra

-:- Zm (k>— kp) — -l— Zm (vt — pp ) 4 Iat cos « = afQdt. (m)

La vitesse o, est la résultante de v et de la vitesse
a prise en sens contraire de sa direction ; si done,
on représente par s, 'angle que fait la direction de
la vitesse v avec celle de a, on aura

02 = 0% — 2av cos » - at

et si 'on désigne par & la valeur initiale de §, On
aura de méme

kt = k* — 2ak cos & 4 a*;

d’ou il résulte
— Zm(k —Ekp )—a=mk cos H — = a* Zm,
s 4 - ]
—Zm (p? —op ] — a Emp cos ¢ — - g Zm;
3 2

ce qui change I'équation (n) en celle-ci,
Emk cos & — Zmo cos ¢ 4= IT¢ cos « — fQdt, (o)

aprés qu'on a supprimé le facteur a commun a tous
Ses termes.

Les sommes Zmk cos & et Zmo cos ¢« expriment,
au commencement et & la fin du temps 2, les quan-
tités de mouvement de tous les points du systéme,
dans le sens perpendiculaire au plan donné; le pro-
duit IT# cos = est la quantité de mouvement pro-
duite suivant la méme direction par le poids IT du
systéme, pendant la durée du temps &; et 'intégrale

JQdtest In quantité de mouvement détruite pendant

ce temps par la résistance du plan donné. Or, il est
E¥ident que cette derniére quantité doit étre é
4Vexcés de la premiére somme sur la seconde, aug-

menté de la quantité IT# cos «; en sorte que I'équa-
tion précédente, qui exprime cefte égalité peut
étre regardée comme une vérification de notre ana-
Iy se.

696. Lorsque la vitesse k de chaque point du sys-
téme se changera brusquement dans la vitesse v,
Paction du systéme sur le plan donné sera une per-
cussion ; pendant sa durée trés courte , on pourra
néaliger effet I1Z cos « de la pesanteur; et la quan-
tité de mouvement détruite par le plan sera I'excés
de =mk cos & sur Zmo cos .

Sile systéme est un corps solide situé au-dessus
du plan, et qui demeure juxta-posé a sa surface
apres le choc, la composante v cos « de la vitesse v
sera la méme, & cet instant, pour tous les points du
corps, et égale & la constante a; en différentiant
I'équation (0) par rapport & ¢, on aura denc

II cos a = Q;
et, en effet, la vitesse du plan étant invariable, par
hypothése, il faut que sa résistance détruise inces-
samment les accélérations de la gravité, qui au-
raient lien perpendiculairement & sa surface; il
faut done que cette force soit égale et contraire a
la composante du poids IT suivant cette direction,
et que la pression Q soit égule it cetle composante.

On peut remarquer que, quand l'angle « est ob-
tus, la valeur précédente deQ alesigne —. Mais on
a supposé plus haut que la pression exercée sur ce
plan était dirigée dans le sens de la vitesse a; et,
si le contraire avait lieu il faudrait changer le signe
de Q dans tountes les équations précédentes. Or, lo
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pression () s'exerce effectivement en sens contraire
de la vitesse a, lorsque Pangle « est obtus; la valeur
de Q est donc alors — IT cos «, ou, autrement dit,
cette valenr est toujours IT cos «, abstraction faite
du signe.

697. L’équation (0) évidente en elle-méme , peut
servir i déterminer la pression d'une veine fluide
en mouvement sur un plan AB(fig. 142), animé de
la vitesse a perpendiculaire & ce plan, et dont la di-
rection fait, avec celle de la pesanteur, un angle .

Pour fixer les idées, supposons que le liquide
sorte d'un vase par un orifice horizontal, et qu’il
forme, au-dessous de la contraction de la veine
{n° 677), un cylindre vertical dont tous les points
ont une vitesse commune et verticale, que nous
désignerons par . Supposons aussi que le niveau
du liquide soit entretenu i une hauteur constante
dans le vase; ce qui rendra la vitesse 5 indépen-
dante du temps.

Jusqu’a une section horizontale CD, faite & une
petite distance au-dessus du plan AB, la veine con-
servera sa forme cylindrique et sa vitesse 3 ; eile
s'étendra ensuite sur ce plan, et finira par le dé-
border. Au bout d'un certain temps, le fluide par-
viendra & un état permanent dans lequel la vitesse
de chaque molécule ne dépendra plus que du lien
qu'elle occupe, et on la pression en un point quel-
conque du plan AB sera aussi indépendante du
temps. C'est dans cet état qu’il s'agira de détermi-
ner la pression totale Q, exercée sur la surface en-
ti¢re du plan,

La partie de cette pression due au poids du li-
quide, sera la composante de ce poids, perpendicu-
laire au plan AB, défalcation faite de la partie de
ce méme poids, qui est soutenue par les parois du
vase d'on le liquide s’écoule. Comme il sera tou-
jours facile d'y avoir égard, dans chaque cas parti-
culier, nous en ferons abstraction, et nous ferons,
en conséquence, IT'— 0, dans 'équation (o). Il est
dvident, qu'on pourra aussi, dans les sommes
=mk cos & et Zmv cos s, ne pas tenir compte des
molécules du liquidesituées au-dessus de CD , puis-
qu'elles conservent tonjours la méme vitesse, ce
qui fait disparaitre la différence de ces deux som-
mes, Enfin si le diamétre de la veine fluide est trés
petit, I'épaisseur de la couche liquide sera aussi
trés petite, 4 une petite distance autour de I'axe de
la veine. A cette distance, les vilesses relatives des
points de la couche seront sensiblement paralléles
au plan AB, dans toute 'épaisscur de la couche, ou,

ce qui est la méme chose, leurs composantes per-

pendiculaires a ce plan seront égales i @. De plus,
cette partiedu fluide comprise entre AB et CD sera
Leaucoup plus considérable que la purlie voisine
de l'axe de la veine, si la surface du plan AB st
trés grande par rapport & la section CD; on pourra
donc alors prendre a, sans erreur sensible, pour la
composante v cos e de la vitesse v de chaque point
du fluide contenu entre AB et CD.

Cela posé, soit C'D' une autre section de la veine

fluide, faite au-dessus de CD, et telle que le volume
compris entre CD et C'D' soit équivalent au volume
de fluide compris entre AB et CD. Appelons  le
temps que le premier volume du liquide emploie &
traverser la section CD et a se changer dans le se-
cond volume. Supposons que les sommes Smk cos &
sndues & tous les

et =mo cos ¢, de 'équation (o), é
points du second volume , se rapportent au com-
mencement et & la fin duo temps §. Au commence-
ment, tous ces points étaient situés au-dessus de
CD, et avaient, conséquemment, une vitesse y, fai-
sant un angle = avec la vitesse a; pour un point
quelconque m, on a done

k=%, d=a, k cos & == 9 cos a

A la fin dua temps 8, on a, comme on vient de l¢
dire,
v cos t = G,

pour un point quelconque m du liquide contenu.
entre AB et CD. Si donc on appelle x la masse de ce
liquide, il en résultera

Smk cos § — Zmp cos s = p(p co5 4 — a).
=y 1 - - 5y | o e
D’ailleurs, la pression Q étant constante, linté-

grale [Qdt est égale an produit Q8, pour la du-

rée du temps 0 d’aprés Uintégrale (o), nous aurons

dUIlU

@ (y cos a = a) = 08,

Soitn le nombre de fois que le temps 6 est con-
tenu dans un temps ¢ quelconque ; n sera la masse
du liquide qui traverserala section CD pendant le
temps #. Mais celte masse sera aussi gy, en appe
lant-p la densité du liquide, ¢ l'aire de la section
CD), et observant que 9 est la vitesse constante de

I'écoulement a travers cette section; on aura, par
conséquent,

Ny = peypt;

si 'on multiplie l‘l'-.||lmtitln précédente par n, Gue
I'on y substitue cette valeur de nu, et qu'on sup-
prime ensuite le facteur 7, commun i tous ses ler-
mes, on a finalement

Q = poy (3 cOS & — @),
pour la valeur de la pression qu’on se proposait de
déterminer.

On devra se rappeler gue cette formule suppose
I"ansle « aigu; quand il sera obtus, il faudra, comme
ne de Q ; en sorte

on I'a dit plus haut, changer le

que 'on aura alors
Q = fey (y cos a 4= a).

Ces deux l!l}FTQSSiUHS de ‘3 supposunl aussi (Il'lL'
le plan AB est entiérement recouverl par la veine

fluide |il|.||m|lic sur sa surface; ce ||:|i Q'!i: £ que «
ne soit pas un angle droit, et, qu'en général, il e

carte sensiblement de 900, Quand le mouvement du

pl

s¢

dU
ds
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plan est vertical, on a =0, ou « = 1807, et, con-
séquemment,
Q = ey (¥ F a);

le signe supérieur ayant lieu lorsque le plan se meut
dans le sens de la pesanteur, et le signe inférieur
dans le cas contraire. Si 'on a a = 0, et quey soit

la vitesse due a la hauteur k, et g la gravité, on
aura
Q = 2qpch;

en sorte que la pression () sera, dans ce cas, le poids
d’une portion de la veine cylindrique égale en lon-
gueur i-h,

ERRATA.

Page 48, 1r* colonne, ligne 12 en remontant ,

T
‘&:60(1—#),“5::

as*

Page 202, formule (3), 3¢ ligne,

2 X = be (1 —':)

al

+ (w' + p¥ —) lisez 4 (w/ +p' ¥ —)

Page 419, formule b,

liser —
s
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