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Drittes Kapitel.

Die Abbildungen durch Abwickelung.

§. 13.

Cylindrische Abbildungen.

1. Der einfache Gedanke, welcher den hierher gehdrigen Ab-
bildungen urspriinglich zu Grunde liegt, besteht darin, eine mehr
oder minder breite Zone der Erd- (oder Himmels-) Kugel zu er-
setzen durch einen geraden Cylinder, auf welchem man die Meri-
diane als gerade Linien, den Aequator und die Parallelkreise aber
als Kreise von gleicher Linge darstellt, welche die ersteren recht-
winklig schneiden. Wenn man dann den Cylinder lings einer Me-
ridianlinie aufschueidet und in eine Ebene abwickelt, so erhilt
man zwei unter rechten Winkeln sich schneidende Systeme von ge-
raden Linien, welche die Parallelkreise und Meridiane reprisentiren.
Solche Karten nennt man im Allgemeinen Plattkarten. Die il-
testen derartigen Karten sind die folgenden beiden Arten.

I. Quadratische Plattkarten.

2. Man nimmt einen Cylinder an, welcher die Kugel lings
des Aequators beriihrt. Der Aequator wird dann in seiner wahren
Linge dargestellt; senkrecht durch die einzelnen Theilpunkte legt
man die Meridiane, auf denmen man die Breitengrade ebenfalls in
ihrer wahren Linge darstellt. Bei der Abwickelung erhilt man
dann ein Netz mit laater quadratischen Maschen, wie uns auf
Taf. I1 Fig. XI in einer Ausdehnung vom nérdlichen Pol bis zu 70°
siidlicher Breite und von 0° bis 90° Linge zeigt.

3. Ein solches Kartennetz zeichnet sich nun allerdings durch
die grosse Einfachheit seiner Konstruktion aus, ist aber sehr feh-
lerhaft, sobald man die Karte einigermaassen weit vom Aequator
ausdehnt. Denn nehmen wir die Linge eines Aequatorbogens von
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einer bestimmten Lingenausdehnung, z. B. unserer Karte entspre-
chend von 10°, als Einheit an, so ist der Bogen des Parallel-
kreises von der Breite @ von gleicher Lingenansdehnung gleich
cos ¢. Wie sich diese Werthe mit wachsender Breite indern,
yeigt folgende kleine Tabelle.

QP cos @ P cos ¢
0° 1,0000 500 0,6428
10 0,9848 60 0,5000
20 (,9397 70 0,3420
30 0,8660 80 0,1736
40 00,7660 90 0,0000

Des erwihnten Uebelstandes wegen sind solche Karten seit
dem Anfange des sechszehnten Jahrhunderts nicht mehr im Ge-
brauch. Frither wurden sie seit Beginn des dreizehnten Jahrhun-
derts namentlich von den genuesischen Seefahrern viel benutzt,
weil sie fir die Schifffahrt mit dem Kompass eine Bequemlichkeit
gewithren, die wir noch weiter unten besprechen werden, die ihnen
aber mit den iibrigen Plattkarten gemein ist.

II. Rechteckige Plattkarten.

4. Wenn man einen geraden Cylinder annimmt, der die Kugel
lings eines mittleren Parallelkreises von der geographischen Breite
¢ schneidet, so werden alle Parallelkreise diesem gleich, ein
Lingengrad erhillt also die Grosse
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Die Breitengrade dagegen bekommen, wie bei der vorigen Dar-
stellungsform, ihre wahre Liinge. Die Maschen des Karfennetzes
sind demnach lauter gleich grosse Rechtecke, deren Breite sich zur
Lange wie 1 :cos @ verhilt.

Auf Taf. II zeigt uns Fig. XIII ein derartiges Kartennetz in
gleicher Ausdehnung wie das Netz Fig. XII; der Cylinder, welcher
der Darstellung zu Grunde liegt, schneidet die Kngel lings der
Parallelkreise von 45° Breite. Die Figur zeigt uns noch ausserdem
den Quadranten des Parallelkreises von 459 nordl. Breite und ein-
zelne Theile desselben, deren Lingen dann anf dem stark ausge-
zogenen Aequator abgetragen sind.

5. Auch diese Karten dirfen nicht iber viele Breitengrade
ansgedehnt werden, wenn sie nicht ganz wesentlich falsch werden
sollen. Am brauchbarsten sind sie fir die Nihe des Aequators,
weil fiir kleine Werthe von ¢ der Cosinus sich nicht sehr andert,
die Parallelkreise also wirklich nahezu gleich gross sind.  Bei-
spielsweise hat der verdiente Geograph I. B. Bourguignon d’An-
ville sich dieser Abbildungsweise mit Vortheil zum Entwurfe sei-
ner im Jahre 1776 publicirten Karte von Guinea bedient.

cos ¢.
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Uebrigens ist diese Darstellnngsweise sehr alt und schon bei
den Geographen des Alterthums viel im Gebrauch. Sie riihrt viel-
leicht schon von Anaximander her (um die Mitte des sechsten
Jahrhunderts v. Chr.), welcher der erste gewesen sein soll, der
eine Karte der damals bekannten Erde zeichnete. Ptolemius,
der sich ihrer gleichfalls bediente, nahm als mittleren Parallelkreis
den von Rhodus an,

6. Bei derartigen Plattkarten, mag man nun den Aequator
oder irgend einen andern Parallelkreis als Basis des abzuwickeln-
den Cylinders betrachten, hat es nicht die geringste Schwierigkeit,
der ellipsoidischen Gestalt der Erde Rechnung zu tragen. Man hat
nur néthig dem Breitengrade statt der Grisse

ar oA it s L
-=0,0174533 ¢ = a
1800 : % M
die Grisse
@ (1 — ¢2) M
. Vi — &% 5in 2¢ 3
beizulegen, wo @ die mittlere Breite bedeutet (vargl. S. 42), und
die so berechneten, nach den Polen hin zunehmenden Lingen anf
den Meridianen abzutragen.
Eine von den beiden vorhergehenden wesentlich verschiedne ist

II. Lambert’s normale isocylindrische Projektion.

7. Bei derselben nimmt man an, dass der abzuwickelnde Cy-
linder die Kugel lings des Aequators beriihrt. Die verlingerten
Meridianebenen schneiden den Cylinder in parallelen Geraden, welche
die Meridiane darstellen, und die verlingerten Ebenen der Parallel-
kreise schneiden denselben in Kreisen. welche die Parallelkreise
reprisentiren, Nach der Abwickelung zeigt uns die Karte ein Netz
rechtwinklig sich kreuzender gerader Linien. Die Lingengrade be-
sitzen auf allen Parallelkreisen dieselbe Grisse, niimlich diejenige,
die sie im Originale auf dem Aequator haben; die Breitengrade
dagegen werden nach den Polen hin immer kleiner, denn es ist die
Entfernung der Geraden, welche den Parallelkreis von 9° Breite
reprasentirt, vom Aequator durch die Gleichung gegeben

¥ = a sin @.

Auf Taf. I zeigt Fig. XIV die Konstruktion dieser Karte und
ein Stick derselben, von Pol zu Pol und von 0° bis 30° Linge.

8. Da die Fliche einer Kugelzone gleich der Liinge des Aequa-
tors multiplicirt mit der Hohe der Zone ist, und da bei der vor-
liegenden Darstellungsweise sowohl die Linge des Aequators als
die Hohe der verschiedenen Zonen unverindert auf die Karte iiber-
tragen werden, wo diese Zonen sich als Rechtecke darstellen, so
érscheinen alle Kugelzonen auf der Karte mit ihrer
Wahren Fliache. Daraus ergiebt sich weiter, dass iiberhaupt
Jedes Flichenstick auf der Karte gleich ist dem entsprechenden
Stiick der Kugelfiiiche. Die Projektion wahrt also die Grésse der
Flichen oder ist i quivalent (8. 4).

Gretschel, Karten-Projektion. 8
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9. Wie schon in der Ueberschrift angedeutet, riihrt djese Cy-
linderprojektion, auf die wir im niichsten Kapitel nochmals zuriick-
kommen werden, von dem um die Kartographie hoch verdienten
deutschen Mathematiker Joh. Heinr. Lambert (1728 — 1777)
her, der dieselbe in seinen Beitriigen zum Gebrauche der Mathema-
tik zuerst angegeben hat. Nenerdings hat der englische Astronom
C. Piazzi Smyth dieselbe in einer besondern Schrift wieder em-
pfohlen oder vielmehr als neu in Vorschlag gebracht.*)

IV. Zweck der Plattkarten, Die Loxodromie.

10. Der eigentliche Grund der friihzeitigen Verbreitung der
Plattkarten. namentlich im Mittelalter, war nicht die Einfachheit
ihrer Konstruktion, sondern ihre Zweckmiissigkeit fiir den Seefah-
ver; wir sehen sie daher vorzugsweise gern zu Seekarten verwendet.
Fiir den Seefahrer hat es weniger Interesse, die Umrisse und Ge-
stalten der Lindermassen naturgetren auf der Karte angegeben zu
finden, wenn er nicht an den Kiisten hinfihrt, sondern auf das
offene Meer hinaus geht. Schon seit dem zwolften Jahrhunderte
war aber den Europiern das einfache Instrument bekannt, welches
zur See, wenn alle andern Mittel fehlen, gestattet, jederzeit die
Himmelsrichtung zu erkennen: die Magnetnadel. Im Besitze der-
selben konnte also der Schiffer stets beobachten, nach welcher
Himmelsrichtung sich sein Schiff bewegte und war so im Stande,
fiir die Beibehaltung des richtigen Courses Sorge zu tragen. BEs
musste dabei als das Einfachste erscheinen, soweit als maglich
immer dieselbe Richtung des Schiffes beizubehalten, und nun stellte
sich die Nothwendigkeit heraus, auf einfache Weise mittelst der
Karte diejenige Richtung zn ermitteln, in welcher das Schiff von
einem bestimmten Punkte A nach einem andern gegebenen Punkte
B gelangt. Dies kann aber am einfachsten geschehen, wenn die
Linie, welche das Schiff anf der Erdoberfliche beschreibt, wenn es
immer nach derselben Himmelsrichtung geht, sich auf der Karte
als eine gerade Linie darstellt. Dazun ist aber nothwendig, dass
die Meridiane durch iquidistante Parallelen und die Parallelkreise
durch Gerade dargestellt werden, die auf jenen senkrecht stehen.
Um diese Verhiiltnisse besser zu iibersehen, wollen wir uns jetzt
zunichst mit der Linie etwas nither bekannt machen, die ein Schiff
auf der Kugelfiiche beschreibt, wenn es immer nach derselben
Himmelsrichtung segelt, also alle Meridiane unter demselben Win-
kel schneidet.

11, Wenn ein Punkt sich auf einer Kngelfliche so bewegt,
dass er die verschiedenen Meridiane unter gleichen Winkeln schuei-
det. so beschreibt er eine krumme Linie, die den Namen loxo-
dromische Linie oder Loxodromie (Linie des schiefen Laufes,
von Aofos — schief und o dpduos der Launf abgeleitet) fihrt;
Leibniz hat sie auch als rhombische Linie (rhombus, franzés.
rumb = Windstrich) bezeichnet.

*) On an equal-surface projection for maps of the world and its application
to certain antlroprological questions. Ediuburgh, Edmonston 1870
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s sei P ein Punkt der Kugeloberfliche, @ seine Breite, A die
Linge, M ein benachbarter Punkt der loxodromischen Linie, @,
und A, Breite und Linge desselben; ferner werde durch M der
Parallelkreis gelegt, welcher den Meridian von P im Punkte P,
schneidet. Bezeichnet man dann den konstanten Winkel, welchen
die loxodromische Linie mit dem Meridiane einschliesst, mit a,
80 ist

P, M

—— —=tan a.
PP,

Da aber (’, M=acos9:(A, — 1), PP, =a (9, — @) ist,
so hat man die Gleichung

A, — A
1 L~ cos @ = tan «,
(1) — g ;
in welcher ¢, — @, sowie A, — A bis zur Grenze Null abnehmend

zu denken sind.

Um aus der Gleichung (1) eine Gleichung zwischen der Breite
¢ und der Linge A abzuleiten, welche gestattet, zu jedem Werthe
der einen den zngehirigen der anderen abzuleiten, fiihren wir eine
neue Griosse w ein, welche wir durch die Gleichung
1 -} sin @

1 —sin@
definiren. Bezeichnet man mit w, denjenigen Werth von w, wel-
cher dem Werth ¢, entspricht, so findet man

(2) W=

2 cos i s sin PV
gl o) 2 2
9, ST T () g g,) Q1 — sin §) § ff—, —
2
und wenn man hier ¢, — ¢ in Null iibergehen lisst, so verwan-

delt sich, wie schon oft erwihnt, der zweite Faktor der rechfen
Seite in die Einheit und man erhilt
B et S RiohR P 2w
9, — @ (1—sin@)® =  cos @’
Multiplicirt man diese Gleichung und die Gleichung (1) oder
bestimmter

w, — w 1

— = mit tan & — AT @,
S P cos ¢ M=
so verschwindet ¢ ganz und man erhilt die neue Gleichung
(3) (w, — w) tan @ = 2w (A, — A).

Wir wollen uns jetzt das ganze Intervall von A = 0 bis zu
einem hestimmten Werthe A in eine sehr grosse Anzahl n gleich
grosser Theile getheilt denken; wg, w,, wy, ... wp = w migen
diejenigen Werthe sein, welche den Werthen der Linges

0, l--)'. 2 - l, ; ki T &
(1 n n
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entsprechen. Statt der Gleichungen (3) kann man dann die fol-
genden schreiben

A
(w, — wy) tana = 2w, - s

A
(wg — w,) tan e = 2w, - i

A

(wp—wp—p)tane=2wp—1+ —
"
die man auch wie folgt umwandeln kann-

A
W == o, (1 + 2cot e - ”)

~

2 W
e . 3 )

Luz_w|(l+2(,ﬂta &

| 19 A
i w—=twyg=—wp |14 2cot . i )

Die Multiplikation dieser n-Gleichungen ergiebt sofort

4) cu:mo(l—l—?cnta. i)

wo wir # unendlich gross zu nehmen haben, um ein richtiges Re-
sultat zu erlangen.
Nehmen wir nun als ersten Meridian denjenigen an, in wel-

n

2

chem die Loxodromie den Aequator schneidet, setzen also ¢ = 0
fir A = 0, so ergiebt sich mittelst der Gleichung (2)
(5) w, = 1.

Um ferner die Bedeutung der rechten Seite der Gleichung (4)
zu erkennen, wollen wir vorliufig statt des dort stehenden Aus-
druckes den einfacheren

/ 1 \n

(30
H

in Betracht ziehen. Da nun nach dem binomischen Lehrsatze all-

gemein

O N T A ¥ AL n—1Mm—2)
(l—l_x) —1‘—|_ 1 .L‘]l 1‘2 M I 1.2‘3 a =
so kann man vorstehenden Ausdruck fiir 2 = ;1; in eine Reihe

entwickeln, der man die Form geben kann

(1 He )1£>va:1_i___11___+ 112 (1— L)

+1':;.3(‘ i D(l— 27+

und, wenn man % = o0 setzt, so verschwinden alle die Briiche
1 i :

—, —, ... und man erhalt

w0
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Den Werth der rechts stehenden unendlichen Reihe bezeichnet man
herkommlicher Weise mit dem Buchstaben e; bei wirklicher Aus-
rechnung erhilt man

e=— 2,71828 18284 59 ...

Was nun den allgemeineren Ausdruck

1 [ [ "

anlangt, so kann man demselben die Form geben

4 i s n=a0.

1 n |n
g% S T
o
7 i ¢ ; e
und da — ebenfalls unendlich gross ist, so ist fir n = o€
l n
1 W PR
[
und mithin
{ [ 2 \R
L1 = Yi—=ved]
\ n
Fiir 2= 2 cot & « A erhilt man die rechte Seite der Gleich-
ung (4). Mithin ist
2cotea -1
Bl =i

oder umgekehrt

2c¢cota-A=1uw,
wo das Zeichen [ den sogenannten natiirlichen Logarithmus bedeu-
tet, dessen Basis die Zahl e ist. Durch Einsetzung des Werthes
von w aus Gleichung (2) ergiebt sich schliesslich die gesuchte
Gleichung der loxodromischen Linie

1 1 |sing T ¢

(6) A= —tan al L ——— — tan @/ tan 4= )
2 ] —sing 4 2

Es mag noch besonders daran erinnert werden, dass in dieser

Formel X nicht in Graden, sondern als Bogen auf einem Kreise

: ' T
mit dem Halbmesser 1 angegeben ist, so dass man also - statt

900, "; stattt 45° schreibt ete:

12. Im Bezug auf die Form der Loxodromie ergeben sich
aus der Gleichung (6) sofort zwei Eigenschaften.

Zuniichst erkennt man, dass es zu jedem Werthe von @ nur
einen ecinzigen Werth von A giebt; die Loxodromie schneidet
also einen bestimmten Parallelkreis nur ein einziges
Mal, indem sie sich, vom Aequator ausgehend, immer
weiter von diesem entfernt und dem Pole nihert.
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Dagegen kann man einen bestimmten Werth A um 2w, 2.2,
3:-2m, ..., iiberhanpt um jede beliebige Anzahl ganzer Umliufe
vermehren und wird immer einen zugehdrigen, im ersten Quadran-
ten liegenden Werth von @ erhalten. Die loxodromische Li-
nie schuneidet also den Meridianguadranten unzihlig
viele Mal, indem sie sich dem Pole immer mehr und
mehr in spiralformigen Windungen nihert.

13. Nach dieser Betrachtung der loxodromischen Linie auf
der Kugelfliche kehren wir zu unserer Plattkarte zuriick.

Es sei P ein Punkt der Kugel, N der Schnittpuunkt scines Me-
ridianes mit dem Aequator, 4 der Schnittpunkt des ersten Meri-
dianes. Dann ist

AN =al, NP =a®o.

Die entsprechenden Punkte der Karte migen P, N', A’ heissen.
Nehmen wir dann an, dass der Aequator der Karte nicht gerade
die Abwickelung des Kugelignators, sondern diejenige ecines belie-
bigen Parallelkreises vom Halbmesser b ist, so haben wir

¥ b e — bl,
und N’P’ wollen wir mit % bezeichnen, wobei wir uns diese Gris-
sen in irgend einer Weise von der Breite ¢ abhiingig denken. Ist
dann ¥ der Winkel, den eine durch P gehende loxodromische
Linie mit dem Meridiane einschliesst, so ist zufolge Gleichung (1),
wenn man dort a mit ¥ vertauscht

A, — A
tan Y = —! cos @, — @ = (.
(7) Y Pe— o P 9 : 4
Wenn man dagegen mit ¥ die Abbildung dieses Winkels be-
zeichnet, so hat man die Gleichung
(8) tan @' =" Wimztl 0N Ay =X}
Yuism U Yot o4
und durch Vergleichung der beiden letzten Gleichungen erhiilt man
weiter
()] fan Y= b (9, £y tan W,
Yy —y)cos @
Bei den quadratischen Plattkarten ist 6 = a und y =« @,
folglich
(10) tan ¥’ — sec ¢ - tan ¥,
bei den rechteckigen Plattkarten bleibt 5, aber y hat ebenfalls den
Werth a @, mithin ist

b
(11) tan Y — ({ sec ¢ - tan Y,
bei Lambert’s isocylindrischer Projektion endlich ist & = « und
y = @ sin ¢, mithin
Yr—=Y .. 8in'g, —§in P
iR e

und fir @, — ¢ = 0 geht, wie wir schon oft gesehen haben, die
rechte Seite dieser Gleichung in @ cos @ iiber. Sonach hat man
fiir diese Karte,
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(12) tan W' = sec 2¢ « tan .
Aus diesen Gleichungen ersieht man, dass nur fir ¥ = 0°

oder 90° die beiden Winkel ¥ und ¥’ gleich sind bei den oben
besprochenen drei Karten; dieselben geben also die Winkel gegen
den Meridian im Allgemeinen nicht richtig an, eine Bemerkung,
die riicksichtlich der quadratischen und rechteckigen Plattkarten
im Alterthum schon Ptolemiius gemaeht hat und die im Anfange
des sechszehnten Jahrhunderts von Martin Cortes und spiter
von Pedro Nunez wiederholt worden ist, bis endlich Mercator
die richtige Abhilfe fand.

Uebrigens bemerkt man, dass die Beziebung zwischen %' und
Y die allgemeine Form

tan ¥ =k tan ¥

besitzt, worans (nach §. 10, Nr. 15) folgt, dass die Winkelinderung

Y — W ihren grossten Werth erreicht fiir
. o7 1 Wi LV
tan Y = - V¥ 7 tan Y' = -} VL.

Auch giebt es zu jedem Winkel ¥ einen konjugirten Winkel v im
Sinne der Nr. 15 des & 10, so dass ¥ — v = ¥ — v’ und
zwar ist
tan ¥ tan v = ; tan ¥’ tan v' = k.
;

Noch wichtiger aber ist folgende Betrachtung. lewegt man
sich auf der loxodromischen Linie, welehe im Punkte P den Me-
vidian unter dem Winkel ¥ schneidet, so bleibt ¥ uoveriindert,
auch wenn ¢ sich iindert. In letzterem Falle aber wird tan ¥’
und mithin anch ¥ selbst sich dndern, weil die rechte Seite der
Gleichungen (10), (11) und (12) einen von ¢ abhingigen Faktor hat.
Die Abbildung der Loxddromie schneidet also die Ab-
bildungen der verschiedenen Meridiane unter verschie-
denen Winkeln und kann folglich keine Gerade sein.

Nur wenn der von @ abhiingige Faktor sec ¢ oder sec 2¢
nahezn unverinderlich ist, was fir kleine Werthe von ¢, also in
der Nihe des Aequators der Fall ist, kann man die Ab-
bildung der Loxodromie annihernd als eine gervade Li-
nie hetrachten.

V. Mercator’s Projektion.

14. Sorach entsprechen die betrachteten Karten dem Zwecke,
su welchem man sie bestimmt hat, nur annaherungsweise inner-
halb eines eng begrenzten Gebietes. Dagegen wird dieser Zweck
vollstindig erveicht, die Abbildung der Loxodromie wird eine gerade
Linie. welche die Abbildungen der Meridiane unter demselben Win-
kel schneidet, wie die Loxodromie die Meridiane selbst, wenn man
y so wihlt, dass in Gleichung (9) der Faktor von tan ¥ den
Werth 1 erhilt. Man kann diese Bedingung in der Form schreiben

!/1 — ‘J
(13) i

ff'.l g cos P = b,
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Diese Gleichung hat aber ganz die Form von Gleichung (1),
nur dass

¥, und y statt A, und A, sowie b statt tan a

gesetzt ist. Auf demselben Wege, wie man von Gleichung (1) auf
Gleich. (6) gelangt, lisst sich daher aus (13) der Werth von y abh-
leiten:

} (

(14) iy = b [ tan (T - f}‘
wihrend x = b A ist. Man sieht, dass die Wahl von b statt @ nur
den Maassstab der Karte indert,

15. Die erste Karte dieser Art wurde von Gerhard Mer-
cator im August 1569 in Duisburg konstruirt. Wiewohl Mercator
keine ausfithrliche Theorie dieser Projektionsart gegeben hat, so
hat er doch das Princip derselben vollstindig bestimmt und klar
in den Worten ausgedrviickt: ,,Gradus latitudinum versus utrim-
que polum auzimus pro incremento parallelorum supra rationem,
quam habent ad aequinoctialem.* (Wir lassen die
in demselben Grade wachsen, wie die Parallelkreise
als dem Verhiltnisse entspricht, in welchem sie zum Aequator ste-
hen). Um diese Erklirung zu verstehen, erinnere man sich, dass
ein Parallelkreis gleich ist dem Aequator multiplicirt mit cos @;
macht man nun auf der Karte den Parallelkreis ebenso lang, wie
den Aequator, so vergrossert man ihn im Verhiiltnisse von 1 : sec P,
und in demselben Maasse hat man nach Mercators Vorschrift den
Meridiangrad von der Breite ¢ zu vergrissern im Verhiltnisse zum
Aequatorgrade.

Natirlich ist die Konstruktion nur angenihert, wenn man auf
die angedeutete Weise die Vergrosserung nur von Grad zu Grad #n-
dert; bel weitem genauer wird das Netz, wenn man von Minute zn
Minate fortgeht und die absolute Linge einer Minute von der Breite
9 gleich setzt der Liinge einer Minute anf dem Aequator, multipli-
cirt mit sec @,

Uebrigens fiihrt die Gleichung (13) ohne weiteres auf diese
Formel, wenn man %1 — @ nicht gleich Null setzt, sondern als
eine Minute annimmt; dann ist Yy — ¥ eine Meridianminute, und
wenn man die Gleichung in der Form

Y —Y=10b-1'-sec g
schreibt, so drickt & . 1* eine Aequatorminute ans und man hat
genau die vorstehende Regel.

Diese Regel ist zuerst von dem Englinder Eduard Wright
in seinem Werke Certain Errors in Navigation detected and cor-
rected. London 1589, angegehen worden, wo sich auch eine Tafel
der Werthe von %, von Minate zu Minute fortschreitend findet.
Man hat deswegen irrthiimlich Wright bisweilen als den Erfinder
dieser Karten bezeichnet, wiewohl derselbe ir
wihnten Werkes ausdricklich angiebt, d
Karte Mercators abgeleitet hat,

Die richtige Formel zur Berechnung von y hat zuerst Henry
Bond im Jahre 1645 angegeben.

Breitengrade
grisser sind,

1 der Vorrede des ep-
ass er seine Regel von der
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16. Da iiberall ¥ = ¥’ ist, so sind iiberhaupt alle Winkel
anf der Karte den entsprechenden Winkeln auf der Erdoberfliche
gleich, die Karte liefert also eine konforme Abbildung. Wir
werden daher der Mercator-Projektion im fiinften Kapitel nochmals
begegnen, wo wir auch die Abplattung der Erde beriicksichtigen
werden.

Um die Linearvergrisseru ng x fiir einen Punkt der Breite
¢ zu finden, haben wir das Meridianelement auf der Karte gleich
Yy — ¥, auf der Kugel dagegen a (¢, — ), und mithin ist, weil
die Vergrosserung um einen Punkt herum der Konformitit wegen
nach allen Richtungen gleich ist,
S B firep, — @ = 0.

@ (()01 e (f}

Wir wissen aber, dass die rechte Seite den Werth sec ¢ hat.

Mithin ist

® =—sec .

Die Flichenvergrosserung hat demnach den Werth

sec ‘}'(f.

Riicksichtlich der Verwendung ist zu bemerken, dass die Kar-
ten nach Mercators Projektion gegenwirtiz bei den Seefahrern all-
gemein im Gebrauche sind. Da sie konform sind, also eine in
den kleinsten Theilchen dem Originale #hnliche Abbildung geben
und die Formen nicht verzerren, so eignen sie sich auch zu phy-
sikalischen Uebersichtskarten sehr gut; nur ist hier in manchen
Fillen der Uebelstand sttrend, dass diese Karten sich nicht bis an die

Pole fortsetzen lassen. Da niimlich tan 90° — oo ist. so ist fiir
@ == 90® anch y = oo. Die Grade werden daher in hohen Breiten
sehr gross und man muss die Karte schliesslich abbrechen. Bei

den gewdhnlichen Seekarten sind aber gerade die Partien in der
Nilhe der Pole am ehesten entbehrlich, da ja jenseits des 83. Gra-
des der Breite unsere Kenntniss der Erdoberfiiche ohnedies vor-
linfig aufhart.

17. In folgender Tabelle geben wir die Werthe von Y, von 5
zu 5 fortschreitend fir ¢ = 1.

Werthe von y =1 tan

b Y 9 4

0o 0 | 500 | 1,01

5 | 0,0874 L VL
10 0,1754 || 60 1,3170
15 (,2648 65 1.5065
20) 0,3564 70 7354
250 0,4509 75 2,0276
30 0,5493 80 2,4362
35 0,6528 85 3,1319
40 0,7629 90 ve

45 0,8814
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VI. Aequivalente Cylinderprojektion einer Kugelzone.

18. Wenn es sich um die Abbildung einer Kugelzone handelt,
deren mittlerer Parallelkreis die Breite ¥ besitzt und also den
Umfang

2a w cos Y
hat, so kann man sich einen normalen, der Erdachse parallelen
Cylinder denken, dessen Basis jener Kreis ist und man kann nun
eine Kugelzone, die sich von der Breite ¥ bis® zur Breite ¢ er-
streckt, durch eine eylindrische Zone von der Hiohe # repriisenti-
ren. s ist dann

die Fliche der Cylinderzone = 2a w cos ¥ - y,
o * 5 Kugelzone = 2a 27 (sin ¢ — sin YY)
2 . ;e ;:lr ¢ ‘}_ v
— 4a *7 sin ° cos '

Stellt man nun die Bedingung der Aequivalenz, der Gleich-

zeit der Kugel- nnd Cylinderzone, so erhilt man fir y die Formel
> . g — ¢ -4
5 3 2 sin oS L

oa(sing —sin ) 2 2
e cos W T ('llh'_l:’

Der mittlere Parallelkreis wird natiir-
lich in seiner wahren Grosse dargestellt, die
Meridiane dagegen erscheinen als dquidistante,
parallele Gerade.

Den Werth » kann man tbrigens leicht
konstruiren. Ist in Fig.50 M4 = a, / AMB
= ¥ und verlingert man die in 4 auf MA
errichtete Senkrechte bis zum Schnittpunkte
C mit dem verlingerten Halbmesser MB,
s0 ist

M=

Fig. HU.

a
o8 9
und - wenn man nuon mit MC als Halbmesser einen Kreis um M
schligt, / AMD — ¢ macht und DE parallel zu MA zieht, so
ist CE = y.

14.

Fortsetzung,

/e

I. Allgemeines.

1. Im vorhergehenden Paragraphen haben wir eine Anzahl
Cylinderprojektionen kennen gelernt, bei denen die Cylinderachse
mit der Achse der Erd- oder Himmelskngel zusammenfillt, Es
giebt aber noch analoge Darstellungen, bei denen uls Achse des
Cylinders irgend ein Durchmesser des Aequators oder auch irgend
ein beliebiger Durchmesser der Kugel angenommen wird. Im gegen-
wirtigen Paragraphen sollen einige derartige Abbildungsweisen niher
besprochen werden.




bt

r—— Wy T

A

2. Wir wollen zunichst annehmen, ein Durchmesser BB, des
Aequators sei die Achse des Cylinders und letzterer beriihre die
Kugel lings des Meridianes, der von B und B, um 90° absteht.

Die Abbildung dieses Meridianes, des ersten Meridianes, ist
eine gerade Linie, die Achse der y, deren Theile gleich den Thei-
len des Meridianes selbst sind.

Der Aequator erscheint als eine auf der vorigen senkrechte
Gerade, als Achse der w.

Legt man auf der Kugel darch die Endpunkte B und B, des
Aequatordurchmessers, welcher die Cylinderachse bildet, grosste
Kreise, etwa von 10 zu 10 Grad, so erscheinen dieselben in der
Abbildung als Gerade, die parallel zur z-Achse gehen und gleich-
weit von einander abstehen.

Legt man ferner Kreise anf der Kugel, weleche zum Aequator
parallel gelien, so erscheinen diese als Gerade, welche parallel zur
y-Achse gehen.

3. Es geht hieraus hervor, dass ein Punkt der Kugel als
Durchschnitt zweier Kreise er- Fig. B1.
seheint, die analog den Meridia-
nen und Parallelkreisen liegen, nur
dass an die Stelle des Aequators
der erste Meridian getreten ist.

Es sei in Fig. 531 M der Mit-
telpunkt der Kuogel vom Halb-
messer @, AQ ein Quadrant des
ersten Meridianes, AB ein Qua-
drant des Aequators. Ist nun P
ein beliebiger Punkt des abgebil-
deten Kugeloktanten, so hat man
zu seiner Bestimmung nach alter
Weise

den durch P gehenden Meridian QF und den Parallelkreis
CD und die Koordinaten sind
die Breite P — AD — ¢ und
die Liinge DP — AE = A.
Nach der nenen Weise ist aber P bestimmt mittels
des durch B una P gehenden grissten Kreises BF' und
des zum ersten Meridiane parallelen Kreises G H; Koordina-
ten sind
B = Q= vl G P —=ud e
4. Um ein Paar Formeln zur Verwandelung der neuen Koor-
dinaten in die alten und umgekehrt zu erhalten betrachten wir die
von P auf die Aequatorebene gefillte Senkrechte PN, welche man
zuniichst aus dem rechtwinkligen Dreiecke MPN mittelst der
Formel
PN = MP&sin FMP = asin ¢
erhalten kann. Andererseits ist aber auch im rechtwinkligen Drei-
ecke PKN
PN = KPsin GKP —= KP sinAL;

und da im rechtwinkligen Dreiecke MPK
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KP = MP sin BP = a sin (90° — ¢,) = a cos ¢,
ist, so hat man auch
PN = a cos ¢, sin A,.
Die Gleichsetzung beider Werthe von PN giebt
sin @ = cos ¢, sin A,.
Aus der vollstindigen Analogie zwischen ¢ und A einer- und
¢, und A, andererseits folgt, dass auch
sin ¢, = cos ¢ sin A
ist. Aus diesen zwei Gleichungen entwickelt man noch durch ein-
fache Rechnung
cot L = cos X, cot ¢,
cot A, = cos A cot @
und hat nunmehr die Transformationsformeln
(1) {sin ¢, = cos @ sin A, sin ¢ = cos §, sin Ay
Jeot A; = cos A cot ¢, cot A == cos A, col ¢;.
Nach diesen Vorbereitungen gehen wir gleich zur Besprechung
einiger hierher gehidrigen Projektionen iiber.

II. Die Cassini’sche Projektion.

5. Diese Projektion ist von dem Astronomen César-Francois
Cassini de Thury (1714 — 1784) bei der grossen Karte von Frank-
reich in Anwendung gebracht worden, die unter seiner, seines Soh-
nes Jean Dominigque und Maraldi’s Leitung im Jahre 1745
begonnen und 1793 von dem jiingeren Cassini vollendet wurde.¥)

Es ist verhiiltnissmiissig leicht, die Richtung eines Meridianes
auf der Erde anzugeben und ebenso kann man ohne grosse Schwie-
rigkeit eine Linie senkrecht zu diesem Meridiane angeben. Letztere
liegt aber in dem grossten Kreise, der senkrecht auf dem Meridiane
stehf, im sogenannten ersten Vertikalkreise des Schnittpunktes bei-
der Kreise. Der Parallelkreis beriithrt diesen Vertikalkreis nur in
einem Punkte. Wenn man nun (Fig. 51) auf einem festen Meridiane,
den man als ersten annimmt, den Bogen AF — A, und auf dem
ersten Vertikal von ¥ den Bogen FP — ¢, misst, so ist der Ort
P bestimmt. Statt des Punktes 4 des Aequators kann man auch
irgend einen anderen festen Punkt O des ersten Meridianes anneh-
men und von ihm auns die Koordinaten bhis zum Punkte F messen.

Cassini nalim als ersten Meridian den durch die Pariser Stern-
warte gehenden an, diese Sternwarte selbst bildete den Anfangs-
punkt O fiir die Messnng der Koordinaten auf dem ersten Meri-
diane. Auf der Karte erscheint der erste Meridian als gerade
Linie (y-Achse) und die darauf senkrechten Bigen griosster Kreise
erscheinen als senkrechte Gerade; die Koordinaten OF und FP
Jedes Punktes P sind nach ihrem richtigen Grossenverhiiltniss, im
Verhiltnisse 86400 : 1 verkleinert, anf der Karte dargestellt., Letz-

¥

*) Carte ‘fﬂ:ii}ur"ff".’,n'l-‘f' de la France, 184 Sflls. 1750 — 1793. Paris, Longuet.
(Maassstab !/ss400.)




tere enthilt gar keine Meridiane und Parallelkreise, sondern nur
die beiden Systeme sich rechtwinklig kreuzender Geraden.

6. Es ist leicht von den Koordinaten der Cassini’schen Karte
auf die Linge und Breite iiberzugehen.

Ist @, die geographische Breite des Anfangspunktes O und
wird der Bogen OF' mit y bezeichnet (und auf der Karte darch
die geradlinige Strecke y dargestellt), so ist ¢, -}~ 4 identisch mit
der Griosse AF = A, unserer Formel (1), wogegen F'P — z mit
¢, zusammenfillt. Wir haben daher die Formeln

@) sin & = cos ¢ sin A
= cot (¢, -} y) = cos A cot @.

Aus diesen zwei Gleichungen erhiilt man durch Elimination
von A die Gleichung der Abbildung des Parallelkreises
von der Breite ¢

(3) sin %z -}~ cot 2(¢, -+ #) sin 2¢ = cos 29
und durch Elimination von ¢ ergiebt sich die Gleichung der
Abbildung des Meridianes von der Liinge A

(4) [cos 2A - cot 2(, -} y)] [sin 2A — sin 2] = sin 2\ cos 2A.
Meridiane wie Parallelkreise stellen sich daher auf der Karte als
transcendente Linien dar.

7. Wie man sieht, ist diese Projektion im Grunde nichts wei-
ter als eine quadratische Plattkarte, nur dass der Aequator durch
den ersten Meridian ersetzt ist. Man darf daher diese Darstellungs-
weise, will man nicht in grobe Fehler verfallen, nur auf eine ver-
hiiltnissmissig schmale Zone zu beiden Seiten des ersten Meridians
beschriinken.

Setzen wir ausserdem noch voraus, dass auch in der Richtung
des ersten Meridianes die Karte nur eine geringe Ausdehnung be-
sitzt, so mnehmen die vorstehenden Gleichungen eine etwas ein-
fachere Gestalt an.

In den Formeln (2) und (4) ist der Erdhalbmesser — 1 ge-

s p Paf Y :
setzt worden; setzen wir ihn = @, so miissen wir i und ;—(andle
Stelle von 2 und y in diese Formeln einsetzen. Unter der An-
nahme, dass sowohl z als ¢ — ¢, sehr klein sind, werden aber

"

x 7 ; 3 . :
auch und -7~ sehr kleine Briiche sein, und man kann dann in

@
den vorstehenden Formeln
statt sin @« cos & tan y
; 2 R 7
schreiben — et S Y.
[ A a* (L

Setzt man diese Werthe ein, so ergeben sich nach einigen ein-
- €
fachen Entwickelungen, bei denen hohere Potenzen von % und %
als die zweite vernachlissigt werden, anstatt (3) und (4) die bei-
den Formeln
(3a) (y—a cotgy)?+x2=a? coty, [cotP,+4 sinf(P—a,)].
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(4a) (y + a tan 9,)? 4 2a sec P, cot A - o = a? (2} tan 2¢p,).

Man sieht daraus, dass man fir kleine x und y die Abbil-

dungen der Parallelkreise als kreisformig, die der Meridiane als
Parabelbogen ansehen darf.

III. Lambert’s isoeylindrische Transversal-Projektion,

8. Dieselbe bildet das Seitenstiick zu der unter III. des vor. §.
behandelten Lambert’schen Projektion, nur dass an die Stelle des
Aequators der erste Meridian tritt,

Rechnen wir die # und @ vom Durchschnittspunkte der beiden
Geraden an, die den ersten Meridian und den Aequator darstellen,
so ist (zufolge IIL. des vor. §.)

Y= und i = ginsga.
wenn der Radius @ der Kuogel als Einheit genommen wird. Mit-
telst der Gleichungen (1) erhilt man sonach
(8) cot 4 = cos A cot ¢ und 2 = cos @ sin A.

In den beiden nachstehenden Tabellen sind die diesen Formeln

entsprechenden Werthe von @ und % angegeben,
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Mittelst der in dieser Tafel angezebenen Werthe von # und y
lisst sich das Netz auf Taf, 1II, Fig. XVI zeichnen.
9. Aus den Gleichungen (8) erhilt man durch Elimination von
@, beziehentlich von A die Gleichungen der Abbildungen
des Meridianes von der Liinge A

(9) @? (1 -}~ cos 2X tan 2y) = sin 2A
und des Parallelkreises von der Breite ¢
(10) tan 2y (cos 2¢ — 2) = sin 2¢,

Beide Kurven sind hiernach transcendent. Man erkennt aber
aus den beiden Gleichungen, dass beide Kurven symmetrisch sind
zur - wie zur y-Achse; man kann also die vier Punkte, welche
die gleiche siidliche oder nordliche Breite und dieselbe ostliche
oder westliche Linge besitzen, auf einmal zeichnen. Der Meridian
von - 90° stellt sich ferner in Form zweier zum Aequator pa-
rallelen Geraden dar, welche die Parallelkreise und die Meridiane
symmetrisch theilen. Wenn man die ganze Erdoberfliche darstellt,
wie unser Netz, Fig. XVI, es thut, so erscheint die Abbildung in
vier immer paarweise symmetrische Figuren getheilt; die oberste
und unterste Begrenzungslinie bildet wieder der Aequator. Der
Mittelmeridian (erste Meridian) wird durch die Parallelkreise in
gleiche Abschnitte getheilt; ausserdem erkennt man aus der Ver-
gleichung der obersten Horizonial- und der letzten Vertikalreilie in
der Tabelle fiir #, dass der Meridian von 90° in derselben Weise
wie der Aequator getheilt wird. Die Aequatorgrade nehmen von
der Mitte aus bis zu 90° Liinge ab; an der ersteren Stelle sind sie
den Breitengraden gleich, bei 90° Liinge dagegen Null.

10. Aus dem vorigen Paragraphen wissen wir, dass diese
Darstellungsweise aequivalente oder flichengleiche Abbildungen giebt.

Wir haben dort auch gesehen, wie die Winkel geiindert wer-
een. Ist ¥ der Winkel, den eine gewisse Richtung mit dem durch
die beiden Aequatorpunkte B und B, und durch den Punkt mit
den sphirischen Koordinaten @, und A, gehenden gréssten Kreise
einschliesst, so ist die Abbildung ¥’ dieses Winkels durch die
Gleichung bestimmt

tan Y’ = sec 2¢, . tan ¥
[vergl. Nr. 13 des vorigen §., Gleich. (12)].
Man sieht hieraus, dass nur fir ¢, = 0 die Winkel ¥ und '

einander gleich sind; also lings des ersten Meridianes werden die
Winkel nicht geifindert.

Fir jeden andern Werth von ¢, ist ¥ grosser als ¥ und zwar
ist die Differenz ¥' — ¥ am grdssten, wenn

tan ¥ = |- cos @,, tan Y = | sec ¢,
ist. Ausserdem giebt es zu jeder Richtung ¥ eine konjugirte v,
so dass ¥ — v = Y — v’ ist, 4nd zwar ist

tan Y tan v = sec 2¢,.
11. Aus dem, was iiber die Aenderung der Winkel gesagt
worden, ergiebt sich, dass die Darstellungsweise vorzugsweise in der
Nihe des ersten Meridianes brauchbar ist. Sie eignet sich also
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namentlich zar Abbildung von Lindern, die eine grosse Ausdehnung
in der Richtung von Siid nach Nord besitzen und nur eine relativ
geringe von Ost nach West, wie dieses beispielsweise mit den
amerikanischen Kontinenten der Fall ist. Fiir diesen Fall ist sie
auch von ihrem Urheber, Lambert, empfohlen worden. Zur Dar-
stellang einer ganzen Halbkugel oder aueh nur eines Stiickes der
Erdoberfliche, das sich anf 60° etwa zu jeder Seite des Mittel-
meridianes erstreckt, wiirde sie sich wegen der bedeutenden Ver-
zerrungen, die sich dann nach dem Rande hin geltend machen,
nicht mehr eignen.

IV. Lambert’s konforme Cylinderprojektion.
12. Es ist dies Nichts weiter, als die Projektion Mercators,
angewandt auf die Koordinaten %, und A, anstatt ¢ und A. Hier-

nach ist, wenn man den Kugelhalbmesser @ = 1 setzt
/o 1 -+ sin @
Y < :}\], & =ditan | T¢y) = %1 — .
\, 4 I'—sin @,

und wenn man auf diese Gleichungen die Transformationsformeln
(1) anwendet, so erhilt man sofort die beiden Gleichungen
: 1 -}~ cos ¢ sin A
(11) col yy == cos A cot @, = L] . .
: 271 — cos ¢ sin A
Die folgenden beiden Tafeln geben uns die Werthe von z und
¥, welche verschiedenen Lingen und Breiten entsprechen,

Gretsehel, Karten-Projektion
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13. Die Abbildung, welche eine derartige Karte giebt, ist, wie
bei Mercator’s Projektion, konform; es wird also die Aehnlichkeit
in den klemsten Theilchen gewahrt. Die Linearvergrisserung in
einem Punkte mit der Koordinate ¢, ist (zufolge Nr. 15 des vo-
rigen §.)

1

cos ¢, °

=
d. i. zufolge der Gleich. (1) dieses Paragraphen

1
V1 — cos 2¢ sin 2A

Fiir kleine Werthe von A ist dieser Werth nicht zu sehr von
der Einheit verschieden, mit wachsenden Werthen von A aber nimmt
er rasch zu und ist bei A = 90° gleich sec @.

Diese Projektion eignet sich daher, wie die vorige, vorzugs-
weise zur Durstellung grosser, in der Richtung von Nord nach Siid
sich erstreckender Gebiete der Erdoberfliche, die aber nur eine re-
lativ geringe Ausdehnung von Ost nach West besitzen. Den Haunpt-
vorzug der Mercator’s-Projektion, dass die Loxodrome als gerade
Linie erscheint, besitzt diese Lambert’sche Darstellungsweise nicht,
sie entspricht daher picht den Bediirfnissen der Seefahrer; da-
gegen giebt sie die Polarregionen in ganz brauchbarer Weise wieder.

Die Fig. XYl zeigt uns das Gradnetz, auf Grund vorstehender
Tabellen mittels der Koordinaten # und % zn konstruiren.

H =

V. Die Cylinderprojektion von I, Wetch.

14, Wenn man einen Cylinder um die Kugel legt, der dieselbe
lings des Aequators beriihrt und vom Mittelpunkte als Projektions-
centrum aus die Meridiane und Parallelkreise auf diesen Cylinder
projicirt, denselben daranf abwickelt, so erscheinen die Parallel-
kreise in der Abbildung als parallele Gerade, deren Abstand vom
Aequator durch die Gleichung

y =tan ¢
bestimmt ist, wenn der Kugelhalbmesser @ = 1 gesetzt und mit ¢
die Breite bezeichnet wird, wiihrend der Meridian von der Linge
A durch eine senkrechte Gerade repriisentirt wird, deren Abstand
von der Abbildung des ersten Meridianes
g=

ist. Diese Abbildungsweise ist weder dquivalent noch konform, sie
hat iiberhaupt keinerlei Vorziige, ausser der Leichtigkeit ihrer Kon-
struktion und wiirde sich nur zur Darstellung einer schmalen Ae-
quatorialzone eignen.

Diese Projektion ist von I. Weteh in Vorschlag gebracht
worden mit der Modifikation, dass er die Beriihrung lings eines
Meridianes stattfinden lassen will. Es wird dann

@ =tan ¢, und y = A,,
mithin zufolge Gleich. (1)
9*




cos ¢ sin A
Vi — cos 2¢p sin 2)

Wir haben diese Projektion nor der Vollstindigkeit halber er-
withnt.

(12) »= s ¥ == Arc cot (cos A cot ¢).

VI. Abbildung ciner gegen den Aequator geneigten Zone.

15. Wenn man eine von zwei Parallelkreisen begrenzte Kugel-
zone darzustellen hat, die aber weder mit dem Aequator, noch mit
einem Meridian parallel liegt, so kann man sich einen eréssten
Kreis denken, der mit der Zone parallel geht, lings desselben ei-
nen Gylinder um die Kugel beschreiben und auf diesem Cylinder
die Kugel abbilden, :

In Fig. 52 stelle AB einen Quadran-
ten des Aequators, AQ einen solchen des
ersten Meridianes, AC einen Quadranten
des grossten Kreises, der mit dem Ae-
(uator einen Winkel v einschliesst, AR
einen Quadranten des darauf senkrechten
grissten Kreises vor. Ein Punkt P kann
daun bestimmt werden

entweder durel die Koordinaten
AN ='X'und NP =¢

oder durch die Koordinaten
Ali—=:Xe ond L P — P

In dem sphiirischen Dreicke PQR

ist dann
PPQ=90°— ¢, PR=90°— ¢ ,6 OR=v
2 POR=90° — A, /. ORP =90, - A,
und man hat daber den beiden ersten Fundamentalsitzen der sphi-
rischen Trigonometrie (erweiterter Pythagoreischer und Sinus-Satz)
zufolge die zwei Formeln

Fig. 52.

b

\ sin ¢, = cos v sin ¢ - sin v cos ¢ sin A
(13) s 3 cos A cos ¢
{ COS A, = .
cos ¢,
Wenn man v = 90? annimmt, so geht die erste dieser Formeln

olime Weiteres in die erste der Formeln (1) iiber und aus der an-
dern - erhiilt man nach leichter Transformation die zweite der
Gleichungen (1).

Wenn man nun auf dem lings AC umschriebenen Cylinder eéin
Stiick der Kugelfliche abbildet, so erscheint die geradlinige Ab-
wickelung von AC als z-Achse, die daraaf senkrechte geradlinige
Abbildung von AR als %-Achse und man erhiilt die rechtwinkligen
Koordinaten z und y so wie im vorigen Paragraphen besprochen
worden, mittels @, und A, ausgedriickt. Mittels der Gleichungen
(13) kann man diese sphirischen Koordinaten durch ¢ und A er-
setzen.




16. Fiir die ‘quadratische Plattkarte z = )‘I N
erhiilt man so

’) 8in y = cos v sin § -~ sin ¥ cos ¢ sin A
(14) /! cos A cos @
, OB I =— = I ¥
! VI — (cos vsin ¢ -+ sin v cos ¢ sin A)2°’

fir die iquivalente Projektion Lambert'sist z == A,
y = sin ¢, mithin
|

‘\ i = cos v sin ¢ - sin v cos @ sin A
[15) ! cos A cos @
CoO8 r = ¥ —
? Vi= (cos v sin @ -}~ sin v cos @ sin A)?
und fir Mercator’s Projektion
1l + sin ¢
r= A i -1 - :
P T S e uin ¢,
oder
\ 07 I -}~ cos v sin @ -+ sin v cos ¢ sin A
Y = & - . e
L = ) —(cos v sin  — sinv ¢co8 ¢ sin A
(16) sl

cos A cos @
CO8 ¥ = k- .
V1 —(cos v sin @ - sin v cos @ sin A)2
Mittels der aus diesen Formelu berechneten Koordinatenwerthe
kann man hinlinglich viele Punkte der Kurven konstrniren, welche
die Meridiane und Parallelkreise repriisentiren, und durch gehorige
Verbindung dieser Punkte erhiilt man dann diese Kurve selbst.
Freilich bleibt die Berechnung der Koordinaten immer eine sehr
umstindliche Arbeit, auch wenn man den vorstehenden Formeln
durch Einfiithrung von Hilfswinkeln eine fiir die Rechnung beque-
mere Gestalt giebt.

§. 15.
Die Kegelprojektion.
I. Allgemeine Bemerkungen.

1. Die Kegelprojektionen sind ganz analog den Cylinderpro-

jektionen: eine bestimmte Zone der Erdkugel, nm deren Darstellung

es sich handelt, wird ersetzt durch eine Zone auf der Mantelfliche
eines normalen Kegels, der entweder die Kugel beriihrt, oder sie
schneidet. Auf die Kegelfiiche werden die Kreise, welche sich auf der
Erde befinden, nach bestimmten Regeln iibertragen, doch immer so,
dass die Parallelkreise als parallele Kegelkreise und die Meridiane
als gerade Linien, als Erzeugende der Kegelfliche aultreten. Dann
wickelt man den Kegelmantel ab, legt ihn in eine Ebene, und nun
erscheinen die Parallelkreise als Bigen koncentrischer Kreise, deren
gemeinsamer Mittelpunkt die Spitze des Kegels ist; die Meridiane
aber stellen sich als gerade Linien dar, welche nach diesem Mit-
telpunkte konvergiren.
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2 Alrgewhm von der Einfachheit der Konstruktion selcher
Karten, haben sie noch die Vortheile,
dass die rechtwinklige Lage der Parallelkreise und Meri-
diane und ebenso die parallele Lage der Parallelkreise ge-
wahrt bleibt,
und dass gleiche Winkel zwischen Meridianen oder gleiche
Unterschiede in der geographischen Liinge anch aaf der Karte
gleich gross, wenn auch nicht in wahrer Grisse, erscheinen.
d. Da iibrigens die Parallelkreise anf dem Kegel an Grosse
abnehmen, wenn man sich der Spitze nibert, ihnlich wie dieselben
auch anf der Kugel mit der Annidherung an den Pol kleiner wer-
den, so ist von Haus aus einlenchtend, dass man bei der Kegel-
projektion mehr Mittel zur moglichst genanen Darstellung in der
Hand hat, als bei der Cylinderprojektion.

II., Die Abwickelung des Tangentialkegels.

4. Man nimmt einen normalen Kreiskegel an, welcher die
Kugel lings des Mittelmeridianes der abzubildenden Zone beriihrt;
dann verliingert man die Ebene der Parallelkreise und Meridiane
bis zum Durchschnitt mit der Mantelfliche des Kegels und wickelt
zuletzt die letztere ab.

Fig. 53 zeigt hinlinglich deuatlich dieses Verfahren und sein
Ergebniss. 4.4, bedeutet in dem linken Theile der Figur den
Durchmesser des mittleren Parallelkreises von der Breite Py, S
und A4, S sind die beiden Erzengenden des Berihrungskegels, welche
in der Ebene des Meridianes AQ.A, liegen. Der mittlere Parallel-
kreis, der in seiner wahren Ausdehnung in der Abwickelung er-
scheint, ist mit dem Halbmesser

(1) AS = a cot ¢,
beschrieben. Der Winkel am Centrum S des Sektors, den die Ab-
wickelung der Mantelfiiche bildet, ist (vergl. die Fig. links)

Fig. 53.

AN
o o .

3600 . = 3609 sin @,.

AS £
Wenn also zwei Meridiane auf der Kugel den Winkel A ein-
schliessen, so bilden die beiden Halbmesser der Abwickelung, die
ilinen entsprechen, einen Winkel
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(2) A« sin g,
miteinander. Die Abbildungen der Parallelkreise sind iibrigens
mit Ausnahme des mittleren, simmtlich grisser als die Originale
auf der Kugel, was schon daraus folgt, dass die Kugel innerhalb des
Kegels liegt, und auch die Abschnitte, welche die Parallelkreise
auf den Meridianen bilden, werden in der Karte unrichtig angegeben.

5. Dem letzteren Uebelstande begegnet man indessen durch
eine einfache Modifikation der Konstruktion.

Man triet nimlich auf einem der Meridiane, z. B. aunf dem
mittelsten von A aus nach Sid und Nord die wahren Lingen der
Meridianbdgen ab und legt dann durch die so erhaltenen Punkte
Kreishigen, deren Mittelpunkt S ist. Diese letzteren, in der Fig. 53
vechts punktirt dargestellt, sind dann die Abbildungen der Parallel-
kreise, withrend die Meridiane unzefindert bleiben.

Damit wird eleichzeitiz anch dem anderen Uebelstande, dass
nimlich die Parallelkreise zn lang werden, bis zu einem gewissen
Grade abgeholfen,

Der Radius. mit welchem die Abbildung des Parallelkreises
von der Breite @ konstrnirt wird, betriigt jetst

(3) ! p =0 ](‘,nt.f['l = A 7, :
und die lineare Ausdehmnung dieses Kreisbogens ist
(4) w=2p7xsing, =2amwcosP, — (¥ —¢ ,) sin @, |.
Da nun der Umfang des Parallelkreises anf der Kugel
w—32am cos ¢
ist, so hat der Unterschied ' — w den Werth
(5) w —u=2anx [cos ¢, — cos ¢ — (¥ — @) sin P,].

ln diesen Formeln hat man, wenigstens in der Differenz ¢ — @,
di¢ Grosse ¢ und ¢, nicht nach Graden, sondern in Bogenmaass
aunsgedriickt zu denken, d. h. es bedeutet ¢ denjenigen Bogen eines

«
Kreises vom Halbmesser 1, dessen Centriwinkel 360° - 2{; Grad

misst. TIst ein Winkel, etwa ¢ in Graden angegeben, so findet
man seine Grosse in Bogenmaass, wenn man die Anzahl seiner
Grade mit 0,01745329 maltiplicirt.

Da nun cos ¢, — cos ¢ nichts weiter bedeutet, als die senk-
rechte Projektion des Bogens ¢ — ¢, auf den Radius, von wel-
chem aus man die Centriwinkel und die Bogen zihlt, und da das
3ogenelement im Anfange von ¢ — ¢, mit jenem Radins. den
Winkel 900 — ¢,, am Ende aber den Winkel 909 — ¢ einschliesst,
so liegt der absolute Werth der Differenz cos ¢, — cos ¢ zwischen
den Grenzen

(6) (¢ — ¢,) sin ¢ und (¥ — ¢,) sin ¢,

wo bei der Differenz ¢ — ¢, ebenfalls der absolute Werth in Be-
tracht kommt.
Ist nun ¢ grosser, als ¢, so sind beide Differenzen
(7) cos ¢, — cos ¢ und ¢ — @,
positiv. and von den beiden Grenzen (6) ist (9 — ¢,) sin ¢, die
kleinere, also
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cos P, —cos P > (9 — @,) sin @,
und mithin die Differenz w’ — w positiv.

Ist dagegen @ kleiner als ¢, , so sind die beiden Differenzen
(7) beide negativ, und da ¢, der griossere Winkel ist, so ist

(Py — @) sin @,
die obere der beiden Grenzen, zwischen denen cos @ — cos 7,
liegt ; mithin ist
cos P — cos ¢, — (P, — @) sin @,
negativ, und also die Differenz %' — % auch in diesem Falle
positiv.

Man sieht also, dass die Abbildung eines Parallelkrei-
ses im Allgemeinen immer griosser ist, als dieser selbst,
dass also die Karte in Richtung der geographischen Linge stets
die Dimensionen relativ vergriossert. Nur aof dem mittleren Pa-
rallelkreise werden die Lingengrade in dem richtigen Verhiiltnisse
zu den Breitengraden dargestellt; hier werden daher auch die rich-
tigen Werthe der Winkel gewahrt.

Darauns ergiebt sich, dass man derartige Karten, will man nicht
zu grosse Fehler erhalten, auf eine schmale Zone einschrinken
muss, die den Mittelparallelkreis enthiilt.

6. Bei dieser Darstellungsweise lisst sich iibrizens der Ab-
plattung der Erde in sehr einfacher Weise Rechnung tragen. Zu-
folge 5. 42 hat nimlich der Halbmesser NA des mittleren Parallel-
kreises (Fig. 53) den Werth
@ cos
-j'l = \,[ T 5

= g% B <.
und mithin ist der Halbmesser des Kreishogens, welecher in der
Abwickelung den mittleren Parallelkreis darstellt,

(8) S =ity coseciP =i 2.oul i{'
V1 — &2 sin “Q,
Der Winkel zwischen den beiden ‘dussersten Radien des Sektors,
der die Abwickelung des Kegelmantels gicbt, hat auch hier den
Werth

360° - sin ¢,

und die Abbildungen der verschiedenen Parallelkreise findet man
nach der im Eingange der Nr. 5 gegebenen Regel, nur muss man
diejenigen Bogenlingen abtragen, welche der elliptischen Form der
Meridiane zukommen.

7. Als Erfinder der konischen Projektion gilt Claudius
Ptolem#ns, weil derselbe im 24. Kapitel des ersten Buches sei-
ner Geographie ein Verfahrer zur Abbildung der damals bekannten
Welt angiebt, was als Abwickelung eines Kegels betrachtet werden
kann, der die Erde lings des Parallels von Rhodus (36° nordl.
Jreite) beriihrt.

Wird niimlich die Linge eines Meridiangrades als Einheit ge-
nommen, so erscheint nach der Konstruktion des Ptolemius der
Parallel von 36° als ein Kreisbogen, dessen Halbmesser 79 Ein-
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heiten zihlt. Nun ist aber, wenn ein Meridiangrad gleich Eins ge-

: 360 e

setzt wird, der Halbmesser ¢ — ; = 57,30, und weiter 79 =
2w

1,3788 - 57,30 = 1,3788 - @; da aber cot 36° = 1,3764 ist, so ist

der Halbmesser der Parallelkreis-Abbildung nahezu gleich @ cot 36°,
entsprechend unserer Formel (1),

Die Meridiangrade trigt Ptolemiius alle von gleicher Liinge,
als Einheiten auf, und zwar triigt er von dem Parallel von Rhodus
aus 36 Theile nach Siiden ab, um den Aequator zu erhalten, und

63 — 36 oder 27 Theile nach Norden, um den Parallel von Thule
(639 nordl. Br.) zu bekommen; diese Kreise erscheinen daher als
Bogen, deren Halbmesser 79 - 36 = 115 und 79 — 27 = 52 Ein-

heiten haben.

Ferner trigt Ptolemius auf dem Parallel von 36° auf jeder
Scite des mittleren Meridianes 18 Bogen von der Linge 4 ab, de-
ren jeder 5 Lingengrade darstellt, und vereinigt die so erhaltenen
Endpunkte mit dem gemeinsamen Mittelpunkte der Parallelen. Mit
andern Worten, er giebt auf dem Parallel von 36°¢ jedem Lingen-
grade die Grosse £, was nahezn mit 08192 — cos 36° iiberein-
stimmt, als derjenigen Liinge, die ein soleher Grad wirklich hat.

Duarch diese Konstruktion bekommen die Liingengrade des Pa-
rallels von Thule und des Aequators das Verhiltniss 52 : 115 oder
0,4522 : 1, wiihrend dieses Verhiltniss in Wirklichkeit cos 639 : 1
oder 0,4540 : 1 ist, was nicht erheblich von dem vorigen abweicht,
Doch sind die Grade sowohl auf dem Parallel von Thule als auf
dem Aequator zu gross im Vergleich zu den. Meridiangraden; auf
dem Aequator z. B. ist ein Grad — # . 171()') — 1,1646, anstatt
dass er der Einheit gleich sein sollte.

Auf diese Weise erfiillt Ptolemiius, wenn anch nicht in aller
Strenge, die beiden Forderungen, die er an die Karte stellt: dass
nimlich 1) die einzelnen Liingengrade des Parallels von Rhodus in
dem richtigen Verhiltnisse zur Grosse der Meridiangrade dargestellt
werden, und dass 2) die Grade auf dem iussersten Parallel, dem
von Thule, zu denen des Aequators in dem richtigen Verhiltnisse
stehen.

III. Die Kegelprojektion von Mercator,

8. Wenn es sich um die Abbildung einer schmalen Zone han-
delt, so liegt es nahe, dieselbe auf den Kegel zu iibertragen, der
durch die beiden fussersten Parallelkreise dieser Zone geht. Wickelt
man dann diesen Kegel ab, so erscheinen die Liingengrade auf den
beiden begrenzenden Parallelkreisen der Zone in ihrer wahren
Grisse, die dazwischen liegenden Parallelen aber sind alle verkleinert.

Sind @' und ¢ die Breiten der begrenzenden Prarallelkreise,
A und B die Punkte, in denen sie den ersten Meridian schneiden
und ist S die Spitze des Kegels (Fig. 54), so ist der Winkel zwi-
sehen SA und der Verlingerung der Achse @, Q = L (Bog. @, 4
— Bog. BQ) = } (¢' 4+ ¢*), und da
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SA sin } {',f ~ ") =@ cos ¢ und
SBsin § (¢ -—]‘ @) = a cos "
ist. so hat man zur Ermittelung der Halbmesser
SA und SB der beiden Parallelkreise die Gleich-
ungen

& cos r,’f
sin & (@' + 9")

it COS f{-"’
sin § (¢° - L q”}'

9. Man hat aber diese Art der Kegelprojektion,
die Uebertragung der Erdoberfliche auf einen
eingeschriebenen Kreiskegel und Abwicke-
lung der Mantelfiche desselben in eine Ebene,
anch zur Darstelluing griosserer Sticke der
Erdoberfiiche, die zwischen weit entfernten Pa-
rallelen liegen, benutzt. Durch eine passende
Walil der beiden Parallelkreise, lings deren dieser Kegel die Kugel
sclineidet uud die daher in der Abwickelung in ibrer wahren Grisse
erscheinen . kann man dabei bewirken, dass die Fehler, welche an
den Rindern der Karte und gegen die Mitte derselben stattfinden,
cewissen Bedingungen geniigen. Der Erste, welcher hierauf anf-
merksam gemacht hat, ist der beriihmte (wmrmnh Gerhard Mer-
cator, den wir schon als Erfinder der nach ihm benanuten Seekar-
ten kennen eelernt haben. Bei der grossen Karten von Earopa,
welche derselbe im Jahre 1554 veroffentlichte, sind die Liingengrade
auf den Parallelen von 40° und 60° Breite im richtigen Verhilt-
nisse zu den Meridiangraden dargestellt, wihrend sie auf den da-
swischen liegenden Parallelen verkleinert, auf den siidlich oder
nirdlieh dariiber hinaus liegenden aber vergrossert sind.

Ungefihr zwei Jahrhunderte spiter hat der Franzose Jos.
Niclas de 1'Isle, erster Astronom der Petershurger Akademie,
dieselbe Projektionsmanier wieder in Anwendung gebracht, daher
sie anch ofters mit seinem Namen bezeichnet wird. Auf der vor
demselben im Jahre 1745 publicirten grossen Karte von Russland,
die sich vom Parallel von 409 Breite bis zu dem von 70° erstreckt,
sind niamlich auf den Parallelen von 47% Grad und 625 Grad Breite
die Lingengrade in ihrem wahren Verhiltnisse zu (ll]] Meridian-
graden ahgetragen und die Meridiane, auf denen alle Grade von
gleicher Linge sind, erscheinen in Form konvergirender gerader
Linien.

10. Diese Arbeit von de I'Isle hat dem grossen Mathematiker
Leonhard Buler Anlass gegeben, zu untersuchen, welche Kegel-
projektion man wilhlen muss, wenn die Vergrissernngen auf den
fusse sten Parallelkreisen einander gleieh sein und auch iberein-
stimmen sollen, nur im entgegengesetzten Sinne, mit dem extremen
Werthe der Verkleinerung gegen die Mitte der Karte hin.

Wir geben hier die Hauptgedanken dieser Euler'schen Arbeit,
die im ]alm, 1778 veroffentlicht wurde (De projectione geogra-

und

ol B—

p""]} ==
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phica de Ulsliana in mappa generali Imperii Russici usitate. —
Acta Acad. Petrop. pro anno MDCCLVII, p. 143 f.).

Eis sei @' die Breite des siidlichsten, ¢ die-
jenige des nordlichsten Parallelkreises; als Liingen-
einheit wollen wir betrachten die Ausdehnung eines
Meridiangrades. Es mag nun in Fig. 55 AB = a
(¢ — @) das Stick des ersten Meridianes sein,
welches in Form einer geraden Linie zwischen den
Abbildangen der beiden extremen Parallelkreise liegt:
AA" und BB' migen die Abbildungen von Bigen von
je 19 anf diesen Parallelkreisen sein. Die beiden
Geraden AB und A'B’ schneiden sich in einem
Punkte (O, dem gemeinschaftlichen Ceuntrum der
Kreishigen, welche die Parallelkreise repriisentiren
sollen. Jezeichnet man OF mit # und den zwi-
schen OA and OA* nm O mit Halbmesser 1 beschrie-
benen Bogen mit w, so ist

A4' = (z - 9" — @) w und BB’ = zw.
Da nun die wahre Grdsse eines Liingengrades auf den Parallelen
von der Breite ¢ und @' darch
cos ¢’ und cos ¢*'
ausgedriickt wird, wenn der Meridian- oder Aequatorgrad die Ein-
heit bildet, so sind die Fehler, welehe auf den genannten Paralle-
len anf der Karte begangen werden, gleich

(@ -+ 9" — 9) w — cos @' und xw — eos ¢~

o

o
~.

Nach der ersten von Euler . gestellten Forderung sollen aber
beide Fehler gleich gross sein; das giebt die Gleichung
(x + ¢ — @) w — cos Q@' = xw — cos P,
aus welcher sich ergiebt

o cos @' — cos @'

(9) W= g — g .
In dieser Formel sind ¢" und ¢’ im Nenner in Graden ausge-
driickt, w aber erhilt man in Bogenmaass; will man es statt des-
sen in Graden haben, so hat man noch mit 57°, 2959 (57° 17°
44", 8) zu multipliciren, als der Grisse des Centriwinkels, dessen
Bogen dem Halbmesser gleich ist.

Das Bemerkenswerthe an der Formel (8) ist der Umstand, dass
die Griosse w nicht abhingt von der Wahl der Parallelkreise,
auf deren Abbildungen die Liungengrade im richtigen Verhiiltnisse
zu den Meridiangraden stehen.

Ist nun weiter C'C" die Abbildung eiues Lingengrades von der
Breite @, also CB = ¢ — ¢, so ist

CC' =+ 9" —Pw
und da die wahre Linge eines solchen Liingengrades gleich cos ©
ist, so hat der Fehler, den man begeht, den Werth
0= (x 4+ ¢ — @P) w — cos ¢.
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Fiir einen nur wenig
sprechende Formel

5: ] (;:‘ ~}4 f[“ - (fl) w — coS f[‘l,
und aus diesen beiden Gleichungen folgt

grosseren Werth ¢, hat man die ent-

0y — g, o 089, —cos @
P, — ¢ ¢, — @
in welcher Gleichung @, — @ in Bogenmaass zu verstehen ist.
Lisst man die Differenz ¢, — @ in Null iibergehen, so wird
ol ght i st sadon
cos ¢, — cos {p G 2 : 2 .
okt = — - = —sing
(fl = ¢ _rf| i
9

und es geht daher vorstehende Gleicliung iiber in
Oyiieid
¢, — @
So lange sin @ kleiner ist als w ist die rechte Seite dieser Gleich-
ung negativ, und es ist daher &, kleiner als &, oder § nimmt ab;
ist aber sin ¢ grosser als w, so ist BI grisser als ¢, # nimmt also
zu. Den kleinsten Werth von d erhiilt man also fiir den Werth
¢, von @, der sich ans der Gleichung
(10) sin @5 = w
ergiebt, wo w in Graden ausgedriickt ist. ~Nach der weiter oben
aufgestellten Gleichung ist dieser Werth
= ] | w =
8, = (z + 9" — @,) w — cos @,.

Da bei der Kegelprojektion in der Mitte Verkleinerung ein-
tritt, so ist dieser Werth von ¢ negativ. Nach der zweiten Euler’-
schen Forderung soll nun der positiv gerechnete Werth dieser
Aenderung gleich der Vergriosserung auf einem der fAnssersten Pa-
rallelkreise sein. Dies giebt die Gleichung

cos P — (@ + P — @o) w = 2w — cos @,

aus der man
3y @ ) | 2 i
4! LY COP Po - cos @

(1 {) 2w i b '}.. ((Pu FH (IU)

erhiilt. Bedeutet ferner ¢ in Fig. 4 den Pol, ist also BQ = 90°
— @, so ist der Abstand z des Poles ¢ vom Mittelpunkte O
durch die Gleichung
(12) 7=z — (90° — @*)
gegeben.
11. Die Gleichungen (9), (10) und (11) oder (12) geben uns
alle zur eigentllichen Konstruktion der Karte nithigen Elemente.
Ist ¢ = 40° und @' = 709, so ist zufolge Gleichung (9)
0,76604 — 0,34202
o M= = 0,014134
- 30 :
n Bogenmaass, oder in Gradmaass = 0,014134 - 57°, 2959 =
9,80982 od er

= — w-tsing, ¢, —p=0,

iy
i
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wi==48%:35"%
Der Winkel ¢,. fiir welchen die Verkleinerung am hedeutendsten
ist, ergiebt sich aus der Gleichung (10) oder
sin ¢, — 0,80982;

man findet ¢, = 54° 4* 40’", Man sieht, dass dieser Werth unge-
filir mit der Breite des mittleren Parallels, 530, zusammenfillt.

Jerechnet man mittels der Formel (11) den Werth z, indem
man w = 0,014134 setzt, so ergiebt sich
0,58669 -~ 0,34202

P = § (70 — 51,0777).=32,8538 — 7.9611
2. 0,014134 5 (7 ) i7) 32,8538 2961

dedii =249, 8927,

und hieraus folgt schliesslich nach Gleich. (12)

Z== 49, 8927 = 4953/ 33,
Die Grosse eines Lingengrades ist hierbei
auf dem Parallel von ¢' = 400
4+ ¢ — @') w — 54,8927 . ,014134 = 0,77586,
und anf dem Parallel von ¢ = 700
Tw = 24,8927 - 0,014134 = 0,35184 ;
da nan die Lingengrade auf der Erde die Grosse von
0,76604 und beziehentlich 0,34202
besitzen, so betriigt der Unterschied zwischen der Abbildung und
der wahren Grisse auf jedem der fussersten Meridiane 0,00982,
oder es sind die Lingengrade anf dem Parallel von 70° um unge-
fihr o5, anf dem von 40° aber um ungefihr 'y ihres wahren Wer-
thes vergrissert Da in der Breite 9o dieselbe Aenderung eintritt,
wie in den Breiten @' und ¢" nur im enfgegengesetzten Sinne, als
Verkleinernng, und da cos ¢ o = 0,55669 ist, so findet dort eine
Verkleinerung des wahren Werthes des Lingengrades um etws
5y statt.
12,

Statt des obigen Werthes von 2 kann man ohne allzn-
grosse Abweichung von den von Enler ausgesprochenen Forderungen
anch 52 abnehmen, und unter dieser Voranssetzung ist das Netz
anf Taf. HI in Fig. XYHI gezeichnet, welches 180 [ingengrade vom
Nordpol bis 10° siidl, Breite umfasst. Da alle Parallelkreise von
demselben Centrnm aus beschrieben werden, die Meridiangrade un-
ter sich und ebenso auf jedem Parallel die Lingengrade gleich sind,
s0 kann man die Karte leicht weiter fortsetzen. Geht man indes-
sen aus der Zone zwischen 70° und 40° n. Br. heraus, so nehmen
die Vergrosserungen betriichtlich zu; z. B. ein Grad des Aequators
bekommt die Linge 1,34122, statt der Linge 1, ist also um mehr
als den dritten Theil seines wahren Werthes zu gross.

IV. Murdoch’s Kegelprojektionen.

13. Der englische Mathematiker Patrick Murdoch (gest. 1774)
liat in den Philosophical Transactions for the year 1758 verschiedene
Vorschliige zur Konstruktion konischer Erdkarten gemacht, die hier
der Vollstindigkeit halber Erwihnung finden mogen, wenn gleich
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sie keine bemerkens werthen Vorziige besitzen und in ihrer Brauch-
barkeit von anderen iibertroffen sind.

Murdoch stellt sich bei den verschiedenen Kartenprojektionen,
die er vorschligt, die Aufgabe, eine gewisse Kugelzone so auf ei-
nen die Kugel schneidenden Kegel zu iibertragen, dass die Gesammt-
fliche der Zone auch auf der Karte in ilirer wahren Grisse er-
scheint. Zur Erreichung dieses Zieles hat er aber verschiedene
Mittel vorgeschlagen.

% 55 . 14. Erste }\Iur_doch’sc]_ae Pro-
A jektion. In Fig 56 sei M der Mittelpunkt
der Kueel mit dem Radius @, A4’ und BB* |
seien die Halbmesser der beiden Parallel-
kreise von der Breite ¢ und ¢", welche
die abzubildende Erdzone begrenzen, der
Punkt K, dessen Breite gleich § (¢’ -+ ¢*)
ist. sei der Mittelpunkt des Bogens AB
auf dem Meridiane ACDB(Q. Ferner soll
die Kegelseite den Meridian in den zwei
von K gleichweit abstehenden Punkten C
aund D schuneiden, O soll der Scheitel des
Kegels sein, K4, und KB, sind die Ab-
wickelungen der Bogen K4 und KB auf
die Seite des Kegels.

Bezeichnet man dann noch mit N den Schnittpunkt von MK
mit CD und zieht NN’ senkrecht znr Achse, so wird die Beding-
ung, dass die Gesammtfliche in der Abbildung gewahrt bleibe,
durch die Gleichung ausgedriickt

9 NN' .o - Bog. AB=2am - A'B'.

Bezeichnet man nun jeden der gleichen Winkel DMN und
NMC mit ¥, so ist

NN' = MN - cos } (9" + 9*) = a cos ¥ cos 5 (¥’ -+ @9);

andererseits ist aber

(Pu_f_ (pl y CP“-— (pz
s1n =

A'B' = @ (sin @' — sin @) = 2 @ cos - =
und Bog. AB = a (9" — ¢").
Sonach geht die obige Gleichung iiber in
2 . 9 — g
cos WY = ———; * sin y 4
e 2

wodurch der Winkel ¥ bestimmt ist.
Es ist nunmehr aunch mdglich, den Halbmesser ON = r zu be-
rechnen, mit welchem der mittlere >arallelkreis auf der Karte be-
schrieben wird. Es ist nimlich
r (-P: =l (,‘)“
r = MN tan OMN = MN cot :

oder, wenn man fir MN seinen Werth
: ) 2(! i (P” % {F'
MN =aqcos Y = g 81—

einsetzt,
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2a ! (f” Leght (Pa - {Pu
(13) S .« sin - cot L
L= 2 2
Wickelt man nun den Kegel, dessen Basis der Kreis vom Halbmes-
ser NN' ist, ab, so erhiilt man einen Sektor, dessen beide begren-
zende Radien einen Winkel von

NN gt L g
360 - - = 360° - sin g = ¢
NO 2
mit einander einschliessen. Wenn demnach ein Paar Meridiane

auf der Kugel den Winkel A mit einander bilden, so schliessen die
beiden ihnen entsprechenden Geraden auf der Karte den Winkel
U L
A sin vy
2
miteinander ein.

Die verschiedenen Parallelkreise erhilt man nach der gewihn-
lichen Methode, wenn man auf dem mittlern Meridiane von dem
Punkte N aus, welcher dem Meridianpunkte K entspricht, nach
Nord und Siid die richtigen Lingen der Meridianbdgen auftrfigt
und von dem Punkte O aus durch die erhaltenen Punkte Kreis-
hogen schligt bis zu den beiden begrenzenden Halbmessern (Me-
ridianen).

15. Diese von Murdoch angegebene Konstruktion der Parallel-
kreise ist ganz konform dem Verfahren, welches bei den andern
bisher betrachteten Kegelprojektionen einhalten wird. Aber es ent-
spricht dieselbe nicht der Bedingung, die Murdoch gleichfalls ge-
stellt hat, dass nimlich die beiden Parallelen, lings deren der Ke-
gel die Kugel schneidet, und welche die Breite

‘ i
qf h}# s i (f;

2 —l
haben, in ihrer wahren Grisse abgebildet werden sollen. Dazu ist
nothig, dass die Abbildungen dieser Kreise mit den Radien OC
und beziehentlich O beschrieben werden, oder, was dasselbe ist,
mit den Radien

r - MC = » = a sin .
Setzt man fiir » seinen Werth =
o' q:,u
a cos W cot f_l2 ;

so erhilt man fir OC und OD die beiden von Joh. Tobias
Mayer (dem jiingeren) angegebenen Formeln

‘! - !
ol T WA

Ol == -
: sin i (P':‘
14 ; . :
o (P47 )
5y e B

GEom
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Vergl. J. T. Mayer, Griindl. u. vollst. Anweisung zur Verzeich-
nung der Land-, See- und Himmelskarten ete. Erlangen 1794 (spi-
tere Ausgabe 1804, 1815 und 1828), Kap. 111,

Natiirlich konnen, wenn man zur Konstruktion der erwihnten
Parallelkreise sich der vorstehenden zwei Formeln bedient, die
Meridiangrade nicht alle gleich gross genommen werden; vielmehr
werden dieselben in der Mitte kleiner als nach dem Rande hin
ausfallen. weil der mittlere Bogen CD darch die gerade Linie D
reprisentirt wird. Will man dies zulassen, so bedarf es dann noch
einer besondern Annahme iiber die Art und Weise, wie die Meri-
diangrade auf die Karte ibertragen werden, einer Annahme, darch
welche aber die oben gemachte Voraussetzung, dass 4, B =:be=
aen ADB ist, nicht alterirt werden darf; denn sonst wird die erste
der Gleichuneen in Nr. 14, aus der sich die Formeln fiir cos U ete.
ergeben, ungiltig.

Dem gegenitber scheint es am einfachsten, die Meridiangrade,
wie Murdoch thut, gleich lang abzutragen und die Abbildung der
beiden Parallelkreise in wahrer Grisse fallen zu lassen.

Man kann aber auch umgekehrt die gleiche Linge der Meri-
diangrade gleichzeitiz mit der Bestimmung, dass A, B, — Bogen
AB ist. anfoeben und dafiir das bei Murdoch’s zweiter Methode
angewandte Verfahren benufzen.

16. Zweite Murdoch’sche Projektion. Die einzelnen
Punkte cines Meridianes werden derart anf die in dessen Ebene
liezende Kegelseite iibertragen, dass man — nach den Regeln der
Perspektive — die Schnittpankte der Kegelseite mit den nach den
verschiedenen Meridianpunkten gezogenen Radien als Projektionen
der Meridianpunkte betrachtet.

Zur Erliuterungz wollen wir wieder die Fig. 56 benutzen, wobei
wir aber voraussetzen, dass A, und B, die Schnittpunkte von MA
and MB mit der Kegelseite sind. Die Bedingung der Bewahrung
der Gesammtfliche lantet dann

2% NN'-A,B, =2am- - A'B'.
Nun ist aber A4, B, =2 N4, und

NN'= MN cos ¢ _L. LA NA, - cot AMN - cos
q—,u R q]l

und da der Winkel AMN = =~ ist, so erhilt man unter

F4

¢’ 1[* @'
9 ]

V4

Beriicksichtignng von
3 L {"u ikl qll ({" o {P”
A'B' = 2@ 8in ——— cos ‘_)

zur Bestimmung von NA, ‘die Gleichung
: r 9= gl g
(15) NA; = a tan 3 l oS 5
Ist P ein beliebiger Punkt des Meridianes, welcher um Y Grad
nérdlicher oder siidlicher liegt als der Punkt K von der Breite

i J s ‘.!l P ) = 3
s '2'r , so ist die Projektion NP’ des Bogens KP durch die

Gleichung
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NP'= MN - tan @ = N4, - cot 22 . tan 9

2

gegeben, welche, wenn man fiir NA, den Werth (15) setzt, in
: e @' — '
(16) NP' — q tan ¥ -I/(:m; / i ¥

iibergeht.
Bedeutet ¥, den Werth, welchen ¥ fiir die beiden Punkte C
und D besitzt, so ist einestheils
_ _ NC = asin,,
anderntheils zufolge (16)
; 3] '(,u — o
NC = a tan (78 l/l'l).\‘ s > y s

aus welchen zwei Gleichangen sich zur Bestimmung des Winkels
Y, ergiebt

( ’fl TIET ‘ 1
(17) cos L-'“I = l/“l'us ¥ = '[.
Mithin ist
7 RS (,r,' (pu__ (p:

cos 5 =g VZ o ey

(18) NC=ND=qa }/1

Zur Ermittelung des Halbmessers ON = 7»,, mit welchem man den
mittelsten Parallelkreis zu beschreiben hat, dient die Gleichung

ro = ON = MN . cot MON = MN - cot T2

und da

b

F T

" : / g — @'
MN = @ cos 3}'-’1 =@ J cos A

ist, so hat man

(19) Foi=— 0 ol

@'+ 9" ¢'— 9
cos — .
2 2
Fiir einen beliebigen Parallelkreis, welcher um -} ¥ Grad
ndrdlich von dem durch K gehenden Mittel-Parallel liegt, ist der
Halbmesser, mit dem derselbe auf der Karte beschrieben werden
muss,

r=rq F NP'

. — (l‘J‘ T ] ( 4 il :i
r—a (cr_)tq —I:?, C tan {T!';W l/c()::' ¥ > 383

S

oder

welcher Formel man auch die Gestalt
‘-I{.‘
@ cos @ 1/l1{IH
| di

=i e L ept?
g ]2 g cOos (cp e fl ___12 9y

by
9
(20) P =

sin

geben kann, wo @ die Breite des Parallels bedeutet.
Gretschel, Karten-Projektion, 10




146

Was speciell die beiden #ussersten Parallelkreise anlangt, so
ist fiir den siidlichsten ¢ @' und der Halbmesser ist

@ cos ¢’
21) mpe. /

| a7

T o (s R A

sin '_2 / cos 5
fiir den nordlichsten Parallel, ¢ = ¢, dagegen ist der Halb-
messer

. 4 i
(99) A t cos ¢

54 s q'%-v"l-’ 9"~ ¢’
sin 9 / eos 5
Die Abwickelung des Kegels giebt einen Sektor, dessen ius-
serste Halbmesser ecinen Winkel von
b5 NY, 5k s
3600 . — =— 3609 . sgin
ON 2
mit einander einschliessen, gerade wie bei der ersten Murdoeh’schen
Projektion.

17. Die hier entwickelten Formeln reichen hin zur Berech-
nung derjenigen Elemente, welche zur Konstruktion einer derartigen
Karte nithig sind. Wie man leicht sieht, kinnte man an die Stelle
der Rechnung auch eine Konstruktion treten lassen. In der That
hat man nur nothig, in Fig. 56 den Bogen AB des Meridianes, wel-
cher zwischen den fussersten Parallelen von der Breite @' und ¢
liegt, in K zu halbiren, den Halbmesser MK zu ziehen, von B
(oder A) eine Senkrechte BL anf ihn zu fillen, so dass

ML = acos ¥ %

—+

ist, dann iiber MK einen Halbkreis zu konstruiren, welcher die
Senkrechte BL oder ihre Verlingerung im Punkte .J schneidet und
schliesslich MN — M.J zu machen, und man hat den Punkt NN der
vorigen Figur. Denn es ist

JLV:;UH::VMK.JM,:u/[ﬁuﬂw’*”,

9

wie es nach den obigen Auseinandersetzungen sein muss. Errich-
tet man nun N O senkrecht auf MN, so hat man damit die Kegel-

seite und kaon nun die ecinzelnen Theilpunkte des Meridianes auf

dieselbe ibertragen, indem man die nach diesen Punkten hingehen-
den Radien zieht. [Es bleibt dann nur noch die Abwickelung des
Kegels iibrig. Zu dem Zwecke schliet man um O mit ON als
Halbmesser einen Kreishogen und triigt auf demselben die einzelnen
Grade in der Grisse, wie sie sich aof einem Kreise mit dem Halb-
messer NN’ (Fig. 56) befinden ab. Dabei kann man sich, wenn es
auf griossere Genaunigkeit ankommt, der in §. 8, Nr. 13 (S. 55 un-
ten) angegebenen Konstruktion bedienen, zuerst um die genaunere
Linge der Bogen auf dem Kreise mit dem Halbmesser NN zu er-
fahren, und dann, bei umgekehrter Anwendung des Verfahrens, um
diese Linge auf den Kreis vom Halbmesser ON ahzutragen.
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Alles weitere ist an sich klar.

18. Dritte Murdech’sche Projektion. Zur Bestimmung
der Geraden MN (Fig. 56), die nach dem Halbirungspunkte K des
Meridianhogens AB hingeht, dient die Proportion

MN : MK = Bog. KA : tan AMK,

aus welcher sich ergiebt

(23) MN = 8P~ F)
P — g

2
wo natiirlich im Zihler ¢ — ¢’ in Bogenmaass auszudriicken,
oder, im Falle ¢* und @' in Graden angegeben sind, mit 0,017453 . .
zu multipliciren ist.

Da die Kegelseite senkrecht auf MN steht. so ergiebt sich
bhieraus der Radius, den aer darch N gehende Kegelkreis, welcher
den durch K gehenden Parallelkreis darstellt, in der Abwicke-
lang hat,

2 tan

ON =ry=MNecot ¥ TY

2
oder
g’ - @'
a ((P” e ([_1) cot ! (;) F
21 Pl == =
(24) o g — @
2 tan ~

Demniichst gilt es nun noch. die Abbildungen der fussersten Pa-
vallelkreise so zu wiihlen. dass die Gesammtfiche der Zone erhal-
ten bleibt. Sind A, und B, die Abbildungen von A und B und
wird NA, = NB, angenommen, so lautet die Bedinguugsgleichung
lhierfiir

2NN'-w+2NA, = 2a®x (sin ¢” — sin 79,
und da

ot g O A

2
: » @’ — ! r[f 4 ¥ (r:r
und sin @ — sin ¢’ = 2 sin 4 = 4 cos 5
ist, so erhiilt man
( i e f i
a? sin i f
Nk i 2
Bl MN

Setzt man hier den Werth (23) ein, so ergiebt sich schliesslich

£ ([‘lf — {ﬁl {’ll ey ([f
2 a sin ) - tan ~
9 r T AL S -
(3()) A\‘ll =N j’; e P — @’

Theilt man dann die Strecke A, B, in ebensoviele gleiche Theile,
als der Bogen AB Grade hat, so bekommt man die Punkte,
dareh welche die Abbildungen der einzelnen Parallelkreise gehen.
Die Abwickelung des Kegels ist dann leicht zu bewerkstelligen.

10%
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19. Besondere Vorziige haben diese Murdoch’schen Projektio-
nen, wie schon oben angedeutet, in keiner Weise. Zu Gunsten der
zweiten kann man allerdings die Binfachheit ihrer Konstruktion
and dann den Umstand anfiihren, dass sie in gewissem Sinne per-
spektivisch ist, also ein anschauliches Bild gewihrt. Doch wiirde
dies bei ilrer Verwendung zu geographischen Zwecken nicht son-
derlich ins Gewicht fallen; hochstens fir die Anfertigung von
Sternenkegeln konnte es heachtenswerth sein.

Fiir schmale Zonen geben iibrigens diese Methoden ganz brauch-
bare Netze, ein Vorzug, der freilich auch den iibrigen Kegelprojek-
tionen zukommt. Ueber mehr als 8 bis 10 Breitengrade darf man
die Karte aber nicht ausdehnen, wenn man grissere Fehler ver-
meiden will.

V. Die Kegelprojektion von Albers.

90. Die Forderung, welche Murdoch an seine Karten stellt,
dass nimlich die Gesammtfliche der dargestellten Zone in ihrer
richtigen Grisse abgebildet werden soll, ist eigentlich eine ziemlich
unwesentliche. Wichtiger wiirde es sein, die Uebertragung aaf den
Kegel so zu bewirken, dass alle Flichentheile auf der Kugel den
ihnen entsprechenden auf der Kegelfliche gleichkommen.

Fir diese — an sich unbestimmte — Anfgabe hat im An-
schlusse an die Murdoch’schen Konstruktionen, H. C. Albers in
Liineburg eine Losung gegeben, bei welcher vorausgesetzt wird,
dass der Kegel zwei Parallelkreise mit der Kugel gleich lang hat.

Vergl. Ueber Murdoch’s drey Kegelprojektionen. Zachs monatl,
Korrespondenz, Febr. und Nov. 1805. Beschreibung einer neuen
Kegelprojektion. Daselbst, Nov. 1805.

Wir geben hier in Kiirze die Theorie dieser Projektion, die
eigentlich in das vierte Kapitel, zu den #quivalenten Abbildungen
gehort.
91. Sind @' und @'/ die Breiten der beiden Parallelkreise,
welehe auf der Karte in ihrer wahren Liinge dargestellt werden
sollen, und bedeutet I die Seite des abgestumpften Kegels, welcher
die zwischen beiden Kreisen liegende Zone darstellt, so wird die
Bedingung, dass die Gesammtflichen der Kugelzone und der Man-
telfiiche des abgestumpften Kegels gleich sein sollen, durch die
Gleichung ausgedriickt

am (cos @' -+ cos @)l =2 a? = (sin " — sin 9’),

aus welcher sich nach einigen einfachen Transformationen ergiebt
q.fl Lk o (Ff

ey
ein Werth, der sich hochst einfach konstruiren lisst, wenn man
im Halbirungspunkte des Meridianbogens, der zwischen beiden Pa-
rallelen liegt, eine Tangente an denselben legt und diese beiderseits
bis zu den Schnittpunkten der Halbmesser verlangert, welche nach
den Endpunkten des Meridianbogens gehen.

99, Bezeichnet man mit 7' und »* die Halbmesser, mit denen
anf der Karte die Abbildungen der erwihnten Parallelkreise ge-

(26) { =2 a tan
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schlagen werden, so miissen sich beide verhalten, wie die wahren
Lingen der Umfinge der Parallelkreise. Dies giebt die Projektion

r'ir" —=cos @' cos @
Da aber 7 — ' — [ ist. so kann man hieraus leicht die
Werthe von #* und »"* ableiten:
} l cos @' : a cos ¢’
T e8P —cosy’ |, @@ g'_g
sin — ¢OoS .
2 2 2
(21) : i i
o [ cos @ @ cos ¢
T cos ' —cos P’ . @' @" Pl P
sin cos :
2 2

Es ist iibrigens leicht, diese Werthe
zu konstruiren. Triigt man auf einer Ge-
raden (Fig, 57) die Strecke A'B’'=1 und
darauf senkrecht die Gerade A'A und B'B
gleich den Halbmessern der beiden Parallel-
kreise von den Breiten @' und ¢“ab, zieht
dann AB und verlingert diese Gerade bis
zu ihrem Schnittpunkte O mit der Verlinge-
rung von A’'B’, so ist

OA! =l vnduflB =5 it

23. Jeder der beiden Parallelkreise von den Breiten ¢’ und
@', und so auch jeder der andern Parallelkreise, wird dureh einen
Bogen von

:;'igl. bT.

3600 - k&
dargestellt, wo % aus der Proportion
riraeos'P =1k
gegeben ist. Hiernach ist
: P
(28) k= sin 5 cos =

24. Es handelt sich jetzt noch um die Ermittelung des Halb-
messers #, mit welchem vom gemeinsamen Centrum aus die Abbil-
dung eines beliebigen Parallelkreises von der Breite ¢ -zu be-
schreiben ist.

Wir wollen uns zu dem Zwecke die Differenz »' — » in n
gleiche Theile

)
getheilt denken, wo # eine sehr grosse Zahl ist. Ks moigen ferner
den' Radien
¥, ¢ —9, r—28 ..., ¥ —(m—1)d, »—nd=r
die Breiten
i . )
7, Py ¥ 2, S Fn— g
entsprechen,
Die Bedingung, dass die schmalen Kegelzonen von der Hohe 0
gleich sind den Kugelzonen von den Breitendifferenzen
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i
Pt Py Py = Pyi T Py e e P R

wird dann, wenn man den Faktor 27 weglisst, durch die Gleich-

ungen ansgedriickt:

il ) = a2 (sin @, — sin @)
(r' —0)kd = a? (sin ¢, — sin @,)
(" —28) kéd = a? (sin @3 — sin ¢,)

[r* — (n--1)2] kd = a? (sin ¢ — sin Pp—1).
durch Addition dieser Gleichungen ergiebt sich aber
(29) [wr'—(1+24...4 0n—1)8] kd =a®(sin ¢ —sin §').
Hier ist zuniichst
A in(n—1)
1+24+...4+n—1= 5

und es geht daher der mit 40 multiplicirte Ausdruck aunf der linken
Seite von (29) in
iw(n—1) ; thmss

2 o ="' — (n—1) 5

R
i rr' — 1 — )

n J 2

‘
s ==

oder in

iiber und die linke Seite von (29) wird also
[ / W e
Lr‘— | — —) - |,/.'.1:EJ.
s n 2 ]
d. i., wenn man fiir %0 seinen Werth setzt und » dann iber alle

: 1 X
Grenzen wachsen liisst, wodurch = () wird,

i
P — ; r'2 — 2
(a" — 5 ) L' —r)= 5 k.

Setzt man diesen Werth in die Gleichung (29) ein, so er-
giebt sich

s
A rag Qi s ;
5 k= «® (sin ¢ — sin @)
oder
; 2% o :
(30) P2 — '? — —— (sin @ — sin ¢'),
; k
Setzt man ¢ = @', so erhilt maun
2 q?

el R (sin ¢*° — sin @)
ke
und aus diesen beiden letzten Gleichungen folgt weiter
Righ’ - 4
(31) p2 == "% - —— (sin @' — sin ).
; k
Die Gleichungen (30) und ("“,) dienen zur Berechnung von #;
man kann aber diesen Werlh auf Grund derselben Gleichungen auch
konstrairen.
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25. Dieses Verfahren liefert Karten, bei denen die Verzerrung
nicht sehr bedeutend ist, wenn man sich nicht iiber etwa 5° von
jedem der beiden Parallelkreise entfernt, welche in ihrer wahren
Grosse abegebildet werden. Die Entfernungen kénnen dann ohne
merklichen Fehler mit Hilfe eines in gleiche Theile eetheilten
Maassstabes gemessen werden. Genau genommen werden die Ent-
fernungen von Nord nach Sid in der Mitte der Karte verg
diejenigen von West nach Ost aber verkleinert, wihrend jenseits
der Parallelkreisse, welche unverindert bleiben. die T‘":!I‘llt'k_‘_'x‘!':llli'.
umgekehrt ist, von Nord nach Siid Verkiirzung, von Ost nach West
Verlingerung eintritt. Diese Fehler werden um so bedeutender. je
weiter die beiden Parallelen von der Breite ' und @* von einan-
der entfernt sind, wogegen sie natiirlich von der Erstreckung der
Karte in der Lingenrichtung unabhiingig sind, eine Eigenschaft, die
iibrigens allen Kegelprojektionen zukommt.

Setzt man das Kartennetz bis zum Pole und bis zum Aequator

‘|".-<_-‘|_-g'f,

fort, so wird ersterer (¢ = 90°) durch einen Kreis dargestellt, des-
sen Halbmesser durch die Gleichung

: 2a?

Pl e sin ¢*'

90 i
geben wird, wihrend der Halbmesser, mit welchem der Aeqnator
gezeichnet wird, durch

POl == SE= i] 5 sin ‘I’ﬂ}

hestimmt ist.
Unsere Fig, XIX anf Taf. Il stellt ein solches vom Pol bis
Zum .\f'-!I!:IhJ]‘ sich erstreckendes Gradnetz « bei welchem die

Parallelen von 30° und 60° Breite in wahrer Grisse abezebil-

det sind.

Es mag noch bemerkt werden, dass Christ. Gottl. Rei-
chard diese Projektion bei seiner im Jahre 1817 in Niirnberg ver-
offentlichten Generalkarte von Europa in Anwendung gebracht hat.

VL Lambert’s iquivalente Kegelprojektion.

26. Denselben Zwecke, dass nimlich alle einzelnen Flichen der
Karte gleich den entsprechenden Flichen der Kugel sein sollen, er-
reicht man auch, wenn man

; (
(32) r=2a Ym - sin ( 45° — i
”C!Efi-
33) r2 =2 a?>m (1 — sin ¢)
setzt.

Denn bedeutet 7y den Werth des Halbmessers, weleher zu dem
ein wenig grosseren Winkel @, gehirt, so ist

r; = 2a%m (1 — sing,).
folglich
r® — ;=2 a? m (sin @, sin o)
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Aus dieser Gleichung ergiebt sich aber
{0 =)

und hier driickt die rechte Seite die Oberfliche der Kugelzone aus,
welche zwischen den Parallelen von der Breite ¢ unnd ¢’ liegen,
ganz gleich, wie gross die Differenz ¢; — @ ist. Die linke Seite
aber bezeichnet den Flichenstreifen der Karte, der zwischen den
beiden koncentrischen Kreisen von den Halbmessern # und », liegt,
wenn wir beide in der Ausdehnung von

360°

m

™ F ~
el 2 a?m (sin @, — sin @)
mw

zeichnen. Beide Flichen sind also gleich, und damit ist die Aequi-
ralenz bewiesen.

isst sich leicht zeich-

ST B 97
27. Die Grosse 2 a sin (457 ——- | |

nen, sie wird nimlich dargestellt durch die Sehne des Meridianes,

welche den Punkt von der Breite ¢ mit dem Pole verbindet.

Was die Grosse m anlangt, so haben wir schon gesehen, dass
der Umfang eines Parallelkreises aunf der Kugel durch den m ten
Theil eines mit dem Halbmesser # beschriebenen Kreises auf der
Karte dargestellt wird. Es geht daraus hervor, dass m die Seite
des abzuwickelnden Kegels, dividirt darch den Halbmesser seiner
Basis, darstellt. :

Die Bestimmung von i kann auf die Weise erfolgen, dass auf
einem bestimmten Parallelkreise von der Breite ¢, die Liingen-
grade im richtigen Verhiiltnisse zu den Breitengraden abgebildet
werden.

Ist A ein verschwindend kleiner Liingenunterschied, so hat der
zugehirige Bogen des Meridiangrades von der Breite ¢, -die Grosse
@ cos ¢, - A; die Abbildung dieses Bogens dagegen hat die Griosse
13 wenn #; den zu ¢, gehirigen Werth von » bezeichnet.

m
s sei ferner ¢ eine Breite, die nur wenig geringer ist als
@¢,, dann ist der zugehirige kleine Meridianbogen @ (9, — @) und
die Abbildung desselben ist # — 7, (weil offenbar » grosser als
¥, ist).
Obige Forderung giebt dann die Proportion
ry A ,
r— 1y =a (P, —P) :acos @, A,
m

aus welcher folgt
(34, e =L iy "y

P, — @ m cos ¢,

Die rechte Seite dieser Gleichung geht, wenn man

- (
vy == 20 Vi sin (—lfa" - {;)

und
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cos @, = sin (90 — ¢ ,) = 2 sin (rl;’;“ b qé‘) cos (d."“ — q—;l>

setzt, in den Ausdruck
a

LBUeia 0‘_.-“,"'1

m cos | 45
\ 9

iiber. Auf der rechten Seite dagegen ist

S \

sin (450 — 2) — sin (4:,0 g ‘g' ‘)]
- o )

=2a Vm - 2 cos (l;’:“ s [1 "P1) sin pa! 4——r£

und da fir ¢, — ¢ =20

r—r,=2a Vm

¢, — @
1
(f]] AT r)'1

ist, so ist der Grenzwerth, in den die linke Seite der Gleichung

(34) fir ¢, — ¢ = 0 iibergeht,

: 7 @
a Vimcos  45° — =1

( 2),

J

4 sin

und diese Gleichang liefert also den Werth von m

(35) == I .

cos'zl‘(-l5° — t{;’)
28. Diese Projektion, die man als eine Kegelprojektion be-
trachten kaonn, aber nur wenn m grosser als die Einheit ist, ist
von dem deutschen Mathematiker Joh. Heinrich Lambert in
Berlin angegeben worden. Vergl. dessen Beitrice zum Gebrauche
der Mathematik und deren Anwendung. Berlin 1772.
Wir kommen spiter nochmals auf diese Projektion zuriick,
welche uns auf Taf., 1V, Fig. XX zeigt.

VIL. Lambert’s konforme Kegelprojektion.

29. Diese Methode wird uns ebenfalls spiiter, in dem Kapitel,
welches die konformen Projektionen behandelt, noch weiter beschif-
tigen; insbesondere werden wir dort sehen, wie sich die Sache ge-
staltet, wenn man statt der Kugel ein abgeplattetes Rotationsellip-
soid in Betracht zieht.

Bei dieser Methode werden die Meridiane auf der Karte durch
gerade Linien dargestellt, die von einem festen Punkte O ausgehen,
und welche unter sich Winkel einschliessen, welche das mfache von
den Winkeln sind, welche die Meridiane anf der Kugel miteinander
bilden.

Die Parallelkreise werden durch Bogen dargestellt, deren Mit-
telpunkt O ist, und zwar gehdrt zum Parallelkreise von der Breite
@ der Halbmesser
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(T YA PN\

o /
(36) r = ¢ tan | 459 — 5

In dieser Gleichung sind ¢ und p konstante Grossen, von de-
nen die erstere natiirlich nur den Maassstab der Karte beeinflusst.
Die Bedeutung von p kennen wir bereits; wir werden aber spiter
noch sehen, wie man diese Konstante so bestimmen kann, dass
noch gewissen Nebenbedingungen geniigt wird,

30. Wir miissen jetzt zuniichst zeigen, dass diese Methode
eine konforme Abbildung liefert.

Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die Konfor-
mitdt ist aber die folgende: Sind P, und M zwei Punkte der
Kugelfliche, welche dem Punkte P benachbart sind und von  denen
der erste mit P auf demselben Meridiane, der letztere aber mit P
auf demselben Parallelkreise liegt, und bedeuten ferner P, P, und
M* die Projektionen von P, P, und M, so muss die Gleichung

> Iy o 4
(.37) -{ll—_—_]'![
PM P'M
um so genauer richtig sein, je kleiner die Strecken PP, und PM
sind, und sie muss in aller Strenge bestehen, wenn dieselben beide
gleich Null sind.

Bezeichnet man nun das Komplement der Breite, 90° — @,
mit % und nimmt man an, dass zu P der Werth ¢, zu P, der
Werth 7z, gehort, so ist

) — 'r. P .
PPy =a (% — %) :
und wenn man ferner die Lingendifferenz von P und M mit A, — A
bezeichnet, so ist
) ] — a1 n
PM = a (A; — 1) sin .
Die linke Seite von (37) liefert also den Bruch
P e
(Ay —A) sin
Ferner geht (36) iiber in
)

(36a r=c¢tan® =,

(362) -
und wenn man den zu ¢, gehorigen Werth von » mit », bezeich-
net, so sieht man leicht ein, dass

PR =upc iy
ist. Ausserdem ist nach der fritheren Feststellung
g TR C}\,[ —~ &)

Sonach geht die Bedingung der Konformitit (37) iber in die

Gleichung

. X — % — L a0 o .
(Ay—A) sin % pr (A, —A)’
streicht man beiderseits A, — X, so nimmt die Gleichung die Ge-
stalt an
oo ry —t T
38 : = — ¥ — %= 0.
(95) r (6, — %) sin 7’ X %

e
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Nun ist

tan Ky P
it g ¥
§i s a
tan 2
oder, was dasselbe ist,
tan X1 — tan X\M
?‘I—l 1 2 2
Lot = |1+
P %
tan h

Bezeichnen wir den Brueh in der Klammer auf der rechten Seite
dieser Gleichung mit 2, so kann man statt dieser Gleichung auch
schreiben

1

'_':(] :"-“

und wenn man rechts nach dem binomischen Satze entwickelt und
beiderseits die Einheit weglisst, so wird

(39) Pt ot o pelperd) oy Mlp—1)(p ) i m
’ ; R B 1.2 .3 s
Diese Gleichung dividiren wir mit %; — % und erhalten dann

links denselben Ausdruck wie in Gleich. (38). Rechts aber kin-
nen wir schreiben
(40) 2 (,u +.Lt (‘u-”-;—{— (e —1) ['“1_“ S Tt
Yi—wN. 1 1-2 123 /
Nun ist

G AGL) L G
: tan 5 tan 5 sin 3 (% — %)

— 3 (x1s — %) 2 sin § g cos § %y

lv?\)

R~ 50 n ¥

lisst man aber 7, in 7 iibergehen, so wird
sin F(%0: —= %) S
1w " 5o
00—
und man bekommt also

2 ) 1 ! 1
K= X% 2 sin % cos 7’ AL
2 2
Mithin erhialt man fir 9, — % = 0 statt (39) die Gleichung
(“) : ;.1-7 ’ /g .-I <IL—:-- ‘[_([II!.{"[).;_}_
Gy =) 7" sy N 12

(e — 1) (p —2) _
1-2.3 R o
Nun ist aber fir %, — % = 0 auch

~2 |
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%
2

=0,

tan — tan -

%1
2

o

I

tan X

2
und es verschwinden also in (41) die mit 2 multiplicirten Glieder.
Daraus folgt nun allerdings noch nicht, dass auch ihre Summe ver-
schwindet; denn wenn p keine ganze Zahl ist, so ist die Anzahl
dieser Glieder unendlich gross und die Summe einer unendlichen
Anzahl von Gliedern, welche einzeln sich der Grenze Null unbe-
grenzt nihern, kann alle moglichen Werthe haben. In der letzten
Nummer des §. 4 haben wir z. B. gesehen, dass di¢ Ellipsenfliche
durch eine Summe von unendlich vielen schmalen Streifen darge-
stellt werden kann, deren jede in Null iibergeht. In unserem Falle
aber ist

Moo —1) T:_}_pt(}uﬁ 1) (0 —2) R

T R 1:2-3 .
e )y ple—1) (p—=2) ., )
_"( 1.2 ! 1:9+3 sl

und hier ist die Summe der eingeklammerten Reihe jedenfalls eine
positive Grésse, welche kleiner ist, als die Summe der Binomial-
koefficienten
B opp—1)  pp—1) (p—2)
b s Ly 1-2-3 il
Diese Summe hat aber den Werth
(14 1)* = 2&

Multiplicirt man diesen endlichen Werth mit 2 = 0, so er-
hilt man das Produkt Null. Grosser kann die Summe der mit 2
multiplicirten Glieder in (41) auch nicht sein, und da dieselbe auch
nicht negativ sein kann, so muss sie den Werth Null haben. Mit-
hin erhilt man aus (41) das Ergebniss

L i
(¢, —)r siny’
iibereinstimmend mit Gleich. (38).

Sonach liefert die Lambert’sche Methode in der That eine kon-
forme Abbildung.

31. Die lineare Vergrosserung in dem Punkte von der
Breite @ und der Linge A wird durch die Gleichung

Lol ]J!])‘i i Pi";}I’
S EFp, T PR
bestimmt. Aus den in voriger Nummer angefiihrten Werthen von
P'M' und PM ergiebt sich

;- . @

(42) T LTI VR e (fl:’)“ — f)'
@ cos @ a cos @ 2

Die Flichenvergrdsserung hat den Werth »2.
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Beide Werthe sind von der Linge A unabhiingig, wie dies bei
allen Kegelprojektionen der Fall ist.

32. Die Bestimmung der Konstanten pu kann mittels
der Bedingung erfolgen, dass auf zwei bestimmten Parallelkreisen
von der Breite @ und ¢‘¢ das Verhiiltniss der Lingengrade auf
der Karte und anf der Kugel einen und denselben Werth hat.

Bezeichnen #* und #* die zu ¢’ und ¢* gehdrigen Werthe von
r, die wir analog (36a) uns in der Form

f i
¢ = ctan ¥ ):’ und 7 = ¢ tan ¥ 'X“)

denken wollen, so miissen diese beiden Radien sich wie die Radien
der beiden Parallelkreise

@ sin 7' und a sin
auf der Kugel verhalten. Dies giebt die Gleichung

]

‘

%

tan X\F 2 ‘
2 __siny
A I 1

tan 5

aus welcher sich ergiebt
a __ lsingog' — 1 sin "
('1" | Xi Xu' -
i ot L I =
{ tan 5 l tan )

In dieser Gleichung kann man selbstverstindlich statt der na-
tiirlichen Logarithmen, die durch das Symbol / angedeutet werden,
anch gemeine Logarithmen nehmen.

Auf Taf. IV zeigt Fig. XXI1 die ganze Erdoberfliche unter der
Voraussetzung p = 3.

§. 16.

Modifikationen der Kegelprojektion.

1. Von den im vorigen Paragraphen betrachteten Projektionen
stehen einige nur sehr lose mit der Abwickelung eines Kegels in
Verbindung; bei den heiden letzten z. B. kann man die Ricksicht
auf den Kegel ganz ausser Acht lassen, ohne damit einen wesent-
lichen Punkt ihrer Theorie zu vernachlissigen.

Derartige Projektionen, bei denen die Abwickelung des Kegels
cigentlich keine Rolle mehr spielt, die aber doch mehr oder min-
der mit den Kegelprojektionen verwandt sind, wollen wir in diesem
Paragraphen noch eine Anzahl besprechen. Sie sind meist hervor-
gegangen aus dem Bestreben, eine grossere Genauigkeit in der kar-
tographischen Darstellung zu erreichen, als durch eine eigentliche
Kegelprojektion moglich ist.

I. Die zweite Projektion des Ptoleméus.

9. Ptolemiius hat im 24. Kapitel des ersten Buches seiner
Geographie ausser der im vorigen Paragraphen erwiihnten noch

¥

e s = D

ey
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eine zweite Kartenprojektion beschrieben, die er fiir vorziiglicher
hilt als die erste.

Ptolemiius begrenzt die damals bekannte Erdoberfiiche siidlich
durch den Antiparallel von Mero, 16° 30 siidl. Breite, ndrdlich
durch den Parallel von Thule, 63° nordl. Breite. Ziemlich in der
Mitte liegt der Parallel von Syena, 23° 50’ nordl. Breite, und wenn
man sich daher das Auge eines Beobachters in der Ebene dieses
Parallels denkt, so erscheint der Aequator als eine Linie, die ihre
konkave Seite nach Norden kehrt und deren Mitte 2389 siidlich
von der Mitte der Karte liegt. Diese Idee hat Ptolemiius, wie es
scheint, bei seiner iibrigens willkiirlichen Konstruktion geleitet,
(Fig. 58).

Als Einheit dient die Grésse eines Aequatorgrades. Man be-

Fig. 58. schreibt nun zundchst um den Mift.el-
: punkt M mit dem Halbmesser 90 einen
Kreis, zieht in demselben den Halbmes-
ser MB und einen darauf senkrechten
MC, trigt auf der Riickwirtsverlinge-
rung des letzteren MA = 232 ab und
bestimmt nun den Mittelpunkt O des
Kreises, der durch B, A4 und den Punkt
B' geht, der B diametral gegeniiber
liegt. Zu dem Zwecke halbirt man AB,
errichtet im Halbirungspunkte eine Senk-
rechte auf AB wund verlingert diese,
bis sie die Verlingerung von MC in O
schneidet,

Zur Berechnung von A0 hat man

MA 9233
tan ABM — _Jl}f s 90

MB
/ — =1y T
MO tan 2 - 149 51° 197, 79,

A0 = 23,86 4 157,79 = 181,65,

wofiir Ptolemiius 181} rechnet. Trigt man dann noch von OA
aus nach Siiden AN = 16} und nach Norden A7 == 63 ab und
schligt von O als Mittelpunkt aus durch die Punkte A, N, M und
T' Kreisbogen, so reprisentiren dieselben den Aequator und die
Parallelen von 165 siidl, Breite (Antiparallel von Mero@), 238 ° und
und 63° nordl. Breite (Syena und Thule). Die gerade Linie ON
stellt den ersten Meridian dar. Ferner trigt man auf dem.Aequa-
tor die Liinge der einzelnen Grade ab, auf den iibrigen Parallelen
aber diese Lingen multiplicirt jedesmal mit dem Cosinus der Breite.
Verbindet man alsdann die Punkte gleicher Linge aus freier Hand
durch eine stetige Kurve, so erhilt man die Abbildungen der ver-
schiedenen Meridiane. — Ptolemdus giebt seiner Karte iibrigens
eine Liinge gleich 180 und eine Breite gleich 90.

, also ABM — 140 51/,
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II. Bonmne’s Projektion.

3. Diese Projektion blieb so ziemlich ganz vergessen, bis nach
dem Wiederaufbliilhen der Wissenschaften und nach dem gewaltigen
Impulse, welchen die Entdeckungen der Spanier und Portugiesen
der geographischen Wissenschaft gegeben hatten, Bernhard de
Sylva im Jahre 1507 in Venedig eine meue Ausgabe der Geogra-
phie des Ptolemiius herausgab, wobei er das Gradnetz des Ptole-
miius erweiterte um die neuen Entdeckungen einzeichnen zu kinnen.
Das ganze Verfahren erfuhr dann duorch verschiedene Geographen,
namentlich durch Petrus Apianns (Peter Bienewitz oder Benne-
witz, 1403 in der Gegend von Leisnig in Sachsen geboren, gestor-

ben 1552 in Ingolstadt), Orontius Findus (1532), Guillaume
le Testu (1566) mancherlei Modifikationen, so dass schliesslich
die Projektion entstand, welche man gewdhnlich als die Bonne’-
sche bezeichnet, weil der franzosische Geograph Rigobert Bonne
(1727 — 1795) im Jahre 1752 zuerst ihre wesentlichen Vorziige
hervorgehoben hat.

4. Die Haoptpunkte bei dieser Projektion sind folgende:

Die Parallelkreise erscheinen als koncentrische Kreise;

der erste Meridian wird durch eine gerade Linie dargestellt,
welche alle Parallelkreise rechtwinklig schneidet;

der gemeinsame Mittelpunkt der verschiedenen Parallelkreise
liegt auf dem ersten Meridiane in solcher Entfernung vom mittle-
ren Parallel, als wire die Karte die Abwickelung eines Kreiskegels,
der die Kugel lings dieses Parallels berihrt. Ist also ¢‘ die Breite
des mittleren Parallels, so ist

r!= a cot @’
der Halbmesser, mit welchem der mittlere Parallelkreis aunf der
Karte beschrieben wird.

Die Abschunitte, welche die einzelnen Parallelkreise auf dem
ersten Meridiane bilden, sind den wirklichen Meridianabschnitten
auf der Kugel gleich.

Die einzelnen Grade auf den verschiedenen Parallelkreisen ha-
ben ebenfalls auf der Karte dieselbe Grosse wie auf der Kugel,
und die Meridiane sind deshalb, mit Ausnahme des ersten, simmt-
lich krumme Linien.

5. Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich, dass der Halbmesser
des Parallelkreises von der Breite ¢ durch die Gleichung

r="acot '+ a(p —¢)

gegeben ist.

"~ 6. Da man ferner einen verschwindend schmalen Streifen zwi-
schen zwei Parallelen von der Breite ¢ und ¢, auf der Kugel be-
rechnet, wenn man die Linge des Parallels von der Breite ¢ mit
a (¢, — @) multiplicirt, und da beide Lingen auf der Karte in
ihrer wahren Grosse und rechtwinklig zu einander erscheinen, so
wird ein solcher Streifen in seiner wahren Grosse auf der Karte
abgebildet. Was von dem einen Streifen oder einem bestimmten
Theile desselben gilt, gilt auch von einer Summe solcher Streifen
oder bestimmter Theile derselben. Und da man jede Fliche auf
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der Kugel sich in schmale Streifen in Richtung der Parallelkreise
zerlegt denken kann, so folgt, dass jede Fliche anf der Kugel auch
anf der Karte in ihrer wahren Grisse erscheinen muss; die Bonne’-
sche Projektion liefert also eine #quivalente Abbildung und
wird daher im niichsten Kapitel, namentlich was die Ausdehnung
des Verfahrens auf das Sphiroid betrifft, nochmals besprochen
werden.

7. Diese Darstellungsweise ist seit Bonne vielfach in Anfnahme
gekommen und namentlich zur Abbildung ganzer Erdtheile beliebt.

Auf Taf. 1V ist in Fig. XXIl die nordliche Erdhilfte in dieser
Weise dargestellt, wobei als mittelster Parallelkreis der von 45°
angenommen ist. Man wird freilich die Bonne’sche Projektion
nicht in solchem Umfange wirklich anwenden. Die Figur zeigt
aber recht deutlich, wie in der Nihe des ersten Meridianes nnd des
mittelsten Parallels die Formen gewahrt werden, wiithrend weiterhin
merkliche Verzerrungen sich geltend machen.

III. Die Sanson-Flamsteed’sche Projektion,

8. Dieselbe ist nur ein besonderer Fall der vorigen. Wenn
man nimlich als mittelsten Parallel den Aequator nimmt, so fillt
der Punkt, von welchem aus die Abbildungen der Parallelkreise zn
beschreiben sind, in unendliche Ferne uand die Parallelkreise er-
scheinen danu als gerade Linien, die senkrecht auf dem ersten Me-
ridiane stehen.

Auf Taf. IV ist in Fig. XXUI die ganze Erdoberfliche in dieser
Weise dargestellt. Der erste Meridian erscheint in seiner wahren
Linge, die darauf senkrechten, in Form von Geraden sich darstel-
lenden Parallelkreise haben ebenfalls ihre wahre Linge, der Aequa-
tor ist also doppelt so lang als der erste Meridian. Die verschie-
denen Meridiane theilen die Parallelkreise in gleiche Theile, auf
der Karte von 10 zu 10 Grad.

9. Begeichnet man den Abstand des Parallels von der Breite
¢ vom Aequator mit %, dagegen mit # den Abstand eines Karten-
punktes vom ersten Meridiane, so ist fir den Punkt von der geo-
graphischen Breite ¢ und der Linge A

x=a A cos ¢ und Yy=aP;
mithin wird der Meridian von der Liinge A durch die transcendente
Kurve
Y
a
dargestellt, Da man diese Gleichung auch in der Form

: T Y
4::«.}\51:1( LI

2 @

T —a A cos

schreiben kann, und da

Y

a

eine Sinusoide darstellt, so hat D’Avezac diese Projektion nach
der Gestalt der Meridiane als sinusoidale Projektion be-
zeichnet.

=k sin
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10. Nach dem was im ersten Kapitel in der Theorie der Ke-
gelschnitte mitgetheilt worden, bedeutet der Grenmwerth, dem sich
der Ausdruck

.l_‘] —
Yoy — Y
nihert, wenn %, — y in Null iibergeht, die trigonometrische Tan-

gente des Winkels 7, den die geometrische Tangente der Kurve im
Punkte (x, y) mit der positiven Richtung der Achse der y, also
hier mit dem ersten Meridiane bildet.

Nun ist
- i /
@ A ((_‘05 Y1 — CO0S Y
5 bt et 43 14
Yo — Y Wi =N
T AR 7 e S
sin 1 gin - "
7 2¢
= — X
i W
'2”
und dieser Ausdrnck geht fir y, — » = 0 in
L, — & LA
1 = — A sin
Wy — U 7
Y amw G
iiber. Fir y = - erhilt man
Ty — & iy
Y1 — ¥

eine Gleichung, durch welche der Winkel bestimmt wird, den der
Meridian von der Liinge A im Pole mit der y-Achse bildet. Fiir
den letzten Meridian der Fig. XXIII ist A = m, daher ergiebt sicl
fiir den Winkel T der Werth

1807 — 729 20° 36"

Die beiden dussersten Meridiane schneiden sich daher im Pole
unter einem Winkel von

1440 41" 12%.

11. Diese Projektion wurde von Nikolas Sanson aus Abbe-
ville erfunden, der sich ihrer beim Entwurfe der Karten von Eu-
ropa, Asien, Afrika nnd Amerika bediente, die er im Jahre 1650
veroffentlichte.

Erst viel spiiter hat auch der englische Astronom John Flam -
steed sie gleichfalls angewandt, und zwar bei den Himmelskarten
in seinem werthvollen Atlas coelestis, der 1629, neun Jahre nach
seinem Tode, zum ersten Male veriffentlicht wurde. Seitdem wird
diese Art der Darstellung hiufig als Flamsteed’sche Projektion be-
zeichnet,

Sie. eignet sich vorzugsweise fiir Linder nicht allzugrosser
Ausdehnung nach Breite oder Linge, die vom Aequator durch-
schnitten werden, und ist namentlich fir Karten von Afrika sehr
beliebt.

Gretschel, Karten-Projektion, I
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Neuerdings ist dieselbe ibrigens als angeblich neu unter dem
Namen ,isographische Projektion** vom Medicinalrath Mohr in der
am 6. Februar 1865 abgehaltenen Sitzung der Niederrheinischen
Gesellschaft fiir Natar- und Heilkunde zur Darstellung der ganzen
Erdoberfiiche empfohlen worden. Dazu diirfte sie sich indessen
weniger eignen.

IV. Die diquivalente Projektion von Joh. Werner.

12. Man erhiilt das Gegenstiick der Sanson’schen Projektion,
wenn man den Kegel statt in einen Cylinder in eine Ebene iiber-
gehen lisst, welche die Kugel im Pole beriihrt. Da die Spitze des
Kegels alsdann mit dem Pole zusammenfillt, so ist der Radius,
mit welchem die Abbildung eines Parallelkreises zu beschreiben
ist, gleich dem Meridianbogen zwischen dem Parallel auf der Kugel
und dem Pole:

: (= h
re=q G (p) = aYs

die Parallelkreise werden in ihrer wahren Liinge abgetragen. Es
erscheint demnach der Quadrant des Parallelkreises von der Breite
¢ als ein Bogen, dessen Centriwinkel
=900 25X __ gpo 22X
_i.

ist. In diesen beiden Formeln ist natiirlich der Faktor, beziehent-
lich Divisor 7 in Bogenmaass auszudriicken, 1° = 0,0174533. Die
folgende Tafel enthilt die Werthe von @ fiir die verschiedenen
Werthe von 7 von 0 bis 180° von 10 zu 10 Grad.

Y @ f % @

0° | 90° 0‘f 100° | 50° 45
10 89 8l 110 | 44 3
20 TR T T RO T S |
30 8 57 | 130 | 30 23
40 g2 “ .59 I 140" 1 25" ‘40
s shiggit il met L4k 40
60 Taan o S L BT of
70 69 . 12 1170 - 4 B0
80 R L O A i

90 LABY 18

Auf Taf. IV zeigt uns Fig. XXIV®eine Darstellung )der halben
Erdoberfliche nach diesem Verfahren.

13. Dasselbe riihrt von dem deutschen Geometer Johann Wer-
ner (1468 — 1528) aus Niirnberg her, der im Jahre 1514 bei Ge-
legenheit einer UebersetzungBund Erklirung des ersten Buches der
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Geographie des Ptolemiius drei Projektionsarten aufgefiithrt hat, von
denen die vorstehende die zweite ist.

Die beiden anderen Projektionen haben mit der obigen das
gemein,

dass die Abbildungen aller Parallelkreise Kreishogen mit dem
einen Pole als gemeinsamem Mittelpunkte sind;

dass die Abstinde dieser Bogen von einander gleich sind den
Meridianbogen, welche auf der Kugel zwischen den einzelnen Meri-
dianen liegen, und y

dass die Grissen der Lingengrade anf verschiedenen Parallel-
kreisen auf der Karte in demselben Verhiltnisse stehen, wie auf
der Kugel.

Bei der ersten von Werner angegebenen Projektion wird aber
der Aequator durch einen vollen Kreis dargestellt, bei der dritten
durch einen Bogen von 240°; wihrend er bei der zweiten als ein
Bogen von 229° 11’ erscheint. Es sind daher bei der ersten so-
wohl als bei der dritten Projektion Werners die Parallelkreise im
Verhiiltniss zn den Graden des ersten Meridianes zu gross.

Nur die zweite dieser drei Darstellungsweisen erscheint als
besonderer Fall der Sanson’schen und ist dahar Aquivalent.

V. Die polykonischen Projektionen.

14, Die verschiedenen Kegelprojektionen eignen sich alle vor-
zugsweise zar Darstellung einer schmalen Zoune, die auf beiden Sei-
ten eines Mittelparallels liegt, welcher von den Meridianabbil-
dungen rechtwinklig geschnitten wird.

Handelt es sich aber um die Darstellung einer viele Breiten-
grade umfassenden Partie der Erdoberfliiche, so liegt der Gedanke
nahe, dieselbe in verschiedene Zonen zu zerlegen, die nur eine ge-
ringe Breitenausdehnung besitzen und fiir jede dieser schmalen
Zonen einen anderen Kegel in Anwendung zu bringen, worauf man
das System dieser abgestumpften Kegelflichen abwickelt. Wenn
man dabei die Breite der einzelnen Zonen verschwindend klein an-
nimmt, so erscheint jeder Parallelkreis in der Ahwickelung als ein
Kreishogen, dessen Mittelpunkt die Spitze des Kegels ist, der die
Kugel lings dieses Parallelkreises beriihrt, und die ganze Karte
liisst sich nach folgenden Regeln konstruiren.

Der erste Meridian erscheint in seiner wahren Linge als gerade
Linie; senkrecht daranf und ihn halbirend steht die Gerade, welche
den Aequator reprisentirt und welche die doppelte Linge hat.
Die verschiedenen Parallelen, auf der Karte wie gewdhnlich von
10 zu 10 Grad angegeben, theilen den ersten Meridian in gleich
grosse Theile. Sie erscheinen iibrigens in ihrer wahren Linge und
als Kreise, deren Mittelpunkte anf den Verlingerungen des ersten
Meridiaves liegen, fiir die nordliche Halbkugel jenseits des Nord-
poles, fiir die siidliche jenseits des Siidpoles. Der Halbmesser
des Parallels von der Breite ¢ ist unter Voraussetzung einer Kugel

r = a cot .
11#
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Wie bei allen Kegelprojektionen sind hier die Liingengrade
auf einem und demselben Parallelkreise von gleicher Grisse, und
zwar behalten sie bei dieser Darstellung ihre wahre Grosse bei.

Die Meridiane sind durch diese [:L’-.tlmmlmyen unzweideuntig

gegeben.
In nachstehender Tabelle geben wir fiir die verschiedenen
Breiten von Grad zun Grad die Werthe des Halbmessers 7, mit wel-

chem jeder Parallel zu beschreiben ist, sowie die Grosse eines
Lingengrades. "Als Einheit dient dabei die Grdsse des Aequator-
grades, daher sich fir den Halbmesser der Kugel der Werth
i =:57.295779
fiir den Halbmesser des Parallelkreises 57,295779 cot ¢ und
fir die Grisse des Lingengrades cos ¢

ergiebt.
~ Grosse des ; Grosse des
Breite Ireite
P Lingen- | Halbmessers P Lingen- Halbmessers
grades. T. grades. wh
0o 1,0000 G0 260 0,8988 117,474
1 0,9998 3282473 21 0,8910 112,449
2 0,9994 | 1640,736 28 0,8829 107,758
3 0,9986 | 1093,268 29 0,8746 103,364
4 0,9976 l'l__'%Q 30 0,8660 | ‘}(],_a )
5 996"~ 354 R0 i
9 0,9962 (1.14,8.14 3 08572 | 95,356
6 0,9945 | 545,133 32 0,8480 91,692
) 0,9925 466,637 33 0,8387 88,228
8 0,9903 | 407,681 3¢ 0,8290 84,944
9 0,9877 361,751 35 0,8192 81,827
10 0,9848 324,940 36 0.8090 78,861
11 0,9816 | 294,761 37 0,7986 76,034
12 0,9781 269,556 38 0,7880 73,335
13 0,9744 248,175 39 0,7771 70,754
7 0.9708 229.801 410) 0,7660 68,282
15 0,9659 213,831 41 0,7547 65.911
16 0,9613 199,814 42 0,7431 63,633
17 0,9563 187,406 43 0,7314 61,442
18 | 09511 176,338 44 0,7193 59,331
19 0,9455 166,399 45 0,7071 57,296
€ 907 =
20 0,9397 157,419 46 0,6947 55,330
21 0,9336 149,261 47 0.6820 53,429
99 | 0,9272 | 141,812 48 0,6691 | 51,58‘.}
923 | 0,9205 | 134,980 49 0,6561 ‘19,8{1!-)
gt 0,9135 | 128,688 50 0,6428 | 48,077

0.9063 122.871

Tl

20
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Breite O e Breite chp
i Lingen- Halbmessers p Lingen- | Halbmessers
grades. ra grades. o
510 0,6293 16,397 710 00,3256 19,729
52 0,6157 14,764 72 03¢ ntm 18,617
5 0),6018 13,175 73 : 17,517
o4 0,5878 11,628 74 16,429
543 10,5736 10,119 19 ,2588 15,352
56 10,5592 38,616 76 0,2419 14,285
57 0,5446 37,208 77 0,2250 13,228
58 00,5299 35,802 15 0,2079 12,179
59 0,5150 34,427 79 0,1908 11,187
G0 10,5000 33.080 S0 0,1736 10,103
61 0,4848 31,760 51 0,1564 9,075
62 0,4695 30,465 82 0,1392 8.052
63 0,4540 29,1941 83 0,1219 7,035
64 0.4:354 27,945 54 0,1045 6,022
65 0,4226 26,717 85 0,0872 5,013
66 0,4067 25,510 86 0,0698 4,007
67 0,3907 24, i.?l 87 0,0523 3.003
68 0,3746 23,14 88 0,0349 2.001
64 0,3584 2F, H'll s9 0,0175 1,000
70 0,3420 20,854 90 0,0000 0,000

15. Die Kouwstruktion des Netzes ist nach diesen Angaben
sehr einfach.

Man errichtet zuniichst zwei aufeinander senkrechte Gerade,
von denen die eine den Aequator, die andere den ersten Meridian
darstellt.

Soll nun die ganze Erdoberfliche abgebildet werden, so triigt
man auf der ersten Geraden beiderseits 180, anf der letzten 90
gleich grosse Grade abh.

Auf dem ersten Meridiane trigt man ausserdem von jedem
Punkte aus den in vorstehender Tabelle angegebenen Werth von #
in der Richtung iiber den Pol hinaus ab; setzt dann im Endpunkte
von » den Zirkel ein und schligt einen durch den Theilpunkt ge-
henden Kreishogen, auf dem man dann die Lingengrade in der
Grisse, wie die Tabelle angiebt, abtriigt.

Indem man zuletzt noch die Punkte gleicher Linge verbindet,
erhilt man die Meridiane.

Bei micht zu grossem Maassstabe kann man iibrigens ohlne
merklichen Fehler den Meridian von 90° Linge als einen Kreis
betrachten, der iiber der Entfernung der Pole als Durchmesser be-
schrighen ist.  Wenn man diesen Kreis gleich Anfangs zeichnet,
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ehe man auf jedem Parallel die Lingengrade abtriigt, so kann man
letztere auch erhalten, indem man die innerhalb dieses Kreises ge-
legenen Parallelkreisbogen in gleiche Theile theilt, beispielsweise
in 18, wenn man die Meridiane von 10 zu 10 Grad zu zeichuen
wiinscht.

Auf Taf. IV zeigt uns Fig. XXV diese Projektionsmethode, aus-
gedehnt iiber etwas mehr als § der Kugeloberfliche; da die linke
und rechte Hilfte symmetrisch sind, ebenso wie die obere und die
untere, so ist es leicht sich die fehlenden Partien zu ergiinzen.

16. BEs ist bei dieser Abbildung leicht, der Abplattung der
Erde Rechnung zu tragen.

In diesem Fall ist

2aw

g0 — %" 0,0174538 = apm,

ein Aequatorgrad =
@p cos P
Vi — &2 sip 2(}?’
ein Meridiangrad von der mittleren Breite ¢
a(l — &) p
V&2 sin 2"
der Halbmesser des Kreises, welcher auf der Karte den
@ cot @

/e - .

Vi—e2sin?e

17. Fiir grosse Karten ist es nicht gut mdglich, die Parallel-
kreise mit dem Zirkel zu konstruiren. - Dann zeichnet man einzelne
Punkte mittels ihrer Koordinaten # und . Bedeutet @ den Ab-
stand eines Punktes der Karte, dessen Linge A und dessen Breite
¢ ist, vom ersten Meridian, wihrend der Abstand vom Aequator,
vermindert um die wahre Linge des Meridianbogens vom Parallel-
kreis bis zum Aequator durch y ausgedriickt wird, so ist

; a cot @ sin @
B c=rEme e o
Vi — &2 sin 2¢
2 @ cot @ sin * 1O

V1 — &2 sin 2¢

ein Liingengrad von der Breite ¢ —

Parallelkreis von der Breite ¢ darstellt,

y:i‘—)‘tﬂsH:

In diesen Formeln bedeutet ® den Winkel zwischen dem ersten
Meridiane und demjenigen Halbmesser des Parallelkreises der Karte,
der nach dem Punkte von der Linge 2 und der Breite @ hin-
geht. Da

a A cos @

V1 — ¢ sin g
ist, so hat man zur Berechnung von @ die Gleichung
3 @ — A sin ¢.
Die folgende, von Germain gegebene Tabelle zeigt uns die
Werthe von @ fiir A = 10 Grad fiir die verschiedenen Breiten von
Grad za Grad.

re =
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¢ | @ fird = 10° @ e fir 1 = 10° P @ fiir A = 10°

0° | 0° 00 00,0 | 31° | 5° 09 01.4” | 61°| 8° 44’ 46.3"
1 0 10 283 [ 32 5,17 57.1 | 62,8 .49 46
9 0 20 564 | 33 5 26 47.0 63 | 8 54 362
3 031 .24 34 5 35 31.0 64 | 8 59 16.6
4 |0 41 512 |35 [ 5 44 088 | 65 | 9 03 47.1
5 | 0 52 176 136 |5 52 .40.3.1:86 |94 08 .078
6 |1 02 43.0 |37 |6 01 053 BT aF 9. A2c18D
it I MG T e I L R 68: .9..16 186
8 1123303 13 T0v1v 86.h 69 | 9 20 089
9 |1 33 51.6 40 6 25 404 70 | 9 23 489
10 |.1.44 113 14l 6 33 38.1 71 |49 . 27189
11 1 54 291 49 "B . 41:98.7 72 | 9 30 38.0
12 9" 04 448 143 | 6 49 11.9 73119 83 450
s M S R 7 - 6 56 47.7 74 | 9 36 454
| G ) s ey 1 15 7 04 158 75..19,:39 883
5. .2 35 15 16 167 1) 362 76 | 9 42 10.6
16 | 2 45 9229 |47 7 18 48.7 7.9 /44 358
o (RN S - e T W S 78 | 9. 46 53.3
18° |3 05 246 |49 |7 32 496 | 79 | 9 48 386
19 4" 20 5790.5 . 1150 1789 1378 80.| 9 50 53.1
90 03 5250127 Bl s A6 {13 81 | 9 52 368
21 3 35 013 [['52 |7 .52 484 | 82| 9 . 54 09.7
22 3 44 458 [[53 | 7 59 10.9 83 | 9 55 15.2
23 g “=4 983 1'54 | 8 05 24.6 84 | 9 56 428
24 404025 I'sb 18 11-29.5 85 | 9 57 43.0
25 418343 55 | 8 17 25.4 861 -9 58 393
96 |4 93 01.4 |57 |8 23 421 87 | 9 59 10.7
27 |4 32 237 |58 |8 28 49.7 | 88 | 9 59 38.1
28 |4 41 41.0 |59 |8 34 18.0 § 89 | 9 59 545
29 4 50 53.1 (60 |8 39 369 | 90 (10 00 00.0
30 |5 00 00.0 i _ ' -
l | |

18. Diese polykonische Projektion ist vom Coast Survey
Office der Vereinigten Staaten adoptirt worden und wird deshalb
auch ofters als amerikanische polykonische Projektion
bezeichnet. In dem Report of the Superintendent of the Coast
Swurvey vom Jahre 1859 finden sich auch von I. E. Hilgard be-
rechnete Tafeln der Koordinaten x und .

Bei der Anwendung dieser Projektion zur Darstellung der hy-
drographischen Arbeiten der Amerikanischen Kiistenvermessung
handelt es sich nicht um Abbildung eines nach allen Seiten hin
ausgedehnten Lindergebietes, sondern nur um Kartirung eines
schmalen Kiistensaumes. Man fertigt dann fiir jede Aufnahme eine
besondere Karte mit ihrem eignen Mittelmeridian, und diese einzel-
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nen Karten sind durch die Fixpunkte einer Triangulation mit ein-
ander verbunden.

19. Fiir Lokalkarten und kleinere hydrographische Aufnahmen
wendet das Kiistenvermessungs - Amt der Ver.-Staaten eine etwas
modificirte Darstellungsweise an, die man als & quidistante po-
lykonische Projektion bezeichnet.

Man konstruirt dann zunicht provisorische Parallelen und
Meridiane, trigt aber dann anf jedem der letzteren vom Mittel-
parallel ans nach Norden und Siiden dieselben Theile ab. die auf
dem Mittel-Meridian angegeben sind. Durch die anf diese Weise
erhaltenen Punkte gleicher Breite legt man dann die definitiven
Parallelkreise. Auf die Weise erhilt man eine konventionelle Dar-
stellung, bei welcher die Meridianbigen ihre wahre Linge beibe-
halten.

Es liegt auf der Hand, dass man ohne erhebliche Fehler diese
Projektion nicht iiber grosse Flichenrdume ansdehnen darf, Die
Awmerikanische Kiistenvermessung benutzt dieselbe auch nur bis zu
Flichen von einem Quadratgrad in einem Maassstabe von hich-
stens yodoo-

20. Eine andere Art der polykonischen Projektion wird vom
Topographischen Departement des Eunglischien Kriegsministeriums
zur Darstellung grosserer Theile der Erde angewandt.

Vergl. Description of the Projeltion used in the Topogyraphi-
cal Departement of the War Office for maps embracing large
portions of the Eartl’s surface, drawn up by Capt. Clarke, R.
E. and communicated by Col. Sir Henry James, R. E. Director
of the Topogr. Dep. — Journal of the Royal Geogr. Soe. Vol.
XXX. London 1860,

Diese Projektion fiihrt den Namen rektanguliire polykoni-
sche Projektion, weil die Meridiane alle rechte Winkel mit den
Abbildungen der Parallelkreise bilden.

Der Aequator und der Mittelmeridian werden wie bei der ge
wihnlichen (amerikanischen) polykonischen Projektion gezeichnet
und eingetheilt; anch die Parallelkreise werden. wie hei jener Pro-
jektion, durch Kreishogen vom Halbmesser

= q eot (f
dargestellt, deren Centra auf dem Mittelmeridian liegen. Aber die
Eintheilung der Parallelkreise, oder die Abtragung der Liingengrade
erfolgt in anderer Weise.

Denkt man sich zum besseren Verstiindnisse die verschiedenen
Parallelkreise anf einer Halbkugel, etwa von Grad zu Grad ange-
geben, so zerfillt die ganze Halbkugel in cine Anzahl Zonen. Jede
der letztern wollen wir uns anniherungsweise ersetzt denken durch
die Mantelfliche eines abgestumpften Kegels, dessen Grundflichen
die beiden die Zone begrenzenden Parallelkreisebenen sind. Das
System dieser Kegelzonen wollen wir aufschneiden in der Ebene
des ersten Meridianes, aber anf der gerade ahgewandten Seite, und
dann die simmtlichen Kegelfiicher abwickeln. Bei dieser Ab-
wickelung in eine Ebene erbilt man nun ein System von Flichen,
deren jede von zwei Kreishogen begrenzt ist, deren gemeinsamer

3
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Mittelpunkt das Centrum der betreffenden Kegelfiiche ist. Die
simmtlichen Meridiane auf einem solchen Flichenstreifen sind Ge-
rade, die nach dem Centrum der zwei Bogen gehen und letztere
in gleiche Theile theilen. Diese Geraden stehen somit auch senk-
recht auf den heiden Bogen, welche den Flichenstreifen begrenzen.
Die Gesammtheit der Geraden, welche aus den Meridianen einer
gewissen Liinge, auf den verschiedenen Kegeln sich ergeben, wiirden
nun eine gebrochene Linie bilden, deren Elemente senkrecht stehen
auf den Parallelkreisen und jeden derselben in gleiche Theile thei-
len, nnd man kénute dann, indem man die Anzahl der Zonen ins
Unendliche wachsen lisst, sich der Grenze nihern, so dass jeder
Meridian eine stetig gekrimmte Gerade wird. wenn nicht ein Um-
stand diesem Verfahren entgegensiiinde. Es ist derselbe Umstand,
der sich der Abwickelung der Kugelfiiiche iiberhaupt entgegenstellt.
Die simmtlichen Flichenstreifen. welche durch Abwickelung der
verschiedenen Kegel erhalten werden. hingen nimlich nur liings
des ersten Meridianes zusammen. sind aber iibrigens dnrch Zwi-
schenriiume getrennt, so dass also jeder Meridian aus soviel getrenn-
ten Sticken bestelit, als man Zonen angenommen hat.

Hieraus ergiebt sich, dass die rechtwinklige Lage der Meridiane
gegen die Parallelkreise nur gewahrt werden kann. wenn man die
gleiche Eintheilung der Parallelkreise in Theile, die den Lingen-
bogen anf der Kugel entsprechen, aufgiebt.

21. Es handelt sich nun darum, die Gestalt der Meridiane
niher zu bestimmen. Bei dieser Bestimmung wollen wir uns der
Elemente der Infinitesimalrechnung bedienen.

Es sei M (Fig. 39) der Punkt der Karte,
in  welchem der Parallelkreis von der
Breite ¢ den ersten Meridian schueidet,
P sei der Punkt dieses Parallels, welcher
der Linge X entspricht, O sei der Mittel-
punkt des Kreises.

M, P* und O mogen dieselben Punkte
fir den benachbarten Parallelkreis von
der Breite ¢ - dg sein, wo d¢, im Sinne
der Differentialrechnung genommen. eine
verschwindend kleine Zunahme von ¢ be-
zeichnet,

Die beiden Halbmesser OP und O'P’
missen dann die Tangenten der Meridian-
kurve in den Punkten P und P’ sein, und
diese Kurve ist bestimmt, wenn man den
Winkel POM — 6 kennt, welchen OP mit dem ersten Meridiane
einschliesst; denn /P erscheint als Schnittpunkt des bekannten
Kreishogens MP und des Halbmessers OF. Es handelt sich also

:\‘ig. H9.

jetzt um Berechnung des Winkels @,

Bezeichnet man nun den Schuittpunkt von OP und O'P' mit
N, so ist im Dreiecke OO'N nach dem trigonometrisclien Sinus-
Satze.
00" : ON = sin ONO*: sin O0O'N.
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00'= MO — M0 — MM
= @ cot ¢ — a cot (P + d¢) — adyp
cot ¢ — cot (9 1+ do)
dy

dep — adyp

= si:-.w'zf-[_-_- df — adg = a cot 2¢ do,

ON — a cot @,
ONO' = M'O'N — MON = (6 -} d®) — & = de
und sin ONO! — sin d®@ = d@,
endlich sin MON = sin 0,
s0 dass man erhilt
@ cot 2¢ d@ : @ cot ¢ — dO : sin O

de

sin @
Die Integration dieser Differential-Gleichung liefert das Re-

sultat

oder cot @ + dgp =

lsing=1tan } 8 4 C,
wo der Buchstabe I, wie frither die natiirlichen Logarithmen, C
aber die Integrationskonstante bedentet. Denkt man sich letztere in
Form ecines negativen Logarithmus
C=—1K,
und geht man nach dieser Substitution in vorstehender Gleichung
von den Logarithmen zu den Zahlen iiber, so erhilt man die
Gleichung in der Gestalt
K sin ¢ — tan } 6.
Die Bedeutung der Konstanten K erkennen wir leicht auf fol-
gende Weise,
Der Abstand eines Punktes P von dem Mittelmeridian ist durch
den Ausdruck
AT = s __ 2acot ¢ -tan e
OPF - sin ® = @ cot ¢ - sin @ = T tan "} 0
cos @
1 + K2 sin 2¢
gegeben. Setzt man nun ¢ = 0, so erhilt man fiir diesen Abstand
den Werth

==t o K -

2a K.
Da aber auf dem Aequator, fiir ¢ = 0, die Abschnitte in ihrer
wahren Grosse abgetragen werden, so ist
Dol == g
und folglich
" — 1
K=3A\A,
so dass unsere Gleichung zwischen ¢ und © nunmehr lautet:
1A sin ¢ = tan }O.
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22. Zur Konstruktion des Punktes P von der Breite
A = 2K, der auf einem gegebenen Parallel von der Breite ¢ liegt,
hat O’Farrell die nachstehende einfache Konstruktion angegeben.

[m Punkte M errichte man anf dem Mittelmeridiane die Senk-
rechte M'T', welcher man die Hilfte der wirklichen Liinge des
Parallelkreisbogens giebt, welcher durech MP dargestellt werden
soll, also

MT = k al cos @.

Setzt man dann den Zirkel in 7" ein und schligt mit der Oeff-
nang 7'M einen Bogen, so schneidet dieser den vonm O aus mit
der Oeffuung OM geschlagenen Bogen im gesnchten Punkte P.
Denn es ist

; MT Lak cos g Ay
tan TOM = = 2 y = YAsin®P=1tan 3 6
oM @ cot @ £

also T'OM = } @ und sonach POM = 6.

23. Wir wenden uns nun zu der Betrachtung der Linear-
vergrisserung fiir die verschiedenen Punkte der Karte,

a) Das Bogenelement des Parallelkreises auf der Kugel ist

adA cos @;
das entsprechende Element der Karte ist
de

OP - E3Y dA.

Nun ist aber
tan § @ = § A sin @,
woraus folgt
de 1 : sin @
= ¢0s 4@ s8in  ——F— ———
dA : 1 + K2 sin 2¢
Setzt man noch fiir OP seinen Werth @ cot ¢, so erhiilt man
fiir das Bogenelement des Parallelkreises anf der Karte den Werth
adX cos @
1+ K2 sin 2¢°
und sonach ist die Linearvergrosserung auf dem Parallel-
kreise

¢

1
il -+ K? sin 2¢
Fiir K =0, also A = 0, und ebenso fir ¢ = 0, also fiir den
Mittelmeridian und den Aequator, hat =’ stets den Werth 1, sonst
aber ist dieses Verhiltniss stets ein echter Bruch.
b) Das Meridianelement auf der Kugel ist
ade;
das entsprechende Element auf der Karte ist PP’ (Fig. 59) und
moge ds heissen. Nun ist aber in der [igur
OP = 00 cos © + 0P’ cos OBO" + PP';
dabei ist OP =acot ®, 00" = ¢ cot 2¢ : dp, O'P’cos OBO'
= O'P' = a cot (¢ 4 d¢) und also
PP'=ds =acot ¢ — acot 2¢ - dp — a cot (¢ -} dy),




woraus sich nach einigen leichten Umwandlungen ergiebt

B - S el RIS
1 K%+ K*cos °¢

1 4+ K2 sin ¢
Sonach ist die Linearvergrésserung im Meridiane
il 1 + K2 K2 cos 2¢
— 1 —.‘! o a b

1 -+ K2 sin 2¢
Dieses Verhiltniss hat den Werth 1 fiir KX =0, also A=0,

gerade so wie dies fir x' der Fall ist. Fir ¢ =10 oder den Ae-
quator ist aber

ds = ad® -

i

w'=1-42K?%,
die Linearvergrosserung im Meridiane nimmt also lings des Aequa-
tors  vom Mittelmeridiane mit wachsender Linge stetig zu von

-
1 bis 1 -+ = 5,9348.

94. Eudlich gedenken wir noch der Flichenvergrosse-

rung. Diese ist
1 -+ K? - K*% cos ¢

(1 + K* sin 29)?
Lings des ersten Meridianes, fir A = 0, also anch K =0, ist

dieselbe der Einheit gleich.
Lings des Aequators dndert sie sich in demselben Verhilt-

i o

A H =

nisse wie »’’

Aunsserdem hat dieselbe den Werth 1 lings der sphirischen

Kurve, die darch die Gleichung

| 4 K2 - K? cos 2¢ = (1 | K?* sin 2¢)2
oder

K? sin 4¢ | 3sin 29 —2=10

definirt ist. Diese Kurve schueidet den ersten Meridian rechtwink-
lig unter 549 44 Breite, von da an wendet sie sich siidlich, pas-
sirt den Meridian von 90° Linge in der Breite von 509 26/ und
erreicht den die Karte begrenzenden Meridian unter 437 46° Breite.
In allen Punkten auf der Sidseite dieser Kurve sind die Flichen
vergrossert, nordlich davon aber verkleinert.

25. Da diese Projektion nur zur Darstellung grosser Theile
der Erdoberfiiche dient, so ist es nicht ndthig, die Abplattung in
Betracht zu ziehen.

Aunf unserer Taf. ¥, Fig. XXV, ist etwas iiber die Hilfte der
Kugel in dieser Weise dargestellt.
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