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Drittes Kapitel.
Die Abbildungen durch Abwickelung.

§• 13.
Cylindrische Abbildungen.

1. Der einfache Gedanke, welcher den hierher gehörigen Ab¬
bildungen ursprünglich zu Grunde liegt , besteht darin , eine mehr
oder minder breite Zone der Erd - (oder Himmels-) Kugel zu er¬
setzen durch einen geraden Cylinder , auf welchem man die Meri¬
diane als gerade Linien, den Aequator und die Parallelkreise aber
als Kreise von gleicher Länge darstellt , welche die ersteren recht¬
winklig schneiden. Wenn man dann den Cylinder längs einer Me¬
ridianlinie aufschneidet und in eine Ebene ab wickelt, so erhält
man zwei unter rechten Winkeln sich schneidende Systeme von ge¬
raden Linien, welche die Parallelkreise und Meridiane repräsentiren.
Solche Karten nennt man im Allgemeinen Plattkarten . Die äl¬
testen derartigen Karten sind die folgenden beiden Arten.

I. Quadratische Plattkarten.
2. Man nimmt einen Cylinder an , welcher die Kugel längs

des Aequators berührt . Der Aequator wird dann in seiner wahren
Länge dargestellt ; senkrecht durch die einzelnen Theilpunkte legt
man die Meridiane, auf denen man die Breitengrade ebenfalls in
ihrer wahren Länge darstellt . Bei der Abwickelung erhält man
dann ein Netz mit lauter quadratischen Maschen, wie uns auf
Taf. 11 Fig. XI in einer Ausdehnung vom nördlichen Pol bis zu 70n
südlicher Breite und von 0° bis 90° Länge zeigt.

3. Ein solches Karten netz zeichnet sich nun allerdings durch
die grosse Einfachheit seiner Konstruktion aus , ist aber sehr feh¬
lerhaft , sobald man die Karte einigermaasseu weit vom Aequator
ausdehnt. Denn nehmen wir die Länge eines Aequatorbogens von
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einer bestimmten Längenausdehnung, z. B. unserer Karte entspre¬
chend von 10°, als Einheit an , so ist der Bogen des Parallel¬
kreises von der Breite (f  von gleicher Längenansdehnung gleich
cos <p.  Wie sicli diese Werthe mit wachsender Breite ändern,
zeigt folgende kleine Tabelle.

V
| ;
; cos <p <P cos (p

0° 1,0000 50° 1 0,6428
10 0,9848 60 0,5000
20 j 0,9397 1 70 0,3420
30 ! 0,8660 i 80 ; 0,1736
40 0,7660 | 90 : 0,0000

Des erwähnten Uebelstandes wegen sind solche Karten seit
dem Anfänge des sechszehnten Jahrhunderts nicht mehr im Ge¬
brauch . Früher wurden sie seit Beginn des dreizehnten Jahrhun¬
derts namentlich von den genuesischen Seefahrern viel benutzt,
weil sie für die Schifffahrt mit dem Kompass eine Bequemlichkeit
gewähren, die wir noch weiter unten besprechen werden, die ihnen
aber mit den übrigen Plattkarten gemein ist.

II. Rechteckige Plattkarten.

4. Wenn man einen geraden Cylinder annimmt, der die Kugel
längs eines mittleren Parallelkreises von der geographischen Breite
tp  schneidet , so werden alle Parallelkreise diesem gleich, ein
Längengrad erhält also die Grösse

Die Breitengrade dagegen bekommen, wie bei der vorigen Dar¬
stellungsform , ihre wahre Länge. Die Maschen des Kartennetzes
sind demnach lauter gleich grosse Rechtecke, deren Breite sich zur
Länge wie 1 : cos (p  verhält.

Auf Tat. II zeigt uns Fig. XIII ein derartiges Karteunetz in
gleicher Ausdehnung wie das Netz Fig. XII; der Cylinder , welcher
der Darstellung zu Grunde liegt , schneidet die Kugel längs der
Parallelkreise von 45° Breite. Die Figur zeigt uns noch ausserdem
den Quadranten des Parallelkreises von 45° nördl . Breite und ein¬
zelne Theile desselben , deren Längen dann auf dem stark ausge¬
zogenen Aequator abgetragen sind.

5. Auch diese Karten dürfen nicht über viele Breitengrade
ausgedehnt werden , wenn sie nicht ganz wesentlich falsch werden
sollen. Am brauchbarsten sind sie für die Nähe des Aequators,
weil für kleine Werthe von <p der Cosinus sich nicht sehr ändert,
die Parallelkreise also wirklich nahezu gleich gross sind. Bei¬
spielsweise hat der verdiente Geograph I. B. Bourguignon d 'Au-
ville  sich dieser Abbildungsweise mit Vortheil zum Entwürfe sei¬
ner im Jahre 1776 publicirten Karte von Guinea bedient.
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Uebrigens ist diese Darstellnngsweise sehr alt und schon beiden Geographen des Alterthums viel im Gebrauch. Sie rührt viel¬leicht schon von Anaximander her (um die Mitte des sechsten
Jahrhunderts v. Chr.) , welcher der erste gewesen sein soll , dereine Karte der damals bekannten Erde zeichnete. Ptolemäus,der sich ihrer gleichfalls bediente, nahm als mittleren Parallelkreisden von Rhodus an.

6. Bei derartigen Plattkarten , mag man nun den Aequatoroder irgend eiuen andern Parallelkreis als Basis des abzuwickeln¬den Cylinders betrachten , hat es nicht die geringste Schwierigkeit,der ellipsoidischen Gestalt der Erde Rechnung zu tragen. Man hatnur nöthig dem Breitengrade statt der Grösse
Cb'R

"t80“" = 0,0174533 • a = jjl  adie Grösse

a (1 — s2) fx
• VV — s2 sin 2<jP3

beizulegen, wo </>die mittlere Breite bedeutet (vqrgl. S. 42), unddie so berechneten , nach den Polen hin zunehmenden Längen aufden Meridianen abzutrageu.
Eine von den beiden vorhergehenden wesentlich verschiedne ist
III. Lambert ’s normale isocylindrisehe Projektion.

7. Bei derselben nimmt man an , dass der abzuwickelnde Cy-linder die Kugel längs des Aequators berührt . Die verlängertenMeridianebenen schneiden den Cylinder in parallelen Geraden, welchedie Meridiane darstellen, und die verlängerten Ebenen der Parallel¬kreise schneiden denselben in Kreisen , welche die Parallelkreiserepräsentiren. Nach der Abwickelung zeigt uns die Karte ein Netzrechtwinklig sich kreuzender gerader Linien. Die Längengrade be¬sitzen auf allen Parallelkreisen dieselbe Grösse , nämlich diejenige,die sie im Originale auf dem Aequator haben ; die Breitengradedagegen werden nach den Polen hin immer kleiner, denn es ist dieEntfernung der Geraden, welche den Parallelkreis von q>° Breiterepräsentirt , vom Aequator durch die Gleichung gegeben
y = a sin <p.

Auf Taf. II zeigt Fig. XIV die Konstruktion dieser Karte undein Stück derselben, von Pol zu Pol und von 0° bis 30° Länge.
8. Da die Fläche einer Kugelzone gleich der Länge des Aequa¬tors multiplicirt mit der Höhe der Zone ist , und da bei der vor¬liegenden Darstellungsweise sowohl die Länge des Aequators alsdie Höhe der verschiedenen Zonen unverändert auf die Karte über¬

tragen werden, wo diese Zonen sich als Rechtecke darstellen , soerscheinen alle Kugelzonen auf der Karte mit ihrerwahren Fläche.  Daraus ergiebt sich weiter , dass überhauptjedes Flächenstück auf der Karte gleich ist dem entsprechendenStück der Kugelfläche. Die Projektion wahrt also die Grösse derFlächen oder ist äquivalent (S. 4).
Gretschel,  Karten-Projektion. 8
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9. Wie schon in der Ueberschrift angedeutet , rührt djese Cy-
linderprojektion , auf die wir im nächsten Kapitel nochmals zurück¬
kommen werden , von dem um die Kartographie hoch verdienten
deutschen Mathematiker Joh . Heinr . Lambert (1728 — 1777)
her , der dieselbe in seinen Beiträgen zum Gebrauche der Mathema¬
tik zuerst angegeben hat . Neuerdings hat der englische Astronom
C. Piazzi Smyth  dieselbe in einer besondern Schrift wieder em¬
pfohlen oder vielmehr als neu in Vorschlag gebracht .*)

IV. Zweck der Plattkarten . Die Loxodromie.

10. Der eigentliche Grund der frühzeitigen Verbreitung der
Plattkarten , namentlich im Mittelalter , war nicht die Einfachheit
ihrer Konstruktion , sondern ihre Zweckmässigkeit für den Seefah¬
rer ; wir sehen sie daher vorzugsweise gern zu Seekarten verwendet.
Für den Seefahrer hat es weniger Interesse , die Umrisse und Ge¬
stalten der Ländermassen naturgetreu auf der Karte angegeben zu
finden, wenn er nicht an den Küsten hinfährt , sondern auf das
offene Meer hinaus geht. Schon seit dem zwölften Jahrhunderte
war aber den Europäern das einfache Instrument bekannt , welches
zur See , wenn alle andern Mittel fehlen , gestattet , jederzeit die
Himmelsrichtung zu erkennen : die Magnetnadel. Im Besitze der¬
selben konnte also der Schiffer stets beobachten , nach welcher
Himmelsrichtung sich sein Schiff bewegte und war so im Stande,
für die Beibehaltung des richtigen Courses Sorge zu tragen . Es
musste dabei als das Einfachste erscheinen , soweit als möglich
immer dieselbe Richtung des Schiffes beizubehalten, und nun stellte
sich die Nothwendigkeit heraus , auf einfache Weise mittelst der
Karte diejenige Richtung zu ermitteln , in welcher das Schiff von
einem bestimmten Punkte A nach einem andern gegebenen Punkte
B gelangt . Dies kann aber am einfachsten geschehen, wenn die
Linie, welche das Schiff auf der Erdoberfläche beschreibt , wenn es
immer nach derselben Himmelsrichtung geht , sich auf der Karte
als eine gerade Linie darstellt . Dazu ist aber nothwendig , dass
die Meridiane durch äquidistante Parallelen und die Parallelkreise
durch Gerade dargestellt werden , die auf jenen senkrecht stehen.
Um diese Verhältnisse besser zu übersehen , wollen wir uns jetzt
zunächst mit der Linie etwas näher bekannt machen, die ein Schiff
auf der Kugelfläche beschreibt , wenn es immer nach derselben
Himmelsrichtung segelt , also alle Meridiane unter demselben Win¬
kel schneidet.

II . Wenn ein Punkt sich auf einer Kugelfläche so bewegt,
dass er die verschiedenen Meridiane unter gleichen Winkeln schnei¬
det , so beschreibt er eine krumme Linie , die den Namen loxo-
dromische Linie  oder Loxodromie (Linie des schiefen Laufes,
von \o %6s =  schief und <5 Spo'juos’ der Lauf abgeleitet) führt;
Leibniz  hat sie auch als rhombische  Linie (rhombus , französ.
rumb — Windstrich ) bezeichnet.

*) On an equal -surfaceprojection for maps of the world and its application
to certain anthroprological questions. Edinburgh , Edmonston 1810
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= tan a.

X), PP , = a (y , - <f)  ist,

Es sei P ein Punkt der Kugeloberfläche, <p seine Breite, X die
Länge, M ein benachbarter Punkt der loxodromischen Linie , <Pt
und X, Breite und Länge desselben ; ferner werde durch M der
Parallelkreis gelegt , welcher den Meridian von P im Punkte P,
schneidet. Bezeichnet man dann den konstanten Winkel , welchen
die loxodromische Linie mit dem Meridiane einschliesst , mit a,
so ist

P , M
PP,

Da aber P , M — a cos ff • (Xt
so hat man die Gleichung

(1) C°S V ~ ta"

in welcher <f>l — (f, sowie X, — X bis zur Grenze Null abnehmend
zu denken sind.

Um aus der Gleichung (1) eine Gleichung zwischen der Breite
<p und der Länge X abzuleiten, welche gestattet , zu jedem Werthe
der einen den zugehörigen der anderen abzuleiten , führen wir eine
neue Grösse tu ein, welche wir durch die Gleichung

1 -j- sin (Ptu = - —'■— :-
1 — sin ff

dcfiniren. Bezeichnet man mit cu, denjenigen Werth von tu, wel¬
cher dem Werth (f l entspricht , so findet man

2co S'p' + '1’ , »tu, — tu _ 2 2
(f ~ (1 — sin </>, ) (1 — sin <f) " ff t — </ > ’

(2)

und wenn man hier </>, — </> in Null übergehen lässt , so verwan¬
delt sich , wie schon oft erwähnt , der zweite Faktor der rechten
Seite in die Einheit und man erhält

tu, — tu 2 cos <p _ 2 tu
<p~— ip ~~ (T —sin«f>)4 cos <)P ’

Multiplicirt man diese Gleichung und die Gleichung (1) oder
bestimmter

2tu _X , - X cos <f,tu| — tu w .1 — ■ = -mit tan « = —
9>, — <f> cos <jp Vt — V

so verschwindet <jp ganz und man erhält die neue Gleichung
(3) (tu, — cu)  tan a — 2tu (X, — X).

Wir wollen uns jetzt das ganze Intervall von X = 0 bis zu
einem bestimmten Werthe X in eine sehr grosse Anzahl n gleich
grosser Theile getheilt denken; tu0, tu, , tu„, . . ., tun = cu mögen
diejenigen Werthe sein, welche den Wertheu der Länge^

«, . . A , 2 .A = X

8*
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entsprechen . Statt der Gleichungen (3) kann man dann die fol-

X
genden schreiben

(cu1 — w 0) tan a = 2 co0 •

(wa — Wj ) tan ce= 2 tu, •

(iun— w „_i) tan a =  2 ujn-i ■
die man auch wie folgt umwandeln kann •

tut = co 0 ( 1 -f- 2 cot ce

n
x_
11

X

a = w , ( 1 -f- 2 cot a

'

n
X
u

>= Ula =  Wn- l ^ 1 - j- 2
cot a A\

n J
Die Multiplikation dieser w-Gleichungen ergiebt sofort

(4) w = w0 fl  2 cot a  .

wo wir n unendlich gross zu nehmen haben, um ein richtiges Re¬
sultat zu erlangen.

Nehmen wir nun als ersten Meridian denjenigen an , in wel¬
chem die Loxodromie. den Aequator schneidet , setzen also ff — 0
für X — 0 , so ergiebt sich mittelst der Gleichung (2)

(5) w0 = 1.
Um ferner die Bedeutung der rechten Seite der Gleichung (4)

zu erkennen , wollen wir vorläufig statt des dort stehenden Aus¬
druckes den einfacheren

o+
in Betracht ziehen. Da nun nach dem binomischen Lehrsätze all¬
gemein

(i + *)• = i + 4 - * *• + .I 1 * £t

so kann man vorstehenden Ausdruck für x =

1 - 2 - 3
1

'-x3 + . . .

entwickeln, der man die Form geben kann

^ + iy =,+ T + 1T2
i r.  i \ r.  2

n

1

in eine Reihe

+ 1 - 2 - 3 -A)n J
1

und , wenn man n — aO setzt , so verschwinden alle die Brüche
— — , . . . und man erhältn n
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<5> 0 + i 'J 1 2 -3
Den Werth der rechts stehenden unendlichen Reihe bezeichnet man
herkömmlicher Weise mit dem Buchstaben e;  bei wirklicher Aus¬
rechnung erhält man

e — 2,71828 18284 59 . . .
Was nun den allgemeineren Ausdruck

anlangt, so kann mau demselben die Form geben

u
und da ebenfalls unendlich gross ist , so ist für n — QCz

und mithin

Für z = ■ 2 cot ct • X erhält man die rechte Seite der Gleich'
ung (4). Mithin ist

_ 2 cot c ■X

oder umgekehrt
2 cot « • X

wo das Zeichen l den sogenannten natürlichen Logarithmus bedeu¬
tet, dessen Basis die Zahl e ist . Durch Einsetzung des Werthes
von w aus Gleichung (2) ergiebt sich schliesslich die gesuchte
Gleichung der loxodrömischen Linie

v 1 , i 1 + sin 9 . i .X= — tan a l -— 1——- = tan a l tan
2 1 — sin f(6 )

Es mag noch besonders daran erinnert werden, dass in dieser
Formel X nicht in Graden , sondern als Bogen auf einem Kreise

mit dem Halbmesser 1 angegeben ist , so dass man also statt

90°, stattt 45° schreibt etc.
12. Im Bezug auf die Form der Loxodromie  ergeben sich

aus der Gleichung (6) sofort zwei Eigenschaften.
Zunächst erkennt man , dass es zu jedem Werthe von <p nur

einen einzigen Werth von X giebt ; die Loxodromie schneidet
also einen bestimmten Parallelkreis nur ein einziges
Mal , indem sie sich , vom Aequator ausgehend , immer
weiter von diesem entfernt und dem Pole nähert.
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Dagegen kann man einen bestimmten Werth X um 2 7r, 2 - 2ir,
3 • 2Tr, . . überhaupt um jede beliebige Anzahl ganzer Umläufe
vermehren und wird immer einen zugehörigen, im ersten Quadran¬
ten liegenden Werth von <p erhalten . Die lo x od r om i sc h e Li¬
nie schneidet also den Me r i dia uq ua d ra u t en unzählig
viele Mal , indem sie sich dem Pole immer mehr und
mehr in spiralförmigen Windungen nähert.

13. Nach dieser Betrachtung der loxodromischen Linie auf
der Kugelfläche kehren wir zu unserer Plattkarte zurück.

Es sei P  ein Punkt der Kugel, N  der Schnittpunkt seines Me-
ridiaues mit dem Aequator , A der Schnittpunkt des ersten Meri-
dianes. Dann ist

AN = aX , NP — atp.
Die entsprechenden Punkte der Karte mögen P \ N ', A‘  heissen.

Nehmen wir dann an , dass der Aequator der Karte nicht gerade
die Abwickelung des Kugeläquators , sondern diejenige eines belie¬
bigen Parallelkreises vom Halbmesser b ist , so haben wir

A'N ' ^ x — bi;
und N 'P'  wollen wir mit y bezeichnen , wobei wir uns diese Grös¬
sen in irgend einer Weise von der Breite </> abhängig denken. Ist
dann der Winkel , den eine durch P  gehende ioxodromische
Linie mit dem Meridiane einschliesst , so ist zufolge Gleichung (1),
wenn man dort a mit *p  vertauscht

(7) tan xp= ~ \ cos <f>, - 9 =  0.Tl <jP
Wenn man dagegen mit ip‘  die Abbildung dieses W' iukels be¬

zeichnet, so hat man die Gleichung

(8 ) tau y  = x, — x b (X , — X)
y \ - yyi — y

und durch Vergleichung der beiden letzten Gleichungen erhält mau
weiter

(9 ) tan tp' — y) tan ip.
Q/i — y)  cos (f

Bei den quadratischen Plattkarten ist b — a und y — af 1,
folglich

(10) tau </>' = sec <p■ tan ip,
bei den rechteckigen Plattkarten bleibt b,  aber y hat ebenfalls den
Werth « f , mithin ist

(11) tan ip' — ~  sec SP• tan ip-,

bei Lambert’s isocylindrischer Projektion endlich ist b = a und
y = a sin </>, mithin

yr — .'/ _ sin (f l — sin <f
<? ] - <p a (f , — <r

und für y>, — <P — 0 geht, wie wir schon oft gesehen haben , die
rechte Seite dieser Gleichung in a cos <f  über . Sonach hat man
für diese Karte.
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(12) tan tp' — sec ‘2<p• tan tp.
Aus diesen Gleichungen erstellt inan, dass nur für tp — 0°

oder 90° die beiden Winkel tp  und tp'  gleich sind bei den oben
besprochenen drei Karten ; dieselben geben also die Winkel gegen
den Meridian im Allgemeinen nicht richtig an , eine Bemerkung,
die rücksichtlich der quadratischen und rechteckigen Plattkarten
im Alterthum schon Ptolemäus gemacht hat und die im Anfänge
des sechszehnten Jahrhunderts von Martin Cortes  und später
von Pedro Nunez  wiederholt worden ist , bis endlich Mercator
die richtige Abhilfe fand.

Uebrigens bemerkt man, dass die Beziehung zwischen tp'  und
tp  die allgemeine Form

tan tp' = k tan tp
besitzt , woraus (nach §. 10, Nr. 15) folgt, dass die Winkeländerung
tp' — tp  ihren grössten Werth erreicht für

tau tp — "j / | , tan tp' = -j ^ ^ k.
Auch giebt es zu jedem Winkel tp  einen konjugirten Winkel u im
Sinne der Nr. 15 des §. 10, so dass tp — v — tp' — u ' und
zwar ist

tan tp  tan v =
1
k , tau tp'  tan u' == k.

Noch wichtiger aber ist folgende Betrachtung . Bewegt mau
sich auf der loxodromisehen Linie , welche im Punkte P  den Me¬
ridian unter dem Winkel tp  schneidet , so bleibt tp  unverändert,
auch wenn tp  sich ändert . ln letzterem Falle aber wird tan tp'
und mithin auch tp'  selbst sich ändern , weil die rechte Seite der
Gleichungen (10), (11) und (12) einen von <f  abhängigen Faktor hat.
Die Abbildung der Loxoidromie schneidet also die Ab¬
bildungen der verschiedenen Meridiane unter verschie¬
denen Winkeln und kann folglich keine Gerade  sein.

Nur wenn der von tp  abhängige Faktor sec tp  oder sec 2tp
nahezu unveränderlich ist , was fiir kleine Wertlie von tp, also iu
der Nähe des Aequators  der Fall ist , kann man die Ab¬
bildung der Loxodromie annähernd als eine gerade Li¬
nie betrachten.

V. Mercator ’s Projektion.
14. Sonach entsprechen die betrachteten Karten dem Zwecke,

zu welchem mau sie bestimmt hat , nur annäherungsweise inner¬
halb eines eng begrenzten Gebietes. . Dagegen wird dieser Zweck
vollständigerreicht , die Abbildung der Loxodromie wird eine gerade
Li nie, welche die Abbildungen der Meridiane unter demselben Win¬
kel schneidet, wie die Loxodromie die Meridiane selbst, wenn man
i/ so wählt , dass in Gleichung (9) der Faktor von tan tp (Jen
Werth 1 erhält . Man kann diese Bedingung in der Form schreiben

03 ) ^ I \ eos V = h-
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Diese Gleichung hat aber ganz die Form von Gleichung (1),nur dass
yx und y statt X, und X, sowie b statt tan a

gesetzt ist . Auf demselben Wege, wie man von Gleichung (1) aufGleich. (6) gelangt, lässt sich daher aus ( 13) der Werth von y ab¬leiten:

(14) y = b Ttan -f
während x = bk  ist . Man sieht , dass die Wahl von b statt a nurden Maassstab der Karte ändert.

15. Die erste Karte dieser Art wurde von Gerhard Mer-
cator  im August 1569 iu Duisburg konstrnirt . Wiewohl Mercatorkeine ausführliche Theorie dieser Projektionsart gegeben hat , sohat er doch das Priucip derselben vollständig bestimmt und klarin den Worten ausgedrückt : „Gradus latitudinum versus utrum-que polum auximus pro incremento parallelorum supra rationem,quam habent ad aequinoctialem .“ (Wir lassen die Breitengradein demselben Grade wachsen, wie die Parallelkreise grösser sind,als dem Verhältnisse entspricht , in welchem sie zum Aequator ste¬hen). Um diese Erklärung zu verstehen , erinnere man sich , dassein Parallelkreis gleich ist dem Aequator multiplicirt mit cos (p;macht man nun auf der Karte den Parallelkreis ebenso lang , wieden Aequator, so vergrössert man ihn im Verhältnisse von 1 : sec <P\und in demselben Maasse hat man nach Mercators Vorschrift den
Meridiangrad von der Breite ff  zu vergrössern im Verhältnisse zumAequatorgrade.

Natürlich ist die Konstruktion nur angenähert , wenn man aufdie angedeutete Weise die Vergrösserung nur von Grad zu Grad än¬dert ; bei weitem genauer wird das Netz, wenn man von Minute zuMinute fortgeht und die absolute Länge einer Minute von der Breite
<p gleich setzt der Länge einer Minute auf dem Aequator , multipli¬cirt mit sec ff.

Uebrigens führt die Gleichung (13) ohne weiteres auf dieseFormel , wenn man (P, — ff  nicht gleich Null setzt , sondern alseine Minute annimmt ; dann ist y t — y eine Meridianminute, undwenn man die Gleichung in der Form
y x — y = b • 1 ' • sec <f

schreibt , so drückt b • V eine Aequatormiuute aus und man hatgenau die vorstehende Regel.
Diese Regel ist zuerst von dem Engländer Eduard Wrightin seinem Werke Certain Errors in Navigation detected and cor-rected . London 1589,  angegeben worden, wo sich auch eine Tafelder Werthe von y,  von Minute zu Minute fortschreitend findet.Man hat deswegen irrthümlich Wright bisweilen als den Erfinderdieser Karten bezeichnet, wiewohl derselbe in der Vorrede des er¬

wähnten Werkes ausdrücklich angiebt, dass er seine Regel von derKarte Mercators abgeleitet hat.
Die richtige Formel zur Berechnung von y hat zuerst HenryBond  im Jahre 1645 angegeben.
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16. Da überall — ip1 ist , so sind überhaupt alle Winkelauf der Karte den entsprechenden Winkeln auf der Erdoberfläche
gleich, die Karte liefert also eine konforme  Abbildung . Wirwerden daher der Mercator-Projektion im fünften Kapitel nochmals
begegnen, wo wir auch die Abplattung der Erde berücksichtigenwerden.

Um die Linearvergrösserung k für einen Punkt der Breite
<p zu finden, haben wir das Meridianelement auf der Karte gleichyx — y , auf der Kugel dagegen a {tpl — <p), und mithin ist , weildie Vergrösserung um einen Punkt herum der Konformität wegennach allen Richtungen gleich ist,

_ Vi — y
a (9 >, — 9 ) für (fx — (f — 0.

Wir wissen aber , dass die rechte Seite den Werth sec 9  hat.Mithin ist
k =  sec <f.

Die Flächenvergrösserung  hat demnach den Werth
sec ®y.

Rücksichtlich der Verwendung ist zu bemerken, dass die Kar¬ten nach Mercators Projektion gegenwärtig bei den Seefahrern all¬gemein im Gebrauche sind. Da sie konform sind , also eine in
den kleinsten Theilchen dem Originale ähnliche Abbildung gebenund die Formen nicht verzerren , so eignen sie sich auch zu phy¬
sikalischen Uebersichtskarten sehr gut ; nur ist hier in manchen
Fällen der Uebelstand störend, dass diese Karten sich nicht bis an diePole fortsetzen lassen. Da nämlich tan 90° = oc ist , so ist für
9 = 90 ° auch y = oo . Die Grade werden daher in hohen Breitensehr gross und man muss die Karte schliesslich abbrechen. Beiden gewöhnlichen Seekarten sind aber gerade die Partien in der
Nähe der Pole am ehesten entbehrlich , da ja jenseits des 83. Gra¬des der Breite unsere Kenntniss der Erdoberfläche ohnedies vor¬
läufig aufhört.

17. In folgender Tabelle geben wir die Werthe von y, von 5zu 5° fortschreitend für a — 1.

9 y ii 9 y
0° 0 II 50° 1,015 0,0874 55 1,154210 0,1754 :l 60 1,317015 0,2648 l| 65 1,506520 0,3564 1 70 . 1,7354

25° 0,4509 75 2,0276
30 0.5493 80 2,4362
35 0,6528 1 85 3,1313
40 0,7629 ' 90 oc
45 0,8814 |j
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VI. Aequivalente Gylinderprojektiou einer Kugelzone.

18. Wenn es sich um die Abbildung einer Kugelzone handelt,
deren mittlerer Parallelkreis die Breite besitzt und also den
Umfang

2a nr cos ip
hat , so kann man sich einen nonnaleu , der Erdachse parallelen
Cylinder denken , dessen Basis jener Kreis ist und mau kann nun
eine Kugelzoue, die sich von der Breite ip  bis zur Breite <p er¬
streckt , durch eine cylindrische Zone von der Höhe y repräseuti-
ren. Es ist daun

die Fläche der Cylinderzone — 2a % cos ip ■y,
,, „ ,, Kugelzone — 2a 'zt (sin — sin ip)

w — ip= 4a 2tt  sin cos +
2

Stellt man nun die Bedingung
zeit der Kugel- und Cylinderzone, so

a (sin (f1— sin </')
cos */'

2a sin

der Aequivalenz, der Gleich-
erhält man für y die Formel

<f—<P <f + '/'cos

cos Ip
5ifl. 50.

K P
/

ejU
! : iE, i

■jvr

Der mittlere Parallelkreis wird natür¬
lich in seiner wahren Grösse dargestellt , die
Meridiane dagegen erscheinen als äquidistante,
parallele Gerade.

Den Werth y kann man übrigens leicht
konstruiren . Ist in Kig.50 MA = a, ^/_ AMB
— ip und verlängert man die in A auf MA
errichtete Senkrechte bis zum Schnittpunkte
C mit dein verlängerten Halbmesser MB,
so ist

MC = a
cos ip’

und wenn man nun mit MC als Halbmesser einen Kreis um M
schlägt, / AMD — macht und DE parallel zu MA zieht , so
ist CE = y.

§• 14.
Fortsetzuu  g.

I.  Allgemeines.

1. Im vorhergehenden Paragraphen haben wir eine Anzahl
Cylinderprojektionen kennen gelernt , bei denen die Cyliuderachse
mit der Achse der Erd - oder Himmelskugel zusammenfällt. Es
giebt aber noch analoge Darstellungen, bei denen als Achse des
Cyliuders irgend ein Durchmesser des Aequators oder auch irgend
ein beliebiger Durchmesser der Kugel angenommen wird. Im gegen¬
wärtigen Paragraphen sollen einige derartige Abbildungsweisen näher
besprochen werden.
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2. Wir wollen zunächst annehmeu, ein Durchmesser BB , des
Aequators sei die Achse des Cylinders und letzterer berühre die
Kugel längs des Meridiaues, der von B und P , um 90° absteht.

Die Abbildung dieses Meridiaues, des ersten Meridiaues, ist
eine gerade Linie, die Achse der y,  deren Theile gleich den Thei-
leu des Meridiaues selbst sind.

Der Aeqnator erscheint als eine auf der vorigen senkrechte
Gerade, als Achse der x.

Legt man auf der Kugel durch die Endpunkte B und B x des
Aequatordurchmessers , welcher die Cylinderachse bildet , grösste
Kreise, etwa von 10 zu 10 Grad , so erscheinen dieselben in der
Abbildung als Gerade, die parallel zur aj-Achse gehen und gleich¬
weit von einander abstehen.

Legt man ferner Kreise auf der Kugel, welche zum Aeqnator
parallel gehen, so erscheinen diese als Gerade, welche parallel zur
//-Achse gehen.

3. Es geht hieraus hervor , dass ein Punkt der Kugel als
Durchschnitt zweier Kreise er- 51.
scheint , die analog den Meridia¬
nen und Parallelkreisen liegen, nur
dass au die Stelle des Aequators
der erste Meridian getreten ist.

Es sei in Hg. 51 M der Mit¬
telpunkt der Kugel vom Halb¬
messer a , AQ  ein Quadrant des
ersten Meridiaues, AB  ein Qua¬
drant des Aequators . Ist nun P
ein beliebiger Punkt des abgebil¬
deten Kugeloktanten, so hat man
zu seiner Bestimmung nach alter
Weise

den durch P gehenden Meridian QE  und den Parallelkreis
CD  und die Koordinaten sind

die Breite EP = AD — <f  und
die Länge DP == AE =  X.

Nach der neuen Weise ist aber P bestimmt mittels
des durch B unu P gehenden grössten Kreises BE  und
des zum ersten Meridiane parallelen Kreises GH -, Koordina¬
ten sind

PP = AG = <f x und GP = AF =  X,.
4. Um ein Paar Formeln zur Verwandelung der neuen Koor¬

dinaten in die alten und umgekehrt zu erhalten betrachten wir die
von P auf die Aequatorebene gefällte Senkrechte PN,  welche man
zunächst aus dem rechtwinkligen Dreiecke MPN  mittelst der
Formel

PN = MP  sin EMP — a sin <(
erhalten kann. Andererseits ist aber auch im rechtwinkligen Drei-
pckp P/T/Y

PN = KP  sin GKP = KP  sin X,,
und da im rechtwinkligen Dreiecke MPK

K
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KP = MP  sin BP — a sin (90° — <fx) — a cos <ft
■ist, so hat man auch

PN — a cos <p, sin X,.
Die Gleichsetzung beider Werthe von PN  giebt

sin (f = cos <pt sin X,.
Aus der vollständigen Analogie zwischen <f  und X einer - und

</, und X, andererseits folgt , dass auch
sin (f‘j — cos (fi sin X

ist . Aus diesen zwei Gleichungen entwickelt man noch durch ein¬
fache Rechnung

cot X = cos X, cot <f',
cot X, = cos X cot (f

und hat nunmehr die Transformationsformeln
. . . (sin (f\ = cos <f sin X, sin (f =  cos <ft sin Xt
' ' jcot X, = cos X cot (f, cot X = : cos X, cot (f\ .

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir gleich zur Besprechung
einiger hierher gehörigen Projektionen über.

II. Die Cassini ’sehe Projektion.

5. Diese Projektion ist von dem Astronomen Cesar-Frangois
Cassini de Thury (1714 — 1784) bei der grossen Karte von Frank¬
reich in Anwendung gebracht worden , die unter seiner , seines Soh¬
nes Jean Dominique  und Maral 'di ’s Leitung im Jahre 1745
begonnen und 1793 von dem jüngeren Cassini vollendet wurde. *)

Es ist verhältnissmässig leicht , die Richtung eines Meridianes
auf der Erde anzugeben und ebenso kann man ohne grosse Schwie¬
rigkeit eine Linie senkrecht zu diesem Meridiane angeben . Letztere
liegt aber in dem grössten Kreise, der senkrecht auf dem Meridiane
steht , im sogenannten ersten Vertikalkreise des Schnittpunktes bei¬
der Kreise . Der Parallelkreis berührt diesen Vertikalkreis nur in
einem Punkte . Wenn man nun (Pig. 51) auf einem festen Meridiane,
den man als ersten annimrat , den Bogen AF =  X , und auf dem
ersten Vertikal von F  den Bogen FP = (f>t misst , so ist der Ort
P bestimmt. Statt des Punktes A des Aequators kann man auch
irgend einen anderen festen Punkt 0  des ersten Meridianes anneh¬
men und von ihm aus die Koordinaten bis zum Punkte F  messen.

Cassini nahm als ersten Meridian den durch die Pariser Stern¬
warte gehenden an , diese Sternwarte selbst bildete den Anfangs¬
punkt 0  für die Messung der Koordjnaten auf dem ersten Meri¬
diane. Auf der Karte erscheint der erste Meridian als gerade
Linie (y-Achse ) und die darauf senkrechten Bögen grösster Kreise
erscheinen als senkrechte Gerade ; die Koordinaten OF  und FP
jedes Punktes P sind nach ihrem richtigen Grössenverhältniss , im
Verhältnisse 86400 : 1 verkleinert , auf der Karte dargestellt . Letz-

* ) Carte gemnetrique de la France . 184 flls . 1750  — 1703 . Paris , Lonyuct.
(Maassstab‘/s 64oo.)
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tere enthält gar keine Meridiane und Parallelkreise , sondern nur
die beiden Systeme sich rechtwinklig kreuzender Geraden.

6. Es ist leicht von den Koordinaten der Cassini’schen Karte
auf die Länge und Breite überzugehen.

Ist <p0 die geographische Breite des Anfangspunktes 0 und
wird der Bogen OF mit y bezeichnet (und auf der Karte durch
die geradlinige Strecke y dargestellt ), so ist <p0 -)- y identisch mit
der Grösse AF — Xt unserer Formel (1) , wogegen FP — x mit
fpt zusammenfällt. Wir haben daher die Formeln

j sin x = cos <p sin X
' I cot (<p0 -j - y) — cos X cot (f.
Aus diesen zwei Gleichungen erhält man durch Elimination

von X die Gleichung der Abbildung des Parallelkreises
von der Breite <P

(3) sin 2x -(- cot 2(<p0 -f - y) sin 2<p= cos 2<p
und durch Elimination von (p  ergiebt sich die Gleichung der
Abbildung des Meridianes von der Länge X

(4) [cos 2X -j - cot 2(<p0 -J - y)] [sin 2X— sin 2x] = sin 2X cos 2X.
Meridiane wie Parallelkreise stellen sich daher auf der Karte als
transcendente Linien dar.

7. Wie man sieht, ist diese Projektion im Grunde nichts wei¬
ter als eine quadratische Plattkarte , nur dass der Aequator durch
den ersten Meridian ersetzt ist . Man darf daher diese Darstellungs¬
weise, will man nicht in grobe Fehler verfallen , nur auf eine ver-
hältnissmässig schmale Zone zu beiden Seiten des ersten Meridians
beschränken.

Setzen wir ausserdem noch voraus, dass auch in der Richtung
des ersten Meridianes die Karte nur eine geringe Ausdehnung be¬
sitzt , so nehmen die vorstehenden Gleichungen eine etwas ein¬
fachere Gestalt an.

ln den Formeln (2) und (4) ist der Erdhalbmesser = 1 ge-
»J/ Wsetzt worden ; setzen wir ihn = a,  so müssen wir — und — andiea a

Stelle von x und y in diese Formeln einsetzen. Unter der An¬
nahme, dass sowohl x als <p— <p0 sehr klein sind , werden aber

CO 'Uauch — und sehr kleine Brüche sein , und man kann dann ina a
den vorstehenden Formeln

statt sin x cos x tan y
, •, * lx 2 yschreiben — 1 - 77- -a 2 a l a

Setzt man diese Werthe ein, so ergeben sich nach einigen ein-
CO

fachen Entwickelungen, bei denen höhere Potenzen von ■ und
als die zweite vernachlässigt werden, anstatt (3) und (4) die bei¬
den Formeln

(3a) (y —a cot <f0)2cot ^o [cotq> 0 -|-4 sin <? „)].
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(4a) (y -f - a tan <jp0)4 -f - 2a sec <p0 cot X • x = a 4 (2 -)- tan 2<p0).
Man sieht daraus , dass man für kleine x und y die Abbil¬

dungen der Parallelkreise als kreisförmig , die der Meridiane als
Parabelbögen anselien darf.

III. Lamberfs isocylindrische Transversal - Projektion.
8. Dieselbe bildet das Seitenstück zu der unter III . des vor. §.

behandelten Lambert ’schen Projektion , nur dass an die Stelle des
Aequators der erste Meridian tritt.

Rechnen wir die y und x vom Durchschnittspunkte der beiden
Geraden an, die den ersten Meridian und den Aequator darstellen,
so ist (zufolge III . des vor. §.)

y = X , und x = sin (f l ,
wenn der Radius a der Kugel als Einheit genommen wird. Mit¬
telst der Gleichungen (1) erhält man sonach

(8) cot y = cos X cot <f  und x — cos (f  sin X.
In den beiden nachstehenden Tabellen sind die diesen Formeln

entsprechenden Werthe von x und y angegeben.
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Mittelst der in dieser Tafel angegebenen Wertlie von x und y
lässt sich das Netz auf Taf. III, Fig. XVI zeichnen.

9. Aus den Gleichungen (8) erhält man durch Elimination von
ff,  beziehentlich von X die Gleichungen der Abbildungen

des Meridiaues von der Länge X
(9) x2 (l -j- cos 2X tan 2y) = sin 2X

und des Parallelkreises von der Breite <f
(10) tan 2y (cos 2<f— x2) =  sin 2<f.

Beide Kurven sind hiernach transcendeut . Man erkennt aber
aus den beiden Gleichungen, dass beide Kurven symmetrisch sind
zur x-  wie zur y-Achse ; man kann also die vier Punkte , welche
die gleiche südliche oder nördliche Breite und dieselbe östliche
oder westliche Länge besitzen, auf einmal zeichnen. Der Meridian
von ^ 90° stellt sich ferner in Form zweier zum Aequator pa¬
rallelen Geraden dar , welche die Parallelkreise und die Meridiane
symmetrisch theilen. Wenn mau die ganze Erdoberfläche darstellt,
wie unser Netz, Fig. XVI, es thut , so erscheint die Abbildung in
vier immer paarweise symmetrische Figuren getheilt ; die oberste
und unterste Begrenzungslinie bildet wieder der Aequator. Der
Mittelmeridian (erste Meridian) wird durch die Parallelkreise in
gleiche Abschnitte getheilt ; ausserdem erkennt man aus der Ver¬
gleichung der obersten Horizonial- und der letzten Vertikalreihe in
der Tabelle für x,  dass der Meridian von 90° in derselben Weise
wie der Aequator getheilt wird. Die Aequatorgrade nehmen von
der Mitte aus bis zu 90° Länge ab; an der ersteren Stelle sind sie
den Breitengraden gleich, bei 90° Länge dagegen Null.

10. Aus dem vorigen Paragraphen wissen wir , dass diese
Darstellungsweise aequivalente oder flächengleicheAbbildungen giebt.

Wir haben dort auch gesehen , wie die Winkel geändert wer-
een. Ist ip  der Winkel, den eine gewisse Richtung mit dem durch
die beiden Aequatorpunkte B und 5 , und durch den Punkt mit
den sphärischen Koordinaten <p1 und A, gehenden grössten Kreise
einschliesst , so ist die Abbildung ~ip'  dieses Winkels durch die
Gleichung bestimmt

tau *p'= sec 2<fl • tan ip
[vergl. Nr. 13 des vorigen §., Gleich. (12)].

Man sieht hieraus , dass nur für = 0 die Winkel *p  und ip'
einander gleich sind ; also längs des ersten Meridianes werden die
Winkel nicht geändert.

F’ür jeden andern Werth von (fl ist ip'  grösser als tp  und zwar
ist die Differenz pJ' — ip  am grössten , wenn

tan ty =  7(3 cos qp,, tan tp1= - j- sec
ist . Ausserdem giebt es zu jeder Richtung ip  eine konjugirte u,
so dass *p — u = 1p1— u ' ist , und zwar ist

tan ip  tan u = sec 2<p,.
11. Aus dem, was über die Aenderung der Winkel gesagt

worden, ergiebt sich, dass die Darstellungsweise vorzugsweise iii der
Nähe des ersten Meridianes brauchbar ist . Sie eignet sich also
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namentlich zur Abbildung von Ländern , die eine grosse Ausdehnungin der Richtung von Süd nach Nord besitzen und nur eine relativ
geringe von Ost nach West, wie dieses beispielsweise mit denamerikanischen Kontinenten der Fall ist . Für diesen Fall ist sie
auch von ihrem Urheber, Lambert,  empfohlen worden. Zur Dar¬stellung einer ganzen Halbkugel oder auch nur eines Stückes der
Erdoberfläche , das sich auf 60° etwa zu jeder Seite des Mittel-meridianes erstreckt , würde sie sich wegen der bedeutenden Ver¬
zerrungen , die sich dann nach dem Rande hin geltend machen,nicht mehr eignen.

IV. Lambert ’s konforme Cy li nd erp r oj ektion.
12. Es ist dies Nichts weiter , als die Projektion Mercators,

angewandt auf die Koordinaten y , und X, anstatt y und X. Hier¬nach ist , wenn mau den Kugelhalbmesser a ~ l setzt
1 7 1 + sin
2 1 — sin y/

x = l tan

und wenn man auf diese Gleichungen die Transformationsformeln(1) anwendet, so erhält man sofort die beiden Gleichungen
1 -f- cos y sin X
1 — cos y sin X

(11) cot y = cos X cot y , x — \ l
Die folgenden beiden Tafeln geben uns die Werthe von x uud

y,  welche verschiedenen Längen uud Breiten entsprechen.

Gretschel , Karteu-Projcktion. 9
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13. Die Abbildung, welche eine derartige Karte giebt, ist , wie
bei Mercator’s Projektion , konform ; es wird also die Aehnlichkeit
in den kleinsten Theilchen gewahrt. Die Linearvergrösserung in
einem Punkte mit der Koordinate fft ist (zufolge Nr. 15 des vo¬
rigen §.)

_ 1
COS (f t ’

d. i. zufolge der Gleich. ( I) dieses Paragraphen
1

X = - TT- ‘- — - :.y 1 — cos 2<jf sin 2A.
Für kleine Werthe von X ist dieser Werth nicht zu sehr von

der Einheit verschieden, mit wachsenden Werthen von X aber nimmt
er rasch zu und ist bei X = 90° gleich sec <p.

Diese Projektion eignet sich daher , wie die vorige , vorzugs¬
weise zur Darstellung grosser , in der Richtung von Nord nach Süd
sich erstreckender Gebiete der Erdoberfläche, die aber nur eine re¬
lativ geringe Ausdehnung von Ost nach West besitzen. Den Haupt¬
vorzug der Mercator’s-Projektion , dass die Loxodrome als gerade
Linie erscheint , besitzt diese Lambert ’sche Darstellungsweise jaicht,
sie entspricht daher nicht den Bedürfnissen der Seefahrer ; da¬
gegen giebt sie die Polarregionen in ganz brauchbarer Weise wieder.

Die Fig. XVII zeigt uns das Gradnetz, auf Grund vorstehender
Tabellen mittels der Koordinaten x und y zu konstruiren.

V. Die Cylind erprojektion von I. Wetch.
14. Wenn man einen Cylinder um die Kugel legt, der dieselbe

längs des Aequators berührt und vom Mittelpunkte als Projektions¬
centrum aus die Meridiane und Parallelkreise auf diesen Cylinder
projicirt , denselben darauf abwickelt , so erscheinen die Parallel¬
kreise in der Abbildung als parallele Gerade , deren Abstand vom
Aequator durch die Gleichung

y — tan <p
bestimmt ist , wenn der Kugelhalbmesser a = 1 gesetzt und mit <p
die Breite bezeichnet wird , während der Meridian von der Länge
X durch eine senkrechte Gerade repräsentirt wird , deren Abstand
von der Abbildung des ersten Meridianes

x — X
ist. Diese Abbildungsweise ist weder äquivalent noch konform, sie
hat überhaupt keinerlei Vorzüge, ausser der Leichtigkeit ihrer Kon¬
struktion und würde sich nur zur Darstellung einer schmalen Ae-
quatorialzone eignen.

Diese Projektion ist von I. Wetch  in Vorschlag gebracht
worden mit der Modifikation, dass er die Berührung längs eines
Meridianes stattfinden lassen will. Es wird dann

x — tan <pt und y = X,,
mithin zufolge Gleich. (1)

9*
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( 12 ) * ■
cos (f  siu X

^1 — cos 2<p sin 2X ’ ^
Are cot (cos X cot <f).

Wir haben diese Projektion nur der Vollständigkeit halber er-wälint.

VI. Abbildung einer gegen den Aequator geneigten Zone.

15. Wenn man eine von zwei Parallelkreisen begrenzte Kugel¬
zone darzustelleu hat , die aber weder mit dem Aequator, noch mit
einem Meridian parallel liegt , so kann man sich einen grössten
Kreis denken, der mit der Zone parallel geht , längs desselben ei¬
nen Cylinder um die Kugel beschreiben und auf diesem Cylinder
die Kugel abbilden.

In Fig. 52 stelle AB  einen Quadran¬
ten des Aequators, AQ  einen solchen des
ersten Meridianes, AC  einen Quadranten
des grössten Kreises , der mit dem Ae-
qnator einen Winkel v einschliesst , AIi
einen Quadranten des darauf senkrechten
grössten Kreises vor. Ein Punkt P  kann
dann bestimmt werden

entweder durch die Koordinaten
AN — X und NP = <f

oder durch die Koordinaten
AL = X , und LP — <p t .

In dem sphärischen Dreicke PQR
ist dann

PQ = __ PR — 900 _ f/,() qr _ V)
PQR — 90 ° — KZ . QRP  =  9 ° o + *1

und man hat daher den beiden ersten Fundamentalsätzen der sphä¬
rischen Trigonometrie (erweiterter Pythagoreischer und Sinus-Satz)
zufolge die zwei Formeln

(13) ^ sin (f‘
/ cos X

, = cos v sin
cos X cos

1 cos </,

<p-f - sin v cos <f sin X

Wenn man v = 90° annimmt, so geht die erste dieser Formeln
ohne Weiteres in die erste der Formeln (1) über und aus der an¬
dern erhält man nach leichter Transformation die zweite der
Gleichungen (1).

Wenn man nun auf dem längs AC  umschriebenen Cylinder ein
Stück der Kugelfläche abbildet , so erscheint die geradlinige Ab¬
wickelung von AC  als #-Achse , die darauf senkrechte geradlinige
Abbildung von AR  als «/ -Achse und man erhält die rechtwinkligen
Koordinaten x und y so wie im vorigen Paragraphen besprochen
worden, mittels <pt und X, ausgedrückt . Mittels der Gleichungen
(13) kann man diese sphärischen Koordinaten durch cp und X er¬
setzen.
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16. Für die quadratische Platt karte x — X, , (/ = (/' ,
erhält man so

1 sin y — cos v sin <p-j - sin v cos sin X
(14) / _ cos X cos <pcos x

1 — (cos v siu </>-(- sin v cos <p sin X)*
für die äquivalente Projektion Lambert ’s ist x — X,,
y = sin (pt , mithin

y = cos v sin <p-j - sin v cos (f  sin X
cos X cos <pcos x —

V1 — (cos v sin <p-(- sin v cos (p  sin X)*
und für Mercator ’s Projektion

1 -j- sin <p
sin y

oder
1 -j - cos v sin <p-j - sin v cos (p  sin X.
— (cos v sin (p -j - sin v cos <p sin X)

cos X cos (P‘( 16 )
cos X =cos X

V I —(cos v sin y -j- siu v cos <p sin X)2
Mittels der aus diesen Formeln berechneten Koordinatemverthe

kann man hinlänglich viele Punkte der Kurven konstruiren , welche
die Meridiane und Parallelkreise repräsentiren , und durch gehörige
Verbindung dieser Punkte erhält man dann diese Kurve selbst.
Freilich bleibt die Berechnung der Koordinaten immer eine sehr
umständliche Arbeit , auch wenn man den vorstehenden Formeln
durch Einführung von Hilfswinkeln eine für die Rechnung beque¬
mere Gestalt giebt.

§• 15.
Die Kegelprojektion.

I. Allgemeine Bemerkungen.

1. Die Kegelprojektionen sind ganz analog den Cylinderpro-
jektionen : eine bestimmte Zone der Erdkugel , um deren Darstellung
es sich handelt , wird ersetzt durch eine Zone auf der Mantelfläche
eines normalen Kegels, der entweder die Kugel berührt , oder sie
schneidet. Auf die Kegelfläche werden die Kreise, welche sich auf der
Erde befinden, nach bestimmten Regeln übertragen , doch immer so,
dass die Parallelkreise als parallele Regelkreise und die Meridiane
als gerade Linien, als Erzeugende der Kegelfläche aultreten . Dann
wickelt man den Kegelmantel ab, legt ihn in eine Ebene, und nun
erscheinen die Parallelkreise als Bögen koncentrischer Kreise, deren
gemeinsamer Mittelpunkt die Spitze des Kegels ist ; die Meridiane
aber stellen sich als gerade Linien dar , welche nach diesem Mit¬
telpunkte konvergiren.
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2. Abgesehen von der Einfachheit der Konstruktion solcher
Karten, haben sie noch die Vortheile,

dass die rechtwinklige Lage der Parallelkreise und Meri¬
diane und ebenso die parallele Lage der Parallelkreise ge¬
wahrt bleibt,
und dass gleiche Winkel zwischen Meridianen oder gleiche
Unterschiede in der geographischen Länge auch auf der Karte
gleich gross, wenn auch nicht in wahrer Grösse, erscheinen.

3. Da übrigens die Parallelkreise auf dem Kegel an Grösse
abnehmen, wenn man sich der Spitze nähert , ähnlich wie dieselben
auch auf der Kugel mit der Annäherung an den Pol kleiner wer¬
den , so ist von Haus aus einleuchtend , dass mau bei der Kegel¬
projektion mehr Mittel zur möglichst genauen Darstellung in der
Hand hat , als bei der Cylinderprojektiou.

II. Die Abwickelung des Tangentialkegels.
4. Man nimmt einen normalen Kreiskegel an , welcher die

Kugel längs des Mittelmeridiaues der abzubildenden Zone berührt;
dann verlängert man die Ebene der Parallelkreise und Meridiane
bis zum Durchschnitt mit der Mantelfläche des Kegels und wickelt
zuletzt die letztere ab.

Fig. 53 zeigt hinlänglich deutlich dieses Verfahren und sein
Ergebniss . AA,  bedeutet in dem linken Theile der Figur den
Durchmesser des mittleren Parallelkreises von der Breite <f' , , AS
und A,S  sind die beiden Erzeugenden des Berührnngskegels, welche
in der Ebene des Meridiane» AQA t liegen . Der mittlere Parallel¬
kreis , der in seiner wahren Ausdehnuug in der Abwickelung er¬
scheint , ist mit dem Halbmesser

(1) AS = a cot (f t
beschrieben. Der Winkel am Centrum S des Sektors , den die Ab¬
wickelung der Mantelfläche bildet, ist (vergl. die Fig. links)

5ig. 53.

360° sin (p

Wenn also zwei Meridiane auf der Kugel den Winkel X eiu-
schliessen , so bilden die beiden Halbmesser der Abwickelung, die
ihnen entsprechen , einen Winkel



(2) X • sin <ft
miteinander. Die Abbildungen der Parallelkreise sind übrigens
mit Ausnahme des mittleren , sännutlich grosser als die Originale
auf der Kugel, was schon daraus folgt, dass die Kugel innerhalb des
Kegels liegt , und auch die Abschnitte , welche die Parallelkreise
auf den Meridianen bilden, werden in der Karte unrichtig angegeben.

5. Dein letzteren Uebelstaude begegnet man indessen durch
eine eiufache Modifikation der Konstruktion.

Man trägt nämlich auf einem der Meridiane , z. B. auf dem
mittelsten von A aus nach Süd und Nord die wahren Längen der
Meridianbögen ab und legt dann durch die so erhaltenen Punkte
Kreisbögen, deren Mittelpunkt S ist . Diese letzteren , in der l'ig. 53
rechts punktirt dargestellt , sind dann die Abbildungen der Parallel¬
kreise, während die Meridiane ungeändert bleiben.

Damit wild gleichzeitig auch dem anderen Uebelstaude, dass
nämlich die Parallelkreise zu lang werden , bis zu einem gewissen
Grade abgeholfen.

Der Radius , mit welchem die Abbildung des Parallelkreises
von der Breite ff  konstruirt wird, beträgt jetzt

(3) ? = a [cot </>! — (<p — ff, )]
und die lineare Ausdehnung dieses Kreisbogens ist

(4) u ' =  2 p7r sin fff = 2 « 7r [cos </ , — {ff1— <fx) sin <p, ].
Da nun der Umfang des Parallelkreises auf der Kugel

tt = 2 ait  cos ff
ist, so hat der Unterschied u‘ — u den Werth

(5) u' — ti — 2 n tt [cos f/' , — cos ff — {ff — ff t) sin <p, ].
ln diesen Formeln hat man, wenigstens in der Differenz ff — ff ,,

die Grösse ff  und ff t nicht nach Graden , sondern in Bogemnaass
ausgedrückt zu denken, d. h. es bedeutet <f' denjenigen Bogen eines

ff
Kreises vom Halbmesser 1, dessen Centriwinkel 360° • Grad

ITC

misst. Ist ein Winkel, etwa ff  in Graden angegeben, so findet
man seine Grösse in Bogenmaass, wenn mau die Anzahl seiner
Grade mit 0,01745329 multiplicirt.

Da nun cos <ft — cos ff  nichts weiter bedeutet , als die senk¬
rechte Projektion des Bogens ff — <ft auf den Radius , von wel¬
chem aus man die Centriwinkel und die Bogen zählt , und da das
Bogenelement im Anfauge von ff — ffx mit jenem Radius den
Winkel 90° — </>, , am Ende aber den Winkel 90° — ff  einschliesst,
so liegt der absolute Werth der Differenz cos (fl — cos ff  zwischen
den Grenzen

(6) (ff — fP,) sin f  und (<f — J' x) «in V't,
wo bei der Differenz ff — <p , ebenfalls der absolute Werth in Be¬
tracht kommt.

Ist nun ff  grösser , als <,P,, so sind beide Differenzen
(7) cos <ft — cos ff  und ff — <p,

positiv und von den beiden Grenzen (G) ist (ff — </ >,) sin ff\  die
kleinere, also
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COS (p x — cos SP > ftp — SP . ) sin SPi
und mithin die Differenz u' — u positiv.

Ist dagegen <p kleiner als <f1, so  sind die beiden Differenzen
(7) beide negativ, und da <p, der grössere Winkel ist, so ist

(SP, — SP) sin crt
die obere der beiden Grenzen, zwischen denen cos </> — cos
liegt ; mithin ist

cos (f — cos </>, — (<f t — (f)  sin <pt
negativ , und also die Differenz u‘ — u auch in diesem Falle
positiv.

Man sieht also , dass die Abbildung eines Parallelkrei¬
ses im Allgemeinen immer grösser ist , als dieser selbst,
dass also die Karte in Richtung der geographischen Länge stets
die Dimensionen relativ vergrössert . Nur auf dem mittleren Pa¬
rallelkreise werden die Längengrade in dem richtigen Verhältnisse
zu den Breitengraden dargestellt ; hier werden daher auch die rich¬
tigen Werthe der Winkel gewahrt.

Daraus ergiebt sich, dass man derartige Karten, will man nicht
zu grosse Fehler erhalten , auf eine schmale Zone einschränkeu
muss, die den Mittelparallelkreis enthält.

6. Bei dieser Darstellungsweise lässt sich übrigens der Ab¬
plattung der Erde in sehr einfacher Weise Rechnung tragen . Zu¬
folge S. 42 hat nämlich der Halbmesser NA  des mittleren Parallel¬
kreises (Fig. 53) den Werth

_ a cos (f t
T' ~ TT~  t 2 sin '2'/’,"

und mithin ist der Halbmesser des Kreisbogens, welcher in der
Abwickelung den mittleren Parallelkreis darstellt,

(8) SA = rt cosec </>, = a cot y,
VT e2 sin 2</>,

Der Winkel zwischen den beiden äussersten Radien des Sektors,
der die Abwickelung des Kegelmantels giebt , hat auch hier denWerth

360° • sin
und die Abbildungen der verschiedenen Parallelkreise findet man
nach der im Eingänge der Nr. 5 gegebenen Regel, nur muss mau
diejenigen Bogenlängen abtragen , welche der elliptischen Form derMeridiane zukommen.

7. Als Erfinder der konischen Projektion gilt Claudius
Ptolemäns,  weil derselbe im 24. Kapitel des ersten Buches sei¬
ner Geographie ein Verfahren zur Abbildung der damals bekannten
Welt angiebt, was als Abwickelung eines Kegels betrachtet werden
kann , der die Erde längs des Parallels von Rhodus (36° nördl.
Breite) berührt.

Wird nämlich die Länge eines Meridiangrades als Einheit ge¬
nommen, so erscheint nach der Konstruktion des Ptolemäus der
Parallel von 36° als ein Kreisbogen, dessen Halbmesser 79 Ein-
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heiten zählt . Nun ist aber, wenn ein Meridiangrad gleich Eins ge-
360

setzt wird, der Halbmesser a = ' - = 57,30 , und weiter 79 =2tt
1,3788 • 57,30 — 1,3788 • a;  da aber cot 36° = 1,3764 ist , so ist
der Halbmesser der Parallelkreis -Abbildung nahezu gleich a cot 36°,
entsprechend unserer Formel (1).

Die Meridiangrade trägt Ptolemäus alle von gleicher Länge,
als Einheiten auf, und zwar trägt er von dem Parallel von Rhodus
aus 36 Theile nach Süden ab , um den Aequator zu erhalten , und
63 — 36 oder 27 Theile nach Norden, um den Parallel von Thule
(63° nördl . Br.) zu bekommen; diese Kreise erscheinen daher als
Bogen, deren Halbmesser 79 —f—36 = 115 und 79 — 27 = 52 Ein¬heiten haben.

Ferner trägt Ptolemäus auf dem Parallel von 36° auf jeder
Seite des mittleren Meridianes 18 Bogen von der Länge 4 ab, de¬
ren jeder 5 Längengrade darstellt , und vereinigt die so erhaltenen
Endpunkte mit dem gemeinsamen Mittelpunkte der Parallelen . Mit
andern Worten, er giebt auf dem Parallel von 36° jedem Längen¬
grade die Grösse f , was nahezu mit 0,8192 = cos 36° überein-
stimmt, als derjenigen Länge, die ein solcher Grad wirklich hat.

Durch diese Konstruktion bekommen die Längengrade des Pa-
rallels von Thule und des Aequators das Verhältniss 52 : 115 oder
0,4522 : 1, während dieses Verhältniss in Wirklichkeit cos 63° : 1
oder 0,4540 : 1 ist , was nicht erheblich von dem vorigen abweicht.
Doch sind die Grade sowohl auf dem Parallel von Thule als auf
dem Aequator zu gross im Vergleich zu den Meridiangraden ; auf

115
dem Aequator z. B. ist ein Grad — £ • = 1,1646 , anstatt

/ O

dass er der Einheit gleich sein sollte.
Auf diese Weise erfüllt Ptolemäus , wenn auch nicht in aller

Strenge, die beiden Forderungen , die er an die Karte stellt : dass
nämlich 1) die einzelnen Längengrade des Parallels von Rhodus in
dem richtigen Verhältnisse zur Grösse der Meridiangrade dargestellt
werden, und dass 2) die Grade auf dem äussersten Parallel , dem
von Thule , zu denen des Aequators in dem richtigen Verhältnisse
stehen.

III. Die Kegelprojektion von Mercator.
8. Wenn es sich um die Abbildung einer schmalen Zone han¬

delt , so liegt es nahe , dieselbe auf den Kegel zu Überträgen, der
durch die beiden äussersten Parallelkreise dieser Zone geht. Wickelt
man dann diesen Kegel ab, so erscheinen die Längengrade auf den
beiden begrenzenden Parallelkreisen der Zone in ihrer wahren
Grösse, die dazwischen liegenden Parallelen aber sind alle verkleinert.

Sind ff'  und ff"  die Breiten der begrenzenden Prarallelkreise,
A und B die Punkte , in denen sie den ersten Meridian schneiden
und ist S die Spitze des Kegels (Kg. 54), so ist der Winkel zwi¬
schen SA  und der Verlängerung der Achse Q, Q =  i (Bog. Q. A
~  Bog. BQ) == \ (ff -f ff“), und da
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3“ig. 54. SA  sin £ (<f‘ -j - '/ " ) = a cos <f‘ und
SB  sin £ (</ ' -f- 9 “) = a cos 9 "

ist , so hat man zur Ermittelung der Halbmesser
SA  und SB  der beiden Parallelkreise die Gleich¬

st =

SB =

unda cos <
sin ‘ (9 ‘ + 9 ")

a cos 9 "
sin i Xr -f 9 ")

9. Man hat aber diese Art der Kegelprojektion,
die Uebertragung der Erdoberfläche auf einen
eingeschriebenen  Kreiskegel und Abwicke¬
lung  der Mantelfläche desselben in eine Ebene,
auch zur Darstellung grösserer  Stücke der
Erdoberfläche , die zwischen weit entfernten Pa¬
rallelen liegen, benutzt. Durch eine passende

Wahl der beiden Parallelkreise , längs deren dieser Kegel die Kugel
schneidet und die daher in der Abwickelung in ihrer wahren Grösse
erscheinen , kann  man dabei bewirken, dass die Fehler , welche an
den Rändern der Karte und gegen die Mitte derselben stattfinden,
gewissen Bedingungen genügen. Der Erste , welcher hierauf auf¬
merksam gemacht hat , ist der berühmte Geograph Gerhard Mer-
cator,  den wir schon als Erfinder der nach ihm benannten Seekar¬
ten kennen gelernt haben. Bei der grossen Karten von Europa,
welche derselbe im Jahre 1554 veröffentlichte, sind die Längengrade
auf den Parallelen von 40° und 60° Breite im richtigen Verhält¬
nisse zu den Meridiangraden dargestellt , während sie auf den da¬
zwischen liegenden Parallelen verkleinert , auf den südlich oder
nördlich darüber hinaus liegenden aber vergrössert sind.

Ungefähr zwei Jahrhunderte später hat der Franzose Jos.
Niclas de l ’Isle,  erster Astronom der Petersburger Akademie,
dieselbe Projektionsmanier wieder in Anwendung gebracht , daher
sie auch öfters mit seinem Namen bezeichnet wird. Auf der von
demselben im Jahre 1745 pnblicirten grossen Karte von Russland,
die sich vom Parallel von 40° Breite bis zu dem von 70° erstreckt,
sind nämlich auf den Parallelen von 47i Grad und 62£ Grad Breite
die Längengrade in ihrem wahren Verhältnisse zu den Meridiau-
graden abgetragen und die Meridiane, auf denen alle Grade von
gleicher Länge sind , erscheinen in Form konvergirender gerader
Linien.

10. Diese Arbeit von de l’Isle hat dem grossen Mathematiker
Leonhard Euler  Anlass gegeben, zu untersuchen , welche Kegel¬
projektion inan wählen muss, wenn die Vergrässerungen auf den
äusse sten Parallelkreisen einander gleich sein und auch überein¬
stimmen sollen, nur im entgegengesetzten Sinne, mit dem extremen
Werthe der Verkleinerung gegen die Mitte der Karte hin.

Wir geben hier die Hauptgedanken dieser Euler’schen Arbeit,
die im Jahre 1778 veröffentlicht wurde (Be projectione geoyra-
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ph 'tca de l’Isliana in mappa i/enerali Imperii Musstet usitata.  —
Ada Acad . Petrop . pro anno MDCCLVII , p . 143 ff .) .

Es sei ff  die Breite des südlichsten , (f“  die¬
jenige des nördlichsten Parallelkreises ; als Längen¬
einheit wollen wir betrachten die Ausdehnung eines
Meridiangrades. Es mag nuu in Fig. 55 AB = a
ff " ~ 9 ') das Stück des ersten Meridianes sein,
welches in Form einer geraden Linie zwischen den
Abbildungen der beiden extremen Parallelkreise liegt;
AA' und BB' mögen die Abbildungen von Bögen von
je 1° auf diesen Parallelkreisen sein. Die beiden
Geraden AB und A'B‘ schneiden sich in einem.
Punkte 0,  dem gemeinschaftlichen Centrum der
Kreisbögen , welche die Parallelkreise repräsentiren
sollen. Bezeichnet mau OB mit x und den zwi¬
schen OA und OA' um 0 mit Halbmesser 1 beschrie¬
benen Bogen mit tu, so ist

3ifl. 55

AA' ~ (x -j- ff' — </ >') cu und BB' — xui.
Da nun die wahre Grösse eines Längengrades auf den Parallelen
von der Breite ff  und ff'  durch

cos ff  und cos ff'
ausgedrückt wird, wenn der Meridian- oder Aequatorgrad die Ein¬
heit bildet, so sind die Fehler , welche auf den genannten Paralle¬
len auf der Karte begangen werden, gleich

(x -j - ff' — ff ) co— cos ff  und xto — cos ff ' .
Nach der ersten von Euler . gestellten Forderung sollen aber

beide Fehler gleich gross sein ; das giebt die Gleichung
(X-j - ff' — ff)  tu — cos ff — xeo — cos ff ' ,

aus welcher sich ergiebt
.. . cos ff — cos ff'(9) CU= - --; -•

ff — 9

In dieser Formel sind ff'  und ff  im Nenner in Graden ausge¬
drückt , tu aber erhält man in Bogenmaass; will man es statt des¬
sen in Graden haben , so hat man noch mit 57°, 2959 (57° 17'
44", 8) zu multipliciren , als der Grösse des Centriwinkels , dessen
Bogen dem Halbmesser gleich ist.

Das Bemerkeuswerthe an der Formel (8) ist der Umstand, dass
die Grösse cu nicht abhängt  von der Wahl der Parallelkreise,
auf deren Abbildungen die Längengrade im richtigen Verhältnisse
zu den Meridiangraden stehen.

Ist nun weiter CC'  die Abbildung eines Längengrades von der
Breite 9,  also CB — ff' — 9,  so ist

CG = (x -f ff ' — ff ui
und da die wahre Länge eines solchen Längengrades gleich cos (p
ist , so hat der Fehler , den man begeht, den Werth

S = (x -\- ff' — ff Ul -COS <p.
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Für einen nur wenig grösseren Werth 9 , hat man die ent¬
sprechende Formel

§t = 0 + 9 " — 9i) w - cos <pu
und aus diesen beiden Gleichungen folgt

5, — S _ cos <p, — cos (f
9 , — 9 ~ ~ W 9t — 9 ’

in welcher Gleichung 9i — 9 in Bogenmaass zu verstehen ist.
Lässt man die Differenz 9 t — 9 in Null übergehen, so wird

cos <fx — cos <p
9t — 9

• 9t + 9 . 9tsin • sin

c/, - (f

- 9
2 — — sin <{'

2

und es geht daher vorstehende Gleichung über in

t/ (f = - « + sm 9 , 9t — 9 = 0.
So lange sin 9  kleiner ist als ui ist die rechte Seite dieser Gleich¬
ung negativ, und es ist daher §, kleiner als §, oder S nimmt ab;
ist aber sin 9  grösser als tu,  so ist S, grösser als S, S nimmt also
zu. Den kleinsten Werth von § erhält man also für den Werth
9 0 von 9,  der sich aus der Gleichung

(10) sin 9 0 = w
ergiebt , wo cv in Graden ausgedrückt ist . Nach der weiter oben
aufgestellten Gleichung ist dieser Werth

§o = (x + 9“ — 9 0) M — cos 9 0-
Da bei der Kegelprojektion in der Mitte Verkleinerung ein-

tritt , so ist dieser Werth von S negativ . Nach der zweiten Euler ’-
schen Forderung soll nun der positiv gerechnete Werth dieser
Aenderung gleich der Vergrösserung auf einem der äussersten Pa¬
rallelkreise sein. Dies giebt die Gleichung

cos 9 0 — (x -f - 9" — 9 0) co = xw — cos 9 ‘\
aus der man

( 11) x = cos 9 0 - |- cos 9 “
2 co - \  (9 " — 9 0)

erhält . Bedeutet ferner Q in Fig. 54 den Pol , ist also 50 = 90°
— 9 " , so ist der Abstand z des Poles Q vom Mittelpunkte 0
durch die Gleichung

(12) z = er - (90° — 9 “)
gegeben.

11. Die Gleichungen (9) , (10) und (11) oder (12) geben uns
alle zur eigentllichen Konstruktion der Karte nöthigen Elemente.

Ist 9 ' — 40 ° und 9 " =  70 °, so ist zufolge Gleichung (9)
0,76604 - 0,34202co= —- -- --

30
n Bogenmaass, oder in Gradmaass = 0,014134 • 57°, 2959 =
°,80982 od er

0,014134
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CO = 48 ' 35 " .

Der Winkel <f0 , für welchen die Verkleinerung am bedeutendsten
ist , ergiebt sich aus der Gleichung ( 10) oder

sin f/ 0 = 0,80982;
man findet <fn = 54 ° 4' 40 " . Man sieht , dass dieser Werth unge¬
fähr mit der Breite des mittleren Parallels , 55 ° , zusammenfällt.

Berechnet man mittels der Formel ( II ) .den Werth x , indem
man tu = 0,014134 setzt , so ergiebt sich

d. i.

0,58669 + 0,34202
2 • 0,014134 \ (70 — 51,0777) = 32,8538 — 7,9611

tr = 24 ° , 8927,
und hieraus folgt schliesslich nach Gleich . ( 12)

z = 40 , 8927 = 4° 53' 31" .
Die Grösse eines Längengrades ist hierbei

auf dem Parallel von ff1' = 40°
(x + ff“ — ff') tu = 54,8927 • 0,014134 = 0,77586,
und auf dem Parallel von ff“ = 70°

Xfu = 24,8927 • 0,014134 = 0,35184;
da nun die Längengrade auf der Erde die Grösse von

0,76604 und beziehentlich 0,34202
besitzen , so beträgt der Unterschied zwischen der Abbildung und
der wählen Grösse auf jedem der äussersten Meridiane 0,00982,
oder es sind die Längengrade auf dem Parallel von 70 ° um unge¬
fähr y’s, auf dem von 40 ° aber um ungefähr ihres wahren Wer-
thes vergrössert Da in der Breite ff0 dieselbe Aenderung eiutritt,
wie in den Breiten <f‘ und ff“ nur im entgegengesetzten Sinne , als
Verkleinerung , und da cos <f0 =  0,58669 ist , so findet dort eine
Verkleinerung des wahren Werthes des Längengrades um etwa
•jfV statt.

12. Statt des obigen Werthes von z kann inan ohne allzn-
grosse Abweichung von deu von Euler ausgesprochenen Forderungen
auch 5° abnehmen , und unter dieser Voraussetzung ist das Netz
auf Taf. III in Hg. XVIII gezeichnet , welches 180 Längengrade vom
Nordpol bis 10° südl . Breite umfasst . Da alle Parallelkreise von
demselben Gentrum aus beschrieben werden , die Meridiangrade un¬
ter sich und ebenso auf jedem Parallel die Längengrade gleich sind,so kann mau die Karte leicht weiter fortsetzen . Geht man indes¬
sen aus der Zone zwischen 70° und 40 ° n. Br . heraus , so nehmen
die Vergrösserungen beträchtlich zu ; z. B. ein Grad des Aequators
bekommt die Länge 1,34122 , statt der Länge 1 , ist also um mehr
als den dritten Tlieil seines wahren Werthes zu gross.

IV. Murdoch ’s Kegelprojektionen.
13. Dar englische Mathematiker Patrick Murdoch (gest . 1774)

hat in den Philosophical Transactions for theyear  1 758  verschiedene
Vorschläge zur Konstruktion konischer Erdkarten gemacht , die hier
der Vollständigkeit halber Erwähnung finden mögen , wenn gleich
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5ifl. 56.

NI-

%

sie keine bemerkens werthen Vorzüge besitzen und in ihrer Brauch¬
barkeit von anderen übertroffen sind.

Murdoch stellt sich bei den verschiedenen Kartenprojektionen,
die er vorschlägt , die Aufgabe, eine gewisse Kugelzone so auf ei¬
nen die Kugel schneidenden Kegel zu übertragen , dass die Gesammt-
fläche der Zone auch auf der Karte in ihrer wahren Grösse er¬
scheint . Zur Erreichung dieses Zieles hat er aber verschiedene
Mittel vorgeschlagen.

14. Erste Murd o ch ’sehe Pro¬
jektion.  In Fig. 56 sei M  der Mittelpunkt
der Kugel mit dem Radius a , AA'  und BB'
seien die Halbmesser der beiden Parallel¬
kreise von der Breite 9'  und </>" , welche
die abznbildende Erdzone begrenzen , der
Punkt K,  dessen Breite gleich ^ (9 ‘ -j - 9 ")
ist , sei der Mittelpunkt des Bogens AB
auf dem Meridiane ACDBQ.  Ferner soll
die Kegelseite den Meridian in den zwei
von K  gleichweit abstehenden Punkten C
und D schneiden , 0  soll der Scheitel des
Kegels sein, KA 1 und KB t sind die Ab¬
wickelungen der Bögen KA  und KB  auf
die Seite des Kegels.

Bezeichnet man dann noch mit N  den Schnittpunkt von MK
mit CD  und zieht NN'  senkrecht zur Achse , so wird die Beding¬
ung , dass die Gesammtfläche in der Abbildung gewahrt bleibe,
durch die Gleichung ausgedrückt

2 NN' • Tr • Bog. AB =  2 « tt • A'B '.
Bezeichnet man nun jeden der gleichen Winkel DMN  und

NMC  mit ip,  so ist
NN' = MN ■ cos i (9‘ -f - 9") — a cos rp  cos \ (9' + 9 ") ;

andererseits ist aber
m " - 1- w ' q >“ — <p‘

A'B' = a (sin 9 " — sin 9 ‘) — 2 a cos sin - ^
und Bog. AB = a (9 " — 9%

Sonach geht die obige Gleichung über in
2 . 9 “ — 9‘

cos V = yKNJ' • sm  2
wodurch der Winkel ip  bestimmt ist.

Es ist nunmehr auch möglich, den Halbmesser ON — r zu be¬
rechnen , mit welchem der mittlere Parallelkreis auf der Karte be¬
schrieben wird. Es ist nämlich

9‘ + ^
2

oder, wenn man für MN  seinen Werth
2« . 9 “ — 9'

r = MN  tan OMN = MN  cot

MN — a cos tp  =
<p" — <p'

sin

einsetzt,
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(13)
<f." — (f‘ <p' -4 - (f"cot --_ 2a

, </ >" — </>' 2 2
Wickelt man nun den Kegel, dessen Basis der Kreis vom Halbmes¬
ser NN'  ist , ab, so erhält man einen Sektor , dessen beide begren¬
zende Radien einen Winkel von

360° NN'  y ' 4 - v"w= 3“"-sin t
mit einander einschliessen. Wenn demnach ein Paar Meridiane
auf der Kugel den Winkel X mit einander bilden, so schliessen die
beiden ihnen entsprechenden Geraden auf der Karte den Winkel

<p‘+ (p"
/ . sin 2

miteinander ein.
Die verschiedenen Parallelkreise erhält man nach der gewöhn¬

lichen Methode, wenn man auf dem mittlern Meridiane von dem
Punkte N aus , welcher dem Meridianpunkte K entspricht , nach
Nord und Süd die richtigen Längen der Meridianbögen aufträgt
und von dem Punkte 0  aus durch die erhaltenen Punkte Kreis¬
bogen schlägt bis zu den beiden begrenzenden Halbmessern (Me¬
ridianen).

15. Diese von Murdoch angegebene Konstruktion der Parallel¬
kreise ist ganz konform dem Verfahren, welches bei den andern
bisher betrachteten Kegelprojektionen eiuhalten wird. Aber es ent¬
spricht dieselbe nicht der Bedingung, die Murdoch gleichfalls ge¬
stellt hat , dass nämlich die beiden Parallelen , längs deren der Ke¬
gel die Kugel schneidet, und welche die Breite

(f‘ -J - (f “
2

haben, in ihrer wahren Grösse abgebildet werden sollen. Dazu ist
nöthig , dass die Abbildungen dieser Kreise mit den Radien OG
und beziehentlich OD  beschrieben werden, oder, was dasselbe ist,
mit den Radien

r 4 *MC = r 4 - a sin xp.
Setzt man für r  seinen Werth

(p>4- (f"
1 ’

so erhält man für OG  und OD  die beiden von Job . Tobias
Mayer (dem jüngeren) angegebenen Formeln

4 - t//

a cos V' cot

cos

(14)

OG= a

OD — a

» ' ■ + j

sin <p1-j - (pu

(*± *1_ ,)
“» 44 -)
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Vergl. J . T. Mayer, Gründl. u. vollst. Anweisung zur Verzeich¬
nung der Land-, See- und Himmelskarten etc. Erlangen 1794 (spä¬
tere Ausgabe 1804, 1815 und 1828), Kap. III.

Natürlich können , wenn man zur Konstruktion der erwähnten
Parallelkreise sich der vorstehenden zwei Formeln bedient , die
Meridiangrade nicht alle gleich gross genommen werden ; vielmehr
werden dieselben in der Mitte kleiner als nach dem Rande hin
ansfallen , weil der mittlere Bogen CD  durch die gerade Linie CD
repräsentirt wird. Will man dies zulasseu, so bedarf es dann noch
einer besondern Annahme über die Art und Weise, wie die Meri¬
diangrade auf die Karte übertragen werden, einer Annahme, durch
welche aber die oben gemachte Voraussetzung, dass A,B t ~  Bo¬
gen AB  ist , nicht alterirt werden darf ; denn sonst wird die erste
der Gleichungen in Nr. 14, aus der sich die Formeln für cos (h etc.
ergeben, ungültig.

Dem gegenüber scheint es am einfachsten , die Meridiangrade,
wie Murdoeh tliut , gleich lang abzutragen und die Abbildung der
beiden Parallelkreise in wahrer Grösse fallen zu lassen.

Man kann aber auch umgekehrt die gleiche Länge der Meri¬
diangrade gleichzeitig mit der Bestimmung, dass A l B l = Bogen
AB  ist , aufgeben und dafür das bei Murdoch’s zweiter Methode
angewandte Verfahren benutzen.

16. Zweite Mnrdoch ’sche Projektion.  Die einzelnen
Punkte eines Meridianes werden derart auf die in dessen Ebene
liegende Kegelseite übertragen , dass man — nach den Regeln der
Perspektive — die Schnittpunkte der Kegelseite mit den nach den
verschiedenen Meridianpunkten gezogenen Radien als Projektionen
der Meridianpunkte betrachtet.

Zur Erläuterung wollen wir wieder die Fig. 56 benutzen, wobei
wir aber voraussetzen, dass A , und B x die Schnittpunkte von MA
und MB  mit der Kegelseite sind. Die Bedingung der Bewahrung
der Gesammtfläche lautet dann

2 NN‘ • M,P , = 2a tt • A'B'.
Nun ist aber A XB X=2 NA t und

MN' = MN  cos = NA t • cot AMN • cos V Z ‘f ,
2 2

w" — </ >'
und da der Winkel AMN — - - — ist , so erhält man unter

u

Berücksichtigung von
A' B'  =

zur Bestimmung von NA X die Gleichung

W“—(p‘ (p1 .J-
2 a sin - - — cos 0

<p ‘‘

(15) NA t cp1a tan — 9 ‘ 1/— 1/ cos
(p" —(f‘

1 ~ 2 r 2
Ist P ein beliebiger Punkt des Meridianes, welcher um Grad

nördlicher oder südlicher liegt als der Punkt K  von der Breite
9‘ + 9“

2 so ist die Projektion NP'  des Bogens KP  durch die

Gleichung
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NP ' = MN • tan tf>= NA, • cot . tan f

gegeben, welche, wenn man für NA t den Werth (15) setzt, in

(16) NP' = a tan ip ]/ Cos
übergeht.

Bedeutet ipt den Werth , welchen ty  für die beiden Punkte C
und D besitzt , so ist einesteils

NC = a sin *pt,
anderntheils zufolge (16)

NC = a tan tpl ]/cos V\ii

aus welchen zwei Gleichungen sich zur Bestimmung des Winkels
t/G ergiebt

(17) . co» V, = J4 . »
Mithin ist

(18) NC = ND = a\ /  1 COS VT-

cos (p" — <p'

2 ~ 4
Zur Ermittelung des Halbmessers CW = r 0, mit welchem man den
mittelsten Parallelkreis zu beschreiben hat , dient die Gleichung

r0 = ON = MN . cot MON = MN • cot H_±90. t
und da

MN — a cos tf>
ist, so hat man

(19) r 0 — a  cot 2 f „„„ 2
Für einen beliebigen Parallelkreis , welcher um ty  Grad

nördlich von dem durch K  gehenden Mittel-Parallel liegt , ist der
Halbmesser , mit dem derselbe auf der Karte beschrieben werden
muss,

r = r 0 NP'
oder

9' + 9 “ y\ cos <P 9‘

0 COS
(p" — (p*

welcher Formel man auch die Gestalt

a cos
(20)

,V- (p“ — w*cos - --

y ' -f- y " f tp‘ -f
sin - cos [y -

9‘

geben kann, wo y die Breite des Parallels bedeutet.
Gretschel , Karten-Projektion. 10
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Was speciell die beiden äussersten Parallelkreise anlaugt , so
ist für den südlichsten ff' = ff  und der Halbmesser ist

( 21 )
a cos ft>'a cos ft

für den nördlichsten Parallel , ff = ff“ , dagegen ist der Halb¬
messer

(22 )
a  cos ff"

Die Abwickelung des Kegels giebt einen Sektor,
serste Halbmesser einen Winkel von

360°
NN'
ON

er' 4 - <r"
360 ° • sin ' \ '

dessen äus-

mit einander einschliessen , gerade wie bei der ersten Mnrdoch ’schen
Projektion.

17. Die hier entwickelten Formeln reichen hin zur Berech¬
nung derjenigen Elemente , welche zur Konstruktion einer derartigen
Karte nöthig sind . Wie man leicht sieht , könnte man an die Stelle
der Rechnung auch eine Konstruktion treten lassen . In der That
hat man nur nöthig , in Fig. 56 den Bogen AB  des Meridianes , wel¬
cher zwischen den äussersten Parallelen von der Breite ff'  und ff"
liegt , in K  zu lialbiren , den Halbmesser MK  zu ziehen , von B
(oder A)  eine Senkrechte BL  auf ihn zu fällen , so dass

cp" — q>‘
ML - a  cos 2

ist , dann über MK  einen Halbkreis zu konstruiren , welcher die
Senkrechte BL  oder ihre Verlängerung im Punkte J  schneidet und
schliesslich MN = MJ  zu machen , und man hat den Punkt N  der
vorigen Figur . Denn es ist

MN = MS =  V MK • ML = a J/cos

wie es nach den obigen Auseinandersetzungen sein muss . Errich¬
tet man nun NO  senkrecht auf MN,  so hat man damit die Kegel¬
seite und kann nun die einzelnen Theilpunkte des Meridianes auf
dieselbe übertragen , indem man die nach diesen Punkten hingehen¬
den Radien zieht . Es bleibt dann nur noch die Abwickelung des
Kegels übrig . Zu dem Zwecke schlägt man um 0  mit ON  als
Halbmesser einen Kreisbogen und trägt auf demselben die einzelnen
Grade in der Grösse , wie sie sich auf einem Kreise mit dem Halb¬
messer NN' (Fig . 56) befinden ab . Dabei kann man sich , wenn es
auf grössere Genauigkeit ankommt , der in § . 8, Nr . 13 (S. 55 un¬
ten ) angegebenen Konstruktion bedienen , zuerst um die genauere
Länge der Bogen auf dem Kreise mit dem Halbmesser NN'  zu er¬
fahren , und dann , bei umgekehrter Anwendung des Verfahrens , um
diese Länge auf den Kreis vom Halbmesser ON  abzutragen.
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Alles weitere ist an sich klar.
18. Dritte Murdoch ’sche Projektion.  Zur Bestimmung

der Geraden MN (Hg . 56), die nach dem Halbirungspunkte K  des
Meridianbogens AB  hingeht , dient die Proportion

MN : MK =  Bog. KA : tan AMK,
aus welcher sich ergiebt

(23) . MN _ ~ V‘)
ff“ — er '2 tan * - -

wo natürlich im Zähler ff“ — <f‘  in Bogenmaass auszudrücken,
oder, im Falle ff'  und <f"  in Graden angegeben sind, mit 0,017453 . .zu multipliciren ist.

Da die Kegelseite senkrecht auf MN  stellt , so ergiebt sich
hieraus der Radius, den uer durch N  gehende Regelkreis, welcherden durch K  gehenden Parallelkreis darstellt , in der Abwicke¬lung hat,

ON = r 0 = MN  cot 9 ‘ + <f “
oder

(24)
a  ( <p“— tf‘) cot

r + <f‘‘
2

2 tan 9 - r
2 '

Demnächst gilt es nun noch , die Abbildungen der äussersten Pa-vallelkreise so zu wählen, dass die Gesammtfläche der Zone erhal¬
ten bleibt. Sind A , und B , die Abbildungen von A und B undwird NA t = NB,  angenommen , so lautet die Bedingungsgleichuughierfür

2 NN ' ■ Tr • 2NA, = 2« 2 7r (sin ff“ — sin ff‘),und da

NN' = MN ■ cos 9 ' r 9

nnd sin <f — sin (f' = 2 sin
ist, so erhält man

(p“ — (f‘(l‘ Sill
ATJ . =1 MN

Setzt man hier den Werth (23) ein, so ergiebt sich schliesslich
2 «. sin V'

(25) NA, = NB , —v ’ ■ 1 • tf" — ff 1
Tlieilt man dann die Strecke A,B,  in ebensoviele gleiche Theileals der Bogen AB  Grade hat , so bekommt man die Punkte,
durch welche die Abbildungen der einzelnen Parallelkreise gehen.

Die Abwickelung des Kegels ist daun leicht zu bewerkstelligen.
10*
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19. Besondere Vorzüge haben diese Murdoch’schen Projektio¬
nen, wie schon oben angedeutet, in keiner Weise. Zu Gunsten der
zweiten kann man allerdings die Einfachheit ihrer Konstruktion
und dann den Umstand anführen , dass sie in gewissem Sinne per¬
spektivisch ist , also ein anschauliches Bild gewährt . Doch würde
dies bei ihrer Verwendung zu geographischen Zwecken nicht son¬
derlich ins Gewicht fallen ; höchstens für die Anfertigung von
Sternenkegeln könnte es beachtenswert !) sein.

Für schmale Zonen geben übrigens diese Methoden ganz brauch¬
bare Netze, ein Vorzug, der freilich auch den übrigen Kegelprojek¬
tionen zukommt. Ueber mehr als 8 bis 10 Breitengrade darf man
die Karte aber nicht ausdehnen , wenn man grössere Fehler ver¬
meiden will.

V. Die Kegelprojektion von Albers.
20. Die Forderung , welche Mtirdoch an seine Karten stellt,

dass nämlich die Gesammtfläche der dargestellten Zone in ihrer
richtigen Grösse abgebildet werden soll, ist eigentlich eine ziemlich
unwesentliche. Wichtiger würde es sein, die Uebertragung auf den
Kegel so zu bewirken, dass alle  Flächentheile auf der Kugel den
ihnen entsprechenden auf der Kegelfläche gleichkommen.

Für diese — an sich unbestimmte — Aufgabe hat im An¬
schlüsse an die Murdoch’schen Konstruktionen , H. C. Albers  in
Lüneburg eine Lösung gegeben, bei welcher vorausgesetzt wird,
dass der Kegel zwei Parallelkreise mit der Kugel gleich lang hat.

Vergl. Ueber Murdoch’s drey Kegelprojektionen. Zachs monatl.
Korrespondenz , Febr. und Nov. 1805. Beschreibung einer neuen
Kegelprojektion. Daselbst, Nov. 1805.

Wir geben hier in Kürze die Theorie dieser Projektion , die
eigentlich in das vierte Kapitel , zu den äquivalenten Abbildungen
gehört.

21. Sind <f‘  und <f“  die Breiten der beiden Parallelkreise,
welche auf der Karte in ihrer wahren Länge dargestellt werden
sollen, und bedeutet l die Seite des abgestumpften Kegels, welcher
die zwischen beiden Kreisen liegende Zone darstellt , so wird ' die
Bedingung, dass die Gesammtflächen der Kugelzone und der Man¬
telfläche des abgestumpften Kegels gleich sein sollen , durch die
Gleichung ausgedrückt

air (cos <p'-f - cos ff") l = 2 a a nt (sin ff" — sin ff'),

aus welcher sich nach einigen einfachen Transformationen ergiebt
q>“ — (p‘

(26) l — 2 a tan ,

ein Werth , der sich höchst einfach konstruiren lässt , wenn man
im Halbirungspunkte des Meridianbogens, der zwischen beiden Pa¬
rallelen liegt, eine Tangente an denselben legt und diese beiderseits
bis zu den Schnittpunkten der Halbmesser verlängert , welche nach
den Endpunkten des Meridianbogens gehen.

22. Bezeichnet man mit r‘  und r"  die Halbmesser, mit denen
auf der Karte die Abbildungen der erwähnten Parallelkreise ge-
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schlagen werden, so müssen sich beide verhalten , wie die wahren
Längen der Umfänge der Parallelkreise . Dies giebt die Projektion

r‘ : r“ = cos <p‘: cos </>".
Da aber r" — r ' — l ist . so kann man hieraus leicht die

Werthe von r'  und r“  ableiteu:
l cos <p' _ ' a cos <p‘

cos (f‘ — cos <p"— . (f‘  4 - <p" 9 " — 9‘sin - - cos —z z
l cos <p“ _ a cos (p“

cos (p‘— cos y " — . y ' -Mp 77 <p '' — y'
sin - ^ - cos — --

Es ist übrigens leicht , diese Werthe
zu konstruiren . Trägt mau auf einer Ge¬
raden (Fig. 57) die Strecke A‘B ' — l und
darauf senkrecht die Gerade A'A und B 'B
gleich den Halbmessern der beiden Parallel¬
kreise von den Breiten <p‘ und <p"ab, zieht
dann AB  und verlängert diese Gerade bis
zu ihrem Schnittpunkte 0  mit der Verlänge¬
rung von A'B‘, so ist

OA! = r ' und OB' = r “.

5ifl. 57.

23. Jeder der beiden Parallelkreise von den Breiten <p‘ und
<P", und so auch jeder der andern Parallelkreise , wird durch einen
Bogen von

360° • k
dargestellt , wo k ans der Proportion

r' : a cos <p' = 1 : k
gegeben ist.

(28)

Hiernach ist
k — sin <p‘-|- (p" cp" — (p‘cos

24. Es handelt sich jetzt noch um die Ermittelung des Halb¬
messers r , mit welchem vom gemeinsamen Centrum ans die Abbil¬
dung eines beliebigen Parallelkreises von der Breite cp zu be¬
schreiben ist.

Wir wollen uns zu dem Zwecke die Differenz r' — r  in n
gleiche Tlieile

n
getheilt denken, wo n eine sehr grosse Zahl ist . Es mögen ferner
den Radien

r \ r' — S, r‘ — 2 5. . . . , r‘ — (n — 1 ) 5, r' — n S = r
die Breiten

y ', y, , y 2, <p«- i <f
entsprechen.

Die Bedingung, dass die schmalen Kegelzonen von der Höhe 5
gleich sind den Kugelzonen vou den Breitendifferenzen
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Vi — 9 ‘, <Pi ~ <P■. 9 * — 9^ • • •> 9 — 9 *- u
wird dann , wenn man den Faktor 2w weglässt , durch die Gleich¬
ungen ansgedrückt:

r ‘ kh = a 2 (sin <fx — sin <p‘)
(/•' — 8) kh = « 2 (sin <p.t — sin (f t )

(r‘ — 2 8) kh = a 2 (sin <f%— sin <p2)

\r‘ — (h —1) 8] kh = a 2 (sin <jp — sin <jp„_ i).
durch Additiou dieser Gleichungen ergiebt sich aber

(29) [nr‘ — (1 -f-2 -J- . . . -f- n—1) 8] kh =« 2 (sin <p— sin <f‘).
Hier ist zunächst

t + 2 + . . . + „ -1 = “ (-“ - | >

und es geht daher der mit kh  multiplicirte Ausdruck auf der liuken
Seite von (29) in

n {n—  1) - , , r‘ — r
nr — ■- ^ « = nr — (n — 1 ) - --

oder in
J \ r ‘ - r_

\ n)  2
über und die linke Seite von (29) wird also

rl ~ L.
V n)  2

d. i., wenn man für nh  seinen Werth setzt und n dann über alle

Grenzen wachsen lässt , wodurch — = 0 wird,n

f,r — ! I

k . nh,

k.

Setzt man diesen Werth in die Gleichung (29) ein , so er¬
giebt sich

oder

(30) r 1 — r •' i  _

k = a 1 (sin <f— sin <f>‘)

2 a'2
(sin <p— sin <f').

Setzt man <f= </ >" , so erhält mau

>-" 2 — r' 2 - 2 | 2 (sin <f“ — sin <J>‘)
und aus diesen beiden letzten Gleichungen folgt weiter

(31) r 2 = r" 2 -}- — (sin </ >" - sin </>)•

Die Gleichungen (30) und (31) dienen zur Berechnung von »•;
man kann aber diesen Werth auf Grund derselben Gleichungen auch
konstruiren.
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25. Dieses Verfahren liefert Karten, bei denen die Verzerrung
nicht sehr bedeutend ist , wenn man sich nicht über etwa 5° von
jedem der beiden Parallelkreise entfernt , welche in ihrer wahren
Grösse abgebildet werden. Die Entfernungen können dann ohne
merklichen Fehler mit Hilfe eines in gleiche Theile getheilten
Maassstabes gemessen werden. Genau genommen werden die Ent¬
fernungen von Nord nach Süd in der Mitte der Karte vergrössert,
diejenigen von West nach Ost aber verkleinert , während jenseits
der Parallelkreisse , welche unverändert bleiben , die Sache gerade
umgekehrt ist , von Nord nach Süd Verkürzung, von Ost nach West
Verlängerung eintritt . Diese Fehler werden um so bedeutender, je
weiter die beiden Parallelen von der Breite </>' und <p"  von einan¬
der entfernt sind, wogegen sie natürlich von der Erstreckung der
Karte in der Längenrichtung unabhängig sind, eine Eigenschaft, die
übrigens allen Kegelprojektionen zukommt.

Setzt man das Kartennetz bis zum Pole und bis zum Aequator
fort , so wird ersterer (<p =  90 °) durch einen Kreis dargestellt , des¬
sen Halbmesser durch die Gleichung

rlo = »•" * + sin r

gegeben wird, während der Halbmesser, mit welchem der Aequator
gezeichnet wird, durch

r 0 — r“ 2 — ^ (1 — sin <f" )fc
bestimmt ist.
( Unsere I'ig. XIX auf Taf. III stellt ein solches vom Pol bis
zum Aequator sich erstreckendes Gradnetz dar , bei welchem die
Parallelen von 110° und 60° Breite in wahrer Grösse abgebil¬
det sind.

Es mag noch bemerkt werden, dass Christ . Gottl . Rei¬
ch ard diese Projektion bei seiner im Jahre 1817 in Nürnberg ver¬
öffentlichten Generalkarte von Europa in Anwendung gebracht hat.

VI. Lambert ’s äquivalente Kegelprojektion.
26. Denselben Zwecke, dass nämlich alle einzelnen Flächen der

Karte gleich den entsprechenden Flächen der Kugel sein sollen, er¬
reicht man auch, wenn man

(32) r =  2 a Vm • sin (̂ 45° —
oder

33) r 2 = 2 a 2 m (I — sin <f)
setzt.

Denn bedeutet r x den Werth des Halbmessers, welcher zu dem
ein wenig grösseren Winkel x gehört , so ist

r* = 2 a 2 m (1 — sin (f t).
folglich

r - — r\ — 2 a 2 m (sin <7, — sin <f).



— 152

Aus dieser Gleichung ergiebt sich aber

(r 2 — r \) -~ = 2 (sin ffx — sin ff)

und hier drückt die rechte Seite die Oberfläche der Kugelzone aus,
welche zwischen den Parallelen von der Breite ff  und <f'  liegen,
ganz gleich, wie gross die Differenz ffx — ff  ist . Die linke Seite
aber bezeichnet den Flächenstreifen der Karte , der zwischen den
beiden koncentrischen Kreisen von den Halbmessern r  und r x liegt,
wenn wir beide in der Ausdehnung von

360°
m

zeichnen. Beide Flächen sind also gleich, und damit ist die Aequi-
valenz bewiesen.

(■ )27. Die Grösse 2 n sin ( 45° — lässt sich leicht zeich¬

nen, sie wird nämlich dargestellt durch die Sehne des Meridianes,
welche den Punkt von der Breite ff  mit dem Pole verbindet.

Was die Grösse m anlangt , so haben wir schon gesehen, dass
der Umfang eines Parallelkreises auf der Kugel durch den m ten
Theil eines mit dem Halbmesser r  beschriebenen Kreises auf der
Karte dargestellt wird. Es geht daraus hervor , dass m die Seite
des abzuwickelnden Kegels, dividirt durch den Halbmesser seiner
Basis , darstellt.

Die Bestimmung von m kann auf die Weise erfolgen, dass auf
einem bestimmten Parallelkreise von der Breite </>, die Längen¬
grade im richtigen Verhältnisse zu den Breitengraden abgebildet
werden.

Ist X ein verschwindend kleiner Längenunterschied , so hat der
zugehörige Bogen des Meridiangrades von der Breite </>, 'die Grösse
n cos <p , • X; die Abbildung dieses Bogens dagegen hat die Grösse

wenn r , den zu q>, gehörigen Werth von r  bezeichnet.

Es sei ferner ff  eine Breite , die nur wenig geringer ist als
<p,, dann ist der zugehörige kleine Meridianbogen a (ff l — ff)  und
die Abbildung desselben ist r — r , (weil offenbar r  grösser als
r , ist ).

Obige Forderung giebt dann die Proportion

r — r . : - = a (ff. — ff) : a  cos ff . • X,m
aus welcher folgt

i) - - == -- </>, — ff m cos ff  j
Die rechte Seite dieser Gleichung geht, wenn man

und
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cos = sin (90° — ? , ) = 2 sin ^ 45° — ^ cos ^ 450 —
setzt, in den Ausdruck

cos (̂ 45° —
über. Auf der rechten Seite dagegen ist

r — r , = 2a Vrn  jjäin ^ 45° - — sin ^ 45° —

— 2a Vm ■ 2 cos ^ 45° — sin ——
und da für <pt — <f— 0

4 sin
1

9i — 9
ist , so ist der Grenzwerth , in den die linke Seite der Gleichung
(34) für <pt — <p =  0 übergeht,

a Vm  cos ( 45° — —

und diese Gleichung liefert also den Werth von m
1

(35) m —
cos2( 45° — ~ -

28. Diese Projektion , die man als eine Kegelprojektion be¬
trachten kann , aber nur wenn m grösser als die Einheit ist , ist
von dem deutschen Mathematiker Joh . Heinrich Lambert in
Berlin angegeben worden. Vergl. dessen Beiträge zum Gebrauche
der Mathematik und deren Anwendung. Berlin 1772.

Wir kommen später nochmals auf diese Projektion zurück,
welche uns auf Taf. IV, Fig. XX zeigt.

VII. Lambert ’s konforme Kegelprojektion.

29. Diese Methode wird uns ebenfalls später , in dem Kapitel,
welches die konformen Projektionen behandelt, noch weiter beschäf¬
tigen ; insbesondere werden wir dort sehen, wie sich die Sache ge¬
staltet , wenn man statt der Kugel ein abgeplattetes Rotationsellip¬
soid in Betracht zieht.

Bei dieser Methode werden die Meridiane auf der Karte durch
gerade Linien dargestellt , die von einem festen Punkte 0  ausgehen,
und welche unter sich Winkel einschliessen, welche das jafache von
den Winkeln sind, welche die Meridiane auf der Kugel miteinander
bilden.

Die Parallelkreise werden durch Bogen dargestellt , deren Mit¬
telpunkt 0  ist , und zwar gehört zum Parallelkreise von der Breite
<P der Halbmesser
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(36) r = c tan )
In dieser Gleichung sind e und pt konstante Grössen, von de¬

nen die erstere natürlich nur den Maassstab der Karte beeinflusst.
Die Bedeutung von fx  kennen wir bereits ; wir werden aber später
noch sehen , wie man diese Konstante so bestimmen kaun , dass
noch gewissen Nebenbedingungen genügt wird.

30. Wir müssen jetzt zunächst zeigen, dass diese Methode
eine konforme Abbildung liefert.

Die notlnvendige und hinreichende Bedingung für die Konfor¬
mität ist aber die folgende : Sind P , und M zwei Punkte der
Kugelfläche, welche dem Punkte P benachbart sind und von’ denen
der erste mit P auf demselben Meridiane, der letztere aber mit P
auf demselben Parallelkreise liegt, und bedeuten ferner P ', P, ' und
M'  die Projektionen von P , P , und M,  so muss die Gleichung

um so genauer richtig sein, je kleiner die Strecken PP , und PM
sind, und sie muss in aller Strenge bestehen, wenn dieselben beide
gleich Null sind.

Bezeichnet man nun das Komplement der Breite , 90° — </>,
mit % und nimmt man an , dass zu P der Werth %, zu P , der
Werth %, gehört , so ist

PP , = « (%, — %),
und wenn man ferner die Längendifferenz von P und M mit X, — X
bezeichnet, so ist

PM = a (X , — X) sin %.
Die linke Seite von (37) liefert also den Bruch

Xi .— X _
(X, ~ X) sin x

Ferner geht (36) über in
c tan(36a)

und wenn man den zu gehörigen Werth von r  mit r , bezeich¬
net, so sieht man leicht ein, dass

P 'P ; =r x -  r
ist. Ausserdem ist nach der früheren Feststellung

P 'M' = fxr (X , — X).
Sonach geht die Bedingung der Konformität (37) über in die

Gleichung
Xi — Xi — X . . . r \ ~ r

(X, —X) sin x pr (Xt —  X) ’
streicht man beiderseits X, — X, so nimmt die Gleichung die Ge¬
stalt an

r (Xi — X)
(38 )
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Nun ist

r
r

oder, was dasselbe ist,

Bezeichnen wir den Bruch in der Klammer auf der rechten Seite
dieser Gleichung mit z,  so kann man statt dieser Gleichung auchschreiben

1 + - r-‘-r-— = 0 +
und wenn man rechts nach dem binomischen Satze entwickelt und
beiderseits die Einheit weglässt, so wird

Diese Gleichung dividiren wir mit Xi — x und erhalten dann
links denselben Ausdruck wie in Gleich. (38). Rechts aber kön¬
nen wir schreiben

z /> ixjfx—l) n(p - l) (m ~ 2)  ,
Xr - XVl +  1 - 2 1 - 2 - 3 * +

Nun ist

tan — tan ^2 2» sin \ (Xt ~ X)z
* (Xi — x ) 2 sin 4-x cos ^ XiXl “ X (Xi — X) tan

lässt mau aber Xi in x übergehen, so wird
sin j (Xt ~ X) _ th(Xi —X)

und man bekommt also
z 1 1

sin x

Mithin erhält man für Xi — X — ^ statt (39) die Gleichung

P Q* ~  1) (/* — 2)
1 - 2 - 3

Nun ist aber für Xi — X =  0 auch
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tan - ,1 — tan ^
z — - 2 =0,

tan^
und es verschwinden also in (41) die mit z multiplicirten Glieder.
Daraus folgt nun allerdings noch nicht, dass auch ihre Summe ver¬
schwindet; denn wenn jj.  keine ganze Zahl ist , so ist die Anzahl
dieser Glieder unendlich gross und die Summe einer unendlichen
Anzahl von Gliedern, welche einzeln sich der Grenze Null unbe¬
grenzt nähern , kann alle möglichen Werthe haben. In der letzten
Nummer des §. 4 haben wir z. B. gesehen, dass dife Ellipsenfläche
durch eine Summe von unendlich vielen schmalen Streifen darge¬
stellt werden kann, deren jede in Null übergeht . In unserem Falle
aber ist

m(m—' ) . i Mm — *) (m— 2) ,
\ - 2 1 - 2 - 3 * + ■*•

= 2 *+ •■•)
und hier ist die Summe der eingeklammerten Reihe jedenfalls eine
positive Grösse , welche kleiner ist , als die Summe der Binomial-
koefficienten

i _L M_ i MO* — 0 . M(M— *) ( M- 2) r
~ ^ 1 - 2 ~ 1 - 2 - 3  “

Diese Summe hat aber den Werth
(1 -f l )t‘ = 2<u.

Multiplicirt man diesen endlichen  Werth mit z = 0,  so er¬
hält man das Produkt Null. Grösser kann die Summe der mit z
multiplicirten Glieder in (41) auch nicht sein, und da dieselbe auch
nicht negativ sein kann, so muss sie den Werth Null haben. Mit¬
hin erhält man aus (41) das Ergebniss

r  i — r _ n
(Xi — %) r  sin

übereinstimmend mit Gleich. (38).
Sonach liefert die Lambert’sche Methode in der That eine kon¬

forme Abbildung.

x =

31. Die lineare Vergrö sserung  in dem Punkte von der
Breite tp  und der Länge X wird durch die Gleichung

_ p 'p ; _ P ‘M‘
PP , “ PM

bestimmt. Aus den in voriger Nummer angeführten Werthen von
P 'M'  und PM  ergiebt sich

- >"— = -£ e— ( no - ±\a cos (f a cos (f \ 2 J
Die Flächenvergrösserung  hat den Werth x2.

(42 )
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Beide Werthe sind von der Länge X unabhängig, wie dies bei
allen Kegelprojektionen der Fall ist.

32. Die Bestimmung der Konstanten ju  kann mittels
der Bedingung erfolgen , dass auf zwei bestimmten Parallelkreisen
von der Breite (f‘  und (f“  das Verhältniss der Längengrade auf
der Karte und auf der Kugel einen und denselben Werth hat.

Bezeichnen r ‘‘ und r"  die zu </>' und ff“  gehörigen Werthe von
r,  die wir analog (36a) uns in der Form

denken wollen, so müssen diese beiden Radien sich wie die Radien
der beiden Parallelkreise

a sin y‘  und a sin %"
auf der Kugel verhalten . Dies giebt die Gleichung

aus welcher sich ergiebt
l sin — l sin %"

(43)

In dieser Gleichung kann man selbstverständlich statt der na¬
türlichen Logarithmen, die durch das Symbol l angedeutet werden,
auch gemeine Logarithmen nehmen.

Auf Taf. IV zeigt Fig. XXII die ganze Erdoberfläche unter der
Voraussetzung fx—

§• 16.

Modifikationen der Kegelprojektion.

1. Von den im vorigen Paragraphen betrachteten Projektionen
stehen einige nur sehr lose mit der Abwickelung eines Kegels in
Verbindung; bei den beiden letzten z. B. kann man die Rücksicht
auf den Kegel ganz ausser Acht lassen , ohne damit einen wesent¬
lichen Punkt ihrer Theorie zu vernachlässigen.

Derartige Projektionen , bei denen die Abwickelung des Kegels
eigentlich keine "Rolle mehr spielt , die aber doch mehr oder min¬
der mit den Kegelprojektionen verwandt sind, wollen wir in diesem
Paragraphen noch eine Anzahl besprechen. Sie sind meist hervor¬
gegangen aus dem Bestreben, eine grössere Genauigkeit in der kar¬
tographischen Darstellung zu erreichen , als durch eine eigentliche
Kegelprojektion möglich ist.

I. Die zweite Projektion des Ptolemäus.
2. Ptolemäus hat im 24. Kapitel des ersten Buches seiner

Geographie ausser der im vorigen Paragraphen erwähnten noch
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eine zweite Kartenprojektion beschrieben , die er für vorzüglicherhält als die erste.
Ptolemäus begrenzt die damals bekannte Erdoberfläche südlich

durch den Antiparallel von Meroe, 16° 30' südl. Breite, nördlich
durch den Parallel von Thule, 63° nördl. Breite. Ziemlich in der
Mitte liegt der Parallel von Syena, 23° 50' nördl . Breite, und wenn
man sich daher das Auge eines Beobachters in der Ebene dieses
Parallels denkt , so erscheint der Aeqnator als eine Linie, die ihre
konkave Seite nach Norden kehrt und deren Mitte 23| 0 südlich
von der Mitte der Karte liegt. Diese Idee hat Ptolemäus , wie es
scheint , bei seiner übrigens willkürlichen Konstruktion geleitet.
(Hg. 58).

Als Einheit dient die Grösse eines Aequatorgrades . Man be¬
schreibt nun zunächst um den Mittel¬
punkt M mit dem Halbmesser 90 einen
Kreis, zieht in demselben deu Halbmes¬
ser MB  und einen darauf senkrechten
MC,  trägt auf der Rückwärtsverlänge¬
rung des letzteren MA = 23jj ab und
bestimmt nun den Mittelpunkt 0  des
Kreises, der durch B , A und den Punkt
B‘  geht , der B diametral gegenüber
liegt. Zu dem Zwecke halbirt man AB,
errichtet im Halbirungspunkte eine Senk¬
rechte auf AB  und verlängert diese,
bis sie die Verlängerung von MC  in 0
schneidet.

3rifl. 58.

Zur Berechnung von AO  hat man
MA o q s

tan ABM =  also ABM = 14 ° 51',MiS  yv)

MO = MB
tan 2 • 14° 51' 157, 79,

AO = 23,86 + 157,79= 181,65,
wofür Ptolemäus 181$ rechnet . Trägt man dann noch von OA
aus nach Süden AN — I 65  und nach Norden AT = 63 ab und
schlägt von 0  als Mittelpunkt aus durch die Punkte A, N, M und
T Kreisbogen, so repräsentiren dieselben den Aequator und die
Parallelen von 16£ südl. Breite (Antiparallel von Meroe), 23-{?0 und
und 63° nördl . Breite (Syena und Thule). Die gerade Linie ON
stellt den ersten Meridian dar. Ferner trägt man auf dem Aequa¬
tor die Länge der einzelnen Grade ab , auf den übrigen Parallelen
aber diese Längen multiplicirt jedesmal mit dem Cosinus der Breite.
Verbindet man alsdann die Punkte gleicher Lauge aus freier Hand
durch eine stetige Kurve , so erhält man die Abbildungen der ver¬
schiedenen Meridiane. — Ptolemäus giebt seiner Karte übrigens
eine Länge gleich 180 und eine Breite gleich 90.
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II. Bonne ’s Projektion.

3. Diese Projektion blieb so ziemlich ganz vergessen, bis nach
dem Wiederaufblühen der Wissenschaften und nach dem gewaltigen
Impulse , welchen die Entdeckungen der Spanier und Portugiesen
der geographischen Wissenschaft gegeben hatten , Bernhard de
Sylva  im Jahre 1507 in Venedig eine neue Ausgabe der Geogra¬
phie des Ptolemäus herausgab , wobei er das Gradnetz des Ptole-
mäus erweiterte um die neuen Entdeckungen einzeichnen zu können.
Das ganze Verfahren erfuhr dann durch verschiedene Geographen,
namentlich durch Petrus Apianus (Peter Bienewitz oder Benne¬
witz, 1403 in der Gegend von Leisnig in Sachsen geboren, gestor¬
ben 1552 in Ingolstadt ) , Orontius Finäus (1532 ) , Guillaume
le Testu (1566 ) mancherlei Modifikationen , so (lass schliesslich
die Projektion entstand , welche man gewöhnlich als die Bonne ’-
sehe  bezeichnet , weil der französische Geograph Rigobert Bonne
(1727 — 1795) im Jahre 1752 zuerst ihre wesentlichen Vorzüge
hervorgehoben hat.

4. Die Hauptpunkte bei dieser Projektion sind folgende:
Die Parallelkreise erscheinen als koncentrische Kreise;
der erste Meridian wird durch eine gerade Linie dargestellt,

welche alle Parallelkreise rechtwinklig schneidet;
der gemeinsame Mittelpunkt der verschiedenen Parallelkreise

liegt auf dem ersten Meridiane in solcher Entfernung vom mittle¬
ren Parallel , als wäre die Karte die Abwickelung eines Kreiskegels,
der die Kugel längs dieses Parallels berührt . Ist also <p'  die Breite
des mittleren Parallels, so ist

r‘ = a cot <f‘
der Halbmesser , mit welchem der mittlere Parallelkreis auf der
Karte beschrieben wird.

Die Abschnitte , welche die einzelnen Parallelkreise auf dem
ersten Meridiane bilden , sind den wirklichen Meridianabschnitten
auf der Kugel gleich.

Die einzelnen Grade auf den verschiedenen Parallelkreisen ha¬
ben ebenfalls auf der Karte dieselbe Grösse wie auf der Kugel,
und die Meridiane sind deshalb, mit Ausnahme des ersten , sämmt-
lich krumme Linien.

5. Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich, dass der Halbmesser
des Parallelkreises von der Breite durch die Gleichung

r = a cot <f‘-f - a ( <p‘— <f)
gegeben ist.

6. Da man ferner einen verschwindend schmalen Streifen zwi¬
schen zwei Parallelen von der Breite (f  und (f t auf der Kugel be¬
rechnet , wenn man die Länge des Parallels von der Breite <f  mit
a (tpl — <p)  multiplicirt , und da beide Längen auf der Karte in
ihrer wahren Grösse und rechtwinklig zu einander erscheinen , so
wird ein solcher Streifen in seiner wahren Grösse auf der Karte
abgebildet. Was von dem einen Streifen oder einem bestimmten
Theile desselben gilt , gilt auch von einer Summe solcher Streifen
oder bestimmter Theile derselben. Und da man jede Fläche auf
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der Kugel sich in schmale Streifen in Richtung der Parallelkreise
zerlegt denken kann, so folgt, dass jede Fläche auf der Kugel auch
auf der Karte in ihrer wahren Grösse erscheinen muss; die Bonne’-
sche Projektion liefert also eine äquivalente  Abbildung und
wird daher im nächsten Kapitel , namentlich was die Ausdehnung
des Verfahrens auf das Sphäroid betrifft , nochmals besprochen
werden.

7. Diese Darstellungsweise ist seit Bonne vielfach in Aufnahme
gekommen und namentlich zur Abbildung ganzer Erdtheile beliebt.

Auf Taf. IV ist in Pig. XXII die nördliche Erdhälfte in dieser
Weise dargestellt , wobei als mittelster Parallelkreis der von 45°
angenommen ist. Man wird freilich die Bonne’sche Projektion
nicht in solchem Umfange wirklich anwenden. Die Figur zeigt
aber recht deutlich, wie in der Nähe des ersten Meridianes und des
mittelsten Parallels die Formen gewahrt werden, während weiterhin
merkliche Verzerrungen sich geltend machen.

III.  Die Sanson -Flamsteed ’scke Projektion.
8. Dieselbe ist nur ein besonderer Fall der vorigen. Wenn

man nämlich als mittelsten Parallel den Aequator nimmt, so fällt
der Punkt , von welchem aus die Abbildungen der Parallelkreise zu
beschreiben sind , in unendliche Ferne und die Parallelkreise er¬
scheinen dann als gerade Linien, die senkrecht auf dem ersten Me¬
ridiane stehen.

Auf Taf. IV ist in Pig. XXHI die ganze Erdoberfläche in dieser
Weise dargestellt . Der erste Meridian erscheint in seiner wahren
Länge, die darauf senkrechten , in Form von Geraden sich darstel¬
lenden Parallelkreise haben ebenfalls ihre wahre Länge, der Aequa¬
tor ist also doppelt so lang als der erste Meridian. Die verschie¬
denen Meridiane theilen die Parallelkreise in gleiche Theile , auf
der Karte von 10 zu 10 Grad.

9. Bezeichnet man den Abstand des Parallels von der Breite
<p vom Aequator mit y, dagegen mit x den Abstand eines Karten¬
punktes vom ersten Meridiane, so ist für den Punkt von der geo¬
graphischen Breite (p und der Länge X

x = a Xcos undy — a <p-,
mithin wird der Meridian von der Länge X durch die transcendente
Kurve

x — a Xcos JL
a

dargestellt . Da man diese Gleichung auch in der Form
x = a Xsin -

V 2 a J
schreiben kann, und da

x = k sin —a
eine Sinusoide darstellt , so hat D’Avezac  diese Projektion nach
der Gestalt der Meridiane als sinusoidale Projektion  be¬
zeichnet.
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10. Nach dein was im ersten Kapitel in der Theorie der Ke¬
gelschnitte mitgetheilt worden, bedeutet der Grenzwert!), dem sich
der Ausdruck

x , — x
1h — V

nähert , wenn y t — y in Null übergeht , die trigonometrische 'Tan¬
gente des Winkels r , den die geometrische Tangente der Kurve im
Punkte (x, y)  mit der positiven Richtung der Achse der y,  also
hier mit dem ersten Meridiane bildet.

Nun ist

a X ( cos y- — cos — ^x , — x _ V a a J
V\ — V~ ?/i — V ~

sin ' \ ~ y sinjLa

x.
2/1- 2/

x = — X sin J -a
a 7r

über. Für y= ■ erhält man

2 a
y \ - y

'2a
und dieser Ausdruck geht für ;/ , — y — 0 in

x , — x _ ^
!/i — y ~ ~  ’

eine Gleichung, durch welche der Winkel bestimmt wird , den der
Meridian von der Länge X im Pole mit der »/-Achse bildet. Für
den letzten Meridian der Fig. XXIII ist X = Tr, daher ergiebt sicli
für den Winkel t der Werth

180° — 72° 20' 36“.
Die beiden äussersten Meridiane schneiden sich daher im Pole

unter einem Winkel von
144° 41' 12".

11. Diese Projektion wurde von Ni k olas Sa n so n aus Abbe-
ville erfunden , der sich ihrer beim Entwürfe der Karten von Eu¬
ropa , Asien , Afrika und Amerika bediente , die er im Jahre 1650
veröffentlichte.

Erst viel später hat auch der englische Astronom John Flam -
steed sie gleichfalls angewandt, und zwar bei den Himmelskarten
in seinem werthvollen Atlas coelestis,  der 1629 , neun Jahre nach
seinem Tode, zum ersten Male veröffentlicht wurde. Seitdem wird
diese Art der Darstellung häufig als Flamsteed’sche Projektion be¬
zeichnet.

Sie. eignet sich vorzugsweise für Länder nicht allzugrosser
Ausdehnung nach Breite oder Länge , die vom Aequator durch¬
schnitten werden , und ist namentlich für Karten von Afrika sehr
beliebt.

Gretscliel , Karten-Projektion. II
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Neuerdings ist dieselbe übrigens als angeblich neu unter dem
Namen „isographische Projektion “ vom Medicinalrath Mohr  in der
am 6. Februar 1865 abgehaltenen Sitzung der Niederrheinischen
Gesellschaft für Natur- und Heilkunde zur Darstellung der ganzen
Erdoberfläche empfohlen worden. Dazu dürfte sie sich indessen
weniger eignen.

IY. Die äquivalente Projektion von Joh . Werner.

12. Man erhält das Gegenstück der Sanson’schen Projektion,
wenn man den Kegel statt in einen Cylinder in eine Ebene über¬
gehen lässt , welche die Kugel im Pole berührt . Da die Spitze des
Kegels alsdann mit dem Pole zusammenfällt , so ist der Radius,
mit welchem die Abbildung eines Parallelkreises zu beschreiben
ist , gleich dem Meridianbogen zwischen dem Parallel auf der Kugel
und dem Pole:

die Parallelkreise werden in ihrer wahren Länge abgetragen. Es
erscheint demnach der Quadrant des Parallelkreises von der Breite
ff  als ein Bogen, dessen Centriwinkel

« 90° f< Sin *  *
r %

ist . In diesen beiden Formeln ist natürlich der Faktor , beziehent¬
lich Divisor x  in Bogenmaass auszudrücken, 1° = 0,0174533. Die
folgende Tafel enthält die Werthe von 0 für die verschiedenen
Werthe von x von  0 bis 180° von 10 zu 10 Grad.

% e X s

0° 90° 0' 100° 50° 45'
10 89 33 110 44 3
20 88 11 120 37 12
30 85 57 130 30 23
40 82 53 140 23 40
50 , 79 1 150 17 10
60 74 26 160 11 1
70 69 12 170 5 16
80 63 27 180 0 0
90 57 18

Auf Tsf. IV zeigt uns Fig. XXIV feine  Darstellung jder halben
Erdoberfläche nach diesem Verfahren.

13. Dasselbe rührt von dem deutschen Geometer Johann Wer¬
ner (1468 — 1528) aus Nürnberg her, der im Jahre 1514 bei Ge¬
legenheit einer Uebersetzungfund Erklärung des ersten Buches der
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Geographie des Ptolemäus drei Projektionsarten aufgefiihrt hat , von
denen die vorstehende die zweite ist.

Die beiden anderen Projektionen haben mit der obigen das
gemein,

dass die Abbildungen aller Parallelkreise Kreisbogen mit dem
einen Pole als gemeinsamem Mittelpunkte sind ;

dass die Abstände dieser Bogen von einander gleich sind den
Meridianbogen, welche auf der Kugel zwischen den einzelnen Meri¬
dianen liegen, und

dass die Grössen der Längengrade auf verschiedenen Parallel¬
kreisen auf der Karte in demselben Verhältnisse stehen , wie auf
der Kugel.

Bei der ersten von Werner angegebenen Projektion wird aber
der Aequator durch einen vollen Kreis dargestellt , bei der dritten
durch einen Bogen von 240° ; während er bei der zweiten als ein
Bogen von 229° 11' erscheint . Es sind daher bei der ersten so¬
wohl als bei der dritten Projektion Werners die Pärallelkreise im
Verhältniss zu den Graden des ersten Meridianes zu gross.

Nur die zweite dieser drei Darstellungsweisen erscheint als
besonderer Fall der Sanson’schen und ist dahar äquivalent.

V. Die polykonischen Projektionen.

14. Die verschiedenen Kegelprojektionen eignen sich alle vor¬
zugsweise zur Darstellung einer schmalen Zone, die auf beiden Sei¬
ten eines Mittelparallels liegt , welcher von den Meridianabbil¬
dungen rechtwinklig geschnitten wird.

Handelt es sich aber um die Darstellung einer viele Breiten¬
grade umfassenden Partie der Erdoberfläche , so liegt der Gedanke
nahe, dieselbe in verschiedene Zonen zu zerlegen, die nur eine ge¬
ringe Breitenausdehnung besitzen und für jede dieser schmalen
Zonen einen anderen Kegel in Anwendung zu bringen, worauf man
das System dieser abgestumpften Kegelflächen abwickelt. Wenn
man dabei die Breite der einzelnen Zonen verschwindend klein an¬
nimmt, so erscheint jeder Parallelkreis in der Abwickelung als ein
Kreisbogen, dessen Mittelpunkt die Spitze des Kegels ist , der die
Kugel längs dieses Parallelkreises berührt , und die ganze Karte
lässt sich nach folgenden Regeln konstruiren.

Der erste Meridian erscheint in seiner wahren Länge als gerade
Linie ; senkrecht darauf und ihn halbirend steht die Gerade, welche
den Aequator repräsentirt und welche die doppelte Länge hat.
Die verschiedenen Parallelen , auf der Karte wie gewöhnlich von
10 zu 10 Grad angegeben , theilen den ersten Meridian in gleich
grosse Theile. Sie erscheinen übrigens in ihrer wahren Länge und
als Kreise, deren Mittelpunkte auf den Verlängerungen des ersten
Meridianes liegen , für die nördliche Halbkugel jenseits des Nord-
poles , für die südliche jenseits des Südpoles. Der Halbmesser
des Parallels von der Breite <p ist unter Voraussetzung einer Kugel

r = n cot <p.
11*
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Wie bei allen Kegelprojektionen sind hier die Längengrade
auf einem und demselben Parallelkreise von gleicher Grösse , und
zwar behalten sie bei dieser Darstellung ihre wahre Grösse bei.

Die Meridiane sind durch diese Bestimmungen unzweideutig
gegeben.

In nachstehender Tabelle geben wir für die verschiedenen
Breiten von Grad zu Grad die Werthe des Halbmessers r,  mit wel¬
chem jeder Parallel zu beschreiben ist , sowie die Grösse eines
Längengrades . ‘Als Einheit dient dabei die Grösse des Aequator-
grades, daher sich für den Halbmesser der Kugel der Werth

a =  57,295779,
für den Halbmesser des Parallelkreises 57,295779 cot (p  und
für die Grösse des Längengrades cos <f

ergiebt.

Breite Grösse des Breite Grösse des

9 Längen¬
grades. '

Halbmessers
r.

9 Längen¬
grades.

Halbmessers
r.

0° 1,0000 00 26° 0,8988 117,474
1 0,9998 3282,473 27 0,8910 112,449
2 0,9994 1640,736 28 0,8829 107,758
3 0,9986 1093,268 29 0,8746 103,364
4
5

0,9976
0,9962

819,368
654,894

30 0,8660 99,239
31 0,8572 95,356

6 0,9945 545,133 32 0,8480 91,692
7 0,9925 466,637 33 0,8387 88,228
8 0,9903 407,681 34 0,8290 84,944
9

10
0,9877
0,9848

361,751
324,940

35 0,8192 81,827
36 0,8090 78,861

76,03411 0,9816 294,761 37 0,7986
12 0,9781 269,556 38 0,7880 73,335
13 0,9744 248,175 39 0,7771 70,754
14 0,9703 229,801 40 0,7660 68,282
15 0,9659 213,831 41 0,7547 65,911
16 0,9613 199,814 42 0,7431 63,633
17 0,9563 187,406 43 0,7314 61,442
18 0,9511 176,338 44 0,7193 59,331
19 0,9455

0,9397
166,399 45 0,7071 57,296

20 157,419 46 0,6947 55,330
2-1 0,9336 149,261 47 0,6820 53,429
22 0,9272 141,812 48 0,6691 51,589
23 0,9205 134,980 49 0,6561 49,806
24
25

0,9135
0,9063

128,688
122,871

50 0,6428 48,077



Breite
'f

Grösse des

Längen- Halbmessers
grades. r.

l 'T 'Breite
f  :

Grösse des

Längen- 1 Halbmessers
grades. ■ r.

51° 0,6293 46,397 71° ; 0,3256 19,72952 0,6157 44,764 72 1 0,3090 18,61753 0,6018 43,175 73 0,2924 17,51754 0,5878 41,628 74 0,2756 16,42900 0,5736 40,119 75 0,2588 15,352
50 0,5592 38,646 76 0,2419 14,28557 0,5446 37,208 77 0,2250 13,22858 0,5299 35,802 78 0,2079 12,17959 0,5150 34,427 79 0,1908 11,13760 0,5000 33,080 80 ' 0,1736 10,103
61 0,4848 31,760 81 0,1564 9,07562 0,4695 30,465 82 0,1392 8,052
65 0,4540 29,194 83 0,1219 7,03564 0,4384 27,945 84 0,1045 6,022
65 (1,4226 26,717 85 0,0872 5,013
66 0,4067 25,510 86 ^ 0,0698 4,00767 0,3907 24,321 87 ' 0,0523 3,00368 0,3746 : 23,149 88 0,0349 2,001
69 0,3584 21,994 89 0,0175 1,000
70 0,3420 20,854 90 0,0000 0,000

15. Die Konsti uktion des Netzes ist nach die sen Angabensehr einfach.
Man errichtet zunächst zwei aufeinander senkrechte Gerade,

von denen die eine den Aequator , die andere den ersten Meridian
darstellt.

Soll nun die ganze Erdoberfläche abgebildet werden , so trägt
man auf der ersten Geraden beiderseits 180, auf der letzten 90
gleich grosse Grade ab.

Auf dem ersten Meridiane trägt man ausserdem von jedem.
Punkte aus den in vorstehender Tabelle angegebenen Werth von r
in der Richtung über den Pol hinaus ab ; setzt dann im Endpunkte
von r den Zirkel ein und schlägt einen durch den Theilpunkt ge¬
henden Kreisbogen, auf dem mau dann die Längengrade in der
Grösse, wie die Tabelle augiebt, abträgt.

Indem man zuletzt noch die Punkte gleicher Länge verbindet,
erhält man die Meridiane.

Bei nicht zu grossem Maassstabe kann man übrigens ohne
merklichen Fehler den Meridian von 90° Länge als einen Kreis
betrachten , der über der Entfernung der Pole als Durchmesser be¬
schrieben ist . Wenn man diesen Kreis eieich Anfangs zeichnet,
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ehe man auf jedem Parallel die Längengrade abträgt , so kann man
letztere auch erhalten , indem man die innerhalb dieses Kreises ge¬
legenen Parallelkreisbogen in gleiche Theile theilt , beispielsweise
in 18, wenn man die Meridiane von 10 zu 10 Grad zu zeichnen
wünscht.

Auf Taf. IV zeigt uns Fig. XXV diese Projektionsmethode , aus¬
gedehnt über etwas mehr als ^ der Kugeloberfläche; da die linke
und rechte Hälfte symmetrisch sind, ebenso wie die obere und die
untere , so ist es leicht sich die fehlenden Partien zu ergänzen.

16. Es ist bei dieser Abbildung leicht , der Abplattung der
Erde Rechnung zu tragen.

In diesem Fall ist

ein Aequatorgrad =
2« ir
360 = a • 0,0174533 = ajx,

ein Längengrad von der Breite ff VT
a fi  cos ff
— s2 sin 2ff

ein Meridiangrad von der mittleren Breite ff'
a (1 — £4) \i

Vl — g2 sin 2</>3
der Halbmesser des Kreises , welcher auf der Karte den

a cot ff
Parallelkreis von der Breite ff  darstellt , r -

V1 —£2sin 2<f
17. Für grosse Karten ist es nicht gut möglich, die Parallel¬

kreise mit dem Zirkel zu konstruireu . Dann zeichnet man einzelne
Punkte mittels ihrer Koordinaten x und y.  Bedeutet x den Ab¬
stand eines Punktes der Karte , dessen Länge X und dessen Breite
ff  ist , vom ersten Meridian, während der Abstand vom Aequator,
vermindert um die wahre Länge des Meridianbogens vom Parallel¬
kreis bis zum Aequator durch y ausgedrückt wird, so ist

x = t  sin 0 = a cot ff  sin 8
Vt — e4 sin 2q>

y — r — r  cos 8 =
2 a cot ff  sin *J8
Vi — £2 sin 2ff

In diesen Formeln bedeutet 0 den Winkel zwischen dem ersten
Meridiane und demjenigen Halbmesser des Parallelkreises der Karte,
der nach dem Punkte von der Länge ^ und der Breite ff  hin¬
geht. Da

a X cos ffr 0 —
M — £2 sin l ff

ist , so hat man zur Berechnung von 8 die Gleichung
' 8 = X sin ff.

Die folgeude, von Germain  gegebene Tabelle zeigt uns die
Werthe von 8 für X = 10 Grad für die verschiedenen Breiten von
Grad zu Grad.
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0 für i
1

= 10° 0 für X - 10° 'f 0 für X= 10°

0° 0° 00' 00.0" 31° 5° 09.' 01.4" 61° 8° 44' 46.3"
1 0 10 28.3 32 5 17 57.1 62 8 49 46.1
2 0 20 56.4 33 5 26 47.0 63 8 54 36.2
3 0 31 24.1 34 5 35 31.0 64 8 59 16.6
4 0 41 51.2 35 5 44 08.8 65 9 03 47.1
5 0 52 17.6 36 5 52 40.3 66 9 08 07.6
6 1 02 43.0 37 6 01 05.3 67 9 12 18.2
7 1 13 07.3 38 6 09 23.8 68 9 16 18.6
8 1 23 30.2 39 6 17 35.5 69 9 20 08.9
9 1 33 51.6 40 6 25 40.4 70 9 23 48.9

10 1 44 11.3 41 6 33 38.1 71 9 27 18.9
11 1 54 29. 1 ! 42 6 41 28.7 72 9 30 38.0
12 2 04 44.8 ! 43 6 49 11.9 73 9 33 47.0
13 2 14 58.2 ! 44 6 56 47.7 ; 74 9 36 45.4
14 2 25 09.2 45 7 04 15.8 75 9 39 33.3
15 2 35 17.5 46 7 11 36.2 76 9 42 10.6
16 2 45 22.9 47 7 18 48.7 77 9 44 37.3
17 2 55 25.4, 48 7 25 53.2 78 9 46 53.3
18 3 05 24.6 49 7 32 49.6 79 9 48 58.6
19 3 15 20.5 50 7 39 37.6 80 9 50 53.1
20 3 25 12.7 51 7 46 17.3 81 9 52 36.8
21 3 35 01.3 52 7 52 48.4 82 9 54 09.7
22 3 44 45.8 53 7 59 10.9 83 9 55 15.2
23 3 54 26.3 54 8 05 24.6 84 9 56 42.8
24 4 04 02.5 55 8 11 29.5 85 9 57 43.0
25 4 13 34.3 55 8 17 25.4 86 9 58 32.3
26 4 23 01.4 57 8 23 12.1 87 9 59 10.7
27 4 32 23.7 58 8 28 49.7 . 88 9 59 38.1
28 4 41 41.0 59 8 34 18.0 | 89 9 59 54.5
29 4 50 53.1 60 8 39 36.9 I 90 10 00 00.0
30 5 00 00.0

18. Diese polykonische Projektion ist vom Coast Survey
Office  der Vereinigten Staaten adoptirt worden und wird deshalb
auch öfters als amerikanische polykonische Projektion
bezeichnet . In dem Report of the Superintendent of the Coast
Survey  vom Jahre 1859 finden sich auch von .I. E. Hilgard  be¬
rechnete Tafeln der Koordinaten x und y.

Bei der Anwendung dieser Projektion zur Darstellung der hy¬
drographischen Arbeiten der Amerikanischen Küstenvermessung
handelt es sich nicht um Abbildung eines nach allen Seiten hin
ausgedehnten Ländergebietes , sondern nur um Kartirung eines
schmalen Küstensaumes. Man fertigt dann für jede Aufnahme eine
besondere Karte mit ihrem eignen Mittelmeridian, und diese einzel-
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neu Karten sind durch die Fixpunkte einer Triangulation mit ein¬ander verbunden.
19. Für Lokalkarten und kleinere hydrographische Aufnahmen

wendet das Küstenvermessungs - Amt der Ver .-Staaten eine etwas
modificirte Darstellungsweise an , die man als iiquidistaute po¬
lykonische Projektion  bezeichnet.

Man konstruirt dann zuuächt provisorische Parallelen und
Meridiane , trägt aber dann auf jedem der letzteren vom Mittel¬
parallel aus nach Norden und Süden dieselben Theile ab , die auf
dem Mittel -Meridian angegeben sind . Durch die auf diese Weise
erhaltenen Punkte gleicher Breite legt man dann die definitiven
Parallelkreise . Auf die Weise erhält man eine konventionelle Dar¬
stellung , bei welcher die Meridianbögen ihre wahre Länge beibe¬halten.

Es liegt auf der Hand , dass man ohne erhebliche Fehler diese
Projektion nicht über grosse Flächenräume ausdehnen darf . Die
Amerikanische Küstenvermessnng benutzt dieselbe auch nur bis zu
Flächen von einem Quadratgrad in einem Maassstabe von höch¬
stens TfiTiW/r

20 . Eine andere Art der polykonischen Projektion wird vom
Topographischen Departement des Englischen Kriegsministeriums
zur Darstellung grösserer Theile der Erde angewandt.

Vergl . Description of the Projektion used in the Topographi-
cul Departement of the War Office for maps embracing large
portions of the Earth ’s surface , drawn up hy Capt. Clarke , R.
E . and communicated hy Col. Sir Henry James , R. E . Director
of the Topoyr . Dep. — Journal of the Royal Geogr. Soc. Vol.XXX.  London 1860.

Diese Projektion führt  den Namen rektanguläre polykoui-
sche Projektion,  weil die Meridiane alle rechte Winkel mit den
Abbildungen der Parallelkreise bilden.

Der Aequator und der Mittelmeridian werden wie bei der ge
wohnlichen (amerikanischen ) polykonischen Projektion gezeichnet
und eingetheilt ; auch die Parallelkreise werden , wie bei jener Pro¬
jektion , durch Kreisbogen vom Halbmesser

r — a cot <f
dargestellt , deren Centra auf dem Mittelmeridian liegen . Aber die
Eintheilung der Parallelkreise , oder die Abtragung der Längengrade,
erfolgt in anderer Weise.

Denkt man sich zum besseren Verständnisse die verschiedenen
Parallelkreise auf einer Halbkugel , etwa von Grad zu Grad ange¬
geben , so zerfällt die ganze Halbkugel in eine Anzahl Zonen . Jede
der letztem wollen wir uns annäherungsweise ersetzt denken durch
die Mantelfläche eines abgestumpften Kegels , dessen Grundflächen
die beiden die Zone begrenzenden Parallelkreisebenen sind . Das
System dieser Kegelzonen wollen wir aufschneiden in der Ebene
des ersten Meridianes , aber auf der gerade abgewandteu Seite , und
dann die sämmtlichen Kegelflächer , abwickeln . Bei dieser Ab¬
wickelung in eine Ebene erhält man nun ein System von Flächen,
deren jede von zwei Kreisbogen begrenzt ist , deren gemeinsamer
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Mittelpunkt das Centrum der betreifenden Kegelfläche ist . Diesäinmtlichen Meridiane auf einem solchen Flächenstreifen sind Ge¬
rade , die nach dem Centrum der zwei Bogen gehen und letztere
in gleiche Theile theilen . Diese Geraden stehen somit auch senk¬
recht auf den beiden Bogen, welche den Flächenstreifen begrenzen.Die Gesammtheit der Geraden, welche ans den Meridianen einer
gewissen Länge, auf den verschiedenen Kegeln sich ergeben, würden
nun eine gebrochene Linie bilden, deren Elemente senkrecht stehen
auf den Parallelkreisen und jeden derselben in gleiche Theile thei¬
len, und man könnte dann , indem man die Anzahl der Zonen ins
Unendliche wachsen lässt , sich der Grenze nähern , so dass jeder
Meridian eine stetig gekrümmte Gerade wird, wenn nicht ein Um¬
stand diesem Verfahren entgegensiände. Es ist derselbe Umstand,
der sich der Abwickelung der Kugelfläche überhaupt entgegenstellt.
Die sämmtlichen Flächenstreifen , welche durch Abwickelung der
verschiedenen Kegel erhalten werden , hängen nämlich nur längs
des ersten Meridianes zusammen, sind aber übrigens durch Zwi¬
schenräume getrennt , so dass also jeder Meridian aus soviel getrenn¬
ten Stücken besteht , als man Zonen angenommen hat.

Hieraus ergiebt sich, dass die rechtwinklige Lage der Meridiane
gegen die Parallelkreise nur gewahrt werden kann , wenn man die
gleiche Eintheilung der Parallelkreise in Theile , die den Längen-
bogen auf der Kugel entsprechen , aufgiebt.

21. Es handelt sich nun darum , die Gestalt der Meridiane
näher zu bestimmen. Bei dieser Bestimmung wollen wir uns der
Elemente der Infinitesimalrechnung bedienen.

Es sei M (Fig . 59) der Punkt der Karte,
in welchem der Parallelkreis von der
Breite <f den ersten Meridian schneidet,
P  sei der Punkt dieses Parallels, welcher
der Länge X entspricht , 0  sei der Mittel¬
punkt des Kreises.

M', P'  und 0'  mögen dieselben Punkte
für den benachbarten Parallelkreis von
der Breite (f -j- drf  sein , wo d<f,  im Sinne
der Differentialrechnung genommen, eine
verschwindend kleine Zunahme von (f  be¬
zeichnet.

Die beiden Halbmesser OP  und O'P'
müssen dann die Tangenten der Meridian¬
kurve in den Punkten P  und P'  sein , und
diese Kurve ist bestimmt , wenn man den
Winkel POM = 9 kennt , welchen OP  mit dem ersten Meridiane
einschliesst ; denn P  erscheint als Schnittpunkt des bekannten
Kreisbogens MP  und des Halbmessers OP.  Es handelt sich also
jetzt um Berechnung des Winkels w.

Bezeichnet man nun den Schnittpunkt von OP  und O'P'  mit
X,  so ist im Dreiecke OO'X nach dem trigonometrischen Sinus-Satze.

Sig . ö9.

00' : ON == sin ONO' : sin OO'X.
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Hier ist
00 ' = MO — M'O' - MM'

= a cot tp — a cot (tp dtp)
_ cot tp — cot (ff -f - dtp)

dtp

ad <p

dtp— a dtp

= -— - -5 — d <( — ad <p = a cot dtp,sin 2<p
ON = a cot tp,

ONO' = M' O'N - MON = (e + de) — e = de
und sin ONO' =  sin d9 = dB,
endlich sin MON — sin 0 ,
so dass man erhält

a cot 2tpd<p : a cot (p— dB : sin 8
j  i dBoder cot tp • dtp =  -sin 0

Die Integration dieser Differential-Gleichung liefert das Re¬
sultat

l sin tp= l tan \ 9 -)- C,
wo der Buchstabe l,  wie früher die natürlichen Logarithmen , C
aber die Integrationskonstante bedeutet . Denkt man sich letztere in
Form eines negativen Logarithmus

C = — l K,

und geht man nach dieser Substitution in vorstehender Gleichung
von den Logarithmen zu den Zahlen über , so erhält man die
Gleichung in der Gestalt

K  sin <p=  tan \ 9.
Die Bedeutung der Konstanten K  erkennen wir leicht auf fol¬

gende Weise.
Der Abstand eines Punktes P  von dem Mittelmeridian ist durch

den Ausdruck

OP • sin 9 = a cot <p• sin 9 = 2 a cot tp • tan $ 9
1 -f - tan * 5 8

_ 9 „ TS _ C0S (f _
1 + K*  sin 2<f>

gegeben. Setzt man nun tp — 0 , so erhält man für diesen Abstand
den Werth

2 aK.
Da aber auf dem Aequator, für — 0, die Abschnitte in ihrer

wahren Grösse abgetragen werden, so ist
2 aK = aX

und folglich
K = ^X,

so dass unsere Gleichung zwischen tp  und 8 nunmehr lautet:
5 X sin tp = tan ^ 8 .
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22. Zur  Konstruktion des Punktes P von der Breite
X — 2K,  der auf einem gegebenen Parallel von der Breite <f> liegt,
hat O’Farrell  die nachstehende einfache Konstruktion angegeben.

Im Punkte M errichte man auf dem Mittelmeridiane die Senk¬
rechte MT,  welcher man die Hälfte der wirklichen Länge des
Parallelkreisbogens giebt , welcher durch MP  dargestellt werden
soll, also

MT = £ aX  cos <p.
Setzt man dann den Zirkel in T ein und schlägt mit der Oeff-

nung TM  einen Bogen, so schneidet dieser den von 0 aus mit
der Oeffnung OM  geschlagenen Bogen im gesuchten Punkte P.
Denn es ist

tan TOM — MT
OM

£ aX cos (f
a cot <f — I X sin </>= tan ^ 8

also TOM = £ 8 und sonach POM = 8.
23. Wir wenden uns nun zu der Betrachtung der Linear-

verg 'rösserung  für die verschiedenen Punkte der Karte.
a) Das Bogenelement des Parallelkreises auf der Kugel ist

adX  cos <p;
das entsprechende Element der Karte ist

OP
Nun ist aber

de
dX dX.

woraus folgt
de
dX

tan £ e = £ X sin ff,

cos *J 0 sin 9 = sin <p
1 -f- Ül2 sin

Setzt man noch für OP  seinen Werth a cot (f,  so
für das Bogenelement des Parallelkreises auf der Karte

adX  cos <p
1 -f- K*  sin 2<p’

und sonach ist die Linearvergrösserung auf dem
kreise

erhält man
den Werth

Parallel-

H 1 - |- K 2 sin 2<p
Für K — 0 , also X = 0, und ebenso für <p=  0 , also für den

Mittelmeridian und den Aequator , hat st' stets den Werth 1, sonst
aber ist dieses Verhältniss stets ein echter Bruch.

b) Das Meridianelement auf der Kugel ist
adcp;

das entsprechende Element auf der Karte ist PP 1 (Fig . 59) und
möge ds  heissen . Nun ist aber in der Figur

OP — 00‘  cos 8 -f 0 ‘P‘  cos OBO' + PP ' ;
dabei ist OP — a cot (f , 00 ‘ = a cot 2<p: d<p , O'P'  cos OBO'
= O'P ' = a cot (q>-j- d<p)  und also

PP ' = ds = a cot (f — a cot 2y • df — a cot (<f -f d<f ) ,
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woraus sicii nach einigen leichten Umwandlungen ergiebt
, j  1 -j- K 2 -}- K 2 cos 2(f

1 + K 2 sin 2<p
Sonach ist die L in e a r ve r gross e r un g im Meridiane

(( _ 1 -|- K 2 -j - K 2 cos 2<p
K — 1 -f- K 2 sin 2(f

Dieses Verhältniss hat den Werth 1 für K=  0 , also X = 0,
gerade so wie dies für x' der Fall ist. Für — 0 oder den Ae-
quator ist aber

x" = 1 + 2K 2,
die Linearvergrösseruug im Meridiane nimmt also längs des Aequa-
tors vom Mittelmeridiane mit wachsender Länge stetig zu vou

1 bis 1 - |-
7T

2 5,9348.

24. Endlich gedenken wir noch der F läc h en v er g r ö;s s e-
rnug.  Diese ist

, 1 + K 2 -fisT 2 cos 2
H x — ., A* siu 2lf,yz  '

Längs des ersten Meridiaues, für X = 0, also auch K — 0 , ist
dieselbe der Einheit gleich.

Längs des Aequators ändert sie sich in demselben Verhält¬
nisse wie x" .

Ausserdem hat dieselbe den Werth 1 längs der sphärischen
Kurve, die durch die Gleichung

1 + K 2 -f K 2 cos 2<p= (1 -f K 2 sin 2<p)2
oder

K 2 sin 4q>-f 3 sin 2(f — 2 — 0
definirt ist . Diese Kurve schneidet den ersten Meridian rechtwink¬
lig unter 54° 44' Breite, von da an wendet sie sich südlich , pas-
sirt den Meridian von 90° Länge in der Breite von 50° 26' und
erreicht den die Karte begrenzenden Meridian unter 43° 46' Breite.
In allen Punkten auf der Südseite dieser Kurve sind die Flächen
vergrössert , nördlich davon aber verkleinert.

25. Da diese Projektion nur zur Darstellung grosser Theile
der Erdoberfläche dientj so ist es nicht nöthig , die Abplattung in
Betracht zu ziehen.

Auf unserer Taf. V, Fig. XXV, ist etwas über die Hälfte der
Kugel in dieser Weise dargestellt.

i

i

I
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