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Lweiter Teil der Integralrechnung.

I. Differentialformeln mit einer Variabeln.
306. Rationale, gebrochene algebraische Differential-Formeln.

auf eine der einfachen Formen gebracht weldvn

Adx Adx Ax —l—H Ax-|-B 1
] ’ o BN Ty el b
atx’ (atx"° (afx)?- [(@ 4 x)2|-Db2]"

angegeben.

also auch dx=dy, so erhilt man fir die zweite Formel

Folglich indem man integriert
Adx :;’\y*“‘%‘_!_“
(@a4x)* —n41" "
und wieder x statt y einfiihri:
(1) J" SUE N A o ey
: (a-}x)* n—1 (af-x)2—1 '
Fiir die dritte der obigen Differentialformeln erhilt man
Ax--B Aydy" ; B—aA

2 5 v l: | ke - v [
@ (a— x)i—l-—b"(\ Yo =ht Ly A hd 43

selben kionnen immer vermittelst der Zerlegung in Partialbriiche (§ 26‘1
\-’

Das Integral von der ersten dieser Formen ist bereits in § 76

Um die ibrigen Formeln zu integrieren, setze man u,—}-—x:y,




Nun ist aber nach § 76

_Aydy b A 2ydy A e

— 2 tog [+ b0

(3)

und nach § 78, Formel (6)

B—Aa B— Aa y

i W e dea Lo R TR

(4) b2 dy b Arc tang - !
4 Be=An o x+a |
A Arc tang— TR C.

Setzt man diese Werte aus (3) und (4) in (2), so folgt

A 2 | 27
%) f e ;; jdx=-3- log [(x+)*+b7]
B—Aa x1-a
e 5 Arc tang —— —+C.
Endlich erhilt man fiir die vierte der obigen Formeln
(Ax—B)dx SanAydy . B—Aa

6 AR ESMB)BX o T DRI ad
(6) (@ x)?+ b7" (y2 -1 b2 T g2 b2 y

Um den ersten Teil rechts zu integrieren, setze man y2 |- b2 =122
also auch ydy=zdz, so wird

Aydy Azdz :
; e 17
(}r-’_‘_})-)n z2n az ai

Aydy 1—'1»/"‘“‘“"J A 1 cied
@ J. (y*+ 52)“ TrElg g g n) (y2-b2—t +0

Nun bleibt noch nach Formel (6) die Differentialformel
dy

(8) G‘z __[‘“__1,)2)11

zu integrieren.  Man multipliziere and dividiere (8) mit y*--b?, so
kommt

A _(iy ot f y2dy j‘ b2 d)f
(9) J’(yg | h.!)n T J (Y- | h [1+l (\'“’ “+1 .

Integriert man nun den ersten Teil ‘rechts nach der Formel (1)
des § 82

(10) Jﬂu dv=uv — |vdnu,

indem man annimmt
| ydy
u=y, dv= —
J 9 W L)
2o+




so erhiillt man zuniichst aus der letzten Formel vermittelst (7)

21 (),2 7I[7 hz)n ‘

V= —

Folglich unter Anwendung von (10)

f el e UG R 2
3 ( —;—I?E)”'H i 211(.\‘2 h!)u | 2n . (\‘3; i,!)u'

: , yidy ] e ;
Fiihrt man diesen Wert von f_(_vz_‘-'--h“)"*' in (9) und zieht die

gleichartigen Glieder zusammen, so erhalt man

(11) Pulibidy oab y e e T GBS (i
J(}'2 +b3P+1 T 2q (y2 4 p2)n ! 2n .J (y24b2n "

i : . : dy
Vermige dieser Formel ist das Integral r auf

2 (:-\r:-.- I h2)n +1
ly i : ;
f( 3 |( | OF zuriickgefihrt.  Durch wiederholte Anwendung dieser
y... —|-b*) 1 a

|
S dy .
Formel gelangt man zuletzt zum ll]fcgl‘:tlf T pa dessen Wert
SR
bekannt ist. Folglich kann auch vermittelst (7) und (11) das Diffe-
rential (6) integriert werden. Das in Formel (11) dargestellte Verfah-
ren nennt man die Methode der Rekursion.

307. Irrationale, algebraische Differentialformeln, Enthiilt die
Differentialformel algebraische Polynome, in welchen die Variable mit
gebrochenen Exponenten vorkommt, so kann die Formel durch pas-
sende Substitutionen rational gemacht werden. Es sei z. B. zu inte-
grieren

a—Vx
dy=— il

BT
h — l-/ X
: 3_
Man setze x =125 also }/'x=33, J/x= z2, dx =62%dz, so ist
a i< ?3

dy=— s *62°dz.
- b — 22

Diese Formel ist rational und kann nach dem vorhergehenden
Paragraphen integriert werden.

Die binomische Differentialformel

(1) xX*~1(a4-bx"1dx
kann in gewissen Fiillen durch eine der beiden Substitutionen
a—-bx"=3z1 oder a-lhx"— 0 X

rational gemacht werden.
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Fiir die erste Substitution erhiilt man

nbhxt rdx—qet dz;

' l1—n m—1
A1) s ol
drm L (B2 gy e (B52)
nh b i b
Somit
] m-—n
: « 4 (2 =—aN\A
xm—1(at-bx")?dx= : ( B\ I i T [
nh b

: : : i 1t e - g
Diese Formel wird rational, wenn ST ganze Zahl ist.
N

Wendet man die zweite Substitution an, so wird man finden, dass

die Formel (1) rational wird, wenn - eine ganze Zahl ist.

q
308. Differentialformeln mit der Grosse }'A-|-Bx--Cx% Diese
Grosse kann auch geschrieben werden

SN S

weshalb man, der Allgemeinheit unbeschadet, die I'Qum}rui-wurzel aus
obigem quadratischen Ausdruck in der Form } a-}-bx-}x* voraus-
setzen kann.

Es ist bereits im § 78 eine Differentialformel, welche diese Wurzel-
grosse enthillt, integriert worden. Auf demselben Wege, auf welchem diese

entstanden ist, erhilt man auch das Integral von dx Vat-bx—xi

Setzt man in Formel (8) von § 82
btly=x, dy=dx, bI{2by+ y =37,
so kommt
——————————— bty ——
fdy Vai—p2—2by—yl=—1" Va2—»2—2by—y?

2 A |
a? . by
o 5 Are sin _'

Setzt man hierin a2 —b2=A, —2b=B, so wird
o v I TR Qe By
(1) J dyVA+By—y*=- '\--4-— VA+By—y?
4 A B2 2y —B
1 L Arcsin ———— — - C.
i ViA1B? i3
Um die Integrale der Formeln
2 = dx Va-
Vatbxtx2

zu erhalten, setze man in Formel (3) des § 80 und Formel (9) des
§ 82, wie oben, die Grossen b—|y=x, dy=dx, so erhélt man




U=

dy e M % B A o e A
rVd.z—f—h -i-jhy__l_ 2 log (b -y - V(2'| b2-+2byJy2)+-C

L e IR et i
fd.vVaz+h2+2hy+yz= —!;y Vaf-bi4-2byFy*4-C
a? SR A
—{—?log b+y+V a?-b2-2byJa?).

Setzt man hierin a®-b?=A, 2b=B, so wird

d) ASEA LT A
® [ —s(G +y+ VAR 4o

P e :
2 fdy o R e L Va+ByFy+c

4A B‘
+4A P10 (5 +y+V AFByFy).

>, Sl o
Es sei das Integral der Formel - zu finden, in

V a + bx-+cx?
welcher ¢ positiv oder negativ sein kann. Durch Differentiation folgt
d(x» Vafbxtcx?)=mx"—1dx ) a +bx-tcx?
x™ (b 7—2{,\)(1\

P Vatbx+ex®
Man bringe die Glieder rechts unter den gleichen Nenner und
ordne, so kommt

d(xm Va+b y - cx? 2) =

max"~!'dx |, (2m-41)bx™dx

ol
Vru—i—b\—] cx2 2Va—[—ln~;—<.\
(m - 1)jexm+idx

V.a-%in—}—cx

Dividiert man mit (m - 1)e¢, versetzt die Glieder und integriert,

so erhilt man
i V"l."‘r}l\"‘]—(.‘,\

@) f[/3_|_|,\__-“?_-__mm—|—1)c
(2m—+-1)b 0 [ e
2(131‘1—1)‘_[1/14—})'\'—}—0;(2

ma Xy dx v
“('11+I)( fV‘L %h\ +L\ Tl

Fir m =0 geht diese Formel iiber in

f xdx ____V_:‘Tb-‘ij’}’-x S [‘
V‘L+!)‘ 'E‘C\ & l/d-f—h\—l—c\wl

Das letzte Glied kann nach dem Vorhergehenden integriert werden
und zwar nach (2), wenn ¢ positiv oder nach (7) des § 78, wenn ¢
negativ ist. Auf eben diese Formeln wird man gefiihrt, wenn man m
=1,2,3,.. in (4) einfihrt. Formel (4) ist daher eine Rekursionsformel.
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Fiir a=1, b=0, ¢=—1 erhiilt man aus (4)

s i d\ 2 rndEd
o)f e 111—|—1 Vs u+1 ]/71'_'_\ ;

Um den Ausdruck x*—!dx Va-+tbx —|— ¢x? zu integrieren, multi-

pliziere und dividiere man mit Va—{—h\—j—l x%, so erhilt man als
Differential

2ridxe i hX-oxh)
Vatbxtex

welches nach (4) integriert werden kann.

309. Transcendente Differentiale. Um die Differentiale f;h—:{-- und

X : : :
- zu integrieren, schreibe man

“cos X
dx *,Jﬂ B0 X 0zt ﬂco:&x) ;
.Jn_s'm-:_(i emi . @ 1—coste
dx  feosxdx _ d (sin x)
ILOT‘( ﬁf c0sx _f 1—sin’x
Man setze cos x=1y und sin x==12, S0 erhiillt man

‘J’ diy o & e j’ d,l B dz
sinx 1——}'2’ cosx Ta—rmsh

Nun erhilt man aber durch die Methode der Zerlegung in Partial-
briiche

1 1 1 1 1

gl e Gy G
Folglich wird

X 1 1 ;) 1l r
f—-fl - ) d ry e ot e log L+ TE
sinx gd -y 2J1=Y 2 1 reth |
dxic nit 1+-cosx
(1) S SIn A log 1—cosx PR
Ganz ebenso ergibt sich
dx 1 -}-sinx
2 = C.
(2) 1,0\\ 10{.', 1——\111\+J

Setzt man — n statt -~ n in die Formeln (8) und (9) des § 80
and versetzt die Glieder, so erhilt man wie dort

: dx 1 cosx n—1 dx
(5) ’J,._" : 1 T + T J‘ 11-—_1 + C

sin™ T 'x n sin®x sin'
(@) j‘ (l%l _;1 sin x it 11—-1J" d\_f*‘(‘
coRl K n cos"x cos" —1x
Fiir n=0 sind diese Formeln unbrauchbar. In diesem Falle

sind die Formeln (1) und (2) anzuwenden. Allein (1) und (2) kommen
auch zur Anwendung, wenn man n==2,4,6,.. in (3) und (4) einfihrt,
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Man erhilt fiir n=1 und 2:
25X €OS X : e sin x |
(5) J Sty iy ——=——-0

sin®x sin x cos2x cos?x
N * dx Tcosx 1 1 - cos x \
(6) J T R e e e R (111 + C.
sin’x 2 sinx 4 ° 1—cosx
e f dx Iosinx b o1 I 14sinx | C
—=———1 " Jog : - C.
c0s %x T s B 7 [ wa- o e o T

Es sei der Ausdruck sin™x cosixdsx, in welchem m und ( ganze
Zahlen bezeichnen, zu integrieren. Man betrachte zuniichst ¢ als eine
) £ |
: :
gerade Zahl, setze also q=2mn, so kann man schreiben

2n

(8) sin"™ x cos*"x d x = sin™x (1 — sin2x)"d x.

Entwickelt man (1 — sin2x)® nach dem hinomischen Satze, so ent-
hiilt der vorstehende Ausdruck eine endliche Anzahl Glieder von der Form
sin’xd x, welche vermittelst Formel (8) des § 80 integriert werden
kénnen.

Ist q eine ungerade Zahl, so setze man q=2n--1, wodurch
man erhilt

(9) sin™x cos® “Ix d x = sin™x (1 — sin2x)" cos x d x.

Wird hier nach dem binomischen Satze entwickelt, so erhilt man
Glieder von der Form sin’xcosxdx, welche nach Formel (6) des
§ 80 integriert werden kinnen.

Auf demselben Wege konnen die Ausdriicke

cos’ x sin?x

e S

sin™ x cos™x
integriert werden. Wenn q eine gerade Zahl ist, so erhilt man die
Formen

(1 —sin?s)"d x (1 — cos2x)"

sin™x c0s™x
welche nach (3) und (4) dieses Paragraphen oder nach (8) und (9)
des § 80 zu integrieren sind.

Wemn q=2n--1 eine ungerade Zahl ist, so wird

cos’x (1 — sin?x)" d sin x
o da=—— = .
sin™x sin™x

Setzt man hierin sinx =z, so kommt

) cosdx 11—z dz

Diese rechte Seite ist eine rationale algebraische Funktion, welche
integriert werden kann.

Wendet man auf den Ausdruck

X" Aresinx d x
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e ]
die Formel fu dv=uv —J v d u des teilweisen Integrierens an, indem
man setzt
dy—x2dx, su—"Arcsinz;

so erhilt man zuniichst

X | dx
o du= -,
n-H1’ V1—x?
Fiihrt man die Werte von u, v und du ein, so folgt
P n--1 * n--1 .
=11 Rt . y = X 1 X + (1 X
x" Arcsinx dx =— Al(‘ sinx — :
n | n--1 V1—x2

Allein das zweite Glied rechts kann nach Formel (5) des §. 308
integriert werden.
'3
Es sei das Integral J e—** dx, das in der Wahrscheinlichkeits-
rechnung vorkommt, abzuleiten. Man entwickle e—** nach Formel (4)
des § 62 in eine Reihe, so kommt
3 - 6
X X 3
geti—1 —=—= - — ..
1 1-2 1-2-3
Folglich wird, indem man mit dx multipliziert und integriert
e 1

5 X !
11 o [ (g o e Bl S = )
(11) J‘ ks S vty b e

0

Die erste dieser beiden Reihen ist fiir jeden endlichen Wert von
x konvergent, also ist es auch die zweite Reihe.

310. Reihe von Johann Bernoulli. Durch Anwendung der Formel

3
fu dv=uv —J vdu

des teilweisen Integrierens erhilt man

J fE)-d s =1f(x) = —ij’ (x)-xdx,

J f'(x)-xdx=1(x)- " (x) - d"?
- 3
Jrs A=) - :-¥ _J fitas :;- T

und durch Addition dieser Gleichungen

‘J"f(x)d x =f(x)-x — ' (x)" \; =+ (x) - —2\)

x*
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Dies ist die von Johann Bernoulli zuerst angegebene Reihe.
Sie ist, wie jede Reihe iiberhaupt, nur zulissig unter der Bedingung
ihrer Konvergenz.

Um das Integral flngxd x nach dieser Formel abzuleiten, hat man

f(x) —logx; fi(z) —x—1: fx)=—x—%
fx)=2x"% f"x)=—6x"% {Y(x)=24x%, ete.

Setzt man diese Werte in die vorstehende Reihe, so ergibt sich

1 1 1 !
flogxd\—x(l()gx—— 5.5 ———2‘3-——m—.,>—}-b.

IL. Ueber bestimmte Integrale.

JI1.  Ableitung von Integralformeln durch Variation einer Kon-
stanten. Die gegebene Gleichung sei

(1) 11='J"f’(x, o) dx,

in welcher « eine Konstante bezeichnet, welche in irgend einer Weise
mit der Variabeln x zosammenhingt. Setzen wir vorans, es sei ¢ von
den Grenzen a und b unabhiingie. Denkt man sich e verinderlich
und bezeichnet man den Wert von u, welcher entsteht, wenn « in
e~ A o iibergeht, mit u—--Au, so ist

b
u-FAu :ff(x, a— A ea)dx.

Folglich durch Subtraktion
b

Au *Jﬁ[f(\, -+ ea)—f(x,e)]ds.
Oder indem man mit A e dividiert
b
Au __J f(x, ¢ Aa) —1(x,a)

A o De dx

(2)
Allein es ist nach § 6

fi f(x, ¢+ Aa)—1(x,a) __df(x, @)

FANYY da

Geht man daher in (2) von der Differenz zum Differential iiber,
80 ist

b

ﬁ-._ if(x’a) dx

de do
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Um daher die Gleichung (1) in Hinsicht einer Konstanten & zu
differentiieren, kann die Differentiation der Grosse hinter dem Integral-
geichen, ohne Riicksicht anf dieses Zeichen, ausgefiihrt werden. Die
Konstante wird hiinfig Parameter und das Verfahren die Differentiation
pach einem Parameter oder auch die Differentiation von Kurve zu
Kurve genannt.

Dieser von
werden, um aus bereits bekannten Integralformeln
wie folgende Beispiele zeigen.

[. Es ist

L 1 e 1
=X gy e e (—ax)=— ¢
o (14

0
Lk 1
re Y —
o

¥,

Leibnitz ausgesprochene Satz kann dazu benutzt
andere abzuleiten,

Differentiiert man in Hinsicht e, so kommt nach 1,2,..n maliger

Wiederholung

o0 D
X 1 2, —0X 3« 2
Xe dx=—3; x‘e dx=—3;..
. « . o
0 0
'I.:’j :
Silaity el
yHe dx= i
“_!:-{-
%

II. Es ist

1
1

f.\'“(l}{: =

n--1

0

Differentiiert man 1,2,..mmal, so kommt
1 1
r 1 § 9
- i(f_'; (1,' = —— 'J_'“l 2_' (_1_‘$—- .
'J\ g xdx ey B x"log*x d x @1
1] 0
1 “ €
f\:u log™x dx=— lzi‘)' ﬂ
# g3 = (ll—l*l)m"‘-l.
0
312, Vereinfachung gewisser Reduktionsformeln durch Anwendung
von Integrationsgrenzen. Nach Formel (5) des § 308 ist z. B.

el | Sl e, AP
Vi m -1 ''m+1 ] )1 —x?
Hieraus folgt
nl ol
(1) yoalgy | hmp el de
Vi—x m +1 V1 R
LS 0

0
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Nun beachte man, dass man nach § 78 und 80 hat

-l »l

dx P ﬁrxclx s
g Vi

0 0

Mit Hilfe dieser Integrale ergeben sich nun aus (1) folgende neue,
wenn m=—1,2,3,.. gesetzt wird

nl nl
x2dx o O x?dx 2
i 2,2 ‘J T s,
0 1]
et Al
x*dx e R R - x®dx 2.4
)1 Son e '-l/ R el R
(1] 0
~l ‘..1
xtdx " 1 3E e x7dx| D9 2458
Vi—3. 2:4.6 2° ’ T Dg2 3epegiy
[ % o

(1] 0

und daher allgemein

=51
: x:!n(]x 1:3:5..2n—1) =«
(2) i e L D ( ¢ ) 2°
et R A R 2
.’”
i
Vi—x 38-5-7..@n-+1)

i

Diese Formeln kénnen noch wie folgt umgewandelt werden. Man
setze x =sin¢, fiihre also den Bogen ¢ statt x ein, so entspricht
der untern Integrationsgrenze der Wert sin @ =0, also auch Bogen

¢ — 0; dagegen der obern Grenze der Wert sin ¢ =1, also der Bogen
™ - . 4 ™
P— 5" Das neue Integral ist also von ¢ = 0 bis ¢ = g 2 nehmen,

Aus x=sin ¢ folgt aber

_dx  cospde@ S
V1i—x2 V1—sin2g i
Somit gehen (2) und (8) iiber in

T

I : 1:3:5..(2n—1) =
4

dx =cosqd g,

(4 sin?"g q = — ]
(4) S &P al 6, .20 £
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Man erhiilt daher fir n=1,2,3,..

™~ 7T Fo it/ §

2 2
: 2
sin?@d ¢ = ‘1 r : J sin®gd @ = o

LI
0 0
i b
. 1-3 ; 9.4
J sintgp d g = 724 ; ) sin*gpd g = 57g WS W
0

Eine andere Umwandlung ergibt sich, indem man y=a (1 — cos ¢)
in (4) setzt. Man erhilt

2ay—y?
e

dy=asingde, cog(pzlﬁ%, St i

Siuh‘:lq] d (p —— ;11“ (2 ay — y‘z)n - ]]/'2 ay-;_)"g dy

Die Grenzen der Integration von (4) dndern sich wie folgt. Fiir

die untere Grenze ® =0 wird y=a(l — 1)=0; fiir die obere od

™
dagegen y=a (1 — €08 2>=a. Daher erhiilt man aus (4)

‘J"(‘z ay —yHpr-t V‘Zil_y:?? dy=

0

il .(2n—1) =

SR 4
= = 2
2.4.6..2n 2

Zu einem weitern Beispiel dieser Art kann Formel (6) des § 82
benutzt werden. Man erhillt allgemein

1 1
ey 1 Shatidy
XH_ICIXVI—X?': = Rl
i f Vize
0

0

und speziell fir n=1,2,3,.. der vorstehenden Resultate

1 1
Ty 1 1 x = 150
J-x?del—uxzi 8.8 fx“del—xz—-- -,

0

1
d P 1
fx"‘d.\'l/ 1—x2=—

b

0

313. Bestimmte Integrale fiir besondere Gremzen,

1
fxdel—ﬁ: 1},

0

; 2
3.5
0
1:3 ; 1-2.4
"2_*;’ ga k[x”(]xlfl_—xﬂzﬁ:;,? ete.

Wenn allgemein

ff(x)dx=1«‘(x)+c,

Autenheimer, Elementarbuch.
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so erhilt man nach § 84 als bestimmtes Integral
b
urf(x} dx="F(b) — F (a).

Bei Anwendung dieser Formel hat man sich jedoch immer zu
iiherzengen, ob die Natur der Funktion die Grenzen a und b zulisst.
In welchem Sinne dies gemeint ist, mdgen folgende Beispiele zeigen.

I. Bei der Quadratur der gleichseitigen Hyperbel, § 105, wurde
als Fliche zwischen der Kurve und der Abscissenachse gefunden

b

_dxil(n<h>
7 T

Dehnt man hierin die obere Grenze ins Unendliche aus, so wird
der Wert des Integrals unendlich gross, also unbestimmt, wihrend es
zum Wesen des bestimmten Integrals gehirt, immer einen bestimmten
endlichen Wert zn besitzen.  Liisst man a der Null sich niithern, so
nihert sich der Wert des Integrals wieder der Grisse on. Dabei
wurde a positiv vorausgesetzt. Nimmt man aber a negativ an, so
wird das Integral imaginir. In der That zeigt auch die Figur zu
§ 105, dass die Knrve keine Punkte, also auch keine Flichenelemente
auf der negativen Seite der Abscissenachse hat. Es konnen also auf
dieser Seite auch keine Flichenelemente summiert werden. Somit
miissen im vorstehenden Integral die Grenzen a und b positiv und
endlich sein.

II. Aus dem unhestimmten Integral

dx 1 .
JSETrasins
folgt b

4x e ol <__1_ . )
xE i SEhs a% /

Dehnt man hierin die Grenze b bis h=a0 aus, so geht der Wert

Dieser Wert ist

des Integrals rechts iiber in den Grenzzustand 522

ein bestimmter endlicher Wert, es kann daher auch die obere Grenze
bis b=o00 ausgedehnt werden.

Nimmt die untere Grenze a, als positiv gedacht, gegen Null ab,
so niihert sich das Integral der Griosse o0 und erreicht sie fir a==0.
Dieser Grenzwert darf also nicht in Anwendung kommen. Allein es
kann auch a nicht negativ und b positiv sein, weil sonst die Variable x
sich von — a bis b #ndern, also durch O gehen miisste. Sind da-
gegen a und b negative Abscissenwerte, so gilt fiir diese was fir posi-
tive, Wenn daher o ein sehr kleiner, der Null nahe liegender Wert,
so kaon das vorstehende Integral wie folgt genommen werden

—a - oo
dx Eapil A% i Tald
x5 2 o x3 ey 2w

— e “+e
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314. Niherungsweise Bestimmung bestimmter Integrale. Lisst sich
das bestimmte Integral
b
ff (x)dx
a

durch keine der bisher in Anwendung gekommenen Methoden finden,
so bestimme man seinen Wert nitherungsweise wie folgt. Es sei x die
Abscisse und f(x) die Ordinate einer Kurve BE (Fig. 114). Diese
Kurve sei stetig zwischen den Grenzen

a— DAY und iz —b=—00D,

so werden die diesen Grenzen entsprechenden Ordinaten AB=f(a)
und DE = f(b) sein.

I. Trapezmethode. Man teile den Unterschied AD=h —a
in n gleiche Teile h, mache also h=AA'=A'A"=.., hezeir‘hnc der
Einfachheit wegen die Ordinaten, welche den Ahscissen a,a—h,

{~2h,..a—--nh entsprechen mit yo, y1, y2,. . ¥a
und betrachte die Flichenteile zwischen je zwei
benachbarten Ordinaten als Trapeze; so sind die
Inhalte dieser Trapeze
h h h

o oY) & (F-y2)s-o 5 (Yu—1-tyn).
Die Summe dieser Trapeze ist annihernd

der Wert des bestimmten Integrals. Folglich
wird die Formel

f‘(\)ﬂ\—h[ Yoy, v ..+ yn—1-4 .:12 }:":l

‘um so niher den Wert des gesuchten Integrals geben, je kleiner das
Intervall h genommen wird.

II. Simpson’sche Regel. Es gelte die bisherige Bezeichnung.
Man teile den Abschnitt AA“=2h in drei gleiche Teile und emdnte
in den beiden Teilpunkten die Ordinaten v und u, betrachte die da-
durch zwischen den Ordinaten yo und y2 entstandenen drei Flichen-
teile als Trapeze, so ist ihr Inhalt gleich

% o4 b (rFu)t g () =5 (o -2y +-20-1a)

Diese drei Trapeze geben den Wert der Fliche ABB" A" genauer
als die beiden Trapeze zwischen den Ordinaten yo, y1 und yi, ya.

Dieser Wert ist jedoch zu gross oder zu klein, je nachdem die
Kurve ihre konvexe oder konkave Seite der Absrhwu.wh%e zukehrt.
Setzt man noeh v —‘—11_2\1, was sehr nahe richtig ist, so wird der
Ausdruck fir die Fliche im ersten Fall kleiner, im /wm!on orosser,

s0 dass eine teilweise Ausgleichung der Fehler entsteht.
22+
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Dadurch wird die zwischen yo und y2 liegende Fliche
D h | |
AA"B B:’ﬂ; (.\"l] ‘]—'4\", j*_\".!).

Ganz ebenso ist die Fliche zwischen je zwei weitern Ordinaten

mit geraden Stellenzeigern
h h
g ettty 5 -4 ys5 - Ye),

Durch Summation dieser Ausdriicke erhiilt man den angenéherten
Wert der ganzen Fliche zwischen yo und y. gleich

j
fi'](x]dxz i
e , ‘Z(W *‘*\4 +— -}*Y:—a } 4(y,—|—\1-1- 4":{11--!)4’}'];]- |

Diese Formel nennt man die Simpson’sche Regel.

h

IlI. Methode von Poisson. Das unbestimmte Integral von :
f(x)dx sei @ (x), so wird sein

1) fr(x) WYL o fxyiteo
und somit fiir die Grenzen a und b

b
@) ff(x) d iyt ey

Man differentiiere (1), so kommt
d )
) r =299 —gie)

Der Wert von @ (b) — @ (1) (les bestimmten Integrals kann nun
ans der Relation (3) ermittelt werden. Man erhilt vermoge des
Taylor’schen Satzes

P a+1) —=P@-+hiE) +1 @+ @)+
@ (a+2h)=¢ (a+h)--hf@-+h) 4 I;:t"(aJrh)—}—..

¢ (a—-+tnh)=¢ (a-nh—h) +hf(<t+nh—h)—i— i('l nh—h)-..

Man setze in diesen Gleichungen nh=b —a uud addiere sie, so
kommt

) ¢(b)— q’(L)—ll{ (@) +fla4-h)+..+f(@a-4nh —h)]
[I (a) 1 (a-}h) .. (atnh —1)]

+4 6 [ ()@ B) .- (a - nh — B)] ..




Ganz ebenso wird sein
() f(b)—f@) =h[f (@) @fh)+..4@foh—h)]
] 2
-+ ; [t (a) 41 (a+h) .. (a+-nh —h)] ..
(6) (b)—f'(a)=h[f"(a)}“(a+h)+..-+f(a4nh— ..
ey . h a1 il ;
Man multipliziere (5) mit — 5 und (6) mit 19 und addiere nach-

her diese Gleichungen zu (4), setze dabei h als eine sehr kleine Grosse
voraus , so dass in der Summe die Glieder, welche h in einer hiohern
als der zweiten Potenz enthalten, vernachlissigt werden. konnen, so
erhilt man mit Riicksicht auf (2)

(1) J' £(x) dx:h[; £(8) +-£(a—b)t-. .-f(@a—- nh—b) -} %i'(h):‘

— 111; [f’ (b) — £ (1}]

Das erste Glied rechts in (7) stimmt mit der Formel der Trapez-
Methode iiberein. Wegen des zweiten Gliedes rechts bietet diese For-
mel jedoch eine grossere Genanigkeit dar als jene der Trapez-Methode.

Beispiel. Es soll der Wert des bestimmten Intgrales

1,2
] dx
i 1-x3

o/
0

naherungsweise berechnet werden.

Man teile die Abscissendifferenz b —a==1,2 — 0 in sechs gleiche
Teile, so erhilt man als Werte der Abscissen und entsprechenden Ordi-
naten

Abse. =0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
Ord. =1 0,9920 0,9398 0,8224 0,6614 0,5000 0,3665

Setzt man diese Ordinaten von yo an bis ys in die vorstehenden
Formeln und nimmt h=0,2, so erhiilt man als Wert des Iutegrales:
I. Nach der Trapez-Methode
u=20,2-4,5991 = 0,9198.
II. Nach der Simpson’schen Regel

a—= 22 138267 —0,9218.

III. Nach der Poisson’schen Formel hat man zunichst

73 x*

f(x) = o 2 t(x)=—=— (1_1_,{;) 9




i e

Der Wert von f'(x) wird fir x=0=a und x=1,2=>b zu
#(@)=0, (b)=— 0,5803.
Folglich das Glied
b2 i ) 0,04
o5 [0 — £ @)= %0
und da das erste Glied rechts in der Formel (7) den gleichen Wert
hat wie derjenige der Trapez-Methode, so ist der verbesserte Wert
u==0,9198 -}~ 0,0019 = 0,9217.

Man sieht, dass die drei Werte, namentlich die beiden letztern,
nur wenig von emandel abweichen.

- 0,5803 = 0,0019

III. Liinge der Kurven im Raum.

315. Ausdruck fir das Bogenelement. Denkt man sich die Kurve
ans unendlich klenu-n, geradlinigen Bogenelementen zusammengesetzt,
so kann man durch je zwei aufeinander folgende eine Phlllb legu:.
Eine solche Ebene heisst Kriimmungsebene (Oskulationsebene) und der
Winkel, welchen die zwei Bogenelemente einer Kriimmungsebene bil-
den, Kontingenzwinkel (§ 292). Dieser Winkel ist das Mass der
ersten Kriimmung. Je zwei aufeinander folgende Kriimmungsebenen
schneiden sich und bilden einen Winkel, welcher als Mass der zweiten
Krimmung der Kurve betrachtet wird.

Ist die Kurve auf drei rechtwinkelige Achsen bezogen, so kann
sie als gegeben angesehen werden durch ihre Projektionen auf zwei
der drei Koordinatenebenen xy, xz, yz.

Nun seien x,y,z und x—dx, y-Fdy, z-}dz die Koordinaten
zweier einander unendlich nahe gelegener Punkta, der Kurve, so kann
man das dazwischen liegende Bogenstiick, das wir mit ds bezeichnen
wollen, als geradlinig ansehen. Alsdann ist ds die Diagonale eines
rechtwinkeligen Prismas, dessen Kanten dx, dy und dz sind. Folglich
wird sein

ds=}dx? - dy21-dz? oder

P 2
(1) ds=dx 1_|_<dv> (::i)

Die Winkel, welche das Bogenelement ds mit den drei Achsen x, y, z
macht, seien o gB Y. 808t

D il 1) dx A __d_‘r' __(]Z
(2) Co8 ¢ == —= cos,ﬁ—ds, i s e

Durch (1) wird die Linge und durch (2) die Richtung der Kulv
im Punkte x,y,z bestimmt. Erhebt man die Gleichungen (2) i
Quadrat und a(](llelt sie, s0 tolg,t

cos?a |- cos?$ - cos?y = 1.
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Um den Bogen s der Kurve zwischen den Abscissen xXo und x zu
finden, hat man nur (lzw lntegml
( dz
dx

/ {
(3) ( ly
) dx

7 ; bk ; dz
auszufiihren, zu welchem Zwecke die Verhiltnisse — -,

dx’ dx

Gleichungen der Kurve abzuleiten, in einer Variabeln x auszudriicken
und in Formel (3) einzufithren sind.

aus den

316. Linge einer Geraden im Raum. Die Gleichung der Geraden
auf der Ebene xy und xz seien

y =ax-a’; z=hx-b.

Hieraus folgt

dy dz : R
e —b; ds=dx ) 1-}fa?}b?
und mithin die gesuchte Linge

X

J dxV 1 a2 b= (x—x0) V' 1F+a2 b2

Xo

317. Linge einer Schraubenlinie. Die Achse eines Kreiscylinders
vom Halbmesser a falle in die z Achse und seine Grundfliche in die
Ebene xy. Es befinde sich auf der Cylinderflache eine b(,]lldlﬂ)tll]llltt,,
welche den konstanten Winkel e mit der Ebene xy bildet .und in der
x Achse beginnt. Die Koordinaten eines I\unt,npuuktu. seien X, Y,Z.
Man lege durch diesen Punkt und die z Achse eine Ebene. Sie ]J“tlb
mit der Ebene xz den Winkel ¢, wobei ¢ im Bogenmass ansgedriickt
wird, so ist
asing, z=—ag@tge.

x=acosP, Y=
Hieraus folgt

dx — —asingdg, dy=acosPdyg, dz=atga dyg,
ds?=dx?}-dy?-dz2=a?(1 |- tg’a)d P2,
(’n
—a ) 1-tg%x |de=2a(y — 90) V1 tele.
f{u

318. Schnittlinie zweier Cylinderflichen, Die Achsen zweier Cylin-
der, welche gleichen Halbmesser a haben, sollen sich schneiden und
zwar unter lu*,htun Winkel. Es ist die Linge der Kurve zu bestim-
men, lings welcher sich die Cylinderflichen durchdringen.

Man nehme die Achse des ersten Cylinders in der z Achse, die
des zweiten in der x Achse an, so ist die Gleichung der ersten Cylin-
derfliche auf der Ebene xy
(1) x?f-y’




e

und die der zweiten anf der Ebene yz
(@) yiat=al
Fir die Durchschnittskurve missen die Werte von X,Y¥,z in bei-

den Gleichungen gleich sein. Setzt man die Werte von a? einander
gleich, so folgt
) 2o g
woraas sich ergibt x=--z, d. h. die beiden Durchschnittskurven
projizieren sich auf der Ebene xz lings zwei geraden Linien, welche
die z Achse unter Winkeln von 45° schneiden. Mithin liegen diese
Kurven in Ebenen, welche zur Ebene xz senkrecht stehen, Diese
Ebenen schneiden sich lings der y Achse.
Aus (1) und (3) folgt durch Differentiation
dy X dz X
—_ = N ——| —1l
dx y dx 7

Vermittelst dieser Werte erhilt man

e
ds=dx 2 - ¢
) o

Fithrt man hierin den Wert von y aus (1), so kommt

gnl_ 2
4) ds:dxl/ ; \,,.
L .

Um diese Formel zu integrieren, setzen wir
X=asin®, dx=acos¢dgq,
s0 kommt aus (4)

pibri)s o ;

2 — sin2 < el

dm:am5¢d¢{%;:fi?——aVQd?(LvMZ¢>{
— sin’q 2

Entwickelt man die zweiteilige Grosse nach dem binomischen Satz
in eine Reihe, so wird

(5) ds=al 24 ‘{'(1 e siu‘ﬁg_p_ £ i”“f _ sin’y * )

4 32 128;
Um den vierten Teil einer der beiden Kurven zu erhalten, muss

L Nl -
x von O bis a, also ¢ von O bis 5 genommen werden. Nun ist

T 7 T
el al
7 2 f 2 k
sin’¢@d ¢ = ul sin*gp d g = et sinfgpd g = 27
4’ 16 °’ 32
4
0 (1]

Bezeichnet s die Linge einer ganzen Kurve, so erhilt man ver-
mittelst dieser Werte aus (5)

s g B
":W.Ql/_2<1¥..8. Y L )

256 2048

a




319. Schaittlinie einer Cylinderfliche und eiver Kugelfliche. Ein
Kreiseylinder gehe durch eine Kugel. Man soll die Linge der Kurve
bestimmen , lings welcher sich beide Oberflichen schneiden und zwar
unter der Voraussetzung, dass der Mittelpunkt der Kugel auf der
Cylinderfliche liege und dass der Durchmesser des Cylinders gleich
dem Halbmesser der Kugel sei.

Man nehme den Mittelpunkt M der Kugel (Fig. 115) zum Ur-
sprung rechtwinkeliger Koordinaten und lege die y Achse parallel zu
den Kanten des Cylinders, so werden die Kugel- und Cylinderfliche
geschnitten durch die Ebepne xz lings zwei in du Figar abgebildeten
Kreisen, die sich in A berithren.

Ein Punkt B des cylindrischen Schnittkreises

habe zu Koordinaten MC=x, BC=1z, so ist Fig. 115.
(BC)2=MC-AC. Wenn der Halbmesser der Ku-
gel =2, so wird AC=x— a; daher die Gleichung
der Cylinderfliche auf der Ebene xz
(1) 2 —ax —x2
Die Gleichung der Kugelfliche aber ist
(2) x2}y2|-z2 =2

Fiir die Kurve, lings welcher sich die Oberflichen schneiden,
miissen die Koordinaten x,y,z einander gleich sein. Eliminiert man
die Grosse z aus (1) und (2), so folgt als Gleichung der Kurve auf
der Ebene xy

y2=a? —ax.
Die Kurve projiziert sich daher auf dieser Ebene als Parabel.

Dem Punkte B entspricht eine Ordinate y, liegend im Cylinder-
mantel. Sie schliesst mit dem Kugelradius a und der Sehne MB=r
ein rechtwinkeliges Dreieck ein, (l'l': kongruent ist dem Dreieck M ;\B
Denn das erstere Dreieck mit den Seiten y, a und r gibt y? =a® — r?
ebenso gibt das zweite Dreieck die Relation (AB)? = a% — r2; lolg-
lich ist y=AB.

Nun sei Winkel AMB = e, so wird

(3) —asin@; r=—acose

Lisst man nun x in x--dx ibergehen, so wird ¢ zn ¢« —de
und r zu r-dr. Dabei riickt der Punkt B in der Richtung nach A
hin vor um ecinen Bogen, der als Hypotenuse eines rechtwinkeligen
Dreiecks angesehen werden kann mit den Katheten rd e und dr; die

Linge des Bogens ist daher V (rde)?+dr2 Gleichzeitig indert sich
y um dy. Daher die Gleichung fiir das Bogenelement

ds?=dy?}r?de?4-dr>
Nun folgt aber aus (3)

dy=acosaede; dr=—asinede,




Daher
(4) ds=adea Vl e cos?w.

Fig. 116. Diese Gleichung kann nun wie folgt integriert
werden. Man denke sich den Bogen o (Fig. 116)
als Abscisse abgetragen; ebenso Vl—}—_cosz’n als Or-

. - . ™
dinate. Lisst man @ von O bis = wachsen , so

beschreibt die Ordinate eine Fliche, deren Inhalt das
Integral von de }/ 1 cose ist. Diese Fliche hat

zar Linge 5 ihre mittlere Hohe sei h, so ist das Integral (4) fiir

die angegebene Ausdehnung

T
5 s=-—ah,
) :
Allein die Kriimmung der Kurve, welche die Fliche begrenat,
& et o i : : U3
lisst sofort erkennen, dass h die Ordinate ist fiir die Abscisse i In der

That wenn man die Ordinate von 4 us um g vor- und riickwirts

- . . ™ s . a9 .ﬁ
schiebt, so wird die Grosse 1 -} cos2e zu 1 —E~cos~<4 - p’) Durch

Zerlegung des Cosinus in zwei Teile und nachherige Potenzierung er-
gibt sich aber

(6) 1 —:— cos? (T :1": IS) = ],:} "i* sin Fg cos ﬁ.

Jene zwei Ordinaten, welche gleich weit von den Endordinaten
abstehen, weichen daher in ihrer Linge um gleich viel von der Ordi-

o™
nate ab fur a« = T

- Jiah , :
Fir g§= 1 wird der Wert (6) zu 1,5 also zu 2 und 1.

i
Diese Grossen entsprechen der End- und Anfangsordinate. Fiir =0

_ /3L e
wird die Ordinate = l/ l)— =} 1,5="h. Daher das Integral (5)

fir die ganze Liinge der Kurve, liegend auf der einen Seite des Cylin-
ders, also fiir die Grenzen ¢ =0 bis = m:

&:awb/jﬂ—3ﬁ%u.

Wiirde sich die Durchschnittslinie auf der Ebene xy als gerade
Linie projizieren, so wire die Kurve ein ebener Schnitt durch die
Cylinderfliche, also eine Ellipse und zwar mit den Achsen a und
al 2 und, nach § 92, mit einer Linge =3,822a. Daher ist die
wirkliche Schnittlinie nur um 0,026 a linger als diese Ellipse.




IV. Volumen der Kirper.

320. Volumen eines Korpers in rechtwinkeligen Koordimaten. Die
Gleichung der Oberfiiche, welche den Korper begrenzt, sei

(1) 2 ==z

Die Oylinderfliche, deren Kanten den Kéorper berithren und mit
der z Achse parallel laufen, schneide die Ebene xy lings einer Kurve
ehfk (Fig. 117). Die Fliche, welche diese Kurve einschliesst, kann
als die Projektion des Korpers auf der Ebene xy angesehen werden.
Man ziehe von a und ¢ aus Tangenten an diese Kurve, parallel zur
y Achse und ebenso von m und n Tangenten an dieselbe, parallel zar
x Achse, so wird die Kurve von diesen vier Geraden eingeschlossen.

I. Man lege einen ebenen Schnitt durch den Korper pa rallel zur
Ebene yz im Abstande Ab=x vom Anfangspunkt aus. Diese Schnitt-
ebene schneide die Projektion lings der Geraden ef. Die Fliche die-
ses Schnittes sei X. Ldsst man x um dx zupehmen, d. h, riickt X
um dx, parallel zu sich selbst fort, so beschreibt X das Volumen-
element Xdx. Dieses Volumenelement ist ein unendlich Kleines der
ersten Ordnung. Lisst sich X in x allein ausdricken, so hat man
nur das Differential X dx zu integrieren, um den Inhalt des ganzen
Korpers zu erhalten. Die Grenzen von X sind hierbei die Werte Aa
und Ac.

Fig. 117.

Man lege einen ebenen Schnitt durch den
Kérper, parallel zur Ebene xz, im Abstande
y=Ag vom Anfangspunkt aus. Diese Schnitt-
ebene schneide die Projektion lings der Gera-
den hk. Der Wert dieses Schnittes sei Y. Man
lasse y um dy zunehmen, d. h. man schiebe Y
um dy, parallel zu sich selbst, fort, so be-
schreibt Y das Volumenelement Ydy.  Lisst
sich Y durch die Variable y allein ausdriicken, "
so integriere man Ydy und nehme das Integral zwischen den Gren-
zen Am und An und man erhilt den Inhalt des ganzen Korpers.

II. Legt man Schnittebenen durch den ganzen Korper senkrecht
zur xAchse, in den Abstinden dx von einander, sodann Schoittebenen,
senkrecht zur y Achse, welche je um dy von einander abstehen; so
teilen diese zwei Systeme von Schnittebenen den Korper in Prismen
mit den Grundfiichen dxdy (diese Grundflichen parallel zur Ebene xy
gedacht) und mit Hohen, welche den verschiedenen Werten von z ent-
sprechen, die sich aus der Gleichung (1) ergeben. Deshalb ist der
Inhalt eines solchen Korperelementes =zd xdy oder auch == f(x,y)dx dy.
Dieses Korperelement ist ein unendlich Kleines der zweiten Ordnung.
Um daraus das unendlich Kleine Xdx der ersten Ordnung zu erhal-
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ten, denke man sich im Ausdrucke f(x,y)dxdy die Grosse x konstant
und integriere in Hinsicht y. Man erhilt

(2) Xdx= (lef(x, y)dy.

Hierin ist y zu nehmen von be bis bf, wenn x==Ab ist.
Um den ganzen Kdrperinhalt zu erhalten, muss (2) integriert
werden in Hinsicht x. Man erhiilt in Zeichen ausgedriickt

(3) fde:fdxff(x,}')(ly.

Die Grenzen von x sind Aa und Aec.

Um aus dem Differential f(x,y)dxdy der zweiten Ordnung das
Differential Ydy der ersten Ordoung abzuleiten, nehme man y als kon-
stant an und integriere f(x,y)dxdy in Hinsicht x. Man erhilt

(4) Ydy=d }'ff(x,y)dx.

Hierbei ist x zu nehmen von x ==gh bis x =gk, wenn Ag==1y ist.

Um den ganzen Kérperinhalt zu bestimmen, integriere man (4) in
Hinsicht y zwischen den Grenzen y =Am und y=An. Man erhilt

(5) ‘J”Yd_v=fd }'ft'(x,y)tlx.

Beide Integrale (3) und (5) geben den Inhalt des ganzen Korpers
fir die bezeichneten Grenzen. Die Reihenfolge der Integrationen,
welche an f(x,y)d xdy auszufithren sind, ist dabei verwechselt. Schreibt
man abgekiirzt a und ¢ fir Aa und Ac¢; ebenso m und n fir Am, An;
h und k fir gh und gk; e und f fir be und bf, so wird man durch
Gleichsetzung der Werte aus (3) und (5) erhalten

(6) f:l xfri (x,y)dy :f; yj.:'(.\',_\_') dx.

m h
Setzt man bei den Integralen (3) und (5) die richtigen Grenzen
stillschweigend voraus, so schreibt man auch statt dieser Integrale
allgemein

@) f f(x,y)dxdy.

Ist die Projektion des Kérpers in der Ebene xy ein Rechteck,
dessen Ausdehnung lings der x Achse von a bis ¢ und lings der
¥y Achse von m bis n reicht, so verwandelt sich die vorstehende For-
mel (6) in

(8) f:le;(x, y)dy:f:lyfg'(x,x) dx.

m

Sind somit die Grenzen der Variabeln x und y von einander unab-
hiingig, so ist die Reihenfolge der beiden Integrationen, welche am
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Differential f(x,y)dxdy auszufiihren sind, ohne Einfluss auf das End-
resultat.

Die vorstehenden Integrale (6), (7), (8) nennt man zweifache
oder doppelte Integrale.

III. Legt man durch den Korper Ebenen, seukrecht zur z Achse,
welche je um dz von einander abstehen, so liegen zwischen den drei
Systemen von Schnittebenen rechtwinkelige Prismen, deren Seiten dx,
dy und dz sind. Das Volumen eines solchen Korperelementes ist
—dxdydz Dieser Ausdruck ist ein unendlich Kleines der dritten
Ordnung. Zur Herstellung des ganzen Kérperinhaltes sind somit in
diesem Falle drei Integrationen auszufiihren. Die allgemeine Andeu-
tung dieses Inhaltes ist

fdxfdyfllz=urdyfd z.J'.dx,..

wofiir man auch schreibt

(9) ffftlxdydz.

Hierbei sind die Grenzen der Variabeln #hnlich zn withlen wie in
den Formeln (8), (5) oder (6), so dass schliesslich alle Kdrperelemente
dxdydz, welche den ganzen Korper zusammensetzen, durch diese Inte-
grationen summiert werden. In jedem gegebenen Ialle hat man sich
bei jeder der drei Integrationen Rechenschaft abzulegen von der geo-
metrischen Bedeutung des Integrals und somit auch von den Grenzen
der Verinderlichen. Geschieht dies, so erhiilt man dasselbe Endresul-
tat, in welcher Reihenfolge die Integrationen von (9) vorgenommen
werden. Diese letztern Integrale werden dreifache genannt.

Sind die Grenzen der drei Variabeln von einander unabhiingig, so
gilt fiir das dreifache Integral (9), was in diesem Falle von dem zwei-
fachen Integral (8) gezeigt wurde.

321. Yolumen einer Kugel. Die Gleichung der Kugelfliche ist,
wenn ihr Mittelpunkt in den Anfangspunkt der Achsen fillt und der
Radius mit a bezeichnet wird

X2t y2 a2 —al
Folglich wird der Inhalt eines prismatischen Kdrperelementes mit
der Grundfliche dxdy und der Hohe z gleich sein
dxdy Va2 —x2—y2
Betrachtet man hierin x als konstant und integriert diese Groisse
in Hinsicht y, so erhiilt man ein scheibenformiges Korperelement von
der Dicke dx und der Grundfliche X. Man kann daher schreiben

dezdxfdy Vat—x2—y2

Allein die Schnittfiiche X durch den Kirper, senkrecht auf die
x Achse, im Abstande x von der Ebene yz, ist ein Kreis vom Inhalt
m(z2-+y?). Also ist

X =.*.-r (y2 +2%) =m (a®? — x?).
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.
Vermoge dieses Wertes von X ist das Doppelintegral 'J zdxdy

e
auf das cinl'nc]mJ X d x zuriickgefiihrt. Das Volumen der Kugel ist

hiernach
= 4 +a /}
f)ﬁ dzx= (a2 —x¥)dx= '5 adm.
v . o

322. Yolumen eines Ellipsoides mit drei verschiedenen Achsen. Die
Gleichung der Oberfliche dieses Korpers fir den Mittelpunkt als An-
fangspunkt ist

2 2 22
[ e

a? b2 1. g2

worin a, b, ¢ die drei Halbachsen bezeichnen.

Ein Schnitt durch das Ellipsoid, senkrecht zur x Achse und im
Abstand x vom Anfangspunkt, gibt eine Ellipse, deren Gleichung ist
2 =

e et

a“

In dieser Gleichung denke man sich x konstant, so wird fiir

=0 die Grisse
o2
‘J ) l)Vl —_— -\0
: 2

zn der Halbachse dieser Ellipse, welche parallel zur y Achse; ebenso ist

fip
e —
a2

die Halbachse dieser Ellipse, welche parallel zur z Achse liegt.

Die Fliche einer Ellipse ist aber = ABm, worin A und B die
halben Achsen bezeichnen. Daher ist die Fliche jenes Schnittes senk-
recht zur x Achse, gleich

X~ \
g/

X:ﬂ'hc(l

und somit das Volumen des Ellipsoides fir unbestimmte Grenzen

&
f\(l\ "ﬂ'b(‘f(l——-—> dx=—= rlu'(' -Ei'a,d)-}—(}.

Folglich das ganze Ellipsoid

4=a
fX dx= [i mabe.

— a

Hiernach ist das Volumen eines Ellipsoides %z vom Volumen des
umschriebenen geraden Cylinders, dessen Kanten parallel zu einer der
Achsen liegen.




323. Yolumen eines schief abgeschnittenen Cylinders. Der Halb-
messer des Cylinders sei = R; die Cylinderachse falle zusammen mit
der z Achse, so wird die Gleichung des Durchschnittes mit der Ebene
xy sein
(1) x? - y2=R2

Die Gleichung der Ebene, welche den Cylinder schneidet, sei

(2) z=ax-by-}ec.

Es soll das Volumen des Cylinders bestimmt werden, welcher
zwischen dieser Ebene und der Ebene xy liegt.

Das prismatische Volumenelement, dessen Grundfliche dxdy auf
der Ebene xy liegt, ist =—=zdxdy. Fihrt man hierin den Wert von
z aus (2), so erhilt man als Ausdruck des Volumenelementes

(ax-Fby-t+c)dxdy.
Das unbestimmte Integral dieser Formel in Hinsicht y ist gleich
by® ;
@) (axy—|--?2’ —{-c_v) dx-G,

worin C die Konstante der Integration bezeichnet. Die Grenzen von
y sind vermdge (1)

y=——VR?*—x% und y=- ) R2—x%
Fiir diese Grenzen erhilt man aus (3)
(4) 2(ax+c¢) VR —x2dx

Dies ist das Volumen eines Teiles des Cylinders, welcher zwischen
zwei Ebenen liegt, die parallel zur Ebene yz laufen und von ihr um
x und x-dx abstehen. Das unbestimmte Integral von (4) ist
2 T e e et x
-; (R? —x?%)* —‘i—cl_x )/ R2 — x% 4 R2? Are sin i{ ]—l—().

Um den Inhalt des ganzen Cylinders zu erhalten, ist hier x von
— R bis 4+R zu nehmen. Mithin wird der Inhalt des ganzen Cylin-
ders gleich

R2xec.

Nun ist R* w die Grundfliche dieses Cylinders in der Ebene xy;
somit ist ¢, d. h. das Stiick, welches die Ebene (2) auf der z Achse
vom Anfangspunkt aus abschneidet, seine mittlere Hohe.

324. Volumen eines Kirpers in Polarkoordinaten. Man nehme
den Anfangspunkt der drei rechtwinkeligen Achsen x,y,z als Pol an.
Es sei

r der Radiusvektor eines Punktes, also der Abstand dieses Punk-
tes vom Pol,

¢ der Winkel, welchen die Ebene durch r und die z Achse mit der
Koordinatenebene xz bildet und

6 der Winkel, welchen r mit der Ebene xy einschliesst.




= 85F —

Denkt man sich vom Pol aus mit dem Radius r eine Kugelfiiche
beschrieben, so kann man, gemiiss der Bezeichnung eines Punktes oder
Ortes auf der Erdoberfliche, die Grisse ¢ die Linge und @ die
Breite des fraglichen Punktes auf der Kugelfliche nennen. In die-
sem Sinne wird die Ebene xy zur Aequatorebene, die z Achse zur
Drehachse und r cos @ zum Halbmesser des Parallelkreises, der durch
den Punkt geht. Die Bogenelemente rd® auf dem Meridian und
rcos@d @ auf dem Parallelkreis konnen als Seiten eines rechtwinke-
ligen Flichenelementes angesehen werden, dessen Inhalt =r?cos@ded ¢.
Dieses Flichenelement kann als Grundfliche einer Pyramide betrachtet
werden, deren Spitze im Pol liegt. Beschreibt man mit dem Radius
r-+dr eine zweite Kugelfiiche, so kann der Teil dieser verlingerten
Pyramide, welcher zwischen diesen beiden Kugelflichen liegt, als ein
Prisma angenommen werden, dessen Grundfliche r?cos®@de@d¢ und
dessen Hohe dr ist. Das Volumen dieses Korperelementes ist da-
her gleich

r’drecos@dedq.

Dieser Ausdruck muss in Hinsicht der drei Variabeln r,8,¢
zwischen den Grenzen integriert werden, welche sich aus der Form
des zu suchenden Volumens ergeben. Macht man sich von Integration
zu Integration eine Vorstellung von der geometrischen Bedeutung der
Resultate, so findet man jene Grenzen leicht. In diesem Sinne ist die
Reihenfolge der Integration ohne Einfluss anf das Endresultat.

325. Inhalt einer Kugel. Man nehme im vorstehenden Ausdrucke
des Volumenelementes zuerst ¢ zwischen den Grenzen ¢ =0 und
@ =2, so erhiilt man dadurch einen Kdorperring lings des Parallel-
kreises vom Inhalt

2mridrcos@de,

Das unbestimmte Integral hiervon in Hinsicht @ ist

2rridrsin®--C.

2 e L ™ s 2
Nimmt man hierin ® von — - bis +~—, d. h. vom Siid- bis
2 2

zum Nordpol, so erhilt man den Inhalt einer Kugelschale von der
Dicke dr gleich
2wr?dr(1-+1)=4mridr
Mithin wird der Inhalt einer hohlen Kugel mit den Radien ro
und r sein

z
4 ; ;
4 ’“'ft'2 dr=— @ (r* —1ro¥).
3
Ig
: ; : ; ; L
Wird die zweite Integration zwischen den Grenzen © und g ous-

gefiihrt, unter Beibehaltung des angegebenen Ganges, so erhiilt man als
Inbhalt eines Kugelansschnittes

2

5 ¥ (r*—10?%) (1 — sin 8).




V. Inhalt krummer Oberflichen.

326. Ausdruck fiir das Flichenelement und die Fliche. Die Glei-
chung der Oberfliche sei
(1) 2 =1(x, ).

Man lege durch diese Oberfliche zwei Ebenen, parallel zur Ebene y z,
in den Abstiinden x und x—-{dx vom Anfangspunkte der Achsen;
ebenso zwei Ebenen, parallel zur Ebene xz, in den Abstinden y und
y-}-dy vom Anfangspunkte aus. Diese vier Ebenen schliessen ein
Element der gegebenen Oberfliche ein, das als eben angesehen werden
kann und das wir mit d F bezeichnen: wollen. Die Projektion von d F

auf der Ebene xy ist das Rechteck dxdy. Dieses Flichenelement
bilde mit der Ebene xy einen Winkel «, so wird sein
, dxdy
(2) dF=—=
08 «

Hierin ist coser durch die Koordinaten der Fliche (1) auszu-
driicken. Zu diesem Zwecke lege man durch das Fliichenelement d F
eine Ebene, so wird diese Ebene die krumme Oberfliche im Punkte
X,¥,% beriihren und den Winkel ¢ mit der Ebene xy bilden. Die
Gleichung dieser Beriihrungsebene sei (vergleiche die Aufgabe in § 289)
(3) z=ax-+hbhy-c.

[rgend ein Lot auf diese Beriihrungsebene bildet mit der z Achse
ebenfalls den Winkel «. Statt eines beliebigen Lotes nehme man das-
jenige, welches durch den Anfangspunkt der Achsen geht, so sind die
Gleichungen dieses Lotes (§ 289, Formeln 4 und 5)

(4) xtaz=0; yfbz=0

Allein die partiellen Differentialverhiiltnisse der Gleichung der
Ebene (3) sind

(5)

dz dz ;
=a; ——=b.

My

Im Berithrungspunkt sind die Koordinaten x,y,z der krummen
Oberfliiche und der Beriihrungsebene dieselben. Man kann daher die
Vorzahlen a und b, welche in der Gleichung (3) der Beriihrungsebene
und in den Gleichungen (4) des Lotes vorkommen, ableiten, wenn man
4 y 8 : E i dz dz L
die partiellen Differentialverhiiltnisse — — und der Gleichung (1)

dx dy

der krummen Oberfliche bildet.

Nun nenne man p die Linge des Lotes vom Anfangspunkte aus
und x,y, z die Koordinaten seines Fusspunktes auaf der Beriihrungsebene,
50 wird sein

6)

Autenheimer, Elementarbuch. 23




Fiihrt man die Werte von x und y aus (4) in (6), so findet man
ik

s =——r——————
V14-a24-b2

oder mit Riicksicht auf (5)

1
: T rdzN\? | fdzN?
oG+

Setzt man diesen Wert von cos e in (2), so folgt als Wert des
Fliichenelementes

 rdzN? dz\2
iP—axayl/ 14+(< ) |_(,-, :
(8) ( X .\I/ i (dx, = dy)

y et :
Wird hierin = =—a=0, so geht die Gleichung (3) iber in

(7) Ccos @ =

z=hby-c. Dies ist die Gleichung einer Ebene, welche parallel zur
x Achse liegt. Mithin wird d F zum Element einer cylindrischen Fliche,
deren Kanten parallel zur x Achse liegen.
) dz .
Wird ﬁ) =hb=0, so wird dF zum Element einer cylindrischen
Tlache, deren Kanten parallel zur y Achse laufen.

s dz : : )
Sind i und sugleich = 0, so verwandelt sich die Formel
¢

dz
X dy
(8) in
dF=dxdy
als Ausdruck des Elemeutes einer Fliche, welche in der Ebene xy
liegt oder mit ibr parallel ist.

Die Gleichung (1) kann dazu benutzt werden, um z aus (8) zu
climinieren. Es kommen dann in diesem Differential nur die unabhiingig
Variabeln x,y vor.

Um das Integral zu erhalten, sind zwei Integrationen ndtig: eine
nach x und eine nach y. Der Vorgang dabei ist folgender.

Die beiden Ebenen, welche in den Abstinden x und x—--dx vom
Anfangspunkt senkrecht zur x Achse gelegt sind, schliessen unendlich
viele Flichenelemente wie d F ein. Sie haben, der x Achse nach ge-
messen, die Breite d x und dehnen sich iiber die Oberfliche aus, soweit
dies die Grenzen von y zulassen. Integriert man daher in Hinsicht y,
so erhiilt man den Teil der Oberfliche, welcher zwischen den genannten
zwei Ebenen eingeschlossen ist. Die Andeutung fiir diese Ausdehnung ist

F BN diz A
9 ax| ay)/1+( 7( :
(9) \ A B :
Lisst man nun x sich #ndern zwischen zwei Grenzen, so reihen

sich unendlich viele Flichenelemente aneinander, deren Ausdruck (9)
ist nnd bilden die gesuchte Fliche. Diesem Vorgang entspricht die
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Integration der Grosse (9) in Hinsicht x. Man erhilt dann fir unbe-
stimmte Grenzen der Variabeln

I el bl A GV

Man kann aunch zuerst die Integration in Hinsicht x ausfithren.
Man erhilt dann eine [Fliche, welche zwischen zwei Ebenen einge-
schlossen ist, die senkrecht zur y Achse stehen und zwar in den Ab-
stiinden y und y—-dy. Der Ausdruck dafir ist

Nasl/1 (82 e
tl}f{l)]/l [<d:{> -+ iy

Solche Flichenstreifen reihen sich lings der y Achse unendlich
viele an einander. Es muss daher der letzte Ausdruck in Hinsicht y
integriert werden, was man andeutet durch

< dz )2
diviei

y = i r|/
(11) 1':=j:|yjttxl//1-4 {1\>

Die Werte (10) und (11) sind fiir dieselben Grenzen von x und
ebenso fiir y gleich gross. Die Reihenfolge der Integration ist mithin
gleichgiiltiz. Man kann daher auch schreiben

- i
[":JJ:Ix(I_Vl/l—]—(?li) :l;/

327. Teil einer Ebene, Die Gleichung einer Ebene ist
Ax+By-}+Cz-+D=0
fir diese wird

dz A dz B

]

gy o ity o RE TR

Daher das Flichenelement

lu~—a\d)L/1 ( ) ( jz

Man denke sich hierin y, beziehungsweise dy konstant, integriere
also nur in Hinsicht x und zwar zwischen den Grenzen xo und x1, so

Llh(llt— man
X b, } ‘g
(\ X I/ \( ) ( ‘

als Wert einer Fliche, deren Projektion auf der Ebene xy die Grosse
Xy — xo zur Linge und dy zur Breite hat. Integriert man nun noch
in Hinsicht y zwischen den Grenzen yo und yi, so wird die gesuchte

Fliche
LR ‘B\?
=G s 0 - )/ 1+(§)+(5)
23%
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Diese Fliche ist von zwei Paar parallelen Ebenen eingeschlossen.
Zwei dieser Ebenen stehen senkrecht zur x Achse in den Abstinden
xo und x; vom Aunfangspunkt und die beiden andern senkrecht zur y Achse
in den Abstinden yo und y1 vom Anfangspunkt.

328. Oberfliiche der ﬁugel. Auns der Gleichung der Kugel
(1) x2| y21 72—R?

folgt durch Differentiation

dz X dz y
2 Aottt pmne Sl e G e
@) dx AN Z

Hierfiir wird das Element der [\'uazelﬂi'tclle

1+ Y'

oder indem man auf gleiche Benennung i_n'ingt nnd Gleichung (1) be-
riicksichtigt

(3) dF=

Rdxdy
I/ 30 T T ),2

Um dieses Differential (3) in Hinsicht y zu integrieren, nimmt man
x als konstant an. Man erhilt

dy - /
(4) Rdx o= =RdxArcsin, - _} -+ C.
VRE —x>—y? ) RZ — x2

Dieses Integral stellt ein Flichenelement dar, das iber der Ebene
xy liegt und von zwei Schnittebenen vnwvsvhlnsstn wird, welche senk-
recht zur x Achse liegen und um x und x—dx vom Anfangspunkt
abstehen. Dieses Element hat die Form eines abgekiirzten Kegelmantels,

dessen Kanten unendlich klein sind. Bei konstantem x werden die
Grenzen fiir y aus (1) erhalten, wenn man z==0 setzt. Dies gibt
y — L J/R2—x% Nimmt man das Integral (4) zwischen den Grenzen
y=— VR2—x2 und y=- VR2— x2, so erhiilt man als Wert des
ganzen Flichenelementes iiber der Ebene xy:

wRdx.

Mithin wird die Kugelfliche iiber der Ebene xy
+R
F=nR|dx= 27z R%
—R
Wiirde man das Differential (3) zuerst. in Hinsicht x integrieren,
so wire y konstant zu nehmen. Man erhielte zuniichst ein Flichen-
element iiber der Ebene xy, das zwischen zwei Ebenen liegt, welche
senkrecht sind zur y Achse und um dy aus einander stehen. Die
Grenzen von x wirden aus (1) erhalten, wenn man z=0 sefzt.
Diese Grenzen wiren also x=-- V' R2— y?
Bemerkung. Die Gleichung einer Ebene sei

z’=ax'-+by ¢




Damit diese Ebene die Kugel (1) im Punkte x,y,z beriihrt, muss
sein
z=ax-|by-ec.

Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen folgt

22—z =a(x—x)+bly— y)

?

This : ’ dz dz ;
Fiithrt man hierin obige Werte von a = - und bh='-——, wie
: dx dy

sie aus der Gleichung (1) der Oberfliche hervorgehen, ein, so kommt
X Y
Z—7=—p 3y clyhy)

oder indem man mit z multipliziert und die Gleichung (1) beriicksichtigt
xx'yy +zz =R
Dies ist somit die Gleichung einer Ebene, welche die Kugel be-
rithrt.

329, Cylinderfliche in einer Kugelfliche. Ein Kreiscylinder gehe
durch eine Kugel. Man soll den Teil der Jylinderfliche bestimmen,
welcher innerhalb der Kugelftiche liegt, unter der Voraussetzung, dass
der Mittelpunkt M der Kugel (Fig. 118) auf der Cylinderfliche liege
und dass der Durchmesser M A des Cylinders gleich dem Halbmesser a
der Kugel sei.

Es gelte die Bezeichnung von § 319, so erhilt man als Gleichung
der Kugel
(® a? =30 22

Die Kurve, lings welcher sich die Cylinder- und Kugelflache
schneiden, gibt anf der Ebene xz eine Projektion, deren Gleichung ist

(2) 2?—ax— x°
und eine Projektion auf der Ebene xy, deren Gleichung sein wird
(3) y2=a? —ax.

Fiir die Cylinderflache ist ((1[: =0, weil die

Kanten derselben parallel zur y Achse sind (§ 326).
Es folgt dies auch aus der Formel (2). Dagegen
erhilt man aus (2)

dz a—2x a—2ix

dix 2z 2V ax—x?

Mithin wird das Element der Oylinderfliche

' iy w-"_(?-_- 2:\'7)72777 adxdy
dxdy 1-} e b
4 (ax —x°) 2) ax— x>

Das unbestimmte Integral dieses Differentials in Hinsicht y ist
adx

4) y-C.

2Vﬂ.‘r—x2-'
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Zwei Ebenen, welche senkrecht zur x Achse stehen und den Ab-
stand d x von einander haben, schliessen zwei gleiche Flichenelemente
des Cylinders ein. Das eine derselben liegt iber, das andere unter
der Ebene xy. Das Integral (4) stellt das eine dieser Elemente dar,
das iiber der Ebene xy liegt. Um dieses Element in der Richtung der
y Achse durch die Kugelfliche abzugrenzen, muss das Integral (4) ge-
nommen werden zwischen den Grenzen

I Zeh
— Va?—ax und o E l a2 —ax,
wie sie sich aus (3) ergeben. Fiir diese Grenzen wird (4) zu
al a2 —ax

X - dx
(5) = el =g l// Aoy
I/ ax —x* l &
Nun ist

=2 ) x-4C.

Folglich das Integral (5) zwischen den Grenzen O und a
wil

—~— 1 dx o

al a =2

TN

&d,

"
0

Dieser Wert ist die Cylinderfliche tiber der Ebene xy. Somit ist
die ganze Cylinderfliche, welche von der Kngelfliche eingeschlossen
wird = 4 a’.

330. Kegelfliche. Es sei h die Hohe, a der Radius der Grund-
fliche und k die Kante eines senkrechten Kreiskegels. Man nehme die
z Achse in der Achse des Kegels und die x- und y Achsen in der
Grundfliche desselben an. Ein Punkt auf der Kante k habe zu Ko-
ordinaten x,y,z  Nun denke man sich das rechtwinkelige Dreieck,
dessen Hypotenuse k und dessen Katheten a und h sind und ziehe vom
Ponkte x,y,%, der in der Hypotenuse liegt, eine Parallele zur Kathete a
bis zur Achse, so ist die Linge dieser Parallelen — l."x;',}, },"“’ und der
obere Abschnitt der Kathete h=—=h — z. Daher erhilt man die Pro-
portion

9

o2
Y

]1::|:h—;f,:|/_;:I

Hieraus ergibt sich folgende Gleichung der Kegelfliche

(1) z=h— h— V x2 1 o

d

Die partiellen Differentialverhiltnisse von (1) sind

e i X dz h ¥
it Sr5.) Fy2 ' dy a [Pl
Mithin wird das Element der Kegelfliche
h? x2 wehs y2 c
dxd Yy 1 _!|_ 9 9 9 ‘: 9 ke [ T dxdy.
a®* x*—+y* ik e a :




et s
Das Integral dieses Ausdruckes in Hinsicht y ist

(2) dx -y C.
a

Dieses Integral stellt ein Flichenelement dar, das zwischen zwei
Ebenen liegt, welche senkrecht zur x Achse stehen und um x und
x--dx vom Anfangspunkt der Achsen entfernt sind.

Die erstere dieser heiden Ebenen schneidet die Grundfliche lings
ciner Selme, welche parallel zur y Achse liegt und eine Linge —
9]/ a2 —x% hat. Die Grenzen von y im Integral (2) sind daher
— Va2 —x? und [/ a® —x%  Diese Grenzen ergeben sich aus
Formel (1), wenn man in ihr z==0 setzt. Fiir diese Grenzen erhiilt
man daher aus (2)

k o e =
2—‘1 dx [ a% —x

Mithin wird ein Teil des Kegelmantels, welcher zwischen zwei
Ebenen liegt, welche parallel zur Ebene yz sind und einen beliebigen
Abstand von ecivander haben, gleich

2k ’ k = X

- « ) / 5 ] %) . 4

J dx ) a? —x2=- r.\ V a? — x2 4 a2 Arcsin — |+ C.
F o B2 d

g

d

Wird dieses Integral von x=0 bis x==a genommen, SO erhilt
g g 3

. 1 ;
man den halben Inhalt des Kegelmantels — ik k. Also ist der
ganze Kegelmantel = a 7 k.

V1. Physikalische Aunfgaben iiber mehrfache Integrale.

231. Torsion eines rechtwinkeligen Prismas. Die Kanten dieses
Prismas seien a,b,c. Die Kante c stelle die Liange dar. Dieses Prisma
werde an einem Ende seiner Linge festgehalten nnd am andern verdreht
durch ein statisches Moment M, dessen Kraft in einer zur Kante ¢
normalen Ebene liegt. Die Endfliiche, in welcher das Moment M wirkt,
sei ab (Pig. 119). Die Faser, welche durch die Schwerpunkte aller
Querschnitte geht, bleibt wihrend der Torsion geradlinig. Diese Gerade
bildet die Drehachse. Alle andern Punkte des Korpers werden um
diese Achse herum in der Richtung der Drehung verschoben. Auf die
Verschiebungen in der Lingenrichtung (§ 204) werde hier keine Riick-
sicht genommen.

Man lege durch die Mitte O des Querschnittes ab zwei recht-
winkelige Achsen Ox, Oy, parallel zu den Kanten a,b. Es seien x,¥
die Koordinaten eines Punktes n der Rechtecksfliche. Fie. 119
Ein Punkt dieses Querschnittes ab, im Abstande 1 von = :
dem Drehpunkt 0, erhalte eine Drehung = e, so wird

die Drehung des Punktes n, im Abstande V<t y?

von der Drehachse sein — &}/ x2--y2% Die Kraft,
welche ein Flichenelement d xdy in diesem Abstande
um die Grosse e )/ x2-y? verschiebt, ist proportional
dieser Fliche, dieser Verschichung, verkehrt proportional

2




der Linge des Korpers und abhiingig von einer Konstanten T. Folglich
ist diese Kraft gleich
Te it
(.-—fl xdy Vx*’—{—_v‘,
Multipliziert man diese Kraft mit dem Hebelsarm 0 n, an welchem
sie. wirkt, so erhilt man ihr statisches Moment gleich

"t ; :
dxdy(x*-vy2).
Wird dieses Differential integriert in Hinsicht x von = =R hid

1 37yt 1 ; 1
g2 und das Resultat sodann in Hinsicht-y von — 5 b bis —|-—:—3 b,

so erhilt man die Summe der statischen Momente aller Krifte, welche
die Flichenelemente des ganzen Querschnittes ab verschichen. Da die
Grenzen von x undy von einander unabhiingig sind, so ist die Reihen-
folge, in welcher die beiden Integrationen ausgefilhrt werden, ohne
Finfluss auf das Ergebnis. In Zeichen ist daher

b 1
7 S
i G R e )
M=—> |dy [dx(x*]-y2).
C
o b LS :I.
a e A
»t 5
Mo it SR ad ; 5
un i dx(x24y2) = 15 Tay’
L ! a
b
14}-:_2
a’ ab
und d ( — -2 \'2)__—7— -(a2-1-b?),
b
T-ab
;1T —t 2 | g
Folglich M— T (a? 4 b?) e.
Driickt man e, statt im Bogenmass, in Graden aus, so erhilt man
Toeahy < b3
o= 82 - pA = 50
B9 i 6.

332. Trigheitsmoment einer Kugel. Man lege durch den Mittel-
punkt der Kugel die drei rechtwinkeligen Achsen der X ez Die
Kugel drehe sich um die z Achse. Es sei r der Radiusvektor eines
Punktes im Innern der Kugel, ¢ die Linge und @ die Breite dieses
Punktes, so ist das Volumenelement der Kugel an dieser Stelle (§ 324)

r’dreos@deadg,

Es sei m die Masse der Kubikeinheit des Materials in diesem
Punkte, so ist die Masse dieses Volumenelementes
mridrcos@dade,
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Der Abstand dieses Elementes von der z Achse als Drehachse ist
—rcos 6. Multipliziert man das Quadrat dieses Abstandes (§ 180)
mit der vorstehenden Masse, so erhillt man das Triigheitsmoment des
Volumenelementes gleich

mrtdrecos’odeodqg.

Es sei die Kugel homogen, so wird m konstant sein. Das Inte-
gral hiervon in Hinsicht ¢ zwischen den Grenzen O und 27z ist

(1) 2 mrtdrcos?ede.

Dieser Ausdruck ist das Trigheitsmoment eines unendlich diinnen
korperlichen Ringes, lings eines Parallelkreises gelegen, der die nérd-
liche Breite ® und den Abstand r vom Mittelpunkt hat.

. . . . a0 W igts L \s

Wird (1) integriert in Hinsicht & von — 3 bis - g 50 erhilt
man das Trigheitsmoment einer unendlich dinpen Kugelschale vom
Halbmesser r. Nun ist, § 80, Formel (13)

e [ SRee o 2y s \
J cos’@d @ = 3 0520 sin 6 - 3 & o0,

.

T
At 5

’ 4
cos’@ d 8 = 3

o 7T

Folglich ist das Trigheitsmoment dieser Kugelschale gleich

8
(2) —amrtdr
und somit das Triigheitsmoment der ganzen Kugel, wenn R den Halb-
messer derselben bezeichnet

all
8 8 5
3 *m J rédr——mmR°.
§ J
Es sei die Dichtigkeit des Materials eine Funktion von v, so dass
man etwa hat

(3) m=a-|br,

worin a die Masse der Kubikeinheit im Mittelpunkt und b die Ab-
oder Zunahme der Masseneinheit fiir jede Lingeneinheit des Radiusvektor
bedeutet. Hiernach ist die Dichtigkeit in einer und derselben Kugel-
fliche, die ihren Mittelpunkt im Mittelpunkt der Kugel hat, dieselbe.

Setzt man den Wert von m aus (3) in (2) und integriert, so erhilt
man das Triigheitsmoment der Kugel gleich

8
3

It

g 8 1 2
ﬂ" (@=Fbr)rtdr= T r® (a1 ": hr).

0
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333. Auziehung einer Kugel und ecines matericllen Punktes nach
dem Gesetze der Gravitation, Die Aufgabe, welche in § 213 unter
gewissen Beschriinkungen geldost wurde, soll hier allgemein behandelt
werden. Es seien

m, m‘ zwei sich anziehende Massenteilchen in A und B (Fig. 120),

a,v die Abstinde dieser Teile vom Mittelpunkt M der Kugel,

u der Abstand A B dieser Teile unter einander,

¢ der Winkel, welchen a und r bilden,

¢ die Masse der Kubikeinheit der Kugel, welche in gleichen Ab-

stinden vom Mittelpunkt der Kugel gleichen Wert habe und

¢ die Anziehung zweier Masseneinheiten im Abstande 1 von

einander, so ist

(1) e

der Ausdruck fiir die Anziehung der Massen m,m’ nach dem Gesetze
der Schwere.

Man lege durch die Abstinde a und r eine Ebene, beschreibe in
ihr mit den Radien r und r-}-dr zwei Kreise, lasse sodann @ in
¢ -}-d ¢ iibergehen, so dass der Radius BM nach CM
kommt, so wird der Bogen BC=rd @ sein. Zwischen
jenen zwei Kreisen und diesen zwei Radien liegt ein
Flichenelement =rdrdg. Dreht man die Ebene des
Kreises um A M als Achse um einen Winkel d @, so be-
schreibt der Punkt B einen Weg = rsin ¢ d @, also die
Fliche rdrd ¢ ein Volnmen —=r2drsing@d@de. Die
Masse dieses Volumenelementes ist=pr2drsin @ d ¢ d 6.
Somit ist vach (1) die Anziehung dieses Massenelementes
und der Masse m in A gleich
(2) com _‘.'2“_Eﬂ'£_ﬂﬁ_.

i by

¢

mm
u?

Fig. 120.

Man zerlege diese Kraft in zwei Seitenkriifte, parallel und senk-
recht zur Achse A M, so ist die erstere gleich
a :
r*drsingdede
(3) com—— —({—--- pe cos BAM.
u?
Nun folgt aus dem Dreieck B AM
(4) u?=a?4-r?—2arcos @
a—rcos g

cos BAM = —
u

Eliminiert man hieraus rcos ¢, so folgt
2

—r2 | u?

a2
cos BAM="2
2au

Fithrt man diesen Wert in (3), so erhilt man
2drsingpdgde |
(5) cpm RS PR PO (a? — r2—-u?).

2au’




e
Dureh Differentiation von (4) in Hinsicht @ und u folgt
udu=arsin®d¢.

Fithrt man den Wert von sin ¢ d @ aus dieser Formel in (5), so
ist die Anziehung des Massenelementes der Kugel und des Teilchens m
parallel zur Achse A M:

com a? —r2L n?
P rdrd®— ———= .
Vi n-

Das Integral dieses Ausdruckes in Hinsicht @, zwischen den
Grenzen © =0 und @ =2, ist die Anziehung der Masse m und der
Masse eines Ringes, der vom Flichenelement rdrd @ bei einer vollen
Umdrehung um A M entsteht. Diese Anziehung ist daher

7T Cpm a? —r?
; o =
(6) ST 1‘(1 - - )ci u.
a u®

Die Seitenkrifte, welche die Massenelemente dieses Ringes auf m
ausiiben, in senkrechter Richtung zur Drehachse A M, heben sich gegen-
seitig auf.

Behufs der Integration der Formel (6) in Hinsicht u beachte man,

" du i 1
.J a? o

Folglich ist das Integral von (6) fiir unbestimmte Grenzen

e

9 Acpom a2 —r? ‘

(7) —rdr <n — - -—-————) —+C.
a? n

Man wihle hier die Grenzen von u so, dass dieser Ausdruck die
Anziehung der Masse m auf eine ganze Kugelschale vom Halbmesser r
und der Dicke dr darstellt.

dass

I. Befindet sich die Masse m ausserhalb der Kugelschale, so
sind die Grenzen von u gleich a —r und a—fr. Fiir diese Grenzen

wird
u— i Y?— — il v,
u
Folglich das Integral (7) gleich
(8) ¢ A% S = 2dr

a
Allein es ist 4 wpor®dr die Masse der Kugelschale. Bezeichnen
wir sie mit MM, so geht der Ausdruck (8) iber in

m 2N
[ —
&

Also ist die Anziehung eines Massenteilchens, das sich ausserhalb
der Kugelschale befindet, auf die Kugelschale gerade so, wie wenn die
Masse der Kugelschale in ihrem Mittelpunkte vereinigt wiire.

= I 5
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Besteht die Kugel aus unendlich vielen konzentrischen Kugel-
schichten, sei es, dass die Dichtigkeit der Masse von Schicht zu
Schichte sich dndert, oder dass sie fiir alle gleich ist, so wird die
Anziehung aller Schichten, d. h. der ganzen Kugel auf den ausser ihr
liegenden Punkt sein, wie wenn die Kugelmasse in ihrem Mittelpunkte
vereinigt wire.

Fiir eine homogene Kugel ist diese Anziehung nach (8) J

4 e m N’
p=— M ——C ——,
3 O M a2 a2

wenn M’ die Masse der ganzen Kugel bezeichnet.
Ist o nicht konstant, sondern eine Funktion von r, so dass z. B.

ATE S | .
p=p-+qr,

so setze man diesen Wert von p in (8) und man erhilt als Anziehung
der Kugel auf das ausser ihr liegende Massenteilchen m:
I
4ecmwrm ; drimy gl 8
. (pFqr)r?dr=c— (p+ar).

a 3a2 4

0
IT. Befindet sich der Punkt A, dessen Masse = m ist, innerhalb
der Kugelschale vom Halbmesser r und der Dicke dr, so miissen im
Integral (7) die Grenzen von u zwischen r—a und r—}a genommen
werden. Hierfiir wird

Also verschwindet das Integral (7). Somit ist die Anziehung einer
unendlich diinnen Kugelschicht mit gleichfomiger Dichte auf einen
materiellen Punkt, der sich innerhalb der Kugelschicht befindef, gleich
Null. Liegt der materielle Punkt innerhalb einer beliebigen Anzahl
unendlich diinner, konzentrischer Kugelschichten, so gilt der Satz fiir
jede dieser Schichten, gleichviel ob die Dichte der Masse von Schicht
zu Schicht findert oder gleich bleibt; also gilt er auch fiir eine Schicht
von endlicher Dicke.

Hieraus folgt, dass sich die Anziehung einer Kugel auf einen Punkt
in ihrem Inpern reduziert auf die Anziehung derjenigen konzentrischen
Kugel, deren Oberfliche durch diesen Punkt geht. Je niher daher
dieser Punkt dem Mittelpunkt der Kugel liegt, um so schwicher wird
er von ihr angezogen.

[st die Masse der Kugel homogen, also p konstant, so ist die
Anziehung der Kugel vom Halbmesser r auf das Massenteilchen m, das
den Abstand a vom Kugelmittelpunkt hat, nach (8)

At
. l,r"g m i :
a” o

4dmrapm

Diese Anziehung hiingt somit nicht vom Halbmesser der ganzen
Kugel ab, sondern ist dem Abstand des anziehenden Punktes vom |
Mittelpunkt der Kugel proportional (Anwendung hiervon in § 158).
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Aus dem Vorstehenden folgt ferner: Bestehen zwei Kugeln aus
konzentrischen Schichten, wovon jede Schicht eine homogene Masse
hat, so ziehen sich diese Kugeln an, wie wenn ihre Massen in ihren
Mittelpunkten vereinigt wiren.

334. Anziehung eines Berges und eines materiellen Punktes auf
der Spitze des Berges. Der Berg habe die Form eines Rotationspara-
boloides, dessen Achse AD (IFig. 121) vertikal liegt. Ein Schnitt
durch den Berg lings der Achse wird eine Parabel A CE sein. Es seien

x,y die Koordinaten AB und BC eines Parabelpunktes C,

h,nh die Hohe AD und der Halbmesser DE der Grundfiiiche des
Berges,

m die Masse des materiellen Punktes in der Spitze A,

p die Masse der Kubikeinheit des Berges, welche wir gleichfirmig
voraussetzen und

¢ die Anziehung zweier Masseneinheiten im Abstande 1 von ein-
ander.

Da bei einer Parabel sich die Abscissen verhalten wie die Qua-
drate der Ordinaten, so ist x:h==y*:n*h% woraus als Gleichung der
Oberfiiche folgt

(1) ¥o=nihx,

Man lege in den Abstiinden x und x--dx vom Scheitel A zwei
Horizontalebenen, und beschreibe zwei Cylinderflichen, deren Achsen
mit AD zusammenfallen, mit den Radien r==BF und r | dr, wobei
r<_x sein soll; so schliessen diese vier Flichen einen Ring ein, des-
sen Querschnitt dxdr ist. Endlich lege man noch zwei Ebenen lings
der Achse AD, welche einen Winkel d ¢ bilden, so schueiden diese
Ebenen von jenem Ringe ein Volumenelement = dxdr-vrd ¢ aus, des-
sen Masse —pdxrdrd® sein wird. Dieses Teilchen hat den Ab-
stand AF =}/ x2 -=1* von der Bergspitze. Folglich ist die Anziehung
zwischen diesem Teilchen und der Masse m gleich

mpedxrdrd¢
(2) e —}‘:—,2 "}_ IE .

Diese Kraft zerlege man in eine vertikale und eine horizontale
Seitenkraft. Die erstere wird erhalten, wenn man die Mittelkraft (2)
multipliziert mit

: X
cos FAB= *l/:;z _1’:_ r.z 4 Fig. 121,
Mithin ist diese Seitenkraft gleich
3) . mg,\‘.d.\;rdl:{lf{‘.

3
(xa ,,|, 1.2) 2

Dieses Differential muss nun in Hinsicht der drei Variabeln @, r
und x integriert werden. Das Integral in Hinsicht @, von O bis 2
genommen, nimlich der Ausdruck
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(4) 2mrcemp e l
(x2 122
ist die Apziehung zwischen m und jenem Ringe, dessen Halbmesser r
und dessen Querschnitt drdx ist. Die horizontalen Seitenkriilte,
welche aus (2) hervorgehen und sich an den Teilen dieses Ringes gel-
tend machen, heben sich gegenseitig auf,

Um das Integral von (4) in Hinsicht r zu erhalten, denke man
sich x konstant und setze r? - x?=v? so wird durch Differentiation
rdr=vdv, also auch

rdr iy 1 1

R h T

@ty

vZ v ll‘z +x2
Diese Integration von (4) gibt die Anziehung von m und einer
Summe von Korperringen, welche zwischen den Horizontalebenen lie-
gen, die um x und x-|-dx von der Spitze abstehen. Mithin ist das
Integral zwischen den Grenzen r==0 und r=BC=y zn nehmen.
Nun ist

(s

~Y
rdr 1 1
T ) =

) (x‘z_'_r‘z)z'

Folglich die Anziehung dieser horizontalen Schicht und der Masse
m, nach (4) und (1)

() 2mcmpxdx — L —oanre mpldx—r=— X034, ¢
. V n?hx -} x2
.'“ (X2+1.2)2

|
Dieser Ausdruck muss noch in Hinsicht x integriert werden. s ist

i e N
V n%hx -+ x?

o n?h e Jsee e
Vn?hx4-x?—- ahlog| s o V n?hx-x )—{—(_).
Allein das Integral von (5) in Hinsicht x ist von x==0 bis

x =nh zn nehmen, nm die Anziehung aller horizontalen Schichten des
Berges auf m zu erhalten. Nun ist
ah

xdx

- = =—h} 13—
Vu2hx-| !
0

nh e p-}24-2 ) 1-La?
P — e
g 8 2

n

Die gesuchte Gesammtanziehung in vertikaler Richtung ist daher
gleich .
n? n?4-2-4-2V 1402 |

(6) 2mcm 9111‘1—‘/1-11:”4——2—- log = 4
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Dieser Ausdruck kann unter der Voraussetzung vereinfacht wer-

den, dass der Berg sehr flach ist, d. h. dass die Zahl n bedeutend
grosser ist als die Einheit. Man erhilt zuniichst aus (6)

1 o 1 LG 2 A
(7) 2remphn [“- --l/l Tich - 5 th(l 52 — ITl/l |- u'"’)}

! | 1 Wi ‘
Entwickelt man nun l/l —~—5 nach dem binomischen Satze und
n*

vernachlissigt die Glieder von der vierten Potenz von an, so ist
g n

WY L
‘/l'r- n? e 2n2°

Hierfir wird nach der Formel (4) des § 63

+2 -3 -4
A M e dnge it S AR 00T
log (1 4+-x)=x 5 B 3 i ..

die logarithmische Grosse

L R N T S l_._.“'-7|f2( - 1_\ L
lnb‘l_l' n (1 it 2|13)-'7 S 7 i—2|12>
1
<n> ( 5 +9n
g (o) (gt
) lj 2 n?

intfernt man rechts die Klammern, so heben sich die Glieder

mit — auf. Vernachlissigt man sodann alle Glieder von der vierten
w

o 1 , : ;
Potenz der Grisse an, so wird der Wert des vorstehenden logarith-
n

) 2 1
mischen Ausdruckes = ; (1— Gn")’ also das Integral (7), das
: 2

wir mit a bezeichnen wollen

TEL 1 { (v
van gl Y IR T RO |
=1 m[u ( ! 211‘) 6 =)

2
8 a=2mec l(l— \
(8) i memoph 9

Nun sei R der Halbmesser der Lrde, diese als Kugel gedacht,
¢’ die mittlere Dichtigkeit der Erdmasse und A die Auziehung der
Erde auf das Massenteilchen m, das anf ihrer Oberfliche liegt, so ist
nach § 333 :

4mRp'm

A=c¢
0. C 3
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Mithin das Verhiltnis zwischen den Anziehungen a und A

i 4 S R S )
PRIt . B
A 91 0liesih k 3n

Nun sei n=5, h=0,5 geographische Meilen und da man an-
pihernd nehmen kann (§ 237)

0=2,65, p"=>5,56, R = 860 Meilen,

fo0 wird
e g | I
Aiy iy 2736

Mithin ist die Anziehung der Erde 2776 mal grosser als die die-
ses Berges auf die Masse m.

335. Wirmeentwickelung bei der Bildung der Himmelskirper, nach
der Hypothese der Entstehung dieser Korper durch Yerdichtung aus Welt-
dunst. Nehmen wir an, die Materie, welche die Himmelskdrper bil-
den, habe sich urspriinglich im Weltraum im aufgeldsten Zustande vor-
gefanden nnd sich sodann an einzelnen Stellen dieses Raumes, nach
dem Gesetze der Gravitation, verdichtet. Jedes kleinste Teilchen der
Materie hat hierbei auf alle iibrigen eine anziehende Wirkung ausge-
iibt. Jeder dieser Anzichungen entspricht eine Arbeitsgrosse (§ 166),
weil je eine Kraft lings eines Weges gewirkt hat. Denken wir uns
alle diese Arbeitsgrossen, welche dem Verdichtungsvorgang eines Him-
melskorpers entsprechen, berechnet, und sodann diese Arbeitsgrissen
nach der mechanischen Wirmetheorie in Wirme verwandelt. Diese
Wirme wird sich iber die verdichtete Masse des Korpers verbreitet
und ihr eine entsprechend hohe Temperatur erteilt haben. Es sei

xo die urspriingliche Entfernung zweier Massenteilechen m, m,, welche
sich anziehen,
« ihre Entfernung in irgend einem Augenblick ihrer Anniiherung,
x, ihre Entfernung in dem verdichteten Himmelskirper und
¢ die Anziehung zweier Masseneinheiten, welche den Abstand 1
haben,
so ist nach dem Gravitationsgesetze die Anziehung der Massen m,m,
in der Entfernung x gleich
(1) . 1.}1,_
%3
and somit die Arbeit beim Uebergang aus dem Abstand xo in den
Abstand x,

~ X0
dx /1 1)
cmm, — =—¢mm — ;
x2 A X0
.
X

Wegen des urspriinglich aufgelsten Zustandes der Materie ist xo

: . 1 1 ..
vielmal grosser als x,. Deshalb kann man gegen vernachlis-
X0 X,

sigen. Dadurch wird die vorstehende Arbeit gleich

cmm,

(2)

X,
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Nun seien msg, m3,.. Massenteilchen wie m, m,, welche an dem
Vorgang der Verdichtung teilnehmen, so wird m anf m,, me, ms, .. wirken;
ebenso m, aunf m, ma, mg,.., dann me auf m, m,, my,.. d. h. jedes
Teilchen wirkt auf jedes der ibrigen. Jeder dieser Anziehungen ent-
spricht eine Arbeit, welche die Formel (2) zaum Ausdruck hat.

Um alle die Arbeiten zu finden, welche zuniichst aus der An-
ziehung von m auf alle tbrigen Massenteile entspringen, lege man
durch den Mittelpunkt der verdichteten Kugelmasse und durch das
Teilchen m eine feste Ebene und nenne

r,r, die Abstinde der Teilchen m,m, vom Mittelpunkt der Kugel-
masse,
x, wie oben den Abstand der Teile m,m,,
@ den Winkel, welchen die Abstiinde r und r, einschliessen,
@ den Winkel, welchen der Abstand r, mit der festen Ebene durch
den Mittelpunkt bildet,
p die Masse der Kubikeinheit der verdichteten Kugel, welche Masse
wir als gleichformig dicht voraussetzen und
R den Halbmesser dieser verdichteten Kugel,
so ist
(3) x,2=124r1,2— 2rr, Cos 6.

Man beschreibe zwei Kungelflichen mit den Radienr, und r,}-dr,
und denke sich zwischen diesen Fliichen ein rechtwinkeliges Volumen-

element, dessen Dimensionen dr,, r,d® und r,sin@d ¢ sind. Die
Masse m, dieses Volumenelementes ist daher
(4) m,=or dr,sinededy.

Setzt man die Werte von x, und m, aus (3) und (4) in (2), so
folgt als Avrbeit, welche ans der Anziehung von m auf m, entspringt
r,2dr,sin@dedq

2 | 9

(5) cm Q- S Y

l ré—-r1," — 2rr,cose

Integriert man diesen Ausdruck (5) der Reihe nach

in Hinsicht ¢ von O bis 2«

i B NS

» rf b} () » ]—ib
so erhiillt man die Arbeit a, welche aus der Anziehung des Teil-
chens m auf alle iibrigen Teilchen, welche an der Verdichtang Anteil
nehmen, hervorgeht. Diese Arbeit ist daher fiir die angegebenen

Grenzen
=
a=cmo J J

Die Integration in Hinsicht ¢ gibt
' e r,dr,sin®d e
a=2mrcmp = < .
A V2 ~+r,2—2rr,cos 8
Autenheimer, Elementarbuch. 24

~

2dr,sin@dede

l/ r—4r2—2rr,cos @
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Da sin®d® = — d (cos ®), so kann man auch schreiben
‘ e i — d (cos (-3
(6) a=—2mcmp ] pi2de I o ( ——
A ! V2 fr —21 r,(m (—i

Um die Integration in Hinsicht @ :msznfilln'i-u, beriicksichtige
man, dass

YRt . nbe
‘il l—hnrmﬂ--—- b d (cos @)

2 ; a—bcos®
und folglich durch Umkehrung
— d (cos €) 2 1,
—r\ — == V a— b cos 6.
Va—bcose b

Hiernach wird auch sein
& — d (cos @ 1 = e T
= ( - ) =S = V2412 —2rr, cos 6.
l/ r24-r%2—2rr,cos0 rr,

Der Wert dieses Integrals zwischen den Grenzen & =0 und
08— ist
= 1 l/_.Tz_> 2 1 9pp l/.i 2 __9prp
(7) — - r2Llr?2+2rr,— ¥V r24-12—2rr, ).

rr,

Hierin kann nun r, grosser oder kleiner als r sein. Wenn r,<r,

: 2 ; ; L
so wird der Wert von (7) =-—; es liegt alsdann die anziehende

=

Masse m ausserhalb aller der Kugelschalen, deren Halbmesser variieren
konnen zwischen O und v.  Wenn r, >r, so wird der Wert von (7)

9
— 2, in diesem Fall liegt die Masse m innerhalb aller Kugelschalen,
r; :

deren Halbmesser von r bis R wachsen konnen. Wegen der ver-
: ¢

schiedenen Werte — und — ist es daher ndtig, die Integration in
r r '

’
Hinsicht der dritten Variabeln getrennt auszufiihren. Man erhilt mit-
hin aus (6)

21,24 2r,2d
(8) 1—2«.:1:19( E.47) lI'LJ—-j’ (l')-
0
l.al‘ aR
Sip Sy il g, . mitiig )
Nun ist e 3 e 2r,dr, = R® —r%; daher die
s :

: - . 15 S : e
Summe dieser Werte = R? — - 1%  Fiihrt man diesen Wert in (8),

so kommt

4 1
9 a=—2rc R%2— —12).
(9) \ qr(mpk 31)




Man beschreibe vom Mittelpunkt der verdichieten Kugel aus zwei
Kugelflichen mit den Radien r und r—}-dr, so schliessen beide Fli-

chen unendlich viele Massenteile wie m ein.  Denken wir uns alle
diese Massenteile gleich gross, so entspricht jedem eine gleiche Ar-
beit =a. Die Arbeit, welche somit allen zwischen diesen zwei Kugel-

fliichen eingeschlossenen Teilchen entspricht, ist der Anzahl dieser Teil-
chen, d. h. der eingeschlossenen Masse proportional. Vertauscht man
daher in (9) die Masse m mit der Masse 4 pr®w dr jener Kugelschale,
s0 erhiilt man als Arbeit, welche aus der Anziehung aller Teile jener
Schale auf alle Teile iberhaupt hervorgeht, den Wert

4
8wic QZ(R'E r¥ — -;—) dr.

Wird dieses Differential integriert von r==0 bis r=R, so erhilt
man die Arbeit, welche der Anziehung aller Teile auf alle Teile ent-
spricht, gleich

32
10 —w2¢p2 RS,
(10) = mheg

In diesem Ausdrucke sind die Arbeiten, welche aus der Anziehung
von m auf m, und von m, anf m hervorgehen, gleich gross. Da sich
dies fiir je zwei andere Teilchen ebenso verhiilt, so ist die gesammte
Arbeit, welche aus dem Verdichtungsprozess entspringt, nur die Hailfte
von (10). Bezeichnet man diese Arbeit mit A, so ist mithin
(11) A i micolRE

15

Man nenne: s die mittlere Wirmemenge, welche nétig ist, um
eine Masseneinheit des Stoffes um 1° nach Celsius zn erwiirmen;
E = 436 Kilogramm-Meter die mechanische Arbeit (§ 239), welche
zur Hervorbringung einer Kalorie Wiirme erforderlich ist, wenn sich
die Arbeit vollstiindig in Wirme umsetzt und t die urspriingliche Tem-
peratur, welche der Himmelskorper infolge des Verdichtungsprozesses
anvehmen wird.

Nun ist die Masse des Himmelskirpers gleich

4
3
*3* R*m (J.
Wird diese Masse von O auf 1 Grad erwiirmt, so ist hierzu eine
Wiirmemenge nitig = 3 R3 7 ps Kalorien; fiir eine Erwirmung von O

auf t Grade steigt diese Wirme auf 3 R3rpst. Jede dieser Kalorien

kann entstanden gedacht werden aus einer Arbeit = E, also jene im
g . i
- . 4o . :
ganzen Ball enthaltene Wirme aus einer Arbeit = 3 R"?r(; stE. Diese

Arbeit muss gleich sein der Griosse A in Formel (11), unter der Vor-
24+
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aussetzung, dass withrend des Verdichtungsprozesses keine Wiirme durch
Ausstrahlung an den Weltranm verloren gegangen sei. Hierans folat

i

3 I{:‘WQSLF:—- 5 p®cRA.
4 Uy
(12) P e . 11 )
e i

Da die Grissen ¢ und E konstant sind, so ist mithin die nrspriing-
liche Temperatur t eines Himmelskorpers proportional seiner Ober-
fliche o R* und seiner Dichtigkeit p.

Setzt man die Grosse s fiir alle Himmelskorper als konstant vorans
und bezeichnet mit t, die urspriingliche Temperatur, mit R, den Ra-
dius und mit p, die Masse der Kubikeinheit eines andern Himmels-
korpers, so ist nach (12)

4 wep .
(1;) t'r = —r H’.!.

Durch Division von (12) und (13) folgt

1-': — ) Rr2

t pR?’

(14)

Um die urspriingliche absolute Temperatur der Erde zn bestim-
men, sei M die Masse der Krde, diese Masse als gleichfirmig gedacht;
G das Gewicht der Masse p, welche in der Kubikeinheit enthalten ist,
wenn sich diese Masse anf der Erdoberfliche befindet, s die spezifische
Wiirme der Erdmasse, d. h. die Wirme, welche notig ist, um 1 Kilo-
gramm der Erdmasse um 1 Zentigrad zu erwiirmen, so ist die Erd-
masse gleich
(15) - Rirp=M

0
5

und nach dem Gesetz der Gravitation, indem man G als Anziehungs-
kraft der Massen M und p anffasst, welche sich im Abstande R von
einander befinden, gleich

M
(16) c 1[{.5’ —G.
Ve . : 1 o
Das Gewicht der Erdmasse ist = 3 R¥*m G. Wird dasselbe von

0 anf 1 Grad erwirmt, so ist eine Wirmemenge erforderlich =

‘:3 R3wGs. Wird dieses Gewicht auf t Grad erwiirmt, so bedarf es

hierzu einer Warmemenge = —R*x Gst. Dieser Wirme entspricht
(o]

A ; : ! e : ST -

eine mechanische Arbeit = 3 RiPrGstE, da jede Kalorie Wirme

eine Arbeit = E produzieren kann. Diese Arbeit muss gleich der
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sein, welche aus dem Verdichtungsprozesse der Erde entstanden ist.
Man hat daher nach (11)
e

(17) 3 RirGstE=A.

Multipliziert man die Gleichungen (11), (15), (16) und (17) mit
einander, so folgt die gesuchte Formel

SR

18 ==
(18) i S b

Nun sei

§=0,2, B=—436Kil-Met., R= 6365000 Met.,

so folgt als Wert der urspriinglichen Temperatur der Erde nach (18)
 3-6365000

(1 t= — 43796 Grade.
(19) 5-0.2-436 3796 Grade

Vermige der Formel (14) und des Wertes von t aus (19) erhiilt
man folgende Resultate (Halbmesser und Dichte der Himmelskorper
nach dem Annuaire, 1864)

Radius Mittlere Temperatur,

R. Dichte p.  Relative. Absolute t.
Merkur 0,391 2,940 0,449 19680°
Venus 0,985 0,923 0,895 39197
Erde 1,000 1,000 1,000 43796
Mars 0,519 0,948 0,255 11168
Jupiter 11,225 0,238 29,988 1313612
Saturn 9,022 0,138 11,233 491962
Uranus 4,344 0,180 3,397 129326
Sonne 112,060 0,252 3164,500 138592000
Mond 0,273 0,557 0,041 1795

VII. Differentialgleichungen der ersten Ordnung mit zwei
Verinderlichen.

336. Sonderung der Yerinderlichen. Die Differentialgleichungen,
welche bisher integriert wurden, hatten die Form
(1) fx)dx=¢(y)dy
oder kounnten auf einfache Weise auf diese Form gebracht werden.
Diese Gleichung besteht zwischen zwei Differentialien, wovon jedes nur
eine Variable enthilt. Man sagt deshalb, die Variabeln seien in der
Gleichung (1) gesondert oder getrennt.
i ¥ . : T dy
Wenn bei einer Differentialgleichung, welche die Groissen X, vy, |
: Yoige
in beliebiger Verbindung enthilt, diese Sonderung bewirkt werden kann,
so hat man nur jedes der Differentiale (1) nach den in frihern Ab-
schnitten angegebenen Regeln zu integrieren.
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Diese Sonderung kann sehr oft durch blosse Umformung erzielt
werden, so z. B. in den Gleichungen

worin Y eine Funktion von y und X eine Funktion von x be-
zeichnet.

dx dy
Ydx-}-Xdy=0, woraus X---}— ;-20, ‘
XYdx+X,Y,dy=0 : x| Ldy=0
< 2 p 1, Ay =1, » X axX - v Y=4u, [

Bei gewissen Funktionen lisst sich die Sonderung der Variabeln
erzielen durch Einfiihrung einer neuen Veréinderlichen. Wenn z. B.

(2) ({y—-f(:\;)cly.

b ;
s0 setze man - =t, so kommt
X

y=xt, dy=xdt--tdx.
Folglich durch Substitution in (2)
xdt-+tdx=f(t)dx,
2O A
x f(E)—t’
337. Sonderung der Yariabeln bei linearen Differentialgleichungen.
Man nennt eine Gleichung von der Form
(1 dyt+fx)ydzx=¢(x)dx

eine lineare, weil die abhiingig Variable y und ihr Differential dy nur
in der ersten Potenz vorkommen.

Behufs der Sonderung setze man
(2) y=Xt,

worin X eine Funktion von x und t eine neue Variable bezeichnet, so
erhilt man durch Differentiation von (2)

(3) dy=Xdt}|tdX.

Fiihrt man die Werte von y nnd dy auns (2) und (3) in (1), so
kommt
Xdt}+tdX+Xtf(x)dx=@(x)dx.

Da der Wert von X willkiirlich ist, so kann man denselben so

wihlen, dass die beiden Glieder, welche X enthalten, zusammen =0
werden. Dies gibt folgende zwei Gleichungen
(4) dt-}-tf(x)dx=0.

(5) tdX =@ (x)dx.




Aus (4) folgt

dtt = — f(x)dx,
logt = ﬁfl(\) d x.
(G) t— 0 _["'{X']f!.‘:_

Setzt man diesen Wert von t in (5), so wird
(7) dX=¢ (x)dx c-" f(x)dx.

Wird diese Formel (7) integriert, so erhidlt man X. Fihrt man
diesen Wert von X und den von t aus (6) in (2), so erhilt man den
gesuchten Wert von y.

Es sei z B. zu integrieren
dy-fxydx=adx,

so ist f(x)=x, ¢ (x) =a. Setzt man y=Xt, so wird

x2

a2
22 &
lngt:—f,\'dw:ﬁ e il B
x2 ~ x2
dX=ae?* dx; K:chg(lx.
.
Folglich
x2 x2
Y 9
y=ae “pe‘dx

338. Souderung der Verinderlichen bei homogenen Differential-
gleichungen. Fine Gleichung heisst homogen, wenn in ihr die Anzahl
der Dimensionen der Veriinderlichen in allen Gliedern dieselbe ist.
Homogen sind demnach die Gleichungen

xydy-fx?dx—+y2dx=0,

dx= i dy==0.

Viy

Nun sei allgemein
(1) f(x,y)dx=¢ (x,y)dy

eine homogene Gleichung. Man setze in ihr y=xz, so wird x in je-
dem Gliede der Gleichung mit demselben Exponenten vorkommen.
Ist die Summe der Exponeuten in jedem Gliede = n, so ist mithin x*
ein gemeinschaftlicher Faktor der Gleichung. ~ Nach Entfernung dieses
aktors werden die Vorzahlen von dx und dy in (1) nur noch Funk-
tionen von z sein. Aus (1) folgt deshalb

@) 1Y _y ),

dx
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worin ¥ (z) eine Funktion von z allein bezeichnet. Differentiiert man
y =x1z, so folgt ;

dy=xdz-|-zdx

Folglich durch Substitution dieses Wertes von dy in (2)

xdz-zdx=Y(z) dx,
woraus sich ergibt

dx dz

X Y (z)

In dieser Gleichung ist nun die Sonderung der Variabeln voll-

zogen. Man integriere sie und fiihre den Wert von z aus y=1xz ein,
so erhilt man das Integral von (1).

z .

Es sei z. B. zu integrieren
(3) (x—y)dx=xdy.

Man setze y=xz, so wird (3) zu

(x —xz)dx=xdy

oder nach Entfernung des gemeinschaftlichen Faktors x
(4) (1—2z)dx=dy.

Aus y=xz folgt uber dy=xdz--zdx; hierfir wird (4)

(1—z)dx=xdz+|2dx; (1 —2z)dx=xdg,
d x Az ol 1 d(—22)

X 1—2z 2 1—23%°

Folglich durch Integration
1
2

1
logx=— - log(1—22) -}

log a,

X e ! .
worin _ loga die Konstante der Integration bezeichnen soll. Man kann

auch schreiben

1 a
[0;;\2-2 log G
. 1 a
log x2—Jog <= 3l e
3 2 a0y 1—2z

: . . Neicy o8
Fiihrt man schliesslich noch z=-- ein, so kommt das gesuchte
X
Integral
T(Zme—t2y) =3,

339. Yollstindigkeit des Differentials einer Gleichung mit zwei
Variabeln. Es sei f(x,y) =0 eine Funktion mit zwei Veriinderlichen.
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Man bezeichne sie mit u, so wird u=0 sein. Durch Differentiation
erhiilt man

1
(1) d“:(i‘i)dx—FCI:){ly:O;

o __ du [ 1 ST ; : g
wobei die Grissen und die partiellen Differentialverhiltnisse

dx dy
der Funktion in Hinsicht x und y sind (§ 257). Man setze nun
! du== o odu i
@) a5 P dy & %

so wird Gleichung (1)
(3) du=Pdx|+Qdy=0.
Man differentiiere P in Hinsicht y und Q in Hinsicht x, so kommt
L Sl i[?,:,‘ﬁ",
dy Ldxzdyi. dx | dydx
d%u d%n
Da nun aber T d);:dydx

u zuerst in Hinsicht x, dann in Hinsicht y differentiiert oder umge-
kehrt, so wird sein

(4)

, indem es gleichgiiltig ist, ob man

dP 3 (_]Q

dy dx’
Wenn ein Differential zwischen zwei Variabeln so beschaffen ist,
dass die Bedingung (4) erfiillt wird, so nennt man das Differential ein
vollstindiges eder genaues. FEin vollstindiges Differential kann
so aufgefasst werden, als sei es durch unmittelbare Differentiation aus
der urspriinglichen Funktion abgeleitet worden. FEin solches Differen-
tial kann immer integriert werden. Ein allgemeines Verfahren hierzu
ist folgendes.

Man integriere zuerst die Gleichung

-——di oder du=Pdx
dx

in Hinsicht x, so wird man erhalten

(5) u sz dx-Y.
Die Grisse Y vertritt hier die Stelle der Konstanten, ist aber
allgemein als eine Funktion von y zu betrachten, welche noch be-
iy
stimmt werden muss. Man bezeichne das Iutegml‘J Pdx mit U, so ist
u=U-Y.
Diese Gleichung, in Hinsicht y differentiiert, gibt
da dU dyY

= e il
dy dy ' dy’
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du ; e
Da nun aber auch A =), so wird mithin
ay

L1Y=Qdy—-<:;?—>dy.

Somit erhiilt man durch Integration in Hinsicht y:

i dU
p —— e 7.
: ‘ﬂ_l (Iy]d}

Fithrt man diesen Wert von Y in (5), so erhiilt man den Wert
von u, somit das gesuchte Integral.
340. Integrierender Faktor. Wenn ein Differential
1) Mdx+Ndy=0
zwischen zwei Veriinderlichen x,y kein vollstindiges ist, so kann es
durch einen Faktor z, der im allgemeinen eine Furktion von x,y sein
wird, zu einem vollstindigen gemacht werden.
Denn nach der Bedeutung von z wird also das Differential
(2) Mzdx-FNzdy=0
ein vollstindiges sein, also die Bedingung erfiillen
d(Mz) d(Nz)
'\2”,) dy dx
Allein diese letzte Gleichung gibt, indem man die Differentiation
ausfihrt
. dz 2 dM
(3) M {1 =

dy d

dizagiaHd N
— % :
dx

- N
“A.f.i_v s fy

Wenn die Grisse z, welche man den integrierenden Faktor nennt,
aus dieser Gleichung (3) bestimmt werden kann, so multipliziere man
(1) damit und es wird diese Formel integriert werden kinnen.

Allein z liasst sich auns (3) nur in besondern Fillen ermitteln.
Unter diesen Fillen heben wir denjenigen hervor, wo z eine Funktion
von einer der Variabeln x,y ist.

s sei z eine Funktion von x, so wird ;1—::'——— 0. Hierfiir folgt
aus (3) ;

dM dN

(4) t_l/r‘ 4 e dy E dx s
Ist z eine Funktion von y, so wird :::. —0 und man erhiilt
aus (3)
dN dM
(5) 87 o) (l:{:_jL g

e M
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Wird der Ausdruck (4) oder (5) integriert, so erhilt man den
integrierenden Faktor z.
Es sei zu integrieren die Differentialgleichung
(6) (1 +al 14 x‘z) dx+2byV14x2dy=0.
Da mit M die Vorzahl von dx, mit N diejenige von dy bezeich-
net wird, so ist
dMTE 0
Iy g’ sy V1+_\2
: 1M IN 1 ) bl g
Die Werte von —— und (T— sind verschieden. Die Formel (6)
( dx
ist also kein genaues Differential. Gesetzt, es gebe einen integrieren-
den Faktor z dieser Gleichung, welcher nur eine Funktion von x ist,
so wird man nach (4) erhalten

dz xdx

s 1 X2
Somit

1 1
logz=—5 log (1 4x*) 4 5 loge,

wenn die Integrationskonstante mit Elogc bezeichnet wird. Dies gibt

auch

St
logz=log}/' 315, 2=}/ 113

Multipliziert man die gegebene Gleichung mit diesem Werte von z,
s0 kommt

V(,_( : -+ :1.) dx+2bVeydy=o.

Vidx®
Das Integral dieser Gleichung ist
Ve [log(s+ V12t ax]+by2Ve=¢

. . T . = qe o= - .
oder indem man mit J/ ¢ dividiert und ¢’: e mit h bezeichnet
(7) log (x—}—l/l—}dx"")—{--u:{ Fby2—h=0.

Wird diese Formel differentiiert, so erhiilt man in der That die
gegebene Gleichung (6). Somit ist (7) das Integral von (6).

Man sieht iibrigens, dass in der vorgelegten Gleichung die Sonde-
rung der Variabeln durch Division mit 4 1 + x? aunsgefiihrt, die Inte-
gration somit ohne einen integrierenden Faktor bewirkt werden kann.

341, Differentinlgleichung mit dem Quadrat des Differentialverhilt-
nisses, FEine Differentialgleichung zwischen den Variabeln x,y enthalte




T
i ; ML (Y i ;
das Differentialverhiiltnis 1y o der ersten und zweiten Potenz, so kann
dx

diese Gleichung anf die allgemeine Form

(3 (3 +ams

gebracht werden, wo P und Q Funktionen von x oder y oder beiden
Variabeln sein kénnen.
3 : g : s dai s nd y
Man lose Gleichung (1) wie eine quadratische in Hinsicht L
dx
auf, so erhilt man zwei Wurzelwerte. Diese seien A und B, so geht
die gegebene Gleichung iiber in das Produkt

(-2 —8)=o

Diese Gleichuug kann nur bestehen, wenn der eine oder andere der
Faktoren = 0 ist. Daher entstehen folgende zwei Differentialgleichungen
der ersten Ordnung

(2) dy=Adx; dy=Bdx.

Lassen sich diese integrieren, so multipliziere man ihre Integrale
mit einander und das Produkt ist das Integral der gegebenen Gleichung (1).

! Iy \2 ; j
Als Beispiel diene die Gleichung (:{L) — a?=0, so folgt

durch Zerlegung in ein Produkt

; A5 o NOAE il s
(rj) (K J) ( A = d) =)

Daher ergeben sich die Gleichungen der ersten Ordnung

dy=adx; dy=—adx

und, da a konstant ist, durch Integration
(4) y=ax—+C; y=—ax-}C.

Diese Gleichungen entsprechen zwei Geraden; die eine hat a, die
andere — a zur trigonometrischen Tangente des Winkels, den sie mit
der Abscissenachse macht. Die Linien liegen daher zu beiden Seiten
dieser Achse und bilden mit ihr gleiche Winkel. Die Konstanten O,C’
sind die Sticke, welche sie auf der Ordinatenachse, vom Anfangs-
punkt aus, abschneiden. Hiernach geht Gleichung (3) diber in

(y—ax—C)(ytax—C)=0
oder durch Ausfithrung der Multiplikation in
yV:—(C4+C)y—a%x?—a(C—C)x1-CC' =0.

Diese Gleichung ist das Integral der gegebenen Differentialgleichung,
Sie stellt eine Hyperbel dar fir jenen speziellen Fall, wo die beiden
Kurven in zwei Gerade iibergehen, die sich fir C'=C im Mittel-
punkt schneiden.
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In vielen Fallen fiihrt jedoch die Auflésung der Gleichung (1) auf
zwel solche Gleichungen (2), bei welchen eine Sonderung der Verinder-
lichen mnicht gelingt. Man kann alsdann folgendes Verfahren ver-
suchen,

Es werde Gleichung (1) in Hinsicht x oder y aufgelost und so-
dann gi = p eingefihrt, so erhilt man den Zusammenhang zwischen

X, y und p unter einer der beiden Formen
x=9(yp); y=9¢p-

Gesetzt es gelinge die Herstellung der zweiten dieser Gleichungen,
so liefert ihre Differentiation eine Gleichung der ersten Ordnung zwi-
schen x und p. Denn die Grisse dy, welche links noch vorkommt,
kann sofort durch pdx ersetzt werden. Man ermittele nun das Inte-
gral dieser Gleichung und eliminiere p aus dieser Integralgleichung und
der gegebenen Gleichung, so erhiilt man das gesuchte Resultat. Zwei
Beispiele migen das Verfahren erliutern.

[. Es sei zu integrieren

2
dy
(5) : ) +ax—by=0.

dx
Nach dem im vorhergehenden Paragraphen angegebenen allgemei-
nen Verfahren erhiilt man folgende zwei Gleichungen der ersten Ordnung

l‘_\' —+IHIJ\:;Q; z}{:—l’/l))’——ﬂxr

dx

Da aber in denselben die Sonderung der Veriinderlichen nicht
direkt moglich ist, so wende man das soeben angegebene spezielle Ver-

. by 118 A dy ; :
fahren an. Zu diesem Zwecke setze man —° =p in (5), so folgt

dx
by=p?4ax
also durch Differentiation, nachdem noch dy durch pdx ersetzt worden
2pdp
l]x:::_w.. } I -
bp—a

Diese Gleichung kann aber integriert werden. Man setze bp —a
=hz, so wird
a—+tbhz

b

2 adz
dx= B l: ?, -+ bd '/,:|
2
Xy [alogz—bz]-C

2 a
X=5 [;1 log (p — ?> —+bp — '::! —+ C.

dp=dz; p

und durch Integration




Eliminiert man nan aus dieser und der gegebenen Gleichung die
Grosse p, so erhiilt man das Integral von (5).

[I. Es sei ferner zn integrieren

(6) Vel Xe=rs Vd .\2:;_(1 -;,‘2 =0,
Man erhiilt zoniichst durch Einfithrung von p
) y=xV1+tp’
und durch Differentiation
e dp
dy=dx )1} p? —‘;—xf:p =
y kil Vits
Daher, wenn dy durch pdx ersetzt wird
— 1
bh—=Vi3 p?)dx=x /,l?{—p— —,
V14-p?

Multipliziert man noch auf beiden Seiten mit p - V14-p?, so
geht die Gleichung iiber in

dx n2dp
= —pdp — s =,
Vitfp?
Die Integration dieser Gleichung gibt unter Benutzung von For-
mel (5), § 82

1 ] £ _‘) 9 ] __‘J &l
log x = [log (p +Vitp) —p—pV14p4-C
R
Setzt man den Wert pﬂ+fL¥— aus (7) hier ein, so
X
erhiilt man das Integral von (6).

342, Integration der Differentialgleichungen durch Reihen.  Bis-
weilen gelingt es eine Differentialgleichung durch eine konvergente
Reihe zu integrieren. Wir zeigen das Verfahren nach der Maclaurin’-
schen Reihe und nach dem Satz der unbestimmten Koeffizienten.

I. Die Maclaurin’sche Reihe, § 253, Formel (3), ist

SN A
E—a),

1) f(x)=f(a)+F (@) x—a) 4+ @)~ 5 4

Dafiir schreibt man auch haufig

dx
dy
wobei die Bedeutung von ya, ((;i) ,.. durch Vergleichung mit (1)
sich leicht ergibt. '
Nach dieser Reihe soll die Differentialgleichung
[ 1

3 - —
®) dx 2x y




— 383 —

integriert werden. Man erhalt durch Differentiation von (3)

aiy it 3 1 d¥ysh 18 2
dez & Doge _1" '}‘2 e P O 7),:; o
iyl 9 6 dfy._ .86 24
AR 5k r]h\" L At e

Man bezeichne nun denjenigen Wert von y, welcher fiir x—a
entsteht, mit y. und fihre diese gleichzeitigen Werte von x und y in
die vorstehenden Differentialverhiiltnisse ein und sodann die entstande-
nen Resnltate in die Reihe (2), so erhiilt man

oot (= Dot ) S

In dieser Reihe vertritt die Grosse ya. die Stelle der Integrations-
konstanten.

Nehmen wir an, es werde fir a=1 die Grisse y,=1, so geht
die vorstehende Reihe iiber in

@  y=145 D=y =D g (= 1)

4 1 " 5
—'2*7{(\—-1) —|—2.5(,\—1) —_

Diese Reihe ist konvergent fiir Werte von x — 1, welche zwischen
— 1 und -1 liegen, also fiir Werte von x zwischen 0 und 2,

II. Behufs der Integration durch Reihen wendet man oft
mit Vorteil die hypothetische Gleichung

(5) y=A-}+Bx-}Cx24-Dx34|-..

an, worin A, B,C,.. konstante, von x und y unabhiingige Faktoren
bezeichnen, welche nach der Methode der nnbestimmten Koeffizienten
bestimmt werden.

s sei zn integrieren
d
(6) QY —ax— o
dx

dy

Aus (5) folgt = -=—=B-+2Cx+3Dx*}-4Ex%1-..
dx

. ; dy :
Setzt man diese beiden Werte von ly einander gleich, so kommt
dx i

y2=ax— (B+2Cx—+3Dx244Ex*1-..).
Ursetzt man hierin y? durch den aus (5) hervorgehenden Wert,
so erhialt man
A?-|-2ABx-}-2AC|x*-}-2AD |x*+}..—=ax—(B4-2Cx~-3Dx?-}..)
B2 +2BC| —..




g

In dieser Gleichung miissen die Vorzahlen gleich hoher Potenzen
der Variabeln gleich sein. Dies fiihrt zu folgenden Relationen

B=—A? 2AB=a—2C, 2AC-4B2=—3D,..

a Aa

J=A%
S B 1

Setzt man diese Werte B,C,D,.. in (5), so erhilt man die ge-
suchte Reihe

}fzf\—x‘\2x+<A” +- ;>x2~<f'\.4— 1:{1 )\“+

Diese Formel ist das Integral von (6). Die unbestimmte Grisse A
bezeichnet die Konstante der Integration.

D= — A4}

343. lnteg!'ntian der Differentialgleichungen durch Konstruktion.
Es sei eine Gleichung von der allgemeinen Form

1) f(:\',\-', s 0
“hdix

gegeben. Man soll durch Konstruktion den Zusammenhang zwischen
den Variabeln x,y angeben.

Damit die Aufgabe bestimmt wird, muss ein Punkt B (Fig. 122)
durch seine Koordinaten O A=a, A B="h, durch welchen die aus (1)
}le‘rvm'gt_‘,hendc Kurve BE gehen soll, gegeben
sein. BSetzt man nun die Werte x=a, y=b
in (1), so findet man den entsprechenden Wert

Fig., 122,

dy : : : : i .
von d:_ Dieser Wert ist die trigonometrische

Tangente des Winkels, welchen die Kurve im
Punkte B mit der Abscissenachse Ox hildet.
Ist deshalh BB’ eine Tangente an die Kurve
und B C parallel zu Ox, so ist jener Wert von

dy ! 1, y
d; =tang B’ B C. Liisst man nun a um eine

sehr kleine Griosse Ax=AA‘=BC zunehmen, so wird der Zu-
wachs CB’ der Ordinate AB aus dem rechtwinkeligen Dreieck CBB’
sehr annithernd erhalten gleich

CB' =B Ctang CBB".
Allein tang CB B’ ist berechnet und A x angenommen; also ist

auch die Ordinate A‘’B‘=AB--B‘C als gefunden zu betrachten.
Entsprechende Werte der Gleichung (1) sind also
1y
x=a-}+Ax; y=b—}—(:li-)/_\x.

Setzt man dieses Paar Werte in (1), so erhiilt man einen neuen

Wert von d_y_.
dx

kels C‘B‘B”, welchen die Tangente BB’ durch den Punkt B’ mit

Dieser ist die trigonometrische Tangente des Win-
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der Abscissenrichtung B’ C’ bildet. = Liasst man also die Abscisse um
die sehr kleine Grisse A‘A“=DB’C’ zunehmen, so erhilt man als
Zuwachs OB’ der Ordinate

(' BY=B!C"tang C'B! BY.

Hieraus ergibt sich der ganze Wert der Ordinate A”B”=A'B’
-+ ¢ BY

Auf diese Weise kann man eine hinreichende Anzahl von Punk-
ten der Kurve konstrnieren. Folglich kann man auch fiir irgend einen
Wert von x den entsprechenden von y finden. Die Resultate werden
um so richtiger, je kleiner die Abscissenzuwachse A x genommen
werden.

Beispiel. Man soll die Differentialgleichung
(2) 2xydy —3ydx—+2xdx=0
konstruieren, unter der Voraussetzung, dass die Kurve durch den
Pinkt x=1, y—1 gehe.

Man erhilt aus (2)

il_}_ 3 1
dx 9% Vi

(3)

t:l — 0. Ist deshalb OA — AB=1,

so ist tang CBB’=0,5. Nun nehme man A x= 0,05, so wird
CB' = 0,05-0,5= 0,025,
A'B'=1-}0,025=—=1,025.

Setzt man x=0A’=1,05 und y= 1,025 in (3), so wird

Y __ fang ¢/ B B — 0,452962.
dx X

Nimmt man daher den Zuwachs A‘A“ =0,05, so wird

B” ¢’ = 0,050 - 0,452962 = 0,022648,

A B = 1,025-1-0,022648 = 1,047648, u.s.w.

Fiar. x=1, y= 1 wird

Das Integral dieser Differentialgleichung (3) ist in § 342, For-
mel (4), fir die hier gemachten Voraussetzungen angegeben. Fiir
x=1,1 erhiilt man vermittelst jener Reihe y=1,047655. Dieser
Wert weicht von dem obigen von A B’ erst in der fiinften Dezimal-
stelle ab. ~

344. Allgemeines Integral einer Differentialgleichung. Aus § 343

: . : s Z ; . dy it
ergibt sich, dass jeder Differentialgleichung i<x,_\,-, 1‘ \}:Umne Kurve
dx

entspricht. Die Gleichung dieser Kurve ist das Integral der gegebe-
nen Differentialgleichung.

Allein da der Punkt B (Fig. 123), durch welchen die Kurve
gehen soll, belicbig gewiihlt werden kann, so entsprechen der Differen-
tialgleichung unendlich viele Kurven B, B/, B, ... Diese Kurven sind

Autenheimer, Elementarbuch. 25
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Fig. 123. = in ihrer Lage und im allgemeinen aunch in ihrem
Laufe verschieden. Sie haben die allen gemeinsame
Eigenschaft, dass ihre Neigung zur Abscissenachse
fiir irgend einen Punkt der Kurven eine Funktion
ist der Koordinaten dieses Punktes, d. h. sobald die
Koordinaten eines Punktes gewiihlt sind, ist auch der
Lauf der Kurve, welche durch denselben geht, be-
stimmt, Das Integral, um ebenso allgemein zn sein
wie die Differentialgleichung, muss daher alle diese
Kurven darstellen. Dies ist der Fall, wenn das Integral eine willkiir-
liche Konstante enthiilt, welche nicht in der Differentialgleichung vor-
kommt und dorch deren Wahl zu irgend einer Kurve iibergegangen
werden kann.

Der fragliche Uebergang ist aber auch in der That durch eine
einzige wirkliche Konstante méglich. Um das einzusehen, ziehe man
in der Ebene der Kurven eine Gerade A B‘ B .. parallel zur Achse Oy,
im Abstande x =a zur Ordinatenachse. Alle Kurven werden diese Ge-
rade schneiden und zwar in Punkten, welche verschiedene Abstinde
von der Abscissenachse haben. Sobald nun auf dieser Geraden die
Abstinde AB, AB’,.. gewithlt sind, ist auch die entsprechende Kurve
bestimmt.

Das Integral mit der willkirlichen Konstanten heisst das allge-
meine Integral. Legt man den Konstanten einen bestimmten Wert bei,
so wird das Integral zu einem partikuliren (§ 84).

345. Singulires Integral zu einer Differentialgleichung. Es sei
(1) F (X, Ys G) =10

das Integral einer Differentialgleichung und die Grisse ¢ die Konstante
der Integration. Gibt man dieser Konstanten verschiedene Werte, so
erhiillt man aus dem allgemeinen Integral (1) ebenso viele partiku-
lare Integrale. Diese stellen Kurven (Fig. 124) derselben Art dar,
die sich moglicherweise schneiden kdnnen. Lisst man in dem Falle,
dass sie sich schneiden, die Grésse ¢ durch unendlich
kleine Intervalle sich #ndern, so werden die auf-
einander folgenden Durchschnittspunkte B, B/, B, ..
der entsprechenden Kurven eine neue Kurve bil-
den, welche jede der andern Kunrven beriihrt und

Fig. 124.

deshalb einhiillende Kurve genannt wird. Die |
Gleichung dieser einhiillenden Kurve ist das sin- .
gulire Integral der gegebenen Differentialglei- \

o : sergeany :
chung. Das Differentialverhiiltnis —. = , wie es aus

dx
dem singuliren und dem allgemeinen Integral (1) folgt, erhiilt den
gleichen Wert fir den Berihrungspunkt der einhiillenden und der ein-
gehiillten Kurve.

Um das singulire Integral aus dem allgemeinen zu hestimmen,
gehe man von einer Kurve aus, welche einem bestimmten Wert von ¢ {
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entspricht, lasse sodann ¢ in ¢—-dec dbergehen, so verwandelt sich
die Gleichung (1) in

AN 0 0)

i -de=0.

(2) F(x,y,¢)

Diese Gleichung stellt eine Kurve dar, welche der angenommenen
anendlich nahe liegt. Durch Vergleichung von (2) und (1) folgt, dass
der zweite Teil von (2) gleich Null sein muss. Dies ist der Fall,
wenn entweder de=0 oder wenn das Differentialverhiiltnis
Lg} iE_(\’ ‘\"C) =

de

gesetzt wird, Aus de=0 folgt, dass c¢ konstant sei, was zu keiner
weitern Relation fithrt. Eliminiert man dagegen die Grosse ¢ aus (1)
und (3), wodurch man die Grossen x,y in beiden Gleichungen als
gleich, d. h. als Koordinaten der Durchschnittspunkte zweier Kurven
ansieht, so erhiilt man eine Gleichung zwischen x,y, welche der ein-
hiillenden Kurve angehort.

Man differentiiere daher das allgemeine Integral in Hinsicht der
Konstanten ¢, setze das entstandene Differentialverhiltnis — 0 und
eliminiere hieraus und aus (1) die Konstante c. Erhélt man auf diese
Weise eine Relation zwischen x und y, so ist diese das singulire
Integral. Erhalt man anf diesem Wege keine Relation zwischen x
und y, so durchschneiden sich die Kurven der partikuliren Integrale
nicht, somit fehlt auch ein singulires Integral.

Bei Anwendung dieser Regel ist darauf zu achten, dass die Glei-
chung (1) nicht aufgelost sei in Hinsicht ¢, also nicht in der Form
e+ @ (x,y)=0

vorkomme. Denn in dieser Form erhielte man

d e+ (x¥)]

=1
de

statt der Gleichung (3). Es kinnte also ¢ nicht eliminiert werden.
Das singulire Integral nennt man auch die besondere Auflosung

der Differentialgleichung.
Beispiel 1. Es sei

(4) y

das allgemeine Integral einer gewissen Differentialgleichung und a die
Konstante der Integration. Diese Gleichung stellt eine gerade Linie
dar. Lisst man a sich stetig dindern von — a0 bis - o0, so erhiilt
man unendlich viele gerade Linien. Die Durchschnittspunkte dieser
Geraden bilden eine Kurve. Um die Gleichung dieser Kurve zu er-
halten, differentiiere man (4) in Hinsicht a und setze das Differential-
verhilltnis = (0. Man erhiilt

(5) x| 2a=0.

2

ax '— a

B
*
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Eliminiert man a aus (4) und (5), so folgt

9

x2

(6) et

Diese Gleichung ist das singuliire Integral. Die einhiillende Kurve
ist somit eine Parabel, deren Scheitel im Anfangspunkt liegt und deren
Achse mit der negativen Richtung der Ordinatenachse zusammenfillt.

< : e s oiidy
Das Differentialverhiltnis von (4) ist 1) =a und das von
ax
1y X % X ¢ ] i
(6) Sl el e Fiir a= — _, welcher Wert aus (b) folgt, sind
dx 2 2 ?

diese zwei Differentialverhilltnisse einander gleich. Das Eigentiimliche
des singuliiven Integrals besteht hiernach darin, dass sein Differential-
verhiltnis gleich ist demjenigen des allgemeinen Integrals fiir einen
bestimmten Wert von x.
Jeispiel 2. Es sei die Differentialgleichung
ydx —xdy=a ) dx? }-dy?

gegeben. Man dividiere mit dx, so kommt

dy (l‘,\Z
(@) AT dx i, l/ <(lx/‘

A dy 4 LAl % ;
Setzt man l. =1y, so geht diese Gleichung iiber in
dx

Y r— DX _—ﬂl 1—- 11“

und indem man differentiiert

apdp
dy —xdp —pdx=—— :
o l{/ i _{_ 1]2
Da aber dy==pdx, so folgt hieraus
apdp
xdp-+ -l/— _._ =0,

Diese Gleichung zerfillt, wegen des gemeinschaftlichen Faktors dp,
folgende zwei Gleichungen
ap i
(8) dp=0, [ =)

"Vifpr

Aus dp=0 folgt, dass p gleich einer konstanten Grisse c sei.
Setzt man ¢ fiir p in (7), so erhilt man

(9) y—cx=—a VI_,— cZ,
Aus der zweiten der Gleichungen (8) folgt dagegen

P: =
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wobei jedoch, vermige der Bedingung, welche in der zweiten der Glei-
chungen (8) ausgedriickt ist, nur das untere Zeichen genommen wer-
den darf. Hierfiir wird die Gleichung (7) zu

9

a o

X | - 2
(G0) 3t =, yhxi=al

(%

Nun kénnen die Gleichungen (9) und (10) als Integrale von (7
angesehen werden.  Gleichung (9) enthilt eine willkiirliche Konstante,
welehe der Gleichung (10) fehlt. Die letstere geht nicht aus der
ersteren hervor, indem man der Kounstanten ¢ ginen besondern Wert
beilegt, d. h. es ist (10) kein partikulires Integral von (9).

Um zu zeigen, dass (10) ein singulires Integral zu (9) ist, diffe-
rentifere man (9) in Hinsicht ¢ und setze das Differentialverhiltnis
=0, so kommt

ac

Vite

Eliminiert man ¢ aus (9) und (11), so erhdlt man in der That
die Gleichung (10). Das allgemeine Integral (9) und das singulire

(11) e

. - i A i dy .2
(10) geben denselben Wert des Differentialverhiltnisses 1‘ fiir
dx
a? —x2’
welcher Wert von ¢2 aus (11) folgt. Die Gerade der Gleichung (9)
berithrt den Kreis der Gleichung (10).

VIIL. Differentialgleichungen der zweiten Ordnung mit zwei
Variabeln.

346. Form der Gleichungen. Eine Gleichung von der Form

dy d2%y d®y
: (\"\ dx* dx* :lx")

heisst eine Differentialgleichung der n*" Ordnung, weil das hochste
Differentialverhiltnis, das in ihr vorkommt, von dieser Ordnung ist.
Hiernach wird die allgemeine Form der Differentialgleichung der zwei-
ten Ordnung sein

/ dy d?%y
(1) t\\ ¥» % ll'.\”> i

wofiir man auch schreiben kann
f(x,y,dx,dy,d*y) =0 und ¢ (x,y, v.y")=0.

Gelingt es, diese Gleichung zu integrieren, so entsteht eine
Differentialgléichung der ersten Ordnung. Kann diese wieder integriert
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werden, so erhilt man die primitive Gleichung oder das zweite Integral.
Da bei Jeder dieser Integrationen, der Allgemeinheit des }uwultdtm
wegen, eine willkiirliche Konstante in die Gl eichung treten muss, so
wird ildN zweite Integral einer Differentialgleichung der zweiten Ullinuug
zwei solche willkiirliche Konstante enthalten.

Die Gleichung (1) kann in ihrer vollen Allgemeinheit nicht inte-
griert werden. Die Behandlung beschriinkt sich daher auf gewisse spezielle
Fille. Bie entstehen, wenn eine oder zwei oder alle drei der Grissen

dy . 4 . ] . , s
%55, ]' in der Gleichung fehlen. Die zu integrierenden Gleichungen

L
sind also
£y ) =080 £ (m e ¥ 0 =00y, ¥°) =0
r(-\:t: -\,U) = {--,; f(_\': _\"‘ _\‘”j s ”; i{\-’ }:"} _V”) =0;
ey =0tz v, _v’y”) 0.

Diese Gleichangen werden in solche der ersten Ordnung mittels
gewisser Substitutionen verwandelt, die im Folgenden, soweit hier nitig,
gezeigt werden. Am di]'-cmmn\ton wird die Substitation verwertet

dy d?y dp

(2) =p, woraus — =-

dx dx? dix’

347, Integration der ersten Gleichung. Diese wird sein
(]2\'
1 > —a=0,
(1) d x? :
worin a eine Konstante bezeichnet. Fiir dy=pdx geht sie iiber in

d Pl

—a, oder dp=—adx.

dx
Folglich erhilt man durch Integration
p=—ax—ec.
Fighrt man hier den Wert von p ein, so wird
tl\ﬁ
L S Bl e Wa b bl o
dx — —2%Xc¢ oder dy=(ax-|c)dx;

daher durch Integration

(2) y—— x| ¢

Diese Gleichung (2) ist das Integral von (1). Denn durch zwei-
malige Integration von (2) entsteht die Gleichung (1). Das Integral, [
geometrisch dargestellt, liefert eine Parabel, ‘

Wird a = 0 vorausgesetzt, so entsteht die Gleichung einer Geraden.

348, Integration der zweiten Gleichung. Diese Gleichung hat die
Form
d?y
dx?

(1)

9 (x)=0
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Setzt man dy==pdx, so geht sie iiber in
dp=—9(x) dx,

woraus man durch Integration erhilt

p-=~f4’(x)dx+c.

Gesetzt man finde J‘q(\) dx =f(x), so wird, wenn man p durch

dy
dx

ersetzt
dy=—f(x)dx+4-cdx

und durch Integration
@) y::_ff(x)dH-CK,H,'

Diese Gleichung ist nun das gesuchte Integral von (1).
d?y

Beispiel. Es sel ¢ (x)=—ax, also .l - — ax =20, so erhalt
dx?

man nach diesem Verfahren

ax?

y:-—-(-)_———&—cx—%—c‘.

349. lutegration der dritten Gleichung.  Ihre allgemeine Form
wird sein

d2
(1) . f.’,, Lag(y)=0.

%5

1 1
Setzt man b =p, also L
: dx

=dp, so wird
dx P

1
of +a¢(y) =0.

dx
Da aber dx= —(!py , so geht diese Gleichung iiber in
pdp=—2a9(y)dy,

woraus sich durch Integration ergibt

pi=—2 t\f‘ﬁ (y)dy—+ec.

Bezeichnet man f¢(y) dy mit f(y), so wird

p— Ve—2af(y)

; dy
und indem man p ersetzt durch e
dx




dx———
VC—?;if(y)

woraus als Integral der Gleichung (1) entsteht

: et d-\‘__. PR fant L
@) ' f ot o

Beispiel. Es sei ¢ (y)=-Fhb?y, so erhilt man folgende in den
Anwendungen vorkommende Gleichung

d*y ;
3 ——F+biy=0.
) d x* =
Duarch Einfilhren von p ergibt sich
33 b2 y2
pdp=—b2ydy; —12— Tl e TG

oder indem man mit 2 multipliziert und die willkiirliche Konstante
2c=a? setzt

pi== V a2 b2 y2
und hieraus

_ I diyines
(4) ki Ve tbio

Diese Gleichung ist nun zu integrieren. Das Inteeral hinet aber
8 x g 3
vom Zeichen der Grisse b2 ab.
. Es sei b? positiv, so gibt die Integration von (4) nach § 80
= 1 I 2 1 12.2Y | ]
(5) e log(by -+ V a2 Fh2y?) o,
Dieses Integral der gegebenen Gleichung enthilt die willkiirlichen

Konstanten a und c¢’.

Die Gleichung (5) kann auch auf folgende Form gebracht werden.
Man versetze ¢’ auf die linke Seite, multipliziere mit b und gehe von
den Logarithmen zu den Zahlen iiber, so kommt

e —be' =py L a2 y2.

Nun ist aber e®*—%¢=—=gb%.e=b¢ —mex.m/==Me%, wo m,m’

und M Konstante bezeichnen. Fiithrt man diesen Wert ein, so wird
Me* —by=— L_/ a2 p2y?

und indem man diese Gleichung quadriert und nach y auflost
2
y= M px__i]Z 2 g
2b 2bM
Bezeichnet man schliesslich die konstanten Faktoren von e* und e—=
mit A und B, so erhilt man als gesuchte Gleichung

(6) y=Ae*-}Be ¥
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II. Es sei b2 negativ, so erhilt man durch Integration von (4)
nach § 78

b

|

-1 C.

v

X=—=

k
Hieraus folgt, indem man die willkiirliche Konstante ¢ versetzt,
mit b multipliziert und vom Bogen zum Sinus iibergeht

©

1 :
- Are sin
D

by
sin(bx — be) = 3

Allein durch Entwicklung des Sinus erhilt man
as :
yEr (sinhxcoshe—cosbxsinbe)
: b
und hierans, indem man die konstanten Faktoren von sinbx und cos b x
mit A und B bezeichnet, als gesuchfes Integral
(7 y=Asinbx -+ Bcoshx.

Die Gleichung (3) kann auch in folgender Weise integriert werden.
Man fithre eine neue Variable z ein, welche der Bedingung

(8) y— o Jzdx
entspricht, so wird hieraus zunichst das zweite Differentialverhiltnis
abzuleiten sein. Dabei beachte man, dass das Differential von fzdx

gleich zdx ist. Man erhilt

124 T :
dy oo i d ?) :d{c.f;mjigﬂze‘_h.:n’
dx dx* dx
somit durch Einfithren des Wertes von y aus (8) und des vorstehenden
- )
dey b
von = 1n (3
i -
dz : .
L 22 T p%2=0.
dx

Nun nehme man der Einfachheit wegen z konstant an, so wird in
der letzten Gleichung dz=—0; also geht sie iiber in
Hier sind wieder die beiden Zeichen von b? aus einander zu halten.

I. Es sei b? positiv, so wird z=—-b; daher der Exponent

von (8)
fh dx=bx-c¢ und fﬁ bdx=—hx-}¢"

Es entstehen daher zwei Werte fiir y, die mit y; nnd y2 bezeichnet
seien. Diese Werte sind nach (8)

Vi _:cIJ.\.jL{ :—:-';\t:x; ".2,_____(‘.-4--;..» = SR

Jeder dieser Werte ist ein partikulives Integral von (1), enthilt
jedoch nur je eine der willkiirlichen Konstanten A und B. Daher wird
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das Integral die Summe dieser partikuliren Integrale sein. Diese Summe
entspricht der Gleichung (1) in der That in allgemeinster Weise;
daher ist

y=Ae*+Be ¥,
eine Gleichung, die genau mit (6) iibereinstimmt.

II. Es sei b? negativ, so wird z=--b }/ — 1; daher
» = —la 2 —
‘Jh V—1ds=bx}V —1+4c undf—h V—1dx=—bx} —1-¢.

Die beiden Werte von y sind daher
yi = elxxv —14c —m ehxvli; yo=n efth:i :

worin m und n willkirliche Konstante bezeichnen. Daher ist das all-
gemeine Integral
(9) y=m ebxV =1 —}--ue*‘”V—I.

Nach dem Moivre’schen Satze (§ 72) ist aber
V=T —oshx 4LV —1sinbx; e ®xV—I—coshx— )/ — 1sinbx.

Daher durch Einfithren dieser Werte in (9)

y=(m-+n)coshx—(m—n) ) —1sinbx
und indem die Faktoren von sinbx und coshx mit A und B bezeichnet
werden
y=Asinbx-}-Bcoshx.

Diese Gleichung stimmt mit (7) iiberein.

330. Integration der vierten Gleichung. Es sollen folgende zwei
Formen integriert werden.

I. Gegeben

d?y dy
1 s = g —— =
(1) d x? i3 dx P
: : . s d .
worin a eine Konstante bezeichnet. Fiihrt man p= d f ein, so folgt
dp=
dx ' apel

und durch Sonderung der Veriinderlichen und nachherige Integration

dp
P — _adx; logp=c—ax.
p
Geht man von den Logarithmen zu den Zahlen iiber, so wird
p=ef 25 dy—¢e"%%dx

daher durch Integration als gesuchte Gleichung
(2) Yo 08 it

worin ¢ und ¢’ die willkiirlichen Konstanten bezeichnen.




[I. Zum Integrieren vorgelegt

A%y gL I d \>
o 5 < 5 = 0.
dix2 ]]/1 '_ktlx

Fiir dy=pdx geht diese Gleichung iiber in
dp — 1
ety V1 |-p? oder adx=- oAl
dx 2

l/.. 1 _![_ l]2-

daher durch Integration die Gleichung

e El I T
lnj'ft,-_ing(p—,-« Vidp ),
worin ¢ die willkiirliche Konstante bezeichnet. Geht man hier von den
Logarithmen zu den Zahlen iiber, so wird
L e ) TG
el\-—l—i P p e l 1..[_ p 5
Man bringe p auf die linke Seite und quadriere, so kommt
e;’:l\—i—!:' et i) p eux-{—(' —1
und indem man p ersetzt und mit e"*+° dividiert
2dy=(ed*k —e=t*=) d x.
Die Integration dieser Gleichung gibt
1 ax-c | ax-c\ _| af
y=—(e*>+cJ-e—*x+) - ¢".
2a

Setzt man noch e®=A, so wird diese Gleichung als gesuchtes
Integral zu
1 ( 1
— Aerx L g 8x L L‘J.
y 2a t A _‘

&

351, Integration der finften Gleichung, Diese enthilt die Grossen
x,y" und y* und habe die Form

d?y dy

1 51>+ 9 =0.
) dx? ! ()(]K+!()

Setzt man dy=pdx, so geht sie in folgende der ersten Ordnung
tiber

dp :

(2) L pt@+9@=0.

Kann man diese Gleichung integrieren und p durch x darstellen,
so entsteht ein Ausdruck von der Form p==F(x,¢) und daraus, wenn
p ersetzt wird, d y=F(x,¢)d x; daher durch Integration

y;:fl?(x,c) dx--¢.

Diese Gleichung ist das Integral der gegebenen Gleichung (1).
[st (2) integriert und lisst sich x durch p ausdriicken, so erhalte
man die Gleichung x=F (p,c¢). Daraus entsteht durch Differentiation

dx=F'(p,c)dp.
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dy . ; 3 :

Da aber d x =——, so geht diese Gleichung iiber in
)

dy=pF(p,c)dp.

Kann man diese Gleichung integrieren, so eliminiere man aus ihrem
Integral und aus dem von (2) die Grosse p und man erhilt den Zu-
sammenhang zwischen x und y.

Beispiel. Es sei zu integrieren
a9
d*y Aty
TRl ] =0
dx# & dx
Durch Einfiihren von p erhilt man sofort
d dp
P ~+x(a-tp)=0; I
dx a—p

Folglich durch Integration

log (a 1)+ logc = —

wo log ¢ die willkiirliche Konstante bezeichnet. Allein es ist log (a—p)
—+loge==logc(a—p). Geht man sodann von den Logarithmen zu
den Zahlen iiber, so wird

(4) ct(n—l (}‘Y}:—:e'_' rdv*/ 5 "(‘ﬂ)f]x.

x2
Lisst sich das Integral von e~ 2 dx darstellen, so ist dadurch
das Integral der Gleichung (3) gewonnen. _
Entwickelt man die Exponentialgrisse nach § 62 in eine Reihe,
so kommt

= 1 1
S EDCR—— 2 i sl daiinyaglal
€ 1 5 X 9.4 X aEn R wl
" x2 1 \:l : 1 x5 1 <7 |
' e 2dx—x— : —— e :
) 2L 3 2.4 5 2:3:8 7

Daher gibt die zweite der Gleichungen (4)

1 15 et e 3
4 =" Pl | - 2 5 i
5 y=——ax-+—(x— = —— .. i
(5) : e 2k it 2.4 5 +
Diese Gleichung ist in der That das Integral von (8), was sich
leicht durch Vornahme der Probe ergibt. Leitet man nimlich aus (5)

2

: = dy d*y ; ’
die Verhiltnisse — = und 5 ab und setzt ihre Werte in (3),

dx dx
heben sich die Glieder gegenseitig auf.
352, Integration der sechsten Gleichung. Die Gleichung habe die Form
dy

d*y |
(1) d x? T dimenid By =

Hierin kinnen nun die Grissen A und B konstant oder auch Funk-
tionen von y sein, dirfen aber x nicht enthalten,

~




I Es seien A und B konstant. Da in (1) die Grossen y und
ihre Ableitungen in der ersten Potenz vorkommen, nennt man sie eine
lineare Gleichung.

Behufs der Integration setze man

(2) y—cets
wo ¢ und m konstante Zahlen bezeichnen, so wird sein
2
dy \ d®y ;
! —cme™*; —=cmie™™
dx dx*

Setzt man diese Werte in (1),

so geht diese Gleichung iber in

(3) m?-+Am-B=0.

Hiernach ist die Grésse m in (2) nur abhingig von A und B. Die
Wurzeln der Gleichung (3) sind
: A A%
4 m———- —B.
(4) | : |/ ;

Hier begriindet nun die Grosse unter dem Wurzelzeichen drei
Fille.

A2
Erster Fall: '4 —B sei positiv. Es entstehen zwei Wurzel-

werte fir m. Diese seien a und b, so entsprechen ihnen nach (2)
auch zwei Werte, die mit y' und y” bezeichnet seien; daher gibt (2)

\'Zce“"; \

Jeder dieser Wefte leistet der Gleichung (1) Geniige; dasselbe ist
auch der Fall mit ihrer Summe
(5)
welehe mit ihren zwei willkiirlichen Konstanten ¢ und ¢’ als das all-
gemeine Integral von (1) zu betrachten ist.

2
- — B sei negativ. Es entstehen zwei Wurzel-

"

o ehx]

'\, —_— CU“ X _':i_ CI OI“\’

Zweiter Fall:
werte von der Form

a-b V-:-l and a— b} =1

Daher werden die entsprechenden Werte von y sein

f=pcat e

y bx V- -!; },“_,_” clehX.a— bx V- 11

welche nach § 72 iibergehen in
y' = ¢ e** (ms bx—sinbx V — 1);
y! =o' e** ((tns bx —sinbx )/ — 1).

Daher die Summe y’—}-y* oder das allgemeine Integral

% [(c - ¢) cos bx (¢ — ¢) sin bx yi=1]

)'.
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Bezeichnet man nun die konstanten Faktoren von cos
mit M und N, so wird

(6) y ==e"* (M cos bx 4 N sin bx).
B

g

) A W L
Dritter Fall: 4 —B=0. Daher wird jede Wurzel der

Ay A == b e
Gleichung (4) = — 5 und die Gleichung (5) gibt als Integral

=t Yl
Yt e e fiemellen 4

Allein hierin kommt nur eine willkiirliche Konstante ¢ vor.,
kann also dieser Wert von
angesehen werden.

s
y nicht als das allgemeine [ntegral von (1)

Man mache daher statt der Voraussetzung (2) die folgende

(7) }.' —_— (C X ,‘ (\_1) el xj
so leistet dieser Wert der Gleichung (1) Geniige. Denn es folgt, aus (7)
dy - ;
o — et~ lex—— ¢/ m ek,
dx ( -¢f)
d?y i ;
d \‘2 =2cme™* - (cx-c¢)m2ems,

Fihrt man diese Werte in (1), so gibt die linke Seite
(ex—+e)[m2~4~Am-+B]-+c(@2m 1+ A).

: : A ; s
Da nun der Voraussetzung nach m — — —, %0 werden die zwei

letzten Klammerfaktoren

=0, also wird die ganze linke Seite von (1)
zu Null.

A ! .
Setzt man daher m = — 5 (7), so wird das allgemeine Inte-

gral von (1) sein

AX
(8) y=(ex-+|tc)e 2.
[I. Es seien A und B Funktionen von y. Man habe
(l'zy i dy
-+f(x) — 1@ (y)=o0.
i@ ek

Fir dy=pdx wird diese Gleichung sein

d p + £ (\) p _i_ P (‘) ={K

dx

’

f dy "
Ersetzt man hierin noch dx durch —— . so erhiilt man
])

pdp+pf(y)dy+¢(y)dy=o.

bx und sinbx \




= e g0 ——

Kann diese Gleichung integriert werden, so verfahre man damit
wie mit der Gleichung in § 351.

Beispiel. Es sei gegeben

d2y : dy
Yo s faltey —L
(1) d x? by dx 5
so wird
dp=(@-y)dy; p=ay- -‘\2 ~+e

und indem p ersetzt wird

) dx= 24y

y24+2ay4-2¢
Dieses Differential kann wie folgt auf die Form
bracht werden. Zuniichst ist
2c+42ay+tyt=(2c—a%)+(@a+ty)?

= (§ o a-1-y 2
—@2c—a )Ll._l_(véc _}5') }

gy
V 2c—a?

b
so wird dy=dz} 2¢c—a’

Nun setze man

Fiihrt man diese Werte in (2), so folgt
N 27 Wﬁdz””
Ve —a2 1422

also durch Integration als gesuchte Gleichung

dx=

a -
———— —Arctanp——
Vac—a " Vee
353. Integration der siebenten Gleichung. Diese Gleichung sei
d?y S
152 ~+ayf(x)=0.

Man setze y=—ce“ wo z eine Funktion von x sein soll, so wird

ay ., Ay S0 Ny ik e

i - v ——— e

dx _ dx ° dx*  dx? dx?
und durch Einfiihren dieser Werte in die gegebene Gleichung
% g2
f:\j i %i— 4 af(x)=0.
Wenn —ji = p angenommen wird, so geht diese Gleichung iiber in
dp

L fptat@=o,
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also in eine solche der ersten Ordoung, die indessen nur in besondern
Fillen integriert werden kann.

354. Integration der achten Gleichung. Diese Gleichung habe
die Form

(1)

d?y dy
— L 9f@m L L yex)=0.
dx? ()dxj'qﬂ()
Man suche sie auf eine der friihern Formen zuriickzufiihren, was
durch verschiedene Substitutionen erreicht wird.

I. Es sei
(2) y=uz,

in- welcher Gleichung u und z von x abhiingige Grissen bezeichnen.
Durch Differentiation von (2) folgt
dy du dz d?y alw .. du ds - dfg

— 7 n—— =7 ——-]-2 —— -,
dx Az vl a i dxs “ax? dx dx ' " dx?

Fithrt man diese Werte in (1), so kommt

diz 0 [hda eTldg d2u du 7
: — T2 —uf(x ~— 1 = — 2 f(x —u ¢ (x) |=0.
tin dx? ! il {\)de T axe A cI.\;N_| 5 f(\l
Man withle nun die Grosse u so, dass sie der Bedingung
du :
(4) S —uf(x)=0
entspricht, so verschwindet in (3) das Glied mit dem Faktor dlz_
dx

Aus (4) aber folgt sofort

du : ;
e f(x)dx; logu :ft (x)dx,
und daher, wenn von den Logarithmen zu den Zahlen iibergegangen wird

(5) i =l ix)dx

Durch diesen Wert von u kann nun die Gleichung (3) umgeformt
werden. Zuniichst folgt aus (5) durch Differentiation
du e .
=f(x)elf®adx, — — — [f/(x) | f(x)2]e) ((®)dx,
e S = () 41 ()]
Mittels dieser Werte und derjenigen aus (5) und (4) geht Glei-
chung (3) iiber in

(6)
welche Gleichung mit der des § 353 ibereinstimmt. Wenn in beson-

dern Fillen die Klammergrisse konstant wird, so stimmt die Gleichung
mit der in § 349 iiberein.

I @ — 16+ 9 ()] =0,

dx?




II. Es sei ferner
(M y=nue",

/

wo u und v Funktionen von x sein sollen. Die Differentiation von (6) gibt

dy du dv

— =g —+e'u——

dx dx dx
d%y d*u ~du dv d?v dv?
5 =e" —— - 2¢" —+e'n—5+e'u——-.
dx? dx? G o o dx? dx?

Durch Einfithren des Wertes von y aus (7) und dessen Ableitungen
in (1) kommt

(8) (]‘31‘1 19 du dv 2.8 EI:.Z 26 (x) ({]Il e d\'\

dx? dx dx dx :1.\/

45 (1" 5 \)>

Nun bestimme man die Grisse v dadurch, dass man die letzte
Klammergrisse zn Null macht. Dies gibt
d? v

9 S teE=o0.

dx?
Diese Gleichung stimmt nun der Form nach mit der in § 348
iitberein. Man erhalte durch zweimalige Integration von (9)
(10) v =1(x),
also auch durch Differentiation dieser Gleichung
dv

[‘1: ( |

dx
Mit Hilfe dieser Werte und der Relation (9) geht nun Gleichung (8)
iiber in

(11)

g 2 [F(x)— f(3 )I--(—]-l—]——f—|l“’(\} — 2f(x)F' (x)]u=0.
dx? dx
Diese Gleichung hat die nimliche Form wie (1), allein die Klam-
mergrossen konnen unter Umstinden auf spezielle Formen fiihren.
Gesetzt man finde aus (11) als Integral n = X, so erhilt man
schliesslich, indem man diesen Wert von u und denjenigen von v aus
(10) in (7) einfithrt, das gesuchte Integral
Y Xaprc
Beispiel. Es sei die Gleichung zu integrieren

2y ¢ = I
d% , 2n dy e [l — 2 )4 b J\-':H.
2

% Adx

Durch Vergleichung mit (1) ergibt sich

f(x)=— f i D (x )—“(u )—HJ"!-

Autenheimer, Elementarbuch. 26
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Man benutze die erstere der beiden Substitutionen, so wird der
Exponent in Gleichung (5)

4 :
J f(x)dx :f— n -(—L'\- = — nlog x.

/=

Daher gibt Gleichung (5

— nlogx

n=e

Man kann aber diese Exponentialgrisse noch umformen. Nimmt

man niamlich die Logarithmen, so wird logu=—nlogx=logx—".
Daher, indem man wieder zu den Zahlen zuriickgeht
(12) n=x7%

Zur Bestimmung der Klammergrosse in (6) hat man

T el et n? (D=0 ) g 2
f'(x) — f(x)* P @)= Ll -+ Y ks bf=h#
Daher geht Gleichung (6) iiber in
d2z
A g ]
<2 bz — 0

deren Integral nach Formel (7) des § 349 ist
(13) z=Asinbx—|Becoshx.

Da aber nach (2) sein soll y=uz, so wird durch Multiplikation
der Gleichungen (12) und (13) das gesuchte Integral sein

y=x""(Asin b x - B cos b x).

355. Ableitung des allgemeinen Integrals aus einem partikuliren,
Fiir die Differentialgleichung der zweiten Ordnung

: d*y s idiy .
(1 s~y =0
) xz | (iX TER ( )

sei ein partikulires Integral gefunden, d. h. ein solches, das der Glei-

chung (1) Geniige leistet und nur eine willkiirliche Konstante enthilt.
Es sei P dieses partikolire Integral, so wird P eine Funktion

von x sein, so beschaffen, dass, wenn die Grissen P, dP und d*P

in (1) eingesetzt werden, der Ausdruck links sich auf Null reduziert.
Nun sei aus P ein allgemeines Integral zu (1) abzuleiten. Man

gehe von der Voraussetzung aus, es lasse sich darstellen durch

2) y=Pz,

worin der Faktor z eine Funktion von x bezeichnet, welche bestimmt
werden soll. Durch Differentiation von (2) erhilt man

e ) | “
P = _ L — -z ;
d x? dx2 s dxode b - dnd

tl_\’:}_, dz | zdl’“
dx dx dx’
iy o A S R




L

ly Ta v ;
Fithrt man diese Werte von vy, €Y und -(—2— in (1) ein, so
=idx dx
kommt
de Pl dP [1 2 dP dz
, : f(x ) {8 s ) - 2—— _l_Dfix =),
7<dx-’ g dx P )> : ( dx ails ‘\)> dx
Hier ist nun die erste Klammergrisse =0, weil P ein Integral
von (1) ist, ihr also Geniige leistet. Daher muss sein
d%z dP Bz
P e 9 1= ) e B2
dx* ( dx Eh )>
dz : i - :
Man setze nun e geht diese Gleichung iiber in
dx 7
, dp [ (‘ llP jo ) i
; e % Pf(x) )Jp=0
und durch Sonderung der Veriinderlichen in
dp dP :
-p‘-- +2 4 f(x) dx=0.

Die Integration dieser Gleichung gibt
el
logp—+2log P — logk = -—'J f(x)dx,

worin log k die .Konstante der Integration bezeichnet. Das Integral
rechts konne ausgefihrt werden; man bezeichne es mit F(x), so
wird sein

(3) log

P [)J

#——‘J f(x)dx=F(x).

Geht man von den Logarithmen zan den Zahlen iiber und ersetzt p
o
dz v
durch ——, so wird
dx
dz=kP2eF®)dx

und daher der gesuchte Wert
n R
1) ?,=kJ P2 aF () d x,

der nur noch mit P multipliziert werden muss, um das allgemeine
Integral zu geben.

Beispiel. Fir die Gleichung des § 352

S5 _1123'_____ dy )
(5) 1x2 LA g -+ By=0,

worin A und B konstant sind, wurde das partikulire Integral
Ax

(6) P=c¢e 2
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2
fir den Fall gefunden, dass -T--—B — (0 ist. Es soll ans diesem

Werte (6) das allgemeine Integral von (5) abgeleitet werden.

Hier ist f(x)=A; daher nach (3)
B r
l"(x):_"JAll?C:-—Ax; eF (3) — g—Ax,

Ferner folgt aus (6)

P—2— 1 eAX

Mithin nach (4)
n k
-,-,:k‘J - L eAx.o—Axgqy—__x-L¢
c

2

Das gesuchte allgemeine Integral nach (2) ist daher

( k ‘) ;\2.‘
= | —=x—+1¢ |e .
gl i

Es stimmt dasselbe mit dem in § 352 in Formel (7) angegebe-
nen iiberein.

b. Integration nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten.
Wie die Differentialgleichungen der ersten Ordnung, so kinnen auch
solche hoherer Ordnung durch Reihen integriert werden. Man wendet
hierzu vorzugsweise die Methode der unbestimmten Koeffizienten an.

3

Es sei folgende Gleichung zu integrieren .
- 4

(1) £ x,y, : 5=
SRt A=

dy d?y
: > )=o0.
Man setze vorans, das Integral habe die Form
¥ L
(2) y=Ao x"F Ay x"+1 | Ay 2 LA xu+d L

worin sowohl die Vorzahlen A, Ay, Ag,.. als aunch der Exponent n als
konstant, jedoch als noch unbestimmt voransgesetzt werden. Die Diffe-
rentiation von (2) gibt

ly X ; :
(3) ;‘\ =nA¢ x" 14 (n-}1)As x" (0 4-2) Ae x"+! ..
(4 %:;: —=n(n—1)A¢ x* 24 (n+1)n A x" ' (0+2) (04 1) Ag x"-. f

aus (2), (3) und

. : d d4y
Filirt man nun die Werte von vy, Y und :
= dx dx

(4) in (1), so entsteht eine Gleichung, welche es mdglich macht, die
Konstanten bis auf zwei oder eine zu bestimmen. Die unbestimmt
verbleibenden Konstanten sind dann diejenigen der Integration. Ver-
bleiben zwei, so ist das Resultat das allgemeine Integral von (1); bleibt )
pur eine Konstante unbestimmt, so entsteht ein partikulires Integral
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I. Die gegebene Differentialgleichung sei
(i
(5) L ~+axy=0.
% dx?
- . ; : dy A yisl;
Fiihrt man hier die obigen Werte von y, — = und LY ein, s0
Sl x dxA
kommt
0=n(—1)Aox" 4 (o4 1)nA x" 1 +(n+2)(n+1) Az x"
+ (n+3) (n+2) As |x* - (n 4 4) (n-}-8) Ag |x"F2 ...
*li— a An li "-;— a A]

Da die linke Seite dieser Gleichung fehlt, so miissen die Vorzah-
len aller Potenzen von x auf der rechten Seite zu Null werden.

Nimmt man auch n==0 an, so geben zuniichst die beiden ersten

Glieder
0+Xg=0; (Mo ==
| Daher bleiben Ao und A; unbestimmt. Aus den folgenden Glie-
dern rechts ergeben sich die Bedingungen
2.1 A2 =0; somit A =0,
‘ a Ao
3:2A; alAo= Az = —- :
3 1\5 1~ QA0 0 \3 9.3
‘ a Ay
f 4-3As +aA =0 Ay =— T
| 5:-4A; +aAa=0 As =0.
|
o ;i . LA%A
65 As ', aA; =20 Ag =1 2.3_;.”.
leﬁl
7:6A7 +—alA=0 ARl e
B ; 73456
8:7TAs +aAs=0 As =0.
B
9:8A9 *%—21)\(;_” Ay = — j 3. -U 8 3"
@ g A
10-9 A0 +aAr=0 Ao =— b

B d B T 910

Setzt man diese Werte von n,Ag, A1 ete. in (2), so erhilt man
als gesuchtes allgemeines Integral

A (1 e a A
St 4 L T TR M R e

6

LA ( ax’ adx’ D g
(R Sl WU TR il e 0 R 10—‘)

Die Grossen Ao und Ap sind hier die Konstanten der Integration.
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II. Es sei ferner die Gleichung zu integrieren

d?y a dy
SESE -l by=
©) dx? ! Tl X Tk
£ . dy dtw : :
Setzt man die Werte von vy, Tt und qxz us (2), (3) und (4)

hier ein, so wird
O=n(n—1)A¢ | x»2{-(n}1)nA | x4 (0 2)(n1) As [ Xt
nadho (n1)aA, | (n4-2)aAs |
b Ao J

Hier miissen wieder die Vorzahlen der Potenzen von x gleich Null
sein. Das erste Glied gibt

n(n—1-a)Ay=0.

Soll daher Ao unbestimmt bleiben, so muss entweder n =0 oder
n==1—a sein. Fir diese Werte von n wird der Koeffizient des
zweiten Gliedes : fiir den ersten a Ay = 0, fiir den zweiten (2—a) Ay = 0.
In beiden Fillen muss daher A; =0 sein.

Fir n=0 bleibt also Ap unbestimmt und A; wird zu Null
Hierfir geben die folgenden Glieder
b Ao

o 9 / — H A9 — — .
2(1+a)A2|bAo=0; folgl. As 2(1-a)

3(2-}-a)As —+bAr =0 A3 =0.
llQAO
4(3+a)Ast+bAs=0 -
(3--2a) As+-b A B 2:4(1-1a)(3-a)
5(4+a)As+bA3=0 As =0.
b3 A
6(5-+2)As1-bAs—0 g el

© 2-4.6(1Fa)(3Fa)(5Fa)
Fiir diese Werte geht (2) iiber in
bx? b2x4

(7 = == AL s g b et
) : Aﬂ( 2(14-a) " 2-4(1-1-a)(84a)

e ]]:ixli :
2:4-6(1-4-2)(8+a)(5-]a) ! )

Da diese Gleichung nur eine unbestimmte Konstante Ao enthalt,
so ist sie ein partikulires Integral von (8). Zu einem solchen wird
das vorstehende Verfahren immer fiihren, welchen Wert von n man
auch annehmen mag. Es zeigt dies, dass das Integral noch andere
Glieder enthalten muss als solche, wie sie Gleichung (2) voraussetzt.

Das allgemeine Tntegral soll nun aus (7) nach dem in § 355 an-
gegebenen Verfahren bestimmt werden. Dort ist mit P das partiku-
lire Integral bezeichnet. Daher kann man aus (7) ableiten

P2 =A0"2(1J-ax?4gxt]-..),




. konstante Faktoren sind, die sich durch a und b aus-
sen. Ferner ist im vorliegenden Fall

worin «, 8
driicken l:

o)

f adx
{(x)= i ;i FlE)=-— L:\-- — — alog x;

daher
L\l“(n) —¢ ~alogx __ g—a

7= k‘j-‘l' =4t @ dx

z=—k Ao “"-"Jn(l tax?4-gxt4-.)x"dx,

Da aber allgemein
so wird

d—a 5=

r=kA —:(x}._:l B! £ | {f\ + ) |
R 1—a CYPIPSRR AT G

Setzt man diesen Wert von z in die Gleichung y=Pz, so wird
das gesuchte allgemeine Integral sein

71'1 bx? h?z* ]
Y= el T 2 a0t

IX. Aufgaben iiber die Kettenlinie.

857. Allgemeine Gesetze der Kettenlinie. Wenn eine vollkommen
biegsame Kette an beiden Endpunkten befestigt wird, so senkt sie sich
vermige der Gewichte, welche an ihren Teilen hingen und bildet eine
Kurve, welche Kettenlinie genannt wird. Sie liegt in einer Verti-
kalebene, welche durch die Aufhiingepunkte geht. Die Form der
Kurve wird bedingt durch das Gesetz, nach welchem die Gewichte
an der Kette iiber ihre Linge verteilt sind.

Bs sei CAB (Fig. 125) eine solche Kettenlinie, O einer der Auf-
hiingepunkte und A der tiefste Punkt. Man lege durch letztern Punkt
in der Ebene der Kurve zwei rechtwinkelige Achsen Ax, Ay, wovon
Ax horizontal ist und hezeichne mit

x,y die Koordinaten DE und AE eines Kurvenpunktes D,

h,b dasselbe fir den Aufhingepunkt O,

«, ¢ die Winkel, welche die Kurve in den Punkten C und D mit
der horizontalen Richtung bildet und

P, die Spannungen der Kette in den Punkten C und D, in der
Richtung der Tangenten an die Kurve wirksam.

Man zerlege die Krifte P und Q in die horizontalen Seitenkrafte
Pcos e, Qcos @ und die vertikalen Psin e, Q) sin . Damit das Kur-
venstiick CD keine horizontale Bewegung mache, miissen die Krifte,
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welche an dessen Endpunkten in horizontaler Richtung wirken, ein-
ander gleich sein, so dass man hat

(1) Q cos ¢ =Pecos a.

Da hierin P und @« konstant sind, so wird auch das Produkt
Qcos ¢ konstant sein, wo auch der Angriffspunkt D der Kraft Q ge-
dacht wird. Hieraus folgt, dass die Spanunung der Kette in ho-
rizontaler Richtung konstant ist. Riickt der Pankt D abwiirts,
so wird ¢ kleiner, also auch die Spannung Q kleiner. Im tiefsten
Punkt ist ¢ =0, also Q=Pcose. Die Span nung der Kette
nimmt somit von oben nach unten ab und wird im tiefsten
Punkt ein Minimum,

Fig. 125. Die Kraft Psine, welche das Kurvenstiick
DC in C aufwirts zieht, muss gleich sein der
Kraft Qsin ¢, welche in D abwiirts wirkt, ver-
wehrt um die Last G des Kurvenstiickes CD.
Diese Last G setzt sich zusammen aus dem Eigen-
gewicht des Kurvenstiickes und dem Gewicht,
das ausserdem an ihm hiingt oder auf dasselbe
driickt. ~ Hiernach muss sein

Qsing - G=Psin .

Riickt der Punkt D der Kurve entlang abwirts, so vergrossert sich G,
wahrend @, also auch sin @ abnimmt. Im tiefsten Punkt ist =0
und G =Psine. Rickt umgekehrt D aufwirts, so nimmt G ab und
Qsin® zo. Fiir den Punkt C ist G=0 und Q=P.

Die Voraussetzungen, welche im Folgenden gemacht werden, be-
ziehen sich ausschliesslich auf die Griisse G,

338. Die parabelische Kettenlinie. Das Gewicht G sei der Linge
der horizontalen Projektion des Kurvenstiickes CD (Fig. 125), also der
Abscissendifferenz h — x proportional.

Die Gesetze dieser Kurve sind bereits in 8§ 132 behandelt. Es
entsteht eine Parabel.

339. Die gemeine Kettenlinie. Das Gewicht G sei der Linge des
Kurvenstiickes proportional, mithin gleichformig iiber die Kette verteilt.
Auch dieser Fall ist in § 132 behandelt; doch soll hier eine et-
was allgemeinere Darstellung ecingereicht werden. Es seien (Fig. 125)
s,58' die Liingen der Kurvenstiicke AD und CD und
q das Gewicht der Kette fiir jede Lingeneinheit derselben, also qs
and qs’ die Gewichte der Stiicke AD und CD.
Daher wird hier G == qs‘. Fiir diesen Wert geht (2) von § 357
iiber in
(1) Q sin ¢ - qs’ =Psinc.

Da die Linge der Kette s—|-s‘, also ihr Gewicht q (s —-5) ist, so
erhiilt man fiir den tiefsten Punkt

(2 q(s+s)=Psine,
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und fir den Punkt D, indem man diese Gleichung von (1) abzieht
(3) Qsin®=4qs,
4. h. die Vertikalkraft Qsin g in D ist gleich dem Gewicht des Kur-
venstiickes AD.

Dividiert man (3) durch Gleichung (1) des § 357, so folgt

qs
4 0 “{4 g — Ll
) s P cos &
Der Abkiirzung wegen setze man
q
5 — =
(5) Peos o
; ol dy i ;
in (4) und beriicksichtige, dass tang ¢ = ‘l‘—— , so geht (5) dber in
* dx
dy
(6) etk
dx

In dieser Gleichung kommen die drei Variabeln x,y und s vor.
Man kann aber die letztere durch die beiden erstern ausdriicken durch
die Relation ds?=dx2-Ldy? Zu diesem Zwecke differentiiere man

Gleichung (6), indem man dx als konstant ansieht und ersetze ds,
so folgt

30 0 1) BRI Iv?
(7 —d_i y =m }dx®}-dy*=mdx ]/1 ,‘r,,_‘ 3.

dx dx*

d d dy
Nun setze man y =p, also auch — Y —4 pound dz—="—-=
dx dx

so wird
pdp, .

Vit
Das Integral dieser Gleichung ist mach § 80
(8) Vi —E‘l p2 =my-|C.

Fiir y=0 wird ¢ =0, also auch p=0; daher die Konstante
(0=—1. Hiernach wird die letzte Gleichung zu

(9) Vi-tp2=my-+1.
Die Ordinate des Aufhingepunktes C werde mit b bezeichnet, so
wird fiir diesen Punkt p==tang @ und die letzte Gleichung zn

=mdy.

V1 tang?e =mb--1

oder indem man den Wert von m aus (6) einfiibrt

P cos e |/ 1 tang®e = q b - P cos e.

Allein es ist cos « Vl—],—t.zmgz;:l; daher wird
8l

(10) b= —lI] (1 — cos @).
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Man quadriere (9), so kommt
pi=m?y%2-2my.

Ersetzt man hierin p durch seinen Wert und zieht die Wurzel

aus, 80 ist

el dy

(11) I'l.\"';_—]_—_' = .
m l//}'?‘ igh 2y

m

Allein in dieser Gleichung darf fiir den Bogen AC von beiden
Zeichen nur das obere genommen werden, weil dy mit dx zunimmt.
Lisst man also das untere Zeichen weg und integriert nach § 308,
Formel (2), indem man daselbst A =0 nimmt, so wird

X 1 lg ( Ty | gl
N—— ) L L ol | rd_|
m 2\ m ¥ y m

Fiir den tiefsten Punkt wird x =0 und y=0, also

1 1
0=—log— —C.
m °m |

Durch Subtraktion dieser Gleichung von der

(12) x—l—log(]- +my - ml/\;"2 |
m i

Diese Gleichung erscheint aufgelost in Hinsicht x.

aber auch y durch x ausdriicken. Zu diesem

man mit m und gehe von den Logarithmen zu den Zahlen iiber, so ist

e"*=1-my-+m y2|- =2
3 m

oder auch

el]!\ = 1 -‘) 2.,
m 4 o y m

Quadriert man diese Gleichung, so folgt
P 1 B ol L 2 )
:‘ 57 1\ :_2-‘7“||\¥
N m J m
und daraus die gesuchte Gleichung
e 1 (Unn k| A s i A -_])_
; 2 ' '

welche genan niit der in § 132 iibereinstimmt.
>

Setzt man y=bh=— (1 — cos @) aus (10) in (12), so wird x
|

zur Abscisse des Aufhiingepunktes, welche mit h bezeichnet werde, so

folgt nach einigen Reduktionen

P cos a
= :

og -
q COS ¢t

Jrizk -ii”‘_‘.>




— 411 —

: dy : :
Setzt man die beiden Werte von dy aus (6) und (11) einander
X

gleich, so folgt
[ 2 \’ | P £0S
i 2_‘_ =1/ 2+ : y.

Der Ausdruck fiir den I{riimmuugslm.lhmessur o einer ebenen

Kurve ist nach § 291
3
dy\*?
Elanoran

d?y
dx?
: A L dy 5 (2w
Setzt man hierin die Werte von T e (6) und von i 5o aus
ax ax”

(7), so folgt unmittelbar

== 1— I ms?
i :
Fiir s =0 erhiilt man als Wert des Kriimmungshalbmessers im
tiefsten Punkt
1 P cos @

m q

Setzt man fiir s die Linge der Kurve vom Aufhingepunkt bis

eh 2 S P sin ¢ .
zum tiefsten Punkt, also nach (3) die Grosse , s0 erhilt man
q
als Krimmungshalbmesser im Aufhiingepunkt
1)
i — ;
([ c0s ¢

Daher die Proportion

plipt = cos?ee: 1.
2

360. Form einer Kette, bei welcher der Querschnitt proportienal
der Spaunung sich dndert. Die Kette habe nur ihr eigenes Gewicht
zu tragen, soll aber in allen Querschnitten einen gleichen Grad der
Sicherheit gegen das Zerreissen besitzen; also wird jede Flichenein-
heit der Querschuitte gleich stark gespanut sein missen. Es seien

z,2' die Querschnitte der Kette in C und D (Fig. 125),
q das Gewicht der Volumeneinheit der Kette,
so miissen der Voraussetzung nach die Querschuitte in C und D sich
verhalten wie die Spannungen P und Q. Daher
vl =Y
2

Z
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Allein aus der Gleichung (1) des § 257 folgt Q: P = cos e : cos @;
folglich wird

0 oy - COS D
cos

Wir nehmen hier den Aufhingepunkt C als Anfangspunkt der
Koordinaten, lassen x zunehmen um dx, so rickt der Querschnitt in D
abwiirts um den Weg ds’. Lings dieses Weges kann der Querschnitt 2*
als konstant betrachtet werden; es entsteht daler withrend dieses Vor-
ganges das Volumenelement z‘ds’. Dieses ist daher mit Riicksicht
auf (1) gleich

cosee

7 ds
cos ¢

) . . dx !
Allein es ist ds’2=dx2-}-dvy? und cos P = [ daher das Ele-
2 as
ment d v des Volumens
; dyed 3
(2) dv=1zcos & (1 1 — Vdx.
= " odx?

Multipliziert man den Wert (2) mit q, so erhiilt man das Gewicht
des Volumenelementes ; integriert man sodann, so entsteht das Gewicht
des Kettenstiickes CD von der Linge s’. Dieses Gewicht ist aber
nichts anderes als die Grosse G der Gleichung (2) des § 357. Da-
her wird diese Gleichung im vorliegenden Fall

_ j %
Q sin @ - q % cos c‘ef(l - Ei '12 > dx=Psine.

Versetzt man das zweite Glied von links nach rechts und dividiert
mit Q cos @ = Pcos e, so wird

dy?
Psine — qz cos c.zf(l+ 9 i,)d,\'.
" X
(3) :

o = — L i ——
g P cos « i
Fir ¢ =0 wird
h
: e ady?
P sin & ==z cos & (1 - "-'2->(lx
o) dx
1)

ZUn (\ll_“'l( ht di.“) ]‘.(r‘a enst ll(ki“s vom j\ll ]l.l |H'l.[lil ]kt b!s zum Ll@ihte[l
f.i y
u; ot man tar g =

elz g [ i\

folgt, da Psine und P cos « konstant sind

A L | dy? :
) g% 0 P (14* fixri)d'\'

Nun setze man

in (3) und differentiiert man sodann, so

q2ilj i dy- «
(5) p —m und T,




e

=
- d*y R & ;
so wird — = dp; daher geht (5) iiber in

dx
dp
1--p?

— —mdx.

Hierans folgt durch Integration
Arc tangp = — mx - C.
Fiir x =h ist aber p=0; daher gibt die letate Gleichung
0=—mh--C.
Man erhiilt daher durch Subtraktion
Are tang p = m (h — x). :
Geht man vom Bogen zur Tangente iiber, so gibt diese Gleichung
(6) p = tang m (h — x).
Fiir x=0 wird aber p=tangc; daher
tang ¢ = tang m h

und hieraus @ ==mh oder
o
(M) m= .
h

Setzt man die beiden Werte von m aus (5) und (7) einander
gleich, so folgt
qhz
®) w121
P
Allein hz ist das Volumen eines Prismas von der Linge h und
dem Querschnitt #z, also qhz das Gewicht desselben. Das Verhiiltnis
dieses Gewichtes zur grossten Kettenspannung P gibt daher den Bo-
gen «.

; gy ik o
Fiir p = gibt Gleichung (6)
ax

(9 dy=tangm (h — x) d x.
Um diese Gleichung zu integrieren, beachte man, dass
ft ) ® sinx dx |
ang xdx= = — log cos x
5 ‘J €0S X 8 :
1 .
und da tang m(h —x)dx= — - tang m (h — x) d (— mx), so gibt (9)
I

1
Y log cos m (h — x) - C.
1

Fir x="h wird y==b; daher die Konstante C=Dh.  Hierfiir
wird die letzte Gleichung

1
b — y = ———log cos m (h — x),
m
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oder auch, indem man den Wert von m aus (7) einfithrt

h—x

(10) h—y=— g log cos «.
o

— X

h

ein echter Bruch, dessen Wert fir x=0 auf 1 steigt. Daher ist der

Cosinus zu nehmen von einem Winkel, der kleiner als e ist. Der ‘

Ao A T1.0s = sy S
Dies ist die gesuchte Gleichung der Kurve. Darin ist —

Logarithmus davon ist negativ, weshalb b — ¥y positiv erscheint, wie
es sein soll.

Fir x=0 wird auch y=0. Hierfiir gibt Gleichung (10)
h

(11) o= — I' log cos «.
D

Durch Gleichsetzen der beiden Werte von e aus (8) und (11) ge-
langt man zu folgender Relation
qbz
U
welche dhnlich wie (8) aufgefasst werden kann.

Sind b und h gegeben, so kaon aus (11) die Grisse « berechnet
und hierauf mit Hilfe von (10) die Kurve konstruiert werden.

Um das Volumen v der Kette zu finden, hat man nur Gleichung (2) |
zu integrieren. Zu diesem Zwecke fihrt man vorher den Wert von

log cos ¢ = —

r

d : 5
Y aus (9) ein, so folgt

dx
(12) v = 7 coS af{l - tang®m (h — x)] d x.
Nun ist ft:mg?\* dx =tang x — x, wie man sich darch Differen-
tiation iberzeugt, daher anch
z] 2 1
J tang”m (h — x)dx = — , tangm (h—x) —x.

Daher gibt (12)

Z COS ¢

y = — —tang m (h — x) - C.
m
Fir x=0 wird auch v=0; daher
Z COS (¢
0=—- ——tangm h - C
m

und durch Subtraktion, indem man noch m mittels (7) ersetzt

coSs ¢ h—x

=zh———| tang — tape —— 1.
y—ah— [.mga ang i 0.]

1
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Dehnt man x bis h aus, so erhilt man das Volumen der Kette

vom Aufhiingepunkt bis zum tiefsten Punkt. Dieses ist daher

sin o
i—Zh

o«

Zur Bestimmung der Linge benutzt man die Gleichung

ey
ds’—-d_\l/l -I- : :'.,,
dx*

von der schon bei Ableitung von (2) Gebrauch gemacht worden. Fiihrt

man den Wert von _,) aus (9) ein, so folgt
dx
VAL, i o s s B ISR,
ds /1 - tang®m (h — x) dx =5
Allein es ist nach § 309, Formel (2)

J" dxing I_1 lJubm\

= og
oS X 9 %1 _siny

Daher auch

! 1 14 sinm (h —x) ;
g e Jog o L
9m 1 —sinm (h — x)
Fiir x=0 wird auch s'==0; mithin wird
o L log 1--sinmh
2m 1 —sinmh

und dureh Suobtraktion

S []0 14sinmh e —_sm m (h — x) ]

2m 1 — sinmh ® 1 —sinm(h — x)
Ersetzt man m durch seinen Wert aus (7), so erhilt man als

gesuchte Bogenlinge der Kurve

14 'iuh—_x
s h i 1} sine vy i h
— 0
2 | °1—sine & . h—x
1 — sin l -«
1

der Kurve vom Auf-

(24

Fiir x="h entsteht hierans die Liinge s”

hiingepunkt bis zum tiefsten Punkt. Daher
h 1 --sine
gl — IOg { 4

2o

1 —sine
a9

241

’ dy i+ Ml (
Setzt man den Wert von — aus (9) und denjenigen von | },'
jenig dx>

dx
aus (4) in den Ansdruck fiir den Krimmungshalbmesser (§ 291), so
folgt unmittelbar fiir irgend einen Kurvenpunkt

h e
p— 1 - tang® o
5 o l/ |_ [=] ]1




LB

ferner fiir den Aufhingepunkt, wo x =0 ist
L
h

e = T
o'=—V 1+ tang?e,

und endlich fiir den tiefsten Punkt, wo x=h wird

o l

361. Form cines von oben belasteten Tuches. FKin Tuch sei an
zwei parallelen, vertikal stehenden Wiinden lings horizontaler Linien
festgehalten und zwischen den Winden durch eine Masse belastet,
deren Teile lose neben einander liegen (wie trockener Sand, Wasser ete.),
so dass die ohere Begrenzung dieser Masse eine horizontale Ebene bilde.
Das Tuch soll in gespanntem Zustande so geformt sein, dass Vertikal-
ebenen, senkrecht zu den Winden gedacht, dasselbe liings kongruenter,
gleich tief liegender Kurven schneiden. Man soll die Form dieser
Kurven bestimmen unter der Voraussetzung, dass das Gewicht des
Tuches und seiner Steifigkeit nicht in Betracht komme.

Es gelte die bisherige Bezeichnung. Es sei also CAB (Fig. 126)
die Kurve, AE=y die Ordinate nud DE = x die Abscisse des Kur-
venpunktes D, so wird, wenn die Vertikale AF=b, die Vertikale
DH=bh —y sein.

I. Die anf dem Tuche liegende Last reiche von unten !
bis zum Punkte C. Daher wird das Kurvenstick CD einen Kor-
per tragen von der Form eines Prismas. Grundfliche desselben ist
die Fliche CDH und Hohe der Abstand
zweier Vertikalebenen, welche senkrecht zu
den Wiinden stehen. Ebenso liegt auf dem
Kurvenstick DA ein Prisma von der Grund-
fliche DAFH und gleicher Hihe.

Man nehme die Héhe dieser Prismen

=1 an und bezeichne, wie in der letzten
Aunfgabe, mit q das Gewicht der Volumen-
einheit der Masse, so ist das Gewicht, das
auf CD drickt = q>< Fliche CDH; das-
jenige, das auf DA drickt =q><Fliche DAFH. Daher gibt Glei-
chung (2) des § 357

q>XDAFH-q>DCH=Psin« und

(1) Qsing=q><DAFH.

Fig. 126.

Liisst man x zunehmen um dx, so beschreibt die Vertikale DH
ein Flichenelement von der Breite dx und der Hohe h —y, also vom
Inhalt (b — y) dx. Diese Grisse ist das Differential der Fliiche ADHF;
folglich das Integral von (b —y)dx die Fliche ADHF. Hierfiir geht
(1) iiber in

Q) sin ¢ = q'Jq(h — y)dx.
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Dividiert man diese Gleichung durch Qcos ¢ —P cos e (§ 357),
so folgt
(2) tang ¢ — 1 J (b—y)dx.

P cos e
Fiir ¢ = 0 muss auch die Fliche D A FH sich auf Null reduzieren,
)
also I (b —y)dx=0 sein; fir ¢ =« aber dehnt sich diese Fliche

L

iiber ACF aus. Daher muss sein

h
®) Fliche A()F:-f(h — g)dix;
Man setze in Gleichung (2)
dy q
4 ang @ — e
(4) tang ¢ 3 und m Pl &

so geht sie iiber in
dy
— =1 b —vy)dx.
dx II( Ndx

Die Differentiation dieser Gleichung gibt, da dx konstant ist

d?y
5 —=m(b—y)dx.
(5) dx ( y)
dy d*y :
Fihrt man — =p, also ——-=dp ein und ersetzt dx durch
dx dx

dy :
—*— 180 wird
D

pdp=m(b—y)dy.

Folglich durch Integration

p? y2
— by — .
g m(:) 9 )

Fiir y=0 wird auch p=0; daher ist die Konstante der Inte-
gration weggelassen. Man multipliziere mit 2, ziehe die Wurzel aus

ly :
und ersetze p durch l] =, so folgt
dx

d b hsd

(6) dx )/ m=— ;
V2by—y?

welche Gleichung folgendes Integral liefert

—b i
= -+ C.

Fiir x="h wird y=»b. Hierfiir gibt die letzte Gleichung

h Vm ==L,

Auntenheimer, Elementarbuch. 27

' i g
X 1/ m = Arcsin -~




Daher durch Subtraktion

,— . b—y
(h—x) )/ m = Aresin T
oder auch, wenn man vom Bogen zum Sinus iibergeht
(7) bh—y=bsin(h —x) } m.
Fiir den tiefsten Punkt wird x =0 und y=0; ihm entspricht also {

- al . . i 5 w '8l e .

die Gleichung 1 =sinh V m, welcher der Bogen 2 Geniige leistet.
Es muss daher sein

. - T

8 h )/ m—-—.

®) :
Fiihrt man den Wert von m aus (4) hier ein, so ergibt sich als

Spannung des Tuches in horizontaler Richtung

\2
P cos __q(?h) .
T

Setzt man aber den Wert von } m aus (8) in (7), so erhilt man L !
als gesuchte Gleichung der Kurve i
9 IJ-*\'.-.-lnsiu]fh L stay !
¢ % A 11
In der Figur ist h—x=CH und b —y=DH, Nimmt man ‘
den Punkt C zum Anfangspunkt der Koordinaten und bezeichnet die !
genannten Werte mit x’ und y’, so geht Gleichung (9) iber in |
. W |
(10) y'=hsin———,
: h 2 ‘

; ; dy
Aus (6) folgt, indem man --}-)— durch tang ¢ ersetzt
dx

T i
(11) tang ¢ = VVa2by — y2
2h £ ;
und hieraus fir y="0, da ¢ in « iibergeht
™ b
tang o« — S
RS

Diese letzten Werte kénnen ebenso aus (9) oder (10) abgeleitet
werden.

Reduziert man die obere Grenze des Integrals (3) auf x, so erhilt
man als Ausdruck fir die Fliche ADHF [

2 o M. fh—xm= ‘" 2bh h—x
(12) f(h—_\,,ulx—bj hlll( N 2>|lx— = cos( » 2)

nund hieraus als Wert der ganzen Fliche ACF

g 2h1

J(b—y)(lx:- o
™

0
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Nun ist bh das um die Fliche beschriebene Rechteck; folglich

die Fliche ‘T — 0,636.. von diesem Rechteck.

Das Gewicht der Masse, welche das Tuch auf eine Liinge =1,
der Wand nach gemessen, zu tragen hat, wird erhalten, wenn man
diese Fliche mit q multipliziert. Mithin wird z. B. das Gewicht der
Masse CDH nach (12) sein

h —
L s A1 g =k e
q(Jﬂ(h—})ll.\ﬁq- 2 [l—ws( A 2—)_‘.

Die Linge der Kurve ergibt sich wie folgt. Es ist das Bogen-

element !
dis—dx l/ 1 dy? \
dx2

Aus (9) folgt aber durch Differentiation

dy wl!c (h—x w)
—_— = S :
Tl Vst W

Folglich wird das Bogenelement

(13) clﬁ—d\]/ (Th> cos* (h 2 Jel

Um dieses Differential zu integrieren, wende man die Methode
der Quadratur an, indem man Flichenelemente von der Form ud x
an einander reiht und zwar mit der Grundlinie dx und der Hohe u
= der Waurzelgrisse in (13). Dadurch entsteht eine Fliche, ihnlich
derjenigen auf 8. 346, mit der Grundlinie h, zwei Endordinaten und
einer Kurve. Die erste Endordinate entspricht der Abscisse x =0 und

b 2
hat einen Wert = 1; die letzte wird Z]/lﬁ—(%) fipsx==h,

1 T :
Der Abscisse x = ]1 entspricht ein Bogen = —; allein es ist

2

h
—]/ —; also wird diese Ordinate —]/ —l— (-rr ,> . Diese

Ullhmto ist nun das arithmetische Mittel aus den Huh{,n aller Flichen-
eltmeuto Denn geht man von dieser Ordinate aus um eine Grisse

h‘<—— h riickwiirts und vorwirts, so trifft man auf Ordinaten, die um

'rlew!l\'wl abweichen von der mittleren und zwar im positiven und nega-
tivem Sinne, was sich aus der Eigenschaft der Funktion leicht nach-
weisen lisst. Daher ist die FI Lwhe gluch einem Rechteck mit der

Grundlinie h und der Hihe l/ 1 (Tb> ; also das Integral von

(12), d. h. die Kurvenliinge vom Aul!mngepuukt bis zum tiefsten Punkt

= (G-

27=*
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Der Ausdruck fiir den Kriimmungshalbmesser einer Kurve ist

ErY ds? .
T dxd? \ ¢

Nun gibt Gleichung (5) d*y=m (b — y) d x*; daher wird

1 ds\* -
Ozm(irﬁ_\'}<(l.\-) ' !
Da aber gemiiss der Figur d x=d s cos ¢, so ist auch
1
() = (b — \?L;):W[
Hier kann nun cos ¢ nach (11) durch tang ¢ ausgedriickt werden.
Es ist ndmlich
1 1

‘\(mgql L — 1 = e 5 o

CETIE o2 .
1+ tang=¢ 1_1|_./7T\(2!1\—‘r)

Mittels dieses Wertes und dem von m aus (8) erhilt man aus

(14) den gesuchten Kriimmungshalbmesser
3

‘J'h\i[ (;} )"zh\"‘rg):]
(2 |

I)—_\_

Fir y=0 erhiilt man als Krimmungshalbmesser der Kurve im
tiefsten Punkt
el N |
p! = — ,
X b 4

und fir y=>b als Kriimmungshalbmesser im Aufhiingepunkt p = co.
[I. Die Last reiche um a iber die Ebene CF hinauf.
Dadurch wird die Hohe des Flichenelementes in D H=a-+-b —y und

zl
daher die Fliche iiber dem Bogen AD :J (a-Fb—y)dx. Also geht

Gleichung (5) iiber in

d?y ;
iz —m (a+b—y)dx ;
und Gleichung (6) in
d x l/ Tt == - dg

V2Gatb)y— f
deren Integral ist

B >+

Fiir x=0 wird y=—0 und die letzte Gleichung gibt

X V m=Arc ~.m— -
_I_




Folglich durch Subtraktion

e g
X Vm == : — Aresin _l'—l_i, b Y—.

Versetzt man ; und geht vom Bogen zum Sinus iiber, so wird
2 _]1__}‘:: T \.II&( — — X Vm>
woraus als gesuchte Gleichung der Kurve folgt
(15) a-+b—y=(a—-h)cosx V m.
Fiir x=h wird y=">b. Dafiir gibt (15)

(16) cosh)/ m= : J* b

. ~ . 1/ . .
eine Gleichung, aus welcher ) m bestimmt werden kann. Dabei ent-
spricht dem Bogen h }V m eine Anzahl Grade. Man kann nun fir
numerische Rechnungen die Grosse V' 'm in Graden ausdriicken und
diese’ mit x multiplizieren, so erhilt man die Anzahl Grade, deren
Cosinus zu benutzen ist, um mittels (15) die entsprechende Ordinate
zu erhalten. Da ferner
tang ¢ = VmV2( +b)y—y%

so ergibt sich zur Bestimmung des Bogens e die Gleichung
(17) tange =}/ m V (2a-t-1b)b.

Die Fliche, vertikal iiber dem Bogen A D gelegen, ist unter Be-
niitzung von (15)

Lr(d—; b—y)dx= anh)‘J’cn-.\ de\—'V_ sinx ' m,
m

und daher die Gewichte der Massen iiber rlen Bcuron AD und AC:

——sinh Vm

m

0

-+b
q V = sinx )/ m und

Das Bogenelement der Kurve ist mit Ricksicht auf (15)

ds=dxl/]_ - ﬁ;"., —rlr\']/l--;-- (a—-1b)? m sin®x V m.
ax”

Daher das Integral nach dem auf S. 419 angewendeten Verfahren

d =
s—h l/l —+ (a -+ b)% m sin? k- -l‘—-—--,

2

: dy d*y _, 4
Aus den Werten von ]" und : > erhilt man als Krimmungs-
dx d x4

(18) q- V

b2

halbmesser der Kurve
3

[ matby—y2)]?
B b e
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Fir a=0 gehen die unter II. aufgestellten Gleichungen iiber in
die beziiglichen der Voraussetzung I.

362. Form eines von unten belasteten Tuches, Das Tuch sei wie
in der vorigen Aufgabe angebracht, die Last jedoch von unten angehiingt,
so dass dieselbe bis auf eine wagerechte Ebene A‘C‘ (Fig. 127) reiche.
Statt dass die homogene Masse den Raum ADCF iiber dem Tuch
ausfiille, nehme sie jetzt den Raum CD A A‘C’ ein, wo CC’ und A A’
als vertikale Ebenen zu denken sind.

Im iibrigen gelte die bisherige Bezeichnung. Es seien also A der
Anfangspunkt, AE=y und ED=x die Koordinaten des Kurven-
punktes D und Ahstand AA’=a. Man ziehe DD’ vertikal, so ist
DD=a-—-y. Geht sodann x in x|~ d x iiber, so beschreibt DD’ das
Flichenelement (a—}-y)dx vom Gewicht q(a—x)dx; folglich ist das

Gewicht der Last ADD’A’=q | (a-}y)dx. Daher nach (2) des § 357
| =3

Qsingp = qf(a “+y)dx. .

Dividiert man mit Gleichung (1) des
§ 357, so folgt

1) fang @ —- d f(il —+y)dx.

P cos a

Setzt man wieder zur Abkiirzung

q
m=c—— \
P cos «

. 1y
und schreibt :]1 fiir tang ¢, so geht (1)
itber in folgende Gleichung
1
i:mf(n—ky)dx’

dx

woraus durch Vornahme der Differentiation folgt

d?y
(2) ——=m(a}y)dx

: 1 Joy Ee RS
Fiir p= = s also dx— g3 gibt Gleichung (2)
d x p :

pdp=m(a—y)dy.
Mithin durch Integration
p*

Die Konstante der Integration fillt weg, weil fiir y==0 auch p=0
wird.

=m(2ay-y?).

Diese Gleichung gibt, wenn p ersetzt wird

oy dy
(3) dxVm=-—=-2 o
V2ay+fy?




also auch, indem man integriert
(4) x )/ m=log (:1 +y+V2ay+ y2) -+ C.
Zur Bestimmung der Konstanten C nehme man x=0, so wird
o

y =03 daher
0=1loga—|C,
and durch Subtraktion folgende Gleichung der Kurve
i aty+V 2ay+y?

(5) X l Mi—=rlo0— %o e

Fir y=> wird x="h. Hierfiir liefert (5) zur Bestimmung der
Grosse m die Gleichung
i 2 1k a+b-+J 2ab-}-b?
(6) Vm:}——log s }IV kil .

1 a

Diese Gleichung kann auch auf folgende Form gebracht werden

(7) y= ;l [L’,‘ Vm ,%_ o V' __ 2]

: dy . SR +
Aus (3) folgt, da i = lang g ist, tang @ =} m V 2ay-+y?
und daher fir die Aufhingestelle C
' 4 kS E
(8) tangee =} m V' (2a—--Db) b,
oine Relation, mittels welcher der Winkel « bestimmt werden kann.

Die Fliche ADD‘A’ wird unter Beniitzang von (7)

(;]) ﬁui% \)d\: %ur((.\tv,ﬁ i_{" XV.m)[ix:?‘ lj_”i(exVHl,_ L.—\vﬁl)l

Die Konstante der Integration ist =0, weil fir x=0 die rechte
und linke Seite der Gleichung verschwinden.

Diese Fliche kann aber anch noch wie folgt gefunden werden.
Setzt man den Wert von dx aus (3) in den Ausdruck (a—-y)dx fir

das Flichenelement, so wird dieses gleich

(@a-+tydy

(10) —_— —,
VoV 2ay-y?
Nun ist nach § 308
(& dy —
SV —tog(aty+V Zay+y)
: I/ 2ay-1¥*°
ydy r —— ady
F—— 2 T l 2a e Y= | : B
Jo 2ay 458 TR
Folglich das Integral von (10) als gesuchte Fliche
B [F 1 - i
(11) (a-+y)dx= = V2ay-t+y?,
2 J m

ein Ausdruck, der etwas einfacher erscheint als der obige.
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Hiernach wird das Gewicht der am Bogen A C angehiingten Last sein
(12) Psine——2_ V2ab-4-p2
V m

Fiir den Krimmungshalbmesser der Kurve ergibt sich mit Hilfe
von (2) und (3)

[14+m@2aydy?)]*

£ {

T m(a-|y)
Im tiefsten Punkt ist y==0; daher der Kriimmungshalbmesser daselbst
_ Sl
(18) i m’
Fiir den Aufhiingepunkt ist y=h; daher der beziigliche Krimmungs-
halbmesser ; ‘
S [1+m(2ab-} b2)j-";_ ‘,
? m (a—-h) [
Fiir den speziellen Fall, da a=0 ist, d. h. die untere Be-
grenzung der aufgehiingten Masse durch den tiefsten Punkt der Kurve
geht, wird nach (8)
tang ¢ =h V m; ’
ferner nach (12) das am Bogen A C hingende Gewicht I
b q [

Psine —=—=—
m

und endlich als bemerkenswert der Krimmungshalbmesser p’ im tief-
sten Punkt nach (13) unendlich gross, d. h. dieser Punkt und die heiden |
benachbarten Punkte, welche um —-dx und — dx von ihm abstehen,
liegen in gerader Linie.

Dagegen werden die Gleichungen (5), (6), (7) und (9) unbrauchbar.
Um eine allgemeine Gleichung der Kurve zu erhalten, welche auch auf
den genannten speziellen Fall angewendet werden kann, bestimme man
die Konstante C in (4) so, dass man x = h und y = b einfithrt. Dadurch
geht (4) iiber in

h |/ ' m=1log (z\ +b4V 2abtb2)tc

und daher durch Subtraktion die gesuchte Gleichung

s «
- atyt-V 2ayf-y?
(x—h)l/m:log T
a-+b-4}V 2ab-+ b2
Wird hierin a=0 angenommen, so erhilt man als Gleichung der
Kurve fiir den speziellen Fall

(x—nh) } m=log ({' )
J

Es werde die Kurve CD A durch eine starre Linie ersetzt und um
CF als Achse gedreht, so dass sie vertikal iiber CF zu liegen komme.
Dabei gehe die Last mit, so wird sie von oben die Kurve zusammen-
driicken und zwar mit den gleichen Kriften, mit welchen sie vorher
verstreckt wurde, Die Kurve bildet dann die Drucklinie eines Gewslbes.




X. Aufgaben iiber die elastische Linie.

363. Krimmung der elastischen Linie im allgemeinen. Wird ein
prismatischer Stab von elastischer Beschaffenheit gebogen, so dehnen
sich die Fasern desselben auf der einen Seite aus und verkiirzen sich auf
der andern. Wo die Ausdehnungen in die Verkiirzungen iibergehen,
liegt eine nentrale Schicht, welche keine Lingeninderung erfihrt. Die
neatrale Schicht ist eine Cylinderfliche. Ein ebener Schunitt durch
diese Fliche, senkrecht auf den Kanten der Cylinderfliche, heisst
elastische Linie.

In den § 202 und 203 sind die Biegungsverhiltnisse betrachtet,
welche an einem Stabe von rechtwinkeligem und kreisférmigem Quer-
schnitt eintreten, der am einen Ende eingespannt und am andern
durch eine Kraft verbogen wird, welche senkrecht zur Lingenrichtung
des Stabes einwirkt. Es wurden daselbst folgende Gleichungen abge-
leitet.

E

fir den rechtwinkeligen Stab . . . pPx= 19 bh?,

E
fir den Stab mit Querschnitt Fig. 71 p I’x=—1-—2— b (h® — h'3),

fir den cylindrischen Stab . . . . pPx= ;:; m d*,
3 s E e
fir den hohlen Cylinder. . . . . pPx= T (d* —ad*%)

and die Grissen rechts Momente der Elastizitit genannt. Da
diese nur vom Modul E und den Querschnittsdimensionen abhingen,
so bleiben ihre Werte dieselben, wie auch der Stab in Anspruch ge-
nommen wird. Daher gilt auch das in diesen Gleichungen enthaltene
Gesetz allgemein fiir irgend einen Teil eines gebogenen Stabes mit ir-
gend einem Querschnitt, wenn nur unter p der Kriimmungshalbmesser
der elastischen Linie an einem bestimmten Punkte und unter Px das
statische Moment der Kraft verstanden wird, das diese Kriimmung
veranlasst. Dabei kann Px auch als eine Summe von statischen Mo-
menten aufgefasst werden, deren Glieder gleiche oder entgegengesetzte
Vorzeichen haben.

Das Moment der Elastizitit kann fiir jeden Querschnitt, der auf
eine gesetzmissige Weise geformi ist, abgeleitet werden. Wir setzen
dasselbe daher im Folgenden als bekannt voraus, bezeichnen es mit M
und erhalten

(1) 0 Px=M.
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Nun ist der Krimmungshalbmesser der Kurve nach § 291

[ +()]

3
d?y !
dx*

Allein in den Anwendungen kommen nur sehr schwache Kriim-

Zoisamt sl BF L y
mungen vor; daher ist die Grosse —]-'— im Zihler rechts gegeniiber der
2 dx :

Jinheit sehr klein. Unter dieser Voraussetzung entwickele man die-
sen Ziahler nach dem binomischen Satze in eine Reihe und vernach-
lissige die Glieder von der vierten oder zweiten Potenz der Grosse
dy : . .
PR Fiir letzteres erhiilt man aus (2) als Anndherungsansdruck
dx
: d?y 1
(3) .

d x# 4

364. Elastische Linien eines Stabes. der in horizentaler Lage am
einen Ende eingespanni und am oandern belastet ist. Es sei AB
(Fig. 128) die elastische Linie, A die Befestigungsstelle und B der
Aufhiingepunkt der Last P.

Man lege durch B zwei rechtwinkelige Achsen Bx und By in der
Ebene der Kurve, wovon die erstere horizontal, die letztere vertikal !
aufwiirts gerichtet ist. Es seien

X,y die Koordinaten BD und CD eines Kurvenpunktes C,
L,u dasselbe fiir den Kurvenpunkt A,
o, ¢ die Neigung der Kurve in B und C zur Achse Bx.

Denkt man sich den Stabteil AC von verinderlicher Linge fest
eingemauert, ohne dass er seine Form #ndert, so ragt das Stick CB
iiber die Mauer hervor und wird somit gedreht um C mittels der
Kraft P am Hebelsarm x, also mit dem Momente Px. Daher gilt un-
mittelbar die Gleichung (1) des vorigen Paragraphen, woraus folgt

: M
(1) frinm
Fir x=0 wird p=00, d. h. der Stab ist
am freien Ende geradlinig. Wichst x, so nimmt p
ab; die Krimmung nimmt also von B nach A
hin zu. Der kleinste Kriimmungshalbmesser wird
erhalten, wenn man L fiir x in (1) einfihrt.
Setzt man den Wert von g aus (1) in Glei-
chung (3) des letzten Paragraphen, so folgt

(2) M

“iidx®

2y
Sl =R

Nun ist aber

ti23' 1 dy A
Tl




; 3 dy ; s
Wenn aber x zunimmt, nimmt —i'— ab; deshalb haben die Diffe-
dx

rentiale dieser zwei Grissen entgegengesetzte Zeichen. Man wird des-
halb in der Gleichung (2) das Zeichen rechts indern, so dass man

hat
ridy
A I\ tl_;}
: M — —— — —Px,
(3) dx 5
Multipliziert man mit dx und integriert, so kommt
; dy Pxe
4 M-—=—- L C.
) 1 dx AED

Fiir x =1L wird wegen der horizontalen Lage des Stabes an der
54 dy R ’
befestigten Stelle =1> =0, Hierfiir erhilt man aus (4)
dx

PL?2 :
0= — 5 -+ C

Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so kommt
dy P

(5) . A 2

(IJ:: S XE).

Multipliziert man mit dx und integriert, so erhilt man als Glei-
chung der elastischen Linie

P x?
(6) My=-, (L!x— \3 >

Die Konstante der Iuntegration ist weggelassen, weil fir x=
anch y =0 ist.

Setzt man x =1L in (6), so wird y=u.  Mithin hat man zur
Bestimmung der grossten Senkung

__PL3
S
1
Da (-ly--:tamg ¢, so folgt aus (5)
ax
P PL?
ang ¢ — ( 12 caTh "‘D 3 tang = e
tang ¢ oM (1 X% ang e oM

365. Stab der vorigen Aufgabe, der noch eine iiber seine Linge
gleichformig verteilte Last zu tragen hat. Es gelte die bisherige Be-
zeichnung und Fig. 129,

Die Last, welche iiber die Linge gleichformig verteilt ist, sei
per Lingeneinheit = p; so ist die Last, welche auf dem Kurvenstiick BC
liegt = px, da x fiir BC genommen werden kann. Den Angriffspunkt
dieser Last px kann man in der Mitte von BC voraussetzen; also ist

3 1 5
das statische Moment dieser Last in Bezug auf C als Drehpunkt — 3 Px%
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somit das gesammte statische Moment, welches den Stab um C zu

drehen strebt — Px-|- ; px? Setzt man dasselbe an die Stelle von
Px in die Gleichung (1) des § 363, so kommt
M
o— ——
Px—- 5 px? ¢

Wenn x=0, so wird p=00; also bleibt der Stab am freien
inde geradlinig.  Die grisste l{riilnmuwr nimmt er am befestigten
Ende. Fiir diese Stelle wird der l\lummlm'r\hdIhml»m,l

h Ut
PL-} ; pL?

Wenn p =0, so werde p=p’; wenn P=0,

S0 = p*; deshalb wird sein
sl M - M
ST ey
PL 1 5
pL

2

Setzt man die Last pL, welche gleichférmig iiber die ganze Linge
verteilt ist, gleich der Last P am freien Ende voraus, so wird
T 1 i -',
== 9 £
d. h. es wird die Krimmung des Stabes am befestigten Ende zweimal
grosser, wenn die Last am freien Ende wirkt, als wenn sie gleichfor-
mig iiher die ganze Linge verteilt ist.
Vertauscht man in Gleichung (3) des vorigen Paragraphen das

Moment Px - i px? mit Px, so erhiilt man als Differentialgleichung
der Kurve
(d y )
; dx 1
( — Baxi—— pix4
(1) et B £ gl
Multipliziert man mit dx und integriert, so kommt
: % 3
M dy :7_Px t: p_‘\-—‘[—(‘p. :
dx 2 6 {
. dey ! . ; gl
Fir x=1L wird (_) = 0 hierfiir gibt die letzte Gleichung
dx
PL? pL?® .
0= — 9 —_— 6 —[—(
Durch Subtraktion folgt
dy P . p :
2 M—= L2 —x?) -} L3 — x9).
(2) dx %2 ( A ( )
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Multipliziert man mit dx und integriert, so erhdlt man als ge-
suchte Gleichung der elastischen Linie

P X",' P _‘4
3 { b Q% L s e )
(3) My 2([.:( 3}>+6(I\ 4>

Die Konstante der Integration ist weggelassen, weil fir x=0
auch y=0 wird.
Fiir die grosste Senkung n=AF des Stabes erhilt man aus (3),
indem man x=L und y=u setzt
PL3 L#
(4) n=— B
3M 8M
Ist keine Last am freien Ende aufgehingt, so wird P==0. Ist
dagegen p =0, so gehen alle vorstehenden Formeln in die betreffen-
den der letzten Aufgabe iiber.
Wenn die gleichformig verteilte Last gleich der am freien Ende
ist, so wird pL="P und somit die Senkung aus (4)
B DL 11 PL?
[—] e Jlee o oe o
3M 8M 24 M
Betriigt. somit die Senkung 8 gleiche Teile, wenn nur die Last am
freien Ende hingt, so bewirkt die ebenso grosse jedoch gleichformig
verteilte Last fiir sich allein 3 solcher Teile.
Soll die Last pL gleiche Senkung wie P hervorbringen, so muss
nach (4) sein
Ll Bl o b o
== also. P=—pL
T RS g Bt

d. h. es muss in diesem Falle die Last am freien Ende 8 sein von

der gleichformig verteilten Last.
Es sei « der Winkel, welchen die Tangente an die Kurve am

; 2 . : L : : dy
freien KEnde mit der horizontalen Richtung bildet, so ist tga=—1?—
dx

fir x=0. Fir diese Werte erhiilt man aus (2)

P2 pL3
tg o= L :
A TR
Fiir p=0 werde ¢« =« und fir P=0 werde a=e". Hier-
fir erhiilt man aus der letzten Gleichung
Bl p L3
tgof =—r; tge’ =
ST Lt BN

Setzt man nun pL=P voraus, so wird
Lg o' =3 tg o'l
Also wird die Tangente des Winkels ¢ am freien Ende dreimal

grosser in dem Fall, wenn die Last an diesem HEnde hingt, als wenn
dieselbe Last gleichformig iiber die ganze Linge verteilt wird.
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366. Stab, der von zwei gleich hoch gelegenen Stiitzen getragen
und durch eine gleichformig verteilte und eine konzentrierte Last ge-
bogen wird. Die Stiitzen A,A’ (Fig. 130), an den Enden des Stabes
angebracht, liegen in einer horizontalen Linie ADA’. Es sejen:

P die in I' konzentrierte Last in den horizontalen Abstinden AD=a,

A‘D=a’ von den Stiitzen,

p die iiber den Stab gleichformig verteilte Last per Lingeneinheit,
das Gewicht des Stabes inbegriffen, \

X,y die rechtwinkeligen Koordinaten A C, BC eines Kurvenpunktes B, !

x’,y' die Koordinaten A’C’,B‘C’ eines Kurvenpunktes B,

u die Senkung DF des Aufhiingepunktes,

B der Winkel, welchen die Tangente an die Kurve durch den Auf-
hiingepunkt mit der horizontalen Richtung AA‘ bildet,

L=a-{-a’ die Entfernung der Stiitzen,

@, Q’ die Pressungen auf die Stiitzen A, A’

Fig. 130, Denkt man sich die Stiitze
; in A weg und den Druck,
welchen sie auszuhalten hat,
darch die Kraft Q, welche
aufwirts wirkt, ersetzt, so
entsteht ein Hebel, der seinen
Drehpunkt in A’ hat. Daran
wirkt Q am Hebelsarm L,
P am Hebelsarm a‘’ und pL

1 : z : ’
am Hebelsarm 3 L. Da nun das statische Moment von Q gleich sein

muss der Summe der Momente der abwirts wirkenden Kriifte, so er-
hilt man

; 1
QL=Pa' pL2. '

a' 1
(1) Q=P ;' 4

TR pL.

Ganz ebenso findet man
. A a 1
@ Q=P+ pL

Hiernach kann man die Krifte Q,Q’ als bekannt betrachten.
Denkt man sich das Kurvenstick A‘B eingemauert und AB her-
vorragend, so wirkt am letztern die Kraft () anfwirts am Hebels-

arm x und die Last p-AB oder annihernd px am Hebelsarm ; X
abwirts. Somit ist das statische Moment dieser beiden Krifte in Be-
ziehuug anf B als Drehpunkt = ) x — ;-px”. Setzt man diesen Wert
statt Px in die Formel (1) des § 363, so kommt

M
(3) p=

1
0¥ -2
@ x g P X
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Ganz ebenso findet man fiir das andere Kurvenstick

M
(4) g :
Q'xl — 3 px'?

Fir x=0 und x'=0 erhilt man p=20 und p'=0a0, d. h.
die elastische Linie ist an ihren Enden geradlinig.

Lisst man x‘ wachsen bis x'==a‘, so nimmt p’ fortwithrend ab.
Also hat das kiirzere Kurvenstiick seine stirkste Biegung im Auf-
hiingepunkd.

Lisst man x wachsen bis x==a, so nimmt p bis zu einer ge-
wissen Stelle hin ab. Um die Abscisse dieser Stelle zu finden, be-

: - 1 I , i :
zeichne man den Nenner Qx — 5 px? des Wertes von ¢ in (3) mit z,
so erhiilt man durch Differentiation

(5)

dz p d?z
— () R =)
v TR dx? P
Wenn nun p ein Minimom werden soll, so muss z ein Maximum
sein. - Dies ist nach (5) der Fall fiir

dx

du e (=0
dx . R LS
woraus folgt

: Qe P a L

p pL+2'

X =

Dieser Wert von x ist grosser als ;;J. Also wird die Stelle der
stirksten Biegung nie zwischen der Stiitze A und der Mitte der Kurve
liegen. Sie wird aber zwischen die Mitte der Kurve und den Auf-
hiingepunkt des Gewichtes P kommen, wenn dieser Wert von x klei-
ner als a ist. Sie wird in den Aufhingepunkt fallen, wenn dieser
Wert von x gleich oder grisser als a wird.

An der Stelle des Stabes, wo der Krimmungshalbmesser der
olastischen Linie ein Minimum ist, werden die Fasern auf der kon-
vexen Seite am stirksten verstreckt und auf der konkaven am stirk-
sten zusammengedriickt; es befindet sich also hier der gefahrliche
Querschnitt.

Bei einer schwachen Biegung des Stabes hat man auch hier wie
in den beiden vorhergehenden Aufgaben nach (3) von § 363 zu setzen

d?y 1

dx? o’
5

oy
Deshalb aus (3) und (4), da dx und :li sich entgegengesetzt iindern

- d*y ; L

6 M - — == e 2

(6) M dx* Qx- 9 px~.
d?y’ 1 :

7 / L gt L~ xi2

(M M dx’2 Q' x’' 3 px




A

Multipliziert man (6) mit dx und integriert, so kommt

. dy = 10N px?
8 M= t —+C.
( ) d\ 9 + 6 =
; e sy ;
Setzt man hierin x =a, so wird rl—_ = — tg f. Das negative
. :

Zeichen ist hier deshalb zu nehmen, weil der Aufhingepunkt F zwi-
schen der Stiitze A’ und dem tiefsten Punkt der Kurve liegt, weil also
die Ordinate y vom tiefsten Punkt an gegen F hin abnimmt, wihrend
x wiichst. Fiir den Punkt F wird daher die Gleichung (8)

{i'a :
—Mtgf=— '92‘. e ]"‘ g

Zieht man diese Gleichung von (8) ub, so folgt
Ay Q
dRia D
Wird hier mit dx multipliziert und sodann integriert, so kommt

0 %3 x4 :
(10) My= 21 (112);— :)— 2 (a“x — \4 >——Mxtgﬁ,

Ganz ebenso findet man aus (7)
%3
(11) My =— l)‘ aex SV)MG( \——— - Mx‘ tg 8.
Die Formeln (10) und (11) sind die Gleichungen der Kurven-
iste AF und A’F.

Setzt man x=a in (10) und x'=
v/ zu u. Deshalb erhilt man

9) M- (2% — x?) — :? (a® — x%) — Mtgp.
D

a’ in (11), so werden y und

Qal pa’ Qlat® it
T M B A —atefH: —_— s ] t
@0 a—sopr sk SRl sy E-:M Ha'tg .

Aus diesen beiden Werten von u folgt
X _ Qa*—Q'a’®  pa*—pat
(13) B =N, 8ML

Vermige dieser Gleichung ist die Richtung der Kurve im Auf-
hingepunkt bestimmt. Wenn a=a‘, so wird anch Q=Q’ und
tgf=0; d. h. wenn die Last P in der Mitte zwischen den Stiitz-
punkten aufgehiingt ist, so fillt der tiefste Punkt mit dem Aufhinge-
punkt zusammen.

Wenn aber a grisser ist als a‘, so erhilt man den tiefsten Punkt

ly : ;
ans der Gleichung (9), indem man :li =0 setzt. Dies gibt

0= Q (a? —x*) — :) (a® —x%) — Mtg .
]

Der Wert von x, welchen diese Gleichung liefert, ist die Abscisse
des tiefsten Punktes.
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Wenn der Aufhiingepunkt des Gewichtes P in der Mitte zwi-
schen den Stiitzpunkten liegt, so sind die Kurveniste zu beiden
Seiten der grossten Ordinate symmefrisch und man erhilt aus (1),

(3), (10), (12)

Q=Q'=-, (P+pl),
: 2M
= 0
Vi P\——pL\—p\“
P pxLf T o
My-ﬁ—— pL( 3 )——-24- 5 ——~3\>.
(14) ”:.ﬁq:’i_ﬂi (b P ! 5[;[})

Die letste Gleichung (14) ist geeignet, um den Modul E der
Elastizitiit eines Materials durch Versuche zu bestimmen.

Man mache die Versuche mit einem rechtwinkeligen Stabe und
bezeichne seine Hohe mit h, seine Breite mit b, und don Modul der
Elastizitit mit E, so ist nach § 202 das Moment der Elastizitiit

E

[ b h3.
N 19 h h

Fiihrt man diesen Wert von M in (14), so erhiilt man

e 32 bh“u (8P-5Lp).

Bei Versuchen betrachtet man die Grosse p als das Gewicht der
Lingeneinheit des Stabes, der angewendet wird.

367. Prismatischer Stab, am einen Ende in herizontaler Lage ein-
gespannt, am andern in gleicher Hohe unterstiitzt und in einem Punkte
belastet. Das Stiick A‘A des Stabes (Fig. 131) sei eingespannt (ein-
gemauert), das Ende B unterstiitzt, so dass BAA’ in horizontaler
Richtung liegen. Die Last P sei im Punkte D angebracht; dadurch wird
sich der Stab biegen und eine Kurve ADB bilden. Um ihre Gleichung
abzuleiten, nehme man die Abscissen lings der Wagerechten AB und
die Ordinaten darauf senkrecht an. Es seien

[. die Stablinge AB zwischen der Einmauerung und der Stiitze,

X,y die Koordinaten Ac, Ce des Kurvenpunktes C, zwischen A und
D gelegen,

a,u die Koordinaten Ad, Dd des Aunfhingepunktes D,

x’,y’ die Koordinaten de, Ee des Kurvenpunktes E, zwischen D und
B gelegen,

0, ' die Kriimmungshalbmesser der Kurve in C und E und

g der Winkel, welechen das Kurvenelement in D mit der Abscissen-
richtung bildet.

Man ersetze den Widerstand der Stiitze in B durch eine Kraft @,
welche daher aufwiirts gerichtet ist, so wird das Gleichgewicht am
Stabe fortbestehen.

Autenheimer, Elementarbuch. 28
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Nun denke man sich das Stiick
AC des Stabes eingemauert, so ragt
noch das Stiick ¢B hervor, das durch
die Kriifte Q und P in entgegenge-
setzter Richtung gedreht wird um
C als Drehachse.  Dabei wirkt P

abwiirts am Hebelsarm cd=¢:
und @ anfwirts am Hebelsarm c¢B
— L.—x. Daher ist das resultierende statische Moment =P (a — x)

— Q(L—x). Setzt man diesen Wert in Gleichung (1) des § 363 an
Stelle von Px, so folgt
M

1 T T S
(1) = Pa—9—QL—Y

Daher hiingt der Krimmungshalbmesser vom Verhiltnis der Krifte
P und ) ab, das im Nachfolgenden bestimmt wird.

Mit Hilfe dieses Wertes von p gibt Gleichung (3) des § 363

M t‘h" Lpla=—1x—Q Ly

Wird mit dx multipliziert und integriert, so kommt

2) M ‘:l-‘\'_-: <Lx— 2)-(9(1,\ )

Bine Konstante der Integration ist nicht ndtig, weil fir x=0
auch y=0 wird.

v : dy
Fiir den Aufhiingepunkt D wird x=a und ---1‘\--5&111{,5 g; daher
dx

1 . 1 il
(3) Mtang = 5 Pa?— 2-Qa (2L — a).

Das Integral von (2) gibt als Gleichung der elastischen Linie AD

ax? x3 Lx* x3
My—P ek gy )
(4) My ( 5 G) e( 2 a)

Auch hier fillt die Konstante der Integration weg, weil fir x =0
und y==0 die Gleichung verschwindet.
Fiir den Punkt D geheu x in a und y in u iber; daher

(5) M= I’ a? lg 8> (L — )

Man denke sich nun die hmrmuuung des Stabes von C bis E
fortgesetat, so reicht iiber die Mauer hinaus noch das Stick EB. Das-
selbe wird durch die Kraft  um E als Achse gedreht am Hebelsarm
eB=L—a—x‘. Das statische Moment =l|w::| Kraft ist daher
—Q(L—a-x'). Setzt man dasselbe in Gleichung (1) des § 363
fir Px, so folgt

(6)
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Da die Krimmungsmittelpunkte fiic die Kurvenelemente in A und B
auf entgegengesetster Seite der elastischen Linie liegen, so haben p
und o’ entgegengesetzte Zeichen, weshalb o’ in (6) negativ angenom-
men ist.

Mit Hilfe von (6) gibt Gleichung (3) des § 363 fiir das Kurven-
stick DB

d2y’ ;
[l gy
M T J(L—a—x)dx’,
woraus durch Integration folgt
I dy’ s gls .
(7) M- =— Q@ —a) ¢ +-5— .

Fir x'=0 wird gi = tang 5. Hierfiir geht (7) iiber in

37

Mtang f =C
und durch Subtraktion in

Q

'] 42
dy =—Q(L—a)x' | ; —+ M tang .

dx’

(8) M

Diese Differentialgleichung liefert folgendes Integral

x!2 it rb_) x'3

My=—0Q (L—a) — - M x’ tang f§ -} C.

22 i NG

Far x*=0 wird y'=u; daher Mu=C und somit die gesuchte
Gleichung der Kurve

x4 Qxtt
(9) My'=—Q(L—a)——-- B —+ Mx’ tang § -+ Mu.
]

Setzt man in dieser Gleichung x'=L —a, so wird y'=0, ent-

sprechend dem Punkte B. Dafir gibt (9

2

1 :
(10) 0=— 5 Q(L—a)*4+M(L— a)tang -+ Mu,

Diese Gleichung kann benutzt werden, um Q zu bestimmen. Zu
diesem Zwecke eliminiere man Mtang# und Mu aus ihr mittels (3)
und (5), so folgt :
a2 (3L —a
(11) =P ( )

Im Punkte A ist x=0; hierfir wird der Krimmungshalbmesser
nach (1)

) = o,
S p
Nun ist der Nenner dieses Bruches positiv, wie sich mit Hilfe

von (11) ergibt. Daher ist auch p positiv.
28 %
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Im Punkte D dagegen ist x=a; also der Kriimmungshalbmesser
nach (1)
M
12 —_ - ——
(12) ¢ Q(L—a)

Daher ist dieser Kriimmungshalbmesser negativ. Es iindert also p
sein Vorzeichen, wenn x von O in a iibergeht. Im Augenblick des
Ueberganges zeigt die Kuorve einen Wendepunkt. Fiir diesen muss der
Nenner in (1) zu Null werden. Allein aus P(a —x) — Q(L— x)=0
folgt als Abscisse des Wendepunktes
Pa— Qb
SRR T

Von A bis zum Wendepunkt nimmt der Krimmungshalbmesser
zu, von da bis zum Punkte D wieder ab.

Setzt man x'=0 in (6), so erhilt man als Krimmungshalbmes-
ser der Kurve in D denselben Wert wie oben in (12).

Von D aus in der Richtung nach B hin wird der Nenner in (6)
kleiner, weil x* zunimmt; daher wird der Kriimmungshalbmesser gris-
ser und wird in B, wo x'= L — a ist, unendlich gross.

Die Kurve hat einen tiefsten Punkt; derselbe kann vor oder hin-
er dem Aufhiingepunkt der Last liegen. Befindet er sich auf dem
s ol TSl e i
Stiick DB, so muss fiir ihn das Differentialverhiltnis l-‘ =0 werden.

dx
Hierfiir folgt aus (8), wenn der Wert von Mtangf aus (3) einge-
fithrt wird
: R Pa? Qa
0=—QL—a)x'-+ = - (2L — a).
J(L—a) SN 5 )

Lost man diese quadratische Gleichung aunf, so erhilt man als
Abscisse des tiefsten Punktes, diese von d aus geziihlt

x=L—a—+ I/Ll—zn)z 13 a?—4-a (2L —a)

und nach Umformung als Abscisse, von A aus geziihlt

Von den beiden Vorzeichen der \\’11|'ze|gr('555c1 (‘.Ilt.\‘pl'icht nur das
negative dem Sinn der Aufgabe, weshalb auch nur dieses im letzten
Ansdruck beibehalten ist. Wml die Grosse unter dem Wurzelzeichen
negativ, so liegt der tiefste Punkt anf dem Kurvenstiick AD und er
kann dann mit Hilfe der Gleichung (2) bestimmt werden.

368. Biegung eines prismatischen Stabes, der in der Lingenrich-
tung zusammengedrickt wird. Der Stab sei eine Siule, A H (Fig. 132)
die vertikale Richtung derselben, H der Unterstiitzungspunkt und A
der Angriffspunkt der Last P. Diese Last erteile dem Stab eine
Biegung. Gesetzt eine Biegung wiirde nicht eintreten, so wiirden alle
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Fasern, welche man sich als materielle gerade Linien, parallel zur
Lingenrichtung, denken kann, um gleichviel verkiirzt. Sowie aber die
Biegung eintritt, verkiirzen sich die Fasern auf der konkaven Seite
noch mehr, wihrend die auf der konvexen sich wieder ausdehnen.
Wie stark auch die Zusammendriickung anf der einen und die Aus-
dehnung auf der andern Seite sein mag (immer eine schwache Biegung
vorausgesetat), so bleibt der Wert des Elastizititsmomentes M derselbe.
s sei ACPH die Krimmung der elastischen Linie des Stabes.
Man bezeichne mit
a die Hohe der Siule im gebogenen Zustande, also die Linge AH,
x,y die Koordinaten AB, BC eines Punktes C der Kurve,
¢ den Krimmungshalbmesser der Kurve in C, und
u=DI die grésste Ausweichung oder auch die Pfeilholie der
Kurve.
Denkt man sich den Kurventeil CH eingemauert, so wird die Last
den hervorragenden Teil AC um C herum abzudrehen streben, mit

einem statischen Moment — Py. Deshalb wird nach § 363 sein
g ye ol

Fig. 132.

(1) e-Py=N,

d x? o’
5
: eyl :
woraus folgt, da y und 1> sich entgegengesetzt findern
z ax
d'zv
M- =—Py.

dx4

p
Setzt man M ¢2, multipliziert mit 2dy und integriert,

2

so kommt

dy 2 o
,( ].‘ ) = e [:3},31
dx;

wobei C die Konstante der Integration bezeichnet. Fir y=u wird
dy
dx
AH liegt. Fiir den Punkt F wird daher die letzte Gleichung
0=0—c%u’
Mithin erhilt man dureh Subtraktion

("t'i Y >- =ci{n? —y')

\l’l.\'

— 0, da die Tangente durch den Punkt F der Kurve parallel zu

und hieraus
d Y

lf )

cdx =t .
L Rt

In dieser Gleichung ist das Vorzeichen von dx und dy gleich-
genommen, weil fiir den Bogen A F die Grossen x und y sich in glei-
chem Sinpe dndern. Das Integral der letzten Gleichung ist

a0y
¢ x = Arc sin —.
u
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Die Konstante der Integration ist weggelassen, weil fiir y=0
auch x=0 wird. Geht man von dem Bogen zum Sinus iber, so
folgt als Gleichung der Kurve

(2) y=nusincx.

Setzt man hierin y =0, so bezeichnet x die Abscisse aller Durch-
schnittspunkte der Kurve mit der Abscissenachse. Man erhalt fiir
diese Punkte

O=nusinex. |
Diese Gleichung erfordert, dass entweder u=0, wodurch der
Stab geradlinig bleibt oder dass der Bogen cx ein Vielfaches von o
ist. Bezeichnet daher n irgend eine ganze positive Zahl, so muss sein
nmw
(3) cX=nw; x=— 2 \
¢
Diese Gleichung gibt fiir x so viele Werte, als n Einheiten ent-
halt, Fir n=0 wird auch x=0. Dieser Wert von x entspricht
Fig. 133 dem Anfangspunkt A (Fig. 133). Fiir n=—1 werde x=AD,
80 ist AD/== o Fir n=2 werde x=AG, so wird
2
AG=——, woraus folgt, dass AD=DG. Ganz ebenso
c
folgt DG=GH,.... Man sieht, dass die Abscissenachse
von der Kurve in gleiche Teile geteilt wird.

Setzt man der Reihe nach x = 1) AD, ;:AD, SAD,..

in (2), so wird y abwechselnd --u und — u, d. h. die Kurventeile

weichen nach entgegengesetzter Seite gleichweit von der Abscissen-

achse ab und zwar in ihren Mitten, weil fiir y=nu in Formel (2) der

T 3x bm 55 ‘

o Ry 2,..wud. !
Bezeichnet n in Formel (3) die Anzahl aller Biegungen AD, DG

so wird x=a und man erhilt

Bogen ex =

p FLELE

(4) ac=nm.
Hat die Kurve nur eine Biegung, so ist n=1 und man erhilt
aus (4)
& P

(5) =Ty =

82 M

Um die Ausweichung u zu bestimmen, herechne man die Linge s
der Kurve. Man erhiilt aus (2)

dy
——— == U oS CX.

dx

Hierfir wird das Element eines Bogens der Kurve

— ;
ds -“—--dx]/l }(—gf) =dx (14 c?n?cos?ex)?.
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Entwickelt man nach dem binomischen Satze und vernachlissigt
die Glieder von der vierten Potenz der Grosse u an, so wird

/ ¢?u? :
ds=d x\l ~4-——— cos%ex ).
2
Um die ganze Linge s der Kurve zu erhalten, muss diese Glei-

11 iy 3 ! :
—a— (Formel 4) integriert werden. Nun ist
. :

chung von x=0 bhis x

1
cos2ex = — (1 - cos 2 ¢x),
2
9

e R N
ds=dx (1 —+- [--_-;l— S i cas2t:x/)

nmn

und da Y
cos2cxdx=0,

¢ u?
e gl e )
S l( ] 4 »

woraus die gesuchte Ausweichung folgt

] - 7
“ o

n= —1.
e a

Wenn der Stab sich nicht biegt, so wird s =a, also u=0, wie
es sein soll.

Setzt man den Wert von P aus (5) in (1), so erhilt man als
Kriimmungshalbmesser der Kurve

so wird

a®
ST 2 y -
An den Endpunkten ist y =0, also p=o0. Den kleinsten Kriim-
mungshalbmesser erhilt man fir y=u. Also nimmt die Krimmung
des Stabes von den Endpunkten nach der Mitte hin zu.

XI. Aufgaben iiber fortschreitende Bewegungen.

369. Differentialformeln der Bewegung. Diese Formeln wurden
fir irgend eine Bewegung bereits in § 153 abgeleitet. Es ist hiernach
(l:J dx=vdt; dv=gdt; vdv= gdx,
wobei x den in der Zeit t durchlaufenen Weg und v und g die Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung nach der Zeit t bezeichnen.

Nimmt man t als die unabhiingig Veriinderliche, also dt als kon-
stant an, so erhilt man durch Differentiation der ersten Formeln (1)

d*x—dvdt.
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Setzt man hierin den Wert von dv aus der zweiten der For-
meln (1), so folgt
d?x
D —
(2) (lt2 _g'

Es ist mithin die Beschleunigung g gleich dem zweiten Differen-
tialverhaltnis des Weges in Hinsicht der Zeit.

Es bewege sich ein Punkt in einer ebenen
Kurve EC (Fig. 134), deren Gleichung fiir
rechtwinkelige Koordinatenachsen gegeben sei.
Die Koordinaten eines Kurvenpunktes C seien
X, Y, der Bogen EC=s. Es nehme x um
dx=Cn’ zu, so #indert sich y um dy=nn’
und s um ds=0Cn. Der Weg s werde in der
Zeit t durchlaufen. Nach dieser Zeit sei die
Geschwindigkeit = v. Man zerlege die Ge-
schwindigkeit v, deren Richtung in das Kurven-

e T She i dx dy
element ds fillt, in die zwei Seitengeschwindigkeiten v d und v

5 as

: ds
parallel und senkrecht zur Abscissenachse. Da nun aber v—- It
at

vermige der ersten der Gleichungen (1), so erhilt man als Seitenge-
schwindigkeit

5 : ; ; dx
in der Richtung der Abscissenachse = T
C
: : : dy
in der Richtung der Ordinatenachse — TE
d
und somit nach Formel (2) als Beschleunigung
: d%x
parallel zur Abscissenachse . . . = L
dt2
: d?y
parallel zur Ordinatenachse . . . ::—“_,_
dt2

370. Bewegung eines Kdrpers in einer Geraden, welche die Mittel-
punkte zweier Himmelskirper verbindet. Die Himmelskérper ziehen
sich an, als wenn ihre Massen in ihren Mittelpunkten A B (Fig. 135)
vereinigt wiiren. Es seien

a==AB der Abstand dieser Mittelpunkte,
b=BOC der Abstand eines Kéorpers in der Geraden AB, der von
beiden Himmelskorpern nach dem Gesetze der Gravitation an-
gezogen wird,
x=CD der Weg, welchen dieser Kirper in der Zeit t in der Rich-
tung von C nach D durchlinft,
vo, v die Geschwindigkeiten des Korpers am Anfang und Ende der
Zeit t, also in den Punkten C und D,
g, g' die Beschleunigungen, welche die Himmelskorper in A und B
im Abstande 1 von ihren Mittelpunkten aus dem heweglichen
Korper beizubringen verméchten,
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Nach dem Gesetze der Gravitation sind die Beschleunigungen,
welche von A und B aus in den Abstinden AD=a—b—x und
BD =b-}-x bewirkt werden

4

& Ppos ey Fig. 135.
(a—b—x)*" (b-x)*

Diese Beschleunigungen haben entgegen-
gesetzte Richtungen. Die erstere wiichst mit t,
die letztere nimmt ab. Daher wird sein

d?x g o

a2 (@a—b—x?2 (b+x?*

Behufs der Integration dieser Gleichung setze man

BD =b-}x=1z dx=dz dx=d?z
so geht die vorstehende Gleichung iiber in
d%z g g
1 f =5 =
(1) dt* (a — z)* 22
Man multipliziere mit 2dz und beachte , dass alsdann die linke

Seite das Differential von ( lt) ist, so erhillt man durch Integration

(dﬁ) A2
dt

In dieser Gleichung ist C die Konstante der Integration und

dz '3 dx
af et

die Geschwindigkeit v. Mithin ist

2 2g  2¢ |
| Je

'cl*—"ﬂ-_‘_ Z

v

Fir 2=b=BC wird v zu vo. Fiir diese Werte wird die letzte
Gleichung

Vol=—- +

‘1—-h

Mithin erhilt man durch Subtraktion der beiden letzten Gleichungen

1 1 1
(2 v2 -_._2 r( e B !‘( —_— _
) s S a—Tg L a=b 2e % b
Auf der Geraden AB gibt es eine Stelle E, wo die Anziehung
beider Himmelskorper gleich gross ist. Man setze den Abstand
BE=¢c, AE-=

so miissen die Beschleunigungen, welche beide Himmelskorper an die-
ser Stelle hervorbringen, gleich gross sein, so dass man hat

=& — Cs
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Diese Gleichung ist in Hinsicht ¢ eine quadratische. Es entspre-
chen also der Grisse ¢ zwei Werte. Der eine davon bestimmt die
Stelle E zwischen A und B, der andere eine Stelle in der Verlinge-
rung AB auf Seite des kleineren Himmelskorpers. Der erstere dieser
Werte ist

®) o s

Setzt man diesen Wert von ¢ statt z in (2), so erhilt man die-
jenige Geschwindigkeit v, mit welcher das Bewegliche die Stelle E
passiert.

Es bezeichne uo den kleinsten Wert von vo, welchen das Beweg-
liche in C haben muss, um die Gleichgewichtslage in E gerade noch
erreichen zu konnen. Vertauscht man daher vp mit ue und z mit ¢
in (2), so muss v=0 werden. Dies gibt die Relation

1 1 1 1
S s = (1=l i =
@) 3 l"(a—h a1—~u> 28 (h c)'

Ist vo kleiner als uo, so erreicht das Bewegliche die Stelle E
nicht, sondern kehrt nach B zuriick. Ist vo grosser als up, so geht
der Korper iiber E hinaus nach A hin.

Es sei A der Mittelpunkt der Erde, B der des Mondes. Daher ist

’ r g
(5) =i o=

a
—————— —0.1085 3,
1415

Man denke sich nun, es werde ein Korper von der Oberfliche des |
Mondes ans mit einer solchen Geschwindigkeit uo in der Richtung B A
abgeworfen, dass er die Gleichgewichtslage in E gerade erreichen kann.

Nun sei r der Halbmesser der Erde, so ist sehr annihernd

3 .
Halbmesser des Mondes — T Abstand AB=60r.

3 g
in fir b=—r; g'= ; —60r; ¢=0,1035-60r
Allein fiir b 11 g 75 a==601 ¢ = 0,1035- 601
gibt (4)
(6) 0% — 0,04489 - 28
z

Nun bezeichne G die Beschleunigung auf der Erdoberfliche. Da
die Grossen G und g den Abstinden r und 1 vom Mittelpunkt der
Erde entsprechen, so erhiilt man nach dem Gesetze der Gravitation

G:g=12:r2
(M g=r*G.
Fihrt man diesen Wert von g in (6), so folgt

(8) uo%=0,04489 -2 Gr.
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Wird dieser Korper mit einer Geschwindigkeit, welche uo nur um
unendlich wenig iibertrifft, vom Monde aus abgeworfen, so dass er mit
einer unendlich kleinen Geschwindigkeit die Stelle E iiberschreitet, so
wird er gegen die Erde hin fallen.

Die Geschwindigkeit, mit welcher dieser Korper die Grenze der
Atmosphiire erreiche, sei =u. Die Hohe der Atmosphire ist hoch-
stens = 0,01r. Fithrt man nun in Formel (2) die Werte ein

vo=—1o; a=60r; z=058,99r; hlesot rs g"-———g .

11 75
so geht v in u iiber und man erhilt

2
B

o

113 — 1]02 —{* 0,92‘170 S

Setzt man hierin den Wert von uo aus (8) und den von g aus (7),
so wird

(9) u?=0,96959 -2 Gr.
Durch Vergleichung von (8) und (9) folgt das Verhiltnis

u

(10) —— = 14,6475,
o
d. h. der Korper, welcher auf der Geraden BA die Gleichgewichtslage
mit einer unendlich kleinen Geschwindigkeit passieren wiirde, trife die
Grenze der Atmosphire mit einer etwas mehr als 445 mal grissern
Geschwindigkeit als diejenige ist, mit der er abgeworfen wirde. Setzt
(=] . -}

man noch

G=—9,808 Met.; r— 6365000 Met.,
so folgt ans (9) und (10)
up = 2367 Met.; u= 11003 Met.

Die Hohe der Atmosphiire betriigt, der obigen Voraussetzung ge-
miss, hochstens 0,01r= 63650 Met. Wiirde nun jener Korper die
Atmosphiire gleichformig durchfallen, so wiirde er hierzu nahe 6 Sekun-
den Zeit brauchen.

371. Bewegung eines Korpers in einer Kurve, die in einer verti-
kalen Ebene liegt, infolge seiner Schwere. Die Kurve AB (Fig. 136)
gehe durch den Anfangspunkt A der rechtwinkeligen Achsen Ax, Ay.
Es sei Ax horizontal und Ay vertikal abwirts gerichtet. In horizon-
taler Richtung wirkt keine Kraft auf den Korper, also ist die Be-
schleunigung in dieser Richtung =0. 1In vertikaler Richtung wirkt
die Schwere auf ihn. Die konstante Beschlennigung durch die Schwere
sei =g, so sind die Formeln fir die Beschlennigung in der Richtung
der Achsen

d?x d?y
1 —— =035 —
) dt? )3 dt?

o
ol
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Man multipliziere die erste Formel mit dx, die zweite mit dy
und addiere sie, so erhilt man

x dxd?x-|-dyd?y
(2) A gdy.

Nun ist aber der Zihler links als Differen-
tial von |

o o 1
5 (dx24-dy?) = 5 ds?

Also kann man statt (2) schreiben

1 d(ds?)

(3) T =gdy.
J s s o A :
Allein es ist R mithin erhiilt man fiir (3)
(
1
d(v*)=gdy.

2
Multipliziert man mit 2 und integriert, so kommt
(4) vi=2gy—1C.

Beginnt die Bewegung im Anfangspunkt, so ist fir diesen Punkt
v=0 und y==0, also aunch die Konstante C=0. Ist daher BC=y,
so erhilt man aus (4)

(5) v=}2¢gy=V 2¢-BC.

Beginnt die Bewegung in einer Tiefe CC’= yo unter dem Anfangs-
punkt, so ist in (4) v=0 fiir y=yo; hierfiir folgt aus (4)

0=2gyo}C.
Zieht man diese Gleichung von (4) ab, so wird
(6) v=)2g(y—yo)=V2g-BC"
Man sieht ans den Formeln (5) und (6), dass die Geschwindig-
keit an jener Stelle der Kurve dieselbe ist, wie wenn das Be-

wegliche die vertikale Hihe des durchlanfenen Bogens frei durchfallen
hitte.

372. Anwendung des eben nachgewiesenen Gesetzes auf die Bewe-
gung in der Cykleide. Die Cykloide liege in einer Vertikalebene, ihre
Grundlinie BC (Fig. 137) sei horizontal, so wird der Scheitel A der
tiefste Punkt der Kurve sein. Man lege die Abscissenachse A x hori-
zontal, die Ordinatenachse Ay vertikal aufwiirts. Der Rollkreis be-
wege sich von der Mitte B der Grundlinie lings des Weges BC, so
dass BO=Bogen CD werde. Es seien CMF und DME zwei Durch-
messer von der Linge =2a, so wird Bogen CD=DBogenEF =aq ;
sein, wenn ¢ den Rollwinkel im Bogenmass bezeichnet. Ferner seien




ST

x—EG und y=AG=FN die Koordinaten eines Kurvenpunktes E,
so wird sein, da CF vertikal liegt

(1) x=EN- CB.
Allein es ist

EN=VEM—NMZ=}a2—(a—y)?=}2ay—y%,

\ AT M N a—y
CB=EF=a@ =aAreccos — — g Are cos y ;
ME a
Setzt man diese Werte in (1), so erhilt
man als Gleichung der Cykloide Fig. 131.
-- : a—y
2) x=} 2ay—y%-}-aArccos — Y
a

Wird diese Gleichung differentiiert, so er-
gibt sich pach einigen einfachen Reduktionen
dx 2a—3

(.“I) — .l/_ — —2

dy

[n einem Kurvenpunkt H, dessen Ordinate Al=h sei, beginne
die Bewegung eines materiellen Punktes in der Cykloide infolge seiner
Schwere. Die Zeit zum Durchlaufen des Bogens HE =s sei t; in B
habe er die Geschwindigkeit v, so wird diese Geschwindigkeit die
gleiche sein, wie wenn er die Vertikale 1G=h —y frei durchfallen
hiitte. Es ist daher

v2=2¢g(h—y)

ds ; R ;
Da aber v=—, so geht diese Formel iiber in

dt
(4) LS

odit
Um hieraus ds zu entfernen, benutze man die Relation
! o > ; nrdxd
ds?=dy?-}dx?=dy? (1 +—=
’ dy? /

i : dx : v
und setze hierin den Wert von - = aus (3), so folgt

2ady?
=3

ds?—

Fiihrt man diesen Wert von ds in (4), so kommi

2ady?

ydt?

oder indem man die Verinderlichen sondert und die Quadratwurzel
auszieht

: iy
(5} dt=— l/.l e L_ =)
i g l/ ]1)’ ﬁ),z

=2g(h—y),
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Von den beiden Vorzeichen, welche die Grisse rechts allgemein
haben sollte, wurde nur das negative beibehalten, weil bei der Bewe-
gung lings des Bogens HE die Zeit t zunimmt, wihvend y abnimmt.

Das Integral von (5) ist nach Formel (8) des § 78

a . 2y—nh
t=— ]/ Arcsin -2 -—-C.
g h

Fir t=0 ist y =h; folglich

;; mw
=— 1/ —.—LC.
G l/g 2

Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so folgt

g E a[ = e 9 ye=—l
(6) — = [ ) Arc sin h :}

Um die Zeit T zu erhalten, welche das Bewegliche nitig hat, um
in den tiefsten Punkt zu gelangen, muss in (6) die Ordinate y von

; TEn g / ™
y="h bis y=0 abnehmen. Hierbei geht der Arcus sinus von e 5

darch die Null in — 2 iiber. Diese Grenzwerte von Arcus sinus

heben sich daher auf und man hat

; a

F—vrl/ :
o
o

Man sieht hieraus, dass in der Formel fiir die Fallzeit T die
Linge des Bogens HA nicht vorkommt. Es ist deshalb die Zeit zur
Erreichung des tiefsten Punktes dieselbe, welcher cykloidische Bogen
durchlaufen werde. Eine Kurve, welche diese Eigenschaft besitzt,
heisst tautochron.

373. Horizontaler Wurf eines Kéorpers im leeren Raum. Es werde
ein Korper im leeren Raum mit einer Anfangsgeschwindigkeit V in
horizontaler Richtung abgeworfen. Von da an sei er nur der Einwir-
kung der Schwere ausgesetzt. Die Bahn AB des Karpers (Fig. 138)
wird in einer vertikalen Ebene liegen, welche durch die anfiing-
liche Richtung der Bewegung geht. Diese Richtung sei die Abscissen-
achse Ax und A der Anfangspunkt der Bewegung. Man nehme die
Ordinatenachse Ay vertikal abwirts und bezeichne mit v die Ge-
schwindigkeit nach der Zeit t, mit X,y die Koordinaten eines Kurven-
punktes B und mit g die Beschleunigang durch die Schwere, welche
wir als konstant voraussetzen, so hat man
Fig. 138. d2x {12}.

(1) a8 e P TR

Um diese Formeln integrieren zu konmen, setze man

d x dy
_dt_:z; =u,




so gehen die Formeln (1) iiber in
dz du
= = g.
dt dt
Multipliziert man hier mit dt und integriert, so kommt
1=0; u=gtC,

oder indem man die Werte von z und u wiederherstellt

dx dy
; — 1 = =gt C.
) TRl T b
Fiir den Anfangspunkt der Bewegung ist
X ly
P e g G
dt dt

Hierfiir erhiillt man aus (2) C=V und C¢'=0. Deshalb gehen
die Formeln (2) iiber in

: B ORI L B
('5) iy ’ dt == L
Es sind mithin V und gt die Geschwindigkeiten des Kérpers
parallel zu den Achsen Ax und Ay. Vermittelst des Parallelogramms
der Geschwindigkeiten (unter Anwendung des pythagoriischen Lehr-
satzes) erhiilt man daher
v2:v'2_‘i_g2t2‘

Man sieht aus dieser Gleichung, dass die Geschwindigkeit v in
der Richtung der Bahn vom Anfangspunkt aus im Wachsen begriffen
ist, da die Zeit t zunimmt.

Multipliziert man (3) mit dt und integriert, so kommt

¥

(4) x—=Viy y==1t%

Die Konstanten der Integration sind weggelassen, weil fir t=0
auch x=0 und y=0 wird.

Eliminiert man aus den beiden Formeln (4) die Zeit t, so erhilt
man als Gleichung der Kurve

S e
yrmagyE

Die Bahn ist mithin eine Parabel, deren Scheitel im Anfangspunkt
und deren Achse in der Ordinatenachse liegt.

374. Schiefer Wurf eines Kirpers im leeren Raum. Es werde ein
Korper in schriger Richtung AD (Fig. 139) aufwirts geworfen und
sodann der Einwirkung der Schwere iiberlassen. Die Bahn AEF des
Karpers liegt in einer Vertikalebene, welche durch die Anfangsrichtung
der Bewegung geht. Man nehme in dieser Ebene, vom Anfangspunkte A
aus, die beiden Achsen Ax, Ay an, wovon die erstere horizontal, die letz-
tere vertikal anfwiirts geht. Es seien
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V,v die Geschwindigkeiten des Korpers am Avfang der Bewegung
und nach der Zeit t,

X,y die Koordinaten AB, BC eines Kurvenpunktes C, der in der
Zeit t erreicht wird,

a der Winkel, \yei('llull die Anfangsrichtung der Bewegung mit der
Achse Ax bildet und

g die Beschleunigung durch die Schwere,

so muss im Sinne der Aufgabe sein

: dsx d?y
1 —=03 5= — g,
(1) d t? e &
Fig. 139. dx dy
Man setze — =1 =,
% dt At 2
so gehen die Formeln (1) iiber in
aiy du b,
e Sy T

Multipliziert man mit dt und integriert, so
kommt

2=0; u=—gt-4 (', also
S e e
() i s o BUEG

Man zerlege die Anfangsgeschwindigkeit in die horizontale Seiten-

Bt : : o dx
geschwindigkeit Vcos o und die vertikale Vsine. Da nun aber at
C
: : dy . : T el
die horizontale und T die vertikale Seitengeschwindigkeit nach der
; :
Zeit t bezeichnen, so erhilt man aus (2) fir t=0
Veose=—"C; Vising—0%.
Setzt man diese Werte der Konstanten C, C* in (2), so kommt
dx : dy .
=V cos a; = Vsine— gt
dt dt

Diese Seitengeschwindigkeiten sind die Seiten eines Rechtecks,
dessen Diagonale die Geschwindigkeit v (in der Richtung der Tangente
an die Bahn) ist. Man erhiilt deshalb nach dem pythagoriischen
Lehrsatze

(4) v2=V%—2Vgtsine-| g2t

(3)

Dieser Wert von v ist wegen der Einwirkung der Schwere ver-
inderlich. Um das Minimum von v zu bestimmen, differentiiere man
diese Gleichung, indem man t als unabhingig und v als abhiingig
Variable betrachtet, und setze den ersten Differentialquotienten =0,
so erhiilt man

dv __—Vgsine {-g°t
dt v T

0.
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Hieraus folgt, da der Nenver v nicht unendlich gross sein kann,
dass der Zihler verschwinden, also

— Vgsine-}-g2t=20

=

sein muss. Bezeichnet man den hierauns hervorgehenden Wert von t
mit T, so ist

V sin «
(5) T = —

o
f=]

Fiir diesen Wert von T wird die Geschwindigkeit v zu einem
Minimum, weil das zweite Differentialverhiltnis
d‘z v + g?.
atz v
positiv ist. Fiihrt man T fiir t in (4), so erhdlt man den kleinsten
Wert der Geschwindigkeit

v—=—V cos a.

Mithin ist diese kleinste Geschwindigkeit in der Richtung der Bahn
gleich der konstanten horizontalen Seitengeschwindigkeit des Korpers
(Formel 3).

Multipliziert man (3) mit dt und integriert, so kommt

g

2
21;.

(6) x=Vcosa-t; y=Vsine-t—-

In diesen Wegformeln sind die Konstanten der Integration weg-
gelassen, weil fir t=0 anch x=0 und y=0 werden.

Die Ordinate y wird in den Punkten A und F, wo die Kurve die
Abscissenachse schneidet, zu Null. Setzt man nun y=0 in der zweiten
der Gleichungen (6), so muss alsdann t die Zeit bezeichnen, welche
diesen zwei Punkten entspricht. Man erhilt zunichst

o
=1k N5} — =t ).
t( sin ¢ 9 )

Das Produkt rechts wird nun aber zu Null, wenn der eine oder
andere der Faktoren zu Null wird. Setzt man den ersten Faktor t =0,
so enispricht diese Zeit dem Punkte A; setzt man aber den zweiten = 0,
so findet man als Zeit
2 2V sin e
(M to =—-—.

8

Die Linge AF, welche die Kurve auf der Abscissenachse ab-
schneidet, heisst Wurfweite. Also bezeichnet to die Zeit zum Durch-
laufen der ganzen Kurve A ET iiber der Abscissenachse.

Eliminiert man t aus den beiden Formeln (6), so erhiilt man als
Gleichung der Bahn
S oot
2 V2 cos?a

Autenheimer, Elementarbuch. 29

(8) y=xtang & —
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In den Punkten A und F der Bahu wird die Ordinate zu Null.
Setzt man daler y=0 in (8), so hezeichnet x die Abscisse dieser
zwei Punkte. Fir diese wird dahler

gx

0:x<tangu—- 2V2cos?e /)

Macht man den ersten der Faktoren, niimlich x, gleich Null, so
entspricht er dem Punkte A; macht man aber den zweiten zu Null,
so erhiilt man als Abscisse des Punktes F

2 V sin ¢ cos «
(9) Xp = —————

o
=]

Es bezeichnet daher xo die Wurfweite A F.

Die Gleichung (8) zeigt, dass die Warfbahn eine Parabel ist, deren
Achse vertikal liegt.

Um den Scheitel oder hochsten Punkt E der Bahn zu finden, kann
man nur den halben Wert von xo aus (9) als Abscisse A G derselben
betrachten und denselben in (8) einfihren, so erhilt man die Ordi-
nate GE des Scheitels.

Es kann aber auch die Abscisse des hochsten Punktes wie folgt
aus (8) abgeleitet werden. Zu diesem Behufe bestimme man denjenigen
Wert von x, welcher y zu einem Maximum macht. Man erhilt aus (8)

2
dy gx d%y
J'-:gm_]gu— ‘20 T 2 =— =3 gii_
dx V2 cos’a dx VZ costu
Setzt man das erste Differentialverhiiltnis =0, so folgt, indem

man x mit X vertauscht

V2 sin e cos o

(10) X =

¢ 1=}

Fiir diesen Wert von x wird y ein Maximum, weil das zweite
Differentialverhiiltnis negativ ist. Somit ist X =A G die Abscisse des
hichsten Punktes. Setzt man diesen Wert von x in (8) und vertauscht
y mit Y, so erhilt man als Ordinate G E des hochsten Punktes

V2 sin?

14 v o
(1) gy

Fiihrt man den Wert von X aus (10) in die erste der Formeln
(6) ein, so findet man fiir t gerade den Wert T, welcher in Formel (5)
dargestellt ist. Mithin ist T die Zeit zur Erreichung des hachsten Punktes
und es ist die Geschwindigkeit des Korpers in diesem Punkt ein
Minimum. BEs nimmt somit die Geschwindigkeit vom Anfangspunkte
aus bis zum hochsten Punkte ab.

Wenn der Parabelpunkt © in der Zeit T —1t' erreicht wird, so
muss, wegen der gleichformigen Bewegung in horizontaler Richtung,
ein Pankt (' der Bahn, der mit C gleichen Abstand von der Achse
EG hat, erveicht werden in dev Zeit T -|-t'. Setzt man diese beiden

Zeiten fiir t in Formel (4), so erhilt man gleiche Werte fiir v, d. h.
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die Geschwindigkeiten des Korpers in gleicher Tiefe unter dem hdochsten
Punkt der Bahn sind gleich. Diese Werte sind

= l/ V2 cos?a -+ g% t'2
Da aber 2 sin @ cos &« =sin 2 &, so ist die Wurfweite nach (9) auch

V2sin 2 ¢

o
o

X0

Man denke sich hierin die Grossen V und g konstant, dagegen e
veriinderlich, so wird auch xo veriinderlich. Fiir 2 ¢ =—90° ist sin2 &
=1, also xp ein Maximum. Wird somit ein Korper unter einem
Winkel von 450 zum Horizont abgeworfen, so ist unter sonst gleichen
Umstinden seine Wurfweite grosser als fiir jeden andern Winkel.

Denken wir uns zwei Wuorfwinkel, welche gleich weit dber und
unter 45° liegen, etwa um {3, so ist fiir den einen Winkel

sin 2 e = sin 2 (45 ) =sin (9012 B)
und fiir den andern
§in 2 @ = sin 2 (45 — ) = sin (90 — 2 B).

Allein diese beiden Werte von sin 2 @ sind gleich gross; also ist
auch fiir beide Winkel 45 |- f und 45 — # die Wurfweite gleich gross.

375. Schiefer Wurf eines Korpers in der Luft. Der Luftwiderstand
sei dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional und wirke in der
Richtung der Tangente an die Bahn. Wegen der letztern Voraussetzung
wird die Bahn A C (Fig. 140) des Korpers eine ebene Kurve sein und
in der Vertikalebene liegen, welche durch die Anfangsrichtung der
Bewegung geht. Es gelte die Bezeichnung der vorigen Aufgabe.
Ausserdem sei

s =A C der Bogen der Kurve, welcher vom Anfangspunkt bis zum
Punkte mit den Koordinaten x,y reicht,
u==V cos & die horizontale Geschwindigkeit im Anfangspunkt,
m die Beschleunigung, welche der Luftwiderstand dem Korper in der
Richtung der Bahn entzieht, bei der Geschwindigkeit — 1.
;, also die Beschleu-
dt

nigung, welche in diesem Punkte dem Korper in der Richtung der

; d
Die Geschwindigkeit im Punkte C ist =

: 4 dsn? . A
Tangente an die Bahn entzogen wird = m( 1t> . Man zerlege sie in
at

¢ine horizontale und vertikale Seitenbeschleunigung, so wird man dafir
erhalten

e ]
m(;ls) dx m(’db\ _dy__

dt/ ds’ VAt Veds :

Die erstere bewirkt, dass die Bewe-
gung in horizontaler Richtung verzigert
wird; daher die Beschlennigung in dieser
Richtung




d?x ds dx
(W Fex L
Die letztere hat das entgegengesetzte Zeichen von dy, so dass in
vertikaler Richtung sein muss
e g ds dy
at? 5 dt dt’

Man betrachte t als die unabhiingig Variable, also dt als konstant,

(2)

S ; Lo dx
dividiere Gleichung (1) mit ¥y und beachte, dass nunmehr der Zihler
(

dZx
d t?
Differential dieser Gleichung

1
log(;ﬁ)z—ms—}—-(l.

Um die Konstante C zu bestimmen, sei s =0, so wird die Ge-

: e ; et e ;
links das Differential des Nenners 1t ist, so erhilt man als

el il X SRz ih - ‘
schwindigkeit T Anfangsgeschwindigkeit in horizontaler Richtung,
C

also zu u. Diese Werte geben logu=C. Folglich durch Subtraktion
dieser Gleichung von der vorstehenden

dx

dt

lo = —ms
& u A

oder indem man von den Logarithmen zu den Zahlen iibergeht
dx

(3) T
Man multipliziere die Gleichungen (1) und (2) mit d t2, so kommt
d2x—=—mdsdx; d?y=—gdt®? —mdsdy

und hieraus durch Elimination von mds
; . 3 i
d2y=—gdt* 1 dx’rdzx,

woraus folgt

: lyd?2x —dxd?y
gdt?= (f,ﬂ;‘d,x; 20 .1) A

dy-
dx’

Die Grosse in der Klammer ist das Differential von —
daher wird sein
ok 1y
4 W:—-L-l(‘ )
(4) 8¢ s dx

Fithrt man den Wert von dt aus (3) hier ein, so kommt

T8 e e 1y
(5) y pem e 2 e _(Ll\) (L })
ge?™%ds u 1 s d ix)



— 453 —
Gesetzt, die Bahn weiche nur wenig von der horizontalen Achse

Ax ab, so dass man s mit x verwechseln 1111(1( ) gegen die Bin-
heit vernachlissigen kann. Unter dieser de.ubscu,uug gehen die

Formeln (3) und () iber in

(6) At 1— emxd x.

(7) Em‘cd.‘____ '>l(dv)

Das Integral von (6) ist
i -em* .
mu

Um die Konstante zu bestimmen, setze man x=0, so wird auch
t==0. Dies gibt

1 :
0= +C.
mu

Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so erhidlt man
(8) t=— (em*— 1).
Die Integration der Formel (7) liefert
d
hjm [ k(ﬁ) 5

Zur Bestimmung der Konstanten C hat man die gleichzeitigen
= L=l

dy 3 TR : :
Werte x=0, l}—;: tang . Hierfiir wird die Gleichung
ax
8 : ,
S u? tang e | C.

- L ly
Folglich durch Subtraktion und Aufldsung in Hinsicht []‘\
dx

dy o g
9 — —tanget+—"—5(1—e’™%).
®) d x 2 2 m un? ( e
Multipliziert man mit d x und integriert, so kommt
g C.. mx )
=xtga— X - C.
y L) 2 mu? ( 2m i

Fiir x=—0 wird auch y==0, so dass diese Gleichung wird
oG
Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so kommt

(10) y= (t.g o JF ---8—2 )x L O i (e®™* — 19

2mu 4m?u

S

0=—-

\ofl

4 m
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Die Gleichung (10) bestimmt die Bahn und (8) die Zeit.

2y LA
Fiir den hdochsten Punkt der Bahn ist iiy =0. Hierfir folgt
X

aus (9), wenn x mit x’ vertauscht wird
N [ 2mu?
gimx —1 L - —tga,

oder indem man die Logarithmen nimmt

1 2 mu?
5 2m log (1 T % ft).

o
o

Dieser Wert von x’ ist die Abscisse AD des hichsten Punktes E.

Setzt man in (10) y=0, so wird x zur Abscisse derjenigen
Punkte A und F, in welchen die Bahn die Abscissenachse schneidet.
Man bezeichne diesen Wert von x mit x“, so erhilt man

(11) (tg o - S ) G (e2mx" — 1),

2 mu? 4m2qy?

oa

Diese Gleichung liefert zwei Werte von x. Der eine x" =—

entspricht dem Anfangspunkt A, der andere gibt die Wurfweite A F.
Kennt man in einem besondern Fall x”, e und u, so kann ver-
mittelst (11) der Wert von m berechnet werden. Ebenso konnte m
aus (8) ermittelt werden, wenn man entsprechende Werte von x und t
durch Beobachtung finden wiirde.
Weicht die Bahn von der Horizontalachse so wesentlich ab, dass s

: . dviNg e
nicht mit x verwechselt und ( 1' ) nicht gegen 1 vernachlissigt wer-
ax

den kann, so werden die Differentialformeln der Bewegung sehr zu-
sammengesetzt.

d S
Man setze —ly—:p in (), so erhilt man
dx :

2ms
e
ge

(12) T od ds=dp l/-.l_#:-faz‘

Das Integral ist nach § 76 und 82, Formel (9)

Q‘.F‘_’l:u p —— 1 f - =
13) b———s=—V14+p2+loglp+ V 14p?
( s 2 m 113 2 [ | I | 2 E‘ (} | V I [ ) )
worin b die Konstante der Integration bezeichnen soll. Um sie zu be-
. i , dy e
stimmen, setze man s =0, so wird p= {l =tge. FKolglich ist
X
o 1 — Rl & T (A L
b— Sy T R V11-tg%e - B log (tg e V1 tgzrz).

Diese Gleichung bestimmt den Wert von b. Der Einfachheit
wegen wollen wir jedoch fiir diesen Wert das Zeichen b beibehalten.
Nun ist

rls:(‘]xl/l+< E:I\)h;fl X V_ll'{*pg.




Setzt man diesen Wert von ds in (12), so folgt
—pe?Msdx=—u*dp,

Eliminiert man hieraus und aus (13) die Grosse e?™s, so kommt

(14) md x i
N A X=——35 —— = = =i =
pV 1Fp2+log(p+ V14 p?)—2b
1
Multipliziert man hier mit ‘d)\J = p, so wird
i

18)  mdy=————t Lo RSO SHELY
pV it pi+log(p-+V 1+p%)—20b
Aus (4) folgt

gdt?=—dxdp.

Setzt man hierin den Wert von dx aus (14) und zieht die
Quadratwurzel aus, so erhdlt man

(16) Vmg-dt=- ~nip e

[2 b—plV 14 p2—log (p+V14 pg)] 2
Hier ist deswegen das negative Zeichen der Quadratwurzel beibe-

halten, weil fiir die anfsteigende Bewegnng p ab- und t zunimmt, also
dp und und dt ungleiche Zeichen haben missen.

Da ferner
e ( d s)“’ i S y_'z_k
dt d t*

so erhilt man den Wert von v2, wenn man hierin die Werte von dx,
dy und dt aus (14), (15) und (16) einfiihrt. Es wird
(17) e g . _} +p = ]

m ab—pV 1Fpt—log(p+V 1407

Die Formeln (14), (15) und (16) konnen nur durch Anniherungs-
methoden integriert werden. Eine dieser Methoden besteht in der
Reihenentwickelang. Sie ist jedoch nur unter der Voraussetzung der
Konvergenz der Reihen zulissig.

Fine andere Methode besteht darin, dass man diese Differential-
gleichungen nach § 343 konstroiert. Man betrachtet fiir alle drei
Kurven p als Abscisse, so wird x die Ordinate der Kurve (14), y die-
jenige von (15) und t die von (16). Alle drei Kurven gehen durch
den Punkt x=0, y=0, t=0, p=1ige. Sind nun fiir aufeinander
folgende Werte von p=tge bis p=0 die entsprechenden Werte von
X,¥,t gefunden, so erhilt man den aufsteigenden Ast der Kurve und
die Zeit zur Erreichung irgend eines Punktes dieser Kurve. Sodann
bestimmt man fir Werte von p, welche von O aus abnehmen, d. h.
negativ werden, den absteigenden Ast, efc.

Man erhalt auf diese Weise eine Kurve, deren Aeste nicht mehr
symmetrisch sind zur Vertikalen ED (Fig. 140), welche durch den
hochsten Punkt geht. Die Wurfweite ist nicht mehr so gross wie fiir
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die Bewegung im leeren Raum, ihr Maximum tritt auch nicht mehr
fiir einen Winkel « von 45° sondern fiir einen kleinern ein. Der ab-
steigende Ast neigt sich rascher gegen die Abscissenachse als der auf-
steigende. Man denke sich die absteigende Bewegung bis ins Unendliche

ks ; Lrasidy . o
moglich, so wird das Verhiltnis bl (R immer grosser und zuletzt
i ax _? 2

unendlich gross. Fiir diese Bewegung ist aber p negativ. Vertauscht
man deshalb — p mit —}-p in (14), so kommt

—dp
(18) mdx = - S !
—pV 14p?+log(—p+V 14p%) — 2b
Fig. 140. Nun ist aber log1=0; also auch

log (14 p? — p?) = 0; allein

tp*—p?=(V1+p2 —p)(V 14-p2+-p).
Folglich

log (V' 1+-p*—p)-log (V 1+-p>+-p) =o0.

Hiernach wird (18) zu

dp
pV 14 p2+log(V 1+ p24p)f-2b
Denkt man sich hierin p so gross, dass p } 1 p? mit p? ver-

tauscht und log (Vli%— p?+p)--2b gegen p? vernachlissigt werden
kann, so wird

mdx =

mdx:j P

9 .

p*
Das Integral dieser Gleichung ist
(19) mx= — ! -~ C.
p

Es erfolge die Bewegung in dem sehr steilen Kurventeile G H.
Hierbei gehe die Abscisse A G' = x’ iiher in A H' = x und es verwandele
sich p’ in p, so sind x’ und p’ entsprechende Werte des Punktes G.
Man erhilt fiir denselben aus (19)

1
mx‘:——b, -+ C.
Also dureh Subtraktion und Division mit m

GH =x—x'= 1 (—-1-,-—— 1).
m \ p p

Da p ins Unendliche wichst, so nahert sich die Grosse

X_ﬁ,_{_1<1 1)
WAy Vamsptol p




mehr und mehr der konstanten Grenze
1
m p’

x—x' M

Also nihert sich auch der absteigende Ast mehr und mehr einer
vertikalen Geraden, welche diesen endlichen Abstand von der Ordinaten-
axe hat. Diese vertikale Gerade ist mithin eine Asymptote dieses
Astes.

Nimmt man auch in (17) die Grisse p negativ und so gross, dass
der Nenner des zweiten Bruches rechts mit p? vertauscht werden kann,

so erhilt man
v= b
m

o
Somit ist 5_ die Grenze, welcher sich die Geschwindigkeit
m

des Korpers bei der absteigenden Bewegung mehr und mehr niihert.
An dieser Grenze ist der Luftwiderstand gleich der Schwerkraft.

376, Wirmeleitung in einem prismatischen Stabe. Einem dinnen
prismatischen Stabe werde am einen Ende Wirme mitgeteilt. Diese
Wirme pflanzt sich im Stabe fort und vermindert sich durch Verluste
an die umgebende Luft. Man soll das Gesetz der Temperaturabnahme
von einem Ende des Stabes nach dem andern hin bestimmen.

Das Ende A des Stabes, Fig. 141, nehme von irgend einer Wirme-
quelle her in gleichen Zeiten gleiche Wirmemengen auf, so dass sich
die Wirme iber den Querschnitt in A gleichfsrmig verteile; ferner
werde die Temperatur der umgebenden Luft, etwa durch Hinzustromen
neuer Luft, konstant auf Null erhalten. Nach einer gewissen Zeit muss
in der Bewegung der Wirme durch den Stab der Beharrungszustand
cintreten, so dass die Temperatur in einem und demselben Querschnitt
des Stabes konstant bleibt. Es seien

q der Querschnitt des Stabes, Fig. 141

u der Umfang dieses Querschnittes,

T,t die Temperaturen in A und m und

x=—Am der veriinderliche Abstand eines Quer-

schnittes durch den Stab von der Wirmequelle aus.

Die Temperatur t ist eine Funktion von x. Nimmt x um dx=
m n zu, so vermindert sich t vermdge der Abkithlung um dt. Zwischen
den Querschnitten in m und n liegt ein Prisma von der Liinge d x. Wegen
dieser geringen Linge kann angenommen werden, es bewege sich die
Wiirme gleichformig lings des Weges d x. In diesem Falle ist aber die
durch den Querschnitt in m per Zeiteinheit gehende Wiirmemenge pro-
portional dem Querschnitt q, der Differenz dt der Temperaturen in m
und n und verkehrt proportional der Linge dx des Prismas. Be-
zeichnet k eine von der Natur des Stabes abhiingige Konstante, so ist
also die in der Zeiteinheit durch den Querschnitt in m gehende Warme-
menge

(1) kq

dt
dx’
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Lisst man hierin x in x-}dx, also t in t— dt iibergehen, so
erhiilt man, da dx konstant angenommen wird

k q d (t *_(]t) — 1 q ( dt A7 (l“t)

dx dx dx

als Ausdruck fir die Warmemenge, welche durch den Querschnitt in n
gleichzeitig geht. Die Differenz |

(2) kg

dieser Wirmemenge ist offenbar gleich derjenigen Wirme, welche die
Oberfliche des Prismas mn durch die Abkiihlung in gleicher Zeit
verliert.

Nun ist aber dieser Wirmeverlust proportional der sich abkiihlen-
den Oberfliche udx und der Temperatur t des Prismas. Wenn also
h den Wirmeverlust bezeichnet, welchen ein Prisma von derselben
Substanz, von der Oberfliche 1, bei der Temperatur von 1 Grad, in
der Zeiteinheit erleidet, so ist der Wirmeverlust des Prismas mn in
derselben Zeit =hutdx. Mithin erhilt man folgende Gleichung

qk _‘_]..._ ; —hutdx,
dx

a5t walah

3 =21
(3) dx? qk )

Wiirde man die Wirme als eine Fliissigkeit betrachten, so wire

; : . it i i it A
im Ausdruck (1) die Grisse k—-l--- die Geschwindigkeit und im Aus-
dx
2

; ; ddis .
druck (3) die Grosse k s die Beschleunigung der Wirmebewegung
ax® j :

im Stabe. Diese Beschleunigung wire daher der Temperatur t propor-
tional. Wenn auf eine und dieselbe frei schwebende Masse Kriifte
einwirken, so verhalten sich diese Krifte wie die Beschleunigungen,
welche sie hervorbringen. Bei der in Frage liegenden Wirmebewegung
vertritt also die Temperatur die Stelle der Kraft.
Multipliziert man Gleichung (3) mit d t, so kommt
dtd?¢ uh

4 = +tdt.
) d x2 qk
Man setze zur Abkiirzung /
uh 5
=
qk

7 1 . ; !
und beachte, dass dtd?t= 5 d (d t)%, so ergibt sich durch Integra-

dt)rl m2t? b
PRI S S
dx g

tion von (4)
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indem man mit b die Konstante der Integration bezeichnet. Hieraus
folgt
dt
V b1+m?t? ;
Von den beiden Vorzeichen, mit welchen hier die Quadratwurzel

behaftet ist, muss nur das negative genommen werden, weil t abnimmt,
wenn x wichst. Das Integral von (5) ist nach Formel (3) des § 80

(5) dx=—

1 I AT
T log[mt-} b+ m? £2] e

Um die Konstante ¢ zu bestimmen, setze man x= 0. Dadurch
wird t zu T. Fiir diese Werte erhilt man also

1 M ] N sy 17. 1
0=—- log[mT -V b4+m? r2] 4-c.
n A
Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so kommt
1 mT - Vo m?T?

X= log e
g mt-t } b m?t?

Man multipliziere mit m und gehe von den Logarithmen zu den
Zahlen iiber, so wird
SOl b T R Y T
mx _ _ m'_-i_ rfyb:l_ i .l__

PR R —
mt - V b4 m? 2

Der Zihler rechts ist eine konstante Grosse. Bezeichnet man sie
mit a, so erhilt man hieraus

VbFm2t2=—mt|ae ™~
Wird diese Gleichung quadriert, so heben sich die Glieder mit ¢
auf und es wird
b= — Zmate 25l ale 2%
Dividiert man mit dem Faktor von t und bezeichnet mit A und

B die konstanten Faktoren der vorkommenden Exponentialgrdssen, so
erhiilt man

(6) t=Ae ™*|-Be™*
Um die Werte der Konstanten A und B zu ermitteln, setze man
sunichst x=o0. Dadurch muss die Temperatur t unendlich klein

werden. Der erste Teil rechts in (6) wird hierbei in der That unendlich
klein, wihrend der zweite unendlich gross ausfillt. Folglich muss B=10
sein. Hiernach folgt aus (6)
t—= AT
Setzt man hierin x=0, so muss t in T ibergehen; folglich ist
A=T. Somit wird die Temperatur t in der Entfernung x von der
Wiirmequelle sein

(M) t=Te 2% :




Gesetzt man beobachte in den Abstinden x* und x* von der
Wirmequelle die Temperaturen t‘ und t* im Stabe, so ist nach (),
indem man den Wert von m wieder einfiihrt

i uh o uh
o T ak . R s qk
ti="T¢ s e :

Man dividiere diese zwei Gleichungen durch einander und nehme die
Logarithmen, so erhiilt man nach einer einfachen Reduktion

']1__7_ log t' — log t" q
k. oliaxttixt u

] : = Jth ;
Durch diese Relation kann das Verhiiltnis — zwischen dem Ab-

k
kithlungs- und Leitungsvermiogen der Substanz ermittelt werden.
s seien t,t‘,t".. die Temperaturen in Querschnitten, welche die
Abstinde x, x| @, x-}-2@a,.. von A aus haben, so wird nach (7) sein
t—Te—WX. . 7e—0(X+t0), £ —Te—m(x+2¢)
; ] A
Hieraus folgt

" [ | i
FiLi _t af t, STAE ___ M | o —me
—- =...—@e e
t t | .

Nimmt man daher im Stab Querschnitte an, welche in gleichen
Abstinden aufeinander folgen, so bieten je drei benachbarte die Eigen- /
timlichkeit, dass die Summe ans den Temperaturen der #dussern Quer-
schoitte dividiert durch die Temperatur des innern Querschnittes einen
Wert liefert, welcher der ganzen Linge des Stabes nach konstant ist,

XIL. Aufgaben iiber schwingende Bewegungen.

377. Lingenschwingungen eines elastischen Stabes, Ein prismati-
scher Stab AB (Fig. 142) sei in vertikaler Lage am obern Ende be-
festigt. Am untern Ende B werde ein solches Gewicht P angehiingt,
dass der Stab eine kleine Ausdehnung BC annimmt. In dieser Stel-
Jung sind der Widerstand des Stabes und das Gewicht mit einander
jm Gleichgewicht. Wird ein zweites Gewicht angehiingt, so dehnt sich
der Stab um eine weitere Grosse CE ans. Nimmt man
dieses zweite Gewicht ab, so zieht sich der Stab vermdge !
seiner KElastizitit zusammen. Diese Elastizitit wirkt be- |
schleunigend auf das untere Ende des Stabes, bis dasselbe
zur Stelle C zuriickgekehrt ist. In C hat also das untere
Ende seine grosste Geschwindigkeit; folglich wird es von
hier aus die Bewegung anfwiirts um eine gewise Grosse CE’
fortsetzen. Wenn der Modul der Elastizitit fiir Ausdehnung
und Kompression derselbe und die FElastizitit fiir die eintre-
tenden Lingeninderungen eine vollkommene ist, so wird die
Verkinzung CE'=CE. Auf die Verkiirzung folgt wieder

Fig. 142.
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die Ausdehnung, ete., so dass das untere Ende auf- und abgehende
Schwingangen macht, welche in gleichen Zeiten vollendet werden.
Es seien

L,q die primitive Linge AB und der Querschnitt des Stabes,

a— BOC die durch das Gewicht P bewirkte Ausdehnung,

b= CE die durch ein zweites Gewicht hervorgebrachte Ausdehnung,

x= CD eine variable Ausdehnung, welche in der Zeit t von der

Gleichgewichtslage C aus erreicht wird,

E der Modul der Elastizitit des Stabes und

g die Beschleunigung beim freien Fall der Korper,
so ist nach dem in § 198 ausgesprochenen Gesetze die Kraft P, welche
die Ausdehnung a bewirkt

(1) P=E E q.

Folglich die Kraft, welche dem Stab eine Ausdehnung =a—{-x
beibringt, gleich
L aTX
(2 E——q.
Diese Kraft kann auch als Widerstand des Stabes angesehen wer-
den, den er der Ausdehnung entgegensetzt. Folglich ist die Differenz

a—-x X

der Widerstand, welchen der Stab der Bewegung des Gewichtes P ab-
wiirts entgegensetzt.

Die Beschleunigung, mit welcher diese Bewegung in D erfolgt,
sei g’. Statt dass also das Gewicht P frei herabfillt und die Beschlen-
nigung g annimmt, bewegt es sich mit einer Beschleunignng g.  Die
diesen Bewegungen entsprechenden Beschleunigungen verhalten sich wie
die Krifte, so dass man hat

gg=E

X ('F a
T B By

X
g—=g
s . d2x |
Da aber der Ausdruck fir die Beschleunigung auch - ist, S0
dt
hat man ohne Riicksicht auf das Gewicht des Stabes
d?x X

4 =g,
@ dt? a

Hier ist das pegative Zeichen genommen, weil einer verzigerten
Bewegung eine negative Beschleunigung entspricht.

Man multipliziere mit 2dx und integriere, indem man dt als
konstant betrachtet, so erhilt man

((lx)'&;p bl
CTE N R T




S T

RSt o A et dx ; y O i E; :
Die Grosse T bezeichnet die Geschwindigkeit des Stabes in D.
(

Fiir x=CE =b, d.h. fiir den tiefsten Punkt, wird ‘]': —0. Dies gibt
: !
: b
D= Qg
J g a

Folglich durch Subtraktion der beiden letzten Gleichungen

dXN® Bira g
( >_a (b X

Ndt

a ax
dt_V By — 8,
g Jp2—x2

Diese (Quadratwnrzel erhiilt das positive Zeichen, weil x und t
beim Sinken von D gleichzeitig zunehmen. Die Integration gibt

a X
= Arc sin —,
g ]

Die Konstante der Integration ist weggelassen, weil fir x=0
auch t=0 wird.

woraus folgt

Fiir x=>b wird t zur halben Dauer T einer Schwingung. Die
Schwingungszeit ist mithin ‘

|
%) r—x /2
B

Diese Zeit stimmt iiberein mit der Schwingungszeit eines ein-
fachen Pendels, dessen Linge =—a ist. Da nun aber a immer sehr
klein ist, so fallen diese Schwingungen sehr rasch aus. Fihrt man
den Wert von a auns (1) in (5), so erhilt man

T W"’l/i L
; cBq’

378. Querschwingungen eines elastischen Stabes. Ein prismati-
scher Stab AB (Fig. 143) sei in horizontaler Lage am einen Ende A
befestigt, am andern hiinge ein Gewicht P, so dass dadurch der Auf-
hiingepunkt B eine kleine Senkung BC==a annechme. Wird noch ein
zweites Gewicht angehiingt, so nehme seine Senkung um den kleinen
Wert CE=Db zn. Wird dieses zweite Gewicht abgenommen, so geht :
der Aufhiingepunkt, vermoge der Elastizitit des Matevials, in die Hohe
und macht von da an um die Gleichgewichtslage C herum Sehwingungen

von gleicher Schwingungsdaner und gleicher
Fig. 143, Ausweichung von C aus, unter der Voraus-
setzung vollkommener Elastizitit.

Die Bewegung beginne vom Punkte C aus
abwirts. Nach der Zeit t lege der Anfhiinge-
punkt einen Weg CD=x zurick. Es sei L
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die Linge des Stabes und M das Elastizititsmoment (§ 363) desselben,
so ist nach § 364 die Kraft, welche die Senkung a bewirkt

3M
(1) P= I3 *
somit auch die Kraft, ~welche einer Senkung BD-=a--x ent-
spricht, gleich
3 M
(2) s @—+x).

Der Unterschied dieser Krifte (1) und (2) ist der Widerstand,
welchen der Stab der weitern Bewegung abwiirts entgegensetzt. Be-
zeichnen daher g’ und g die Beschleunigungen des Gewichtes P, hervor-
gerufen am Stab und h(‘un freien Fall, so erhiilt man ohne Rm,kswht

3M .
anf das Gewicht des Stabes g':g= 3 % P; daher vermige (1)
. A
(3) g'="x

a
Hiernach erhilt man, wie in der vorigen Aufgabe, als Differential-
formel der Bewegung, indem man wegen der verzigerten Bewegung g’
mit negativem Zeichen einfiihrt
dix g
(4) BT O (0]
dt

somit auch als Wert T einer Schwingungszeit

Py
o g 3gM’

379. Schwingungen eines Torsionspendels. Ein elastischer Cylin-
der AB (Fig. 144) befinde sich in vertikaler Lage. Sein oheres
Ende A sei befestigt. Durch das untere Ende B gehe eine horizon-
lale Stange mit gleichen Armen BD,BDf, welche gleiche Gewichte
tragen. Ist der Cylinder nicht verdreht, so besteht Gleichgewicht.
Dlue Gleichgewichtslage sei in BC. Dreht man den Arm BC in
einer horizontalen Ebene um einen Winkel EBC=a, so wird der
Cylinder verdreht und es ist das statlsdw Moment der Kraft, welche
die Fasern des Cylinders verdreht, nach § 204 Formel (10)

w Ert
(1)
5L
wobei r den Halbmesser und L die Linge des Fig. 144.

Cylinders und E den Modul der Elastizitit des
Materials bezeichnen. Man iiberlasse nun das Pen-
del in der Lage BE sich selbst.  Nimmt alsdann
der Drehwinkel ¢ wilhrend der Zeit t um o — ¢
ab, wobei ¢ den veriinderlichen Winkel DBC be-
zeichuet, so ist jenes Torsionsmoment (1) nur noch

Bt
L

5L

(2)
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Mit diesem statischen Moment werden die Gewichte in D, D’
gegen die Gleichgewichtslage getrieben. Die treibende Kraft hort erst
anf fir ¢ =0, d. h. erst in der Gleichgewichtslage; also wird die
Bewegung his dahin beschleunigt; jenseits der Gleichgewichtslage wird
sie verzogert. Hs entsteht eine schwingende Bewegung mit konstanter
Schwingungszeit und konstanter Schwingungsweite bei vollkommener
Elastizitit des Cylinders.

Man denke sich simmtliche schwingende Massen, unter Anwen-
dung der Lehre vom Triigheitsmoment (§ 180) in ihren Mittelpunkt
der Triigheit vereinigt, d. h. in einen Punkt, in welchem sie den glei-
chen Einfluss auf die Drehung ausiiben, wie die vereinzelten Massen
(der Arme und Gewichte) in ihren jetzigen Lagen. Der Abstand die-
ses Mittelpunktes der Trigheit von der Drehachse sei =a und das
Gewicht der in diesem Punkte vereinigten Massen = P. Denkt man
sich das statische Moment (2) am Hebelsarm a, in der Richtung der
Bewegung, wirkend, so ist die diesem Momente entsprechende Kraft
gleich

x Ert

Saill il

Das Gewicht P drehe sich in D mit der Beschleunigung g‘. Be-
zeichnet daher g die Beschleunigung beim freien Fall, so miissen sich
die Kriifte, welche auf eine und dieselbe Masse wirken, wie ihre Be-
schleunigungen verhalten, so dass man hat

n 4 )

0’-0:1r_li‘.l__(p.p- g,:_{ﬂ,'_"?l'lﬁl

LB ) . .

AR 5aL ! P 51,

Ist x = Bogen CD ==a @, so wird der Ausdruck fiir die Beschleun-
9 2
; d*x d* ¢ o : : ;
nigung auch T 2 g Daher erhilt man in gleicher Weise
' ( (

wie in den beiden letzten Aufgaben
dag =g arEr‘-"(p
dt? PTG wit
Bezeichnet man den konstanten Faktor von @ rechts mit u, so
erhiilt man
d’g n

Aol e

_q)l

Diese Gleichung stimmt der Form nach mit den Formeln (4) der
beiden letzten Aufgaben iiberein. Man erhilt deshalb fiir die Schwin-
gungszeit den Wert

380. Schwingungen eines elastischen Mittels. Dieses Mittel (Luft,
Aether), habe iiberall gleiche Dichte. Eines seiner Teilchen werde
durch eine momentane iiussere Einwirkung in einer gewissen Rich-
tung AB (Fig. 145) verschoben. Dadurch wird das Mittel in der



S

Richtung der Bewegung verdichtet. Die dadurch vergrosserte Expan-
sivkraft des Mittels erschopft die Bewegung des Teilchens und treibt
es wieder in die Anfangslage A zuriick. Bei dieser riickgingigen Be-
wegung wirkt die Expansivkraft des Mittels beschleu-
nigend bis zum Punkte A. Also nimmt die Geschwin- Fig, 145.
digkeit bis zu dieser Stelle zu und es muss das Teil-
chen iiber A hinaus in der Richtung nach C hin sich
bewegen. Auf dieser Seite tritt die gleiche Erschei-
nung ein wie auf Seite von B. Also schwingt das
Teilchen um die Gleichgewichtslage A hin und her.
Nach der Zeit t habe das Teilchen den Weg AD=x von der
Gleichgewichtslage ans durchlaufen. Der Widerstand des Mittels ist
eine Funktion von x, welche fir x =0 verschwinden muss. Wirde
man also diese Funktion in eine Reihe nach ganzen Potenzen von x
auflosen, so diirfte kein Glied ohne x vorkommen. Diese Reihe miisste
also die Form haben

Ax--Bx*+Cx?+...

Da nun aber die gréssten Werte von x als sehr klein vorausge-
setzt werden, so kann man annehmen, es verschwinden die Glieder
mit der zweiten und den héhern Potenzen von x gegen das erste Glied.
Der Widerstand des Mittels kann deshalb == A x und die ihm propor-
tionale Beschleunigung = kx gesetzt werden. Allein diese Beschleuni-
gung, als einer verzigerten Bewegung entsprechend , ist negativ. Des-
halb wird die Differentialformel der Bewegung

déx
(1) o k x.

Man multipliziere mit 2dx und integriere, so kommt

(dx>2:(3—kxz. ;
dt

Nun sei die grosste Ausweichung AB = a, so wird die Geschwin-

digkeit ax =0 fir x=a; dies gibt

dt
0=C — ka?
und durch Subtraktion
= ax? 4 Wi
Hieraus folgt
= 1‘.
{7 e

: sy
Va2—x2

wobei der Quadratwurzel das positive Zeichen gegeben wird, weil x

und t gleichzeitig wachsen. Man integriere, so kommt

t Vl? = Are sin il

Autenheimer, Elementarbuch. 30
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Die Integrationskonstante ist weggelassen, wéil fir x=0 auch
t=0 wird. Geht man vom Bogen zum Sinus uber, so wird

(3) x=asint Jk,
T : = ; i e G e
Wird diese Formel differentiiert und die Geschwindigkeit T mit

v bezeichnet, so erhiilt man
(4) v=a ) keost ) k.

Man konnte auch diesen Wert von v erhalten, wenn man den
Wert von x aus (3) in (2) einfithrt.

Nun sei T die Zeit, welche das Teilchen zu einer Hin- und Her-
bewegung braucht, so wird es iberbaupt am Anfang und Ende der
Zeitdaver T die niimliche Stelle der Bahn in der gleichen Richtung
passieren. Diese Zeit wollen wir hier Schwingungszeit nennen.

Die Sinus und Cosinus von Bogen, welche um ein Vielfaches von
2 von einander abweichen, sind einander gleich mit gleichen Zeichen.
Bezeichnet daher n irgend eine ganze Zahl und schreibt man

2mn —t~— t Vl{ = ( i;::] - t) Vl;,

so erhialt man aus (3) und (4)
9 Ay
(5) X =asin (fl:r—k“f —- L) Vk, .
il 2 i i |
(6) v=a )k cn.s( 1;1?]\11 ~ -t,) k.

Setzt man hierin der Reihe nach n=1,2,3,.., s¢

€

wird die

Zeit t je um vergrossert; dabei erhalten x und v fiir alle diese

i

-
‘ Sl . : b o ST s e
Stubstitutionen gleichen Wert. Folglich ist ——— die konstante Schwin-
k
gungszeit, so dass man hat :
27
Vk

Fihrt man den Wert von )k aus dieser Formel in (5) und (6),
so kommt

.vl\

2
(7) X = a sin T
2 2
(8) vE= — :11‘11' oS ':lr ¢ :

Fir t=0,T,2T,.. wird x=0 und v ein Maximum. . Bézeichnet
man diesen grissten Wert, welchen das hbewegliche Teilchen in der
Gleichgewichtslage besitzt, mit V, so erhilt man aus (8)

_2mra
b

V
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Die Sinus und Cosinus yon Bogen, welche um 7 von einander
abweichen, haben gleiche Werte mit entgegengesetzten Vorzeichen.

Liisst man daher in (7) und (8) die Zeit t um eine halbe Schwingungs-
dauer, also um /5 T, zunehmen, so erhilt man

AT T . 2mt
I\':ﬁ.slll'T (t+ 2):-.-{1511_1_1.‘ =

v:aV]?cos(% ---ﬁ—cr)z—aVl-:cos Eqrt.

T

Somit hat das schwingende Teilchen nach jeder halben Schwin-
gungszeit gleichen Abstand von der Gleichgewichtslage und gleiche
Geschwindigkeit, beides jedoch in entgegengesetater Richtung.

381. Bestimmung der mittleren Dichtigkeit der Erde, mach Cavendish.
Es sei AB (Fig. 146) ein sehr diinner, prismatischer Kérper von Holz,
an dessen beiden Enden A und B zwei gleiche Bleikugeln angebracht
sind. In der Mitte M zwischen diesen Kugeln sei der Stab an einem
diinnen Drahte aufgehiingt, so wird der Stab eine horizontale Lage an-
nehmen. Dreht man denselben in einer hori-
zontalen Ebene in eine andere Lage A‘B’ und
lisst ihn los, so wird er vermoge der Elasti-
zitit des Aufhiingedrahtes zuriickkehren und
um die Gleichgewichtslage AB hin- und her-
schwingen.

Man bringe nun in der Schwingungsebene,
in einer Geraden CMD, in gleichen Entfer-
nungen (von M, zwei gleiche Kugeln von dichtem Stoffe, z. B. von Blei,
in fester Lage an, so werden die Kugeln A,B von diesen Kugeln an-
gezogen und vermdge der Elastizitiit des Drahtes in Schwingungen ver-
setzt. Diese Anziehung findet statt nach dem Gesetze der Gravitation,
und zwar so, als wenn die Massen der Kugeln in ihren Mittelpunkten
vereinigt wiren. Es seien

a=AM die Entfernung der heiden Kugeln A, B von der Drehachse,

b= CM die Entfernung der Kugeln C,D von dieser Achse,

o der Winkel DM B, welchen die Anfangslage MB mit der Gera-
den MD bildet,

¢ der verinderliche Winkel AMA’, welchen die schwingende Pen-
delstange in der Zeit t von der Anfangslage AM aus beschreibt,

¢ die Beschleunigung, welche die Anziechung der Kugel A auf eine

Masseneinheit der Kugel C hervorbringt, wenn beide Kugeln den

Abstand 1 zu einander haben,

m die Masse einer der Kugeln C, D,
so werden die Beschleunigungen, welche die Kugeln C,D der Kugel A’
beizubringen vermogen, sein

Kugel C in der Richtung CA’'=e - ]11\1'27’
Kugel D in der Richtung DA’me-ﬁE;ﬂ-.

30%
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Man zerlege diese Beschleunigungen in = Seitenbeschleunigungen,
welche senkrecht und parallel sind zur Pendelstange A‘B’. Die letz-
tern gehen fiir die Drehung verloren, nur die erstern entsprechen der
Drehung. Diese sind
sinMA*C sinMA‘D

— e ———=
ALDH A‘D?

Die erstere dieser Beschleunigungen nimmt mit ¢ zu, die letztere
ab, sie haben also entgegengesetzte Vorzeichen. Die wirkliche Be-
schleunigung, welche die Kugeln C, D der Kugel A’ beibringen, ist daher

/sinMA‘C sinMA'DY
(1) em T T T
A'G? A‘DZ )
Allein die Dreiecke CMA‘ und DM A’ geben die Proportionen
b:A’C=sinMA’C:sin (e — ¢),
b:A‘D=sin M A’ D: sin (¢ — @).

Fiihrt man hieraus die Werte von sin MA‘C und sin MA’D in

(1), so kommt

em

- S il 1
(2) bemsin (¢ — @) \_ A ";\'])3:]'

Hierin sind noch die Abstinde A’C und A‘D durch a,b,e, @
auszudriicken. Es ist fiir die schon genannten Dreiecke

Fig. 146. A’ (2 =na? -]— b2 — 2abcos (e — ¢), |
A'D?2=a2--b*—2abcos A'MD.
Allein cos A°M D = — cos (&« — @) ; folg-
lich

A'D2=a?--bh%2|-2abcos (& — @)

Der Schwingungswinkel @ wird sehr klein ausfallen. Unter die-
ser Voraussetzung kann man daher annchmen
cosP—1, sinP=¢; cos(ec—@)=—cosaa—¢ sin .
Deshalb wird sein
A‘C2=a®*-1-b>— 2ab(cos @ — & sin &),
A'D2=a%-+b2}2ab(cosa — Psina).

Setzt man zur Vereinfachung
D

(3) p?=a?tb2—2abcose; ¢*=a’>-+b? —~+-2ahecos «,
so wird

A'C?=p*t|2ab¢@sine,

A‘D*=q*— 2ab@®sinea.

L 2 s 3
Man erhebe diese Ausdriicke auf die Potenz — 5 und vernach-

lissige die Glieder der Reihen, in welchen ¢ die erste Potenz tber-
schreitet, so kommt
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(1) Reii L big' 3ab fiu « ¢
e A‘C? p? p°

(5) __1 g 1 r ?i:m_b sin e

: A4DY q* | q°

Zieht man (5) von (4) ab, nach Vorschrift von Formel (2), multi-
pliziert sodann mit

sin (& — @) = sin & — ¢ cos «,
indem man die Glieder mit ®? vernachlissigt, und setzt zur Abkiirzung

il 17

(6) sin c‘:kp3 e )=h,
( 4

P el i il 1
(7 f.'inhsnrak = — )—cr}s Al p_* - _‘): k,
P’ \p q

5 3
A

so wird der Ausdruek (2) fiir die Beschleunigung der Kugel A* ver-
mige der Anziehung sein

(8) emb (h 4k @).

Die Elastizitit des Aufhiingedrahtes widersteht der Drehung mit
einer Kraft, welche dem Torsionswinkel® ¢ proportional ist (§ 204).
Also wird auch die dieser Kraft entsprechende Beschleunigung der
Grisse @ proportioval sein, also mit n¢ bezeichnet werden konnen.
Da der Einfluss der Kugeln C,D auf die Kugel B’ gleich gross ist wie
auf A’, so ist also vom Doppelten der Beschleunigung (8) die Grosse n ¢
abzuziehen, um die wirkliche Beschleunigung zn erhalten.

a9

l_ "
it

=a @ bezeichnet. Da nun dx =ad¢g und d’x=—ad?¢, so wird mit-
hin die Differentialgleichung der Bewegung sein

d2g
dt?

Diese Beschleunigung ist aber aunch wo x den Bogen A A’

(9) a 2emb(h-+k®)—ng.

Man multipliziere mit 2d¢ und integriere, indem man dt als
konstant betrachtet, so kommt

(10’ (07 tembh ¢ Jemb | ) g2
J) a =4 ) h Hlaembk—n) ¢~
k T em ¥+ (2emb )
Die Konstante der Integration ist = 0, weil fir ¢ =0 das Pen-
del in der Anfangslage AM sich befindet, also anch die Geschwindig-

keit 849 daselbst =0 ist.
. dt

In einer bestimmten Lage der Pendelstange halten sich der Tor-
sionswiderstand des Drahtes und die Anziehung der Kugeln das Gleich-
gewicht. In dieser Lage bilde die Stange mit der Anfangslage den
Winkel ¢’. Wihrend also die Gerade AM die Ruhelage ist ohne An-
ziehung der Kugeln, so ist die Richtung, weleche mit AM den Winkel ¢
bildet, die Ruhelage unter Einwirkung der Kugeln,
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2
Setzt man @ = ¢’ in (9), so wird die Beschleunigung a dl tg: o
d
dies gibt
2embk —n=— M
P

Fihrt man diesen Wert von 2embk —n in (10), so folgt
( d9\? 2embh
a =

(29'9—9?).

ade e : .
Da nun - T die Geschwindigkeit bezeichnet, so muss diese
: :

Grosse zu beiden Seiten eines Schwingungsbogens =0 sein. Fiir

__{}(llttp_ =0 erhiilt man aber aus (11)
(

290'9 — P> =0 oder @ (29 —¢)=0.
Das Produkt ¢ (2¢‘'— ¢) kann aber nur =0 werden, wenn
einer der Faktoren =0 ist. Darauns folgt
=0, p=29¢"
Der erstere Wert von @ entspricht dem Anfang, der andere dem
Ende einer Schwingung; also ist der Schwingungsbogen das Doppelte
von der Ablenkung ¢’.

Sondert man die Veranderlichen in (11) und nimmt fir d¢ und
dt bei der Quadratwurzelausziehung gleiche Zeichen, indem ¢ und t
gleichzeitig wachsen, so wird

l/i%emhh dg
dt - — = =
it V2g'g—9g?

Das Integral dieser Gleichung ist nach § 78, Formel (8)

s- n e [y et | ¢
tl/h' m,bl-l —Arega o2 AF —+C.
ay 2¢°

Fir t=0 ist ¢ = 0; folglich
0=Arcsin(—1)-}C

4 )
™
0———-10,

so dass man durch Subtraktion erhiilt

W e
aQp 2 @

Fir ¢ =2 @’ wird t zur Zeit T einer einfachen Schwingung; folg-

lich ist
T 2embh = , =
RN G R

agp’
12 == - :
(42) . wl/zembh



Um diese Formel zur Bestimmung der mittleren Dichte der Erd-
masse branchbar zu machen, sei
L die Linge eines Sekundenpendels,
g die Beschleunigung beim freien Fall,
M die Masse der Erde,
s das Gewicht der Kubikeinheit der Erdmasse von mittlerer Dichte und
r der Erdhalbmesser der als kugelformig gedachten Erde,
so erhiilt man aus Formel (6) des § 163 fir die Linge des Sekunden-
pendels, wenn man daselbst T=1 setst
g—Dimrs
und als Beschleunigung derselben durch die Erdmasse, wenn man eine
der Kugeln A oder B als schweren Korper des Sekundenpendels sich denkt
M
el iy
Setzt man diese beiden Werte von g einander gleich, so folgt
M

(13) Lrxi=c¢e 2

Eliminiert man e aus (12) und (13), so wird

1 ag’ M
r 2bhL m°

(14) T =

Die Massen M und m sind den Gewichten der Erde und der Blei-
kugeln C,D proportional. Wir nehmen daher an, es bezeichnen M, m
die Gewichte dieser Kérper, so ist

Fiihrt man diesen Wert von M in (14), so folgt der gesuchte Wert
3 bh PR

(15) gi== . —.— . T%m,
R 2w a@Q r

Bei Versuchen, welche Cavendish von 1797 bis 1798 anstellte,
wurde der Zoll als Lingenmass und das Gewicht von 1 Kubikzoll
Wasser als Einheit der Gewichte angenommen. Bei diesen Versuchen
ergaben sich nach Schmidt’s mathematischer und physikalischer Geo-
graphie im Mittel

Gewicht einer der Bleikugeln C,D = 9662,3,

Lange der Arme . . . a=h= 36,65,

W kel s ia i, e a—13°58!26",
Bogen (fiir den Radius =1) @'=0,0079373,
Schwingungszeit . . . .  T=424,5Sekunden.

Berechnet man vermittelst der Werte von a,b,« die Grissen p
und q nach (3), sodann nach (6) die Grosse h, so erhiilt man

log brig h = 6,53156 — 10.




S A e

L 2 .
Ferner hat man fiir das Verhéltnis = den briggischen Logarithmus
log brig (]) = 3,19329 — 10.
=

Fiir diese Daten wird nach (15)
8=15,52,

d. h. ein Kubikzoll Erdmasse wiegt durchschnittlich 5,52 mal mehr
als 1 Kubikzoll Wasser; also ist die mittlere Dichte der Erdmasse
= 5,52.

382 Schwingungen des Pendels in der Luft. Es sei

a die Linge der Pendelstange AB (Fig. 147),

e, @ die Winkel BAF und CAF, um welche diese Stange im An-
fange der Bewegung und nach der Zeit t von der vertikalen
Richtung AF abweicht,

s=a (e — ¢)=BC der Bogen, welcher vom Beginne der Bewegung
an vom schweren Punkt in der Zeit t durchlaufen wird und

g die Beschleunigung beim freien Fall der Karper, also

gsin @ die Beschleunigung der Bewegung in der Richtung der Tan-
gente an den Schwingungshogen in C.

Diese Beschleunigung wird durch den Luftwiderstand vermindert.
Dieser Luftwiderstand ist fiir sehr langsame Bewegungen sehr nahe der
ersten, fir rasche Bewegungen sehr nahe der zweiten Potenz der Ge-
schwindigkeit proportional. Wir setzen sehr kleine Schwingungshogen
voraus, und nehmen an, es sei der Luftwiderstand der Geschwindig-
keit proportional. Also wird die Beschleunigung gsin ¢ vermindert
ds g R L v
T worin Tt die Geschwindigkeit in C und k
C .
eine Konstante bezeichnet. Somit ist die Beschleunigung des Pendels

um den Betrag k
a = 125 ds

Fig. 147. ¢ = i ST
(1) qgz —&sin¢ k e

Nun ist aber s=a (¢ — @), also
ds=—adg; d?s=—ad?9

und
.sm(P—‘P“"?:__'g g 2.3.4.5

Vernachlissigt man in der letzten Reihe,
wegen der Kleinheit von @, die Glieder von
@® an, so wird (1) vermige dieser Werte zu
¢ . 49
dt2

g
+k——+=9=0.
] dt i a 9

Diese Differentialgleichung ist eine lineare (§ 337) und stimmt
mit der in § 352 I behandelten iiberein.
Behufs der Integration dieser Gleichung (2) setze man

(P=Cefgt;

(2)

®3)




R

worin ¢ und § konstante Griossen und e die Basis der natiirlichen Lo-
garithmen bezeichnen. Durch Differentiation von (3) folgt

2
oE =foeft; ?1:‘-{ = p2cel".

dep d&*¢

Setzt man diese Werte von ¢ = -
8 AR TRArTY

in (2), so kommt

(4) ﬁ2+p’k—}-—-§ —=0.

Durch Auflosung dieser Gleichung in Hinsicht § findet man

5 k" B g
(5) ﬁ=—-2_'-._]/-4---‘;'-

Die Grosse k ist sehr klein, folglich die Grosse unter dem Quadrat-
wurzelzeichen negativ. Man setze daher zur Abkirzung

Y ke 2 £ 1
(6) 2—~m. 1/4 a—ul/ 1,

so gibt (5) fir § folgende zwei Werte
—m-n s i und —m—1 ) —1.

Verfihrt man nun, wie auf S. 397 Abteilung ,zweiter Fall” ge-
schehen, so erhilt man als allgemeines Integral

(7) @=e¢" " [Mcosnt— Nsinnt]
Das Differentialverhaltnis dieser Gleichung ist
<5 1 o
(8) l](’: — —me ™" (M cosnt-|Nsinnt)
[

+ne—™t(— Msinnt | N cosnt).
Fiir den Anfangszustand der Bewegung ist t=0, § =@ and die
Geschwindigkeit al--Ll-({—:—-U. Vermdge dieser Werte erhilt man aus
¢
(7) und (8)
a=M; 0=—mM—|aR.
Also sind die Werte der Konstanten
M=u; RN=—=@.
n

Setzt man diese Werte in (7) und (8), so erhilt man

m .
(9) g—oa> (uo:a nt— sinn t}
n

A «

10) = —
(10) dt n

a— (1]‘1"‘ L 11'3) sinn t,




Vermittelst dieser Werte wird (10)
deg ag

(1 G B s
(11) ; dt n =

Die Gleichung (9) bestimmt den Wert von @ und (11) die Ge-
schwindigkeit fir irgend eine Zeit.

—m t

sinn f.

. Ly ! L T A
Am Ende jeder Schwingung ist die Geschwindigkeit — 1“[?_ —0),
' dt
Hierfiir gibt (11)
oo x
0= ——¢ Dtginnt
n

Diese Gleichung findet statt, wenn sinn t==0, also wenn nt ein
Vielfaches von m ist. Setzt man

(12) nt=m, also t=——
n

5

so bezeichnet dieser Wert von t die Zeit der ersten Schwingung.
Setzt man
nt=2mw, also t= ; !

I
so bezeichnet t die Zeit der zwei ersten Schwingungen, etc. Man er-
sieht hieraus, dass die Zeit fiir jede Schwingung den gleichen Wert
hat oder dass die Schwingungszeit konstant ist.

Es bezeichne T diese konstante Schwingungszeit, so hat man

aus. (12)
P

n

oder indem man aus (6) den Wert von n einfithrt

T — T a
1 ak? g
dg
Denkt man sich den Luftwiderstand weg, so ist k=0 und es
geht diese Formel iiber in die fiir kleine Schwingungshogen in § 163 i

angegebene. Die Schwingungszeit desselben Pendels im Luft erfiillten
Raume ist also grosser als im leeren Raum im Verhiiltnis von

ak?
1 1——=—,
dg
is seien @1, P, @3, ... die Schwingungsbogen, welche wihrend

der ersten, zweiten, dritten, .. Schwingung durchlanfen werden. Aus
(9) folgt als Ablenkung der Pendelstange von der vertikalen Richtung



fir t==0 =-+eo,

-— IN7¢
™ oz
fiir t=- g=——pe L ,

n
9 —2mm
5 ™ S 15
fir t= e g — gt
g —3mn
L 3 Yo 0
fir t=— = p=——ae o | etc.

Es liegen somit vom tiefsten Punkt aus links und rechts die
Bogen

M. }ll}T
fiir die 1te Schwingung —- o und —ee O,
__ mnm __ 2mw
fir die 2te Schwingung —ae " und +ae %,
2mm __3m7

fir die 3te Schwingung 4-ce " und —ee T, et

Wenn nun die Bogen rechts mit entgegengesetzten Zeichen zu
denen links addiert werden, so erhilt man die ganzen Schwingungs-
bogen. Diese sind somit

/ nm\
! il =i (]
P =-—1+a kl =t-'e ,/ =19,
( ma mrsm mmr
n
Pr=—a\l+e T Je L = —@'e ;
m 7z 2mmn 2mn
1 y 1
3 =-+ea\1-+e * )c = =-1@'e T
ma* 3mm 3mmn
Pr—=—a\l-]-e = )v & =—¢'e BEL shes

Die Schwingungsbogen' bilden hiernach die Glieder einer geo-
m7a
metrischen Progression, deren Exponent die Grosse —e. T ist.
Diese Bogen nehmen allmihlich ab, so dass sich die Bewegung nach
und nach erschopft.

Aus (11) folgt durch Differentiation, indem man die Geschwindig-

lg

L B y :
keit ——— mit v bezeichnet
dt

dv SRR 1
=0ge —sinnt—cosnt |
dt ; n

Setzt man diesen Differentialquotienten =0, so findet man den-
jenigen Wert der Zeit t, fir welchen die Geschwindigkeit v ein Maxi-

; = dv
mum wird. Es folgt aus T =1
i
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m

sinnt —cosnt=0,

n dg.
H f=—= ol 5
tang n = l/ k2 1

. . . 4 n
Wenn hierin k=0 gesetzt wird, so wird tangnt=a0, nt= T
d. h. im luftleeren Raum ftritt die grosste Geschwindigkeit in der
Mitte der Schwingungszeit ein.  Allein im lufterfillten Raum ist k

4 o
nicht = 0, also auch ;2 — 1 nicht unendlich gross; folglich wird
a
£ o 1TE o i Sl % &
tangn t endlich, also nt<C 9" Die grosste Geschwindigkeit findet

also statt vor Ablauf der ersten Hilfte einer jeden Schwingungszeit.
Die grosste Geschwindigkeit, welche wir mitu bezeichnen wollen, tritt

d%s
dt?
g sin ¢ =k,

ein, wenn die Beschleunigung = (), also wenn nach Formel (1) ist

oder da sin ¢ mit ¢ vertauscht wird, wenn

k
q.l s .
g

Diese Ablenkung @ der Stellung des Pendels von der Vertikalen
bei der grossten Geschwindigkeit ist somit der Konstanten k direkt
proportional.

Setzt man @ =0 in (9), so wird t zu derjenigen Zeit, welche
zur FErreichung des tiefsten Punktes notig ist. In diesem Falle muss
also sein

I 5
—sinnt—}-cosn t=0,
n

n 4¢g
tangnt— — — = — — —1,
8 m ak?

Die Grosse unter diesem Quadratwurzelzeichen ist eine sehr grosse
Zahl, welche fir k=0 unendlich wird; folglich wird der Winkel nt

i : : : :
nur wenig von abweichen , jedoch wegen des negativen Vorzeichens

3

der Quadratwurzel grisser sein als , d. h. das Pendel braucht zum

S

o

Niedergang mehr Zeit als zum Aufgang.

=

383. Schwingungen des physischen Pendels im leeren Raum. Man
denke sich die Masse des Pendels in unendlich kleine Teile zerlegt mit
verschiedenen Abstiinden von der Drehachse, so haben diese Teile die
Tendenz, fiir sich so zu schwingen, wie der schwere Punkt eines ein-
fachen Pendels. Den Teilen zuniichst der Drehachse entspricht daher
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eine kleinere, den entfernteren eine grissere Schwingungsdauer. Da
aber die Teile ein starres Ganzes bilden, so kommen die unendlich
vielen ungleichen Schwingungszeiten pieht zur Verwirklichung, sondern
es bildet sich eine mittlere Schwingungsdaner. Der Punkt am Pendel,
dem diese Schwingungszeit angehort, heisst Schwingungspunkt und sein
Abstand von der Drehachse Linge des physischen Pendels.
Dieser Schwingungspunkt ist zu unterscheiden vom Schwerpunkt des
Pendels. Beide fallen nur dann sehr nahe zusammen, wenn die Masse
der Pendelstange sehr klein ist.

Es gelte die Bezeichnung von § 382. Ausserdem bezeichne M die
Masse des Pendels, also d M ein Massenelement. Dieses habe den Ab-
stand ¢ von der Drehachse und werde in dem Augenblick, da die
Zeit t abgelaufen, getrieben von einer Kraft k mit einer Beschleunignng g’,
s0 ist mach § 174, Formel (6)

k=g dM.

Es gehe t dber in t--dt und der Bogen s in s-}-ds, so erhilt
man als Ausdruck fiir die Beschleunigung

) d?s
g — —-2 »
dt

daher durch Elimination von g' der Wert der Kraft

i d?s

= ‘It.z d M.

Diese Kraft liegt in der Richtung der Tangente an den Schwingungs-
hogen und durchliuft in der Zeit dt den gleich gerichteten Weg ds,
verrichtet also eine Arbeit, welche nach § 166 erhalten wird, wenn
man die Kraft, welche withrend der anendlich kleinen Zeit dt als kon-
stant angenommen werden kann, mit dem Weg multipliziert. Diese

2
Arbeit ist daher = rt—l—:--rl s-dM.
d t*

Diese Arbeit kommt her vom Sinken der Masse dM in vertikaler
Richtung. Nach der Zeit t habe dM in vertikaler Richtung eine Tiefe z
unter der Drehachse, so nimmt z wihrend der Zeit dt zu um dz.
Daher sinkt das Gewicht gdM des Teilchens in der Richtung des
Gewichtes um dz und verrichtet dabei die Arbeit gdM-dz. Durch
Gleichsetzen dieser beiden Arbeiten folgt

gdM-dz 1s-dDM.

d?s
= —
dt?

Fiir dasselbe Massenteilchen d M mit gleich bleibendem Abstand p
von der Achse erhilt man die Arbeit, welche withrend der Zeit t ver-
richtet wird, wenn man die vorstehende Gleichung integriert. Das
Integral ist

\ 1 (‘].S\\Z
1 ¥ 17— V= —— - /
) gdM-z-C Tt/ dM,

—
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: i ' : dintee 2 T
worin G die Konstante der Integration und Ty die Geschwindigkeit
des Teilchens d M nach der Zeit t bezeichnet.

Fir t=0 wird diese Geschwindigkeit — 0, wihrend z iibergehe
in zo. Hierfir gibt Gleichung (1)

gdM:z 4 C=0,
daher durch Subtraktion
(2) gdM(z — z) = {;— j%)d d M.
Hier sind nun z und s durch die Variable @ auszudriicken. Man
erhilt
z— 7o = p (cos ¢ — cos «)

und indem man cos ¢ und cos e« nach § 66 in Reihen entwickelt und
die Glieder von der vierten Potenz der Bogen @ und « an vernach-
liissigt

1 - :
Z—Zozig{a‘— ®2).
Da ds=pd @, so geht fiir diese Werte Gleichung (2) iiber in

9 9 - d{p 2
g(a?— fﬁ“)-de:(dt

Man denke sich nun den Winkel ¢ konstant und dehne das Massen-
teilchen d M iiber die ganze Liinge des Pendels aus, so erhilt man fiir
den Augenblick, da die Zeit t erreicht ist, das [ntegral

9 9 1?2 :
(3) g(a-ﬁw")fng:(-(d({) f@‘dM.

Nun ist p der Abstand des Teilchens d M von der Achse, also

¢dM das statische Moment des Teilchens und fgd M die Summe der

o2d M.

statischen Momente aller Pendelteile. Diese Summe ist daher gleich
dem statischen Moment der ganzen Masse M. Allein der Hebelsarm
dieser Masse ist der Abstand des Schwerpunktes der Masse M von der

Achse. Er sei mit a bezeichnet, so ist fg dM=aM. Ferner ist das

o
zweite Integral JQQdM nichts anderes als das Trigheitsmoment
(§ 180) des Pendels. Bezeichnet man dasselbe mit E, so erhilt man
aus. (3)
: 192

agM(a?— @2 =E<(

g M (a2 — 9?) =B (S
und durch Sonderung der Veranderlichen

et Bl = 49
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Hierin sind die Vorzeichen von dt und d ¢ entgegengesetzt ge-
nommen, weil beim Beginn der Bewegung ¢ abnimmt, wenn t wiichst.
Die Integration gibt

2 =
t =——=—Arccos
agM
Die Konstante der Integration ist weggelassen, weil fir t=0 auch

@ —¢ und Arccosl=0 wird.
Bezeichnet T die Zeit zu einer cinfachen Schwingung, so findet

il sl nnis
man t = 5 T fir =0, also als Zeit 5 T fiir Arccos O:f.r

5
4 E
By l/:lgM'

Nun sei die Linge des physischen Pendels =1L, so ist L auch
die Linge eines einfachen, mathematischen Pendels, das mit obigem
physischen Pendel gleiche Schwingungszeit hat; daher wird nach

§ 163 auch
=
T=m l/

Qetzt man die beiden Werte von T einander gleich, so folgt

Daher ist

gz |

@) L=-

[. Besteht das physische Pendel aus einer prismatischen Stange mit

1 ;AR
2] und E—:} Ml

der Masse M und der Linge 1, so wird a=

(§ 181) und daher nach (4)

I1. Das Pendel bestehe aus einer diinnen prismatischen Stange und
einer am untern Ende derselben angehingten Kugel.

Es sei M die Masse der Kugel, r ihr Halbmesser und 1 der Ab-
stand ihres Mittelpunktes von der Drehachse; ferner sei m die Masse
der Stange und es konne die Lange 1—r derselben mit 1 vertauscht
werden;: so hat man zuniichst zur Bestimmung von a folgende Gleichung
der statischen Momente

(M~+m)a=MIl-+ 3 m .

Das Triigheitsmoment der Kugel fiir eine Achse durch ihren Mittel-

2 9 R
punkt ist nach § 187 =— Mr%, also nach § 188 fiir die Drehachse
8]
: g ; : . ” 1
=% Mr2--MI1% und da das Triigheitsmoment der Stange =gm 1%,

s6 wird die Linge des physischen Pendels nach (4)




1 12 lay? .
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384, Schwingungen des Bifilarmagnetometers. Bei diesem Apparat,
der zum Messen magnetischer und elektrischer Krifte dient, wird der
horizontale Magnetstab an zwei langen, feinen, wenig von einander ab-
stehenden Fiden oder Driihten aufgehiingt, welche symmetrisch zur
Vertikalen liegen, die durch den Schwerpunkt des Magnetstabes geht.
Um diese Vertikale dreht sich der Magnetstab in kleinen Schwingungs-
bogen, indem er sich abwechselnd etwas hebt und senkt, hin und her.

Fig. 148. Es seien Cc (Fig. 148) die vertikale Achse,
. d d’ der horizontale Magnetstab und D d, D* d* die
Aufhiingdrithte. In der Ruhelage befinden sich
Drithte und Stab mit der Achse in einer Vertikal-
ebene. In dieser Ebene liege anch die Vertikale D {.
Es sei
a=cd=cd’ der Abstand der untern Auf-
hiingepunkte von der Achse;
b=CD=CD’ derjenige der obern Authénge-
punkte von der Achse;
L=Dd die Linge eines Drahtes und
h =D f{ deren vertikale Projektion, so ist

(@) L2=h?+4(b—a)%

Man gebe dem Magnetstab ecine grosste
Drehung; er komme dabei aus der Gleichgewichts-
lage On nach Oq und lege einen Winkel & zu-
riick. Lasst man ihn los, so wird er sinken und
sich drehen. Er komme zuniichst aus der Lage O q in die Lage Op
und bilde mit der Gleichgewichtslage den Winkel ¢; er durchlaufe also
den Winkel & — ¢.

Wihrend dieses Vorganges bewegt sich der Punkt p in einer
Kugelflache, deren Mittelpunkt in D und in einer Cylinderfliche mit
der Achse Cc und dem Halbmesser a.

Man nehme nun drei rechtwinkelige Achsen an, mit dem Ursprung
in D. Die z Achse liege in DfE, die x Achse in DD’, so wird die
y Achse senkrecht auf der Ebene xz stehen. Befindet sich der Magnet-
stab in der Gleichgewichtslage On, soist Df =2z, En=x und y=0.
Allein in der Lage Op ist Em=x, mp=y und z hat sich verkiirzt,
so dass die drei Koordinaten der Kugelfliche geben

Xyl =LA

Die horizontalen Koordinaten liefern folgende Gleichung der ge-
nannten Cylinderfliiche

y2 (b — x)? =a.

Fiir die Bahn des Punktes p missen die Werte von x, ebenso



von y und z in den beiden letzten Gleichungen gleich sein. Eliminiert
man aus ihnen y, so folgt

(2) 22=L%}Db?—a?—2bx
Die Koordinaten x,y in der horizontalen Ebene sind
(3) x=b—acos®; y=asing.

Fihrt man den Wert von L% aus (1) und von x aus (3) in (2),
so folgt

(4) 2=} h*—2ab (1 — cos ¢).

Indem der Stab aus der Lage oq in die Lage op gelangt, ver-
fliesse eine Zeit t. Man lasse t um dt zunehmen, so findern sich
®,x,y und z um ihve Differentialien. Ihr Zusammenhang ergibt sich
durch Differentiation von (3) und (4). Man erhilt

—ahsingdg

(5) dx=asingd¢; dy=acos@d¢; dz= —— : -
V'h2—2ab(1—cos )

Nun sei M die Masse des Stabes, also vach § 174, Formel (6),
gM das Gewicht des Stabes. Wihrend der Zeit dt sinkt dasselbe um
den Weg dz und produziert eine Arbeit (Produkt aus Kraft und Weg,
wenn Richtung der Kraft und des Weges zusammenfallen) — g M d 2.
Diese Arbeit teilt sich der Masse des Stabes mit und iiberwindet all-
fillige Widerstinde.

A. Schwingungen ohne Riicksicht auf Widerstinde.

Wenn keine Nebenhindernisse in Betracht kommen, so wird die
Arbeit, welche withrend der Periode des Sinkens durch das Gewicht
produziert wird, vollstindig vom Stab in Form von lebendiger Arbeit
aufgenommen, aber auch withrend der Periode des Steigens verbraucht,
weil nunmehr das Gewicht um ebensoviel zu heben ist, als es ge-
sunken war.

Es sei dM ein Massenelement des Stabes im Abstand p von der
Drehachse, s der Bogen, welchen dasselbe durchliuft, wenn der Win-
kel « in @ iibergeht, v und g* die Geschwindigkeit und Beschleunigung
der Masse dM im Augenblick, da die Zeit t eintritt, so wird nach
§ 369 sein

ds L d®s

(6) e S

dt iR 7.5

Lings des Weges ds werde die Masse dM getrieben durch
eine Kraft k, die withrend der Zeit dt als konstant angesehen werden
kann. Sie veranlasst die Beschleunigung g’ und ist daher nach §174

2

=g'dM. Daher wird mit Benutzung von (6)

LI
dt*

Autenheimer, Elementarbuch. 31




Nun seien x*, v/, 2’ die Koordinaten des Massenpnnktes d M nach der
Zeit t. Man zerlege die Kraft k in die drei rechtwinkeligen Seitenkrifte

| () B 2

d®x d*y a5z

— -+ d M, =i d My . dM,

oS dt® dt®
wo % mit z vertanseht ist, weil allen Punkten des schwingenden Kor-
pers die gleiche vertikale Bewegung zukommt.

Die erste dieser Kriifte wirkt lings des Weges dx’, die zweite
lings dy’, die dritte lings dz. Es entstchen also in der Richtang der
drei Koordinatenachsen folgende Arbeiten

2 9 9
gl déy d=z
—dx'-dM, —dy-dM, —dz-dM.
= dite ; d £

[hre Summe muss gleich sein der Arbeit, welche das Gewicht gd M
der Masse dM lings des Weges dz verrichtet, also =gdM-dz Da-
her wird

Eddxlis aninndaysIan (i e
gd M-df,----l‘ g A’ dy g da A M.

Diese Gleichung gibt fiir das Massenelement d M, wenn sie in Hin-
sicht t integriert, also wenn dt als konstant gedacht wird

l _-'./ (L N‘ 2 / ii'\'d .‘\-1 (1‘/, \\?‘“
Lo R i e nd o M.
gdM.z4C=- L'\\ dt ) &) vl (m) _!dn

Hier ist C die Konstante der Integration, ferner sind die Glieder
in den runden Klammern die Geschwindigkeiten der Masse dM in der
Richtung der Kordinatenachsen und zwar nach der Zeit t.  Daher
wird die Gesammtklammergrosse = v? sein.  Die letate Gleichung
gibt daher

: ; e
gdM z-O=—v*-dM.

Fiir t=—0 wird auch v==0; dabei gehe z iber in z. Hierfiir
wird die letzte Gleichung

gdM:z - C=0.
Daher darch Subtraktion

1
2

g(x == 'l,n)tlj‘.\l—- \'2 . t’] M
Diese Gleichung soll nun auf alle Massenelemente ausgedehnt
werden. Zu diesem Zwecke hat man

2 24 @2 72
ds?=p?d9g>}dz

> /" dz 32

i f\:lt ) T X dt \nlt)

: LT P \? 2\
g(z— ) dM= - L[)z(lif Vool [ 25 \ .

e R R ]
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e . . dg gz
In der letzten Gleichung sind g (z — zo), l:{- und T fir alle
i at at

Punkte des schwingenden Korpers dieselben. Wenn sie als Konstante
abgesondert werden, so gibt die Integration fiir den Moment, da ¢ er-
reicht ist

e e :“"‘“"’)2 2am - (32 [ay
2g(z—u )J dM \~a% urp dM - Il\ it JdLL

I £l
Allein es ist J d M die Masse M und‘J p>d M das Trigheitsmo-

ment E (§ 180) des schwingenden Korpers. Daher kann die letzte
Gleichung wie folgt geschrieben werden

A2 [ dz\?
7 2gM(z—1z0 'Zl’]( +M :
(7) gM( ) dt- : \\dt/
Um diese Differentialgleichung zu integrieren, miissen z —zo und
dz durch @ ausgedriickt werden.
Zu diesem Zwecke setze man zunichst in (4)
([‘.’. (;-F
cos —1 — — —— :
d 2 ; 2-3:4"

indem man pur die Glieder der Reihe bis zur vierten Potenz von ¢
in Rechnung bringt, so folgt

[ gPNabg?
= — = = =
A h l/l Kl 19T

Die Entwickelung der Wurzelgrosse nach dem binomischen Satze
oibt hierfiir

(8)

i T 8 hit
Fir ¢ = « geht z in zo iiber; daher in gleicher Weise
i (1 __aba? | aboa* a%b? rc*_)
2h? ' 24 h? RhEEN s
Folglich durch Subtraktion

ahe i ( 1 ab N\ ( 1 ab ) >
, nE 2 __ @2 e s S i ) . @2 |,
S L b e e 4112)“ 15 At

Setzt man zur Abkirzung
1 ah
PR R

abg?2 abhoe* a2 b2 gt
z-——h(lﬁ 2 Sl 4 ¥
~

Z0

so wird
©) Zi = ;;11,' (0?2 —¢2) (1 —ka®—ko?).

Durch Differentiation von (8) folgt, indem man die Glieder von
g3 an vernachlissigt

(10) dz= — ‘d_h_fil‘{'-
1

31 %
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Dieser Wert ist nur ein Anniiherungswert von dem in (5), allein

er macht die Durchfiihrung der Integration moglich,
Setzt man nun die Werte von z —zp und dz auns (9) und (10)

in (7), so folgt
a? lJ- M .\ dg?
] _l_ C )2 7
(l 4 ) 52

abgM
9 & - 1
gEb M \

= =Pl — ket kg
8
hE  Vor—gd ; T

[1 —k e?— k@?

Hierin sind fir dt und d ¢ entgegengesetzte Vorzeichen genom-
men, weil beim Uebergang von «in @ die Zeit t zonimmt, withrend ¢
abnimmt.

Beim zweiten Bruche rechts bringe man den Nenner in den Zih-

ler mit dem Exponenten — -, entwickele nach dem binomischen Satze
und vernachlissige die Glieder von ¢* und @2 ?, so gibt dieser Bruch

/ a’hiM g )(1_ k e? afs kq»z\):

\ 38 2h2E 9
g TN <k a?b?M ;
S a2
b=t g 112E>['

Daher mittels dieses Wertes die Differentialgleichung

1 /abg p] 2
.1}};\}\1‘(““ = dats fo Lu (k (rathe M\-‘PE}
hE V“— (f— heBl
welche nunmehr zu integrieren ist. Nach § 82 hat man
LN e s (IS
= J l/g? — A l Al e o 2 Arc cos "

Daher gibt die Differentialgleichung

- bg\“ (1 \ Are cos ([
hE
( . Lrb M
2 T n?

Die Konstante der Integration fillt weg, weil ¢ = e wird fiir t=0.
Diese Gleichung gibt den Zusammenhang zwischen der Zeit t und
dem Schwingungsbogen ¢ an. Es sei nun T die Zeit zu einer Schwingung,

_ 2 ,
— g UT Arc cos Z )

so wird ¢ =0 fir t= f_jf'l. Hierfiir geht die letzte Gleichung iiber in

| 3 .. a’bM hE
e R R Rl
(&) 1 '"j,l o («1 T 9n’E )j]/abum
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Je kleiner der Bogen « wird, um so mehr nihert sich T einem
Grenzwert To. Dieser wird erreicht fiir e =0; daher
hE
abg M’

Es bezeichne T, die Schwingungszeit eines einfachen Pendels von
der Linge h, so ist fir sehr kleine Schwingungsbogen nach § 163

(12) Ty =1

s h
b= :
o
=]
daher der Zusammenhang
] E
To—T .
£ abM

Die letzte Gleichung zeigt, dass die Grosse b eine Verhiiltnis-
: abl

zahl sein muss, was auch am folgenden Beispiel ersehen werden kann,

Der schwingende Korper sei prismatisch von der Linge 1 and
i S : 1 9 (@
der Masse M, so ist sein Trigheitsmoment = MI12 (§ 181); daher

das Verhiiltnis
K ]
abM 12 ab’
Wenmn z. B. a—6; b=28 und 1= 48 Millimeter, so wird dieser
Bruch —4; daher Ty =2T,. Dieser Apparat schwingt also zweimal
langsamer als ein einfaches Pendel von der Fadenlinge h.

Die Gleichung (12) kann auch wie folgt abgeleitet werden. In
Gleichung (7) ist der Weg dz in vertikaler Richtung sehr klein gegen-
iiber dem Weg d¢ in drehender Richtung. Vernachlissigt man daher
das letzte Glied dieser Gleichung, so folgt unter Beniitzung des An-
niherungswertes von z — Zo aus (9)

. abgM _ , e A
(13) b (> — ¢5)=E Q12
und Y

s Ei ¢ hE

l,fal == (p_l’_ abg M’

welche Gleichung durch Integration sofort den Wert von To in (12)
liefert.

B. Schwingungen mit Bericksichtigung des Luftwider-
standes.

Die Arbeit, welche das Gewicht des schwingenden Korpers beim
Sinken verrichtet, wird zum Teil auf die Ueberwindung der Neben-
hindernisse verwendet. Unter diesen steht der Luftwiderstand oben an;

; : e Pl : : :
er sei der Geschwindigkeit 57 der Drehbewegung proportional.  Zu-
. d .
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gleich werde voransgesetzt, es kinne dz g

een d ¢ vernachliissigt wer-
den, wie dies bei Ableitung der Gleichung

(13) geschehen.
Durch Differentiation von (13) erhilt man

ALgiai :lilgm(
dtz hE

eine Gleichung fiir die Beschleunigung, in welcher das Glied noch fehlt,

das den FEinfluss des Luftwiderstandes darstellt. Es sei dasselbe
(|(f‘ . , = - T

21 [¢ @ WO n eine Konstante bezeichnet, so geht die letzte Gleichung
(

uber in

ri',’r."r A dg s z[]n;_:'}i( .
d 1% dt hE
Man setze zur Abkiirzung
abgM :
(14) BT 2,
hE

so ist die zu integrierende Gleichung der Jewegung

d2g | L | igetp

1r‘] . Lrd) =2
@5 d? 2 el

Diese Gleichung stimmt mit der in § 352 unter I behandelten
iiberein. Man setze daher

{!, — gl t
4 | 1 I-l {[ m ¢
wo ¢ und m Konstante bezeichnen., so wird T =¢cme und
i
d*eg o s i . ; e 3
[ t2 =cm“e™"; daher durch Einsetzen dieser Werte in (15) die
42
Gh'ic'hlll]_’.‘,’
m*—4—2nm—-r2=0,

welche fiir m folgende Wurzelwerte liefert
o9

| e
m==—n-}/n2 — 2

Nun ist n, vom Luftwiderstand herriihrend, gegeniiber r* sehr
klein, daher n® — r® negativ. Man setze

(16) n*—ri=— ;2
s0 werden die beiden Werte von m sein
=i l —1 und -n—y l-’r— 15
Daher wird nach (6) des § 352 das Integral von (15) sein
(17) ¢=e "' (Msinyt1Ncos yt),

worin 9% und N konstante Grossen bezeichnen, welche noch zu he-
stimmen sind.
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Fiir t=—0 wird ¢ = «. Hierfiir gibt die Gleichung N=e¢. Um
M zu bestimmen, differentiiere man (17). Das Differential ist
dg
dt i

woraus sich fir t=0 ergibt

— _pe—"t (M sinyt -+ acos yt) e~ "t (y M cos et — @y sinyt
rYuv i I \7 7 ry)

00— —mno-ryilis Ih—

Setzt man diese Werte von S% und R in (17), so entsteht die
gesuchte Gleichung
S (7 i v
(18) @ - e "*(nsinyt- ycosyt)
y
Fiic n=0 faillt der Einfluss des Luftwiderstandes weg. In die-
sem Fall wird nach (14) und (16)

abgM

IS Y 0B
und daher der Wert von @ nach (18)
Pt abgM
hE
welehe Gleichung auch wie folgt geschrieben werden kann
(ThE @
b ]/ abheM Lo 008 (f-'

m

J FiE : I o
Setzt man hierin ¢ =0, so wird t zu ).(L}LZIIThil”ll‘ll:‘ﬁ!']l\\'l!%

g T R : !
gungszeit und der Bogen rechts zu . Daher die Schwingungszeit

hE

TV abvaM

Dieser Wert von T stimmt mit To in (12), aber auch mit T in
(11) iiberein, wenn daselbst wie hier der Bogen e sehr klein voraus-
gesetzt wird.

Um die Schwingungszeit fir die Bewegung in der Luft zu be-
stimmen. differentiiere man (18) und beachte die Relation (16), so
kommt als Geschwindigkeit

dyg gREF S
e~ Ysiny L
dt Y
Nun muss die Geschwindigkeit am Anfang und Ende einer jeden
Schwingung = 0 sein, eine Bedingung, welche erfiillt wird durch die
letzte Gleichung fir sinyt=0. Also muss der Bogen yt fir den

Beginn der Bewegung = 0 sein; fiic das Ende der ersten Schwingung
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=m, der zweiten = 2w, der dritten =3m,..
2m,.. folgt aber, dass die Zeit zu zwei
drei Schwingungen dreimal grosser ist
es ist die Schwingungszeit konstant. Bezeichnet
folgt aus yt=nr

Aus yt=m, yt=
Schwingungen zweimal, zu
als zu einer Schwingung, d. h.

man sie mit T,,, so

] ™ n
T, = = TR
V22
Nun setze man
abgM D
D=""5" alse 21—
h E \
: 5 o D/
Ferner schreibe man ne = T

so folgt als Wert der Schwingungszeit

i RS
[”_Wl/ D—D,°

Ohne Riicksicht auf den Luftwiderstand ist D, =0, also die
Schwingungszeit wie nach (12)

E

T SRkl 7 “.

Daraus folgt, dass T, > T, d. h. dass der Apparat in der Luft |

langsamer schwingt als im leeren Raum.

Die Schwingungsbogen nehmen in dhnlicher Weise ab wie dieje-
nigen des gewdhnlichen Pendels. Es sei in dieser Beziehung auf 8. 475
verwiesen.

XIII. Aufgaben iiber die Zentralbewegung.

385. Differentialgleichungen der Bewegung durch Zentralkrifte. Tm
leeren Raum erhalte ein materieller Punkt durch einen
wegung. Nach Beendigung dieses Stosses wird sich d
linig und gleichformig fortbewegen.  Ausserhalb dieser geraden Bahn
habe eine Kraft ihren festen Sitz und wirke von dem Aungenblick an,
wo jener Stoss aufhért, Kkontinuierlich auf jenen materiellen Punkt.
Dadurch wird der Punkt aus seiner geraden Richtung abgelenkt und
eine Kurve heschreiben, welche in einer Ebene liegt, die durch die '
urspringliche Richtung der Bewegung und durch den Sitz der anziehen-
den Kraft geht. Diese Kraft heisst Zentralkraft, ihr Sitz Mittel
punkt der
bewegung.

Stoss ecine Be-
er Punkt gerad-

Jewegung und die Bewegung im allgemeinen Zentral-

Der Mittelpunkt der Bewegung sei A (Fig. 149). Man lege durch
ihn in der Ebene der Bahn CD zwei rechtwinkelige Achsen Ax, Ay
und bezeichne mit




e R

X,y die Koordinaten AB,BC eines Kurvenpunktes C,

8 den Bogen DG der Bahn, welche in der Zeit t
von D ans durchlaufen wird,

v die Geschwindigkeit nach der Zeit t,

r den Abstand (Radius vector, Leitstrahl) des Punk-
tes C vom Mittelpunkt und

g die Beschleunigung, welche die Zentralkraft dem
Beweglichen nach der Zeit t in der Richtung
des Leitstrahls AC beibringt.

Man zerlege diese Beschleunigung in zwei Seitenbeschleunigungen
X y . ;
g— und g, wovon die erstere parallel zu Ax, die letztere parallel
5 :

zu Ay liegt, so wird sein, wenn man diese Beschleunigungen in ent-
gegengesetzter Richtung zu den positiven Achsen voraussetzt

1%x X d?y y
(1 e ay et AR
(1) dt? S dt? 8 r

Erstes Keppler’sches Gesetz. Man multipliziere die erste
dieser Gleichungen mit y, die zweite mit x und ziehe sie von einander
ab, so folgt

xd?y —yd®x .
e SRS W == =T s
dits

Der Zihler dieses Ansdruckes ist das Differential von xdy — ydx;
multipliziert man daher (2) mit der Konstanten dt und integriert, so
erhilt man

: xdy —ydx
(3) S S e =0}
dt
worin ¢ die Konstante der Integration bezeichnet. Um die Bedeutung
dieser Formel zu erkennen, setze man
(4) x=rcos ¥, y=rsing,
so folgt durch Differentiation

j dx=cos¢@dr —rsing@deg,

(%) . |
| dy=sin@dr-}reospde.
Fithrt man diese Werte von x,y,dx,dy in (3), so kommt
(6) r’de—=cdt.
Nun sei der Sektor DAC, welcher in der Zeit t vom Leitstrahl
beschrieben wird, = F. Dreht sich der Leitstrahl in dem Zeitelement d t

um den Winkel d9 aus der Lage AG in die Lage Am, so ist die
Fliche CAm gleich (nach § 299)
: |
AE = 5 réd ¢.

Mithin wird dF mit Riicksicht auf Formel (6) zu

1
dili== 2 cdt.
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Durch Integration dieser Formel erhilt man

wobei die Konstante der Integration weggelassen ist, weil t und F
gleichzeitig verschwinden.

Aus (7) folgt, dass bei jeder Zentralbewegung die vom
Leitstrahl beschriebene Fliche der darauf verwendeten
Zeit proportional ist. Keppler hat dieses Gesetz (durch Be-
obachtung der Bewegung der Planeten um die Sonne) fiir das Planeten-
system zuerst ausgesprochen.

Ausdrnek fir die Geschwindigkeit. Man multipliziere die
erste der Gleichungen (1) mit dx, die zweite mit dy und addiere
sie, so kommt

(8)

dxd?x-}-dyd?y g

e T R (xdx—tydy).
dt? I A

Hierin ist der Zihler links das Differential von

l (dx24-dy?)

und die Grisse xdx—ydy rechts das Differential von

1§
Smel AN 2
2\,}} 21.

Deshalb geht die Formel (8) iber in
fdx?4-dy?y G e
dk : )= — =d(r?).
gis=si ) r
Nun ist aber d(r?)==2rdr, also wird die rechte Seite dieser
Gleichung zu — 2gdr. Fihrt man diesen Wert ein und integriert,
wobei g als veriinderlich zu betrachten ist, so kommt

dx?-}dy?

(9) i — A — E'Jq;: dr.
Hierin bezeichnet A die Integrationskonstante. Da dx*-{-dy?
=ds? und die Geschwindigkeit v— :}: ist, so erhilt man aus (9)
n
(10) 7 VR :z'J gdr.

Vermittelst dieser Formel kann die Geschwindigkeit des Beweg-
lichen bestimmt werden, wenn g in Funktion von r gegeben ist.
Allgemeiner Zusammenhang zwischen dem Gesetz der
Kraft und dem der Bahn. Fihrt man die Werte von dx, dy ans
(5) in (9), so folgt
r2dg? -dr?
dit?

(11) = ;\—ZJ,‘.';(II'.



Eliminiert man dt aus (6) und (11), so wird

.2 292 "
¢ cxdirs
(12 AR ~=A—2 ' odr,
L u) I"! I l'*fi qu ¥ i =}

Durch Differentiation dieser Gleichung erhilt man

9 2 ¢ e2dr? ¢
=tdr-md it ) - — 2odr,
e \rtdg* 2
woraus folgt
: c? el adimaing
(13) St ) Lo ji2
: L gdr i redg

Ay e dr dr ™
g (r“fiﬁ(-) #: r2d g ¢ (l"*df[-)

und indem man ¢ als unabhiingig Veriinderliche, also d ¢ als konstant

betrachtet
dr Fiu ol dl'_‘ St b B s LN
d (l_w} - 1( - )= o d ( )

dg : Y dg T

Allein es ist

Setzt man diese Werte in (13), so wird

el 1 S
14 = L 2 :
(14) g r L et d g g \r j}

Die Beschleunigung g ist aber der Zentrifugalkraft proportional.
Folglich kann vermittelst der Gleichung (14) das Gesetz, nach wel-
chem die Zentralkraft wirkt, abgeleitet werden, wenn r in Funktion
von ¢ ausgedriickt, d. h. wenn die Gleichung der Bahn bekannt ist.
Umgekehrt kann aber auch aus dieser Formel die Gleichung der Kurve
abgeleitet werden, wenn man das Gesetz der Kraft kennt. Die folgen-
den Aufgaben werden die Anwendung der Formel (14) zeigen. Zuerst
nehmen wir die Bahn als gegeben an und suchen die Wirkungsweise
der Kraft.

386. Bei einer Zentralbewegung sei die Bahn des Beweglichen eine
gerade Linie. Man soll das Gesetz der Zentralkrafe suchem. Diese
Gerade sei D (Fig. 150), der Pol A der Mittelpunkt der Anziehung,
der Leitstrahl AD=r; er bilde mit der festen Richtung AC den
Winkel ¢. Die Gerade schneide auf dieser Richtung éin Stiick AC=a
ab und bilde mit a den Winkel @, so ist

AC: AD=sin ADC:sin ACD,

a:r==sin(a-}-¢) :sin e,

Fig. 150.

a sin «

sin (e @)

Diese letzte Formel ist die Polargleichung der geraden Linie. Wir
betrachten in ihr a und e als konstant, v upnd ¢ als veriinderlich, so
erhilt man durch Differentiation




1 ('1‘): (_?os(cc +9) do; ¢ (_1> ___ sin{e-9) dg,

a sin asin e

: : : Rl AL .
Setzt man diesen Wert von r.l“( )\ in Formel (14) des § 385,
-

il sin (e - ¢)
g: -)‘;Fﬁ\ ( I I:|:U.

so folgt

I asin o
Aus g==0 folgt aber, dass ein Koérper sich nur dann in einer
geraden Linie bewegen kann, wenn ausserhalb dieser Geraden keine
Kralt auf den Kérper wirkt.

387. Es bewege sich ein materieller Punkt infolge einer Zentral-
kraft in einem Kreise. Man soll das Gesetz dieser Kraft bestimmen,

S : 1 St :
Hier ist der Leitstrahl r konstant, also d ( ):1). Hierfiir geht die
', :

Formel (14) des § 385 iiber in
2
o2
(1) B S
Mithin ist die Zentralkraft verkehrt proportional der dritten Po-
tenz des Halbmessers der Bahn.
Aus der Formel (10) des § 385 folgt, da r konstant, also dr =0 ist
VZ:I\.
Da aber A eine Konstante ist, so wird auch die Geschwindig-
keit v konstant. Also ist die Kreishewegung gleichférmig.
Es bezeichne T die Zeit zu einem Umlanfe, so ist der Weg des
Beweglichen in dieser Zeit

Py =—2 .

Setzt man T fiir t in Formel (7) des § 385, so wird F zur Kreis-
fliche r? m; folglich gibt diese Formel

Eliminiert man T aus den beiden letzten Formeln, so erhilt man
den Wert der Konstanten ¢=rv. Fiihrt man diesen Wert von ¢ in
(1) ein, so kommt

2
; v?
(2) g

Mithin ist bei einer Kreishewegung die Zentralkraft direkt pro-
portional dem Quadrat der Geschwindigkeit und verkehrt proportional
dem Radins der Bahn.

s werde ein Korper in horizontaler Richtung auf der Erdober-
fliche abgeworfen. Vermége der Anziehungskraft der Erde wird er
aus der anfinglichen Richtung ahgelenkt. Je nach der Geschwindig-
keit, welche ihm durch die Warfkraft erteilt wurde, wird er zur Erde
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fallen oder sich in einem Kreise um die Erde herum bewegen oder
sich von der Erde entfernen.
Nun ist die darch die Anziehungskraft der Erde bewirkte Be-
schleunigung
g=9,808 Met.
und der Halbmesser der Erde anniihernd
r = 6365000 Met.

Damit also der Korper sich in einem Kreise um die Erde be-
wege, muss nach Formel (2) seine Geschwindigkeit per Sekunde sein

v=—V gr= 9,808 - 6365000 = 7902 Met.

Wird der Kérper mit einer kleinern Geschwindigkeit als 7902 Met.
abgeworfen, so fillt er zur Erde. Diese Geschwindigkeit ist nahe
17 mal grosser als die Rotationsgeschwindigkeit der Erde unter dem
Aequator.

388. Ein materieller Punkt bewege sich in einem Kegelschnitt in-
folge einer Zentralkraft, welche ihren Sitz in ecinem Brennpunkt der
Kurve hat. Man soll das Gesetz der Kraft bestimmen. Die Gleichung
der Kegelschnitte in Polarkoordinaten ist nach § 298, (Formel (6)

el p
(1) ; 1-f-ecos@ :
worin bezeichnet: p den halben Parameter, ¢ das Verhiltnis des Ab-
standes der Brennpunkte zum Abstand der beiden Scheitel und @ den
Winkel, den der Leitstrahl r mit dem Teil der grossen Achse bildet,
welcher vom Zentrum der Bewegung nach dem niichsten Scheitel fihrt.

Diese Gleichung driickt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel aus,
je nachdem

o=1'e—1ie >1
Auns (1) folgt
1 1-+ecos@

ploa p :
L G c0sgdg*
AT p gl W v fog p '

Setzt man diesen Wert in Formel (14) des § 385, so erhilt man

o Il e cos ¢
(—S[1_seme)
1 I p

oder indem man obigen Wert von einfihrt
r
9
ol
p l.z &

Bei der Bewegung in einem Kegelschnitt muss somit die Zentral-
kraft dem Quadrat des Leitstrahls verkehrt proportional sein. ~Wemn

(2) g=




ANy

der Kegelschnitt zn einem Kreise wird, so ist p==r; also geht in die-
sem Falle die Formel (2) iber in Formel (1) des § 387.

Keppler hat zuerst durch Beobachtung gezeigt, dass die Plane-
tenbahnen Ellipsen sind, in deren einem Brennpunkt sich die Sonne
befindet und Newton zeigte, gestiitzt auf dieses sogenannte zweite
Keppler’sche Gesetz, dass die Sonne die Planeten im umgekehrten
Verhiiltnis der Quadrate der Entfernungen anziehe.

389. Die Zentralkraft sei verkehrt proportional dem Quadrate des
Leitstrahls.  Man soll die Gleichung der Bahn und die Bewegungsver-
hiltnisse ableiten.  Diese Zentralkraft bringe demselben materiellen

Punkte in den Entfernungen r,r’ die Beschleunigungen g, g’ in der

Richtung der Leitstrahlen bei, so wird der Voraussetzung nach sein
T ’ z
iRy o
g8 - 2 : ‘29
: FAE e
o =1 g' FJJ
S v
Man setze g’'r'2=Xk, so erhilt man als Ausdruck fir die Be-
schleunigung
3 k
(1) g=—.
2

Hierfiir wird
i "k k
(2) ‘Jg(llh—'J - dr= — 1'“_|_“’

worin n die Konstante der Integration sein soll. Setzt man diesen

L
Wert von J gdr in Formel (12) des § 385, so folgt

; ¢t L chdrt ; 2k
(3) T oo —A—2n4 —.
r rtd ¢* r
Man setze hierin
_ ‘ 1
(4) A—2n=8; r=—,
P
. L de
s0 wird zunichst dr=—- o
0
und somit Gleichung (8), indem man sie nach d ¢ auflost
> —+cdop
(5) dgp=- e ; |
VB+2ko—c?¢?
k? k2
Man bringe unter das Wurzelzeichen die Grosse —5 — - oo Rl
(Ve e
ergibt sich
|
—cdop
‘I()r:__._._ L b Lin i

LT B
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Setzt man noch zur Abkirzung

Jo : k

(6) Bt——yp% cp— e
G G

so erhillt man

5 —du

(7) dg

e % " =5

Denken wir uns @ und r gleichzeitig wachsend, so werden ¢ und
u abnehmen. Also miissen in diesem Falle d¢ und du entgegenge-
sotzte Zeichen haben. Nun gibt die Integration von (7) fiir das untere
der beiden Vorzeichen

¢ — ' = Arc cos ;

worin — ¢ die Konstante der Integration bezeichnet. Geht man vom
Bogen zum Cosinus iiber, so wird

u

(8) = cos (¢ — ¢").

a

/

Aendern sich ¢ und r in entgegengesetztem Sinne, so erhalten d ¢

und du gleiche Zeichen. Statt (7) kann man in diesem [falle schreiben
" —du

—dg=

f e

V yi—u

"3’

woraus durch Integration, indem man die Konstanten mit ¢** bezeichnet

1
— @ -} ¢ = Arc cos oder

v,

2

(9) ; =cos (— ¢ -+ ") =cos (¢ — P").

Setzt man u==y, so erhilt man aus (8) und (9) ¢ =9¢'=¢",

und aus (6)
k- V/ Be® k2
? _ — —_— ——

2
c”

Dieser Wert von o ist ein Maximum, wie aus (5) folgt, wenn
5 3 oYl

dp : ; : o
man l\ — () setzt; also ist der entsprechende Wert von r ein Mini-
dyg
mum. Dieser kleinste Leitstrahl ro ist somit
e
Efi==

k —1| l’fﬁuz |- k2 .

Zihlt man nun den Winkel ¢ — ¢ =1 von diesem Leitstrahl
aus, so erhiilt man aus (8) und (9) zugleich

u=ycos ¥

oder indem man die Werte von y und u aus (6) einfihrt




k IR
co— :l/ﬁ + i eos
C ¢*

1

also auch, wenn man wieder o= setzt und nach r auflost
;

C'Z

k l—i—l/l F;(l,e cos 1,1’—'

Der Einfachheit wegen schreibe man

s c? c? -
(10) R 1 ﬁkz T
so wird
(11) r== b

[t
1—-ecos ¥

Dies ist die Polargleichung eines Kegelschnittes (§ 388), deren
Pol in einem Brennpunkte liegt; der halbe Parameter desselben ist
=p, das Verhiiltnis zwischen dem Abstand beider Brennpunkte und
dem Abstand beider Scheitel =e und der Winkel zwischen dem Ra-
dinsvektor r und seinem kleinsten Wert ro = .

Diese Gleichung gibt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nach-
dem e kleiner, gleich oder grisser als die Einheit ist. Allein in der
Relation (10)

c* 9
(12) 1 ﬁkz = ¢*
2

ist die Grosse sz immer positiv. Also wird der Ausdruck links in

(12) kleiner, gleich oder grésser als die Einheit, je nachdem f nega-
tiv, gleich Null oder positiv ist. Es entsteht somit

eine Ellipse, wenn e <1, also § negativ,

eine! Parabel, , e=1, , B=0,

eine Hyperbel,, e >1, , B positiv.

Fiir die Parabel hat man als halben Parameter, nach (10) und (11)
(F
Pt
Folglich die Gleichung der Parabel fiir den Scheitel in recht-
winkeligen Koordinaten
k
Es seien a,b die halbe grosse und halbe kleine Achse der Ellipse
und Hyperbel, so folgt aus der Lehre von den Kegelschnitten

h? a2 — b2
P e i
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Somit geben die Formeln (10)

b? ¢? ge? a?—b?
13 = SR = 2 1
) a k } k2 a2
Aus diesen beiden Formeln findet man
2
(14) a=— k : bh2—= — b

g’ B’
Fiir die Ellipse ist § negativ, also b? positiv; fiir die Hyperbel

ist B positiv, also b? negativ, wie es sein soll.
Die Bedeutung der Konstanten § ergibt sich wie folgt. Die Glei-

]
chung (10) des § 385 gibt, wenn man den Wert von .J gdr aus (2)
einfiihrt

(15) VA 20 }{.k.

Nun bezeichne V die anfingliche Geschwindigkeit, welche dem
Beweglichen durch einen Stoss im Raum beigebracht wurde und R den
entsprechenden Leitstrahl, so folgt aus der letzten Gleichung

V2—A — 2n- Eﬁk.

Also auch, weon man nach (4) A — 2n durch p ersetzt
stk
(16) B=V2—- e
At

Nun entsteht eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, wenn § nega-
tiv, null oder positiv ist. Es wird daher die Bahn

e a Rk

eine Ellipse, wenn V*<C h
R
2k

eine Parabel, ,, Vi=-—,
R

; s -

eine Hyperbel, , V* > R

Somit entscheidet die Geschwindigkeit V, welche dem Beweg-
lichen durch den Stoss anfinglich erteilt wird, iiber die Art des Kegel-
schnittes.

; S ; 2k :
Wenn V2 gerade gleich ist dem Werte R % entsteht eine

Parabel. Lisst man von diesem Werte an V? stetig abnehmen bis
Null oder stetig zunehmen bis unendlich, so entstehen unendlich viele
elliptische oder hyperbolische Bahnen. Man kann daher unendlich viel
gegen 1 wetten, dass materielle Punkte im Raum, welche sich infolge
der Gravitation bewegen, eher elliptische oder hyperbolische als para-
bolische Bahnen haben.

Autenheimer, Elementarbuch. 32




Addiert man (16) zu (15),
schwindigkeit

so folgt zur Bestimmung der Ge-

e ’ - ; i 1
(17) vi=V2 21((]_——-1{}.
Setzt man den Wert von § =A — 2n aus (14) in (15), so kommt
(18) RS ‘).
\I' a

Nun werde die elliptische Bahn zu einem Kreise vom Halbmesser R,
so wird in der letzten Formel r=a==R. Bezeichnet man den korre-
spondierenden Wert von v mit V,, so folgt aus (18)

Dieser Wert von V,” ist zweimal kleiner als derjenige von V2
welcher eine Parabel zur Folge hat. Lisst man daher V, wachsen
his V l-’ 2 und abnehmen bis auf Null, so erhilt man zwei Gruppen
von elliptischen Bahnen, zwischen denen der Kreis liegt.

390. Anwendung auf die Bewegung der Himmelskirper. Es seien
M, m die Massen der Sonne und eines Planeten. Diese Kérper ziehen
sich an, wie wenu ihre Massen in ihren Mittelpunkten vereinigh wiiren.
Die Entfernung dieser Mittelpunkte sei r. Ferner bezeichne f die An-
ziehung zweier Masseneinheiten in der Entfernung 1 von einander, so |
I m

ist nach dem Newton schen Gesetze der Gravitation f == dietAn=

: : : : S SIS =
ziehungskraft der Sonne und des Planeten; folglich f die Beschleu-
: r2

i T 2 SR . m
nigung, welche die Sonne jeder Masseneinheit des Planeten und f
- : e

die Beschlennigung, weleche der Planet jeder Masseneinheit der Sonne
in der Richtung des Abstandes r erteilt (§ 174). Denkt man sich die
Sonne ruhend, so nimmt der Planet in der Richtung von r die Summe
dieser Beschleunignngen an, so dass seine Beschlennigung sein wird

M m

o)
r?

]:

Setzt man diesen Wert gleich der Grosse g in der Iormel (1)
des § 389

I

so folgt als Wert der Konstanten

(1) k=1 (M-} m).
Setzt man diesen Wert von k in die Formeln des § 389, so

erhilt man die Elemente der Bahn und der Bewegung des Planeten

mif Riicksicht auf die Massen. Da aber die Bahnen der Planeten

geschlossene Kurven, also Ellipsen sind, so soll hier nur noch fiir
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diese Bahnen die Zeit zum Durchlaufen irgend eines Bahnteiles ermit-
telt werden.
Man eliminiere aus den Gleichungen (3) des § 389 und (6) des
§ 385H:
o2 g s Ay ak
Y o S e
1 r*d g 1
r2dg—cdt
die Grisse d@, so folgt, wenn man A —2n=_F setzt und nach dt
auflost
~rdr
VBr242kr
Den Scheitel der Ellipse, fir welchen r ein Minimum ist, nennt
man Perihel, den andern Aphel. Man zihle die Zeit t vom Perihel aus.
Bewegt sich der Planet von diesem Scheitel zum Aphel, so wichst
v mit t und es ist somit fir diese Bewegung das obere Zeichen in (2)
zu nehmen.

(2) dt =

G

Fiir die Ellipse liegt r immer zwischen den beiden Stiicken, in
welche die grosse Achse von einem Brennpunkt geteilt wird, also zwi-
schen den Werten a(l — e) und a(1-|-¢); man kann daher setzen

(3) r
worin a die halbe grosse Achse, e das Verhiiltnis zwischen dem Ab-

stand der Bremnpunkte und dem der Scheitel nnd u eine Variable be-
zeichnet. Hieraus folgt

a(l—ecosu),

(4) dr=aesinudu.
Setzt man noch nach den Formeln (14) und (12) des § 389
k 5
=——, c?=ak(l—e?),
a

so erhilt man durch Verwendung von (3) und (4)
rdr=a%e(l—ecosu)sinudu,
Br24-2kr — ¢?=ake?siny,

indem man zuniichst (1 —ecosu)? entwickelt und cos?u==1 — sin®u

setzt. Fiihrt man diese Werte in (2) ein, so kommt nach der obigen
Voraussetzung
a

dt—a K (1 —ecosu)du.

Das Integral dieser Gleichung ist, wenn man mit t' die Integra-
tionskonstante bezeichnet

a 3
t-t'=a ]/] (n — esinn).
<

a2*
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Fir n=0 ist nach (3) r==a(1 —e¢). In diesem Falle befindet
sich der Planet im Perihel. Somit ist fiir u==0 auch t=0. Dies
gibt t'==0. Die vorstehende Gleichung wird daher
5 t k g
(5) =u — esinu.

a a

Dies ist die gesachte Gleichung. Fir irgend einen Wert von r
kann vermittelst (3) der Winkel u und somit die Zeit t berechnet
werden, Ueberhaupt konunen vermittelst der zwei Formeln (3) und (5)
je zwei der Grossen r,u, t bestimmt werden, wenn man die dritte kennt.

Die Zeit, welche ein Planet zu einem Umlanf brancht, sei T.
Lisst man in (5) den Bogen von u=—=0 bis u=2m wachsen, so
wichst t von t=0 bis t=T. Fiir eine Umlaufszeit wird daher die
Formel (5)

= '//k — D
a a

Setzt man hierin den Wert von k aus (1), so folgt

e
o 423

(6) ; f(M -} m)

Somit hingt die Umlanfszeit T eines Planeten nur von der gros-
sen Achse seiner Bahn und von der Masse der Soune und des Plane-
ten ab. Wiirde sich ein Korper von der gleichen Masse m des Plane-
ten in einem Kreise um die Sonne bewegen, dessen Radins =—a ist,
so hiitte er gleiche Umlaufszeit mit dem Planeten. Und da die Be-
wegung jenes Korpers im Kreise gleichformig ist (§ 387), so ist seine
Geschwindigkeit die mittlere von der Geschwindigkeit des Planeten.

Es seien T', m’,a’ Umlaufszeit, Masse und halbe grosse Achse der
Bahn irgend eines Planeten, so folgt ans (6)

4o s
f(M-m) "’

Dividiert man Gleichung (6) durch die letate, so folgt

) T a' M-}m’

T2 ” a'® M _}_ m
Wenn somit m==m’ oder wenn m und m’ gegen M vernachlissigt
werden kionnen, so verhalten sich die Quadrate der Umlaufs-
zeiten zweier Planeten wie die dritten Potenzen der gros-
sen Achsen ihrer Bahnen. Keppler hat dieses Gesetz durch
Beobachtung gefunden, wobei er allerdings die Massen der Planeten
nicht beriicksichtigte. Es enthiilt demnach die Formel (7) das berich-
tigte dritte Keppler’sche Gesetz.

r]‘['_)' ol




XIV. Partielle Differentialgleichungen der ersten Ordnung.

391, Art der Gleichungen. Es sei die Funktion -ax2y® gegeben,
worin a als konstant zu denken ist. Man differentiiere zuerst nach x,
dann nach y, so erhidlt man

dz : dz s
I N ~—3ax?yL
dx F dy
Diese Differentialverhiltnisse heisst man partielle (§ 28) und zwar
der ersten Ordnung.
Hat die Funktion nur eine unabhingig Verinderliche, z. B. x, ist

(1)

; . dz s : dz
etwa z=bhx? so wird e 2bx. Allein in diesem Falle kann i
ax ax

kein partielles Differentialverhiltnis sein. Man erkennt hieraus, dass
eine Funktion nur dann partielle Differentialverhiltnisse liefern kann,
wenn sie zwei oder mehr unabhingig Veriinderliche besitzt.  Eine
Gleichung mit partiellen Differentialverhiltnissen heisst kurzweg partielle
Differentialgleichung. Ist z eine Fuuktion von x, y, s0 wird die voll-
stindige Gleichung mit partiellen Differentialverhéiltnissen die Form
haben

) dz dz
(2) t(x, ¥s % A Edar _\_’)é 0.

Fehlen einzelne der Grissen x,y,.. 80 entstehen spezielle Fille.
Selbstverstandlich muss indesssen wenigstens eines der Verhiltnisse
dz dz ; ; 5 o
: darin enthalten sein. Im Folgenden sollen nur einige der
dx’ dy
einfachsten Gleichungen zur Behandlung kommen.

302, Gleichungen mit einem partiellen Differentialverhiltnis.
L Als einfachste Gleichung sei gegeben
dz

(1)

worin z eine Funktion von x und y bezeichne. ~ Wire # nur eine Funk-
tion von x, so erhielte man durch Integration

— =3
dx ;

72 =4 % -1C;

die Grosse ¢ wire dann die Konstante der Integration. Allein im vor-
liegenden Fall ersetzt man c durch eine Grosse ¢ (y), welche anzeigt,
dass z npicht nur von x, sondern in irgend einer Weise auch von y
abhingt. Dadurch erhilt man als Integral
(2) z=—ax-+¢(y)
denn diese Gleichung leistet (1) vollstindig Geniige, weil die Differen-
tiation von (2) nach x gerade die Gleichung (1) liefert.

Um den. Gleichungen (1) und (2) eine geometrische Deutung zu
geben, denke man sich drei zu einander rechtwinklige Achsen der
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X,Y,%, die erstern zwei etwa horizontal, die letztere also vertikal

Alsdann stellt z=f(x, y) allgemein eine Oberfliche dar und es sind
%, ¥,z die Koordinaten irgend eines Punktes derselben. Im vorliegenden
Falle wird z="(x,y) ersetzt durch Gleichung (2).

Die Form der Oberfliche lisst sich wie folgt beurteilen: Man
sefze y=0 in (2), so ist ¢ (0) eine Konstante, also (2) die Gleichung
einer Geraden, welche in der xz Ebene und der fraglichen Oberfliche
liegt. Die Kurve wird also von der xzFEbene lings einer Geraden ge-
schnitten. Das ist aber auch der Fall mit irgend einer Ebene, welche
zu xz parallel liegt, also senkrecht zur y Achse steht, sofern iiherhaupt
ein Durchschneiden vorkommt; denn setzt man y==1,2,8,.. in (2),
so wird @ (y) immer konstant, also Gleichung (2) diejenige einer ge-
raden Linie sein. Die Oberfliiche ist daher cylindrisch; ihre Kanten
bilden nach (1) mit der xy Ebene einen Winkel, dessen trigonome-
trische Tangente die Grisse a ist.

Setzt man x=0 in (2), so wird z=@(y) zur Gleichung der
Kurve, lings welcher die Cylinderfliche von der yz Ebene geschnitten
wird, Allein diese Kurve ist unbestimmt, weil es auch P (y) ist.
Daher entsprechen alle denkbaren Kurven der Aufgabe, solange nicht
ans irgend welchen anderweitigen Daten dieser Schnitt eine bestimmte
Form erhilt. Wiirde man aber verlangen, er solle eine Parabel sein,
deren Achse, mit der z Achse und deren Scheitel mit dem Anfangspunkt
zusammenfillt, so wiirde z=¢ (y) iibergehen in y"-':‘).'p:n und es
wiirden dann alle Schnitte parallel zur yz Ebene, kongruente Parabeln
werden.

II. Es sei zu integrieren
dz 1
dx

®) R TR

ay— x

Man betrachte im Ausdruck rechts nur x als verinderlich, so er-
hilt man durch Integration

(4) e=log(x+Vay | x2+9(),

wo die Konstante der Integration wie in (2) durch ¢ (y) bezeichnet
ist. Dass Gleichung (4) das Integral von (3) ist, ergibt sich sofort,
wenn von (4) das partielle Differential in Hinsicht x genommen wird.

Gleichung (4) stellt wieder eine Oberfliche dar. Um eine Vor-
stellung von der Form derselben zu erhalten, lege man Ebenen durch,
senkrecht zur y Achse, in bestimmten Abstinden von der x z Ebene;
man mache z. B. y=20,1,2,.. so wird die Oberfliiche geschnitten lings
Kurven, fir welche (3) die Steigung angibt, d. h. die Neigung zur
Ebene xy und zwar mittels der trigonometrischen Tangente des Winkels,
welchen die Bogenelemente mit der xy Ebene bilden. Fiir y =0, also
fir die Schnittkurve in der Ebene xz erhilt man die gleichzeitigen
Werte
i i i z=log2x-}¢(0).

dx
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Ganz ebenso kinnen Ebenen durch die Oberfliche gelegt werden,
parallel zu der yz Ebene und der y x Ebene. Man erkennt, dass der
Aufgabe wegen der Unbe sstimmtheit von ¢ (y) unendlich viele Ober-
flichen entsprechen.

I11. Endlich sei zu integrieren

dz

A M s
i f{x. v}

so erhilt man nach dem bisherigen Verfahren, indem man mit d x
multipliziert, y als konstant betrachtet und integriert

f!{\ y)dx - @ (y).

393. Gleichungen mit zwei partiellen Differentialverhiiltnissen. Es
sel zn integrieren
dz dz

1) ME%ZL NS2—p,
(} Y dx 1 dy :

wo M,N und P Funktionen von X,y,% bezeichnen.
Es sei z="f(x,y) das rw~||:l|l:- Integral von (1), wird das
Differential nach § 258 davon sein

df(x,y) df(x,y)

P = J i [ J o
dBeny) = —= d x| i dy,
oder einfacher
(2) 'z = 4 1 x dz dy
; S der » Nedyed

1z :
Man eliminiere 11/ aus (1) und (2), so kommt
dy

P dz g M. o
. llt‘l—x(l_\—- o \‘\*—Nlll\).

T s : dz :
Nun ist in dieser Gleichung der Faktor | unhestimmt; also kann
. o

sie nur bestehen, wenn gleichzeitig sein wird

p M
(3) dz— Trlj,': S e N dy=0.

. L

Die Aufgabe besteht daher darin, diese beiden gleichseitigen Glei-
chungen zu integrieren und die Resultate zusammenzufassen.

Wenn M, N,P pur x und y, oder auch nur eine der Variabeln ent-
halten oder wenn sie konstant sind, entstehen spezielle Falle. Einige
solche sollen im Folgenden zur Behandlung kommen.

. Bs sei P=0; ferner seien M und N konstant, so werden die
Differentialgleichungen (3)

M

= sl = l\z—dy,

dz




deren Integrale sind
(@ 1= x—yhe
IR o XS e N

Die erste dieser Gleichungen stellt eine Ebene A dar, welche parallel
zur Xy Ebene liegt; die zweite eine Gerade B in dieser Ebene, welche
mit der xz Ebene einen konstanten Winkel bildet. Da nun die Grosse ¢
willkiirlich ist, so kann man sich denken, sie nehme alle miglichen
Werte an; dann schreitet die Ebene A fort und mit ihr die Gerade B.
Bliebe hierbei ¢’ konstant, so beschriebe B eine Ebene, parallel zur
z Achse gelegen. Allein ¢’ ist ebenso willkiirlich. Lisst man daher ¢
sich #ndern, so schreitet B in der Ehene A fort. Wihrend dieser
gleichzeitigen Aenderungen heschreibt die Gerade B eine konoidische
Oberfliche. Die Kriimmung derselben hiingt von dem jeweiligen Ver-
hiiltnis zwischen ¢ und ¢’ ab. Das Gesetz der Abhingigkeit beider sei
dargestellt durch die Gleichung

(5) =@ (c).

Setzt man nun die Werte von ¢ und ¢’ aus (4) in (5), so erhilt
man als gesuchtes Integral

/- I\I

(6) = ff'(.\'— NY)
Dass diese Gleichung der gegehenen

) M dz 4 _Nrr[z e
dx dy

Geniige leistet, ergibt sich wie folgt. Die partiellen Differentialien von
(6) sind

dz _(,(__M Yl 1\1‘,( M )
i TRIE i N’( : N/

/

. : ; ] B . M
Setzt man diese Werte in (7) und dividiert mit ¢* (x— N _v),
1t
so wird die linke Seite =0, wie es (7) erfordert.

II. Es seien M, N und P konstant, so geben die Gleichungen (3),
indem man sie integriert

P N ey
(8) ’:_ND”{'“J -\—“N_VI‘L-

Diese Gleichungen stellen eine gerade Linie dar. Man denke sich
dieselben auf den Koordinaten-Ebenen projiziert, so entspricht die erste
der Gleichungen (8) der Projektion auf der yz Ebene, die zweite der
Projektion auf der xy Ebene. Nun sind ¢ und ¢ willkiirliche Grissen.
Lisst man ¢ sich fndern, so schreitet die Gerade in einer Ebene fort,
welche parallel zur z Achse ist; lisst man aber nur ¢ sich dndern, so
bewegt sich die Gerade in einer Ebene, parallel zur x Achse gelegen.
Aendern sich ¢ und ¢’ zugleich, so beschreibt die Gerade eine krumme

, . P 1 :
Fliche. Da aber die Grossen N und I:‘ konstant sind, so behalten
\
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die Projektionen der Geraden zn den Achsen eine gleiche Neigung.
Die krumme Fliche ist daher eylindrisch. Die Art der Kriimmung
hiingt vom Zusammenhang zwischen ¢ und ¢’ ab. Es sei ¢= @ (¢').
Man setze hier die Werte von ¢ und ¢ aus (8) ein, so erhiilt man als
Gleichung der Cylinderfliche

P 4 M
T N ; =g K\ N y).

Fithrt man den Wert von y aus der ersten der Gleichungen (8)
in die zweite ein, so erhilt man statt der Gleichungen (8) anch
folgende :

x—azte; y=hzi{g,
worin a und b kopstante und « und g willkiirliche Grossen bezeichnen;
daher wird die Gleichung der Cylinderfliche
x—az=1®(y— baz).
[1I. Die Gleichung (1) gehe iiber in =
O dz
*dx B dy

ps seien also M=x, N=y und P=0, so geben die Gleichungen (3)

=)

?

(9)

dz=0; dx= = dy.
SRt

Dividiert man die zweite dieser Gleichungen mit x und integriert
sodann beide, so kommt
z=—=c; logx=logy-}logc’,
worin ¢ und loge’ die Konstanten der Integration bezeichnen. Die
‘

. . X : X
letzte Gleichung gibt log — = log ¢/, woraus folgt — ==¢’. Daher er-
y y

halt man folgende gleichzeitige Gleichungen

(10) Z==C}

Da auch hier ¢ = @ (¢*) sein wird, so folgt als Integral von (9)

7w
: / _\\\
(11) = (=)
\y/

Die Form der Oberfliche, weleche (11) darstellt, kann wieder er-
kannt werden aus den Gleichungen (10). BEs stellt z==c eine
2 4 X . v :
Ebene dar, parallel zur xy Ebene und = =¢’ eine Gerade, welche in

) .

dieser Ebene liegt und die z Achse schueidet. Lisst man ¢ und ¢’ sich
indern, so schreitet die Gerade lings der z Achse fort und dreht sich um
dieselbe. Sie beschreibt eine konoidische Fliche, deren Form von dem
Gesetze ¢==¢ (c¢’) abhiingt.

IV. Die Gleichung (1) sei in einem weiteren speziellen Falle
dz dz

P = (),
Ydx dy
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so wird M=y, N= — x und P==0 sein; daher werden die Gleichungen

(3) sein

dz=0; dx-- Y dy=0.

X

Man multipliziere die zweite dieser Gleichungen mit x, so gibt die
Integration
(12) z=c; x*fyt=—c¢

i

und da wieder ¢== ¢ (¢') angenommen werden kann, so geben die
Werte von ¢ und ¢’ ans (12) als Integral
(2l o2
2= @ (x2J-y?).

Diese Gleichung gehdrt einer Rotationsfliche an, deren Achse
zusammentillt mit der z Achse. Die erste der Gleichungen (12) stellt
nimlich eine Ebene dar, senkrecht zur z Achse und die zweite einen
Kreis, der in dieser Ebene liegt und dessen Mittelpunkt in die z Achse
fallt.  Riickt die Ebene durch Variation von ¢ fort und dndert sich

- g . - ¥ > - . . -
gleichzeitig auch der Radius ) ¢’ des Kreises, so wird die Oberfliche
heschrieben.

V. Endlich sei noch zn integrieren

dz dz

(13) (x — a) —+(y —b) e

dx
so geben die Gleichungen (3) sofort
dz diyl s dx dy

= =0y - = =0,
¢ y—b  x—a y—b

Z

woraus durch Integration folgt

log (z— ¢) — log (y — b) = log m; log (x — a) — log (y—b)=logn,

worin logm und logn die Konstanten der Integration darstellen. Zieht
man links die Glieder zusammen und geht von den Logarithmen zn den
Zahlen iiber, so wird

Z

G X—a

= T} —n

(14) g

==l
und da m = ¢ (n) gesetzt werden kann, so erhilt man, wenn die Werte
von m und n aus (14) in die letzte Relation eingefiihrt werden, als

Integral von (13)
”_C:,P(‘_“}
y—b \y—.Db

Diese Gleichung stellt eine Kegelfliche dar. Die Gleichungen
(14) sind vom ersten Grad; sie sind die Gleichungen der Projektion
der Kegelkante auf den Ebenen yz und xy. Diese Kante schreitet
fort, sowie die Grossen m und n sich #indern und beschreibt die Ober-
fliche. Alle Kanten, wie sie auch im Raume liegen mdgen, schneiden
sich in einem Punkte, dessen Koordinaten a,b,c¢ sind. Um dies zu
zeigen, schreibe man die Gleichungen (14) wie folgt

z—c¢=m(y—b); x—a=m(y—h)
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Nimmt man nun y=>b an, so verschwinden die rechten Seiten
dieser Gleichungen, also muss auch zugleich x=a und z= ¢ werden.
Dieser Punkt ist daher die Spitze des Kegels.

XV. Partielle Differentialgleichungen der zweiten Ordnung.

394. Form der Gleichungen. Werden die in § 391 unter (1) auf-

gefithrten partiellen Differentialverhiltnisse der ersten Ordnung nochmals
differentiiert und zwar zuniichst in Hinsicht x, so wird sein

d%z - d*z '
—=2ay% —=baxy;
dx*® dydx
sodann in Hiosicht y, so erhalt man
D) 2
d®z ; d®z :
- —baxy?; s —bax?y.
dxdy dy =

Es entstehen somit aus der gegebenen Funktion z=ax”y® vier
partielle Differentialverhiiltnisse, wovon indessen zwei einander gleich
sind. In § 257 ist in der That nachgewiesen, dass allgemein sein
muss

d%z d?z
dxdy d ydx’

Eine partielle Differentialgleichung der zweiten Ordnung, entspre-
chend einer Funktion mit den Variabeln x,y,z, muss mindestens eines
der drei partiellen Differentialverhiltnisse der zweiten Ordnung enthalten;
es konnen in ihr aber anch neben den Variabeln x,y,z anch partielle
Differentialverhiltnisse der ersten Ordnung vorkommen. Die allgemeine
Gleichung hat daher die Form

; dz dz d2z d2z dzy,) o
X, Y, Z 5 31 | =0.
PR et d s 2 i doy i d s
Auch hier sollen nur einige der einfachsten speziellen Fille be-
handelt werden.

395. Gleichungen mit einem partiellen Differentinlverhitltnis.
I. Es sei die Gleichung zu integrieren
; d%z :
(1 : 0.
(1) dx?
Wire hierin z nur eine Funktion von x, so gibe die Integration
dz
dx
von y abhiingt, so nehme man @ (y) fiir ¢ und man erhilt in der all-
gemeinsten Weise als Integral von (1)

— ¢, wo ¢ die willkirliche Konstante bezeichnet. Da aber z auch

(@) 42 _ o).

dx
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Wird diese Gleichung in Hinsicht x wieder differentiiert, so ist
d@(y)=0 und man erhilt die urspriingliche Gleichung, ein Beweis,
dass (2) der (ulvnlmng., (1) Geniige leistet.

Wird (2) in der Form (lf———ff(\ﬁti X integriert, indem man y als
konstant ansieht, so erhilt man als gesuchtes Integral

(3) 2 =x¢ (y)1(3),
in welchem f(y) die neue willkiirliche Konstante bezeichnet.
Gleichung (3) stellt eine Oberfliche dar. Man lege durch sie eine

Ebene, parallel zur Ebene xz in einem bestimmten 1\|l\t‘lllf1 von der
letztern, so wird y konstant. Man bezeichne nun die konstanten
Grossen ¢ (y) und f(y) mit a und b, so geht (3) iiber in

(4) z=ax-bh,

Der Durchsehnitt jener Ebene mit der Oberfliche ist daher, wie (4)
zeigt, eine gerade Linie. Dies wird der Fall sein fiir jeden \\mr von y.
Diese ( Geraden schneiden die Ebene yz in Punkten, die stetig aufeinander
folgen kénnen. Sie bilden daher eine Kurve, deren G leichung erhalten
wird, wenn man x=0 in (3) setzt. Daher ist diese Gleichung

zi—1 (v,

Macht man z=0 in (3), so ergibt sich als Gleichung der Kurve,

langs welcher die Oberfliiche von der xy Ebene geschnitten wird

o £yl
7 (y)
Il. Es sei gegeben
d%z
dx? — E{x, v

Man multipliziere mit dx, betrachte y als konstant und integriere,
so wird
dz

- [Peyaxt o).

Dabei vertritt @ (y) die Stelle der Integrations-Konstanten. Wird
mit d x multipliziert. so erhillt man das gesuchte Integral
L
zZ= -urfl X
L

[ Feydx+o@]

wobei f(y) die nimliche Bedentung hat wie oben @ (y).

d x

a-z s .
Ganz in gleicher Weise kann e F (x,v) integriert werden.
d y?
ITI. Die Gleichung
d / :
; C = F(x,y)
dxd y

integriere man zuerst in Hinsicht x und das Resultat in Hinsicht y
oder umgekehrt. Zuniichst hat man
d?z

o =F(x,y)dx




und daher durch Integration, indem y als konstant angesehen wird
dz

i =) PEnaxt90).

Multipliziert man mit dy, betrachtet x als konstant und integriert,
s0 erhiilt man als gesuchtes Integral

2= [ay[F @y dx+9 @]+ 1.

]
Wenn F (x,y)==¢, so wird, wenn J ¢ (y)dy durch F(y) ersetzt wird

dz=[ex— 9 (y)] dy
(5) z=cxy - F(y) £ (x).

Diese Gleichung (5) stellt wieder eine Oberfliche dar. Fir y=0
wird die Gleichung der Kurve, lings welcher die Ebene xz von ihr
geschnitten wird, sein

z—F U}k) —l—— f (x).

Da f(x) willkiirlich ist, so sind unendlich viele solcher Kurven
moglich. Nimmt man x=0 an, so enthilt Gleichung (5) alle Punkte
der Oberfliche, welche der Ebene yz angehdren. Diese Punkte liegen
in einer Kurve, deren Gleichung ist

z=F(y) -} £(0).

Auch hier ist F(y) willkiirlich; es kénnen also unendlich viele
Kurven dieser Art in der Ebene yz angenommen werden. Man erkennt
hieraus die Mannigfaltigkeit der Oberflichen, welche in (5) enthal-
ten sind.

396. Gleichung mit dem ersten und zweiten Differentialverhiltnis
derselben Variabeln. Es sei zu integrieren

d*z ~dz .
1 s+ P—=Q,
( ) ll}’i ' I|\ o
wo P und () Fupktionen von x und y sein sollen. Man setze
i dz d*z
2 =u, also =dn
(2) dy ; dy

in Gleichung (1), so geht sie aber in
(3) du -|— Pudy=— Qdy.

Diese Gleichung stimmt der Form nach iiberein mit der in § 337
behandelten. Um darin die Sonderung der Veriinderlichen durchzufiih-
ren. nehme man

(4) u=7Yt,
wo Y und t zwei veriinderliche Grissen bezeichnen, so wird
(5) du=Ydt+—tdY.
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Fiihrt man die Werte von u und du aus (4) und (5) in (3), so
kommt
Y(dt+Ptdy)}-tdY=Qdy.
Man wiihle nun Y so, dass
(6) tdY =Qdy
wird, so muss auch sein
di-Ptdy=0.
Allein aus dieser Gleichung folgt, indem man mit t dividiert und

integriert

) ] -
(7 logt—— J Pdy; st —e/E2%y

Setzt man diesen Wert von t in (6), so wird
dY=Qdye/ray,

Man betrachte x als konstant und integriere, so kommt
5 ’ ™ i .
(8) y 7.J QdyelTdy | g (x).

Kinnen die in (7) und (8) angedeuteten [ntegrationen ansgefiihrt
werden, so kann auch Y als bekannt betrachtet werden. Mit Hilfe
von (7) und (8) gibt daher Gleichung (4)

010 -“"'-“ ‘
und da nach (2) dz=nud Y, 80 wird nunmehr
dz=Ydye Jray
und daher das Integral der gegebenen Gleichung

t=}

i +
Z J Ydye—/Pdy —+- @ (x).
Es seien P und Q konstant, so wird
¢

‘Jl’t])-':'l'y; t=—e F7: Y= l: e’V @ (x).

1 ren L
2= [Qy — 9 () - 7] - £(x).

397, Gleichung mit zwei sweiten Differentialverhiltnissen, Fs sei
die Gleichung zu integrieren

d?z d?z
“J 2 it S z
dx dy

Man nehme an, das Integral lasse sich darstellen durch
(2) g ==l X+ny
2 p =@ :

wo m und n willkiirliche Konstante bezeichnen. Die Differentiation
von (2) gibt folgende partielle Differentialverhiltnisse




—~= il

dz S ml:mx+n_‘v.j dz A=) nt‘“'\"'”\,
dx dy
P 2,
d / _m‘l‘,mx+n3; d ': T“;J(_n-x+u\_
dx* dy*
2 9
Setzt man die Werte von - und -~ in (1), so folgt
d x* dy’ ;
(8) m?=a%n?; also m=-|}an.
Es besteht also zwischen den willkiirlichen Konstanten ein be-

bestimmter durch (3) gegebener Zusammenhang.

Ersetzt man in (2) die Grosse m durch -}-an, so erhilt man
zwei Werte von z, die mit 2z’ und 2z’ bezeichnet seien; dann wird
7! _,,,,Cn\\-gn:n\): P - an(y—nx)

Diese Werte sind partikulare Integrale von (1). Also wird auch
die. Summe z‘—}-z" ein Integral von (1) sein und auch dann noch,
wenn' jeder der partikularen Werte mit einer Konstanten multipliziert
wird. Der Wert von z ist daher

(4)

wo A und B die neuen Konstanten bezeichnen. Nun ist aber in (4)
die Grosse n willkiirlich und einer beliebigen Ausdehnung fihig. Gibt
man der Grosse n eine Reihe von Werten n’, n’,.., so liefert (4)
ebenso viele Integrale, als Werte von n angenommen werden. Die
Summe dieser Integrale entspricht der Gleichung (1) allgemeiner als
Gleichung (4). Man erhidlt daher als Ausdruck fiir das allgemeine
[ntegral.
(5) Z=
Allein das erste Glied rechts ist eine Funktion von y-}-ax, das
zweite von y— ax. Diese Funktionen seien allgemein hezeichnet mit
F(y-+ax) und f(y—ax). Daher kann (5) auch ausgedriickt wer-
den darch

(6)

Bem®

ax)
3

g — A ol (y4ax) _|
z=Ae" U+ i

’——w\"”l‘\_k“” SH(.‘.“(" :lx].

z=F (y+ax)+f(y —ax).
Dass dieser Wert von z das Integral ist von (1), zeigt die Probe.
Die partiellen Differentialverhiltnisse von (6) sind namlich, da a kenstant

dz
=Py

-ax)—af (y—ax),

dx

dz — [ (\' —!‘7 a \) ‘I £ (\ =il K):
dy

d*z e o .
e a?F” (y+ax) +af’(y — ax),
ax* S8 A

d®z

(8) F (y-}ax) £ (y — ax).

dy?*




: T d?z d*z : :
Setzt man die Werte von 12 und 2 2us (6) und (7) in
dx dy*

(1), 80 heben sich simmtliche Glieder auf und es leistet das Integral
(6) der Gleichung (1) Geniige. Diese stellt eine krumme Oberfliche
dar, deren Form abhiingt von dem Gesetz, dem die Funktionen auf
der rechten Seite unterworfen sind. Das Integral (6) kann aber auch
noch zu andern Zwecken verwendet werden, wie die folgende Aufgabe
zeigen wird.

398. Schwingungen einer gespannten Saite. Eine Saite, an beiden
Enden festgehalten, werde gespannt und hieranf in Bewegung versetat,
so dass die Schwerpunkte ihrer Querschpitte in einer Ebene, welche
durch die festen Endpunkte geht, hin- und herschwingen. Man soll
deren Schwingungsdaner bestimmen,

Die Saite bildet in der Schwingungsebene Kurven. Man nehme
die Gerade, welche durch die Endpunkte A und B (Fig. 151) der
Saite geht, als Abscissenachse und A als Anfangspunkt an. Es sei
AmB eine Kurve, welche die Saite bildet zur Zeit t. Ferner seien

X,y die Koordinaten eines Kurvenpunktes m,

s die Bogenlinge Am,

P die Spannung der Saite im Punkte m,

p das Gewicht der Saite per Lingeneinheit und | die Entfernung
A B der festen Punkte.

Man lasse x iibergehen in x dx, so wird yzuy—dy und s za
s 4-ds. Die Spannung P liegt in der Richtung des Bogenelementes ds.
Nan zerlege man P in zwei Seitenkvifte, die eine parallel, die andere
senkrecht zun AB. Fiir die letztere erhilt

Fig. 151.

dy } 2 a
man P~ Wenn x in x-}dx iibergeht,

as
dy: . 2 dy dy
geht P —= iiber in P—— ¢ (l’ :
ds ds il s
Also \\'h'kvn an den Endpunkten von ds
zwei Kriifte, senkreeht zu AB, in der Richtung der Bewegung.

. : : s dy> 2 i
Der Unterschied beider Kriifte ist d (l‘ . Non kann man lings

der Strecke ds die Grosse P als knuhltaut annehmen, also wird

dy™ d i ;
d <l‘ = P G Daher wird das Bogenelementds in dem Augen-
as / as
blick, da die Zeit t abgelaufen ist, in der Richtung der Bewegung ge-
b B 2 ] fal D s é\
d%y

triecben mit der Kraft l’—-] —. Man kann annehmen, diese Kraft bleibe
as

withrend des nun folgenden Zeitelementes d t konstant: also wird withrend

dieser Zeit eine gleichformig beschlennigte Bewegung entstehen (§ 151).

Das Gewicht des Bogenelementes ds ist pds. Man denke sich

nun dieses FElement sei abgelost von der Saite und sei nur dem Ein-
g

oo e iy : ; :

fluss der Kraft P | = ausgesetzt, es bewege sich also im Raume frei.
as

Der genannten Kraft entspreche die Beschleunigung g, dem Gewichte pd s
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die Beschleunigung g, so verhalten sich die Beschleunigungen wie die
Krifte. welche sie hervorbringen; daher
9
d4y
glig=P——:pds.
ds

Allein nach § 369 ist die Beschleunigung in der Richtung der

Bewegung auch

e d?y
2 dt?
Eliminiert man g’ aus den beiden Gleichungen, so kommt
Aty g P id%y
) a2 ¢ pldsds

Nun machen wir die Voranssetzung, die Ablenkung der Kurve von
der Geraden AB sei so klein, dass ds mit dx vertauscht werden kinne.
Dann kann auch die Spannung P der ganzen Linge der Saite nach
als konstant angesehen werden. Man setze zur Abkiirzung

ll
(2) g S
B .
so geht Gleichung (1) ither in
(l"!\’ 3 (12\;
e
dt? dx?

Diese Gleichung stimmt der Form nach mit derjenigen iiberein,

welche in § 397 integriert ist. Ihr Integral wird daher sein

(3) y=F(x+at)|-f(x—at).
Nun nehmen wir an, es gelten fiir t==0 folgende Gleichungen
(4) y= ¢ (x)
dy
(5) — =1 (x).
\2) a1 .

Gleichung (4) gibt die Form der Kurve an bei Beginn der Bewegung
and (5) die Geschwindigkeit des Punktes X,y zu dieser Zeit. Setzt
man daher t==0 in (3), so erhiillt man jenen Wert vou y, welcher der
Gleichung (4) entspricht; mithin wird fir t=0

(6) F(x) 4 (x) =@ ().
Durch Differentiation der Gleichung (3) in Hinsicht t erhilt man
dy iy ; ‘
Y —aF (x}at)—af (x—at).
dt s
; i : ; digii ey
Qetzt man hierin t==0, so geht dieser Wert von T jenen
(

der Gleichung (5) iiber; daher
a[M(x) — ' (x)] =¥ (x).

Autenheimer, Elementarbuch.
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Nun nehme man an, es sei fir t=0 auch die Geschwindig-
keit ¥ (x) nach (5) gleich Null, so gibt die letzte Gleichung
F/(x) — ' (x) =0.
Das Integral dieser Gleichung ist
(7) F(x) =f(x) 4 C,
wo O die willkiirliche Konstante bezeichnet. Durch Addition und Sub-
traktion von (6) und (7) kommt
; 1 7l MRS S ¥
P =29+ 20 () =2 90— 20,

also auch, wenn x ausgedehnt wird

4

&~ &

: 1.y 1 1 1
F(x+4at)=— 9 (x ~+at) C; fx—at)= @ (x—at) — 9 G.

Setzt man diese Werte in (3), so folgt als Gleichung der Kurve
AN 1 Ay e
(8) y=5 9 c+at) -9 x—ap).

Fiir t=0 geht diese Gleichung iiber in y==¢ (x), wie es nach
(4) sein soll.

Gleichung (8) gilt fiir alle Kurvenpunkte, also auch fiir A und B.
Nun ist aber fiir A sowohl x =0 als auch y==0; daher

(9) =@ (at) ¢ (—at), "
und fiir den Punkt B ist x=1 und y =0; daher
(10) 0=¢ (1+|-at)| ¢ (l— at).

Um diese Gleichungen richtig aunfzufassen, denke man sich die
Saite iiber die Punkte A und B hinaus geradlinig verkingert und diese
durch feste Punkte A,B,C,.. (Fig. 152) so gehalten, dass die Saite

in eine Anzahl gleichlanger Teile

Fig. 152. zerfallt.  Bei dieser Anordnung

wird sich die Bewegung des einen

Saitenstiickes auch anf die andern

iibertragen, so dass eine wellenfor-

mige Kurve entsteht. Man zeichne

um die Punkte A,B,C,.. als Mit-

telpunkte Kreise mit dem Halbmesser at, welche die Abscissenachse
schneiden in b und ¢, d und e, f und g,..

Den Punkten ¢ und b entsprechen die Abscissen at und —at
und die Ordinaten ¢ (at) und ¢ (—at). Diese sind einander gleich
und entgegengesetzt gerichtet, denn sie heben sich nach (9) gegenseitig
auf. Da AB=1, so entsprechen den Punkten e und d die Abscissen
Ae=Il-1-at und Ad=1—at, also auch die Ordinaten ¢ (1-}-at)
und @ (1— at). Auch diese letztern sind gleich und entgegengesetat,
weil sie sich nach (10) aufheben.
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Da AC=21, so wird die Abscisse Ag=21-}-at und Af=21
— at; die entsprechenden Ordinaten geben folgende Gleichung

(11) 0=9((2]1}at)}-¢ (21— at),
(

d. h. fiir x=21; also sind pach (11) die Ordinaten fir f und g
gleich und entgegengesetzt, u. s. w.

Noch ergeben sich folgende Relationen. Man ersetze at in (10)
durch 1— at, so erhdlt man
(12) 0=921—at)-} ¢ (at).

Setzt man die Werte von ¢ (at) aus (9) und (12) einander gleich,
s0 wird
(13) ¢ (21 —at) =@ (— at).

(ianz ebenso erhiilt man, wenn at in (10) durch | -}-at ersetzt wird

¢(21fat)=¢ (at).

In den bheiden letaten Gleichungen weichen die Abscissen der
Kurvenpunkte, welche je einer Gleichung angehéren, um 21 von ein-
ander ab. Daher sind die Ordinaten solcher Punkte einander gleich
und gleich gelegen, d. h. mit gleichem Vorzeichen versehen.

Einer Grenzlage der Kurve entspreche die Zeit t =0. Die niichst-
folgende gleiche Grenzlage werde erreicht in der Zeit T, so ist T die
Zeit zu einer Hin- und Herschwingung. Fir diese beiden Grenzlagen
erhilt man daher aus (13)

@(2]1—aT)=q(0).

Diese Gleichung wird erfillt fir 21 —aT=0, woraus folgt,
wenn a durch seinen Wert aus (2) ersetzt wird

l p
T=2—=2 :
! a Il/j_fl’

Die Schwingungszeit hingt also ab von der Linge, dem Gewicht

und der Spannung der Saite.

399. Warmeleitung in einem homogenen prismatischen Stabe. Der
Stab befinde sich in einem gewissen Zustand der Evwarmung; hierauf
werde er in ein Medium versetzt, worin die Temperatur Null herrsche;
gleichzeitig werde dafiir gesorgt, dass die beiden Enden des Stabes
sofort die Temperatur Null annehmen. Von nun an beginnt der Stab
Wirme an das Medium abzugeben. Man soll den Wirmezustand des
Stabes nach einer gegebenen Zeit bestimmen. Es sei

q der Querschnitt des Stabes, moglichst klein vorausgesetat,

u der Umfang seines Querschnittes,

x die Entfernung eines Querschnittes von dem einen Stabeude,

y die Temperatur in diesem Querschnitt nach der Zeit t, in allen
Punkten des Querschnittes gleich gross vorausgesetzt,

a die Lange des Stabes,
33 %
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h.k die ussere und innere Leitungsfihigkeit der Wirme, also z. B.
h die Wirme, welche in der Zeiteinheit durch die Oberfliche 1
aus dem Stabe an das Medium iibergeht, wenn der Unterschied
der Temperaturen im Stab und Medium 1° betrigt,

s die spezifische Wirme und

p das Gewicht der Kubikeinheit des Stabes.

Man lege Querschnitte durch den Stab in den Abstinden x — dx, X,
x--dx und x -} 2dx vom Anfangspunkt aus, so entstehen drei Volumen-
clemente @, f,y. Die Wirme bewege sich in der Richtung von «
nach y, so nimmt § Wirme auf von « und gibt solche ab an y und
an die Umgebung. Dieser Wirmeaustausch finde nach der Zeit t statt
und dauere wihrend des Zeitelementes dt.  Nun verliert g mehr
Wirme als es bekommt; der Unterschied wird gleich sein der Ab-
pahme am Wirmegehalt des Stabteilchens.

Das Prisma 8 hat das Volumen qdx, also das Gewicht padx;
es enthilt daher bei der Temperatur y die Wiirmemenge spqdx-y.
Nimmt x um dx zu, so dndert sich diese Wirmemenge um ihr Diffe-
rential, also um spqdxdy.

Von « erhilt § durch innere Leitung in der Zeiteinheit aunf die
Stablinge 1 bei 1° Temperaturdifferenz eine Wiarmemenge kq, also in
der Zeit d t und bei der Temperaturdifferenz dy die Wirmemenge kqdt dy
und bei der Linge dx die Warme kq :}l: dt. Wenn sich x um dx
sndert. so fndert sich auch diese Wirmemenge um ihr Differential,

9
d“y ; :
also nm kq ] Y dt. Hiervon muss nun noch abgezogen werden die
dx :

Wirmemenge hudxydt, welche die Oberfliche udx des Prismas in der
Zeit dt verliert. Daher die Gleichung

d‘).\‘
spgdxdy=kq | - dt —hudxydt,
ax
oder auch

Ay K aty hu

AR ST 5P dx? sPq 3

Man setze zur Abkiirzung

\ k hu
(1) — s =T,
5p S pq
so wird die vorstehende Gleichung sein
y 1y d?y
2) Y —bp = — Ty
( dt dx? "

Das letzte Glied dieser Gleichung kann nun noch beseitigt wer-
den, indem man setzt

(3) ye==veT L ]
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Denn die Differentiation von (3) gibt, da v veriinderlich ist

dy dv : dy dv : d?y d?v _
2y T e""—r\'e |t: o t,'---li_, ,9 e - ‘-\—lt.
dt dt T dE dx dx* dx
S dy d%y : :
Fithrt man die Werte von lll "4 . und y in (2), so folgt als
dt ax- 3 7
vereinfachte Differentialgleichung der Wirmebewegung
dv d?v
(4) =h =,
dt dx*®

welche nunmehr integriert werden soll.
Ein Integral dieser Gleichung ist
bm2t

(5) v=—Asinmx-e"

worin A und m willkiirliche Konstante hezeichnen. Behufs der Veri-
fikation differentiiere man (5) in Hinsicht x, nachher in Hinsicht t, so
komm¢

dv 4 d?v ] i
-mAcosmzx e "mY; e m2Asinmx-e Y™

dx dx

dv . : &

— — bm?Asinmx-e 2T,
dt
X ; d?v dw . A :
Setzt man diese Werte von ) und ot (4), so werden in
dx C

der That beide Seiten gleich. Es ist daher (5) ein Integral von (4).

Nun ist zu priifen, inwiefern Gleichung (5) den Bedingungen ent-
spricht, welche gemass der Aufgabe gestellt werden miissen.

Die erste Bedingung ist die, dass die Temperatur an den
Fnden des Stabes gleich Null sein miisse. Fiir x=0 und x==a muss
also y in (3) und somit anch v in (3) und (5) zu Null werden. Fiir x=0
wird nan v ‘in (5) ohme Weiteres zn Null; dagegen fir x=a nur,

™ . PR T . T : i
wenn m=— oder ein Vielfaches von ist. Nimmt man die will-
a a

d

L N ™ A E . WX 5 i
kiirliche Grisse m = an, so wird sin m x == sin und diese Grisse
a a
wird — O fiir x =—a. Durch diese Modifikation von (5) erhilt man

TX c— (%)ﬁhr

i

(6) v —Asin-
Die zweite Bedingung, welcher das Integral (6) entsprechen
soll, ist die, dass dasselbe den urspriinglichen Wiirmezustand des Sta-

hes angibt fiir t==0. Hierfir wird nun (6) zu

o P MX
(7 : v—A sin S
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woraus man nach (3) schliesst, dass A die Anfangstemperatur an jener Stelle

5 O S 1 i L
bezeichnet, fir welche sin =1, also'x—=r=a st Ven:da aus
a 2
nimmt vor- und riickwiirts die Temperatur ab wie der Sinus von
a

Somit setzt Gleichung (6) einen ganz speziellen urspriinglichen Wirme-
zustand voraus. Unter unendlich vielen Wirmezustinden, die willkiir-
lich geschaffen werden, wird sich nur einer finden, der dem Gesetze (6)
der Warmeverteilung entspricht.  Es kann daher das Integral (6) nur
ein partikulires sein.

Um das allgemeine Integral zu finden, das alle denkbaren
anfiinglichen Wirmezustiinde in sich schliesst, lasse man in (5) die
Konstanten A and m sich édndern. Fir A erhalte man der Reihe nach
A, Ao, As, .. und fiir m, gemiiss Formel (6), die entsprechenden Werte
T2y B

: , .., 50 bekommt man durch Einfiihren dieser Werte in (6)
a a a s
ebenso viele partikulire Integrale, deren Summe
77 \2
X _(.)1”' N2
(8) v=A; sin gt —+ Az sin—— - e
a a

3m\*bt
g S (e ae
—+ Assin——-e i +..
a

ebenfalls ein Integral von (4) sein wird. Enthilt diese Reihe unend-
lich viele Glieder, so kann ihr Wert als das allgemeine Integral ange-
sehen werden. Die Reihe (8) konvergiert rasch, denn die Exponential-
grosse mit wachsendem, negativem Exponenten, nimmt sehr rasch ab.

Setzt man t==0 in (8), so reduzieren sich die Exponentialgrs-
sen auf 1. Der dabei entstehende Wert von v werde mit ¢ (x) be-
zeichnet, so erhillt man

: Ty e St s
(9) lp(x):m.sm—a - A sin y —— A3 sin = —+..

Diese Gleichung stellt eine Kurve dar, welche die Abscissenachse
in den Punkten x =0 und x = a schueidet. Speziellen Werten von x,
wie X1, X2,.. entsprechen die Ordinaten ¢ (x1), ¢ (x2),.. Diese sind
nichts anderes als die urspriinglichen Temperaturen des Stabes an Stellen,
welche um xi,x2,.. vom Anfangspunkt abstehen. Sind diese Tempe-
raturen gegeben, so kann die Kurve gezeichnet werden und es sind
dann die Vorzahlen Ay, Ag,.. keine willkiirlichen Grossen mehr, son-
dern Ergebnisse der Rechnung.

Man stelle sich in der That die Aufgabe, diese Vorzahlen zn be-
rechnen. Zu dem Zwecke teile man a in n-}1 gleiche Teile, be-
zeichne die Abscissen der aufeinander folgenden Teilpunkte mit x,
X2,..%n, die entsprechenden Vorzahlen mit A1, Az,..Ap, so liefert (9)
folgende spezielle Gleichungen




A | [

? il B S| T | S 1 e
¢ (x1) = Ay sin —+Aa sin —~+ .. Ausin
a a a
. MX2 . 2mxe . DX
@ (x2) = A, sin - As sin - -+ ..+ Aysin ——,
a a a
\ .. T Xp . 2m Xy 3 nmTx
¢ (xy) = Ag sin—— -} Az sin- LA sin——
h a a

Da so viele Gleichungen vorhanden sind als unbekannte Groéssen
Ai, Az, .., so kionnten diese auf gewohnlichem Wege ermittelt werden.
Es ma: dies auch fir eine kleine Anzahl von Unbekannten geschehen.
Allein hier soll folgender Weg eingeschlagen werden.

. : 2 ; o Tl g %
iin Glied der Reihe (9) sei Acsin——, wo ¢ eine ganze Zahl
bezeichnet, die zwischen O und n liegt. Man multipliziere die vor-

oE : a
stehenden Gleichungen mit 1 und ausserdem noch
n-

: : . Cmxy : : T
die erste mit sin -, die dritte mit sin — S
a a
: : STy : SR AT
die zweite mit sin =, die letzte mit sin 3
a o

und addiere sodann die Gleichungen. Man erhilt zunichst als Summe
der Glieder links

[ o G . G Xo ; O a
@ (x1) sin —+ @ (x2) sin — —+ .. @ (xy,) sin
L"( ) a +9 (x2) A =% (xa) a _|n-1
a w sd - . a
Lisst man hierin n unendlich gross werden, so wird i als
7 T

unendlich kleiner Teil der Geraden a, zu dx. Die Glieder in der
Klammer sind Ordinaten einer Kurve, entsprechend den Abscissen xi,

: 2 . : B A SO
x2,.. Der Abscisse x gehirt die Ovdinate ¢ (x)sin zu; das
a

Produkt der letztern mit dx ist ein Element der Fliche, welche die
Kurve und Abscissenachse einschliessen. Integriert man dieses Flichen-
element zwischen den Grenzen x =0 und x=a, so erhiilt man die
ganze Fliche, bezw. die Summe der Glieder links der vorstehenden
n Gleichungen. Diese ist daher

@

(10) fr,(‘ (x) sin & 7: = d x.

0

: s ORI el 5 -
Es sei Acsin irgend ein Glied der Reihe (9), so stehen im
a .
:
obigen System von Gleichungen n Glieder vertikal unter einander mit
der Vorzahl A.. Diese geben die Summe
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T s S s XY | e ES a
;\..Um sin ~}-sin s1n fFvs R
a a a a In--1
Es liegt also wieder eine Quadratur vor. Der allgemeine Aus-
: 4 R T e S .
druck der Ordinate ist Agsin sin : daher die Fliche zwi-
a a
schen den Grenzen x =0 und x=a
’_'.'I
Lo ey
(11) ‘\".J sin sin d x.
a a
0

Es kommt eine Vertikalreihe vor, bei welcher ¢ und e iberein-
stimmen. Liisst man fiir diese Reihe e in ¢ iibergehen, so erhilt man
ans (11)

» .
9) e SRR
[12) Ac | | sin Judxy
X Bl

Man denke sich in (11) die Grosse ¢ und e verschieden. Aen-
dert sich dann, wie die Integration dies voraussetzt, die Variable x

- : . e X L em X :
von O bis a, so nehmen die Faktoren siu und sin posi-

g :
tive und negative Vorzeichen an, dasselbe wird auch der Fall sein mit
ihren Produkten. Eine Zusammenstellung zeigt, dass je einem positiven
Produkt ein gleiches negatives entspricht, so dass das Integral (11) zu
Null wird. Ein Beweis fiir diesen Satz kann auch wie folgt gefiihrt
werden. Es ist
TXl ) emX 59 (e—e¢)7rx
cos — -

N
sin sin — =
a a 21 a

— COS

(e—f-c¢)rx \
a |

wie sich sofort ergibt, wenn die Cosinuswerte rechts nach der Formel
cos (e #) entwickelt werden. Daher statt des Integrals in (11)

a - s i =

Ear L (e—c)mx (e }-¢)mx |
(13) dx| cos — COS 2
: 2 L a a L}

L1
:
i S ity 0m X USSR o
Allein es Iht'J cos dx=-——sin ; folglich
a o a

c

Pt 0TX
‘J cos— =0,

v
0

da & eine ganze Zahl bezeichnet. Daher verschwinden beide Glieder
im Integral (13); also ist auch das Integral (11) gleich Null.

Somit reduziert sich die Summe aller Glieder auf der rechten
Seite des vorstehenden Systems von Gleichungen auf das Integral (12).
Nun ist nach § 79



£ : 1 ;
J sinx dx = ; & 3 sin 2 x,

N BN a cmx 1. Dewy
{ sin dg=— — — sin ;
\ A e 2a 4 a

a 2 /

und daher das Integral der letzten Gleichung fir die angegebenen Gren-

a a : :
zen = und das Integral (12)= 9 A.. Betzt man diesen Wert dem

Integral (10) gleich, so folgt

: 2 P lewx

£ o == ¢ (x)sin d x.
(14) A== fo( =

(1]

Hiermit ist das Bildungsgesetz der Vorzahlen Ai, Ae,.. gefunden.
Dasselbe ist der Art, dass es noch giltig bleibt, wenn man fir x eine
neue Veriinderliche einfiithrt. Diese sei z. B. z, so wird das allgemeine
Glied der Reihe (9) sein

.

. erx [ e P B
sin 'J ¢ (z) sin dz.
1 a

@ a i

[1]
Daher kann die Summe aller Glieder dieser Reihe dargestellt wer-
den durch

rs : g o Gehex i e
(15) @ (x) = — Xsin Jq (z) sin dz,

< o .. «

0
worin ¢ von 1 bis @0 auszudehnen ist.

Mit Hilfe des Wertes von A. in (14) wird pun das allgemeine
Glied der Reihe (8)

Ch a
2 ey (%) bt p lomz
sin e : J @ (z) sin ’ dz.
a : :

(1}

Summiert man die Glieder der Reihe, indem man das Zeichen =

vor das allgemeine Glied setzt, multipliziert man sodann noch nach

Vorschrift von (3) mit e~ "%, so kommt
{ CT 2
; s St _emx e bt % . emz
(16) y=—"¢ ' Zsin ‘e a ) .J‘Ptxjsm —dz.
; a a a
0

Diese Gleichung gibt die Temperatur y des Stabes fiir jeden Wert
von x und nach jeder gegebenen Zeit, so unregelmissig auch die Wirme
im Anfangszustand verteilt gewesen sein mag.

Mit wachsender Zeit nehmen die Glieder der Reihe (8), der Ex-
ponentialgrisse wegen, sehr rasech ab und reduzieren sich bald auf das
erste Glied. Alsdann fillt das Summenzeichen = aus (16) weg, zu-
gleich wird ¢=1 und die Gleichung geht iiber in

Auntenheimer, Elementarbuch. 34




: (1 : nzh)t .
g : oy a
BB ooh ey T g - ™7
(17) y= —sin—— -+ e 2 f‘f’ (2) sin — dz.
a a i a
0
Welches auch der Wert von @ (z) sein mag, so ist das bestimmte Inte-
gral immer eine Konstante; sie sei mit B bezeichnet, so wird (17) zu
3 ‘ S TEAh I
2B . wx g (1 =gt ) b v
y= RO i ‘
g a a
Diese Gleichung zeigt, dass im Stab vom Anfangszustand an die
Tendenz herrscht, eine Wirmeverteilung herbeizufiihren, welche der
N : X 1 1 1
Grisse sin , also dem Sinus der Bogen des Halbkreises, proportional
a

ist. Diese Grosse kam aber schon im partikuliren Integral (7) vor;
also wird der Zustand, den das partikulire Integral darstellt, bald er-
reicht und bis zur giinzlichen Abkiihlung verbleiben.

Man denke sich die Wiarme anfangs ganz regellos verteilt, z. B.
so, dass die Temperatur in der Mitte des Stabes kleiner ist als in be-
nachbarten Teilen rechts und links, so wird Wirme von beiden Seiten
her nach der Mitte sich bewegen, wie nach den Enden des Stabes.
In einem gewissen Augenblick hirt der Zufluss nach der Mitte hin auf,
von da an sinkt zn beiden Seiten die Temperatur unter jene der Mitte
und es ist nunmehr jener Zustand nahezu erreicht, der durch das
partikulire Integral ausgedriickt wird.
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