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Cap . V.

Ueber (len Endverlauf der Functionen.

65. Das allgemeine Convergenz - und Divergenzprincip und der End¬

verlauf der Functionen , deren Argument ins Unbegrenzte wächst.

Wir haben im vorigen Kapitel den Begriff der Zuord¬

nung der Function zum Argument im weitesten Sinne und

mit aller Strenge zu entwickeln versucht , wobei es genügte,

das Intervall der Argumentwerthe endlich vorauszusetzen . Er¬

streckt es sich ins Unbegrenzte , und sind ihm fort und fort

Functionswerthe zugeordnet , so würden zunächst wiederum die

idealistischen gesetzlosen Folgen in Frage kommen. Doch

lehrt die Musterung aller beim End verlauf  der Functionen,
d. i. bei schrankenlosem Wachsthum ihres Arguments denk¬

baren Möglichkeiten , dass, unabhängig von den Grundanschau¬

ungen idealistischer oder empiristischer Natur , diesem End¬

verlauf gewisse allgemeine  Eigenschaften zukommen , dass

dabei ausnahmslos gewisse Grössen und Aenderungsformen {

auftreten , deren genaue Feststellung für Grenz- und Conver- j
genzbetrachtungen aller Art unerlässlich ist , und den Gegen- :

stand dieses Capitels bildet.
An die Spitze stelle ich das allgemeine Conver-

genzprincip,  eine Eigenschaft des Endverlaufs der Func¬

tionen , welche das Vorhandensein einer festen endlichen Grenze

lim f (x)  zur Folge hat. •
Hierauf wird der End verlauf solcher Functionen unter - j
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sucht , die keinen endlichen festen Limes haben , wobei zwei
feste Grössen zum Vorschein kommen , welche dem Limes des

convergenten Endverlaufs entsprechen und bei einem solchen
auch unter sich und diesem Limes gleich werden. Dies sind
die Unbestimmtheitsgrenzen,  mit deren Hilfe sogleich
das allgemeine Divergenzprincip  gefolgert wird , nach
welchem der Endverlauf von Functionen , denen die im all¬

gemeinen Convergenzprincip vorausgesetzte Eigenschaft fehlt,
auch nicht mit einem festen endlichen Limes abschliesst.

Jene Untersuchung des Endverlaufs der Functionen , welche
die Unbestimmtheitsgrenzen ergab , wird sodann späteren Be¬
dürfnisses wegen fortgesetzt , und führt zur Erkenntniss , dass
der Endverlauf jeder irgendwie oscillirenden Function einge¬
schlossen ist zwischen zwei monoton *) sich ändernden Func¬
tionen , die ich Unbestimmtheitsenveloppen  nenne.

Schliesslich ist die relative Geschwindigkeit , mit welcher
nur monoton  verlaufende Functionen wachsen oder ab¬

nehmen , in Betracht zu ziehen , wobei der Begriff der infi-
nitären Grössenfolge  auftritt.

Den letzteren Gegenstand ausgenommen , der wieder auf
die Grundanschauungen zurückweist , sind die oben angekün¬

digten Erörterungen der Art , dass der idealistisch -empiristische
Gegensatz nur bei dem Begriff : Grenze von numerischen
Constructionen oder allgemeiner von monoton sich ändernden
discreten Werthfolgen zur Geltung kommt , und zwar nur in¬
sofern ein genauer oder beliebig genauer Werth als Grenze

*) Diesen von Herrn C. Neumann  neuerdings eingeführten beque¬
men Ausdruck werde ich fortan statt des in dieser Schrift pag . 9, Amn.
angekündigten : »einsinnig« anwenden. Angesichts des Umstandes,
dass der Druck dieses Heftes vor vier Jahren begann , wird man mir
diese kleine Inconsequenz nachsehen.

P. du Bois Eeymond , Functionentheorie. 17
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angesehen wird . Es gilt dies insbesondere von den Schlüssen,
durch welche wir das allgemeine Convergenz- und Divergenz-
princip nachweisen . Wir dürfen es unterlassen , die beiden
Anschauungsformen bei jedem Schritt auseinanderzuhalten,
und können von den Grenzwerthen so reden, wie der Idealist es
thun würde. Ich komme hierauf an dieser Stelle zurück , weil ;
wir gegenwärtig an den Grenzbegriff die letzte Hand legen.
Seinen wesentlichsten , wenn auch einfachsten Bestandtheil , ;
die Grenze discreter monotoner Werthfolgen , wiesen wir dem
Gebiet des Grössenbegriffs zu , das nur auf diese Weise be¬

friedigend abzuschliessen war . So gehört zwar ein Theil des j
Grenzbegriffs dem Grössenbegriff an, allein er hat noch einen j
weiteren ihm natürlich zustehenden Umfang , nämlich die Auf- j
Stellung der allgemeinen Bedingungen , unter denen irgend ;
welche auf lineäres Grössenmaass zurückführbare Vorgänge j
eine Grenze haben oder nicht . Diese Bedingungen enthält :
das allgemeine Convergenz- und Divergenzprincip.

Wenn also dieses Princip idealistisch wie empiristisch er¬
wiesen ist , so sind die letzten Grundlagen der Analysis , die
Begriffe von Grösse und Grenze , beide durchaus gefestigt,
und der Lehrer in Schrift und Wort hat keinen Anlass mehr , j
»den Zugang zur Analysis mit raschen Schritten zu durch¬
eilen « (pag . 2).

66. Das allgemeine Convergenz - und Divergenzprincip . Vorbemerkung.

Wir gaben dem allgemeinen Convergenz- und Divergenz¬
princip pag . 6 die Form:

Wenn d e r U n t er s chi e d f (x, ) — f (x) , *, > oe ge¬
dacht , von einem hinreichend grossen Werth
von f (x)  an und für beliebige Wert he des Unter - !
schiedes xt — cc unter einer beliebig klein ange-
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nommenen Zahl bleibt , so hat die Function f (x)
einen bestimmten Grenz werth . Wenn aber nach
jedem noch so grossen Werth von x sich Unter¬
schiede f (xl) — f {x) , stets xt >x  gedacht , nach-
weisen lassen , die grösser als eine beliebig-
kleine , aber unabhängig vom vorrückenden x
gedachte Grösse sind , so hat f (x)  keine Grenze.

Hienach zerfällt unsere Untersuchung in zwei Theile , von
denen der erste blos das Convergenzprincip , d. i. das Verhalten
berücksichtigt , bei dem f {x)  eine Grenze hat , der zweite aber
die weitaus umfassendere Möglichkeit des Nichtvorhandenseins
einer Grenze ins Auge fasst.

Indem wir , um das Divergenzprincip zu beweisen , die
mannigfaltigen Arten , wie eine Function ihrem Argument
ins Unbegrenzte folgt , durch feste Grenzpunkte einschliessen:
erkennen wir von höherem Gesichtspuncte aus, unter welchen
Umständen das Besondere auftritt , welches Grenze genannt
wird, und gewinnen so ein wirkliches Verständniss des allge¬
meinen Princips.

Die Function f (x)  sei möglich schrankenlos . Namentlich
bemerke ich, dass man zwar der Bequemlichkeit halber f (x)
für alle besonderen Werthe des Arguments gegeben, darunter
also eine vollständig bestimmte Function (Art . 57) sich denken
kann , dass unsere Schlüsse ihr aber nirgends eine solche Be¬
schränkung auferlegen . Wenn daher von einer Function f {x)
von x  die Rede ist , so handelt es sich nur um diejenigen x,
für welche sie vorgeschrieben ist . Ich denke dabei u. A. an
die Function f (n) = w , -f m2 + . . . + un, welche die Summe
der ersten n Glieder einer Reihe vorstellt , und die nur für
ganzzahlige x — n vorhanden ist.

17  *
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67. Das allgemeine Convergenzprincip mit seinen begleitenden Sätzen.

Es ist also der Verlauf des Unterschiedes f (xt) — f (asj,
w1 >̂ x,  bei ins Unbegrenzte zunehmendem x , der eine erste
Classification des Endverlaufs der Functionen bewirkt.

Der erste Satz ist die Umkehrung einer aus der wesent¬
lichen Eigenschaft der Grenze unmittelbar einleuchtenden Fol¬
gerung . Hat f (x)  bei unbegrenztem Wachsthum von x eine
Grenze Y,  so ist damit gemeint , dass Unterschiede der Form
Y— f\ x)i Y— f (xf)  etc . die Grenze Null haben, wenn «, xL
etc. irgendwelche schrankenlos wachsende Werthfolgen be¬
deuten . Dann ist Null aber auch die Grenze des Unterschiedes

f (xf) — f (x)  zweier solcher Unterschiede Y■—f (x) , Y — f (x,).
Die Umkehrung lautet:

I . Wenn der Unterschied f {xf) — f (x), wo > i,
bei schrankenlosem Wachsthum von x die
Grenze Null hat , so giebt es eine Grösse Y der
Art , dass auch Y — f {x)  bei solchem Wachsthum
von x die Grenze Null hat.

Beweis . Da f (xt) — f (x) , *, > * , durch hinreichend
gross festzusetzende Werthe von x beliebig verkleinert werden
kann , so bestimmen wir ein x‘  so , dass für x‘  V x x\ der

absolute Werth von f (xf) — f (x)  eine beliebig klein angenom¬
mene Grösse Y nicht überschreitet . Dann wird für jeden

Werth x 'y' x'  f (x)  dem Grössenintervall (f (x‘) — Y , f (xl) + e ')

angehören . Wir setzen f (x‘) — e' = aJ , f (x‘) + Y = ß '. Wei¬
ter bestimmen wir x“ ]> x‘  so , dass für x" x <f x,  der ab¬

solute Werth von f (xf) — fix ) eine Grösse Y‘ <:' Y nicht über¬

schreitet . Dann wird f {x)  für x ^ x“  allerdings auch dem

Grössenintervall (f (*") — s " , f (x“) + s ") angehören , allein
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dies braucht nicht vollständig dem Intervall (a ', ß') anzuge¬
hören , sondern einer  der Werthe f (x") — s " , f (x") + s"
kann ausserhalb (V , ß') liegen . Wir bezeichnen mit (a", ß")
den Theil des Intervalls (f (x ") — s“ , f (x") +  e ") , der dem
Intervall (a ' , ß'j angehört . Nun bleibt f (x)  von x = x“  an

im Intervall (a", ß"), welches <2e"  ist . Auf dieselbe Weise
können wir f (x)  fort und fort kleinere Intervalle zu weisen.
Wir bestimmen a;'" > x“  so , dass der absolute Werth von

/ ‘(ajj) — f (x)  für ^ i < a), die Kleinheit e'" <[ s“  nicht

überschreitet , und bezeichnen mit (x“‘, ß'" ) den Theil des
Intervalls (/ '(*" ') — e"', f (x) + e '"), der dem Intervall (a" , ß")
angehört . Es wird f (x)  von * = x‘“ an im Intervall (x" \  ß '")
<C2 s“‘ verlaufen , u. s. f. Die Werthfolgen:

a ' , a" , a '" , . . .
ß' , ß" , ß" ' , • • •

die monoton sich ändern , haben je eine Grenze , und diese
Grenzen sind gleich , wenn wir den s‘ , e" , e' " , . . . die Grenze
Null vorschreiben . Y sei die gemeinsame Grenze der x und
der ß. Man wird nun stets einen hinreichend grossen Werth

x von x angeben können, damit für x > x der absolute Werth
des Unterschiedes Y — f (x)  unter einer vorgeschriebenen Klein¬

heit 2 s bleibe . Ist so ist x = x v\

Wenn die Function f (x)  nicht etwa von einem Werthe
ihres Arguments an constant ist , ein Fall den übrigens unser
Beweis nicht ausschliesst , so nehmen die Abscissen x' , x" ,
x '" , ins Unbegrenzte zu. Q. E. D.

Man kann den Satz noch auf andere Art beweisen , na¬
mentlich kann man die Grenze Y auch sogleich numerisch
construiren . Indessen wird der obige nicht eben lange Beweis
den Leser befriedigen.



262 Cap. V. Ueber den Endverlauf der Functionen.

Ausser dem allgemeinen Satz giebt es einen anderen
Satz , der zwar weniger umfassend wie Satz I , aber doch noch
allgemein genug ist , und vielfach nützlich sich erweist . Es
ist der von discreten Werthen auf Functionen übertragene
Satz III des Art . 46:

II . Eine monotone Function f (x) , die zwi¬
schen endlichen Schranken verläuft , hat bei un¬
begrenzt zunehmendem Argument stets eine
feste Grenze.

Zu einer Zeit , wo ich diesen Satz für ein Axiom hielt,
welches den eigentlichen Grenzbegrilf bilden sollte , gab ich
mir viel Mühe , Satz I direct daraus zu folgern . Ich wollte
mich eben davon überzeugen , dass Satz II das obere Princip
sei. Indessen möchte vielmehr zwischen beiden Sätzen und

dem Satz von der Grenze discreter monotoner Werthfolgen
folgende Beziehung bestehen . Der letztere ist in Wirklich¬
keit das obere Princip , insofern er den Uebergang von den
elementarsten Grenzen , die man erdenken kann , wie den von
uns zu Grunde gelegten Decimalbruchgrenzen zu den allge¬
meinen Sätzen I und II vermittelt . Der allgemeinste alle
besonderen Fälle einschliessende Ausspruch über das Vorhan¬
densein von Grenzen ist aber ohne Zweifel Satz I.

Der Limes , welchen Satz II auf Grund seiner Voraus¬
setzungen der Monotonie und Endlichkeit der Function f (x)
behauptet , lässt sich zwar, wie ich gleich zeigen werde, ohne
Weiteres numerisch darstellen , aber ebenso leicht lassen die
Voraussetzungen dieses Satzes in jene des Satzes I sich über¬
führen . Man beweist Satz II am Bündigsten wohl so:

Die Voraussetzungen seien : f (x)  nimmt monoton zu,
während x ins Unbegrenzte wächst , übersteigt nicht eine feste
Schranke und bleibt nicht von irgend einem Werth von x an
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unverändert . Dann giebt es jedenfalls ein grösstes  Viel¬

fache a0 der Längeneinheit , welches f (x) beim Wachsen über¬
schreitet , da diese Function sonst über alle Grenzen wachsen
müsste . Es kann die Function f (x)  das näehstgrössere Viel¬
fache nicht erreichen , da sie es auch überschreiten müsste,

indem vorausgesetzt ist , dass sie nicht constant bleibt . Nun
theilen wir die Strecke von a0 bis a0 + 1 in Zehntel der

Längeneinheit , und es folgt genau auf dieselbe Weise , dass

es ein grösstes  Vielfaches a, von (a, < 10) giebt , wel¬

ches von f {po)— a 0 überschritten wird , während a, + 1 Zehntel
nicht erreicht werden . Somit verläuft f (x) von einem hin¬

reichend grossen Werthe von x an zwischen a„, a, und a0,

a, + 1. Weiter von einem noch grösseren Werthe von x an

verläuft f (x)  zwischen a0, a, a2 und a„, a, a2 + 1 , u. s. f. Es sei
r = a0, a2 a3 • • •

Falls f (x)  für x = xp die Grösse a„, a, a2 . . xp überschritten
hat , so ist für x < xp

^0I ^2' *' ^V^ f  0̂0 ^ ^01 ^2• **&P~b 1

oder f {x) — a 0, a, a2 . . . < ^

Es ist auch Y — a0, a, sc2 . . ap <

Zieht man also von Y — a 0, a, a2. . . <xp die kleinere Grösse

f (x) — a 0, a, a2 . . ocp ab , so ist a fortiori Y —/ ’(«) < y^ ,

und kann durch hinlänglich gross angenommenes p , mithin
überhaupt durch hinreichend gross gewählte untere Grenzen

für x beliebig verkleinert werden. Also ist Y die Grenze
von f (x). Q . E. D.

Es ist noch aus dem monotonen irgend eine
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endliche Grenze nicht überschreitenden Wachs¬
thum von f (oSi)  die Bedingung des ersten Satzes
zu folgern , dass f (x) — f {x) , bei ins Unbe¬
grenzte zunehmendem x die Grenze Null habe.
In der That gäbe es keinen Werth x' , der Art , dass für
x' x < xl der Unterschied f (x1) — f (x) eine beliebig klein
angenommene Grösse e nicht mehr überschritte , so müsste es
für jeden Werth x einen grösseren xl geben , für den / '(*,)
—f( x) > £ ist) und wenn eine unbegrenzte Reihe x,x 1,cea, . . .
solcher Werthe gebildet wird , so folgt aus / («,) —f (x) ]> e,
/ (*2) —etc . , dass f (x) gegen die Annahme über
alle Grenzen wächst.

Ich knüpfe an diese Erörterungen des Convergenzprincips
folgende Zusätze. Die Bedingung des ersten Satzes, fx(x)  — fix)
solle unter jede Grenze sinken , lässt sich bisweilen vortheil-
haft durch eine andere ersetzen , wie folgender Satz lehrt:

III . Wenn der Quotient
fi x )

bei unbegrenz¬

tem Wachsthum von x und Eins zum Limes
hat , so besitzt f (x)  stets eine Grenze . Allein
f (x)  kann auch , ohne dass diese Bedingung er¬
füllt ist , eine Grenze haben , wenn nämlich Null
diese Grenze ist . Dann hat an Stelle des ein-

f (oc *f äfachen Quotienten - , wo a eine beliebige
f {x)  f a

Grösse , den Limes Eins.
f (oc )

Wenn y Ĵy den Limes Eins hat , kann f (x) nicht über
alle Grenzen wachsen, denn für > •x würde dieser Quotient
ja eine Folge beliebig grosser Werthe annehmen können.
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Wenn aber f (x)  nicht über alle Grenzen wachsen kann , so

folgt aus Qf ?) -— 1 = (j ass m;j; — i ^, 3̂b f (x) fix ) f (x)
f (x) — f {x)  den Limes Null hat. Weiter aber ergiebt sich

aus : f (x) -/ » = (f (x) + a ) ]) - dass mit

f {x) — f (x)  die zweite Klammer rechts verschwindet.
Ein letzter Zusatz betrifft den Unterschied f (x) — cp (x)

zweier verschiedenen Functionen und lautet:
IY . Wenn der Unterschied zweier Functio¬

nen : f (xi) — cp (x)  unter jede Grenze sinkt , falls x
und x,  über jede Grenze wachsen , so hat sowohl
f (x)  als cp eine Grenze , und diese Grenzen sind
einander gleich.

Zwischen x und x,  ist im Satz keine Beziehung voraus¬
gesetzt , sie können gleich oder ungleich sein , immer muss
fix,) — f (x)  die Grenze Null haben. Dies vorausgeschickt
schreiben wir:

f  OJ — cp (x) = f {x) — f (x) + (f (x) — cp (x) )
und / (x) — cp (as) = cp (x) — cp (x) + (f (x) — cp (x) ).

Hieraus folgt , dass f (x)  und cp (x)  für sich eine Grenze
haben , und aus — cp(V )) = 0 ergiebt sich, dass diese
Grenzen gleich sind.

Hiermit ist das allgemeine Convergenzprincip erledigt.
Der Beweis des Divergenzprincips erheischt jetzt , dass wir
den Endverlauf von Functionen betrachten , die keinen Limes
haben . Es treten bei ihnen an die Stelle des einen Limes

zwei Grenzwerthe , die ich Unbestimmtheitsgrenzen genannt
habe , und von denen der folgende Artikel handelt.
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68. Die Unbesthnmtheitsgrenzen.

Die Function f {x)  kann offenbar, wenn x endlos wächst,
nur 1. eine Grenze besitzen , oder 2. keine Grenze besitzen.
Im zweiten Falle kann f (x)  entweder fort und fort Werthe
annehmen , die an Grösse gleichviel ob in der positiven oder
negativen Richtung oder in beiden alle Grenzen hinter sich
lassen, oder die Function f (x)  wird innerhalb fester Grenzen
verbleiben müssen, und, da sie keine Grenze haben soll , end¬
los auf und nieder schwanken.

Gehen wir näher auf den letzteren Fall ein. Man fühlt,
dass , wie dieses Schwanken auch beschaffen sein mag , es,
idealistisch gedacht , schliesslich zwischen festen Grenzen er¬
folgen muss. Genauen Aufschluss über solchen Endverlauf
giebt der folgende Satz von den Unbestimmtheitsgrenzen , sein
Beweis, und die daran sich knüpfende Erörterung.

V. Wenn eine Function f (x)  bei unbegrenzt
zunehmendem Argument x innerhalb fester
Schranken verläuft , so giebt es zwei feste Grös¬
sen U und 0 , zwischen denen f (x)  von hinreichend
grossen Werthen von * an sich hin und her be¬
wegt , indem sie entweder unaufhörlich ihnen
beliebig nahe kommt , oder sie schliesslich um
beliebig wenig überschreitet , oder endlich
ihnen , ohne sie zu überschreiten , unbegrenzt
oft gleich wird.

Diese Grössen U und 0 nennen wir die Unbe¬
stimmtheitsgrenzen der Function f (x).

Zunächst muss es für jedes x eine kFeinste  Grösse o (x)
geben, die f (x + ?) , wie gross S auch gedacht werden mag,
nicht mehr übersteigt , weil vorausgesetzt ist , dass f (x) nicht
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ins Unbegrenzte wachsen könne (Art . 64, Satz I mit Zusatz ).
Die Grösse o (xj  nimmt bei wachsendem x nicht zu, weil sie

die kleinste ist , die f (pö)  nicht tibersteigt . Dann muss aber,
da auch sie nicht unter jede Grenze sinken darf , nach Satz II

(Art . 67) eine bestimmte Grösse 0  vorhanden sein der Art,
dass 0 — o {x + £) durch hinreichend gross angesetztes x unter
jede Grenze der Kleinheit gebracht werden kann . Die Grösse 0
nennen wir die obere  Unbestimmtheitsgrenze . Das Vorhan¬
densein der unteren  Unbestimmtheitsgrenze U wird ganz
ähnlich erwiesen . Q. E. D.

An diesen Nachweis für das Vorhandensein der Grenzen

0  und U knüpfe ich einige Frläuterungen und Beispiele.
1. Wie wir bei Gelegenheit der Unbestimmtheitsenve-

1op p en eingehender prüfen werden , sind hinsichtlich der
Function o (x)  zunächst zwei Fälle denkbar . Entweder nimmt

die Function f (x)  von hinreichend grossem x an im Intervall
{x, X)  eine obere Grenze an , die bei unbegrenzt wachsendem
X  monoton zunimmt oder unverändert bleibt . In diesen

Fällen ist o (x)  constant und gleich 0 . Dann ist 0 die obere

Grenze von f (x)  im Intervall (x , oo) , wie gross x auch ge¬
nommen werden möge. Oder die obere Grenze von f (x)  im

Intervall (x,  oo ) nimmt mit zunehmendem x ab . Dies ist der

Fall , in dem o (x)  veränderlich ist , und monoton gegen 0
abnimmt.

Idealistisch ausgedrückt , schwankt im Unendlichen
die Function f (x)  zwischen den Werthen 0  und U hin und
her , denen sie unaufhörlich wiederkehrend gleich wird.

2, Man pflegt von einer Function , deren Unbestimmt¬

heitsgrenzen 0  und U verschieden sind (denn sie können ja

auch gleich sein), zu sagen, sie wird unbestimmt  für x — oo.

Falls sie stetig ist , so bedeutet dies , dass sie jeden Werth
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des Intervalls ( £7+ e, 0 — s, ) unbegrenzt oft annimmt , wo
die Grössen e und £, , die von vornherein Null sein können
(z. B. e, falls o (x)  constant = 0  ist ) , um so kleiner sind,
je grösser die Functionsargumente angenommen werden . Man
kann dies analytisch so ausdrücken:

Um fix) = ? + j ° ~ V

indem j  jeden Werth des Grössenintervalls (— 1 , + 1) vor¬
stellt . Das Zeichen j  nimmt , so zu sagen, die Unbestimmt¬
heit der Grenze in sich auf.

Wenn dagegen die Function f (x)  nicht stetig ist , so wird
sie auch nicht jeden Zwischenwerth zwischen 0  und U anzu¬
nehmen brauchen , und dann wird j  entweder nur + 1 und
— 1 , oder diese beiden Werthe und zugleich eine angemessene
Anzahl Zwischenwerthe bedeuten.

Es ist vielleicht nicht überflüssig , auf den Unterschied
aufmerksam zu machen zwischen dem Zeichen j  und dem ge¬
bräuchlichen 0 , mit welchem Cauchy  einen unbekannten
Werth zwischen 0 und 1 zu bezeichnen pflegt , u. A. wo es
sich um Restbetrachtungen handelt , bei denen z. B. ein mitt¬
lerer Werth zwischen x und x 4 - h mit %+ @Ji,  0 < 0 < 1
bezeichnet wird . Diese mit dem 0 bezeichnete subjective
Unkenntniss eines bestimmten einem bekannten Intervall an-
gehörigen Werthes ist natürlich himmelweit verschieden von
der objectiven  durch j  angegebenen Unbestimmtheit.

3. Um einige Beispiele von Unbestimmtheitsgrenzen zu
geben , sei erstens f (%) = cosax.  Es wird f (x)  zwischen — 1
und + 1 schwanken , diese Werthe unbegrenzt oft erhalten,

i

aber nicht übersteigen . Setzt man weiter f (x) — e x cosax
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und f (x) — excos xx,  so werden die Grenzen der Unbestimmt¬
heit dieser Functionen dieselben sein , nur wird die erstere
die Werthe — 1, + 1 nie erreichen , die zweite wird sie stets
übersteigen . Bei Functionen mit den Unbestimmtheitsgrenzen
— 1 , + 1 ist der Limes j.  So hat man z. B.

7. Y 1 — 1 , .1 + 1 .
lim e cosx — —%— -f - ] —^ — =j.

Ich erwähne sodann Functionen , die nur sprungweise
sich ändern . So können wir bestimmen , dass f (x)  für
n <Cx <̂ n+  1 (n eine ganze Zahl) einen constanten Werth

cp(n ) hat , wo cp (n)  eine gegebene Function der ganzen Zahl n.
TC

Setzen wir z. B. cp (n) = sinn — , so wird f (x)  wieder die

Unbestimmtheitsgrenzen + 1 , — 1 haben , wenn m gerade ist.

Ist dagegen m ungerade , so sind + ^1 — sin '̂ ~ ĵ  die Unbe¬
stimmtheitsgrenzen . Indem man <p(n) = + u2 -f - . . m„, d . i.
gleich der Summe n der ersten Glieder einer Reihe setzt,
werden die Unbestimmtheitsgrenzen in die Reihentheorie ein¬
geführt , wo sie ganz besondere Dienste leisten.

Geometrisch hat man die Unbestimmtheitsgrenzen als ein
Paar gerade der x-Axe  parallele Linien sich vorzustellen , die
von ihr nur beziehlich U und 0  abstehen . Die Function f (x),
die, wenn vorstellbar , eine ins Unbegrenzte in der Richtung
der positiven x sich erstreckende Linie ist , mag zunächst
irgendwie verlaufen , schliesslich wird sie immer mehr in den
Streifen zwischen den Geraden U und 0 eingeschlossen, wenn
sie ihn nicht von vornherein innehielt.

r ;-
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69. Das allgemeine Divergenzprincip.

Nunmehr ist der Functionsend verlauf so weit zergliedert,
dass wir das allgemeine Divergenzprincip beweisen können,
welches lautet:

YI . Wenn der Unterschied f (xt — f (x)  nicht
für alle Werthe » und ®, , die oberhalb einer
hinlänglichen Grösse befindlich sind , unter¬
halb einer beliebig kleinen Grenze bleibt,
so hat f (x)  keinen festen Limes.

Wir führen diesen Beweis durch Musternng der mög¬
lichen Fälle des Endverlaufs der Functionen : Falls f (x)
über alle Grenzen wächst oder abnimmt,  kann
/ ' (#,) — f (x)  stets beliebig gross angetroffen werden . Wenn
weiter f (x) zwischen endlichen Schranken ver¬
läuft,  und die alsdann stets vorhandenen Unbestimmtheits¬
grenzen 0 und U der Function fix)  verschieden sind , so
kann , da f (x)  beiden Grössen 0 und U schliesslich beliebig
nahe kommt , der Unterschied f (xJ — /"(*) , xl i> x,  dem
Unterschiede 0 — U um so näher gebracht werden, je grösser
x ist.

Endlich seien 0 und U einander gleich.  Es be¬
deuteten o (x)  und u (x)  beziehlich die obere und untere Grenze
der Function f (x)  im Intervall (*, oo) , so dass in diesem Falle

lim o (x) = limu (x) = 0 = U.  Da aber stets o (x) f (x ) >̂ u(x)

ist , so muss , falls 0 = U,  der Unterschied f (x) — f (oc) die
Grenze Null haben, wenn die Argumente x und schranken¬
los zunehmen . Es sind also drei Fälle möglich . 1. Die Function
f (x) verläuft nicht zwischen festen endlichen Schranken. 2.
Sie thut es, aber ihre Unbestimmtheitsgrenzen sind verschieden.
3. Sie sind einander gleich . Nur im dritten Falle ist nach



Cap. V. Ueber den Endverlauf der Functionen . 271

dem Obigen der Limes von f {Xi) — f (x)  Null , wie x und xl
auch ins Unbegrenzte wachsen mögen . Wenn /'(#,) — f {x)
sieh anders verhält , so tritt der dritte Fall nicht ein. Dann
wird mithin f {x)  entweder endliche verschiedene Unbestimmt¬
heitsgrenzen 0 und U haben , oder überhaupt nicht zwischen
endlichen Schranken verlaufen , und in diesen beiden Fällen
heisst ein durch f  (x) bezeichneter unendlicher Process divergent.

Hiermit ist denn auch das allgemeine Divergenzprincip
erledigt , und der allgemeine Satz über den Zusammenhang des
Endverlaufs von f {x)  mit dem des Unterschiedes / '(«,) — f (x)
(*, > x)  in allen Theilen bewiesen.

Wir sind durch diesen Beweis zu allgemeinen Ueber-
legungen über den Gang der Functionen im Unbegrenzten
veranlasst worden, die wir noch nicht abbrechen mögen. Die
Unbestimmtheitsgrenzen sind schon feste Puncte  in der
Mannigfaltigkeit des Functionenverlaufs . Wir brauchen aber
nur noch ein wenig weiter in den Möglichkeiten , welche diese
Mannigfaltigkeit umfasst , sichtend einzudringen , um auch feste
Linien  zu entdecken , welche jeden noch so schwankenden
und zufälligen Vorgang ins Unbegrenzte geleiten . Manchen
analytischen Convergenzuntersuchungen wird hierdurch das
Eingehen auf die Schwankungen erspart , und der Vortheil
gewährt , es nur mit monoton sich ändernden Functionen zu
thun zu haben.

Die festen Linien , welche jedem unbegrenzten Vorgang
eigenthümlich sind , nenne ich Unbestimmtheitsenve-
loppen  und ihre Beschreibung und Theorie ist folgende.

70. Die Theorie der Unbestimmtheitsenveloppen.

Wir unterwerfen gegenwärtig den Functionsverlauf keiner
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Beschränkung , f (x)  kann endlich bleiben, oder jede Schranke

überschreiten . Drei Arten ihres Verlaufs erschöpfen alle

Möglichkeiten.
1. Entweder erhält die Function f (x) , wenn x von einem

hinreichend grossen Werth X  an wächst , beständig wieder¬

kehrend Werthe , die grösser sind , als alle früheren von X

an . Idealistisch würde man sagen , dass, X  vorausgesetzt,

f (x)  erst für x — oo seinen grösstmöglichen endlichen oder

unendlichen Werth annimmt . Figur 2 veranschaulicht solchen

Verlauf , falls z. B. f  (x) endliche Schranken nicht über¬
schreitet . Dies ist die erste Art des Functionsverlaufs.

Fig . 2.

Oder f (x)  nimmt bei wachsendem x unaufhörlich Werthe

an , die von keinem folgenden Functionswerth überschritten

werden. Ein drittes giebt es nicht . Dies liefert die beiden
anderen Arten des Functionsverlaufs:

2. Es nimmt f (x)  bei wachsendem x unaufhörlich Werthe

an, die für kein grösseres x je wieder erreicht werden.

3. f (x)  erhält von einem Werth X von x an unaufhör¬

lich einen gewissen Werth , der zwar für grössere Werthe

des Arguments immer wieder erreicht , aber nicht überschrit¬
ten wird.
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Die Figuren 3 und 4 sollen eine Vorstellung vom Func¬
tionsverlauf 2 und 3 geben.

Fig. 3.

Diese Unterscheidungen gestatten den unbegrenzten Ver¬
lauf der Functionen überhaupt einzuschliessen zwischen sol¬
chen Functionen , bei denen kein Wechsel zwischen Ab- und
Zunehmen stattfindet.

1. Im ersten Fall lassen wir von einem hinreichend grossen
Werth X von x an diese Veränderliche wachsen , und beschrei¬
ben eine monoton zunehmende Function 0 (x)  wie folgt.

Es sei zunächst X, der erste Werth von * > X , für
welchen f (x)  nicht kleiner ist als für irgend einen früheren
Werth von x (X < X, ). Im Intervall X . . . X , sei als¬
dann 0 (x)  gleich f (x). Von da ab wird 0 (x) so  beschrieben :

Es sei 0 (x) — f {x)  für alle Werthe x (von X, an), in
denen f (x)  grösser ist als irgend einer der vorhergehenden
Werthe von x.  Für die übrigen Werthe x ist O(x)  stets
gleich dem letzten Werthe 0 (x), der gleich f (x)  war.

P. du Bois Reymond,  Fuuctionentheorie . 1 §
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2. Wenn / (x)  bei wachsendem x unaufhörlich wieder¬
kehrend Werthe annimmt , die für keinen grösseren Werth x
wieder erreicht werden , so sei X  der erste dieser Werthe.
In diesem Falle bestimmen wir eine nirgend zunehmende
Function 0 (x)  so , dass 0 (x) = f (x)  für alle Werthe , in denen
f (x)  grösser ist , als für alle folgenden Werthe von x.  Für
die übrigen Werthe von x > • X sei 0 (x)  gleich dem ersten
darauf folgenden Werthe von x für den 0 {x) = f (x ').

3. Wenn f (x)  von einem Werthe X  von x an unaufhör¬
lich einen Werth annimmt , der zwar stets wieder erreicht,
aber nie überstiegen wird , sei 0 (x) gleich diesem Werthe.

Die drei Fälle werden durch folgende Figuren verbild¬
licht , in denen die stärker ausgezogene Linie 0 (x)  vorstellt:

Bei der im Vorstehenden beschriebenen Construction der
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Unbestimmtheitsenveloppen hatte ich den Zweck , möglich
kurz und allgemein das Vorhandensein solcher jede unbe¬
grenzte Operation ins Endlose einschliessender Linien ausser
Zweifel zu setzen . Ersichtlich giebt es aber solcher monoton
sich ändernder Functionen , welche zum Endverlauf von f (x)
genau in denselben Beziehungen stehen , unzählige . Das Ge¬
wicht soll nun gerade auf diese Beziehungen gelegt werden,
und die Gestalt der Unbestimmtheitsenveloppe , falls sie nur
dasselbe leistet , wie die oben beschriebenen , ist unwesentlich.
Somit setzen wir den Begriff der Unbestimmtheitsenveloppen
durch folgenden Satz fest:

VII . Es sei irgend eine Function f {x)  eines
Arguments x gegeben , welches wir ins Unbe¬
grenzte wachsend uns denken . Alsdann giebt
es stets ? wei Functionen 0 (x) und  U («) , die fol¬
gende Eigenschaften besitzen:

1. Jede dieserFunctionen ändert sichmonoton,
kann aber auch constant sein.

2. Es wird bei schrankenlos wachsendem x so¬
wohl 0 (x) — f (x)  als auch f (x) — U (x)  unbe¬
grenzt oft Null.

3. Es ist stets 0 (x) f (a ?) TJ(x) , aber nur im
Falle f (x)  selbst monoton sich ändert, ist
0 (x ) = f  (x) = TJ(«).

4. Falls die Functionen 0 (x)  und U (x)  Grenzen
haben , sind dies di e Unb estimmtheitsgr en-
zen 0 und TJ von f (x).
Jede Function , welche die vorstehenden vier Eigenschaften

der Functionen 0 (x) , U (%) hat , soll Unbestimmtheitsenve¬
loppe heissen . Die Function f (%) wird zwischen ihnen gleich-

18  *
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sam hin und her geworfen . Unter Enveloppen im Monge ’-

schen Sinne werden freilich anders gedachte Gebilde verstan¬

den , indessen mag mir diese Namengebung zu Gunsten des

einhiillenden Charakters der Functionen 0 (x) , U (x) , nach¬

gesehen werden.
Dieser mein Begriff der Unbestimmtheitsenveloppen ist

schon nützlich , wenn es sich darum handelt , den Verlauf der

Functionen kurz zu beschreiben . In der That , es können

1. beide Enveloppen in positiver oder beide in

negativer oder die eine in positiver , die an¬

dere in negativer Richtung alle Schranken
überschreiten.

2.  Es kann eine von ihnen alle positiven oder

negativen S chranken überschreiten , unddie
andere eine Grenze haben.

4. Sie können beide eine Grenze haben.

5. Sie können untereinander und mitderFunc-

tion f {x)  identisch sein , falls diese nämlich
selbst monoton sich ändert.

Dies sind allgmeinere Unterscheidungen . Weiter kann

man sodann fragen , ob sie ihren Grenzen wachsend , abneh¬

mend, oder constant bleibend sich nähern.

Es können nach diesen Principien im Ganzen 24 charak¬

teristische Arten des Functionenverlaufs abgezählt werden,

wenn man den Fall , dass 0 (x)  und U (x)  dieselbe Grenze

haben , besonders in Rechnung zieht , und den Fall der mono¬

tonen Aenderung von fix ) einfach rechnet.

Bedeutet iv , a , c : zwischen endlichen Grenzen wachsend,

abnehmend , constant ; ferner + oo, — oo:  alle positiven , alle

negativen Schranken hinter sich lassend , so sind dies die

Fälle:
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0 (x) ü (x)

4- oo — oo 1
— oo — oo 1
+ oo — oo 1
+ OO iv ac 3
w ac — OO 3

o > u w ac w ac 9
0 = TJ w ac w ac 5

0 0 ) = U (x) = f (x) 1
24

Für die Anwendung wird vor der Hand die obige Unter¬
scheidung in 5 Fälle genügen , und diese 24 Fälle sollen
hauptsächlich zur Ausführung des Bildes dienen.

Ich gebe zum Schluss dieses Artikels noch einige Bei¬
spiele von Unbestimmtheitsenveloppen.

i i

Betrachten wir die Functionen excosx,e x cosx , cosx.
i i

Bei der ersten kann man setzen 0 (x) = ex, TJ(x) = — ex,
i i

bei der zweiten 0 (x) = e x, U— —e x, bei der dritten
+ 1

0 0 ) = 0 = 1, U (x) = U = 1 . Für e xcosx  hat man:
+1

0 (x) — f (oc) = e x (1 — cosx)
eine Grösse die unbegrenzt oft verschwindet , aber nicht ne¬
gativ wird, so dass die Criterien des Satzes YII erfüllt sind.

± i
6 I Q

Die Unbestimmtheitsenveloppen von —cosx , sind - ,
OG OG

und die Unbestimmtheitsgrenzen sind 0 = U — 0.
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69. Ueber den monotonen Endverlauf der Functionen und die infinitäre
Pantachie.

Von grossem Belang ist das im vorigen Artikel nur kurz
berührte Verhalten , bei dem die Function f {x)  selbst mono¬
ton sich ändert , so dass 0 (x) = U (cc)= f (x). Denn an diese
Monotonie reiht sich alles, was auf die relative Zu- und Ab¬
nahme der Functionen Bezug hat.

Eine monotone Function kann alle positiven und negativen
Schranken überschreiten , oder sie kann eine endliche Grenze
haben . Im ersten Falle wird es genügen , den zunehmenden
Functionsverlauf zu untersuchen . Im zweiten wird man Null
als Grenze annehmen dürfen , da eine andere Grenze doch nur
von der Function abgezogen zu werden braucht , um die Grenze
Null zu ergeben . Weil aber die monotonen Functionen , welche
die Grenze Null haben , als solchen , die ins Unbegrenzte wach¬
sen , reciprok angesehen werden können , so dürfen wir uns
hier überhaupt auf die Betrachtung letzterer beschränken.

Es handelt sich also um Functionen , die, idealistisch aus¬
gedrückt , nur wachsend unendlich werden . Die Theorie der
relativen Geschwindigkeit dieses Wachsthums ist der Gegen¬
stand des Infinitärcalcüls,  den wir an späteren Stellen
eingehend entwickeln werden . Nur soviel von den Elementen
jener Theorie will ich hier zur Sprache bringen , als für die
Grundbegriffe der allgemeinen Functionentheorie , deren Er¬
örterung ich mit diesem Artikel abschliesse , erforderlich scheint.

Wir stellen uns eine Reihe monoton ins Unbegrenzte
wachsender Functionen vor, und betrachten irgend zwei Func¬
tionen f  ( x)  und cp (x)  dieser Reihe . Man wird sagen , dass
fix)  rascher ansteigt als cp (x), wenn von einem hinreichend
grossen Werth X  von x an f (x) > cp (x)  ist , und der Unter-
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schied f (x) — cp (x)  mit x zunimmt . Die Anwendungen verleihen
dieser verschieden raschen Zunahme der Functionen ein be¬

sonderes Interesse , wenn die rascher wachsende Function f {x)
so viel rascher wächst als die andere <p (&), dass der Quotient

ebenfalls schrankenlos wächst.

Der eigenthümlichen Natur gerade dieses Gegenstandes
ist übrigens die empiristische Ausdrucksweise so wenig ange¬
messen, sie würde schliesslich so schleppend werden , dass wir
wenigstens hier die Anwendung idealistischer Terminologie
uns nicht versagen wollen . Wir wissen nunmehr ja doch ge¬
nau , was wir uns dabei zu denken haben , und ist es nicht
gerade ein willkommener Erfolg unserer Untersuchung über
die Principien , dass sie, wie jede gründliche Aufklärung , nicht
allein dem Gedanken , sondern auch dem Wort freiere Be¬
wegung gestattet?

fix)Je nachdem der Quotient —(  den Limes oo oder 0 hat,<P(*)
werden wir sagen : f (x)  hat ein gröseres oder klei¬
neres Unendlich als  cp (#) , und wenn dieser Quotient
einen von 0 und oo verschiedenen Limes hat , so haben
f (x)  und cp(ein gleiches Unendlich.  Es hat sich als
nützlich herausgestellt , hierfür Zeichen einzuführen.

Es bedeutet:

f (x) >  cp(*) , f (x) -< cp (x) , f {x)  oo cp (x)
genau dasselbe wie:

Um = oo , lim = 0,0
cp (x) <p (x)

T fi X) ^hm -V •< oo
? (*)

oder f {x)  hat ein grösseres , ein kleineres , das gleiche Unend-
>

lieh wie cp(x). Die Relationen f fx)  oo cp (x)  nenne ich i n-
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finitäre Gleich - oder Ungleichheiten , und sie
lassen mannigfache Operationen zu, die eine eigene Rechnungs¬
art , eben den Infinitärcalciil bilden. Ich erwähne hier nur
das Nächstliegende , dass man aus den infinitären Relationen:

f (x) > / , («0 1 <P0») > <Pi(x) , X(«0 \  O)
sogleich diese schliesst:

f {x)  cp (x) > / , (x)  cp, (x) , f (x)  X 0) + > / ', (aj ) X, (x)
und je nachdem f (x) >~ X (as) oder X(x) :

f (x)  ± X(x) ^5 /j (*) ± X, (x).
Auch nur vorübergehend erwähne ich, dass dieselben Be¬

nennungen und Formeln für unbegrenzt gegen die Null ab¬
nehmende Functionen gelten , nur wird man dort die Rela-

f (x)tionen lim - K, = 0 oder f (x) -< cp (x)  in Worten durch: fix)
cp(x)

hat eine kleinere Null wie cp(x)  wiedergeben.
Die Grösse der Unendlich liefert offenbar ein Anordnungs-

princip für monoton ansteigende Function. Man kann sie so
in eine Reihe:

fo(«) • • • h («) • •• f»(*) • ••
anordnen, dass jede folgende ein grösseres Unendlich wie alle
früheren hat, und es wird hier jede neu hinzukommendeeinen
ganz bestimmten Platz finden, wobei, falls das Unendlich der
neuhinzukommenden Function in der Reihe schon vertreten

ist, es als das schon vorhandene deckend angesehen wird, wie
in der lineären Grössenfolge 1 und 0,99 . . .

Eine derartige Reihe ist, wenn
lognat = Ix , llx = ls%, lUx = lsx , etc.

gesetzt wird:

. . . (l/x 'f ' . . . (l,xf. (M X
(XX fxe

jXlX

J.
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Jeder Quotient einer dieser Functionen durch eine der vor¬
hergehenden hat den Limes oo.

Bei diesen und zusammengesetzteren Functionen , welche

gleichfalls dem aus dem Potenzbegriff hervorgegangenen ana¬
lytischen Operationsgebiet angehören , ermittelt man den Quo¬
tientenlimes durch Zurückführung auf einen der Quotienten

X

X- oder —, die durch Substitution sogleich auf einander zurück-Ix x
führbar sind. Wenn man dem Begriff der Exponentialgrösse

n x
00 &

q die Reihe £ —, zu Grunde legt , so ist — der fundamentalen! x

Quotient , und sein Limes, oder der des allgemeinen Quotienten

eßX*
—jj-  ist leicht zu bestimmen . In Reihenform lautet dieserx
Quotient:

n Sin—M

n!

Da nun xn —M,  wie gross M  und wie klein x auch sein
mag , mit wachsendem n einmal positiv wird , so ist der frag¬
liche Limes oo. Beispielsweise sei der Quotient

zu reduciren . Sein Logarithmus ist:

u)p e

und wird nach dem Obigen mit x unendlich.
In der obigen Reihe J  bedeuten die Parameter jx, [A,,. . . , x

irgend welche positive Zahlen . Jede der darin verzeiebneten
Functionen bedeutet daher eine unendliche Schaar oder eine

vollständige Pantachie von einzelnen Functionen . Allein die
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Reihe J  lässt sich noch auf sehr mannigfaltige Weise mit
Functionen bereichern. Ein solches Verfahren ist folgendes:
Es gelte für zwei Functionen ut und m2 die infinitäre Un¬
gleichheit ux-< u2, und man setze m2= uxv, so hat man:

. F/, ■,nhn n jn n^ -< v‘  ( Iv)  ( kv) . . . (lnv) -< Ui  ,
wo u -< 1 , und die m irgendwelche positive Zahlen vorstellen.
Es ist leicht diese Formeln successive zu bestätigen. Auf
diese Weise kann man zwischen irgend zwei Functionen man¬
nigfache Schaaren anderer Functionen einschalten.

Ein anderes Verfahren die Reihe J  zu verdichten, ist,
dass man an Stelle der Parameter Functionen setzt. So ist
für 0 < [x < 1; m und M > 0:

m

Wenn man etwas über diese analytischen Ausdrücke nach¬
denkt, so erkennt man, dass mit Hülfe jener beiden Verdich¬
tungsmethoden die Reihe J  eine Vielheit vorstellt , die alle
früheren weit überragen möchte.

Alles wohl erwogen, vermuthe ich in der That, dass die
vollständige Pantachie der lineären Grössen an Mächtigkeit
(im G. Cantor’schen Sinne) der Vielheit der Unendlich nicht
gleichkommt. Die infinitäre Pantachie,  wie diese
Succession genannt werde, ist ein völlig bestimmter Inbegriff.
Alle Functionen, welche in die infinitäre Gleichheitf {x)  oo/ , (*)
für fi (x)  eingesetzt, ihr genügen, bilden mit f (x)  zusammen
eine infinitäre Grösse, einen infinitärenPunct,  und diese
Puncte, so viel ihrer nur immer gedacht werden können, fügen
sich einer völlig bestimmten Reihenfolge ein. Allerdings
wird durch solche Bestimmung den infinitären Punkten nicht
ohne Weiteres ein geometrisch vorstellbarer Ort angewiesen,
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wie den Grössen der vollständigen Pantacliie . Indessen liegt
dies daran , dass die vollständige Grössenpantachie unmittel¬
bar der Grössenvorstellung entspringt , und der vollständigen
infinitären Pantachie minder einfache Vorstellungen zu Grunde
liegen . Aber für das eigentliche Wesen der vollständigen
Grössenpantachie ist der Ort , den ihre Individuen einnehmen,
ja nebensächlich , da er durch functionale Zuordnung mannig¬
fach geändert werden kann . Mit der vollständigen Pantachie
behält die infinitäre gemein dies Wesentliche , dass beider
Puncte nur einer Reihenfolge fähig sind.

Wir können die infinitäre Pantachie empiristisch und
idealistisch auffassen. Empiristisch ist sie so zu verstehen,
wie wir sie eben beschrieben haben , als beliebig zu verdich¬
tende Menge von Individuen . Idealistisch ist sie ein infi¬
nit ä r e s Continuum,  ähnlich dem Zahlencontinuum,
welches man ebenfalls , wenn auch minder einfach , als Punct-
vielheit auf einer Linie auffassen kann . Man hat die Be¬

dingung aufzustellen , dass für irgend zwei Individuen f (x)
und f\ (x)  der ansteigenden Curvenschaar der Unterschied
f (cc)— (x)  bei wachsendem x sein Zeichen nicht ändert.
Dann sei eine auf der Abscissenaxe senkrechte Gerade gedacht,
deren Schnittpunkte mit den ansteigenden Puncten wir ins
Auge fassen. Theils wegen der vorstehenden Bedingung , theils
damit die sämmtlichen höheren Logarithmen aus der Abscissen¬
axe emporgestiegen seien, werden wir jene Gerade in unend¬
liche Ferne rücken lassen müssen.

Die Puncte der unendlich fernen Geraden

sind alsdann das idealistisch - geometrische Ae-
quivalent der infinitären Pantachie.

Es möchte nicht leicht sein, die infinitäre Pantachie mit
der vollständigen Pantachie im Sinne Herrn G. Cantor ’s in
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Bezug auf deren relative Mächtigkeit zu vergleichen . Auf
alle Fälle sind beide Vielheiten offenbar etwas ganz Ver¬
schiedenes. Die Zuordnung von Element zu Element , welche
bei abzählbaren Vielheiten ihren guten Sinn hatte , ist hier
undenkbar . Schon dem äusseren Anschein nach ist die infini-

täre Pantachie , idealistisch wie empiristisch , viel mannigfaltiger
zusammengesetzt , als die vollständige . Functionen mit unbe¬
grenzt vielen Parametern , deren jeder eine vollständige Pan¬
tachie bedeutet , lassen sich zwischen je zwei Individuen der
Pantachie einschalten , und sodann wiederum zwischen je zwei
Individuen der eingeschalteten Functionen , u. s. f.

Doch mehr als solche Erwägungen bestimmen mich beide
Pantaehien für verschiedenartig zu halten die Ergebnisse , zu
denen ich in meinen »Paradoxen des Infinitärcalcüls « gelangt
bin . Dort ist ein wesentlicher Unterschied aufgedeckt zwi¬
schen der Annäherung an ein besonderes Unendlich der infi-
nitären Pantachie , und einem besonderen Werth der vollstän¬
digen Pantachie . Wir können den Satz so ausdrücken : Jedem
besonderen Werth x einer vollständigen Pantachie nähern sich
beliebig viele abzählbare Werthfolgen der Art , dass die Unter¬
schiede zwischen x und den x sich nähernden Werthen der

verschiedenen Werthfolgen unter jede Grenze sinken . Ist da¬
gegen ein Unendlich f (x)  gegeben , so giebt es keine Folge
von Functionen t}k (®) 5 (cs ) , . . . , für die z. B. (]>, (x) -< (x)
-< . . . -< f (x)  ist , der Art , dass nicht andere Folgen cp, (cs),
-< 92(«) -< . . . -< / ’(*) angebbar wären , deren sämmtliche Indi¬
viduen grössere Unendlich wie die sämmtlichen t]; (x)  haben.

Dies ist eine Verschiedenartigkeit , welche keine Zuordnung
nung der infinitären Folge zur Grössenfolge zu gestatten scheint.
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