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Die Geometrie.

Schaffen wnd Streben ist Gottes Gebot. —
Arbeit ist Leben, Nichtsthun der Tod.
(Venedey.)

IX. Geometrische Vorbegriffe.

¥3 [54]. Ber Ort. Ein Ding ohne endliche
Grosse, an dem einzig der -Begriff der L Lage haftet,
heisst Punkt Vemmlert Letzterer seine Lage, so heisst
man ihn in Bewegung, verbindet damit den Begriff der
Richtung, und fasst eine Folge von Lagen als Ort zu-
sammen, denselben als gerade oder krumme Linie be-
/uchnend je nachdem der Punkt seine Richtung fort-
wiihrend beibehilt oder fortwiihrend iindert, und es
liegt im Begriffe der Richtung, dass von einem Punkte
zn einem andern nur Eine Gerade, die kiirzeste Ver-
bindung, fiihrt. Den Ort einer sich bewegenden Linie
nennt man Fliche, — eine durchweg gerade Fliche
Ebene.

¥4 [54]. Die fortsehreitende Bew egung.
Wenn sich ein Punkt bestindig in gleichem Sinne in
einer Geraden bewegt, so nennt man ihn fortschr eitend,
und die Grosse des Fortschrittes Lénge. Die Liingen-
einheit ist ihrver Natur nach willkitrlich, und darum
in jedem Lande und fiir jeden Zweck gesetzlich fest-
gestellt. [Vgl. Tab. I.].

@3 [64] Die drehende Bewegung. Bewegt
sich eine Gerade um einen Punkt, so heisst man sie
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drehend, und die auf die Ebene der Endlagen, der sog.
Schenkel, beziigliche Grosse der Drehung Winkel, den
Drehpunkt Scheitel, den Ort der Geraden Strahlen-
biischel. Die Winkeleinheit ist die Umdrehung, welche
in 2 Gerade, 4 Rechte (4 R) und 360 Grade a 60 Mi-
nuten i 60 Sekunden eingeteilt wird. Ist «<C90% so
heissen die Winkel e, 900 - a, 90° 4 « und 270° 4= «
der Reihe nach spitz, stumpf, konkav und konvex, —
Winkel, welche sich zu 90°, 1800 oder 360° ergiinzen,
complementir, supplementir oder explementdr. Ver-
lingert man einen Schenkel eines Winkels iiber seinen

‘Scheitel hinaus, so erhilt man den zn ihm supplemen-

tiiren Nebenwinkel, — verlingert man beide, den ihm
gleichen Scheitelwinkel. Bezeichnen ab und de die
Schenkel, ¢ den Scheitel eines Winkels, so schreibt
mant 46— aed—" (abyde)

76 [64). Die Parallelen und Senkrechten.
Zwei Gerade ciner Ebene, welche bei gleicher Grisse
der Drehung in zwei Punkten einer dritten Geraden
entstanden sind, heissen parallel oder zeilig (1), —
zwei Gerade dagegen, deren Winkel 90° betrigt, senk-
recht {1) zu einander. Nennt man die gleichliegenden
Winkel zweier Geraden mit einer dritten korre-
spondierende, die entgegengesetzt liegenden Wechsel-
winkel, so sind diese fiir Parallele je einander gleich.

77 [64]. Bie Hoordinaten. Um von einer
Geraden oder Axe und einem
ihrer Punkte, dem Anfangs-
punkte oder Pol, zu einem
iussern Punktem iiberzugehen,
dreht sich entweder zuerst die
Gerade um den Pol bis sie
m W darch m geht (v), und dann
schreitet der Dol his zu m

18 + B+ i E &
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fort (rv); oder es schreitet der Pol zuerst in der Axe
go weit fort (x), dass die Axe nach Drehung wm einen
gegebenen Winkel () durch m geht, und nun schreitet
der Punkt wieder fort bis zu m (y). Die Bestimmungs-
stitcke r und v heissen Radius Vektor und Position,
zusammen Polarkoordinaien, — die x und y, welche, um
giimtliche vier Quadranten des Winkelraumes zu be-
herrschen, die Zeichenfolgen

+— —+ 44— —

annehmen miissen, Abscisse und Ordinate, zusammen,
je nachdem « = 90 ist oder nicht, rechtwinklige oder
schiefwinklige Koordinaten.

78 [74]. Mie gebrochene Linie. Wird die
abwechselnde Bewegung in Fortschritt und Drehung
fortgesetzt, so entsteht eine sog. gebrochene Linie, bei
der die einzelnen Fortschritte Seiten, die mit den
Drehwinkeln gleichartigen Winkel der Seiten Winkel,
die Drehpunkte konkave oder konvexe Hcken heissen,
je nachdem die Drehwinkel konkav
oder konvex gind. Die Summe von
Winkel und Drehwinkel betrigt an
einer konkaven Ecke 2 R, an einer
konvexen Ecke 6 R. — Verbindet
man zwei Punkte durch verschie-
dene, aber gegen die gerade Ver-
bindung nur konkave Ecken zeigende
gebrochene Linien, so ist jeder umschlossene Zug (73)
kiirzer als der umschliessende.

59 [54]. Mas n-Eek und n-Seit. Kehren
Punkt und Gerade nach n Doppelbewegungen in die
erste Lage zuriick, so hat man ein n-Eck oder ein
n-Seit, je nachdem die Seiten nur zwischen den Eclken
oder in der anbegrenzten Liinge der mit ilnen zu-




— Geometrische Vorbegriffe — 43

sammenfallenden Geraden betrachtet werden. Im n-Ecke
finden sich zu jeder Eeke (n— 3) mit ihr nicht in
einer Seite liegende, sog. Gegen-Ecken, und es kinnen
daher in demselben i,n (n—8) sog. Diagonalen, ge-
zogen werden. Im n-Seite, wo jeder Durchschnitts-
punkt Ecke heisst, giebt es dagegen zu jeder der

=Y, nm—1) Ecken, g="1,(n—2)@—3) Gegen-
ecken nnd d= !, e-g Diagonalen Die Anzahl der
durch n Gerade oder n Punkte bestimmten n-Ecke
endlich ist !/, -[n—1].

80 [54]. Pie Winkelsumme, Die Winkel-
summe eines n-Hcks wird offenbar gefunden, indem
man (78) fiir jede konkave Ecke 2 R, fiir jede konvexe
Ecke 6 R in Rechnung bringt, nnd fiir jede Umdrehung
4 R abzieht. Bezeichnet somit p die Anzahl der kon-
vexen HEcken, und v die der Umdrehungen, so ist die
Winkelsumme

P (pyr) =21+ 2p — 21 R

81 [54]. Amnzahl und Einteilung der
n-Beke, Unterscheiden sich zwei n-Ecke in ihrer
Erzeugung nur durch den Sinn, in welchem sich die
Gerade dreht, so geniigt es, dasjenige zu betrachten,
das die geringere Anzahl konvexer Ecken hat. Da
ferner ein konkaver Winkel immer zwischen O und 2 R,
sin konvexer zwischen 2 R und 4 R enthalten sein
muss, so ist notwendig !, (0 +Dp)>1, sowie !Lp<r,
und fiir p = 1 muss mindestens r =2 sein, damit die
Figur zum Schlusse kommen kann. BEs lisst sich
hieraus durch Induktion ableiten, dass, wenn n gerade
ist, '/, (n® — 4) n-Ecke, und wenn n ungerade ist, 1/,
(n* —5) n-Ecke maglich sind. Diejenigen n-Ecke, fiir
welche ¥ — p=1 und daher P, (p,1)=2(n— 2) 1 ist,
heissen gemein, die andern sind ohne Ausnahme iiber-
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schlagen. Ein Vieleck endlich, in dem alle Seiten und
alle Winkel gleich sind, heisst regeiméssig.

82 [54). Hbie Hiomgruenz und Shnlich-
keit, Zwei n-Ecke heissen kongruent (=) oder dhnlich
(~), wenn sie sich in ihrer Erzeugung gar nicht oder
nur durch die Einheit des Fortschrittes unterscheiden,
d. h. wenn sie gleiche Winkel und entweder gleiche
Seiten oder gleiche Seitenverhiltnisse haben. Die Er-
zeugung des n-Ecks wird aber durch (n— 1) Seiten
und die (n — 2) eingeschlossenen Winkel, — oder durch
(mn — 1) Winkel und die (n — 2) zwischenliegenden
Seiten bestimmt; folglich sind zwei n-Ecke schon bei |
Ubereinstimmung solcher (2n — 3) Elemente kongruent |
und aus jedem Kongruenzsatze geht ein Ahnlichkeits- l‘
satz hervor, wenn man die Gleichheit der Seiten durch
die ihrer Verhiltnisse ersetzt.

X. Das Dreieck.

82 [55]. Grundeigenschaften des Drei- i
ecks. Das Dreieck ist (81) nur Einer Form fihig,
hat (80) die Winkelsumme 2 R = 1809, — ist (82) durch i
eine Seite und die anliegenden Winkel, oder durch zwei
Seiten und den eingeschlossenen Winkel vollkommen
bestimmt, — dnrch zwei Winkel oder durch einen
Winkel und das Verhiiltnis der einschliessenden Seiten
der Form nach gegeben. Jede Dreieckseite ist (73)
kleiner als die Summe, aber griosser als die Differenz
der beiden andern Seiten, — ein Drehwinkel (Aussen-
winkel) gleich der Summe der gegeniiberliegenden
Dreieckswinkel.

84 [55]. Das gleichschenklig
Hat ein Dreieck zwei gleiche Seiten, so he

Breieck.
sst es gleich-
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schenklig. Die den Winkel der Schenkel halbierende
Gerade halbiert die dritte Seite oder Basis unter
vechtem Winkel, Errichtet man in der Mitte einer Ge-
raden eine Senkrechte, so steht jeder Punkt der Senk-
rechten von den Endpunkten der Geraden gleich weit ab.

85 [55]. Mas ungleichseitige Dreieck.
Schliessen zwei Seiten eines Dreiecks einen grissern
Winkel ein, als zwei ihnen gleiche Seiten eines andern
Dreiecks, so hat auch (83) das erstere Dreieck die
grossere dritte Seite.

86 [55]. Weitere Hongruenz- und Abn-
lichkeitssitze, Zwei Dreiecke, welche alle drei
Seiten oder deren Verhiiltnisse gleich haben, besitzen
(84) auch gleiche Winkel, sind somit kongruent oder
ihnlich, — ebenso zwei Dreiecke, welche zwei Seiten,
oder deren Verhiiltnis, und den der gréssern gegen-
iiherliegenden Winkel gleich haben.

8% [55]. bie Symmetrie. Zwei Punkte, deren
Verbindungslinie durch eine andere Gerade unter
rechtem Winkel gehiilftet wird, heissen in Beziehung
auf Letztere symmetrisch. Verbindet man von zwei
Punkten, welche auf derselben Seite einer Geraden
liegen, den Einen mit dem symmetrischen des Andern,
g0 erhilt man (83) den Punkt der Geraden, von welchem
die gegebenen Punkte die kleinste Distanzensumme
haben, und in dem sie gleiche Winkel mit der Geraden
bestimmen.

88 [55]. Abstand und Projektion. Die Senk-
rechte von einem Punkte auf eine Gerade misst als
kiirzeste Verbindung seinen Abstand. Ihr Fusspunksg
heisst Projektion des Punktes, — die zwischen die Pro-
jektionen der Endpunkte fallende Folge der Projektionen
aller Punkte einer Geraden Projektion der Geraden.
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Die Senkrechte von einer Dreiecksecke auf die Gegen-
seite heisst Hohe, letztere Basis.

89 [55]. FParallelensitze. Parallele bilden
(vgl. Fig.) mit jeder Geraden gleiche
korrespondierende oder Wechsel-
Winkel. — Parallele zwischen Paya-
llelen sind (5) gleich. Zwei Gerade
werden (83) durch ein System von
Parallelen in gleichen Verhiltnissen
geschnitten, und schneiden von den
Parallelen Stiicke ab, deren Differenzen in denselben
Verhiiltnissen stehen. Parallele haben (76, 88) iiberall
denselben Abstand, und schneiden sich daher nicht.
Dreiecke, deren Seiten paarweise zu einander parallel
oder senkrecht stehen, haben gleiche Winkel und sind
daher dhnlich.

90 [65]. Weitere Sitze. Verbindet man die
Mitte einer Dreiecksseite mit der Gegenecke, so wird
(vel. Fig.) das Dreieck halbiert.
— Von zwei Dreiecken gleicher
Basis und Hohe hat (78) das-
jenige, dessen Basiswinkel die
des andern der Grisse nach
; zwischen sich schliessen, den
a m b m ¢ grissern Umfang.

XI. Das rechtwinklige Dreieck und die
goniometrischen Funktionen.

91 [55]., Hbas rechiwinklige Breieck.
Ist in einem Dreiecke ein Winkel ein Rechter, so
heisst die gegeniiberliegende und (85) grisste Seite
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Hypotenuse, jede der andern Kathete. Die Kongruenz
von zwei rechtwinklicen Dreiecken wird (83) durch
eine Seite und einen zu ihv gleichliegenden Winkel,
oder durch zwei Seiten, — ihre Ahnlichkeit durch
einen Winkel, oder das Verhiltnis zweier Seiten be-
stimmt.

92 [55]. BDimensionen und Filiche. Teilt
man die eine Kathete in gleiche Teile, und verbindet
die Teilpunkte mit der Spitze, so erhiilt man ebenso-
viele gleiche Dreiecke, und bezeichnen somit AB, ab
und Ab die Katheten dreier rechtwinkliger Dreiecke
der Flichen F, f und o, so hat man

F:9=B:h o¢:f=A:a also F:f=AB:ab
Die Fliichen hiingen also von den Katheten, die darum
Dimensionen heissen, ab, und nimmt man ein recht-
winkliges Dreieck, dessen erste Dimension 1, und
dessen zweite 2 betriigt, als Flicheneinheit an, so ist
die Fliiche irgend eines rechtwinkligen Dreiecks gleich
dem halben Produkte seiner Katheten.

93 [55]. Mer pythagoriische Lehrsatz.
Wird die Hypotenuse ¢ durch die ihr entsprechende
Hghe h in zwei Abschnitte x und y geteilt, so ver-
hiilt sich

x:hi—h:y cudl=— T c:b=b:y 1
folglich besteht der sog. pythagoriische Lehrsatz
a®- bt =¢? 2
(vgl. 115) und umgekehrt, wenn in einem Dreiecke das
Quadrat einer Seite gleich der Quadratsumme der
beiden andern ist (z. B. 5, 4, 3), so liegt der erstern
Seite ein rechter Winkel gegeniiber. Ist das Dreieck
nicht rechtwinklig, so hesteht der sog. erweiterte
pythagoriische Lehrsatz
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a?-} b2 F 2ax = ¢? 3
wo das obere Zeichen fiir £ (a-b)< 900 gilt, und x
die Projektion von b auf a hezeichnet.

94 [62]. Die Scitenverhilinisse. Da in
cinem rechtwinkligen Dreiecke die Seitenverhiltnisse
von einem Winkel abhiingen, so kann man sie in Be-
ziehung auf diesen benennen, und zwar setzt man
(vgl. Fig. in T7)
y:r—=Sinusv=3S8iv r:x = Secans v=_>Se Vv
;1 = Cosinus v=Co v r:y = Cosecans v=Cs v
y:x = Tangensv="Tgy ([ —X):r= Sinus versus v

= BV V
x:y = Cotangens v =Ctv (r—y):r= Cosinus versusv
= Cov ¥

Ferner wird r=1 als Sinus totus bezeichnet,
und, wenn A (Arcus, vgl 124) ein Bogenmass ist,
v—=Asi(y:r) = Aco (x:1)= Atg (y:X) = ete. gesetzt.

95 [62, 63]. Dbie goniometrischen Fank-
{iomen. Delnt man die Sinus ete. auf den ganzen
Winkelraum aus, indem man in ihren Definitionen
Hypotenuse und Winkel durch die Polarkoordinaten,
die beiden Katheten durch die reehtwinkligen Koor-
dinaten mit ihren Zeichen (77) ersetat, so werden aus
ihmen die sog. goniometrischen Funktionen. Sie lassen
sich, indem man je den Nenner als Einheit wihlt, leicht
nach ihrem Verlaufe durch den ganzen Winkelraum
verfolgen, wobel man findet, dass den 4 Quadranten
fiir
die Funktionen  Sinus Cosinus TangensCotangens

die Zeichenfolgen + + —— +——+ +—+— +—+4—
und Grenzwerte 0,1 1,0 0,00 0,0

entsprechen, wo je die erste Grenze bei 09 und 180, die
sweite bei 900 und 2700 eintrifft. Sie sind periodisch,
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dlisch, und nehmen (abgesehen vom Zeichen) fiir 180 — e,
180° - o und 360° — e« je wieder dieselben Werte an,
die sie fiir « hatten. Speciell ist Tg 450 =1 = Ct. 45°
und Si 30° = ¥, = Co 600

96 [62]. Einige Grundbeziehungen. Fir
jeden Winkel a hat man nach dem Vorhergehenden
offenbar

Si*a + Cota=1 Sia:Coa=Tga=1:Cta

Sia.Osa=Coa-Sea—="Tga-Cta=1
Sia=Tga: Y1+ Tg%a Coa=1:}i-+FTg’a
Ferner darf man nur echte Briiche als Si oder Co, da-
gegen jede Zahl als Tg oder Ct betrachten, sowie zwei
Zahlen x=a-8i A und y =a . Co A setzen, da daraus

fiir A und a immer mogliche Werte folgen.

9% [62, 69]. Bie sog. Transformation
der Hoordinatem. Kennt man die Koordinaten
cines Punktes M in Beziehung
auf ein rechtwinkliges Koordi-
natensystem XY, so kann man
leicht seine Koordinaten in Be-
ziehung auf ein anderes recht-
winkliges Koordinatensystem
XY finden, wenn man die
Grissen o, B, ¢ kennt, welche
die gegenseitige Lage der heiden Systeme hestimmen.
Man hat niimlich offenbar
x=o0+xCoe—y'Sig y=f+x'SietyCoop 1
x'=(x—a)Coo{-(y—)Si¢ y'=(y—B) Cop—(x—a)Sip@
Uberdies ergeben sich hieraus durch Einfiithrung der
Polarkoordinaten (94), wenn man ¢ =a, ¢ =" oder
¢=Dh, d=a—Dh setzt, die goniometrischen Grund-
formeln

Wolf, Taschenbuch 4
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S8i(a-b)==Si a-Cob-Coa Sib 3

Co(a+b)=Coa-CobTF Sia-Sib 4

98 [62]. Weitere goniometrische For-

meln. Mit Hilfe von 96 und 97 findet man leicht,
dass

Tea+ Tgb
1+ Tga-Tgh
Si%—28ia-Coa Sida=388Sia—48i‘a

Co2a = (Co%?a—Si2a=1—28i’a=2C0%a—1
Si 2a - 8i 2b=28i (a +b)Co(a F b)
Co 2+ Co2bh =2 Co(a 4 b) Co (a — b) 3
Co2 —Co2b=28i1 (a4 b)Si (b —a)
To(a-+b):Te(a—b)=Tgdb"+x)woTgx=S12h:Si2a &

Sitya= [T, 1—Coa)  Colha=V"(1+Coa)s

Taa -1
T I o A0y L ie e S
Tg (a4 b) = Tg(a_l_~l._))_lqugZl

2

o a-il/'[_—_a'ozil—()ou‘_ Sia :
"2_,’1—700;L7 Sl 1 Goa

99 [40]. Der Moivre'sehe Lehrsatz. Durch
Multiplikation findet man (97)
(Coa+-iSie)-(CoB+1i8iB) - (Coy-LiSip)...= "
Cofa +BLrd..)iSi(a+B+r+...)
oder fiir « =8=y=... den Moivre’schen Lehrsatz
(Coe-L18ia) = Cona -+ iSinx 2
dessen Giiltigkeit fiir negative und gebrochene Ex-
ponenten sich ebenfalls leicht erweisen lisst.

100 [40, 064]. ldinige goniometrische
Eeihen. Da 99:2 mit 50: 4 iibereinstimmt, so findet
man nach 50, 43, indem man Cox durch J1— Si*x
ersetzt,

= i n®—1?2 n’—1%)m*—38% _.. :
hmx:n[b;x—llg_&,,i’x,L(~1_—2.3( ~';O)'Sl"‘{**..._}
Conaiy e B :
onx=1—g58x 4 5 5o, Sitx—
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Setzt man hier n = 3m und x = 30%, also (95) Six= 11,
und ordnet nach m, so erhiilt man die Reihen

Si(m-90) =m -1,5707963 — m? - 0,6459641

<+ m? -0,0796926 — m7 . 0,0046818
-+ m? -0,0001604 —m!'t.0,0000036
-+ m!?. 0,0000001 —. ..
Co (m - 90%) = 1,0000000 — m?® - 1,2337006

-+mt* - 0,2536695 —m?® . 0,0208635
-+ m?® -0,0009193 — m* . 0,0000252
- m!?.0,0000004 —...

aus welchen sich ergiebt, dass

e 1,5707963 il R
Sl = —9—6— 60-60 = 2662@3 = 4,6855749

und wenn a eine kleine Anzahl Sekunden bezeichnet,

Sia=a-8i1" oder a==Sia:8i1" und Coa=13

ist. Setzt man aber x — «:n, und lisst n unendlich

gross, also o:n unendlich klein werden, so nehmen

Sia:n, Coa:n und n tiber h die Grenzwerte «’:n,

1 und nb:[h] an, wo a'=A « ist, und man erhilt

aus H50: 7 s :

s —17,“27-34-... Coa.:l—lﬁ.gwi—... 4

woraus sich die Vergleichung zwischen den in 50 und

94 eingefithrten Sinus und Cosinus ergiebt.

101 [29]. Anwendung auf algebraische
Gleichungen. Wenn in der Cardanischen Formel
(19) b® 4- a® negativ werden soll, so muss a negativ
und a?® > b® sein. Setzt man in 19:2 die a negativ, so

S ou—o!

geht sie (98:2) fiir y=—2Va -Sig 1
in VYh?:ad —=38ip—48i%o—=Si3o 2

tiber, so dass ¢ miglich wird, und die ihr geniigenden
Werte 3¢, 1800 — 8¢, 3607+ 8¢, 540°— 3¢p,,.. fiir
2Ya=c
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y,=—cSip y,=—0c8i(60°—¢) y;,=0¢Si(60°+-¢) 3
oder (vgl. 19) drei reelle Wurzeln ergeben.

102, Anwendung auf transcendente
Gleichungen. — Setzt man in der Gleichung

a-S8ix+b-Cox=c a=m-Cop b=m-Sio 1
so erhilt man (97, 3) die Liosung
Bix+o)=c -Sig:b WO Tgeo=bh:a 2
ist. — Hat man die Gleichungen
xSiy=aSia—-Db8ip xCoy=aCoa—bCoB 3
s0 erhiilt man aus ihrer Kembination
Tg(y—oc}:b-Si(a—[ﬁ}:{a—b-(}o(tx—ﬁ)] 4
oder (52:38, 4), wenn man rechts mit 8i 1* dividierf,

b sl b? P
y:o;—{-asi—i;Sl\a—B)—kﬁzsmS12\m~B)+...5

XIL Die Trigonometrie und einige weitere
Eigenschaften des Dreieckes,
102 [65]. Bie trigonometrischen Grund-

beziehungen. Bezeichnet man die Seiten eines
Dreiecks mit a = 2a, b= 20,

g ¢ = 2¢, die Gegenwinkel mit
b = A—=2% B=2%8B, C=28, 80
ist (94)
A B a-8iB=h=DhB8iA
¢ c=x-+y=h.-CoA+a-CoB
und gomif
ash:c::SiA:SiB:SiC 1

a=hCoC4cCoB,b=cCoA-+aCoC, c=aCoB+bCoAR
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104 [65, 66]. Weitere Formelp. Aus 103
und 98 ergeben sich fernmer

(at+b):(a—b)=Tg ;1| B):Tg (A —B) i
Tg @ —B)=Tg 45— ¢)-CtE wo Tgo=h:a 2

TgA=h:(c—y)=2a-SiB:(c—a-CoB) b 3
und, wenn

a--b-tc=2s 11:2]/71)77-?'003[... b |
gesetzt werden
a=1b"fc?—2bc-CoA=)b+c+db+e—d) &

SiN=)E—Db)(s—c):bc CoA=}s(s—aj:bc 6
105 [65]. BPie Berechnung der Breiecks-
fiiche. Bezeichnet F die Fliiche des Dreiecks ABC
(s. 103 Fig.), so ist (92, 104)
P=txdh IV yih — i cch—1hic:SiA 1
=TS R e i TR
=1,e8iA -8B -CsC=¥ss—a)s—D)(E—0) 2

106 [65] Bbie Trigonometrie, Sind in einem
Dreiecke eine Seite und die Winkel gegeben, so kann
man nach 103, — sind zwei Seiten und der einge-
schlossene Winkel gegeben nach 104 :5 und 105, oder
nach 104:2 und 103, — sind alle drei Seiten gegeben
nach 104:6 je die tibrigen Elemente, sowie nach 105
die Kliche berechnen.

107. Bie Flachensiize. Dreiecke von
gleicher Grundlinie und Héhe sind (105) gleich gross,
und es wird daher (89) die Fliche eines Dreieckes
nicht veréindert, wenn man eine seiner Ecken parallel
zur Gegenseite verschiebt. Ahnliche Dreiecke verhalten
sich wie die Quadrate gleichliegender Seiten.

1¢8 [55]. Binige isoperimetrische Sifze.
Haben zwei Dreiecke gleicher Basis gleichen Umfang,
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80 entspricht (90) demjenigen, das den kleinsten und
grossten Basiswinkel hat, die kleinere Hohe und somit
auch die kleinere Fliche, wihrend das gleichschenklige
von allen solchen Dreiecken, das gleichseitige aber von
allen isoperimetrischen Dreiecken iiberhanpt, die grisste
Fliche besitzt.

109 [55]. WBie Transversalem. Jeder von
drei Punkten einer Geraden bestimmt mit den beiden
andern zwei Abschnitte, deren Summe oder Differenz
ihre Distanz darstellt, je nachdem er zwischen ihnen
(innerer Teilpunkt) oder auf derselben Seite von beiden
(dnsserer Teilpunkt) liegt. So
z. B. bildet eine beliebige Ge-
rade oder sog. Transversale
auf den Seiten eines Dreiecks
entweder zwei innere und einen
iiussern, oder drei &ussere
Toilpunkte, und in beiden Fiillen werden die Produkte
der nicht aneinander liegenden Abschnitte gleich, oder
bilden eine sog. Invelution.

110. Hinige weitere Satze. Jede Gerade,
welche durch eine Dreiecksecke geht, teilt (89) die
Gegenseite und eine zu ihr Parallele proportional, und
zwar (107), wenn sie den Dreiockswinkel oder den
Aussenwinkel halbiert, im Verhiltnisse der einschliessen-
den Seiten, (Vgl. 116.) Zieht man von einem Punkte
durch die Dreiecksecken Gerade oder Senkrechte zu
den Seiten, so teilen sie letztere so, dass die Produkte
oder die Quadratsummen der nicht aneinander liegenden
Abschnitte gleich werden.

244 [55]. Bbas Centram der Ecken und
das Centrum der Seiten. Die in den Mitten
der Dreiecksseiten errichteten Senkrechten schneiden

|
|
3
|
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sich (110) in Einem Punkte, der von allen Ecken gleich .
weit um den Radius (p) absteht, daher Centrum der
Ecken heisst, und (83) iiberdies die Eigenschaft besitzt,
dass von ihm aus jede Seite unter doppelt so grossem
Winkel erscheint als von der Gegenecke aus, Ferner
(91) fillt der Durchschnittspunkt der Bissectrissen
zweier Dreieckswinkel auch in die Bissectrix des
dritten, und dieser von allen Seiten gleich weit, um
das Apothema (=), abstehende Punkt, heisst Centrum
der Seiten. Ist h die der Seite ¢ entsprechende Héhe,
so findet man (94, 105) leicht, dass
p=!,ab:h und o —165ch =8

112 [55]. Per Schwerpunkt und der
Hohenpunkt. — Die von den Dreiecksecken nach
den Mitten der Gegenseiten gehenden Geraden schneiden
sich (110) -in Einem Punkte, dem sog. Schwerpunkte,
der (89) von jeder Ecke um 2/, der Verbindungslinie
absteht. Ebenso treffen sich (110) die drei Hohen eines
Dreiecks in Einem Punkte, dem Hohenpunkte, von
dessen Verbindung mit dem Centrum der Keken der
Schwerpunkt ?; abschneidet.

XIII. Das Viereck und Vieleck.

123 [56]. Bdas Viereck. Hs ist (81) der drei

Formen
\\.
3
\\
P (0;1)=4R " Pi;2)—4R P2 2 =81
fiihig, deren zwei erste gemein und der Fliche nach
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gleich dem halben Produkte einer Diagonale in die
Summe der Entfernungen der Gegenecken von der-
selben, oder beider Diagonalen in den Sinus ihres
Winkels sind. Besitzt ein Viereck der ersten Form
zwei parallele Gegenseiten (Basen) so heisst es Trapez
und ist gleich dem Produkte aus deren Mittel und
Abstand. Werden auch noch die beiden andern Seiten
parallel und somit (89) jede zwei Gegenseiten gleich,
80 hat man ein Parallelogramm oder Zeileck, dessen
Fliche gleich dem Produkte einer Seite (Grundlinie)
in ihre Entfernung von der Gegenseite (Hohe) ist. —
Ein gleichseitiges Parallelogramm heisst Rhombus, ein
gleichwinkliges Rechteck, ein gleichseitig-gleichwink-
liges Quadrat.

i14 [67). Bie Tetragonometrie. Statt
analog der Trigonometrie eine eigene Tetragonometrie
aufzustellen, lassen sich die Aufgaben
am Vierecke bequemer mit Hiilfe
der erstern auflosen. Sind z. B. die
Winkel «, 8, v, & bekannt, so erhiilg
man (103; 104:5) um b aus a, oder
a aus b zu bestimmen:

b=alf+g+h({f+g—h) wo f==Siy:8i(x-L)
g=2Ris:81(8+2) h:gl{fgcol‘g(a_?,)
1% [56]. Rinige Rigenschaftten des

seiten eines Iarallelogrammes
80, dass die Endpunkte mit
der Gegenecke eine Gerade
bilden, und Lilt den einen End-
punkt (a) als Pol fest, so be-
schreiben (83, 89) die Ecke (c)
und der andere Endpunkt (b)
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ihnliche Wege, indem bb’ || c¢’ und bb': ce’ = ba: ca.
Es beruht hierauf der sog. Sterchschnabel oder Panto-
graph. — XKonstruiert man iiber zwei Seiten eines
Dreiecks Parallelogramme, und
verlegt die Verbindungslinie (a)
des Durchschnittspunktes der
Gegengeiten und der gemein-
schaftlichen Ecke an die dritte
Seite, so bestimmt sie (113)
mit ihr (als Erweiterung des pyth. Lehrsatzes in 93)
ein Summenparallelogramm.

116 [56). Das Vierseif und die harmo-
niseche Teilung. Sind a, b, ¢, b vier Punkte einer
Geraden A, und a, b, ¢, d /die von einem Punkte B
nach ihnen fiihrenden Strahlen,
so findet man (103) die Pro-
portion

ab ab _ Si(a,b) Si(a,d)

Be e T Si(hye) Sid, 0
g0 dass mit den einen der 4
Elemente auch das den andern entsprechende Doppel-
verhiiltnis gleich bleibt. Werden die Doppelverhéiltnisse,
wie z. B. fiiv ab=bc und bd=occ, oder fiur (a, b)=
(b, ¢ und (b,d)=90" gleich der Einheit, so heissen
die Punkte und Strahlen harmenisch, und entsprechend
heisst eine durch einen innern und fussern Teilpunkt
in gleichem Verhiiltnisse ge-
teilte Distanz harmonisch ge-
teilt. So z. B. wird (109) jede
der drei Diagonalen eines
Vierseits durch die beiden
iibrigen harmonisch geschrit-
ten.
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115 [56]. Bbas Vieleck. Um ein Vielock seiner
Fliche nach durch Drehung einer Geraden von ver-
dnderlicher Linge zu erzeugen, wiihlt man eine Ecke
als Pol, eine der durch sie gehenden zwei Seiten als
Ausgangslage, die zweite als Endlage der erzeugenden
Geraden, und dreht nun die Erzengende so um den
Pol, dass ihr Endpunkt den Umfang des Vielecks
durchliduft, — wobei ein Drehen in entgegengesetztem
Sinne offenbar negativen Riumen entspricht, so dass
jedes Vieleck einer algebraischen Summe von Dreiecken
entspricht.

118 [67]. Bie PPolygonometrie, Bezeichnen
a, %, ...a, die Seiten, &, «, ...« die Drehwinkel eines
n-Ecks und r die Anzahl der Umdrehungen, so erhilt
man (94, 80) als Grundformeln der Polygonometrie
0=a,+a, Cow, ta; Co(e + &) +..Fa, Cole ..o, 1
0=a, 8l +a,5i (o 4 0,) +...4a, Si(e, 4 ... o, )2

SR=o o, + o +...0, 3

XIV. Das centrische Vieleck und der
Kreis,

119 [57]. EPie mach den Ecken centri-
schen Vieleelke. Findet sich zu einem Vielecke
ein Punkt, der von allen Ecken denselben Abstand
hat, so heisst es centrisch nach den Ecken, der Punkt
Mittelpunkt der Ecken und der gleiche Abstand Radius.
Bezeichnen a, b zwei Nebenseiten und B deren Winkel,
so findet man den Radius nach

r=J/a*+ b?—2ab-CoB:28iB

120 [57]. BEbie mach den Seiten eentri-

schen Vielecke. Findet sich zu einem Vielecke

S e
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¢in Punkt, der von allen Seiten denselben Abstand
hat, so heisst es centrisch nach den Seiten, der Punkt
Mlita!punki der Seiten, und der gleiche Abstand Apo-
thema. Bezeichnen a, 2 A, 2B eine Seite und die an-
liegenden Winkel, so findet man das Apothema nach
a=a-3iA-8iB-Cs(A 4+ B)
und dessen Produkt mit dem halben Umfang giebt die
Eliche.

121 [57]. Die centrischen Vielecke. Findet
sich zu einem Vielecke ein Punkt, welcher zugleich
Centrum der Ecken und Seiten ist, so heisst es cent-
risch, und die von diesem Mittelpunkte mit den Seiten
pestimmten Dreiecke, die Bestimmungsdreiecke, sind
(119, 120) simtlich kongruent, so dass das centrische
Vieleck regelmissig ist — withrend bei einf: ycher Um-
drehung zwischen Winkel (W = 2w), Seite (8), Radius
(R) und Apothema (A) die Beziehungen
nW =(2n—4)-90° 2R=8.8ew 2A= S.Tgw 1
hestehen. Ist ferner in dem gleichischenkligen Dreiecke
bed, n-e=90% so stellen 8, R, A Seite, Radius und
Apothema eines n-Ecks, — s, |,
r und s, r, a aber dieselben
Grossen fir zwei 2n-Ecke dar,
deren erstes mit dem n-Ecke
s \“'\\ﬁgpg gleichen Radius, das zweite aber
—— —_F=u¢ pleichen Umfang besitzt, und
' man hat (93, 94)
S—9R-Si% —s JAR*—s%:R,a="Y,(A + R) r=}aR2
Im Bestimmungsdreiecke des 10-Ecks der Seite s macht
die Bissectrix eines Basiswinkels auf dem Gegen-

schenkel R einen sog. goldenen Schnitt, da R:s=s:(R—s).
Bs folgt hieraus (18) der leicht konstruierbare Wert

9s =R(})5—1) wihrend nach 2 3*=R*4s* 3
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122 [57). Das centrische Unendlicheek.
Im Quadrate der Seite 1 ist A=1,, R=1,}3=
0,707107. Berechnet man hieraus successive nach 121 : &
fiir das 8, 16, 32,...-Eck a und r, so nihern sich beide
dem Werte 0,636620, der somit fiir das Unendlicheck
gilt. Bezeichnet man daher in einem solchen das Ver-
hiltnis vom halben Umfange zum Radius mit m, 80 ist
7 =2:0,636620 = 3,14159 = 31, — 355: 113
123 [57. Bvie Kreiskinie. Der Ort eines
Punktes, der von einem Punkte, Centrum, einen ge-
gebenen Abstand, den Radius r, hat, heisst Kreislinie,
und kémmt mit einem centrischen Unendlichecke iiher-
ein, so dass (122, 120), wenn der Umfang des Kreises,
seine Peripherie mit p und dessen Fliche mit £ be-
zeichnet wird,
p=_2rr =l — e
124 [57]. Bie Sekanten und ihre Winkel.
Bezeichnet d den Abstand einer Geraden vom Centrum,
so hat sie fiir d <<r, wo sie Sekante heisst, zwei
Punkte mit der Kreislinie gemein, die von einander
um die Sehne s =2 J/r> — @7 abstehen; fiir d =1 hat
sie nur Einen Punkt gemein, und heisst Tangente in
demselben; fir d >r liegt sie ganz ausserhalb, —
Mittelpunkt, Mitte der Sehne und Mitte des Bogens
liegen in einer Senkrechten zur Sehne. Gleichen Sehnen
entsprechen gleiche Bogen und Mittelpunktswinkel,
die sich gegenseitig messen. — Rin Winkel, dessen
Scheitel in der Kreislinie liegt, heisst Peripheriewinkel,
und ist (111) gleich der Hiilfte des mit ihm anf gleichem.
Bogen stehenden Mittelpunktswinkels ; numgekehrt lie-
gen die Scheitel gleicher Winkel, deren Schenkel zwei
Punkte gemein haben, auf einer durch diese Punkte
gehenden Kreislinie. Zwischen parallelen Sekanten ent
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haltene Kreisbogen sind gleich lang, und der Winkel
zweier Sekanten ist daher gleich einem Peripherie-
winkel, der auf der Summe oder Differenz der zwischen
den Sekanten liegenden Bogen steht, je nachdem die
Sekanten sich innerhalb oder ausserhalb des Kreises
gchneiden.

125 [57). Bie Tangenten und ihre Win-
kel. Der Durchschnittspunkt zweier Tangenten steht
von ihren Beriibrungspunkten gleich weif ab, — ihr
‘Winkel ist zom Winkel der Berithrungsradien supple-
mentidr, und beide Winkel werden durch die Verbin-
dungslinie ihrer Scheitel halbiert. — Zieht man von
einem Punkte Sekanten zu einem Kreise, so erhilt
man Sehnensegmente von gleichem Produkte, welches
Potenz des Punktes heisst und fiir einen #ussern Punkt
oleich dem Quadrate der von ihm an die Kreislinie
gezogenen Tangente ist.

126 [57). Die ein- und umgeschriebenen
Vielecke. Ein Vieleck, dessen Ecken in der Kreis-

linie liegen, heisst eingeschrieben, — dagegen um-
geschriehen, wenn seine Seiten Tangenten sind. — In

jedem eingeschriebenen Vierecke besteht (125; 93:3)
der sog. Ptolemidische Lehrsatz: Das Produkt der Dia-
gonalen ist gleich der Summe oder Differenz der Pro-
dukte der Gegenseiten, je nachdem das Viereck gemein
oder iiberschlagen ist. In jedem eingeschriebenen Sechs-
ecke, dem Hexagrammum mysticum Pascals, liegen (109,
195) die Durchschnittspunkte der Gegenseiten in einer
Geraden, wihrend sich die drei Hauptdiagonalen in
demselben Punkte schneiden.

12%. Beziehungen zwischen verschie-
denen Hireisliniem. Bezeichnet a die Central-
distanz zweier Kreise der Radien R und r, so haben
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die Kreise fiir R +~r>a>R—r eine von der Cen-
trallinie unter rechtem Winkel halbierte gemeinschaft-
liche Sehne, — fiir a — R -1 (dussere Beriihrung) und
a=R —r (innere Beriihrung) eine zu der Centrallinio
senkrechte gemeinschaftliche Tangente, — wiihrend
sie fiir a==0 concentrisch, in
allen iibrigen Péllen excentrisch
heissen. Fiir den Ort eines Punk-
tes, von dem aus die Tanganten
an zwei Kreise gleich lang werden,
findet man (93)

X=(a*4{-1*—p":9
d. h. dieser Ort, die Radikalaxe ist eine zur Central-
linie senkrechte Gerade, welche fiir zwei sich schnei-
dende Kreise mit der gemeinschaftlichen Sekante zn-
sammenfillt,

128 [57). "ol und EPolare, Wenn ob.od =12,
80 heissen die Punkte b und d reciprok, und teilen ac
harmonisch. Zieht man durch einen derselben, den Pol,
eine Sekante, — durch den andern
eine Senkrechte zu ac, die Pg-
lare, so teilen (116) Pol und
Polare (z. B. d und bf) die ent-
sprechende Sehne (eg) harmo-
nisch. — Tn jedem eingeschrie-
benen Vierecke bestimmen (116)
die Durchschnittspunkte der Dia.
gonalen und der Gegenseiten ein
Dreieck, in welchem jede Ecke Pol ihrer Gegenseite
ist, 8o dass man leicht zu einem Punkte seine Polare,
und, indem man fiir zwei Punkte einer Geraden die
Polaren aufsucht, deren Pol bestimmen kann,

129 [67]. Sehne, B*feil, Sektor und Seg-
ment. Bezeichnet ¢ einen ;\Iitte]punktswinkeI, b den
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entsprechenden Bogen, s die Sehne
(Chorde, Subtensa), p den Pfeil
(Bogenhshe), F den Kreisaus-
schnitt (Sektor) und f den Kreis-
abschnitt (Segment), so hat man,

b wenn
| | Ap—on:180=0o" Bi1% 1
}J die r=1 entsprechende Bogen-
i linge ist, nach 123, 105, 93, 94, 98
' b=(p:180)rn=r-A@=r 9" 8i1" 2

2F=(¢:180)r’n=br=rA ¢, 2f =12 (A ¢—Sig)=r{(b—h")3
§=2r8i1,0=2Vp@r — 1) r=(s*14p?):8p 4

p—r:Siviieo —=2r8iti o=1 Y ;r"(-Ql‘-ﬁ— 5) (2r— 5%

Sind die Winkel so klein, dass man schon die dritten
Potenzen ihres Bogenmasses vernachlissigen darf, so
bestehen (50, 94) die Niherungsformeln

Siv2p=4.Sive=4(Se-0—1) 6

8p==1-A-g¢ s=71-Ag¢ ete

130 [67). Noch einige Beziehungemn, Be-
zeichnet x den Radius eines Krei-

ses und b den Abstand zweier

Sehnen 2a und 2¢ der Winkel 2«

und 23, so folgen successive

—

a=x-S1 e=x-8ip

h =x(Co o — Co B)
Te,B+a)=b:(c—a) Tgl,(B—a)=Dh:(cia)B
Die 1 lassen aus x, a, ¢ die «. B, b finden, — die 2

aber aus a, b, ¢ die o, § und dann x nach 1.
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XV, Die analytische Geometrie der Ebene.

131 [69). Die Gleichung der Geraden,
Eine fiir jeden Punkt einer Linie statthabende Be-
ziehung zwischen Abscisse und Ordinate, oder zwischen
Radius Vektor und Winkel, heisst Gleichung der Linie.
8o ist fiir jeden Punkt m einer Geraden (1)

oy + Bx = up

x:oy:f=1 1
die Gleichung dieser Geraden,
und umgekehrt stellt jede Glei-
chung ersten Grades
Y —a; X--b, Wo a, —— fB:a=To(l-x) b, =8 2
eine Gerade (1) vor; « und § heissen Parameter.

122 [69]. Verschiedene Aunfgaben. Fir
Durchschnittspunkt und Winkel zweier Geraden (1)
und (2) erhiilt man aus ihren Gleichungen (83, 98, 131)
x=— (b —hy):(a, —a), y=(a,;b,—ayb):(a —a,) 4

L2 =Lx—@x=Atg[® —a,):(1+a a)] 2
so dass a, =a, die Bedingung des Parallelismus, und

also

1-}a a,=0 die des Senkrechtstehens ist. — Zwei
Punkte (x; y,) und (x, y,) haben die Distanz
r=V(x —%)?+ § — 5)? 3
und bestimmen eine Gerade der Gleichung
Y—3=0G =) E—x):(F —x) 4

Ist y eine beliebige Funktion von x, so folgt fiir
¥y=0 aus 4

=X =5 G R &
und sind daher y, und y, kleine Werte (Fehler), welche

e T R

i e e i T

e e

R
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f(x) fiir zwei Annahmen x, und x, annimmt, so kann
man nach 5 einem Wert x, daus-
rechnen, welcher einer Wurzel von
f (x) = 0 sehr nahe kimmt, ja x
durch Wiederholung dieses Ver-
fahrens, der sog. Regula falsi oder
aurea, mit beliebiger Anniherung
finden. Der Abstand eines Punktes («f) von der Ge-
raden (1) ist
d=@ —b —oa): V1 +a® 6
132 [72]. Per Punkt der mittlern Ent-
fernungen. Das Produkt des Abstandes eines Punk-
tes (xy) von einer Geraden in eine ihm zugeteilte
Konstante m heisst Moment des Punktes in Beziehung
auf die Gerade. Fiir ein System solcher Punkte hat
der Punkt
= ¥Vmx: ¥m y= Ymy: Sm 1
die Eigenschaft, dass, wenn man ihm Fm als Kon-
stante zuordnet, fiir jede Gerade sein Moment gleich
der Summe der Momente aller Punkte des Systemes
ist; er heisst Punkt der mittlern Entfernungen oder
Schwerpunkt, — jede durch ihn gehende Gerade Schwer-
axe. Wiihlt man den Schwerpunkt als Anfangspunkt
der Koordinaten, bezeichnet die Abstinde der Punkte
des Systemes von demselben mit 1y, r,, ete., von einem
Punkte (a, b) aber mit g, g, ete.,, — den Abstand
des letztern vom Schwerpunkte endlich mif r, so
werden Ymx = ¥my =0, und es ergiebt sich die
merkwiirdige Beziehung
Ymp? = Ymr? 4 12 Ym 2
Werden allen Punkten einer Geraden gleiche Kon-
stanten zugeschrieben, so fallt ihr Schwerpunkt in die
Mitte, und hat eine ihrer Liinge proportionale Kon-
Wolf, Taschenbuch 5%
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stante. Kin Dreieck kann man sich aber als eine Folge
von Parallelen zu einer Seite denken, und da somit
(89) deren Schwerpunkte in der Geraden liegen, welche
die Mitte der Seite mit der Gegenecke verbindet, so
muss der Schwerpunkt des ganzen Dreiecks mit dem
(112) bestimmten Punkte zusammenfallen. Der Schwer-
punkt irgend eines Vieleckes wird gefunden, indem
man dasselbe durch Diagonalen auf zwei Weisen teilt,
und je die Schwerpunkte der Teile verbindet.

134. BDie Gleichung der HKHreislinie.
Thre Gleichung ist (s. Fig. und 132:3)

(x—a)*+ (y—b)? =122 1
fiix b=10 und a=r oder a—e
aber
y=}9%x — x* oder x*-Ly’=1?2
Fiir den Winkel ¢, unter dem sich
zwei Kreise schneiden, folgt (132:3;
104 : 6)

Cop=[r>t+pt—(a—a)—(b—p)¥:2rp 5

125 (73] Die Linien zweilten &Grades.
Da aus der allgemeinen Gleichung zweiten Grades

x a X

ay?+bxy fex? - dy fFex-F1f=0 1
eine der Konstanten durch Division weggeschafft
werden kann, so muss die Linie zweiten Grades durch
5 Punkte bestimmt sein. Eliminiert man x aus 1 und
der Gleichung
einer Geraden, so findet man

¥2 [aw? - bo + ¢] + ¥ [« (zd - €) — 8 (ab -+ 2¢)] +
+ [cB? — aBe 4 fu?] = 2

und es hat daher eine Gerade mit einer Linie zweiten

-
bl AL
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Grades zwei Punkte (Sekante, Sehne), oder einen Doppel-
punkt (Tangente), oder gar keinen Punkt gemein.

126 [73. Axem und Mittelpunikt. Ent-
sprechen u und t der Mitte der Sehne, so hat man
(185:2; 18)

] o = )
t—ogu-t8  mnd H=< (“gtff}__bj E}fdc)i_‘!
und eliminiert man hieraus 3, so ergiebt sich fiir den
Ort der Mitten aller um Atg o geneigten Sehnen
ah -+ 2¢ wd - e

Bl oS el P
b -+ 2au b -} 2an

d. h. eine Gerade, eine Axe. Setzt man in dieser Glei-
chung statt « den Faktor von u ein, so erhilt man
fiir die Axe aller zu der ersten Axe parallelen Sehnen
t=oau-+ M 2
so dass die neue Axe ein Element des ersten Sehnen-
systemes ist. Zwei solche Axen oder Sehnensysteme
heissen konjugiert, und ihr Winkel p ist (182:2) durch
“bd—ehF2@a —c)a
bestimmt. Fiir p==90°, d. h. fiir
a=@—cFk:b wo k=Va—c+bh &
nennt man die konjugierten Axen Hauptaxen. Fiir den
Durchschnittspunkt zweier Axen erhilt man (132 1)
nach 2 die von o unabhiingigen Koordinaten
A= (Zae—bd):g B=(2cd —Dbe):gwog=">b>*—4dac®
so dass alle Axen einen Punkt, Mittelpunkt, gemein
haben.
1275 [73]. Transformation und Eintei-
lung. Verlegt man den Anfangspunkt in den Mittel-
punkt, und dreht die Abscissenaxe in die Richtung

« e | v %
5 ao®+ b ¢ 4

]
Tgp=
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der einen Hauptaxe, d. h. setzt man (97) a= A,
=B und

2 a—ece—k ., k—a-tc . b
fgo— " Sig- - =8l -
e D _!h_k—{—a—c s
lodpen o i g e
so erhiilt man statt 135:1
:,+;—=1 wo h=b-d-e—a-e*—c.d?
o 2l fg)e g2 2(—1fg) 2
g@a+c—k) g@-+c+k

Es sind somit die Linien zweiten Grades nach beiden
Axen symmetrisch, und die in sie fallenden Sehnen
gleich 2a (grosse Axe) und 2b (kleine Axe). Diejenigen
Punkte der grossen Axe, welche von den Endpunkten
oder Scheiteln der kleinen Axe um die halbe grosse
Axe abstehen, heissen Brennpunkte, ihre Entfernungen
ae vom Mittelpunkte Excentricitdt, und die Ordinaten
p in den Bremmpunkten Parameter, so dass

a?=aqa%e>-0* p=D0:a a=—p@atctkl:c 3
Man sieht aus diesen Beziehungen, dass die Werte

g=— e<<1 a= - b=

Q Il co co

= =1 - i
miteinander korrespondieéren, und hierauf stiitzt sich
die Einteilung der Linien 2. Grades in Ellipsen (g =—),

Parabeln (g =0) und Hyperbein (g = ). — Verlegt
man den Anfangspunkt in einen Scheitel der grossen
Axe, so erhilt man fiir Ellipse, Parabel, Hyperbel

S yP=2px—pxtta y*=—2px y=2px-|pxlia d
Sind r, v die Polarkoordinaten in Beziehung auf die
Brennpunkte, so hat man

el A SO AR 3 v
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r=)x-+ae)?’ Ly*=atex=p:(l+e-Cov) &
so dass fiir die Ellipse die Summe, — fiir die Hyperbel
die Differenz der Radienvektoren gleich der grossen
Axe ist. Bildet letztere mit der Abscissenaxe einen
Winkel n, so geht 5 in
p=1r[l -} e-Co(v—mn) 6
iiber, so dass drei Wertepaare (1 V) geniigen um p, €, n
zu bmeclmen
138 [70]. Die Tangenten und Normalen.
Bezeichnen x, und x, - i die Abscissen zweier Punkte
einer Kurve y = f(x), so hat die Letztere verbindende
Gerade (132:4; 60) die Gleichung
£(x, +D—f(x,
0.1 e =Xy
Tiir i=0 gehen die beiden Punkte in einen Doppel-
punkt, die Sekante in eine Tangente iiber, und es hat
letztere, wenn dy, :dx, =p ist, die Gleichung

e Jx—x,)=[f"(x,)+5 t“(k)+ J(z—x%)

y—yn=fE)E—x)=p-Ex—X%) i
die zu ihr senkrechte Normale aber (132)
y—y =—E—x):D -

139 [70]. BBer Hriimmungskreis. Bezeichnen
x, x}+iund x —i die Abscissen dreier Punkte der
Rurve y = f£(x), — A, B, R aber Mittelpunktskoordi-
naten und Radius des durch sie bestimmten Kreises,
g0 hat man (134) R:=[x— AP+ [f(x)— B]*=
[x 4+ i— A]? -~ [f(x & 1) — B]* und hieraus folgen (60)
1—|—’r1\\f“(\)¢ 1‘ (x)? -9 (x,1)
e A b i
F(x) -0 (x,1)
A=x+[fx —BIf(x)+i 01
Setzt man i=0, so wird aus den drei Punkten ein
dreifacher Punkt und der Kreis zum sog. Krimmungs-
kreise, fiir welchen daher, wenn k=1 4 f'.(x)* ist,
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Der Ort der Kriimmungsmittelpunkte einer Kurve
heisst Evolute, — diejenige Kurve, welche eine gegebene
Linie zur Evolute hat, Evolvente derselben.

140 [71]. BDie Quadratur. Betrachtet man
die von zwei, den Abscissen x
und x --Ax entsprechenden Or-
dinaten y und y -- Ay, der Kur-
ve und der Abscissenaxe ein-
geschlossene Fliche als Flidchen-
element, so hat man
wax  y-AX<<AF<(y+LAy Ax
also df=y.dx und entsprechend df=1,r*.dv fiir
das von r, r + Ar und der Karve eingeschlossens
Flichenelement, so dass, wenn a, b die Grenzwerte
von x, und «, § diejenigen von v bezeichnen,

b B
E— [}' - dx und s i f.r? - dv
a =

Die zur sog. Quadratur geforderte Integration wird
mechanisch durch Umfahren mit den sog. Planimetern
von Gonella-Oppikofer, Amsler, etc. erhalten.

141 [71]. Bie Bektifikation. Fiir das Bogen-
element A s hat man (s. Fig. 140) ae < As << ad + de
also, wenn Tg o =dy:dx=7p und dr:dv = q ist

b B
ds 3 e Gt
e V1 p2 oder s ;.ri 1+p?-dx =j Ve dv
a o

142 [74]. Die Ellipse. Sucht man eine Reile
von Punkten m auf, welche von zwei gegebenen Punk-
ten ¥, und ¥, dieselbe Distanzensumme r, 1, =2a

. A,

FOREEYE, & S
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haben, so erhilt man (137 eine Ellipse der Brenn-
punkte ¥, und F,. Macht man me=r, und md L cFy,
80 ist r, -}, (87) die kiirzeste
Verbindung von F, und F, mit
md, — also liegt jeder andere
Punkt von md ausser der Ellipse,
; oder es ist md Tangente, — die

dazu Senkrechte mn aber, welche £ (r;,1,) halbiert,
Normale in m.

143 [14, 75]. Weitere Bezichungen. Da
aus der Mittelpunktsgleichung der Ellipse (157)

Py = b intyee ot hr:nd v i
folgen, so werden fiir sie (138, 139) Tangente, Normale
und Kriimmungskreis durch

b2 x ay
Fohs e k) v :w)—' (x—x) 2
o= b2 — a2 (ah2 [ty
Sk i 5 B-—-fb_‘r——— yiR=~— B i

hestimmt. Ferner hat man, wenn o die sog. Ahplat-t-ung
und f= 1 — e2Si’o ist

o= (a—Db):a e*=2u —
b=a(l—o) p=0(1—a)d

Poeo—ontllovih’ s—ex

x— 1. Cov=g-Cop:h

Y —x: oy

r—a-Sev: 1L r‘0?-7'1 oV

=a{l —o-Si2¢) 6
N—=a:8" n=(1—28) N=
=p(l+a-Sity) g
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b2ix?

T aiCo’y

Endlich erhilt man (140, 141) fiir den Ellipsenqua-
dranten

=qa(l —e¥:pk="02.N3:at 8

=t ab.n s="'%ham(d—"/,e% 9

144 [76]. Die FParabel. Ist fb_L be, fc beliebig,
fd = de, dm | ¢f und cm || bf, so
ist (137) m ein Punkt der Parabel
des Bremnpunktes f, Scheitels a
und Parameters p=2q. Die Hiilfs-
linie dm hat nur m mit der Pa-
rabel gemein oder ist Tangente,
— die Normale mn | dm hiilftet
\ 7/ emf, — be heisst Leitlinie (Di-
: rektrix) — Aus 137:5 folgt die
Polargleichung
r=2q:(1+Cov)=q:8e*,v—4q X
145 [76]. Weitere Beziehungen. Die Pa-
rabel hat (138) die Tangentengleichung

J=¥=PE—%):¥ g
aus der folgt, dass die Tangente in der Distanz x,
hinter dem Scheitel auf die Abscissenaxe trifft. Fiir
die Quadratur der Pavabel folgt (140)

B tga g =y ®
Teilt man eine durch die Abscissenaxe, ein Kurven-
stiick und zwei Ordinaten der Distanz x begrenzte
Fliche F durch gleichabstehende Ordinaten in 2n
Streifen, und betrachtet die von den paaren Ordinaten
bestimmten Kurvenabschnitte als Parabelbogen, so er-
hidlt man die Simpson’sche Regel

F=1x|y —¥,+2 .l: (Yop -+ 2 Ton- 1)J in B




SRR REP—

e ——————

— Analytische Geometrie der Ebene — 3

146 [77. Die Hyperbel. Sucht man eine
Reihe von Punkten m auf, welche von zwei gegebenen
Punkten f, und f, dieselbe
Distanzendifferenz r, —r,
— 2a — ab<f, f, besitzen,
so erhilt man (137) eine
Hyperbel, die aus zwei
unendlichen Asten hesteht,
die beiden Punkte f, und
f, zu Brennpunkten, ab
zur grossen und, wenn
ac=of, ist, cd=26=2a Jfe*—1 zur kleinen Axe
hat. Ist a = b, so heisst die Hyperhel gleichseitig.

14% [77. Weitere Beziehungen. Da fiir
die Hyperbel (137)

e e

i 1 also e Jx2—a |

so nithern sich ihr bei zunehmendem x die Geraden

y=+xbia=+xTga 2
fortwihrend und heissen Asymptoten. Fithrt man in 1
die auf letztere als Axen bezogenen schiefwinkligen
Koordinaten x, und y, ein, so erhdlt man die Asymp-
totengleichung :

4%, yy = a* +b? B

Die Konstante !/, (a?--5?) heisst Potenz der Hyperbel.
— Ist a=b=1 und fiihrt man y,x,y:x als hyper-
bolische Sinus, Cosinus, Tangens (Sih, Coh, Tgh) der
Doppelfliiche

v=x-y—2 [y dx=Ltg 45"+ ,4):Lge 4

1
ein, so bestehen die, ihre Verwandtschaft mit den
frithern goniometrischen Funktionen (50, 95) kenn-
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zeichnenden und zu man-
chen Transformationen be-
quemen Kormeln
Sihg=Tgd Cohg=2=Sed
Tga=2S8id
Tgh ¢ =Sih o : Coh ¢
Coh*g — Sih* o =1
(Coh ¢ =+ Sih o)" = Cohneg 4
seiSihinp == =19 6

Die Winkel « und ¢ heissen
~  Augulus communis und trans-
cendens. Vgl. [78] und Tab. IV".

148. Bie sog. besondern Punkie. Zu
den besondern Punkten der Kurven gehoren unter
Anderm die Wendepunkte, wo die Ordinate ein Maxi-
mum oder Minimum annimmt, — die Inflexionspunkie,
wo die Konkavitit in Konvexitit iibergeht, — die
Spitzen, in denen sich zwei Aste der Kurve vereinigen,
und eine gemeinschaftliche Tangente haben, - die
vielfachen Punkte, in denen sich zwei oder mehr Aste
einer Kurve schneiden, ohne eine gemeinschaftliche
Tangente zu besitzen, — die isolierten Punkte einer
Kurve, die sich ergeben, wenn fiir eine bestimmte
Abscisse die Ordinate veell, fiir jede noch so kleine
Verinderung derselben aber imaginir wird, — ete.

149 [79]. Einige Kurven dritien Grades.
Der Ort der Gleichung

v3—ax? ., , . . 1 heisst Neil’s Parabel
X3 yd—axy i 8 Folimm Cartesii

Cissoide des Diokles.
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150 [19]. Einige Murven vierten Grades.
Der Ort der Gleichung
X2 - =@+ 0> —y?) 4 heisst Conchoide
x4y = Jdax? bt —a? 2 (lassinoide
xfyi—alxri—y . . 3 Lemniscate

1531 [79]. Einige transcendente Kurven.
Der Ort der Gleichung

x=4a¥ . . . . . . . 1 heisst Logistik
Yo S X e e S Sinusoide
= lheslle=2t 3 Kettenlinie.

152 [79]. Einige Spiralen. Der Ort der
Gleichung

r=u:2x . . 1 heisst Archimedische Spirale

e DA B e logarithmische Spirale
PR — 0O e B parabolische Spirale

153 [80]. Bie Bolllinien. Rollt ein konvexes

1 i Vieleck der
‘/D\aw . Fliche f auf
5\ ,_/\/J A einer Gera-
S\ Xy i BrEne den, so be-

s schreibtjeder
damit verbundene Punkt eine aus Kreisbogen be-
stehende sog. Rolllinie, weleher nach eine r vollen Um-
wiillzung (129) die Fldche

-

F=f4+1v, Yata i

entspricht. Setzt man die Konstanten m gleich o, und
ist © die vom Schwerpunkte beschriebe ne Fliche, so
wird
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F=f+ ' IrratrFog==14+"!; Irtatrin2

p=1L1, ¥r2e also F=o1ri= 3
Diese merkwiirdige Beziehung gilt auch noch, wenn
das Vieleck in eine Kurve iibergeht.

154 [80]. Bbie Cykloide. Rollt ein Kreis des
Radius a auf einer Geraden den Winkel v ab, so be-
schreibt ein vom Centrum um b abstehender Punkt
eine Rolllinie, fiir welche

x=av—hbSiy y=a—b-Con

x=aAcofa—y):b— b= (a —y)*
Je nachdem b=, <<,>a heisst diese Rolllinie ge-
meine, verldngerte oder verkiirzte Cykloide. Inhalt und
Liinge der gemeinen Cykloide werden (153, 141) durch
F=3aw und S = 8a gegeben, — Rollt der Kreis auf
oder in einem Kreise, so heisst die entstehende Kurve
Enicykloide oder Hypocykloide.

XVL Das Raumdreieck und die Raum-
trigonometrie.

155 [81]. Bbas Raum-Eeck. Eine Ebene wird
durch drei nicht in einer Geraden liegende Punkte
bestimmt, und schneidet jede andere Ebene in einer
Geraden, der Kante (Spur, Knotenlinie). — Dreht sich
abwechselnd eine in einer Ebene befindliche Gerade
um einen als Pol gewiihlten ihrer Punkte und dann
die Ebene um die Gerade, so entsteht, wenn nach n
Doppelbewegungen Gerade und Ebene wieder in die
urspriingliche Lage zuriickkehren, ein n-Kant oder
Raum-n-Eck. Die Drehwinkel der Geraden heissen
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Kantenwinkel, diejenigen der Ebene Flachenwinkel. Die
Kanten, Kantenwinkel und Flichenwinkel des n-Kants
entsprechen den Ecken, Seiten und Winkeln des n-Ecks.

156 [81]. Die Senkrechten und PProjelk-
tionen. Eine Gerade ab steht (83, 86) auf allen
doreh ihren Fusspunkt a gehenden
Geraden einer Ebene (z. B. auf a e)
senkrecht, sobald sie auf zweien
derselben (ac und ad) senkrecht
steht, und heisst dann senkrecht
zur Ebene. Die Senkrechte ist
offenbar die kiirzeste Verbindung
des Punktes b mit der Ebene, und
alle Punkte der Lefztern, welche von b gleich weit
abstehen, stehen auch von a, der sog. Projektion von
b auf die Ebene, gleich weit ab. — Ist ae L cd .l bf,
50 heisst ef Projektion von ab
auf ¢d, und wenn eg ||ab mit e¢d
den Winkel ¢ bildet, so ist ef=
ab-Cog. — Projiziert man auf
eine Gerade alle Seiten eines
ebenen oder riwmlichen Vielecks,
g0 ist die Projektion irgend einer Seite gleich dem
Gegensatze der algebraischen Summe aller andern;
haben daher zwei Vielecke eine gemeinschaftliche Seite,
so0 sind fiir eine und dieselbe Gerade die Summen der
Projektionen aller iibrigen Seiten derselben einander
gleich.

159 [81]. Bbie B”arallelemn. Sind zwei Gerade
zu einer dritten parallel, so sind sie es auch unter
sich, und Winkel mit parallelen und gleichgerichteten
Schenkeln sind (89, 86) gleich. Parallele zu einer Senk-
rechten stehen senkrecht, und Senkrechte zu derselben
Ebene sind parallel. Eine Parallele zu einer Geraden

bf

x \
iL
o
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einer Ebene kann Letztere nicht schneiden, und ist
daher auch als parallel mit ihr zu betrachten.

158 [81]. Eigenschaften der Frojek-
tiomem. Steht eine Gerade auf einer Geraden einer
Ebene senkrecht, so steht (156, 84) auch ihre Projektion
zu derselben senkrecht., Jede Gerade bildet mit ihrer
Projektion auf eine Ebene einen kleinern Winkel als
mit einer andern Geraden derselben, und dieser kleinste
Winkel dient als Mass der Neigung der Geraden gegen
die Ebene.

159 [81]. Die Senkrechtenwinkel. Wenn
auf zwei Kanten Senkrechte in den sie bildenden
Ebenen gezogen werden, so haben (156) die Flichen-
winkel gleiche Grosse, wenn diese Senkrechtenwinkel
einander gleich sind. — Teilt man einen Senkrechten-
winkel in gleiche Teile, und legt durch die Teillinien
und die Kante Ebenen, so zerfillt auch der Flichen-
winkel in gleiche Teile, folglich sind die Flichenwinkel
den Senkrechtenwinkeln proportional und werden durch
sie gemessen. — Jede Ebene, welche durch eine Senk-
rechte zn einer Ebene gelegt wird, steht auch senk-
recht, und zwei zu einer dritten Ebene senkrechte
Ebenen haben eine zu ihr senkrechte Kante.

160 [87, 90]. Grundbeziehungen am
Raumdreieecke. Sind a=2a, b =20, ¢c=2c die
Seiten eines Raumdreieckes,
A —99 8 — om0 — 9Eaihie
Gegenwinkel, so hat man (94,
104)

Sia:Sib=RSiA:S5iB 41
Coc=2Coa-Coh-+

4+ 8ia-8ib CoC 2

Aus 2 folgt
Coc=Coa- -Co(b—x) Sex wo Tgx="Tga-CoC 3




— Raumdreieck und Rawmtrigonometrie — 79

ferner, wenn auch a die grisste Seite,
Coc<Co(a—h) oder c>a—Db oder a<<hb-lc¢
und endlich, wenn s die halbe Summe der Seiten

Si s—a)‘qm—b) /Sis. ‘n(:,—c)
Q / o & = ¥/ -
e ’ Sia-Sib Co & I‘/ Sia-Sib

161 [90]. Pie Gauss'schen Formeln und
die Neper'schen Analogien. Mit Hilfe von
160 : 4 findet man die sog. Gauss'schen Formeln

SQUHY) = E" S o), 81 @)=L sia—5)
i

Si (5_', < (5;

o (A+B 4+ b %) i (g

Co(A+B) = Coe B), Co(A—B)= o -Si(a4h)

und aus ihnen die Neper’schen Aualogwn

: Cola—Bl, ~im g on Bla

IQ(%[J* 3) = V(Oifrl'i:if)‘(tﬁ’ To(A—B)= s (a Lb\"’t(’

T (0 b) = Co(A—1B), T e, Telo —H— Si(3—3) To :

Co (A-+B) Si (ALE)

162 [90]. Weitere Beziehumngen. Nach
160: 2 ist

Coa=Cob-Coc+Sib-Sic-Co A

‘Cob=Coa-Coc-}-8Sia-Sic-CoB i

und hieraus folgen successive
Sia-CoB=Coh-8ic—Sib:Coc-CoA 2
SiA-CtB=Ctb-8ic—Coc-CoA 3

TeB=Six-TgA -Cs(c—x)wo Tgx=Tgh-CoAd
163 [92). Fehlergleichungen. Durch Dif-
ferentiation von 162:1 und 160:2 erhilt man
da=CoC.db+CoB-dc+8SiB-Sic-dA 1
db=CoA.de }CoC-da-}-8C.Sia-dB 2
de=CoB.da-}CoA-dbh--SiA.-Sih-dC E
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und dadurch die Mittel den Einfluss kleiner Veriin-
derungen der bestimmenden Elemente zu herechnen.

164 [81]. Parallele Ebenen. Zwei Ebenen,
welche mit einer dritten Ebene parallele Kanten und
gleiche korrespondierende oder Wechselwinkel bilden,
heissen parallei, — haben (157—59) iiberall denselben
Abstand und schneiden sich somit im Endlichen nicht.
Parallele zwischen parallelen Ebenen sind gleich, —
und jede zwei Gerade werden durch ein System von
parallelen Ebenen proportional geschnitten.

165 [31]. Bie Flichenprojektionen.
Projiziert man ein Dreieck auf
eine durch seine grisste Seite
oder Basis gelegte Ebene, so sind
die Basiswinkel der Projektion
kleiner als die Basiswinkel des
Dreiecks (z. B. o <Ca, entspre-
chend DC' << DC), — folglich ist
der Winkel an der Spitze in der
Projektion grisser als im Dreiecke. Hat Letzteres
die Fliche F und ist ¢ der Projektionswinkel, so ist
F.Cog¢ die Fliche der Projektion, — eine Beziehung,
welche sich leicht auf jede Fliche und ilhire Projektion
ausdebnen lisst.

166 [32]. Weitere Eigensehaf( des Brei-
kamnts. Projiziert man die Seiten eines Dreikants auf
eine dasselbe schneidende Ebene, so ist die Summe der
Projektionen gleich 860°; also ist (165) die Summe der
eiten eines Dreikants notwendig kleiner als eine Um-
drehung.

16% (82 Whas Polardreieck umnd der
Execess, Fillt man von einem innerhalb eines Drei-
kants liegenden Punkte o Senkrechte auf die Seiten

s
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desselben, so bestimmen die drei
Senkrechten ein neues Dreikant,
welches Polardreikant des ersten
¢ ¢ heisst, und umgekehrt jenes erste
B> zum Polardreikant hat. Jede Seite
eines Dreikants ist (159, 113) zu dem
Gegenwinkel des Polardreikants
supplementir und umgekehrt, so dass die Summe der
Winkel eines Raumdreiecks die Seitensumme seines
Polardreiecks zu 6 R ergiinzt; folglich (166) einen Ex-
cess 2e iiber die Winkelsumme des ebenen Dreiecks
hat, der zwischen O und 4 R liegt, wihrend
Sie=—Co(A+B+C)=8ia-8ib-Sec-5iC

168 [88]. Umsetzungen mi¢ Hilfe des
Polardreiecks. — Schreibt man eine fiir ein
Raumdreieck geltende Beziehung fiir ein Polardreieck
auf, und ersetzt dann die vorkommenden IKlemente
durch ihre Supplemente aus dem urspriinglichen Drei-
ecke, so findet man z. B.
CoC=—CoA:-CoB+SiA-8iB:-Coec 1

=—CoA-Co(B-+x)-Sex wo Tgx=TgA-Coc @
Tgc=}5ie-8i(C—e)-Cs(A—e)-Cs(B—e) 3
SiA-Cob=CoB-8SiC+8iB.CoC:-Coa 4
Sia-Cth=CtB-8iC+CoC-.Coa >
dA=—Coc-dB—Cob.dC-}-Sib-8iC-da @&

169 [87). Die Raumtrigonometrie. Sind
in einem Raumdreiecke alle drei Seiten gegeben, so
kann man nach (160:4), — sind zwei Seiten und der
eingeschlossene Winkel gegeben, nach (160:3, 1, oder
161:3 und 160:1), — sind eine Seite und die an-
liegenden Winkel gegeben, nach (168:2 und 160:1,
oder 161:2 und 160:1), — sind alle drei Winkel ge-

Wolf, Taschenbuch 6
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geben, nach (168: 3) je die iibrigen Elemente berechnen.
— Speciell wird fiir € = 900

Sia=S8ic-SiA Tga=TgA -8i b 1
Coec=~Coa-Cob Cte=Ctb-CoA 2
CoA=Coa-8iB CtA=Coc.-TgB 3

150 [32. Symmetrie und Hongruenz.
Fiillt man anf eine Seite des Raumdreiecks von einem
Punkte der Gegenkante eine Senkrechte und verlingert
diese tiber ihren Fusspunkt hinaus um ihre eigene
Linge, so bestimmt die Verbindungslinie des so er-
haltenen Punktes mit dem Scheitel ein neunes Raum-
dreieck, welches zu dem gegebenen in Beziehung auf
die gemeinschaftliche Seite symmetrisch ist, und mit
ihm (ohne kongruent zu sein) alle Seiten und Winkel
gleich hat. — Haben zwei Raumdreiecke drei be-
stimmende Elemente gleich, so sind sie kongruent oder
nur symmetrisch gleich, je nachdem das eine in die
Lage des andern oder nur in die Gegenlage gebracht
werden kann.

XVII. Das Vierflach und Vielflach.

151 [83]. MPas FPolyeder. Kann man durch
eine Auswahl aus den Y, -n (n— 1) Kanten, in welchen
sich n Ebenen schneiden, simtliche Ebenen so be-
grenzen, dass jede der gewihlten Kanten beide Ebenen,
denen sie angehiort, begrenzen hilft, so erhilt man
eine Reihe von Vielecken, die einen Raum vollstindig
einschliessen, oder einen Korper, ein n-Flach, bilden.
Fiir n=4, 5, 6, 8, 12, 20, ete. heisst das n-Flach auch
Tetraeder, Pentaeder, Hexaeder, Oktaeder, Dodekaeder,
Tkosaeder, ete., im allgemeinen Polyeder.

o,

i
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172 [83]. Bas Vierflach. Der cinfachste Korper
ist das von 4 Dreiecken begrenzte Vierflach. Bezeichnen
a, b, ¢, d seine Seiten, so erhilt man (165) successive

a="b-Co(a,b)+c-Co(a,c)+d-Co(a,d) 1
2—12.}-c2--d2— 2be Co (b, c)—2hd Co (b,d)—2cd Co(c,d) @

Verbindet man eine Ecke eines Vierflachs mit einem
Punkte der Gegenseite, und verlingert diese Verbin-
dungslinie um ihre eigene Linge, so bestimmt der er-
haltene Punkt mit der Seite das (fiir eine Senkrechte
symmetrische) Gegenvierflach, welches mit dem Vier-
flach gleichen Rauminhalt haben muss, da (90) jeder
durch die Gerade der Spitzen gelegten Ebene in beiden
Vierflachen ein gleich grosser Schnitt entspricht. Zwei
Vierflache, welche kongruente Grundflichen und gleiche
Hihen haben, sind beide mit demselben Gegenvier-
flache, und daher auch selbst gleich gross. Legt man
durch die Mitte einer Tetraederkante und ihve beiden
Gegenecken eine Ebene, so wird das Tetraeder halbiert.

173 [83]. Das rechtwinklige Vierflach.
Stehen drei Seiten eines Vierflachs, z. B. b, ¢, d, paar-
weise zu einander senkrecht, d.h. ist es rechiwinklig,
s0 wird

at—= b2 e L d2 1
Zwei rechtwinklige Vierflache, welche zwei von der
rechten Ecke ausgehende Kanten gleich haben, ver-
halten sich (172) wie die dritte. — Sind daher ABC,
aBC, ab(, abe entsprechende Kanten von 4 recht-
winkligen Vierflachen der Inhalte oder Volumina V'V, v, v,
$0 hat man

NV —Aa V¥ =5 Vo ov=0Czec
folglich
Y:v=A.B.C:a-b-c
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oder wenn man (analog 92) den Inhalt gleich 1 setzt,
falls die drei Kanten (Dimensionen) 1, 2, 3 sind,

g AR BLG Sl A B

Ve o s o 2

154 [83]. Der Rauminhalt des Vier-
flachs. Da man die Grundfliche jedes Tetraeders in
zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegen, und die Spitze
(172) senkrecht iiber den Teilpunkt der Basis der
Grundfliiche bringen kann, so ist (173) der Inhalt jedes
Tetraeders gleich ein Drittel des Produktes aus Grund-
fliiche und Héhe, — oder (160), wenn a, b, ¢ drei in
einer Hecke zusammenstossende Kanten «, B, v aber
deren Winkel bezeichnen,
V=1, abc)/Sis Si(s—a)-Si(s—§)- SSis—1)

wo 28 = o+ § 4 v. — Jeder zu einer Seitenfliche eines
Tetrasders parallele Schnitt ist ihr Hhnlich.

[83]. Bbie E*yramide. Bewegt sich eine
Gerade um einen Punkt, und folgt dabei irgend einer
Figur (Grundfiiiche) als Leitlinie, so entsteht die nach
der Anzahl ihrer dreieckigen Seitenflichen benannte
Pyramide, deren Inhalt (174) gleich dem Drittel des
Produktes aus Grundfliche und Hohe ist, und die ge-
rade heisst, wenn ihve Spitze senkrecht iiber dem
Schwerpunkte der erstern steht. Ist die Leitlinie eine
krumme Linie, so heisst die Pyramide Kegel (Conus).
— Bezeichnen g, h, s Grundfliche, Héhe und Seiten-
fliiche einer geraden Pyramide der Seitenkante k, deren
Grundfiiiche ein regelmiissiges n-Eck der Seite 2a ist,
so hat man (93; 121:1), wenn ¢ = 180%:n ist,

g=mn-a- Gt ohi— Vi{3 —a? -é-S-E-C‘?, Si=—=1a) ]/k'l —alt
O=ns+g Ve — it o 2
wo O die aus Mantel und Grundfliche bestehende sog.
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Oberfliche, V das Volumen vorstellt. — Hat eine Pyra-
mide ein Trapez zur Grundfliche, so nennt man das
durch die Spitze und die Mitten der nicht parallelen
Qeiten der Grundfliiche bestimmte Dreieck Hauptschnitt
derselben. Die vier Ecken der
Grundfiiche haben von dem
Hauptschnitte gleichen Abstand,
und jede derselben bestimmt mit
ihm ein Tetraeder, dessen Inhalt
1/, der Pyramide betrigt; die
ganze Pyramide ist daher gleich
4 des Produktes aus Hauptschnitt und Eckenabstand.

1376 [83]. Der KMegel. Bei einem geraden Kegel
der Hohe h und des Radius r sind alle Seifenkanten
k = }/r? — h?, sein Mantel aber ist gleich einem Kreis-
ansschnitte des Radius k und des Bogens 2rm, so dass
(175) die Formeln

Ve — 0 e wh O=(k-|nre

Volumen und Oberfliche zu berechnen lehren. (Vergl.
180.) — Wird ein Kegel des Winkels « in der Distanz
d von der Spitze und unter dem Winkel ¢ zur Kante
durch eine Ebene geschnitten, so erhilt man fiir die
Schnittlinie
7*=2px+qx? wo p=dSisTga, q=SieSi(2x—9)Se’n

Die Linien zweiten Grades sind somit Kegelschnitte.
1377 [83]. Bbas Prisma. Bewegt sich eine Ge-
rade parallel mit sich selbst, und folgt dabei irgend
einer Figur als Leitlinie, so umschreibt sie einen
prismatischen Raum; parallele Schnitte desselben sind
(164, 89) kongruent, und bestimmen als Grundfiiichen
ein Prisma, das nach der Anzahl der die Seitenflichen
bildenden Parallelogramme benannt wird. Ist auch die
Leitlinie ein Parallelogramm, so heisst das Prisma
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Zeilflach (Parallelepipedon), dagegen Zylinder (Walze),
wenn sie eine krumme Linie ist. — KEin dreiseitiges
Prisma lisst sich durch zwei Diagonalebenen (172) in
drei gleiche Tetraeder zerlegen, und ist daher (174)
gleich dem Produkte aus Grundfliche und Héhe, —
eine auf jedes Prisma ausdehnbare Regel.

138 [83]. Wer Zylinder. Wird die Hohe h
eines Zylinders durch die Verbindungslinie der Mittel-
punkte seiner Grundfidchen des Radius r dargestellt,
so ist sein Mantel gleich einem Rechtecke der Basis
2rw und Hohe h, und es bestehen daher @A77) die
Formeln

Y =r%h 0=2(-hrx

199 [83]. Das Prismoid. Wird ein prisma-
tischer Raum durch irgend zwei ebene Schnitte be-
grenzt, so heisst der entstehende Korper Prismoid.
Ein dreiseitiges Prismoid Idsst sich durch zu den
Kanten senkrechte Querschnitte in ein Prisma und
zwel Pyramiden zerlegen, ist daher gleich Querschnitt
mal Mittel der parallelen Kanten.

180 [83]. er Obelisk. Nennt man ein Viel-
flach mit zwei parallelen Grundflichen, dessen Seiten-
flichen Trapeze oder Dreiecke sind, Obelisk, so lidsst
sich derselbe, indem man alie Ecken mit einem Punlte
des in halber Hohe gefiihrten Querschnittes verbindet,
in zwei auf den Grundfliichen stehende Pyramiden und
eine Reihe von Trapez-Pyramiden,
deren Hauptschnitte den Querschnitt
bilden, zerfillen, so dass der Obelisk
ein Sechstel eines Prisma’s von gleicher
Hehe ist, dessen Grundfliche aus den
beiden Grundflichen (F,f) und dem
vierfachen Querschnitte (q) besteht.

..

—— =
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Ist (wie bei dem abgekiirzten Tetraeder) F oo qoof,
so wird (107)

q="1,[f+2)Ft+T] und V= Y h({f+ VTt 01
oder wenn F und f Kreize der Radien R und r sind,
qg=",n@x*-2Rr +R) und V=", hx @* +-Rr |- RH) 2

XVIII. Das centrische Vielflach und die
Kugel.

181 [84]. Der Euler'sche Satz. Bezeichnet
k die Anzahl der Kanten eines Polyeders, f=f; +
fo-I-... die Anzahl seiner Flichen und e =e;+e,+...
seiner Ecken, so ist offenbar
f, L 4f, LB L .. =2k =3¢, |- 4de, ;- 5e, +... 1
und wenn jede seiner Flichen der Form (0,1) ange-
hiort, d.h. dasselbe konvex ist, so besteht die nach
Euler benannte Beziehung
B F=k-12 2
Bs lisst sich daraus ableiten, dass es nur fiinf Arten
von Polyedern giebt, bei welchen alle Flichen dieselbe
Seitenzahl und alle Ecken dieselbe Kantenzahl be-
sitzen, niimlich: Tetraeder, Oktaeder und Ikosaeder
aus Dreiecken, Hexaeder aus Vierecken und Dode-
kaeder aus Fiinfecken.
182 [34]. Die regelmiissigen Polyeder.
Ist einVielflach centrisch nach den Ecken oder Kanten,
so ist (156, 158) auch jede seiner Flichen centrisch
nach den Ecken oder Seiten; ist es centrisch nach den
Seiten, so halbiert (158, 91) jede durch den Mittelpunkt
und eine Kante gelegte Ebene den zugehdrigen Viel-
flachwinkel. Wenn endlich, was aber (181) nur bei fiinf
Vielflachen zutreffen kann, detselbe Punkt in allen drei
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Beziehungen Centrum, oder das Vielflach centrisch ist,
$0 hat es gleiche Kanten, Seiten und Winkel, oder ist
regelmassig.

183 [84]. Mie Hugel. Der riumliche Ort
eines Punktes, der von einem Punkte (Centrum) einen
unverinderlichen Abstand (Radius) hat, heisst Kugel-
fliche, — der von der Kugelfliche begrenzte, ein
regelmissiges Unendlichflach darstellende Korper Kugel.
— Steht eine Ebene von dem Kugelcentrum um den
Radiug ab, so hat sie (156) nur Einen Punkt mit der
Kugel gemein oder tangiert sie in diesem Punkte; ist
der Abstand kleiner, so schueidet sie die Kugelfliche
(156) in einer Kreislinie, deren Centrumn mit der Pxo;
jektion des Kugelcentrums auf die Schnittebene zn-
sammentillt, und deren Radius um so grosser ist, je
mehr sich der Schnitt dem Kugelcentrum niihert.
Schnitten durch das Centrum entsprechen grisste
Kreise, sog. Hauptkreise.

184 [84]. ¥"ol und FPolarkreis. Dic End-
punkte des zu einem Kugelkreise senkrechten Kugel-
durchmessers stehen (156) von allen Punkten desselben
gleich weit, bei einem Hauptkreise nm 90° ab; sie
heissen Pole des Kreises, — die Kreise von gemein-
schaftlichen Polen Parallelkreise, — der zu ihnen oe-
hirende Hauptkreis Polarkreis (Equator). — Steht ein
Punkt der Kugelfliiche von zwei andern Punkten der-
selben um 90° ab, so ist er (156) Pol des sie verbin-
denden Hauptkreishogens, und umgekehrt misst dieser
(159) den Winkel am Pole,

185 [85]. Die Guldin’sche Regel. Dreht
sich eine Ebene um eine ihrer Geraden als Axe, so
beschreibt jede andere (176) eine Fliche
F=2x.1=2an.p 1
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Bilden die Geraden 1, L, 1;... eine
ebene gehrochene Lini€, und be-
zeichnen g, o, o, ... die Abstinde
ihrer Schwerpunkte von einer
Drehaxe, g aber den Abstand des
Schwerpunktes der ganzen Linie, so ist (133) die ent-
stehende Rotationsfliche

B 2 ¥lo = 9mciVi] 2
d. h. es besteht, wenn die gebrochene Linie in eine
Kurve iibergeht, die sog. Guldin’sche Regel. — Be-

zeichnen (x; y,), (%, ¥y,) und (x, y,) die Koordinaten der
auf eine Drehaxe ihrer Ebene
hezogenen Ecken eines Dreieckes
der Fliche F, G den Abstand
des Sehwerpunktes von der Dreh-
axe, und V das von dem Dreiecke
bei einer Rotation beschriebene
Volumen, so hat man (132, 133, 180) die Formeln

X1 Xa Xo

Bty G %)+ 5 —%)+7n & —3%) 3
F= 15 (¥, 4+ Y2+ ¥3) V=26 F 4
welche sich auf jede rotierende Figur ausdehnen lassen.

186 [85]. Kugeloberfliiche, Zone und
Mondehen. Nennt man einen zwischen zwei Parallel-
kreisen enthaltenen Teil der Kugelfiiche Kugelzone, so
ist (189) ihre Fliche gleich dem Produkte aus der
Peripherie eines Hauptkreises in die Hohe der Zone.
Setzt man Letztere gleich 2r, so ergiebt sich tiur die
ganze Kugeloberfliche 4r?m. — Die Fldche eines von
zwei Hauptkreisen begrenzten Teiles der Kugelober-
fliche, eines sog. Mondchens (Kugelzweiecks), verhilt
sich (184) zur Kugeloberfliche wie sein Winkel zur
Umdrehung.
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185 [85]. Kugelinhalt, Absehnitt und
Ausschmnitt. Der Inhalt einer Kugel des Radius r
ist (182, 186) gleich 4 r*z. Haben somit ein Cylinder,
ein Kegel und eine Kugel 2r zu Héhe und Durch-
messer, so besteht der Archimedes’sche Satz, dass
ersterer gleich der Summe der beiden letztern ist, —
i Bezeichnet h die Hohe eines Kugelabschnittes, J seinen
it Inbalt, und V den Inhalt des entsprechenden Kugel-
rlllbuf‘hllltlf‘\, so ist (186, 182, 176)
‘: V=2,1nh =1 h*@r—Nh).-n
! 188 [86]. DMas KHugeldreieek, Verbindet
{ man drei Punkte der Kugelfiiche teils mit dem Mittel-
punkte, teils paarweise durch Hauptkreise, so entstehen
ein Dreikant und ein sphirisches Dreieck, deren Seiten
und Winkel gleiches Mass haben. Es gehen somit die
Elemente des Letztern alle fiir das Dreikant ausge-
sprochenen Beziehungen ein; sind jedoch seine Seiten
in Linge gegeben, so hat man sie vor Einfithrung in
it die Formeln auf Winkel zu reduzieren. — Die den
drei Winkeln A, B, ¢ entsprechen-
den Mondehen iibertreffen, da Ku-
gelgegendreiecke (wie A B C und
D E G) notwendig die gleiche Fli-
che I haben, die halbe Kugel um
2F, so dass (186), wenn e den
| halben Excess bezeichnet,
| F =gy €% 1?r =2.6".12. §j 14
189 [91]. Wer Legendre'sche Satz. Sind
die Seiten eines Kugeldreieckes in Linge ausgedriickt
(188), und im Verhiltnisse zum Radius r so klein, dass
man die Sten Potenzen vernachlissigen darf, so ist
(160, 50)
Co A__b”JrL- a*  at b*TN—‘)m’b‘ ratetfh2c?)

2be Y 24her?

1
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Bezeichnet man daher die Winkel eines ebenen Drei-
ecks derselben Seiten mit AY B/, C' und setzt seine
F'liche f derjenigen des sphiirischen Dreiecks gleich,
<0 hat man (104:6; 105: 2; 188)

CoA=CoA'— éb!CESI—iA‘— =CoA’'— 2‘ eSiA/-Silv 2

24ber? 3
Setzt man aber A= A‘--x, so wird fiir ein kleines x
CoA—=CoA'—xBiA'-8il" oder x=28

50 dass

Al=A—% e 3
ist, oder ein kleines sphiirisches Dreieck, nachdem
man von jedem Winkel 1, des Excesses abgezogen hat,
wie ein ebenes Dreieck hehandelt werden kann.

190 [86]. Weitere Sitze. Im sphirischen
Dreiecke liegt einer gleichen oder grissern Seite auch
ein gleicher oder grisserer Winkel gegeniiber, Die
Hauptkreise, welche die Seiten eines sphirischen Drei-
ecks normal halbieren, oder welche durch die Ecken
normal zu den Gegenseiten gezogen werden, oder
welche seine Winkel halbieren, schuneiden sich je in
Einem Punkte, dem Centrum der Ecken, dem Héohen-
punkte und dem Centrum der Seiten. Jede sphirische
Transversale schneidet die Seiten eines sphirischen
Dreieckes oder ihre Verlingerungen so, dass die Pro-
dukte der Sinus der nicht aneinander liegenden Ab-
schnitte gleich werden.

XIX. Die analytische Geometrie im Raume,

191 [93]. Die Maumkoordinaten. Die
Lage cines Punktes m im Raume wird entweder durch
rechtwinklige Koordinaten, die Abscisse (x), die Ordi-
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nate (y) und die Applikate (z) gegeben — oder durch
Polarkoordinaten, den Radins Vektor (r) und die von
ihm gebildeten Winkel (x, 8, 7
oder (v, w), welehe durch
x=r-Coa=r-Cov:Cow
y=r-CoB=r-Cov-Siw 1
Z=1r-Coy—r-8iv

r*=x?{ y? L z2 2

Cotoc -+ Co? 34 Coty =1 2
zusammenhingen, wihrend

d—J = — Y2+ (& — 7,)? 4

die Distanz der Punkte (x, y, z,) und (X; ¥ 2y) giebt.

192 [93]. Die Transformation der Foor-
dinaten. Hat man von einem Koordinatensysteme
XYZ auf ein parallelesKoordinatensystem X' Y*Z!
m iiherzugehen, dessen Anfangs-

7"[ = punkt die Koordinaten XY Z
e hat, so ist offenbar
; xli=x—X

Y=y 1
2 =z—17

oder, wenn man (191) die
rechtwinkligen in Polarkoordinaten umsetzt, und n
eine willkiirliche Grisse bezeichnet
r'Cov'Co(w'—n)=rCovio(w—n)—RCoV( 0o (W—n)
r'Cov'S8i(w'—n)=rCov Si(w —n)—RCoV Si (W—n)
r8iv'=rSiv RSV 2
Haben dagegen die beiden Koordinatensysteme gleichen
Anfanwpunkt aber verschiedene Richtung der Axen,
0 hat man, wenn o, & und 6 die \mGel der X’ und
X mit der Knotenlinie der Ebene X‘Y* in XY und
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den an ihr liegenden Flachenwinkel bezeichnen, —
a; by ¢, a b, ¢, a;byc, aber der Reihe nach die Co.
der Winkel sind, welche jede der Axen X'Y‘Z‘' mit
den Axen XY Z bildet,

x—a x+ay ez x=axibyteaz
y=bx'+bhy +bhz y=23x4+bhyt+cz3
7=c¢ X +cy +ocz 2 =a,x+b,y+ .z

1 2 3 3 3 Y 3

wo die neun Grossen a, b, ¢ durch
a,=Co9pCod{8SieSid Cob h=8idCop—LodSipCobd
2,=C0d8Sio—SivCopCob b,=SipSid+CoeCodCold
= — Si ¢ §i0 by= Co & Si 0 4
¢ =2SieSi0 e, =—CooSib (=B 1)
-egeben werden, und die Relationen
=atattalt=bi+b bt =c 6t 40t
=a,2 4 D2 ¢ =a2 bt ey =8 byt
0=a,b, +-a,b, +asby=a,c; Fa,c,+a;c,=Dh, ¢, +b,¢, +hye;
=a,8, b b+ e =2,a;+b by +¢, e;=a,a;+b, by + ey
a=Dhbyc;—hy¢; a,=hye,—Db, e, a;=Dh c,—hb¢
by=c,a; —eca, by,=cza —ca; by=ca,—ca7
¢—=a,by—ah, C,=a;b—ab; c=ab —ab

D

eingehen.

192 [93]. Die Gleichung der Ebene.
Jede Fliche wird durch eine, in einem bestimmten
Punkte der Koordinatenebene errichtete Senkrechte in
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bestimmten Abstiinden von dieser Ebene geschnitten,
und ihr Gesetz muss sich daher durch eine Gleichung
z =1(x,y) oder F(x,y,2) =0 1
: ausdriicken lassen; dabei heisst,
je nachdem diese Gleichung vom
Grade n oder transcendent wird,
g auch die Fliche vom Grade n
oder transcendent. So z. B. be-
steht (173, 174) fiir jeden Punkt
m einer Ebene die Gleichung

abe: 4 acy = hex 7

bz : A T

9.8 5. ,—|—)q}~2'3 oder ﬂ’ﬂLh P U
s0 dass eine Ebene durch eine Gleichung ersten Grades
Ax+By+-Cz+D=0 2

dargestellt wird, fir D=0 durch den Pol geht, und
mit XY einen Winkel n bildet, so dass (132)
Ten=z:d=c-}/a®Fbi:ab= A2} B?:( 4
Con=ab: ¥a?h? - a’c® b= C:)/A2+ B2 L2
194 [93]. Wie Gleichung der Geraden.
Eine Linie im Raume lisst sich immer als Durchschnitt
zweier Flichen denken, und durch deren Gleichungen
geben, so z. B. eine Gerade durch die Gleichungen
X=oaz+4+7 y=08z+4+2 1
ihrer Projektionen auf die Ebenen X Z nnd Y Z. Soll
die Gerade durch zwei Punkte (x, 8, v,) und (x, 8, v3)
gehen, so hat sie die Gleichungen
— Zx_ % o Eifa— ‘Z)"ﬁ, v = 3:‘?:: E lg_l".i'-z‘:_a-z“{l_z
—T2 Tim T2 N1 Vi1
El1m1me1t man aus den Gleichungen zweier Geraden
X=2a,z+b, y=a,z2+ by, =0, 21§, y=o,z+p3
die Koordinaten x, y, z, so erhalt man die Proportion
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(@ — o) (@ — oty ) = (by — B, )z (b — B,) 4
als Bedingung fiir das gleichzeitice Bestehen jener
vier Gleichungen, d. h. fiir das Schneiden der Geraden.
Die Koordinaten des Durchschnittspunktes sind

B —b B —hoa,

B —D,
ves e e 7 i
a — o Ay — Oy dp— &,

5
so dass die beiden Geraden fiir a, = und a, =,
parallel werden, wiihrend sonst

: 14a, +a, o«
Colid) = e
V1ta2+a,* V14024 ,?
= Co(L,x)- Co(2,x)+Co(1 Y)C0(2)y)+ Co(1,2)C0(2,2)7

und 1 - a, & +a, o, =0 das Senkrechtstehen bedingt.

6

195. Verschiedene Aufgaben. Dic Gerade
194:1 steht auf der Hbene 193:3 senkrecht, wenn
ihre Projektionen auf die Koordinatenebenen zu derp
respektiven Knotenlinie der Ebene senkrecht stehen,
d.h. (194, 132) wenn o =A:C und =B : ist, wiih-
rend der Abstand des Punktes (z, §, ) von derselben

d=[Ac -+ Bf L Oyt D]: /A* B2 L ¢
ist. Um den Winkel v einer Geraden und einer Ebene,
oder den Winkel w zweier Ebenen zu bestimmen, zieht
man zu jeder Ebene eine Senkrechte, und herechnet
(194 : 6) den Winkel (90 — v) der Geraden und der einen,
oder den Winkel w beider Senkrechten,

196 [96). Der Sechwerpunkt. Die fir dic
Schwerpunkte ebener Gebilde gefundenen Gesetze, und
so namentlich anch die in 133:1, 2 enthaltenen, tragen
sich leicht auf den Raum iiber. So z. B. wird eine
Schweraxe des Vierflachs (der Pyramide) erhalten, wenn
man den Schwerpunkt einer der Seiten (der Basis) mit
der Gegenecke (der Spitze) verbindet; der Schwer-
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punkt selbst steht (89, 83) um 3/, der Schweraxe von
der Gegenecke (Spitze) ab, und hat eine dem Volumen
proportionale Konstante.

19% [97). Wie Wliachen zweiten Grades.
Eine Fliche zweiten Grades wird durch die Gleichung
ax® 4 by® -+ cz? -+ 2dxy + 2exz - Ji\/ e

--l— Egi T 2]1\ -+ 2kz + 1= 1
gegehen und daher durch 9 Punkte bestnnmt. Setzt -
man x=3x'+-a, y =¥+ B, z=12' -} v, und bestimmt
o, B, v so, dass

ac +df +ey +g=0bp +do-+ fy L h=
=cy+ex4-14-k=0 2
80 geht 1 in die Gleichung
ax’? - by ¢z’ - 2dx' y' - 2ex’ 2+ 2y z' - m—=0 3
tber, in welcher nur gerade Dimensionen der Koor-
dinaten vorkommen, so dass ihr auch der Punkt
(—x', —¥', —2') geniigt, oder die Fliche einen Mittel-

53

punkt hat. Setzt man in 3
x=Az 4B y=0z+D 4
so erhiilt man fiir die Durchschnittspunkte dieser Ge-
raden und der Fliche zweiten Grades eine Gleichung
zweiten Grades, deren halbe Summe der Wurzeln fiir
die Mitte der entsprechenden Sehne
__2AB +bCD 4- d (AD + BC) + eB 4-fD
aA? - bU* 4 ¢ + 2dAC + %eA + 2(C
giebt. Eliminiert man B und D aus 4 und 5, s0 wird
X@A+dC{-e)+y (A +bC 4 )4z (eA+fC+c) =06
d. h. der Ort der Mitten aller parallelen Sehnen ist
eine durch den Mittelpunkt gehende oder diametrale
Ebene, in Beziehung auf welche diejenige der parallelen
Sehnen, welche durch den Mittelpunkt geht, konjugierte

>
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Axe heisst. — Eine Axe, welche zu ihrer konjugierten
Ebene senkrecht steht, heisst Hauptaxe, und man hat
fiir sie (195)
AZaAnLdC—I—ie AR
eA +fC + ¢ =R eA Er
198 [97]. Transformation und Eintei-
Yung. Transformiert man nach 192 die Koordinaten
in 197:8, und setzt zur Bestimmung von ¢, &, 0 die
Koefficienten von xy, xz und y z gleich Null, so er-
hiilt man

4

2

x® y2
3—5_—{_'52"{—_"_1 i
wo a, b, ¢ Halbaxen heissen. Vergleicht man 1 und
197:3, so findet man in Beziehung auf 1 zu der Axe
x = Az, y= Cz nach 197: 6 die konjugierte Ebene

A-x:a24+-C.y:B024z:c2=0 2
Es ergiebt sich hieraus, dass die Koordinatenaxen mit
Hauptaxen zusammenfallen. TLisst man x in x—a
iibergehen, so erhdlt man nach 1 als Scheitelgleichung
der Flichen zweiten Grades

%

x? ¥2 72 02 2
e P e SRR ) D= —— Dy = ——
95 S 2p P, Pr="% Bem®
Die Flichen zweiten Grades zerfallen, je nachdem die
Grossen o, B, v in 197 endlich oder unendlich werden,
in zwei Hauptklassen: Die erste Klasse wird durch 1

dargestellt, und numfasst das sog.

2 -2 2
Ellipsold . . . . ... . 4l g f 14

2 2 =
Hyperboloid mit einem Mantel ‘:;E + —%3 _—f? =15

2 2 2
Hyperholoid mit zwei Minteln 1;5_ -55-3-—2—2= 16

= -

Wolf, Taschenbuch
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Die zweite Klasse wird dagegen durch & fiir a — oo
dargestellt und umfasst das sog.

Elliptische Paraboloid . x— Yaylip, + Yyztip, ¥
Hyperbolische Paraboloid x= Y, y?: b= Yz':ip, 8

199 (98, 99]. Bas Ellipsoid und Sphiir-
oid. Setzt man in 197:1 eine der Koordinaten gleich
Null, so erhiilt man fiir den Schnitt der zu ihr senk-
1‘echfen Koordinatenebene , eine Gleichung zweiten
Grades, also z. B. fiir Julen ebenen Schnitt eines Ellips-
oides eine Ellipse. — TIn dem speciellen Falle, wo
zwei Axen, z B. 2a und 26, einander gleich werden,
somit alle zu ihrer Ebene parallelen Schnitte Lrohe
des Radius a, alle durch die dritte Axe gefiihrten
Schnitte (Meridiane) Ellipsen der Axen 2x und 2¢ sind,
kann das Ellipsoid, das nun Sphiroid heisst, als dmeh
Rotation dieser Ellipse um 2c entstanden gedacht
werden. Die kiivzeste Verbindungslinie zweier Punkte
eines Sphiroides nennt man geoditische Linie, und
diese schneidet jeden Meridian unter einem \VmI\el
(Azimut), dessen Sinus zu dem Abstande des Durch-
schnittspunktes von der Rotationsaxe umgekehrt pro-
portional ist. — Vgl. 200 und 205.

200 [94]. Wie tangierende Ebene. Legt
man durch einen Punkt (x,y, z,) eciner Fliche z—
f(x,y) und 7\"‘61 benachbarte I’unkte X+ Ty 2047,)

und (%, ¥, -+ By 7 +12) d;endcrselbeu, eine Ebene,
so erhilt man (193:3,4) als Gleichung derselben
a—z =@ —X)t =378 1

Sind nun e, und 8,, folglich auch die ¥, verschwindend
klein, so wird die Ebene tangierend, und 1 geht in

Z—Z=DE—X) 4 (y—¥) wo p=dz:dx (=dz:dy 2
tiber, so dass fiir ihre Neigung gegen X Y
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Con=1:)14 p*F oder Ten=)p*+q* 3

folgt. Nach 2 ergiebt sich fiir das Ellipsoid
A
A T T

201 [94]. Die Krimmung der Flichen.
Legt man durch einen Punkt einer Fliche eine Senk-
rechte zu der tangierenden Ebene (200), so erhilt man
die zuoehorende Normale. Legt man durch diese Noi-
male eine Ebeme M, so schneidet sie die Fldche in
einer Kurve, zu der man (139) den Krimmungskreis
suchen kann. Dreht man M, so verdndert sich im all-
oemeinen der Kriimmungshalbmesser, nimmt aber filr
eine gewisse Stellung ein Maximum, fiir die dazu

senkrechte Stellung dagegen ein Minimum an.
202 [100]. Bie Hurven von doppelter
Eriammung. Stellt man eine Linie im Raume durch
zwei Gleichungen y = ¢ (x) und z = (x) dar, so sind

XX ¥ ¥

=] A

vV—y—=E—x)dy:dx 2
die Gleichungen der Tangente im Punkte (xy z),
withrend

@ —x)dx+F —ydy+ @ —2dz=0 2

z=(x' —x)dz:dx 1

¢ine durch den Punkt senkrecht zu der Tangente ge-
legte Ebene, die sog. Nermaiebene, darstellt, und

; Q%y
(Zi=m)
: }d.

Yo o dEdiy adydiny o8 4z
x*A(X ')((b; dx?2 dx ﬂx'*)+() :')dx‘es

die Gleichung der sich der Kurve bestanschliessenden
oder Oskulationsebene ist, welche auch die Tangente
in sich fasst. Je nachdem sich letztere Ebene #ndert
oder nicht Hndert, wenn man zu folgenden Punkten
iibergeht, ist die Kurve doppelt gekriimmt oder eben.

203 [100] Die einhillenden und deve-
loppabeln Flichen. — Lisst man in der eine
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Fliche vorstellenden Gleichung F (x, Ys %, w) =0 die
Grosse w successive verschiedene Werte annehmen, so
erhiilt man eine Folge von Flichen, von denen je zwei
benachbarte sich in einer Kurve, der sog. Charakte-
ristik schneiden, welche ein Element der jene Flichen
einhiillenden Fliche bildet. Ist speciell die gegebene

Fliche eine KEbene, welche bestindig einer Geraden

parallel ist oder durch einen gegebenen Punkt geht,
0 ist die Charakteristik eine Gerade, wihrend die
einhiillende Fliche cylindrisch oder koniseh heisst und
sich (sowie {iberhaupt alle Fliichen, welche sich als
Ort einer Geraden denken lassen) auf einer Ebene aus-
breiten ldsst, oder developpabel ist — wihrend da-
gegen Flichen, welche dieser letztern Bedingung nicht
geniigen, windschief (gauche) heissen.

204 [95]. Ibie Homplanation. Bezeichnet
d0 ein Flichenelement, so ist (165; 200: 3)

0 =dx-dy V1 Fprq® 1
ein Ausdrack, den man, um die
Oberfliiche zu erhalten, zwei-
mal, z B. zuerst nach x und
dann nach y, zu integrieren hat.
Setzt man

dx=P- -do 4 Q.dd

dy =D'-d¢ + Q' dd
80 ist y fiir die erste Integration konstant, also
Pido - Q'dd =0 oder dx — de (PQ‘'— QP9 : Q* fiir die
zweite dagegen ¢ oder dy = Q'dYd, und fiir diese Werte
wird 1 zu

O=HEY—QP) YT+ F ¢ dp-d¢ 3
So geniigen der Kugelgleichung x® - y2 | 22 —12 dis
Werte

= R AR




— Analytische Geometrie im Raume — 101

x=18ipCo¢d y=rSipSid z—1rCow
und fiir diese ergiebt sich nach 3
e
o«—_r?fY J”J T Sig.dpedb=4drm 4
e —10)

205 [95]. Die Hubatar. Bezeichnet dV das
durch 40 und seine Projektion auf XY bestimmte
prismatische Korper-Element, so ist offenbar (204)
AV=dx-dy-zund V=4 (P-Q'—Q-P)z-dp.db 4
So z. B. geniigen der Gleichung des Ellipsoides die
Werte

x=aSigCod y=DbSipSid z=1cCoq
also ist das Volumen des Ellipsoides

i e
V:ff f achiq:Co?pfl?dq;:éabcxz
= Qe —10 2

206 [102]. Bpie darstellende Geometrie.
Zieht man von einem Punkte (Pole) Gerade durch alle
bemerkenswerten Punkte eines Gebildes, schneidet
diese Geraden durch eine Ebene, und verbindet die
Durchschnittspunkte genau so, wie die Punkte am Ge-
bilde verbunden sind, so erhdlt man eine Polarprojek-
tion des Gebildes. Ist der Punkt das Auge, so heisst
die Projektion perspektivisch, dagegen wenn der
Punkt unendlich weit von der Bildebene entfernt ist,
Parallelprojektion, und zwar orthogonale, wenn die
Projektionsrichtung zu der Projektionsebene senkrecht
steht, speciell Grundriss oder Aufriss, wenn die Bild-
ebene horizontal oder vertikal ist, — axonometrisch,
wenn die Projizierenden mit drei zu einander senk-
rechten Hauptrichtungen des Gebildes bestimmte Win-
kel bilden, und zwar isemetrisch, wenn alle drei, —
menodimetrisch, wenn zwei dieser Winkel gleich sind.
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— Die Lehre, die rdumlichen Gebilde durch Projek-
tionen darzustellen, und mit Hiilfe derselben die Auf-
cgaben durch Zeichnung zu lésen, heisst darsteilende
Geometrie (géométrie descriptive).

XX. Die Methode der kleinsten Quadrate.

209 [H2]. Grundsatz der Methode der
kleinsten Quadrate. Wird eine Grosse B unter
Vermeidung konstanter Fehlerquellen wiederholt, z. B.
n-mal, bestimmt, so hat man offenbar, sobald n gross
genug ist um das Erscheinen jedes zufilligen Fehlers
in - und — gleich wahrscheinlich zu machen, das
arithmetische Mittel si@mtlicher Bestimmungen als
besten Beobachtungswert zu betrachten. Denkt man
sich aber alle Werte wie Punkte im Raume verbreitet,
so entspricht (196) dieser mittlere Wert ihrem Schwer-
punkte, wiihrend die Entfernungen der Punkte von dem
Schwerpunkte die Abweichungen der Beobachtungs-
werte von dem DMittel ersetzen, und die Konstanten
bei gleicher Giite der Beobachtungen stiimtlich gleich,
also z. B. gleich einer Einheit, sind. Es muss also
(133, 196) fiir den wahrscheinlichsten Wert die Summe
der Fehlerquadrate ein Minimum sein, und dieses ist
der Fundamentalsatz der von Gauss und Legendre ein-
gefithrten Methode der kicinsten Quadrate.

208 52]. Theorie der Fehler bei dirvek-
ten Bestimmungen. Hat man fiir eine Grosse B
eine Anzahl n gleich zuverlissiger Bestimmungen
by b,...b, der Fehler - f, f,...f erhalten, so dass
immer B=Dh -+ f, so findet man durch Addition im
Mittel

Be—d /¥ h

n s n i

F(EH =ML AB 1

R
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wo M das Mittel der simtlichen Bestimmungen und
AB der Fehler des Mittels ist. Setzt man

P —h = Moo e 2
d. h. bezeichnet durch v die Abweichung einer Be-
stimmung vom Mittel, durch m die mittlere Abweichung
einer solchen vom Mittel, und durch f den mittlern
Fehler einer Bestimmung, so hat man nach 207 und 1

Y= Y¥yvi{n AB? oder fi=m?+AB* B
AB=1/_X (--f)also am wahrscheinlichsten AB={: Vnd

und somit nach 3 und 2
- Setin : SR :
= oder f=m '/ — === 5
n n—1 n—1

Fiir Beohachtungen von verschiedenen mittlern Fehlern
f, und f, mittelt man ans, welche Anzahl '/p, der
einen ein ebenso gutes Resultat als eine Anzahl */p,
der andern erzeuge, d.h. man setzt nach 4

feylip, =f:V1:p, woraus 1 :p,= f2:d2 %
folgt, und diese relativen Zahlen p, die sog. Gewichte
der Beobachtungen, treten nun an die Stelle der bis-

_dahin gleich der Einbeit gesetzten Konstanten, so dass

y'pb f 2 +/XpvE
— <PV, > wihrend m = | P8 A

20 T VXp 1
mittlere Abweichung und mittlern Fehler in Bezichung
auf die angenommene Gewichtseinheit bezeichnen. End-
lich ist

o(W)=eV:)n £t = 0,674486 - m 8
wo o (v) die sog. Fehlerfunktion oder die Wahrschein-
lichkeit des Vorkowmens eines Fehlers v, und f' den

‘50u. wahrscheinlichen Fehler bezeichnet. Vgl. Tab. 11
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209 [52]. Theorie der Fehler bei in-
direkten Bestimmungen. Ist eine Grisse t

nach
t=ata ty a6 +...+a t, 1
aus beobachteten Grossen t,,t,... dex Fehler f, 1, ...
und Gewichte pj, p,... zu berechnen, so hat man
offenbar +f=—ta f Laf,+...
also im Mittel
iz — N (e oder  1:p= 3 (a’ip) 2
und den allgemeinern Tall, wo
t=1(t, ty, ... 5) 3
also -
At e 3 [ dt
fic (m;) e (‘df;) ek n (m;) a2

ist, kann man darauf zuriickfiihren, indem man in die
partiellen Differentialquotienten die beobachteten und
berechneten Werte und fiir die dt die f einsetzt.
210 [52]. Die iiberschiissizen Gleich-
ungen. Ist m <n, und hat man n Gleichungen der
Form
ax+by-tcz+4+...+-h=0 1
zwischen m Unbekannten x, y, z,... und gewissen
durch Beobachtung erhaltenen a, b,..., so werden
keine Werte von x, y,... allen diesen Gleichungen
vollkommen geniigen, sondern durch Substitution irgend
solecher Werte nur auf
ax +by-+tecz4...+h=1 2
reduzieren, wo die f kleine, von den Beobachtungs-
fehlern abhiingige Grossen sind. Quadriert und addiert
man letztere Gleichungen, so erhilt man
x* Yad +y* Ybe 2z Ne2 ... 2xy Yab
+2xz Yac ...+ 2x Yah 4+ 2y Ybh -, .. =¥ 3

.
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und fiir die besten Werte der xyz... werden nach
dem Grundsatze der Methode der kleinsten Quadrate
diejenigen gelten miissen, welche Y f* zum Minimum
machen, d.h. fir welche (63) die Differentialquotien-
ten von Y f2 nach x-y... verschwinden, so dass Letz-

5

tere aus den nach 3 gebildeten m Gleichungen
x Vat+ty Yab+4z Yac+ ...+ Yah =0

b b v o0 o
berechnet werden Lkonnen, — Gleichungen, welche

offenbar direkt aus den Gleichungen 1 hervorgehen,
wenn man jede derselben mit dem Faktor multipliziert,
welchen x, oder y, ... in derselben hat, und alle so
erhaltenen Gleichungen, welche in Beziehung auf die-
selbe Unbekannte gebildet worden sind, addiert.

XXI. Die Messungen mit Kette, Kreuz-
scheibe und Messtisch.

‘211. Die praktische Geometrie. Unter
praktischer Geometrie (Topographie, Feldmessen), ver-
steht man zuniichst die Kunst, mit Hiilfe einzelner

Lingen- und Winkel-Messungen und daran gelehnter

Konstruktionen oder Rechnungen, eine Reihe von
Punkten auf dem Felde ihrer gegenseitigen Lage nach
festzulegen, und so Anhaltspunkte, sei es fiir die Ver-
zeichnung oder Berechnung einzelner Grundstiicke, sei
es fiir Entwerfung eigentlicher Karten (vgl. XL und
XLI) zu erhalten.

212 [321—23]. Die Setzwage und die
Libelle. Da man sich simtliche zu bestimmende
Punkte auf eine horizontale Ebene projiziert denkt,
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s0 hedarf man vor Allem ein Mittel, eine solche zu
erkennen oder herzustellen, so z. B. eine Setzwage,
d. L. ein gleichschenkliges Dreieck, in dessen Scheitel
ein Loth hingt, welches nur dann iiber der Mitte der
Basis steht, wenn diese horizontal ist. Verdindert man
die Lage einer Ebene bis die Setzwage bel zwei zu
einander senkrechten Stellungen einspielt, so ist sie
horizontal. — Genauer ist die Libelle, welche aus einer
cylindrischen, im Innern nach oben kreisformig aus-
geschliffenen, mit einer leicht heweglichen Fliissigkeit
(Ather) bis auf eine Luftblase gefiillten Rohre besteht,
und gewdhnlich in messingener Fassung iiber einem
Lineale aufeehiingt ist: Die Mitte der Luftblase nimmt
bestiindig den hich-
sten Punkt ein, und
wenn man die Libelle
in zwei Lagen auf
cine um n geneigte

oy Gerade aufsetzt, je

an der vom einen Ende auslaufenden Teilung den
Stand der beiden Blasenenden ablesend, so hat man
n=nm, —f und n=f —m,, also wenn v den Winkel-
wert eines Teilstriches bezeichnet,
p—=1 (L =Ly St Tl
I Um v zu bestimmen, befestigt man die Libelle an ein
i um eine Axe drehbares Fernrohr, bringt nach und nach
! durch Drehen dasselbe Blasenende mit zwei Teilstrichen
i[ zum Finspielen, und liest entweder an einem an der
ﬁ Axe befindlichen Teilkreise, oder an einer in bekannter
j Distanz aufgestellten Messlatte je die Stellung des
Fernrohrs ab.

213 [325—27]. Bbie Eiangenmessung. Zum
Messen der Distanzen benutzt man gewoghnlich eine
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Messkette von 50 oder 10" Linge, substituiert ihr
aber, wemn die Genanigkeit iiber !/, betragen soll,
Systeme von auf Stativen liegenden, mit Libelle und
Thermometer versehenen MafGstiben, deren Zwischen-
riimme mit Keil oder Fiihlhebel bestimmt werden. Der
Wert b einer, in der IIghe h iiber dem Meere gemes-
sonen Basis B im Niveau des Meeres ist, wenn r den
Erdradius bezeichnet, h =B :r:(r - h). Die zur Auf-
zeichnung anzowendende Verjiingung des Mafistabes
hiingt von dem Zweeke ab. Nimmt man Y, als letzte
sichthare Grisse an, so ist z B. die Verjiingung /000
zm wihlen, wenn noch 1™ sichtbar sein soll. — Mit
blosser Lingenmessung kann man mit Hilfe einiger
Stibe auf dem Felde nach 93 eine Senkrechte errichten,
nach 89 oder 116 eine Parallele konstruieren, nach 89
eine Hohe messen, nach 105 oder 117 die Flichen von
Figuren bestimmen, nach 109 die Distanz eines unzu-
giinglichen Punktes ermitteln, ete.

214 [330). Hreuzscheibe und Winkel-
spiegel. Ist man mit zwei zu einander senkrechten
Diopterlinealen, einer Kreuzscheibe, oder zwei unter
45° gegen einander geneigten Spie gel'n (284), einem
Winkelspiegel, versehen, so lassen
sich Senkrechte so leicht errich-
ten, und (durch Probieren) fiillen,
dass die meisten der in 213 ge-
losten Aufgaben noeh einfachere
und genauere Lisungen zulassen,
50 z. B. nach 93 oder 89 die Be-
stimmung der ])l‘\h‘tn/ cines unzugiinglichen Punktes.
Terner kann man nach 124 leicht Punkte einer Kreis-
linie von gegebenem Durchmessey auffinden, — einzelne
Punkte oder eine krumme Linie nach 77 durch Koor-
dinaten aufnehmen, etc.
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215 [332). Der Messtisch. Eine Tafel, welche
mit Hiilfe einer Libelle in horizontale Lage gebracht
werden kann, und so aufgestellt ist, dass jeder Punkt
und jede Gerade auf derselben mittelst der sog. Ein-
lothzange und einem ein Fernrohr tragenden sog.
Diopterlineal (Kippregel) vertikal iiber einen Punkf und
parallel zu einer Geraden auf dem Felde zu bringen
sind, kann als Messtisch (Mensel) dazu dienen, einen
Punkt in richtiger Lage gegen zwei ihrer Distanz
nach gegebene Punkte zu verzeichnen: Zuerst wird
der Tisch iiber dem einen Endpunkte der auf ihm ver-
zeichneten gemessenen Distanz, der Standlinie (Basis),
aufgestellt — dann, wo notig, das Diopterlineal so
korrigiert, dass das Fadenkreuz seines Fernrohrs beim
Drehen einem Lothfaden folgt, und zugleich auch die
Kante des Lineals wenigstens annihernd nach dem
eingestellten Objekte hinweist, — nunmehr das Diopter-
lineal an die verzeichnete Basis angelegt und die
Tischplatte gedreht,. bis der andere Endpunkt im
Fadenkreuze erscheint, — und schliesslich eine Visier-
linie nach dem zu bestimmenden Punkte gezogen;
nachher wird entweder bei dem sog. Polygonisieren
die Visierlinie gemessen und aufgetragen, — oder bei
dem Vorwédrtsabschneiden der Messtisch iiber dem
zweiten Endpunkte der Basis aufgestellt, und wieder
eine Visierlinie gezogen, — oder endlich bei dem Riick-
wirtsabschneiden der Messtisch iiber dem gesuchten
Punkte mit Hiilfe der ersten Visur anniihernd einge-
stellt, und dann eine Visierlinie durch den zweiten
Endpunkt der Basis gezogen.

216 [332). Das Princeip der Multiplilka-
tiom. Der Messtisch kann auch zum Messen eines
Winkels a dienen. Stellt man ihn némlich iiber dem
Scheitel von a auf, — visiert nach dem einen Winkel-
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punkte und dann nach dem andern, — stellt nun durch
Drehen des Tisches den Diopterlineal wieder auf den
arsten Punkt zuriick, visiert nochmals auf den zweiten,
ete., bis nach n Operationen die letzte Visur einen
Winkel von etwas mehr als b Umdrehungen mit der
ersten bildet, so hat man, wenn ¢ die Distanz der dem
Radius v entsprechenden Punkte dieser Visierlinien ist,
n-a="h-360° |- 2Asi (c:2r)

also a um S0 genauer, je grosser n ist.

217 [67]. Die FPothenot’sche Aufgabe.
Die A'ﬂfﬂdbb, die Lage eines Standpunktes D gegen
drei bekannte Punkte A, B, C zu
bestimmen, kann mit dem Mess-
tische auf folgende Weise gelost
werden: Man stellt denselben so
iiber D auf, dass die auf ihm ver-
zeichneten Geraden AB nnd BC
den entsprechenden Geraden auf
dem Felde moglichst parallel sind,
und zieht nun durch die Punkte auf dem Tis¢he und
Felde Visierlinien, welche ein sog. Fehlerdreieck o, B, 7,
bestimmen, dann dreht man den Tisch ein wenig und
konstruiert ein zweites Fehlerdreieck o, 8, v,3 die Ver-
bindungslinien o, oy, B B, 7, 7. schuneiden sich sodann
sehr nahe in dem gesuchten Punkte. -— Kennt man
a, b und hat p und y gemessen, so kann man (98:4;
103), da ¢ ¢ = 060” — (¢ - B+ v) bekannt ist, nach

e e s
Te 5 Tg(x—46%Tg 5 “OTgX—SiQJfa.SiT
ist, ¢ und ¢, und dann r, s, t berechnen. — Fiir an-

nihernde Bestimmungen (z. B. um den Standpunkt
beim Lothen gegen bekannte Punkte am Ufer festzu-
legen) kann man nach Horners Vorschlage  und y
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auf Strohpapier auftragen, und D durch Versuch er-
mitteln, — oder auch, wenn man A B und ihre Orien-
tierung (3 -+ @) kennt, die auf D an der Boussole fiir
AD und BD gemachten Ablesungen 3 und = bei A
und B antragen.

218 [528]. BPer Distanzmesser. Hat das
Fernrohr des Diopterlineales zu dem horizontalen
Mittelfaden noch einen Parallelfaden im Winkelabstande
a, und spielt eine an seiner Axe befestigte Spitze iiber
einem geteilten Kreise, dessen Nullpunkt seiner hovi-
zontalen Lage entspricht, so kann es als Distanzmesser
aus Einem Stande dienen; denn stellt man in der Hori-
zontaldistanz x einen gefeilten Stab vertikal auf, und
filllt eine TLinge a desselben zwischen die Faden,

wiithrend die Spitze bei § steht, so hat man
xTg (4B —xTgB=a oder x=aCtuCo2p

Ct o wird am besten bestimmt, indem man den Stal
in bekannter Distanz aufstellt. — Bei der Stadia der
Militirs wird x bestimmt, indem man beobachtet, in
welcher Distanz vom Scheitel ein gewisses a (z. B. ein
Mann) zwischen die Schenkel eines in bestimmter Ent-
fernung vom Auge gehaltenen Winkels passt.

XXII. Die Messungen mit Theodolit und
Nivellierinstrument,

219 [334—T7]. Die geteilten KHreise. Die
Teilung eines Kreises kann man sich bis ing Unend-
liche fortgesetzt und ganz genau ausgefiihrt denken:
aber praktisech erreicht man nur zu bald eine durch
den Radiug, die Teilungsmittel und das zu teilende

e .
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Material (frither Holz, Kisen, Messing, — jetzt ge-

wohnlich Silber) bedingte Grenze. Setzen wir z. B. die
Bogenldnge einer Minute 2rz : 860 . 60 gleich einer Ein-
heit, so wird r = 8437, 7468, und wenn daher jene Ein-
heit auch nur !,,"" werden soll, so muss der Kreis
mehr als zweifiissie sein, ja man darf mit der direkten
Teilung bei 6—8zolligen Kreisen hichstens bis 104, bei
20—36z6lligen bis 2' gehen.

220 (338, 9]. HPer Vermier. Bei jedem zu
Winkelinstrumenten verwendeten geteilten Kreise ist
die Stellung eines Index an demselben abzulesen,
wobei von Index und Teilkreis je der Eine fest, der
Andere mit der Visiervorrichtung beweglich ist. Um
diese Ablesung genauer zu erhalten, wendete man
frither den verjingten Mafistiben konforme Transver-
salteilungen an, wilhrend jetzt der Index durch den
Nullpunkt einer Hiilfsteilung, des WVernier, ersetzt
wird: Giebt z B. ein Kreis 10', und wiinscht man
dennoch auf 10" ablesen zu konnen, s0 teilt man
einen Bogen von 59-10' in 60 (allgemein n—1 in n)
gleiche Teile, so dass jeder der neuen Teile um 1:n=
10’ (1—59:60) = 10" kleiner als ein Teil der Hauptteilung
ist, und wenn also z. B. der Nullpunkt des Vernier so
zwischen 54°30' und 54”40’ steht, dass der 7° Teil-
strich desselben mit einem Teilstriche der Haaptteilung
zusammenfillt, so ist die Ablesung 54°30' 4 7. 10" =
540 31/ 10“. — TFir das Ablesemikroskop vgl. 827, —
fiir Untersuchung der Teilung und Elimination der
Excentricitiit 328. :

221 [349,50]. Mer Theodolit. Das wichtigste
Winkelinstrument ist der nach und nach aus dem
Astrolabium der Alten (einem geteilten Kreise mit
Dioptern) hervorgegangene Theodolit, welcher aus einem
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mit Hiilfe von drei Fufischrauben horizontal zu stellen-
den geteilten Kreise, dem Limbus, besteht, der ent-
weder fest ist (gemeiner Theodolit) oder wm eine ver-
tikale Axe gedreht werden kann (Repetitions-Theodolit).
Auf einer itiber dem Limbus drehbaren Scheibe, der
Alidade, welche mindestens ein Paar sich diametral
gegeniiberstehender Verniers trigt, stehen zwei gleich
hohe Lager fiir die Axe eines geraden (terrestrischer
Theodolit) oder mittelst Prisma gebrochenen Fernrohrs
(astronomischer Theodolit oder Universalinstrument),
an welche wieder ein geteilter Kreis, der Hahenkreis,
angesteckt ist, dessen Vernier-Paar an einem der Lager
sitzt. Jede Verinderung in der Lage des Fernrohrs
wird somit von selbst in eine horizontale und eine
vertikale zerlegt, und man kann daher mit demselben
eleichzeitic Horizontalwinkel und Hohendifferenzen
messen, sobald dasselbe gehirig aufgestellt und korri-
giert ist. Zu letzterm Zwecke wird die Libelle auf
die Axe des Fernrohrs gesetzt, dieses iiber eine der
Fulischrauben gebracht, und nun die Libelle einge-
stellt: dann wird die Libelle verkehrt auf die Axe ge-
setzt, und vom allfiillicen Ausschlag die Hiilfte an der
Fubschraube, der Rest an der Libelle selbst korrigiert;
nachher dreht man die Alidade um 1809, und verbesserf
einen neuen Ausschlag der Libelle zur Hilfte an der
FuBschraube, zur Hilfte am einen Lager; hierauf
stellt man die Axe parallel zu den beiden andern
TFufschrauben, und bringt mit ihmen nochmals die
Libelle zum Einspielen. Sodann stellt man das Faden-
krenz des Fernrohrs genau auf einen Gegenstand ein,
legt hierauf das Fernrohr in seinen Lagern um, oder
fithrt es nach Drehen der Alidade um 180° durch
Durchschlagen auf den Gegenstand zuriick, und ver-
hessert endlich die Hilfte der Abweichung an den
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Stellschrauben des Fadenkreuzes oder Prisma’s. Fiir
die Messung von Hohenwinkeln vel. 225, — fir die
Axenlibelle 329

222 [352]. Der Spiegelsextant. Neben dem
Theodoliten ist der kein Stativ erfordernde, also zur
See brauchbare und auf Reisen bequeme Spiegelsextant
das wichtigste Winkelinstrument. Er besteht aus einem
Kreissektor, auf dessen
Ebene ein (oben unbelegter) -
Spiegel A parallel zur Null-
linie der Teilung des Sek-
tors festaufsitzt. Einzweiter
Spiegel B ist auf einem dreh-
haren Radius befestigt, und
trigt zugleich den Index
fiir die Ablesung. Dem Spiegel A endlich steht ein
Fernrohr F so gegeniiber, dass seine optische Axe und
die Verbindungslinie der beiden Spiegel an A mif der
Normale gleiche Winkel bilden. Visiert man nach einem
Gegenstande D, und dreht dann B so, dass man nach
derselben Richtung durch doppelte Reflexion einen
Gegenstand C zu sehen glaubt, so erhidlt man aus der
Ablesung o den Winkel 8, welchen D und C am Auge
bestimmen nach

f=28—2y=2[90+ 23— (90+7)] =2a

oder auch direkt, indem man jedem Teilstriche das
Doppelte seines Wertes beischreibt, und zur Priifung
des Parallelismus von A mit der Nulllinie oder zur
Auffindung des sog. Kollimationsfehlers hat man ein-
fach nachzusehen, welchen Wert B fiir einen sehr fernen
Gegenstand annimmt. — Fiir die Messung von Hihen-
winkeln vgl. 225,

Wolf, Taschenbuch 8
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223 [348]. Die Redulktion auf Centrum
und Morizont. Kann man sich im Scheitel eines
Winkels A nicht aufstellen, so misst
man von einem benachbarten Punkte
aus den Winkel D, und hat sodann,
wenn der Direktionswinkel « und die
Excentricitdt e ermittelt sind, nach
8 83 und 103

A=D +eSi(x«+D):bh.-8il”—eBiw:c-8i1¥ 1
Bezeichnet a den wahren, A den Horizontalwinkel
zweier Objekte der Zenitdistanzen b und ¢, so hat
man (160:4)

A -I/SiE-Si (s—a) altb-le

Coribmy o e N0
224. Die sog. Triangulationen. Verbindet
man eine Reihe von Punkten unter-
einander und mit einer bekannten
Basis durch eine Kette von Drei-
ecken oder ein Dreiecksnetz, und
misst dessen Winkel, so kann man
die Distanz irgend zweier dieser
Punkte und die Koordinaten sdmt-
licher Punkte berechnen, und damit
die sicherste Grundlage fiix eine
Detailaufnahme erhalten. Meistens
werden die Koordinaten auf einen
der Punkte und seinen Meridian
bezogen, und dafiir (330, 344) das
Azimut w einer ersten Seite be-
stimmt; dann hat man einerseits

o

x =alow, x,=x—a, Cow, ete.
y =aliw, yy=y—a,Siw,etc 1
w,= W — (&, -+ «,) + 1809 ete.
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withrend anderseits

a Siw a Si o,
.(..= :;. b : = a3 : et(‘,. 3
a, Sie, a, Sio,

also durch Multiplikation

Siior, « Sitg. .. Sie
et et ;
so Sia, -Siag...Sia

Aus 2 folgt durch Differentiation
St ooy
Sy
und man hat daher bei einer Triangulation auf mig-
lichst gleichseitige Dreiecke zu sehen. Aus 3 aber
folgt, wenn Aa den mittlern Fehler der Winkel und
Aa, Aa, die Fehler der ersten und letzten Seite be-
zeichnen,
Aa,n:iAa-an:at$a,,(0tal—0tm3+...)&a-Sil“

oder durch Quadrieren und Weglassen der Glieder
mit -
Aa?—na%[Aa?:a? 4+ Ax?- 821" .8 Ct2al &

225 [354). Wie Messung der Hohen-
winlkel. Um mit einem Theodoliten Hohenwinkel
oder Zenitdistanzen messen zu kionnen, ist entweder
am Fernrohr nach seiner Lingenrichtung eine Libelle
angehiingt, um es horizontal stellen und direkt den
Winkel einer Gesichtslinie mit der Horizontalen messen
zu konnen, — oder es ldsst sich das Fernrohr um-
schlagen, und so in zwei um 180° verschiedenen
Stellungen des Horizontalkreises auf denselben Gegen-
stand einstellen, wo nun die halbe Summe der Ab-
lesungen am Hihenkreise den Zenitpunkt, die halbe
Differenz die Zenitdistanz giebt. — Bei dem Spiegel-
sextanten misst man den Abstand vom scheinbaren

da, = da - a, (Ctog »doey —Ctoo, dey) Sil¥ 4
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Horizonte oder den, bei merklicher Entfernung sehr
nahe der doppelten Hihe gleichen Winkel mit  dem
Spiegelbilde in einem kiinstlichen Horizonte. — Aus
dem Hohenwinkel o kann man bei kleiner Horizontal-
distanz b die Hohe nach h=h: Tg « berechnen, —
wihrend hei grésserer sowohl der Depression des
Torizontes (378), als der terrestrischen Refraktion
(890) Rechnung zu , tragen ist, wenn eine trigono-
metrische Hohenmessung wesentlich besser als die baro-
mefrische (275), oder gar mit einem Nivellement (226)
vergleichhar sein soll.

226 [322]. as Nivellivinstrument. Zum
Bestimmen kleiner Hohendifferenzen wendet man ausser
der Kanalwage (268) ein auf einem Pyramidalstativ
ruhendes Fernrohr mit Lingslibelle an. Spielt die Li-
belle ein, so soll die Visur horizontal sein; gesetzt
aber, sie habe noch eine Elevation, so wird sie, wenn

r das Instrument in a und eine
Messlatte (Mire) in einem um h
tiefern Punkte b aufgestellt wird,
letztere in 1, =x--i,--h treffen,
wo i, die Hohe des Okulars iiber
a und x den durch jene Elevation
verursachten Fehler bezeichnet. Wechselt man Instru-
ment und Mire, so erhiilt man 1, = x - i, —h, so dass

h=1 —1,—(,—5i) 2x=1 41, —( +1i)
Ist x gehoben, so kann man die Hohendifferenz zweier
Punkte auch finden, indem man sich zwischen ihnen
anfstellt, fiir heide Punkte die Tatthihe abliest, und
die Differenz nimmt,
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