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Borrede aur atweiten Auflage.

Das erjte Buch bdiefer Elemente enthilt einen furyen Abrif ves
Redpenuntevvichts jur Borbeveitung anf die allgemeine Avithmetit. Die
Segel ve tri, weldhe heute nicht mehr auf die Lehre von den Propor-
tionen, fonbern auf bie Beredhnung von Einbeiten und Melrheiten ge-
griinvet wird, fonnte veshalb zum Bortheil der Lermenden weit in den
Borbergrund geviictt werben. Einige Aenberungen im BVortvag ber Lebre
von den gemeinen Britchen und ven Decimalbriichen empfehlen fich durch
bie Grleichterung, welde fie dem Untevvicht gemwdhren. Der Abjdnitt
iiber bie Genauigleit von Bahlangaben und Redhnungsrefultaten bilbet
eine Guginzung, deven die Rechenbiicher nicht mehy entbehren biirfen.
Die aufgenommenen Beifpiele mit vollftindiger Ausfithrung follen al8
Pavadigmen dienen; die iiberall geeigten Proben der Rechnung madhen
einen grifern Vorvath von Redpnungsaufgaben iiberfliifjig. :

Das jweite Budy befteht aus 4 Abjchnitten, von bdemen ber erjte
bie 4 Species ber Budhjtabenvechnung zum Gegenjtande hat; der iveite
enthilt die Quadbratwurzeln mit ven irvationalen und complexen Balh-
fen, die Potenzen, Wurzeln und Yogarithmen uebjt bden geometrijchen
PBrogrejjionen; der dritte das gemeine Binomialtheovem, bdie Combina-
torif und beren widtigite Ymwendbungen; ver vierte die Rettenbritche,
bie Erponentialreihe, vie Binomialreibe und vie Logarithmenveile.

Das britte Budy beginnt mit einer Cinleitung, weldye die Propor-
tionen, Grundbegrifie von ven Functionen und die analytifche Weethode
umfagt. Der nidijte Abjchnitt behanbvelt die fehre von Den Gleichun-
gen, dbie Beftimmung mefhrever Unbefannten durdy ein Gyjtem von Glei-
chungen, und indbejondere bie quabdbratijchen Gleichungen und Functio-
net. Davauf folgt die Aufldfung der cubifhen und biquabratifchen
Gleichungen , ver numerijchen trangjcenventen und hihern algebraijchen
Oleidhungen, ver einfacheren Diophantijchen Aufgaben. Den Sdluf
machen die elementarjten Sitse ber algebraijdhen Analhfis . 1. der Lehre
boit ben algebraifdhen Functionen.

Die eingelnen Materien find jumeift nach wiffenfdhaftlichen Abfich-
ter gruppivt, dabet jebod) fo unabhingiq von einanver beavbeitet, baf
bic Lelhrer, weldhe bas worliegenve Budy beim Unterrichte gebraudyen




1y Borrebe sur pweiten Anflage.
wolfen, wiinjdenswerthe Freifeit in ver Auswahl und Anordbnung der
ebrftoffe behalten. Bei vem exjten Unterricht ijt von ben weitern Aus-
fithrungen ber eingelnen Pavagraphen gav Manches 3 ftreichen und exit
gelegentlich nachubolen. Die Algebra foll nicht etwa evit nach vollbrad)-
tem Studium der hier gegebenen alfgemeinen Arithmetit begonnen wev
pen, e find vielmehr ihre einzelmen Abjdynitte ywifchen bdie Abjchnitte
ber allgemeinen Avithmetit einguichalten. Wlan wird namentlid)y nadh
ben vier Species der Budyftabenvecdhnung die Einleitung in die Algebra
und die Gleichungen erfren Grades durdynehmen, dann die Quadvatiour-
seln mit den quabratijhen Gleichungen und den Syjtemen von ®lei-
chungen, bann die Potenzen, Wurzeln, Yogarithmen und geontetrifcyen
Progrejfionen mit ven transjcenventen Oleichungen, dann bie Gombina-
torit u. f. w. Die Anorduung deg Lehrbuchd joll den wifjenjdhaftlicen
Sujammenhang dev im Lehroorivag gefonderten Gegenjtinde aud) du-
gerlich jur Anjchauung bringen. Dev analhtijche Gang ded miindlichen
Bortrags wird durch die jynthetijche Fajjung ved Lehrbuchd am wenige
jten eingejchrantt.

Die nene Auflage unterfcheivet fich von der erften jundc)jt duvch
eine Anzafl fleinerer BVevdnderungen bes Ausbrucds und der Anordnung
II. 88. 7. 11. 16. 18, IIL §§.2. 4—7), unb purc) mebreve Berid)-
tigungen in ben beigegebenen hijtovijcjen Notizen. eu ausdgearbeitet
aber find pie Abjdhnitte, welche bie Anfinge dev Rablenfebre, ver alge:
braifchen und trangjcenventen Analyjis enthalten (IF. 5. 13.-3041T:
1. § 10). Durh die Stellungder Eyponentialveihe vor pie Bino-
mialveibe ift ein Fovtjchritt in bem ufbau dev efementaven Analhiis
pollbracht, welden ich Hevvn Profefjor Sdyeibner verbanfe, undb ben
wie ich hore auch Herr Profefjor Heine i den Bonner Vorlejungen
gemadit Hat.
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§ 1. ADdDition und Subtraction.

b, Bu einer Zabl eine anbeve addiven bheift bie Ginbeiten ver
yweiten: Zabl ju vev eviteren himguzdhlen. Man begeichnet 7 + 5 — 12
und fieft ,,7 plus 5 gleidh 12. Die Rahl 12 Deifit die Summe
per Sablen 7 und 5, welde die Gliever (Pojten) der Summe ge-
mannt wervern,

Die Orbnung vev Glieder ijt beliebig, 3. B.5 -+ T=7 + 5
9+ 44+6=446-4+9 1§ m

2. DBon einer Bahl eine anveve fubtvahiven heift die Ginbeiten
ber loeiten Bahl von ber evftern abziblen. Mian begeichuet 12 — 7
5 und liejt 12 minus 7 gleih 5, oder 7 bon 12 bleibt 5.”
Die 3abl 5 heifit vie Diffeveny (Unterfhied) ver Bablen 12 und 7,
von benen jene dev Minuendus, viefe ver Subtrahendus genannt

irb.

Die Differeny gweier Jahlen ijt vie Sahl, welde mit der 3meiten
eine Summe giebt, dbie ber LI]ILII gleichtommt; 3. B. 12 — 7 = 5,
weil 5 7 ober T -+ 5 = 12. Alfo:
l‘inerena -+ @ubtrafendus — Minuendus.

TN

Die Difjeveny giebt an, wm wieviel vev Wimwenvus mehr ijt als
Subtrahendug, und um wieviel ver Subtrahendus eniger ijt als

per Winuendvusd; 3. B. 12 ift mehr als 7, und 7 ijt weniger ald 12,
und zwar um 12 — 7 b, i. 5.

oer

3. Man faun nur Gleichavtiges abdiven und fubtrvabiven, 3. V.
Ciner und Einer, Zehner und Behuner, Pennige und Pfennige, Thalex
und Thaler, lrunb und Piuud, w. | w. Summe und Differeny find
mit pen Glievern gleichbenannt,

Praftijdhe Bemerfungen, WMan fpricht und dhveibt grifere
Bahlen in Abtheilungen von brei Stellen (Giner, Taufenve, Willio-
men, o 2

983 017 bejjer alg 983017
98 704 327 bejjer alg 98704327
und fet bei bev Avvition und Subtvaction vevjelben genau Einer unter
Ciuer u, §. w.
Bei ver Addition vieler Gliever begleitet man die Vewegung ves
l *




4 Gemeine Avithmetit

Yuges mit der Feber, fpricht nuv pie Sumumen aud und jwav im tacts
magigen Fovtjchritt, alio bei ben Ginern bed folgenden Beifpield nidht
6=k =18, 48 3 =rh, MBS == 24, 24 4 — 98 o1
verr fofort 6, 13, 16, 24, 28, wabrend man mit uge und Fever die
SReihe purchlinjt. Die gefundenen 2 Behuev biloen ben Anfang der
ndchften Sumine und werven zu qubfever Sidperheit itber bie Yieihe ber
Sehuer bemertt.

Aur Cinitbung abbivt man pie Glieber eingeln ober qruppenioeife

und jubtrabhivt von der Summe wiever die eingelnen Glieber.

i ) D 90 749 574 1240 85
1T g s -+ 9 237 b \.!'bi 16 896
1568 683 86 093 -9 237 1368 232
L 40 738 968 633 835 667 2191237
1749 574 654 776 568 683 1358 995
1445 088 1) T5% 1) 738 568 683

695 514 609 421 790 312
749 574 835 667 40 738
1445 088 1445 088 740 K74
749 574

()

Man ijt Storungen beim Nechnen weniger auggefest, wenn man
pie gepachten Rablen (audh | eife) 3u Jprechen fich entwdhut.
Petm Fopfrechnen ijt es portheilhaft, mit ben lamh mn Stellen

angufangen; 3. B. 37 94 =— 57 4+ 4 = 61, T4 — 88 — 44
§ — 36, Ctatt 96 zu adbviven, abbivt man 100 und iu.‘sm[)irl vont

pic Summe 4. Statt 95 3u fubtrahiven, jubtrahirt man 100 und av
birt jur Diffeveny 5, u. . w.

& 2. Multiplication

1. Gine mﬂ*f mit etmer andern multipliciven feift pie evjteve
jovtelmal ald ®lied einev Summe felen, ald die weite angiebt, Wian
bezeichnet bie Summe 7 - 7 + 7 mit 7 .3 ober 7 >< 3 und [ieft

3 ‘ i

7 multiplicict amt 3, obev Hivzer ,7 mal 3" eigentlich 3mal 7). Die
" d )

2abl 21 heit vas \rnruct per Rablen 7 und 3, vou denen jene Dev
: PEL D4
Multiplicandus, diefe der Wultiplicator genmannt WD,

2. Multiplicandud unp Multiplicator Founen ohue Beranderung desd
Products vevtaufcht werden uno beifien Factoren bed Products. @8 ijt
2 gt ity I B T (R T e U
(i R T (R I T I

I L e G U o B

o . |




§. 2. Multiplication.

ot

vetl 3 NReihen bon je 7 Cinbeiten, von ber anvern Seite betradytet, 7
Reihen von je 3 Einbeiten bilben. CEhen jo finbet man 6 >< 7 > 3
6 > 3 > 7, inbem man 6 ftatt 1 fest.

Die Orbnung der Factoven ift beliebig. Daher 5 >< 25 > 125
X242 8=52> 22> 254 > 125 > 8 = 10 > 100
>< 1000 = 1000000, 25 >< 36 = 25 >< 4 > 9 — 100 > 9
900 u. |. . Otatt mit 42 ju multipliciven, fann man mit 7 multipli-
civen und bad Prodbuct mit 6, u. {. f.

s

3. Der Multiplicator fann nur eine unbenannte Babl fein, weil
ev bie gleichen Olieber jahlt, veven Summe bas Product ift; 3. B.
7 Zhlr. > 5 = T>5 0. i 35 Thiv. Das Prodbuct ijt mit dem
Nultiplicandus gleichbenannt.

Pratftijche Bemerfungen. Bei mehrftelligen Babhlen beginnt
man enfweber mit ber leten Stelle bes Wiultiplicators, ober bejjer®)
mit feiner hochiten ju multipliciven, nadybem man bdiefelbe feft in ben
Sinn genomnten.

7536 . 26847 7536 . 26847
52752 15072
30144 45216
60288 60288
45216 30144
15072 52752
202318992 202318992

Pean nimmt nach einandber 6 >< 7 Ciner, 3 >< 7 Rebner, 5>< 7
Hunverte, 7 >< 7 Taufende u. f. f., ober 6 ><2 Aehutaujende, 3 >< 2
Hunberttaufenve, 5 >< 2 WMillionen u. {. f., ohne Umijtellungen in Ge-
panfen zuznlajjen.

Aur Cinitbung it die Probe wefentlich:

26847 > 7536
187929
134235
80541
161082
202318992
Das Product einer 5itelligen Zahl mit einer 4jtelligen Bahl Hat

5 -4 4 b. i. 9 ober 8 Stellen, weil 10 000 >< 1000 = 10 000 000,
und 99 999 >< 9999 mweniger algd 100 000>< 10 000 d. i. 1000 000 000
LT

Bei dret Factoren fann man jur Uebung den erften mit dem wei-
ten multipliciven, vag Product mit dem britten; dann den evjtem mit

Um ver in § 18 gezeigten Abliivyungen willen




6 Gemeine Avithmetit.
bem britten, und bad Probuct mit dem giveiten; dann ben weiten mit
pemt britten, und bas Product mit bem erften. IJevesmal muf biefelbe
Bahl gefunben werdei.

Statt die Summe ober Differeny weier Bahlen yu multipliciven,
fann man bdie ®licver eingeln multipliciven und die Provucte addiven
pber jubtvabivem, u. . .

Beim Kopfrechnen mn.;t man mit der hichiten Stelle ves Miulti-

plicandbus an; 3 B. 365 > 7 = 2100, 4 420 b. i. 2520, + 35
p. 1. 25655, Man finbet

18 > 17 = 50 > 17 0. 1. 850 — 2 »< 17 = 816

{8 >< 5 — 24 >< 10 = 240

48 >< 25 = 12 >< 100 = 1200

48 >< 15 = 240 >< 3 720

IS >< 75 = 1200 > 3 = 3600, u. {. w.

& 3. Divijion.

1. Gine Rahl dburch eine andere dividiven heifjt die Fahl ange-
ben, weldhe mit der weiten ein Provuct giebt, das vev eviten gleich-
foumt.  Dian begeichnet 35 : 7 und (ieft ,35 duvd) 7 pivibivt, ober
T in 35.4 DieR giebt 5, weil 5>< 7 oder 7> § = 35. Die Rahl

5 beifst ber Quotient ber »‘,ah en 35 und 7, von denen jene dber Di
!.\ut]rrnw picfe ber Divifor genannt wird.

Der Quotient ift alfo die 3abhl, weldhe mit dem Divijor muuimii

civt, oder mit welcher ber Divijor nultiplicivt ven Dividenvus giebt, Aljo:
Quotient > Divifor = Divivendusd.

2, Entweder ift der Divifor unbenannt, und der Lluotient der
joviefte Theil es Dividentus als ver Divijor angiebt,

ober ber Divifor ift mit dem Divibendus gleichbenannt,
unb ber Quotient bad Berhaltnif des Divivendus zum Divijor,
b. b. er giebt an, wievielmal ber Divijor im Divivendus enthalten, wie-
pielmal ber szben\uﬁ jo grof ift als ber Divifor.

3. B, 35 : 5 b, h. 5 ift ber 7te Theil von 35, 7 in 35 ijt
5mal ultt)a[tm 35 ijt bmal fo Jwr alg 7
35 Thir. : 7 Thir. = 5 b. h. dag Verhiltnif von 35 Thalern

ju 7 Thalern i[t 5, 7 Thaler find in 35 Thalern Smal enthalten, 35
Thaler ijt 5Smal joviel al8 7 Thaler.
. )

Daé Verbdltnif von 36 Thalern i 9 Thalern, von 36 Pjuud u

2 ) 0 ) _‘ 5
9 Pfund, von 36 Fuf su 9 Fuf w. §. w. ijt das Verhiltnif von 36
;90D i 4 Denn dba 9 > 4 =36, fo find 9 Thlr. >< 4 = 36
9 Piv. < 4 = 36 Pfv.,, 9 >< 4 = 36’ u. {. w.




§. 3. Divifion. T

3. Wenn der Dividendus nicht ein Bielfadyed vom Divifor ift,
fo gebt bie Divifion nidt auf, und es bleibt ein Reft; per
Duotient fdllt ywifchen zwei anf einanber folgende unatirliche Rahlen
und fann mur mit Hiilfe eines Brudys angegeben werben.

56 : 7T =8, mweil 56 = T >< 8, ein Bielfaches vou 7.
Gn1 =7 ==Std el 9 = e s - 2
23 : 7 ijt mebr al8 3 und weniger ald 4, weil 7 > 3 = 21 und
7 >< 4 = 28. Die Diffeveny 2 3wijdhen 23 und 21, welche ein Rejt

beiRt, foll auch dburch 7 dividivt werben. Nun ift 1 : 7 der Tte Theil
oon 1, welcher 1 begeichet und | Siebentel gelefen wird. Ferner
ift 2 : 7 ver 7Tte Theil von 2, mithin 2mal fo qrof al8 bder Tte Theil
pon 1, alfo = % (2 Giebentel). Daber ift 23 : 7 = 3§, b.'h. bex
7te Thetl von 23 ijt 3%, pas Verhdltnif von 23 ju 7 ift 3
tiinftlichen Ausbriide

23 ijt 3%mal fo gvoR al8 7, ift 33mal in 23 entbhalten,

23 ijt ba8 3ifache bon 7, ijt per 35te Theil von 23,
haben auch tn die Sprache ves praftijhen Lebend Eingang gefunven.

Die Bablen 1, ¥, . . heien Briiche, die obere Bahl der Fah-

fev (ev 3afhlt bie Theile), bdie untere der Nenmner pes Brudhd (er
benennt bie Theile). IMit Bovbehalt der Rechnung fann man 5317
683 = o447 feBen, und die Bezeihnungen 5317 : 683 und 5347 al8
gletchbebeutend gebrandjen.

i
7

odl

A. 3jt der Brud) mneben der gangen Rahl ded Quotienten unbes
trachtlich over unguldfjig (bei 3nbividuen), fo adptet man ihn genauer
fiiv 1 al8 0, wenn der Rahler die Halfte bed Nenners und der Brudy
ben LWerth von § itberfteigt. 39 : 11 ift genauer 4 als 3, tweil 39
ndber an 44 als an 33 liegt, indem ber Reft 6 mehr al8 bdie Hilfte
pon 11. Dagegen ift 43 : 8 genauer 5 al8 6, wenn der Bruch nicht
in Betvad)t fommt,

A B um ven Durdhfdhnitt (vad arithmetijche Mittel
einen Nibevungdwerth) gegebener Werthe zu bevechnen, bividirt man
ihrve Summe duvdh ihrve Anzahl; der QDuotient wird al8 Naherungs-
iverth ohme Bruch angegeben, 3. B.

4726
4754
4698
4719
18897 : 4
4724
Uljo ift 4724 ber Duvchichnitt ver gegebenen Bahlen.
Praftifjhe Bemeviungen, Bur Einibung ijt bie Probe we-
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fentlich, pafi man den Quotienten mit dem Divifor multiplicict, um ven
Divivendus wieder ju erhalten; 3. B.

263 827 : 385 — 659442  6594k% . 385

231 0 197 7
22 82 52 72
19 25 3 295

3571 112
3 465 253 827
112

Wm bie Hunderte ved Quotienten ju finben, itberlegt man, daj
385 it 2538 Hunvert nabe fovielmal enthalten ijt, ald 3 DHunvert in
25 Hunbert, over ndber fovielmal, al8 4 Hunvert in 25 Hunvert (weil
385 niber 400 al8 300), over ald 4 in 25 u. {. f. Die Luotienten
jind bet vermehrtem Divifor etwad zu vevgridfern, 3. B. 4 in 35 wurke
9mal genomumen. Bergl. 4.

PBei ver Probe giebt der 385te Theil von 112 385mal genownmen
bas Ganze 112.

Gnbigt ver Divijor mit MNullen, fo fann man biejelben wahrend
per Recpung mit eben foviel Stellen am Enbe ded Dividendus unbe-
adbtet [afjen; 3. B.

327 456 : 6400 = 3274,56 : 64,00 = 51136
320
74
64
10

327 400 : 6400 = 3274 : 64, denn 64 Hunbert {ind in 3274
DHunbert fovielmal enthalten, ald 64 i 3274

Statt durch 15 3u dividiven, fann man den Sten Theil vuvch) 3
bividiven. Statt dburd) 25 ju bdividiven, fann man bad 4fade duvrch
100 bividiven u. {. w.

Wm durch 4 3u dividiven, beachtet man, 3wijchen welchen der Zah-
fen 40, 80, 120, 160, 200, 240, 280, .. der Divivendus Lliegt, u. {.w.

§ 4. Rednung mit mehrfad) benannten Fablen.

1. Rur Bermeidung ver Briiche hat man die veridyievenen Waf-
einbeiten eingetheilt und bejtimmten Theifen vevfelben bejondere Namen
gegeben. Die grdfeven Mafeinfeiten dienen yuv [leichteren Auffafjung
grofier Wiengen fleinerer Cinbeiten.
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Gelbeinbeiten:
Lhaler (30) Silbergrofchen (12) Pfennig.
Thaler (30) engrojchen (10) Pfennig.
Gulben (60) Kreuger (4) Pfennig.
Gulben (100) Neutreuzer.

Aableinbeiten:
Groff (12) Dukend (12) Stird.
Sdyod (4) Wanbel (15) Stiic.

; : 24 Schreib-
Ballen (10) Ries (20) Budy 177 ~ 7 |
S 15 00 1 el

Bogen.
Dottpt [ ot d o1y
Hettetnpetrfen:

Tag (241) Stunve (60°) Minute (60”) Sefunbe.

Jahr (12) Monat (30) Taq, fiiv gefchiftliche echnungen.

Langencinbheiten;
1124) fege)

(124
= Dn Qinie
(04§ B0 e Linie.

1104
Die obere Eintheilung ijt nadh) vem Duobectmalibftem, bdie untere
nac) bem Decimaliyftem gemadht.
Kilometer (10) Hectometer (10) Decameter (10) Meter (10) Decimeter
10) Gentimeter (10) Millimeter.
Weeile (2000°) Ruthe. Elle (24) Roll.

Juthe Tuf

Winteleinbheiten:
Oejtredter Wintel (2v) Redhter Winfel (90) Grad 601 Weinute (609
Sefunbe.

sladeneinheiten:

Oewdhnlich Quabrateinbeiten, d. §. Quabrate, veren Seiten Yingen-
einbeiten find, 3. B. Quavratfuf, ein Quadrat, veffen Seite ein Fuf ijt.

oo (12 ‘ ; = G e

Wenn 1 Fuf ,mf Boll bat, jo hat 1 Quadbratfuf (9
YE2 Sl e bl (T S
110 > 10 > % 100 Anadratzell (O u. . 1w,

Selomafe: Weovgen (180 O Ruthen), Ave (100 [Meter), Acer,
Sdyejfel Ausjaat u. vergl.

Raumeinheiten:
Gewdhulich Cubifeinbeiten, v. h. Wiivfel, veven Kanten Langen

etntheiten und deren Seiten folglich Luabrateinbeiten find, ;. B. Subit

fuf, cin Wiivfel (Cubus), veffen Kante ein Fuf ijt.
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Faf. Tonne. Kaune. Live (I Eubifbectmeter).
Fiiv fefte Rovper 3. B. Holz: Klafter. Stere
Gemidhteinheiten:

nern, ‘Pfunt und Loth w. f. w.
Aahl.

hobeve (xeduciven);
peft, indem man fie mit 30 multiplicict, 25 Thiv. =
750 @gqr.  Pfennige werben in
jie purch 12 bdividbirt, 319 Ff.
Sgr. T Bf.

319
Sdema: 547 ThHiv. 19 Sgr. 5 Bf.
16 410
19
429
148

16
197

'\"_":QT.
5]
197 153 Bf.
197 153 Pf. : 12 = 16 429 Sgr.
77 14
22

23l :
g 19 Sgr.

PWenn ettt Fup :I“"]’\ 3oll hat, {o hat 1 Cubiffufp :1‘2' >;<’ II‘IJ, i t'?,‘
e pa g FeTg 7
DAL 1000 Gubitzoll u. ). .
Filr Getreide:
Wiipel (2) Malter (12) Scheffel (4) Bievtel (4) Mewen.
oitr Flifjigteiten:
Suver (4) Oehoft (14) Ohm (2) Eimer (2) Anter (30 Luart.

1 Cubifmeter)

Gentner (110) Pfuud (32) Loth (4) Quentchen. Centner (5 Stein,

Gentner (100) Pfund (30) Loth (10) Quent (10) Cent.

Qilogramm (10) Hectogramm (10) Decagramm (10) Granum (10 Deci-
gramm (10) Centigramm (10) Deilligramm. Pfund 1 Rilogranm).

Qajt. Mart (16 Loth). KRarvat (3 Loth).

nge (8) Drachnte Quentchen (60) Sran.

2, Gine Preisangabe in Thalern, Grojchen und Pfennigen, eine
Qingenangabe in Fuf, Boll undb Linien, etne Gewidytsaugabe in Cent
heifst eine mehriad
Man fann die hishern Einbeiten vurdy Multiplication in nicdeve
permandeln (rejolviven), fo mwie niebeve Ginbeiten duvd Divifion in
3. B, Thaler werben in Silbergrojdien vervan:
95 < 30Dt
Giflbergrofchen vevwanbdelt, indem man
12 b, i. 267, Sar. = 26

benannte

£330 — 547 Fhle;



§. 4. Piebrfach) beranute Bablen. 11

2. Wan vechuet mit melrfach benannten Zahlen nach denfelben

Jiegeln, wie mit mehrjtelligen Sahlen, welde aus Ginern, Rehuern,
Dunverten u. . f. bejtehen. Adbdition, Subtrvaction, Multiplication
mefrfac) benannter 3ahlen beginnt man bei ben niederen Ginbeiten,
Divifion bei ven hiheren. And) fann man anfangs vejolviven, mit ven
niebern Lmlmtut bie verfangte Rechnung vornehmen und die gefunoene
Aahl veduciven.

a. 97 THr. 16 Sgr. 4 Pf. b. 816 ThHiv. 4 Sgr. 5 PBf.
1S e L I L g S
653 s L R s 788 AT 1 GRS W
25 L 7 P . — 109 S 153 o B
816 Thiv. ( 1 29 o P TR
Sgr. 5 Pi. o T R 1
25 5 7 5 9 o
C. 6 kffl: 78 ‘l:ff‘. 25 \'-L‘[']} >< 84
60 65 2100
504 312 192
564 Gtr. 624 180
6617 164
17 Bib. 20 Yoth.
Wian nimmt juerjt 25 Yoth >< 84 = 65 Pfv. 20 Loth, dazu 78
Pfund ><84, b. i. 60 Ctr. 17 Pfd., bazu 6 Ctr.><84, b, i. 564 Ctr.
Over: 6 Etr. 78 Bid. 25 Loth.
660
7S
738 Pid
22 14
1 476
i)
25 641 Yoth »>< 84
1891
94 564
1985 844 Loth : 32 = 62 057 Pfv. : 110 564 Ctr.
65 a0
1 84 15
244 17 Bfb.
20 Loth.
*) Statt 16 Sgr. von 1 Thiv. 4 i\Lh ober 34 ©gr. abjuzieben, fann man
16 von 30 jubtrabiven und jur Diffeveny 4 abbiven, u. |. w.
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17 Sdfft. 1533 pn.
d. 19 Shffl. 13 Men. : 96
1704 546
839 1723 91
768 96 1469
71 1763 96
672 509
91 180
29
Man findvet uerjt 2759 Wipl.: 96 = 28 Wipl., verwanbdell den

Reft in Scffl., abdbirt 19, bividivt bie @umaut purcdh 96 unbd finbet
17 ©diffl.; pen NReft verwandelt man in Megen, abbivt 13, Ddivibirt
pie Summe durd) 96 und finbet 1533 Mihn.

Oper: 2759 Wipl. 19 Sdffl. 13 Mbn
2018
11036
19

66235 Shfil.
397410

13
1059773 Mifs. : 96 == 11039 Mt.: 16 =689 Sdffl.: 24 = 28 WipL.
96 96 48
99 143 209
96 128 192
377 159 17 ©dfil.
9288 144
893 15 Mign.
864

22 M.
ALS lh’bmm fann man die Probe hingunehmen, daf dev QOtotient
mit vem Divifor multiplicivt pen Divivendusd giebt.

28 Bipl. 17 Sadifl. 155% Mpn. >< 96
71 91 29
168 672 180
252 96 96
9759 Wipl. 1723 1469
168 29
43 13 Mign
24

19 Sfil.
Um § THix. aufzuldfen, berechnet man den 7ien Theil von 5 Thix.
ober 150 Sqr. und exhilt 213 Sgr. Gben fo ift 3 Sgr. dev 7te Theil von
3 @gr. over 36 PBf. = 54 Pf. Aljo ijt § Thiv. = 21 Sgr. 54 PBF.
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Um bas BVerhiltnif 25 Ctr. 106 Pfo. : 3 Etr, 78 PBiv. 3u
‘M‘M\l ten, verwanvelt man beive Gewichte tn Pfo. Nun find 408 Pfunp

2856 Pfe. jovielmal enthalten alé 408 in 2856, namlich 7mal.
Jll]u ijt 7 bas gejuchte Vevhiltnif, . §. 3 Etr. 78 Pfo. jind in 25
Gtr. 106 PBip. 7mal enthalten,

Die einfache Beitvecdhnung fucht entweder ans zwei Terminen
bie Bwifchengeit, oder aus eimem Termin und der Awijdhenzeit ven
anbern Tevmin.

te lang ift bie Seit von ISIS ben 29. Detbr. bi8 1832 pen
17. Wivg?  Bom 29. Octbr. 1818 bis 1819 find 64 Tage, von 1819
bis 1832 find 13 Jabhre, und big yum 17. Miivy 76 Zage, alfo itber
haupt 13 Jabre 140 Tage verflofjen.

Wie lang ijt die Aeit von 1815 ven 12. Miai bis 1837 ben 7.
Sept.? Bom 12. Mai bis 7. Sept. 1815 find 118 Tage unp bis 7,
Sept. 1837 noch 22 Jahre verflofjen.

b. Weldhes Datum ift 13 Jahre 216 Tage nach dem 21, IJuui
15207 194 Zage nach bem 21. Juni ift der 1. Jan. 1821, bie iibrigen
22 Tage und 13 Jalbre fpiter ift ver 23. Jan, 1834.

c. Weldpes Datum ijt 56 Jahre 86 Tage vor dem 7. Wiy 18447
67 Tage vor bem 7. Wiy 1844 ijt ver legte Dec. 1843, bie itbvigen
19 ‘Tage und 56 Jabre friiber ift der 12, Dec. 1787.

Weniger genau (Bjt man pieje Uufgaben, mwenn man das Jahr ju
12 Wonaten und den Nonat ju 30 Tagen annimmt,

a. Wie

S. 5. Broportionalitdt der Grdfen?).

L. Gine Ovofe heift abhingig von einer anbdern
®roge, wenn eine Aenberung der lefitern eine enberung der exftern
gur Jolge bat. 3. B. die Linge eines Metalljtabes ijt abhingig von ver
Zemperatur, weil eine Aenderung dev Temperatur eine Berldngerung ober
Bertiivgung ves Stabes nad fich 3ieht; ver Preis einer Waare ijt ab
bangig von ilrer Menge, Giite, Seltenbeit, von ber Nadhfrage u. 1. w.

2. Gine®vife heift einer anbern Grife propovtional,
wenn jie von ihy jo abhdingt, vaf, wibhrend bie gweite mehrmal fo grof
wird, vie exjte ebenfovielmal fo grof wird.

Oev Preié einer Waare it in vielen Fillen ihrem Gewidht pro
portional b, b

Pib. foften Smal joviel ald 1 Po.
Piv. tojtet den Tten Theil foviel als 7 Pfo.

") Begl. im 3ten Budy §. 2




14 Gemeine Avithmetik

Ausnahmen bifven die Preife von Edeljteinen, Glasjcheiben, Sut-
hilzern u. bgl.
Die Avbeit ift ver Kraft proportional o. b.
S vbeiter leiften Smal jodiel als 1 Avbeiter,
| xbeiter leiftet den 4ten Theil joviel al8 4 Avbeiter.
Die Binfen find dem Capital proportional . b.
19 Thiv. Cap. geben 19mal foviel Sinjen als 1 Thir. Eap.
I Thix. Cap. giebt ven 100ten Theil fovtel Binjen ald 100 Thiv., Cap.

3. Gine Grofe beifpt einer anvern Grife wmgelehud
(Gubirect) proporvtional, wenn fie vou ibr jo abhingt, daf, wibh:
yend bie gweite mefrmal fo grof wird, bie erjte den ebenfovielten Theil
fo arofy wird.

Bei einer Avbeit ift die Jeit ver Kraft umgetehrt propovtional v. b

1 vbeiter brauchen ven dten Theil foviel*) Beit als 1 Arb.
1 rbeiter braucht smal fooiel Beif als 5 Arb.

Vet qegebener Fliche ift pie Breite eined Rechtects der inge ume:
qefehrt propovtional, o. . man brancht
bei 60 Fuf Lange den G0ten Theil joviel Breite, als bei 1 Fup Linge,
bei 1 Fuf Linge Homal joviel Veite, als bei 50 FUp Yange.

Miit einem Borrath rveichen

9 Mann den 9ten Theil fo lange ald 1 Warn,
1 Diannt Tmal fo lange als 7 Mann.
Fitv etnen gewiffen Preis jchafft man
3 Gtr. ben 3ten Theil fo weit al8 1 Ctv.,
I Gtr. bmal jo weit als 5 Ctr.

Gine gefpanute Saite oder die Yujt in einer Orvgelpfeife jchwmngt
in beftimmter Reit

bei 3 Fup winge ven 3ten Theil jo oft ald bet 1 Sup Lange,

bei 1 Fuf Linge 2mal jo oft alé bei 2 Fuf Linge.

A, Gine ®rife heift vem Quadrat odber Cubus einer
audern ®rdfe propovtional, wenn, wihrend die yeite 2, 3, 4, . .
mal fo qvof wird, die evjte 2.2, 3.3, 4.4, . . mal fo grof, ober 2.2.2,
3.3.3 4.4.4, . . mal fo groff wirb.

Gine Grofe Heifit vem Quadrat einer anbern Orvidpe
umgefehrt propovtional, wem, wibhrend bie yweite 2, 3, 4, .. mal
fo grofi wird, die evfte ben 2.2ten, 3.3ten, 4.dten, . . Theil fo grof wicd.

Der Preis eines Diamanten it dem Quabdrat feines Gewichts
tamant foftet

=
2

propovtional, ©. §. ber

*) Ditan fagt Befier ,ben 4ten heil joviel”, alé , Amal weniger’,
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3 Rarat jhwer 3.3mal foviel al8 1 Kavat fchiver,
1 Savat fdhwer den 2.2ten Theil foviel als 2 Kavat fhmwer.
Bei einem freigelaffenen Kovper ijt die Falltiefe vem Quadrat ver
Gallzeit proportional, b. h. der Kbvper fallt
in 4 Sefunden 16mal o tief als in 1 Set.,
in 1 Setunde pen 9ten Theil jo tief als in 3 Sek.
Die Quabratfliche ift dem Quadvat der Seite, bie Sreisfliche
und die Kugelflache bem Quadrat ves Radiud propovtional.
Der Witrfelinhalt ijt dem Cubus der Kante, der Stugelinhalt bem
Cubus bed Radiud proportional, b. h. dev Wiivfel ijt
bei 3 Fufp Kante 27Tmal fo guof, als bei 1 Fui Kante,
bei 1 Fup Kante ven G4ten Theil fo grofl, als bei 4 Fuf Kante.
ie Beleuchtung einer fleinen Fladye ift dem Quadbrat bes Vit
abftanbes umgefelhrt proportional, v, §. fie ijt

(@)

4 Fup vom Licht den 4.4ten Theil fo grof, als 1 Fuf vom Licht,
I dup vom Yicht Imal fo grof, al8 3 Fuf vom Lidt,
Die Angahl ver Schwingungen, welche ein Penvel in gegebener
Jeit madht, ift vem Quadvat der Penvelldnge umgefehrt proportional.
Dag Gewidt eined Kirpers ift dem Quadrat des Abjtandes vom Erbd
centrum umgetehrt proportional.

8. 6. Regel de tri,

Wenn einer Grisfe(A) eine andere Gréfie (B) proportional ift, und
ein Paar yufammengehirige Werthe der Grifen gegeben find, fo (gt qich
fiiv jeben Werth bev einen (A) ber dazugehivige LWerth ver anvern (B
berechnen. Die Anleitung 3u diefer Berechnung heifit Regel de tri.

L. UAufgabe: Wenn man filv 9 Thix. 7 Piv. einer Waare er
halt, wieviel foften 13 Pfo.?

Dian bilbet nady ber Frage die vorldufige Antwort fo, daf
vie gefuchte Grige ven Schluf madt:

13 ‘Bfv. fojten ivgend wieviel Thaler.
Diefem Safge wird aus der Aufgabe ver Dberjat nadgebifvet:
7 Bfb. fojten 9 Thalex,
Durd) ven Ginbeitdfhluf ,1 Pfo. toftet ven Tten Theil foviel als 7
PBiv.” (§. 5) exhdlt man ven Mittelfat:
I Bfv. foftet 9 Thalex : 7
over wie man auch begeichnen fann (8. 3, 3)
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e G R Rnae i e
PBfo. foftet 7) (,9 Thix. dpuvd) 7, ober § ThHiv."

Der Mebrheitéichluf ,,13 Bid. toften 13mal joviel als 1 Pjp.” (8.5
forbert, den Tten Theil von 9 Thiv. 13mal ju nefmen, b, i. ben Tien
Theil von 9 >< 13 Thiv. So erhilt man den Sdlupfab:

v i O SERIT S i : 5
13 Bio. foften )7 (,9 Thiv. mal 13, durch 7).

Die nun vorzunehmendve Ausvedhmung 9 >< 13 = 117 unv 117: T==
16% ergiebt bie gejudte Antwort:
3 Pfo. Foften 168 ZThiv.

. St in per vorliufigen Untwort die gegebene Grife eine mehr
jach L\umlmlc Bahl ober anvers benannt alé die gleichavtige Grbje ber
Jufgabe, fo bringe man vor Biloung ver Sige beive auj gleiche Be-
penuung.

Wenn man fiiv 9 Thr. 17 Sgr. 7 Pfund 12 Loth evhiilt, wieviel
fojten 13 Pid. 4 Loth? Statt 13 Pio. 4 Yoth hat man 420 XYoth,
und ftatt 7 Pio. 12 oth hat man 236 Xoth zu nehmen. Dann vex-
fabrt man wie oben. Vei ver Ausrechung fann man aud) 9 Ijl;h' IT
Sqr. in Sgr. vevwanveln, was jeded) nicht nothendvig ijt. (Bevgl. §

.‘lﬁcml man fiiv 9 THv. 17 Sgr. 7 Pfo. evhalt, wieviel lumu .H
Coth? Statt 7 Pio. fithrt man 224 "otl) ein, u. {. w,

3. Aufgabe: Wie fange brauchen 28 Avbeiter ju einem Werle,

weldhes 16 Arbeiter in 15 Wochen vollenven?
Aufldfung: 16 Avbeiter brauchen 15 Wochen

| p 5 W.>< 16 (16mal {o viel)
15 2. >< 16
28 : 28 (ben 28, Theil jo viel)

Yusredhnung. 15><16
240 ; 28 — 8 W, 31% Tage, bie Wrbeitdwode 3u
224 6 Tagen gevechnet,
16 >< 6
96
84
12

Antwort. 28 Arbeiter braudien 8 Wodhen 34§ Tage.

A, 3n viefen Fillen giebt man an, wieviel Cinbeiten einer Grdfe
3t 100 Ginbeiten einer anbern Gridfe gehoven, und nennt jene Anzalk-
fen Procente (begeichnet ;).

Gin Gapital trigt 4 Proc. Jinfen Heifpt: 100 Thiv. Capital tragen



§. 6. Regel de tri. 17
jdfelich 4 THIr. Rinfen. Werden die Jinfen nicht audgeyahit (abey
aud) nicht verzinft), fo wadhit vas Capital, und 3war

aud 100 ThHir. werden in 1 Jabr 104 Thiy.
s - =22 08 T il

Cin Wald wadyjt jabelich um 1 Proc. §.: aus 100 Klaftern wer-
ben in 1 Jahr 101, in 2 Jabren 102 u, §. f.

Gine Redpnung wird mit 4 Proc. Rabatt begahlt b.: fiix 100 Thy.
Rechnung werden 96 Thiv, baay begablt.

Gine Geldfumme wivd mit 5 Proc. jibrigem Disconto ausdgezabl
B.: 100 Zhir. in 1 Jabre falliq werben jogleich mit 95 beyablt. Beim
Rabatt und Disconto von 4 auf Huuvert werden 104 THx. mit 100
bezablt.

Youisd'ors geben 11 Proc. Agie b.: 100 ThHiv. in Lonisd ors U
5 Thlx. Gold) gelten 111 ThHixv. Courant.

Cine Sorte Papiergeld ftebt 87 Proc. b.: 100 Ehiv. i bdiefem
Papier gelten 87 Thiv, Courant.

An einer Waave werden 7 Proc. gewonren b.: fir 100 THix. Gin-
taujdgeld nimmt der Vevtdufer 107 Thix. ein. Werben pagegen 3 Proc,
verloven, jo nimmt er fitv 100 Thir, Cinfaufégelv 97 ThHiv. ein.

Bei eitem Ballen over Faf Waare find 3 Proc. Tava b.: 100 PBfo.
vefielben (Brutto) enthalten 97 Piv. Waare (Netio).

Atmofphirijhe Luft enthalt vem Raum nady 21 Proc. Sauerjioff
unp 79 Proc, Stidfioff h.: 100 Raumeinbeiten vevfelben bejtehen qué
21 Raumeinheiten Sauerjtoff und 79 Raumeinbeiten Stidjtof.

Alkohol von SO Proc. b. jolcher, von bem 100 Wawmeinheiten 20
Raumeinheiten Wafjer enthalten.

Um bas Berhaltnif von jwei Grogen angugeben, jagt man bis-
weilen, bie exfte ift 3. B. um 36 Proc. grifer (oder fleiner) ald bie
gweite, b. . die evjte enthilt foielmal 136 (ober 64 Einbeiterr, als
die jtweite 100 Ginbeiten hat.

Diefe Crildrungen dienen jur DBilbung ver Obevfite bei den hierher

| gebivigen Aufgaben, veven Ydjung Eeine eigenthiimliche Sdywievigleit hat.

§ 7. Theilbarfeit der Jabhlen.*

“

L

L. Die natiivlichen Zahlen find theils einfach (Primzahlen),

theild Bielfache fleinerer Bablen Gufammengefert). Gine Rahl ijt

ourdy eine anbere nur bann ohne Brud)) theilbar, wenn fie aug iy
sufommengefetst, wvon ifr ein Bielfaches ijt. Die Bielfachen von 2
*) Bergl. im 2ten Buh §. 13

Valger. L 2, Mufl, 2
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bie iibrigen ungervade Sahlen.
mit usnahme ver 2, jammtlich ungevade.

Die

Primzallen

W eine Tabelle der Primzahlen zu bilven™), jdrveibt man die un-
gevaben Rafhlen 3, 5, 7, 9, 11,

S

13, 15, 17,

19,

b, i. 9 und jeve parvauf folgende 3te Bahl (die BVielfachen

5><b D. i. 25 und jede Hte Bafhl (vie BVielfachen der 5),

. anf, jtreigt 3><3

Der 3), banu
bamun 7T >< 7

b, 1. 49 und jeve Tte Rabhl u. §. f. (die beveits geftrichenen Rabhlen mit=
gesdblt). Die ungeftrichen iibriggebliebenen Aablen jind dbie Primzallen.
3 9 | 9) 11 13 (15) 17 19
o B T D R S WLt B (&3)" -(85) 37 (39)
1 13  (45) A7 (49) (Bl) 53 (55) (B7) 59
61 (63) (65) oy e et b 79 (75) (77) 79
(81) 83 85) (S 8O L RO Aa3) - w8 97 (99)
101 103 (105) 107 100 (110 113 G (1A T )= )
n21) (123) (125) 127 (129) 131 (133) (135) 137 139
(141) (143) (145) (147) 149 w j- w.

lm vovtheilhaft vechnen zu funen, Hat man die DBejchajfenheit bev

fletiern ﬂal'pfcn,j, B. bis 150, fidh etuguprigen.

Die Primyahlen dav

mter find aufier 2, 3, 5, 7 folgende:
11 1€ 3 17 19 83 i 849
SRt s 20 . 97 :
31 IR 101 103 107 109
11 I¢ 17 : 113 %
¥ S . : 127 .
61 ¢ 67 B 131 . 137 39
Ty S e £ : ; : 149
lnter pen jufamntengefeten Sahlen find ju mevfen:
7 et Q87— A e 121 = 111
b2 — 4=><13 102 = 6>21T 198 == 250
57— i82<19 104 = B><13 199'— " '3><43
68 = 4><17 P = a5 g9 == isely
16— d><19 =116 1361 =" B>
78 =— 6><13 Tl —6><1Y 138 = 6:<23
87 = 3><29 116 — 4><29 141 = 3><47
Of =Tl 3 117 = 9><13 143 = 11><13
92 = 423 19 = T><1i 147 = 3>< T><T
2, Gine jufammengefeiste 3ahl fann alé Prodbuct vou lauter Prim-

3ahlen pavgejtellt werben.

man ihre Divijoren

Aus biejer Darjtellung der Bahl exfenut

(im engeven Sinne)

me[xl) iic tI;ci[L\n‘i ijt, welche in ihr aufgehn.

)

o, B. die Bablen,

burdh

Sich e Gratofthenesd nady der Mittheilung von Rifomadyus Arithm. 1,17,




§. 7. Theilbarfeit der Bablen. 19

105 i==21 i — B 2 B~ o

2= B> == Sl =nl 9 =i s 29
Demnad) ift 105 nur theilbar dburd) die Primgalhlen 3, 5, 7, und
purdh die gufammengefetsten Sahlen 3 >< 5 b, i 15, 3 > 7 b. i 2t
Qa0 bt 35
72 Dat bdie Diviforen 2, 2 > 2b. 1. 4, 22 <2 . i 8,
B AL i s e n, 2.5 300 BB 22 05 b . 148 e B h T 4D
Loa0s b Ba86. B >« 8ib i 91,
Auch utuml man aus ver Sujammenfeling:
3 in 105 ift 5 > 7 o. i. 35mal enthalten
4 e 21
5) 15

D

}

S =

7

- 5 2
3h & B 3 = z

3t eine Bahl eimgeln duvd) 2 und 3 theilbar, fo ijt fie aucy duveh
2 >< 3 b, i 6 theilbar. 3jt eine 3abl duvd) 6 und 7 theilbav, fo ijt
fte e8 audh puvd) 6 >< 7 b. i. 42,

Jijt dagegen eine Zahl durd) 4 und 6 theilbar, weldhe ven Divifor
2 gemein Haben, jo fann man nicht behaupten, dag fie duvdh 4 >< 6
. i. 24 theilbar fei. 3. B. 84 = 2 > 2 >< 3 >< 7 ift jwar durdy
I und durcd) 6 theilbar, aber nicht duvch 24.

Um bie Befchaffenbeit einer Fahl ju unterjuchen, vivivivt man jie
burd) 2, 3, 5, 7 und die folgenden Primgahlen bis 3u verjenigen,
weldhe mit fich felbjt multiplicict mebr ift, als die \1L\ILL‘I ne 3abl. 3. B.
193 ijt nidgt durch 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 theilbar. 17 >< 17 — 289
itberjteigt beveits 193; biefe Babl Fann nidht 'Diui]‘m‘m haben, bie beibe
agrdfer al8 17 wdven, und ift folglich eine Primzahl. Dageqen

1680 : 2 = 2340 1680 — 2 >< 2340
Dedllas 2 —= 21070 2840 =— 2 > 1170
1170 ¢ 2 = 585 IR == 585
o8h r 3= 195 988 = 3 = 1095

EOa e —— 65 FOh — B R R

H9 =90 13

1680 =25<2><25<3><3><H><1 3.
$. Daf eine Sahl duvd) 2, 3, 5, ... theilbar ift over nicht, ver-
mag man an den Rejten yu evfennen, weldhe 10, 100, 1000, . . burd
jene Bablen dividbivt iibrig laffen.

a) Gine Bahl duvd) 2 ober 5 dividirt giebt venfelben JRejt, als ihbre
leyte Stelle, 3. B. 387 =380+ 7. Nun ijt 10 durch) 2und 5 the eilbar,
folglic) aud) 380, mithin hingt ver Rejt nur von der lelten Stelle 7 u!.\.

g *

&
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b) Gine Bahl puvc) 4 over 25 pipibivt giebt venfelben Reft als
bie pweiftellige 3abl, mit ber bie ahl endigt, 3. B. 1852 == 1800 52,
RNun ift 100 duvch 4 und 25 theilbay, folglich audy 1800, mithin hangt
per Reft nur wvou den beiden lehten Stellen 52 ab.

¢) Gine Rahl burch 3 over 9 divivivt qiebt benjelben Rejt ald ifre

Querfumme, 3. B. 2837 = 2000 + 800 + 30 4+ 7. Jum giebt
10, 100, 1000 . . . durch 3 oder 9 bividivt den Seft 1, aljo 20, 200,
2000 . .. den Jejt 2 u. §. f, mithin die obige Zabl denfjelben PReft
alg 7 4+ 3+ 8+ 20 ift 20, weldye bie Querfumme ober Jifjern-

jumme ber Rahl heifit.
d) Gine Rahl durd) 11 pividivt giebt denfelben Jiejt ald bie Sumue
per 1ten, 3tem, Stem, . . Rffer weniger bie Summe Ddev 2ten, A4fem,
. Biffer, von vechtd nac linfs geyablt.
3. B. 79345 = 70000 4+ 300 + 5
- 9000 - 40,

Nun giebt 100, 10 000, 1000 OO0, . . burch 11 bivibivt ben Nejt
| feblt (am Aufgehen); folglich
giebt 200, 20 000, 92000 000, . . den Rejt 2, wihrend bei 20, 2000,
9 fehit, u. §- f. Uljo giebt pic obige Sahl venfelben

3 7 giip it 2

biell,

|, wifrend bei 10, 1000, 100 000, .

200 000

Reit ald 5 + 3 + 1 | ;

849 (23 giebt penfjelben Reft als 3 + 0 it g sy gl g
ober (inbem man 2 >< 11 julegt) als 29 - 19, 5. i. 10. Die Bahl
ift ouvd) 11 theilbax, went iene Differeny 0, 11, 22, . . ijt.

Die Aujfinbung vev NRefte einer Rahl bei anbern Divifionen 3. B.
puech 7, 13, 17, . |. w. auf vem angezeigten LWege ijt weniger einfach
anb peshald praftijh weniger wichtig. Dafite aber, baf eine Zabl
Primzahl ift, giedt ed fein einfaches Renngeichen.

A. Um zu unterjuchen, ob swel gegebene Fablen, deren Aufou
menfeung unbetanut it einen gemeinjdyaftlichen Divifor haben,
jucht wan ben Yeft dex aqrifern Babhl in Bejug auf pie fleinere, inbem
man jene dpuvd) diefe binibirt, ben Neft ver fleimern in Besug auf den
porigen Heft, ven NRejt bed Lten Meftes in Bezug auf ven 2ten, u. |. fi
big jumt Peft 0. 3it der vorlehte Stejt 1, fo haben die Jabhlen feinen pon
1 verjdhiebenen gemeinjhaftlichen Divifor und heifen velative Prim-
yaflen, prim 3u cinanber. 3ft aber per vorleste Jeft von 1 ver-
fchiepen, fo 1jt er Dper qrifte gemeinfchaftliche Divifor per beiben
gegebenen Bablen. 3. B. 2812 und 1292:

92812 giebt in Begug auf 1292 ben Nejt 228
IO = S A RS
P MGl o z 152 76
152 = 2 : . B S 0

x




Eheilbarfeit ber Sahlen. 21

Sdema: 2) 2812 | 1292 (5
2584 | 1140

1) 228 | 152 (2
152 152
76 0
Daber find 2812 und 1292 ourch 76 theilbar. Dennt 76 gebt auf
in 152 alfo audy in 152 + 76 b.i. 228,
228 >< 5 b. 1. 1140 = 1140 + 152 1292,
21292 < 2 2584 2584 -+ 2928 2812.
3n ver That ift
2812 : 76 = 37. 1282 ; 76 = 17.
228 76
532 532
D02 32
¥} ()

Cine Bahl aber, welde in 2812 und 1292 aufgeht, gebt auch auf
in 1292 >< 2 b. i. 2584, und in 2812—2584 b. i, 228,
228:>< 5 1140, - 1292—1140 - 152
228— 152 76,

und tann vemitach nicht mebr als 76 betragen.

Bei pen Bahlen 389 und 143 fin- 2) 389 143 (1

vet man al8 vorlegten Rejt 1. Diefe 286 103
Bablen haben alfo Feinen gemeinfchaftlichen 2) 103 10 (1
Divifor, ber mebr ald 1 ift, und find “’“ 3j _
prim 3u einanber. L) ]-’TJ :é (2
1) 6 o .(b

19) 9

1 0

Daf man auj dem angegeigten Wege endlich den Rejt 0 finden
mup, evgiebt jid) davaus, daf die folgenden Refte inumer gevinger werben.

Die grifte Babhl, welche in jeder von 3 gegebenten Bablen aufgebt,
gebt in dem grifien gemeinjdhaftlichen Divifor eines Paaved auf. Be-
vechnet man alfo ven groften gemeinjdhaftlichen Divifor von 2 unter ven
gegebenen Sablen, und mwieberum bden guigten gemeinjdhaftlichen Divi-
jor pev gefumbenen Babl und der 3ten Aahl, fo ift die gulett gefundene
Babl der grifte gemeinjchaftliche Divijor ver 3 gegebenen Rahlen. 11.1{.w.

A. Unter einem Dividuus einer Aabl verfteht man ein Bielfa-
ched derfelben, in weldem bdie gegebene Babl aufgeht. Der fleinfte
gemeinfdaftlide Dividuus von 2 velativen Brimzahlen ift ihr Pro-
uct, 3. B. die fleinfte Bahl, in der jomobl 12 al8 35 aufgebt, ift 12
>< 35, Der feinfte gemeinfdhaftiiche Divibuus ver Aablen 12 und 27,
beren grdfter gemeinjchaftlicher Divijor 3 ift, wird gefunven, invem may
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19 mit pem 3ten Theil von 27 multiplicict; 4 > 3 und 9 >< 3 aehn
in 12 >< 9 anf.

Die Heinjte Fahl, weldhe durd jebe von 3 gegebenen Fahlen theil=
bax ijt, ift buxch) ben Eleinften gemeinfamen Dividuus eires PBaared theil-
bar. Wenn man alfo den Heinjten gemeinfamen Divibuus von 2 untey
pen gegebenen Aahlen bevedhnet, und wiederum ben feinjten gemeinja
ment Dividuud ber gefundenen Fahl und dev 3tea Babl, fo bhat man
ben Fleinjten gemeinjanien Diviouusd der 3 gegebenen Jahlen. 1. {. w.

& 8. Bon den Bridhen.
1. Gin Brud ift ver Quotient ded Fablers purch ben Jenier; ev
enthilt fo viel gleiche Theile als per Bahler angiebt, deren fo viel auf
cine Ginbeit gehen, als der Jenner angiebt, 3. B. § =5 : T une

enthiflt 5 jolche Theile, deven 7 auf eine Ginbeit gehen (§. 3, 3)-

9. Der Brudh beift

echt, wenn der Rdhler fleiner af8 ber euner 3. B. i

unedt, el = grifer = . - L

Gin Brucdh wie §, 4, % . . ., defjen Rdahler dem Nenuer gleich
ober ein Bielfaches vefjelben ijt, wird ein unetgentlichey genanut
Gin echter Bruch ift weniger ald 1, eint unechter Bruch 1ji mehr ald
j, ein uneigentlicher Brud) ift einev gangen Rabl gleich.

Gin unechter Bruch faun in eine ganze Rahl unb einen edhten Boud
(eine gemifdhte Bahl) perlegt werven. Gine gemifchte Bahl fann in

einen unechten Brud) eingeridtet werben. 3. B.
347 = 347 : 36 — 943, 2841

824

23

s, Ll ... 2836 LR S L
Niamlich 1 giebt 4§, 28 aiebt .m”, 2818 giebt '<.flT !
B )

5]

. Gine
gemifchte Bahl ift wie eine mehrfach benaunte Babl angufebert, bas
Ginvichten entjpricht dem Jefolviven, Ddas Rerlegen Dem NReduciven
(8. 4;.:2).

3. Gin Brud) fann ohne Aenderung feines IWerthed anbders aus:
gepbritcft werben, venn man pie Theile der Einbeit, bdeven einen ober
mehreve der Bruch enthilt, wiedernm eintheilt; 3. B.

3 4

1 DRI (G bRt

2 R A o S T
3 T o AR B ¢ 10
b T A T e
5 SRR e
7 Y e e T



§. 8. LBon den Briidhen. 23

inbem man jeden der 2, 3, 7 Theile ber Ginbeit in 2, 3, 4, 5

s
gleiche Theile theilt, wobuvd) Rihler und Nenner P S S S 113
jo grof werben.
Wan Faun alfo ven Bdhler und den Nenner eines Brud)s mit der-
jelben beliebigen Bahl multipliciven, 3. B.
DLl Ry
8 8X 1T 36°
Stel finnen in 144tel vermanbelt werben, teil 144 durd) 8 theilbar
ift; man multiplicivt ben Jibler wie ben Nenner mit 144:8. Dagegen
Ednmen Stel nid)t genau in 108tel vermanbelt werden, weil 8 in 108
nicht aufgeht.
Wmgefehrt fann man audh den Béhler unb den Nenner eines Brudhs
burch diefelbe beliebige 3ahl biviviven, ;. B.
2 g Sille
65 65 : 13 5
Man iyt den Ausdruct pes Bruched, indem man feinen Bahlex
und Neuner burd) einen gemeinjchaftlichen Divifor derfelben bividirt.
Sind Adihler und Nemnmer rvelative Primgahlen (§. 7, 4), fo bhat der
Brud) feinen einfachften und anfdhanlichiten Ausdpruc.
Da 1 Fuf = 12 Zoll = 12 > 12 b. i, 144 Linien, jo find
I Boll = 7 Fuf, 1 Linie = & Boll = 11y Fuf,
3 Boll = 33 ober } Fup, 8 Linien — & oder 2 Boll,
7 Aol 6 Yinien = 90 Linien — 20 b.i 8 Fuf u §. w.
t Tana ndbevungdweife in 12tel verwandelt werden, inbem man bei-
perfeitd mit 12 multiplicivt und (nidberungsweife) durd) 7 divivirt:

4 499 48 : 7 7 R I
e AR e T L Bid r & (8 3 4).
Z T 13 13— ig denauer alg 13 & 3, 1)

Ntan fann die Umformung dev Briiche auch dburd) bie Benmerfung
eldutern, ba7 >< 9 in 5 >< 9, wie 7 Thx. in 5 Thirn., ebenjoviel:
mal enthalten ift, af8 7 in 5 (8. 3, 2), vaf folglich 43 = $ ijt.

Die Umformung von Briidyen duvd) Divifion fommt bejonders bei
ver Wultiplication und Divifion der Briiche in Anwendung. Dirvch ge-
hivige Multiplication ihrer Nenner und Fihler werven die Briihe auf
venfelben Nenner gebracht, und damit yur BVergleichung, fo wie jur Ap-
bition und Subtraction geeignet.

§ 9. Addition und Subtraction der Bride.

L. Briiche von demfelben Nenner werden adbirt ober jubtra-
hirt, inbem man die 3dhler adbivt ober fubtrabirt. 3.%B. 3+ 3
e

B il LIS %, teil 2 Theile + 3 Theile, deven 7 auf eine Ginbeit
gehen, 5 foldhe Theile find.
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9 L 33 =342+ 24 3=06
; 4 0—4
13 B B 0 e A T 117

PR & e

el e f e

&

5 ] o <
Man fubtvabict 44 von 6, abbivt die gefunde-

= p
o
3
I
-~

nen # ju 13,

2. Briidhe von verfcdhiedenen Nennern ierben avdivt oder
jubtvabivt, nachvem fie auf denfelben Nenner gebracht worben (§. 8, 3).

Die Briidhe & und 4 erbalten beide ven Menner 5 >< 7 v. 1. 35,
wenn man den Menner und ven Rdhler bet dem exiten mit 7, bet dem
jweiten mit 5 multiplicivt (§. 8, 3). Die ftatt bder Briiche § und 4
gefunvenen % und ¢ fdunen abbirt und fubtrahivt werben.

Die Briiche {5 und §, wovon ber Nenner 4 im Menner 12 auf-
gebt, braudjen nidht eimen grifern enmer als 12 3u erbalten, weil

3 3 .9 9

4 £.°3 g
Die Brithe L und §, veven Nenner ven gemeinjchafjtlichen Divi
jor 3 BHaben, braudhen nicht auf ven NMemmer 12 >< 9, joudern nur auf
pen Menmer 12 >< 3 0. i. 36 gebracht ju werben, indent man bei dem
erftenn Bruch mit 36 : 12 b. 1. 3, bei bem weiten mit 36 : 9 ». i. 4
pen Jenner und Ribhler multiplicivt. So evhilt man ftatt G wd §
vie gleichuamigen Briiche $4 und £

Sb

3. Dev tleinfte MNenner, auf welchen mehreve Briiche gebracht mwer-
ben fiunen (Genevalnenner), ift ber fleinjte gemeinjchaftliche Divivuus
ver eingelnen MNenuer (8.7, 4). Wm denjelben unmittelbar ju berechnen,
(Rt man die Nenner unbeachtet, weldhe in anbern Jennern aufgehen, und
multiplicivt die gemeinjchaftlichen Divijoven der iibvigen Nenner mit ver
befonvern Divijoven derjelben. €8 feien 3. V. die Jtenner der Vriiche

iRt h 1162435 a4 210 1055 366,
Man frreicht 6, 4, 12, weil fie in 24 aufgehen, und 15, 21, 35, weil
fie in 105 aufgehen. (Gine Unterlajjung in biefer Hinficht bringt Fei
nten Febler.) Von pen Jtennern.
184245 4051057 56
baben 18, 24, 10, 56 ven gemeinjdhaftlichen Divifor 2, und ihr gentein:
fchaftlicher Nenner ijt 2mal fo grof, ald ihn die enner
ORI S ek 508
erfordern. $iervon fillt ver MNenmer 5 wey, weil ev in 105 aufgeht.
Lon ben Nennern
Qe 427405 28

Haben 12 unp 28 ben gemeinjchaftlichen Factor 2. Jhr Generalnenner
ijt 2mal jo gvoR al8 ver filx die Jenner



§. 9. Ubbition unb Subtvaction ber Briide 25
it BLid05a 114

exforderliche, weldyer wiederum 2mal fo grofi ift al8 dex, auf welchen dieNenner
g3 105" 7

gebradht werben fdnnen. Bon diefen Dbleiben 3 und 7 unbeachtet, weil
fie in 105 aufgehen. Die Nenner 9 und 105 haben aber den getnein:
jdaftlichen Divifor 3, und erforbern bden gemeinjdhaftlichen Jenner 3

>< 3 >< 35, mithin ift der gefudhte fleinfte Generalnenner 2 > 2 ><
PSR WS I 2520.
@ dema: 18 (12) (15) (6) 24 (35) 10 (4) (21) 105 56 (2
9 |2 (5 105 28 (2
9 6 105 14 (2
9 (3 LO5 (7) (2
3 39
AR el T i) Yl Sl S i s U R EE AR T
Man hebt nur einfache gemeinfchaftliche Diviforen (2, 3, 5, 7, ..

in aufiteigenver Orvbnung aus, um nicht miglicherweife durch unndthige
Sactoren den Genevalnemner ju vevarifern.

Um fiiv die eingelnen Britche die Babhlen ju finden, mit venen die
Sahler wie die Nenner gu multipliciven find, fann man die 8. 7, 2 ae

8.7, 2

machten Bemerfungen benuten.
18 b. i. 2><3><3 in 2520 ijt 2><2><hH><T7 0. . 140mal enth.
12 = 2 2><2><3 : 2><3><h><T R )
15 = = 3><5 = 2> D> 168 -
6 Zaad 252> 3><h><T = 420 2
24 2><2><2><3 3><H><T 105
3D sk ihxaT : 2> D33 T2 z
10 = 2 25«5 2 D>B><F>aT = 21259
fiz oz 529 2><3><3><h><T = = 630
0 R L 2><2><2><3><H 120
105 = = 3><H5><T > 2ol 2523 24
36 = 2 2><V<V>cT = I><3><h {5 =
Beijpiel
) 22 o (R L IS ) B L D,
92 676 91 230 S0G 16 Lo
25 1036 21 39 (13) (3) (3
21 399 - o
91 637 L =
| ¥}
25233 ><T><13=1092
2795 1 1092 1092:21—52, 135c52— 676,
£ oo i 39=28, 37><28-—1036
93 obd 41 52—21, 19><21= 399,
1092”91 12—91, 7><91— (37,
13 13 &2 676 X
ke e

ourd) 4 und burd) 3, alfo purd) 12 bividivt wird.

o'y, Wwelcher Brud) verfitrst werden fann, indem beiverfeits
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- 391%| 7|49 o4:
: 10 364, 0D, &7
S84
53 L
9341 | 31141:2 148 : 156
|"?‘I£-, :" ,:l } -)-]-
7 z ey 0D, 15

Man jubtral

45, 1. . .

ffeveny zu

& 10. Muliplication und Divifion eined Bruds
purd) ganze Jahlen.

I. Um einen Brud) mit einer ganzen Fabl ju m ultipliciven,

multiplicict man ven Bibler; 3. B. § < 5 = ="

: - 15 — 33,
Denn 3 Theile, beven 4 auf eine Ginbeit gehen, Smal genommnien, find
3 >< b jolche Theile. Obev: pen 4ten Theil von 3 erfilt man 5Smal,
indem man den 4ten Theil von 3 > 5 nimmt.

Der ju bevechnenve Brudh ijt vor der Vevedymung fo viel ald mige
fid) 3u verfitven (8. S, 3), 3. B.

" 3 >< 12 iy
§x 12 =" = = 4
4 3 ><'8 3 v
-:; SR = i = 3 > 2 =6.
8 >¢ 8§ = 3 b. b Brudh > Nenner = Rdbhler, weil der Brud) der

D.
Quotient des Bihlerd durd) den enmer ift, und Quotient >< Divijor
Dividendus (§. 3, 1).
Um eine gemifdhte Fabhl zu multipliciven, multiplicict man ent-
weber ben Bruch und die gange Bahl und avdirt die Producte, oder
man ridiet die gemijdhte Bahl ein unb verfibrt wie oben.

3. B. 86 >< 48 ober: 86 >< 48
1621 613 172
688 86 516
344 & 9
4144 2245><48  2245><24
26 31
4490
8980
53880 : 13=—=4144 l:‘:§‘
18
5%
60

o]



§. 10, SMultipfication und Divifion enned BVrud)® duvd) ganze Bahlen 27

Gben o bei mehrfach benannten Babhlen.
2, Um einen Bruch durch eine ganze Aabl i vividiven, mul

ity

tipticict man den Nenner; 3. B.
e 3 S 1
1158 =—c=r7o(n ken: ,3 burd) 4mal 5
in je 5 gleiche .Il,wi{c, mithin

Theilt man bie 4tel eciner Einbeit in je 5 gleidh
200 Theile, fo erbalt man g al8
That giebt der

pie Einbeit tn 4 > 5 b. i Hten
al§ bHten Thetl von §. Jn ber

Theil von F, unb %
bem Divijor 5, ben

~—— ober &, multiplicivt mit

’
3
> D

Quotient i Dint
benbusd $ (8. 3, 1).

Der ju bevecdhnenbde

s B

Bruch ift vor der Bevedhnung foviel ald mig

lich zu verkiirzen, 3. B.
25 + 15 25 ihe 3 45 e

L e TR D T e e

28 : 25 e 88 1 b = P

Man fann den Babler jofort bividiven, wenn fein Jieft bleibt.

Um eine quu'1utc BAabl zu bividbiven, bividirt man bie gange
Aahl, wenn fie qgerdger ift al8 der Divifor, vidhtet bie ald Heft ver-
Dlichene gemifchte Rabl ecin und verfdhrt wie verher. NWian fann
aud) bie gegebene gemijchte Bahl einrvichten und wie obenm verfahren
pber: 8268 : 17

BLEB ERIGR e = AR S g
38
b5 6613 389 — 485
146 8><17 " ;
136
M 85
102 : 17 =
B 8>< 117

per  gemijchten

4

{2 : 3, inbem man Deibe Theile
purch 13 Ddividbirt.

auj einen Thalerbrud) zu rvebuciven, fagt man
Sgr. Dann 188 Sgr. =
fagt man

B3G5 00
.l_),m i g == by

Babl unb ben Divifor
Um 18 @gr. 71 By.
guniddit: 7L Pf. = T+ : 12 Ggr. =
18 : 30 Lhlv = 4 Thix. Um 32 Thaler zu rejolviven,
nun fivzer al8 §. 4 gezeigt wurbe:
7 Thie. = 3§ >< 30 Sgr.
= 2 >< 12 Pf. = 10 Tf., daher 42

D

= 133 p. i. 20§ ©gv., und § Sgy
Thir. = 20 Sgr. 10 Pf.

tcation und Divifion durd einen

§. 11, Multipl
Brud.

iten Theil einer

1. Anjtatt des ausfithrlichern usdbrucdsd ,,den
Grife 3mal nehmen’ gebrvaucht man den Eiivzeven ., (von) ber Gudfe

nehmen’’ ober ,,vie Grofe Fmal nehmen,” obgleich ein Multiplicator uy-
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28

fpriinglich nur eine gamge Babl jein fanmn (§. 2, 3). 3. B. § von 5
Ctr. find : 1 2 p. i 3 Gtr. Bei dem Ausdyuc , 3 von 5 Cte.” it
nicht etiva an Subtvafiven von einem Weinuendus zu denfen. Vejtimm-
tev fagt man: jmal 5 Gfr,

Wit einem Brudhe multipliciven it dbaber: duvd) den Nen-
ner bipidiven, und ven Qluotienten mit vem Zdhler multipliciven; ober
mit bem Zihler multipliciven und bad Product duvch den Nenner bi
pidiven. 3. B. Um eine Groge mit § ju multipliciven, faun man ent-
mweber bdie Gurofe dyrch 4 bdividiven und ven Quotienten mit 3 multi-
pliciven, over die ®Grife mit 3 multipliciven und das Probuct durdh 4
pivibiven. Denn ver 4te Theil der 3fachen Grife ijt 3mal fo grof
al8 ber 4te Theil ber einfadien Grife.

Um bdie jabrlichen Rinfen eined Capitald ju 4 Procent ju beved
nen, hat man, weil 100 Thiv. Capital 4 Thiv. Binfen geben, mithin 1
Thiv. Capital 45 ThHiv. Rinjen (§. 6), dad Capital mit 3, bei 5
Proc. mit 55, bei 34 Proe. mit 3L : 100 b. i 5f5 au multipliciven.

Der Audorucd Procent vevtritt ven enmer 100,

2. Um einen Bruch mit einem VBrudy ju multipliciven,
multiplicivt man ven Adbler mit vem Adhler und den Nemner mit bem
Nenner. 3. B.

¢ )
§ == ey

e 3 W b el ; S s b i }
Denn § : T ober i mit 5 multiplicivt giebt 11 = ;:~5u[t|cu:,,.%uml

5 ourch 4mal 7). Ober § >< 5 . i. =7 ° durch 7 bividirt giebt
3 ><'5 . v
2 wie porhin.
R e
15 3 3
T RS 5
< ==
i ! 4 1 — 1
iz >< 77 ]l e e
(i iy 1 D> i
gy X o >X = 9 CEEE
. g Rl T 83 =
gl W= ow T 5

Um mit einer gemijchten Babhl ju multipliciven, mulftplicivt man
entiveber mit dem Bruch und mit der ganyen Rahl und addivt bie Pro-
bucte, ober man vichtet tie gemifchte Bahl ein und multiplicivt mit dem
unechten Bruche,
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3. B 458 X 1Th — § > 2 }
45 > % 30
ey 23
4by et LT 315
15
— S081
- o o 183 >< 53 e
vner: 454 >< 174 e i bl h8i
551
18
3233 : 4 = 808}
o . 30 3 1T 59 52 T F><13 }
21 ><OE X2 <34, 02 B4 > 1T 4 = 48

eine mehrfach benannte Bahl, welde einen Bruch enthilt,
£ su multipliciven, bevechiet man ven 5ten Theil vevfelben, mul-
tiplicivt diefen mit 2, fowie bie gegebene Bahl mit 27

7 und abbirt bie

Producte; odev man multiplicict den 5Sten Theil fofort mit 137. Auch

tann man die gegebene Zabl vefolviven, mit 237 multipliciven unb pas
a Hah

LProbuct veduciven. 3. B,

-

18 Gtr. 57 Pjb. 198 Loth >< 2

a*

s k) 1634
(] 57 19 2 5
3 330 64
387 83
e a9
B Yl )
H 9 Bt '8
2 5 4 = %

I8 = o7 7 19
T it

14 6 19
216 399 243
27 114 27 g
800 = 1555 532
45 32
16, 1= &1
192
on .,
7 45 = [-:‘J‘F‘ #
31810 o b [ 204 =
507 Ctr. 60 Pfo. 2147 Loth.
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Sbper: 3 Gty 77 Pfo 16 26 Qoth >< 137
96 71 101 %22
11 959 Q99 =g
7 959 137 3062 39
10620 2993 62
72 224 119)
60 53 21
32
21
Ober: 18 Gtr. Pfo. 198 Loth
1980
57
2037 PBib.
6111
1074
195
6520348 \fL\{[l\_
156426 A
— Loth, >< \J‘,
)

156426
1369278
3194982

62530362 £ 1786581 £ : 32 —"558304¢ : 110=507 Etr.
o) 160 83
275 186 60 ¢2.
245 160
303 265
250 256
230 98
210 96
203 21 Yotl
175
286
280
B2
515)
29
3. Um durd einen Brud) ju bividiven, multiplicivt man
mit bem umgelehrien (vecipvoten) Brudy; 3. B.
34 '=3 >4 E’T’W:}.

ie Aufgabe, 3 onvch 4

man bas Berhaltnif

—
A

Dol

i pipit
2l T

oivent, entfpringt undchit bavaus, baf
h. fragt, wievielmal 4 in 3

jucht, o



§. 11. Muli

plication und Divifion durd einen Brud. 31
T i \ T 3 >< § a9 BB I
enthalten ijt. Nun ift 3 = ! ~und 4 in = Jobtelmal enthal-
t )
ten als 4 Stid in 3 >< 5 Stitd, ober 4 in 3 > 5, ndmlich

b oD

- ” € 2 o . ~ v
mal., 8 entitebt aber i paourcy aus8 3, baf ntan mit vem “Braum
¢ multiplicivt, weldjer duvch Umbehrung bes Brud)s ¢ gebilvet it.

%u bemfelben Bicle fithvt die Uebevlegung: & in 1 ift butal, 4 in
ven dten Theil jo viel d. i fmal, £ in 3 ift 3mal foviel b. i.

“Inal enthalten, u. §. .
DOie RNichtigleit des Quotienten 3 >< 3 Deftatigt fich, indem er mit
bem Divijor 4§ multiplicict den Dividendus 3 giebt (8. B,

£ fo ift 33 : 4 hon ik 23 >< 5 - s .

Gben fo ift 32 e e b — 4.8 weil

37 > ¢ > ¢ = 3%, (Um ben Quotienten auf vem anpern Wene A

i | D b )
fiuben, miifjte man bie Briiche auf denjelben Nenner bringen).
stih =88 <5 1:3 =5 1: =84t

A. Um durd) eine gemijchte Zahl zu dividiven, muf man fie
einvichten und mit bem umgeehrten Brudy multipliciven. 3. B,

O
D) hersis {1 N W o T R 3 9.4
9 =3:% =3 x B 24,
D0 >e
O H e S PR e <5 . 908
2y O Sl S el
[ ety

58 ift 3 : b% weniger als 3 : 5, weil ber Divifor 5% mebr al8
5 ift. Mt ven Theilen ve§ gemijchten l‘:im]uw tann nicht ohne Wei-
teve8 gerechnet werben.

Die Aufgabe: 7 ThHv. 13 Sgr. burd) 22 3u bdividiven, ben
Quotienten mit 53 ju multipliciven, bas Product durd) 52 3u dividiven

und pen Quotienten mit 14 ju multipliciven, — wird nadh 8. 10 be-
jeichnet
7 3hlv. 13 Sgr. >< 51 >< 14
22 < o

und giebt nac) Unwendung ver vovftehenden PRegeln
7 Thiv. 13 Sgr. >< 6 >< k60> hi o )
L7152 i QT =
oper perkitryt
Ehir, 13 Sgr. >< 2 > 16

= =T Zhiv. 13 Syr.
17 > 3 s ot

ot o L)

Der Ausbruct |, dburch etwen Bendh bividiven' it micht weniger fitnfil idj, al§ per
Ausdbrud , mit ehitemn Brude n lieteen, ™ wenn dev Quotient eien Theil bdes
Jieenbus beventen joll.  Der Ausddbvud | eine ®rife burdy 4 ﬂ\un\u“ ober ,,ben
ttenm Theil ber Grd nehmen” ift aber gleichberechtigt und nach bem Obigen gleidh
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F

Bebentend mit bem Nusbrude ,,bie Oréfe Jmal nehmen’ (§. 3, 3). Daf eune 5ul\l
u.uh einen echten Vruch Divibivt guofer wird, lH ebenjo wenig bejremblich, al8 baf
jie mit einem echten BVrud) multiplicit Ieiner wivd.

8 12. Ginfade und jufammengejeste Regel de tri
mit Briden

Die in § 5 aufgeftellten Sage behalten ihre Geltung, wenn
man ftatt der dovt vorfommenden gauzen Jablen Vriiche oder gemijche
Sablen cinfiil;'

3. B. + Biv. fojtet den 7Tten lwii joniel alg 1 Bfd., und 4 Pfb.
fojten 4mal ‘\Lu Tten Theil jovtel alg 1 Bfo., wofix nach §. 11, 1 ge:
fagt wird:

+ Pfo. Tojten 4mal joviel ald 1 Pib.
eben fo wic man fagte:
5 Pio. foften Hmal fooiel ald 1 Pfb.

Ferner fojtet 1 Pfo. Ymal foviel als § Pjp., 5 PBiv. 9mal joviel
als 3 Pfo., daber fojtet 1 Pfv. Ymal den Sten Theil fooiel b. i. mal
joviel af8 § Bfo. Wit 2 multipliciven ift abev pafjelbe, alg buvc) 3§
pividiven ober denm Ften Theil nehmen (§. 11, 4); daber fann man den
Saty

Pfo. fojtet 2mal foviel als § Pfd.
auch wie fcmt ausiprechen:
1 Pfund fojtet den jten Theil foviel ald § 2 PBib.
eben fo wie man Dbei gamgen Aablen fagte:
Piv. toftet ven Gten Theil foviel ald 6 Pfd.

Die eingelnen Siige der Regel de tri (§. 6) laffen fich baher mit

Britdhen genau eben fo aufjtellen, ald mit gangen Aablen.

Aufgabe

93 Gtr. Waarve fojten 472 Thiv. 20 Sgr,, toieviel werben 344

&ty. foften?
Aufl. 93 Ctv. foften 472 ThHiv, 20 Sgr.
| Gtr, fojtet den 98ten Theil foviel . L
{72 Thir. 20 Sgr.
04
Gtr. Toften 342mal joviel d. i
172 Thiv. 20 Sgr. >< 34%

93
-2




§. 12. Ginfacje und jujammengefefste Regel de tri mit Britdjen.

e e . £ (G ay ™~ 9 ~ & ! IRy B &ar
Kuge. 172 Zhiv. _e_: Cgr. > 240 ><5 _ 118 Thiv. 5 Sgr. > 100
1 ><48 7
= 11816 Thiv. 20 Sar. : 7 = 1688 ThHir. 2§ Sqr.

Antw. 34F Ctr. fojten 1688 Thix. 2§ Sqr.

Aufgabe.
Gin Forit ijt 17 Jahrve lang wm 1§ Proc. feines anfanglichen Be:
ftanbes jahrlich gewadyjen und halt 16608 Klaftern. Wie qrof war bder
anfingliche Bejtand ?

Aufl. Aug 100 Klaftern wurben in 1 Jahr 100 + 13, in 2
Jahren 100 13 >< 2, in 17 Jabren 100 4+ 13 > 17 b. i. 1293
Klajtern.  Weil nach vem anfinglichen Beftand gefragt ift, fo jagt
man

1295 Slaftern find aud 100 Klaftern entftanden,
100 KL,
129§
100 L. >< 16608
1294

16608

100 K1 >< 16608 >
Ausr. 2 >fm 608 >< 4 _ 100 SL >< 32 > 4 —12800 §I.
o1

Antw. Der anfingliche Beftand war 12800 Klaftern.

Aufgabe.
Als ber Scheffel Kovn 43 Thiv, foftete, erhielt man fiir 10 Syr.
74 Bfo. Brob; wieviel erhilt man, wenn der Scheffel 34 Thir.
foftet?

Aufl. DBei 43 TH. Kovnpreid evhielt man 74 Pid. Brobd.
fidr 5 - - 71 P < 43
e ; o TE Piv. > 4
e ' 34
15 PBfp. >< 19>< 3
Ausr. — pib. — =10 PBfp. 22 Loth.

2><4><10
Antw. Wenn ver ©cheffel Kovn 31 Thiv. foftet, fo erhilt man fir
10 Sgr. 10 Pfp. 22 Loth Brod.
Aufgabe.
Gin Ods auf ber Weibe an einem 7% Fuf langen Seile frift in
2 Tagen das Gras ab, weldes ex evveichen fann. Wieviel Tage fommt

ev aud, wenn das Seil 135 Fuf lang ift ?

Balger. I 2. Aujl 5
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Aufldjung.

Wern pas Seil 73 Ful laug, fo veicht ver Ohs 2 Tage
e : 2 ZTage
TE><T4
139 : 2 Tage>< 13§ > 133
' T3> T4

Dennt ber Kreis von 2 Fuf Radiug hat 2 >< 2mal fovtel Flicde als

per §reis vou 1 Fuf NRaedbiug, u. . w. (§. 5, 4)

PEFEEIRE Seihh S i) -]
Lo 15 =db . s

Antw. TWenn bas Seil 133 Fuf lang ift, {o hat der Ods 64 b.

faft 7 Tage 3u frefjen.

Ausdr.

it T— aid be.

33 Quart filllen einen Wiirfel von 6 Boll Lange. Wieviel fafit
ein Wiirfel von 4 Fup 4 Boll Lange?
Auil. Der Wiirfel von 6 Joll Linge faft 34 Quart.
38 Quart

)
1 AT :
6><6><6

s 38 Qu. >< 52 X 5252

6 >< 6 >< 6

i 2L 25 AL 98 25 02 g5 b RN A3 DAY,

2 v Sl o

Antw, Gin Wifel von 4 Fup 4 Foll Linge jaft 2197 Quart,

2. Nufgaben, beven Lofung mehrfache Anvendung der r Jegel de tri
erfordert, beiffien Aufgaben der yufammengefetten Regel De tri
Regula guinque, septem, 1. {. w., Setteuvegel).

Aufgabe.

Qennt 5 Gtv. fiir 21 Thiv. 14 Meifen weit gejchafit werben, wie-
piel 3ablt man fiiv 21 Gtr. 25 Wieilen eit ?
Auil Fix b Ctr. zablt man 24 Thiv., und bei gleicher Entfernung
fiiv 1 Gtr. pen bHten Theil, filv 21 Ctv. 21mal jo viel, D.-i.

21 Thlv. >< 21
-i
Diefe Lajt 1 Meile weit ju jchaffen, fojtet den 1dten Theil, 25 Niei
fen weit 25mal fo viel, aljo
p.= I ) Dl R i T

14

%
5 o
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T

NAusr.

Antm. 2

b Bl 1S e
b A
Ctr. 25 Weeilen weit fojten 183 ThHix.

N | T

b

Aufgabe.

Au wieviel Procent ift bas Capital 6300 Zhlv. ausgeliehen, wenn
eé in 20 Jabhren 5670 Thr, Ainfen getragen hat ?
Aufl. 6300 Thiv. trugen in 20 Jabhren 5670 Thlx. Rinfen, in 1
Jabhy ven 20ten Theil foviel; 1 Ehlv. trug ben !mHvan Theil, 100
Zhiv. 100mal foviel, o
o670 Thlr. >< 100 . _
200 >< 6300 SN

567 §
?I. nar. 9 < 63 - ; 3 1
p )b
Antw. Dag Capital 6300 Thix, ftand ju 4% Proe. Binjen qus.

(o

Aufgabe.

Einen Canal 735' lang, 10 mr, 21 breit ju gvaben, brauden 140
Arbeiter, welche taglich 74 Stunbve arbeiten, 546 Tage. Wie lang wird
ein 15 tiefer, 25' breiter Ganal, weldhen in 324 Zagen, 81 Stunve
taglich, 152 Avbeiter gqraben?

Aufl. Wenn ber Canal 1 jtatt 10° tief ift, fo wird er, unter fonjt
gleiden Umftdnden, 10mal fo lang; wenn ev 15 ftatt 1/ tief ijt, wirp
er den 15ten Theil fo lang.

Wenn der Canal 1* ftatt 217 breit ift, fo wird er 21mal jo lang;
wenn er 25° ftatt 1 breit ijt, wird er den 25ten Theil o lang.

Wenn nicht 140, fondern 182 Yrbeiter darvan graben, fo wird er
ben 140ten Theil 182mal fo lang.

Wenn die Arbeiter nicht 546, fondern 324 Zage graben, jo wird
ev bent 546ten Theil 324mal o lang.

Wenn bdie Avbeiter taglich nicht T;, fonbern 81 Stunbe arbeiten,
fo wird er ven Thten Theil Simal fo lang, Alfo wird der Ganal
735" > 10 < 21 >< 182 < 324 < 84

15 >< 25 < 140 >< 546 >< g '
735> 10 > 21 < 182 >< 324 >< 25 Sty

13 >< 25 '3< 140 >€ 546 ><' 3 > 15
Antw. Diejer Canal wird 3524 Fuf lang.

Lang.

Ausr. 3524,

Aufgabe.
Wieviel prenf. Fuf find 139 par. Fuk, ba 15 par. = 16’ engl.,
28! engl. = 27’ ditr., 139 oftr. = 140 preug. ?
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Aufl. Da 1 par. = 16/ engl., fo vermwandelt man par. Fuf in engl.
Fuf, inbem man um {' multiplicivt, w. {. w. Folglid
" par. = il engl. = il M.X ] Bftr.
' 15 ; 15 >< 28

A
a 1D 28 S
q : o
139>G 16 Al 24 140 jgis¢ 9 =104,
15 > 28 <
oA ntw. 139° par. = 144 preuf.

preuf.

Audr

Aufgabe.

Wie theuer wird 1 leipziger Pfuud Waare verfouft, von ber 1
hamburger Pjund 64 Wiant Tojtet, wenn bie Verjendung 5 Proc, Un:
foften gemadht hat und 8 Proc. Gewint qcnmmmn werpen? (1 Wiart
= 2 Thiv., 100 Pfo. hamb. = 1033 Pip. letpz.

Aufl. 1 Hamb, Pivo. fojtet in Hamburg § Thiv. und bei 5 Proc. Un
o f . Pins ; : e 5 1O 15
foften in Yeipig 10fmal fo viel; 1 letp3. PBio. foftet I“,llllu jo viel,
unp mit 8 Proc. Gewinn verfauft Lasmal fo viel, aljo

BaEhlr >< 105 >< Luu >< 108

9 ¢ 100 > 1035 >< 100

I%III; g 108 i -~ \ i
ey P o \< Thiv. = 2 Thiv. 22 Ngr. 137 P

207 > 100 e
Antw. Gin leipz. Pfund diefer Waarve wird fiilr 2 Thiv. 22 Ngr.
147 Bf. verfauft.

Audr.

NAujgabe.

@8 foll in Leipaig cin Wedhfel auf Amjtervam bon 1000 Ducaten
gefauft werven. Der Amiterbamer Courd in Leipzig ift 1435 (Thaler
fiiv 250 bolf, Oulden ded Wedhiels). Der Ducaten qilt in t,‘m'.in‘rbam

5 L'\‘ui"(‘ll 6% Gentimes (1 Gulven = 100 Cent.). Der Wedhsler er-
halt 4 Proc. nebjt 1 Promille () Vedblergebithr Couvtage). LWieviel
foftet *Ll‘ LWechjel ?
Aufl. 1000 Due. = 1000 X 545 Gulden
000 i b2 S
: ] >< '~]||n >< l!’ «l[‘h.
250 :

mit 43 Proc. Unfojten
1000 > 5 68 < 1433 >< |||(|.I.‘;‘:

100 ~

= Thiv
250 >< 100 !




§. 13. Theilung nad)y gegebenen BVerbiltniffer. 37

1000 > 568 > 287 >< "»”l" 74 13851
250 >< 100 >< 100 > 2 >< 30 s00000°
Antw. Der Wedpjel fojtet 3274 .L[;h. l'J Nar. 5 Py

Ausr.

§ 13. Zhetlung nady gegebenen BVerbhdaltniffen.

L. Wenn die gleichartigen Grifen A, B, C, . . eine gewiffe Grdfe
(Ginleit) per Reibe nad) 2,3, 5, . . mal enthalten, jo vexhalten fie

fidh au eimanber ber ‘)tct)c nacy wie bdie ‘r;al)lclz e Tl At ) N
vad BVerhilinif A : B ift 2 : .5, pas “mlalnu}\ A Cutit 2 ;05 bag
Berhiltnif C: B r|t R S T 3, 2). Man veveinigt diefe An-
gaben in pem Ausbruc

A:B:C=2:8:5,

welder eine Propovtion*) genaunt wivd. Aus der Proportion er-
fennt man nicht mur, dag
S ') s i e g O,

B=34" B=3%0C11{D
jonpernt aud, daf
f}A=3B=14C,
und nach Weultiplication mit 2 . 3 . 5,
i As—=iRBI= 6\

Denn nad) der BVovausfepung betvagen § A, L B, L C je 1 Einbeit.

D

2. Die Jablen einer Propovtion fdnnen jammilich mit perfelben
Aahl multiplicict ober buvd) viefelbe Rabl dividivt werden, weil dadurd
ihve LVerbiltniffe su einanber nicht verinbert werben (§. 8, 3). 3. B.
Wenn

A B O —at ol

fo finbet man
A:B:C=24;97: 92,
inbem wan £, §, & mit vem Genevaluenner 36 multiplicivt.

Wenn ferner

D:E:F =21:28: 35,
jo finbet man

B Rl Dl B S s e
tndem man 21, 28, 35 durd) ihven gemeinjchaftlichen Divifor 7 divivivt.

3. Wenn A und B pie Theile eines Gangen find und 3u einan-
pev wie 2 und 3 {id) verbalten, fo hat vas Gamge 2 + 3 v.i. 5 Ein
hettert, deven 2 auf A, 3 auf B fommen. 2Aus der Propovtion bper
Theile

Bergl. 3tes Vudy §. 1.
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A:B=2:3

evfenut man alfo, pag A = % des8 Ganzen, B = £ ved Gamgen ift.
Wenn A, B, C die Theile eined Gangen find und ju einander wie
2, 3, 5 fih verhalten, fo hat vas Gange 2 + 3 + 5 b. i. 10 €in-

]

E)\‘itcll, peven 2 \Illf .-‘\, 3 \"ll[i H', D \Tltf O fonmmmen. Aud der ““-rﬂpor—'
tion ber Theile

AT B G 0s: BU05
':l‘[ﬂt ﬂlfL‘, baff A = % Dbed (Sjﬂﬂ')t‘ll! Bie= I:;l) ped L.-\SQHSCN, (e J.-'.l_l
bes Gamgen ift.

4, Oejelljdaftérednung heipt die Theilung einer Grife
nach gegebenen BVerhaltniffen v. i in ungleiche Theile, veren Bevhilt-
nijfe zu einander gegeben find. oll 3. B. bdie Grdfe M nach den
Berhiltniffen 3 : 4 : 5 in bie Theile A, B, C getheilt mwerdben, fo
jchliept man aud ber Propovtion ver Theile

N R SRR e L LR GO
bap A eine gewifje ®rife (Ginheit) 3mal, B biefelbe Grdge 4mal, C
piefelbe bmal, aljo M bdiefelbe 3 4 4 4 5 b.i. 12mal enthilt. Daber
theilt man M in 12 gleiche Theile und nimmt deven 3 fiiv A, 4 fiix
B¢ 5 Hie @t

Bei pen Aufgaben ver Gefellfdhaftsvechnung fommt in Betvacht
1y die ju theilenve Grisfe, 2) die Propovtion der Theile, 3) dbie Smmme
ber Bablen der Proportion, 4) Divifion ver ju theilenden Grdfe durd
piefe ©umue, 5) Weultiplication ved Quotienten mit den eingelnen Rabh-
len ber Proportion.

Aufgabe

9728 ZThiv. jollen unter drei Britber nady BVevhiltnify ifres Alters
(36, 24, 16 Jabr) getheilt werven. Wieviel exhalt jeder?

Aufl. Die Theile verhalten fih) wie 36 : 24 : 16 0. 1. 9:6: 4,
folglich Detragen fie

9728 >< & Zhir., 9728 > & Thiv, 9728 >< 4 Fhir.

1
Ausr. 9728 : 19 = 512, 512 ><'9 = 4608
23 512 > 6 — 13072
38 512 > 4 — 248
9728.

Antiw. Die Briider erhalten 4608, 3072, 2048 Thix.

Aufgabe.

Bier Perfounen faufen ein Lood, wosu A 8§ Thiv. 10 Sgr., B 12
)

Thix. 25 Sgr., C 6 Thiv. 20 Sgr., D 13 Thiv. giebt. Dasd Loosd



§. 13. Theilung nach gegebenen Berhdltnifjen 39

gewinut 10000 Zhlr., wovon 124 Broc. die Haupteajje und 34 Proc.

per Einmebmer al\,uhr Wieviel befommt jeber ?

10 000 ZThir. >< 873

100

per Ginnehmer zabhlt dafiiv 10BP0 by, s BT o U0 aus.  Diefe
100 >< 100 |

Geldfummmen haben vie vier Perfonen nady BVevhaltnif ver Beitrige ju

theilen, welche fich verbalten wie

200z 385 2200 1390 =50 ¢ T7 =40 : T8,
Die vier Perjonen erhalten £0%, A%, 4%, A% bver ausdgejablten
Summe.

Aufl. Die Lotteriecaffe zablt fitr das Loos

Ausdr. 87+ >< 963 84581, 84581 : 245 = 341+
A erhialt 344} >< 50 726 Zhiv
35 s 344l > T7 = 265
Ol st 34t e A0l :
D' - 344 < TR = -

Aufgabe
3m Sprengpulver verhalten fich die WMajfen von Salpeter und

Stoble wie 16 ju 5, von Salpeter und Schwefel wie 10 ju 3. Wie
viel von diefen Stofjen it ju 5934 Pjund Sprengpulver nsthig?
Aufl Auf 1 Phmd Salpeter fommt 3 Pid. Koble und 5 Piv.
Schwefel, mithin ift 5934 Pio. nady ben BVevbiiltnifjen 1 : 5 : & =
80 : 25 : 24 ju theilen. Das Pulver enthaflt

5934 >< &9 PBfp. Salpeter,

5934 >< #7 Bfp. Kohle,

5934 > 24 Biv. Schivefel.

Audr. 5934 : 129 = 46, 46 >< 80 = 3680 Pjb. Salpeter.
A6 05 = 50 1 iR ahle]
46 > 24 = 1104 - Sdhwefel

5934 Pfo. Puloer.
Aufgabe.
Au einer gemeinjdyaftlichen Unternehmung gab A 200 ThHix. auf
1 Monate, B 160 Thiv. auf 6 Neonate, C 120 Thiv. auf 8 Monate.
Sie gewannen 136 Thiv. ‘“ﬁcnia‘{ befonmmt jever davon?
Anfl. Gilt ver Anjpruch Gines, bver 1 Thix. auj 1 Weonat gegeben
hitte, ald Ginbeit, jo fommen vom Gewinn dem A 200 >< 4, vem B
160 >< 6, bem C 120 > 8 Ginbeiten zu, und ihre Anjpriiche verhal
ten fidy wie
200 < 42160 >< 6 1120 > S—=ib: 6 £6!
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Daber beformmt A 136 > % Thiv, B und C 136 X 1% Thix.
Nuun ift 136 : 17 = 8, mithin evhalt
AT Bine 5 — 10-Thix.
B 8 > 6 = 48
@8 b= 487 s
136 THix.

5. Die Mijdungsregel betvifjit vie Grmittelung des Berhalt-
niffes, nach) welchem wei Sovten von gegebenem Werthe gemijcht wer-
den miiffen, damit bie Mijchung einen gegebenen Werth evhilt. 3. 8.
YAus ywei Sovten Wein, A und B, vou denen das LQuart 36 und 20
Sgr. fojtet, joll eine Mittelforte M gemijcht wevrden, vou dev das Luart
30 Sgr. fojter.  Vian Hat in der Wiijchung

an 1 Quart A 36 — 30 Sqr. b. i. 6 Sgr. Bexlujt,
an 1 Quart B 30 — 20 Sgr. b. i. 10 Sgr. Gewinn,

fL‘l_f![.l(E)

an 10 QDuart A 6 . 10 Sgr. BVerluft,
an 6 Quart B 10 . 6 Sgv. Gewinn.

Der Berluft an A wird durd) den Gewinn an B aufgehoben , wenn
man 10 Ginfeiten (A) mit 6 Ginfeiten B iijdht, alfo
A:B=10:6=25:3

b. ). A = 3 B = & ver Mifchung, B = & A = § ver Mifchung

Die Mifchungsdregel lautet vemnach: ,Bilve bie Difjevengen ber
Werthe von ver bejfern Sorte unp der WMijchung, von der Mijchung
und der jehlechtern Sorvte; mijehe bie befjeve Sovte mit dev jdhlechtern
nady bem Verhiltnif der zweiten Diffeveny sur exjten Differenz”.

Soll aué einer Sorte (A) ju 36 Sgr. burdy Bufals ven Wajjer
(B) eine Sorte ju 30 Sgr. gemifeht wevven, fo ift die erjte Differeny
3630 Sgr, bie weite Differeny 30—0 Sqr., folglich die Proportion
ber Bejtanbtheile

AR Bl G i

. h. B = 1 A = 1 per Mifchung.

b

Aufgabe

Aué 14(8thigem Silber (A) und Sibthigem Silber (B) joll 12(5-
thiges Silber gemifcht werben. Dag Silber heift 14iothig, wenn eine
Miaxt defjelben 14 CLoth fein Silber (und 2 Loth Kupfer) enthilt.
Aufl. Die erjte Differeny betvagt 14— 12 Loth f., die zweife Diffe-
veny 128 Roth f., folglich



)

8. 14, Die Decimalbriiche. 11

I b O ek
p. ). A= 2 B =2 ber Wijdhung,
B =} A =} ber Mijchung.
Soll aus 1406thigem &ilber (A) durch Aujap von Kupfer (B)
l')lL"llyi\]m ilber beveitet werden, fo ift die exfte Dijfeveny 14 — 12

en
Yoth f., pie zweite Diffeveny 12 — 0 Loth §., aljo
A:B=12:2=6:1

b. b B = } A = 1} ber IMijchung.

§ 14. Die Decimalbriide

Qn allen Sprachen find die Jahlwdrier nady vem Decimaliy
jtem gebilvet, fo paf jehn Gindeiten in einen Behner, zebn Zehuer in
et Hunvert, zehn Hunverte in ein Taujend ujammengejaft werden;
bie neueven Spradhen veveinigen bann taufend Taufende im eine Wil
(ion, million Millionen in eine Villion, u. §. w. Bei ber Begeid
nung pev Sahlen gebraudt man allgemein nach indifcher Criindung,
bie juerft puvch) bpie Avaber weiter verbreitet wurde, diefelben zehn Aif
fern, welche fitv jich Einer beveuten, audy jur Angabe hihever Einbeiten
und macht die hohern Einfeiten dvurd) thve Stellung vor bie Einer
fenntlich, fo oaR bie Behner bie 1te, die Huuberte die 2te, die Taufende
bie 3te, . . , bie WMillionen bie 6te, . ., die Billionen die 12te,
Stelle vov ben Einevn cinnehmen. Ehenfo werben jur Begeichnung
voit niedern Einbeiten (Briiden) vie Stellen nad) den Einern an-
gewenbet*).

Die Einbeiten cimer bejtinunten Stelle find im Decimalihitent
Lomal jo grof als die Einbeiten ver (vedhts) folgenden, 3. B. auf bie
Taufenve folgen Huubverte, auj die Huuderte Behuer, anf die Sebhuer
Giner. Auf vie Ginex rulqu paber in ber lten Stelle Rehntel, in der
2ten ©ftelle Huuvertel, in der 3ten Stelle Taunjendtel, in ver Gten Nl
liontel, in ver 12fen Billiontel, u. {. f. Um die Giner ald joldhe anju-
seigen, madht man nad wuumn ein Romma (Punft, dvad Cinerjei-
chen). Daber bebentet 426,357 . .

*) Die mbl'dnu (avabijchen) Hiffern find tm 13. Jahrbunbdert n. Ehr. in Europa
l\_clgn:uu worben. Die Redymung mit Decimalzablen nady der mnewen Vejeichuuig
bref Al }Dll[hmu., twelcdhes Tovt fpdter fiiv jebe At bon Redhnungs- - Dperationen
aebraudht wurbe. Regiomontan vertanfdte wm 1464 die bei den griedyijchen Wia
”,hll!mfttlil und dberen NRadhfolgernt gebriudylichen Seragefimalbriiche mit denw beque:
niexren T_é?uuilu.n!fli‘u'l:m_ Sn allgemetieren Gebraudy famen bie Decimalbriiche jeit
per jwetten Halfte ded 16. Jahrhunbertd (Recorbe 1557, Stevin 1585.) Die AL
tingung ber Decimalbrudredymung hat Keppler 1623 durd) Pritorvius (von Al
porf) gelernt. Bevgl., Grumert Avdin 24 p. 296.




Gemeine Avithmetif.

4 Hunderte + 2 Behner - 6 Giner + 3 Behntel
+ 5 Hunbertel - 7 Taujenvtel 4 . .

Gleichivie nun 4 Huuberte — 40 Behuer — 400 Einer, 2 Febner
= 20 Giner, aljo dbie gange Jahl — 426 Ciner, fo find 3 Sehntel =
30 Hunvertel — 300 Tanfendtel, 5 Hunbertel = 50 Taufenvtel, alfo

o

bie gebrochene Rahl = 357 Taufendtel. Dean fann aber aud) die 426
Giner 3u 426 000 Taufendtel machen und erhilt eingevichtet 426 357
Taufendvtel,  Daler

QR Ar~ 9 857 __ 436 387
IZ(I,-;-H’ R 1‘2" 1'1'111'\‘1'1 7 ‘1‘05() >

1. Britche, veren Nenner Cinbeiten ved Decimalihitems, 10, 100,
1000, . . . (Potenzen der 10) find, heifen Decimalbritche. Sie
werven ofne Nenner gejdyvicben, indem man die Fehntel von, den Einern
burdy ein Romma trennt. Briihe mit anvern Nennern Deifen ge-
meine Briiche.

2, Um eine gemijchte Decimalzahl zu lefen, lieft man entiveder
(serleat) udchit ver gamgen Rahl einen Brudy, defjen Babhler bie nach
pem Qomma_ ftehenve Bahl und defjen Nenner bev Itenner dev [ek-
ten Stelle ift, ober (eingevichtet) einen Bruch, deffen Bibhler die De-
cimalzahl ohne vad Komma, und vefjen Nenner ver Nenner dev lepten
Stelfe ijt.

Rerlegen und Ginvidyten gefchieht bei Decimalbritchen ofine bie
Rechnung weldhe bei gemeinen Britchen evforvert wird (§. 8, 1).

3. Da bdie Brudhitellen nach der Einevftelle beurtheilt werven, fo
Eann die Leptere nic fehlen. Sft der Decimalbrud) echt, fo muf ev mit
0 Ginern beginnen; 3. B.

7 Aehutel = 0,7.
28 Hunvertel = 2 Iehntel + 8 Hunbdertel = 0,28.
9 Hundvertel = 0 Behutel 4 9 Huuvevtel = 0,09.
307 Taufendtel = 3 Rehutel + 0 Hunbdertel + 7 Taujendtel = 0,307.
1 Zaujendtel = 0,001.
1 Milliontel = 0,000 001.
1847 Hunderttaufendtel = 0,018 47 u. |. f.

Um einen Decimalbrud) ju jhreiben, fdreibt man feinen Zdh-
fer (mb vor benfelbent, wenn ndthig noch Nullen, bis joviel Biffern
pajtehen, ald der enmer Hat) und fegt das Komma fo, bafy bie letite
Stelle ben gegebenen Nenner hat.

e 4835 Less (835w i f

10 100

A. Da 7 Rehutel = 70 Hunvertel = 700 Taujendtel u. {. .
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und 3 Ciner = 30 Rehntel = 300 Hundevtel u. {. §., fo fann man
an einen Decimalbrud) over an eine gange ;)al)L, nachdemnr man das
fomma nach) ver Einerjtelle gemacht hat, Nullen beliebig anbangen ober

bomr Enve weglaffen. ’
0,7 00— 700
3= 3,0 = 3,00 .
IR00" s 100=— 118 (gi=— 18
1800 : 1000 = 1,800 = 1,8.

1500 : 1000 000 = 0,001 800 = = (,0018.

¥

Die Umformung (§. 8, 3) von Decimalbriichen evforbert feine Hed)
nung, jobald man nidht ju gemeinen Briichen fibevgeht.

Nadhy dem Mujter ded Decimalivjtems mit dev Grunbiahl 10 fann man aud
auj anbere Grunbiablen Sabljyfteme bauen, 3. B. ein D obectmalipftemn auf bie
Orundzahl 12. Dazu brandit man nod) 2 Jiffern fitv zehun und elf, 3 B. z, e,
unp bubu aung 12 Ginern 1 Rwslfev (bey. 10), aus 12 Swilfern 1 Hundertvierund-
vm\rqu (bez. lilll}, aug 12 nnnmwmuu pierzigern 1 Eauw::rfimnl_mnbcrmmtm[t
swanziger (bez. 1000) u. . w.  Auf dbie Giner iul\]\n Pann vedyts lLL“'LkillhllL‘liid!\.,

Bwiljtel i der evitent, DHunbertunbvierunbiier ,mmt i ber jiweiten, nn'cmmbui
bunbevtadhtundzmwamigitel in dber 3ten Stelle, u. | w. Daler bebeutet die Duobeci

malzabl 7208 5e4 folgende Decimalza bl

T > 1728 | 12096
- 10 >< 144 1440

!

i

i O - 0
+ 8 < 1 8
it i3
| -
24 i 11 > Ei-l |‘|‘!
F 43 ok

13544157

Prattijde Q‘_cl‘rlmmq tBnunen antere Sabljpfteme, ald bag Decimaliyitem, nidt
t:‘l'ldlhjt‘l well pie Jahlwdrter dev Qultuvipradien auf bdas Decimaljyjtem geg ,muut
jfimb, unbd in einex quwuml Sprache midht willFiivlich nene Wivter gebildet werben
ténmen.

§ 15, Addition und Subiraction der Deci-
malbritche.

L. Wie man Giner ju ven Einern, Sefuer 3u den Rehnern u.j. f.
bet gangen Bahlen addivt, jo abdivt man Rebutel ju vden Aebnteln, Hun-
verfel gu ven Huuverteln w.f.f, invem man von der nievrigiten Stelle
anfingt; 3. B.

27,568
- 15,874

33,442




44 Gemeine Arithmetit

8 - 4 Taujendtel = 12 Taufendtel = 1 Hunbertel - 2 Taujendtel,
1 4 6 - 7 Hundertel = 14 Huuberel = 1 Achntel -~ 4 Hunbertel,
1 -} 5 - 8 Behutel = 14 Hebutel = 1 Giner -+ 4 Bebntel,
1 4+ 7+ 5 Giner = 13 GEinex -1 Behier -+ 3 Giner,
142 Sehier = 3 Hehner.
35,894 27,568
S0 307 + 1,232
36,0247 28,8

o

Die Rehntanjendtel ves erjtern Veifpield bleiben ungedndert; bie
Nullen am Gnde bes leptern fdnnen wegbleiben

2. Gben jo fubtvahivt man Behntel von Zehnteln, Hunvertel von

Hunverteln u. {. w. indem man, wenn uithig, 1 Giner = 10 Aehntel
100 Huubertel . ., ober 1 Aehutel 10 Hunbertel . . zu Hitlfe
nimmt (borgt); 3. B.
35,0305 5 — 1 Rehntaufendtel = 4 Sehntaufendiel,
— 16,8041 10 — 4 Taujendtel 6 ZTaujenbtel,
28,1364 12 — 9 Hunbdevtel — 3 Hunbertel,
9 — 8 Aehntel = »‘,I)nht
14 6 Ciner — 8 Giner
2 Aehner.
1,534 i
- 0,734 — 0,794
0,8 0,206

Die Nullen am Enve fdnnen wegbleiben. Statt 1 hat man 1,000
ju nehmen,

Anm. Bet diejen RNechnungen jeigen die Decimalbriiche bejonvern
Bortheil vor den gemeinen Britdhen.

8 16. Mutiplication der Decimalbritdye

1. Wm ecinen Dectmalbruch mit 10, 100, 1000, . . ju multiplici

ven, viift man bas Komma 1, 2, 3, . . Stellen weiter vecdhts, 3. B.
Tad S 0 I=—"T23 11,5 >< i—xnlia 0,007 ><10 = 0,07
L0073 >< 100 = 100,T¢ 0,0067 > 100 = 0,67
0,723 > 1000 = 723 0,723 >< 10000 = 7230.

Denn inbem man mit 10 multiplicivt, werben aus Behuern Huuberte,
aus Ginern Sehuer, aus Aehuteln Ciner, aud Huuverteln Sehntel, u. {. 0.
unb Dbie Ginbeiten jever Stelle gehen in Einbeiten der nadhjt hobhern
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Stelle iiber. Judem man mit 100 multiplicivt, gehen die Ginbeiten je-
per Stelle in Cinbeiten ver 2ten hishern Stelle iiber u. f. f.
Umgetehrt: um einen Decimalbruch odurd) 10, 100, 1000, . . 3u
bivibiven, vitdt man vas Komma 1, 2, 3, . . Stellen weiter [infs.

17 [ =—17793 To 0 —s0598
1023 iuu =) 1123 17,23 : 1000 = 0,017 23
0,03 : 10 000 = 0,000 003.

&

Diefe NRegeln folgen aud) aus den allgemeinen Regeln §. 10.

2. Um einen Decimalbrucdy mit einem Decimalbrud
ju multipliciven, multiplicivt man bdenfelben mit ben vm;vmml
Otellen bes Weultiplicator, von der hidhjten bis jur lehten, madt i
pev evften Aeile bes Prodbucts vas Komma, vitdt jede folgende ﬁ‘uu
Deg Products eine Stelle weiter vechtd hinaus, und abdbdirt bie etizelien
PBrodbucte.
Weultiplicivt man guerft mit Einevn, fo behilt das Komma ven
Blats, ven es im Deultiplicandus hatte, 3. B.
T35 - B it msag 6 o 7043 . 6
45,258 ; 1000
Wenltiplicivt man guerit mit Sehnern, Huubert en, .., fofest
man vad Somma 1, 2, . . Stellen weiter vechts, 3. B.

oo

7,543 . 40 7,543 . 800 0,5763 . 2000
301,72 6034,4 1152,6

mweil 7,543 . 40 — 7543 . 4, u. . w.
Maultiplicict man guerft mit Zehuteln, Hunderteln, . . Al
fet man bas Komma 1, 2, . . Stellen weiter links, 3. B,

!
7,543 . 0,2 7,643 . 0,05 7,543 . 0,007
,0086 0,37715 801
weil 7,543 . 0,2 — 0,7543 . 2, 1. | w.

Diultiplicivt man ferner mit ven auf die Hichite folgenben &tellen
ved Miultiplicator, jo hat man jede neue Beile des Products eine Stelle

weiter vechts augguviiden. 3. B.

7,543 . 46,25 46,25 . 7,543
0L 323,75
15 258 23 125
1 5086 1 8500
87715 13875

348,86375 34886375
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62 500 . 0,00128 = 625 . 0,128
62,5
12 50
5 000
=0

Man nimmt 625 . 100 ftatt 62500, und multiplicict ven Brudy
mit 100, Die Nullen am GEnbe bleiben weg.
15,734 . 392,69 = 1573,4 . 3,2269.
Pan fann ven einen Factor duvch 100 bivid irerr, weun man den
anvern mit 100 multiplicivt,

Pan fann nad) dex nlmcmcmm Reael §. 12, 2 bie Babler (gamze Bablen) mul-
Hipliciven und ihr Product duvd) bas Produet der Menner Dividivem, b b. jobiel
Etellen buvd) bas Somma bomi Probuct der Bibler vedts abjdymeiven, ald BVruditel-
len m betbent Factoven aujanumeny munumu porbanden find \'ml 1. B. Der eine Fac
tor 3, ber anbere 4 Bruchftellen, fo bat bas ungelitzte Product 3 3 4+ 4 b1 7 Bundy
fnllvu; perm ber Yenner 1000 mit ul|1 Yeuner 10 GLOO zmuuplum giebt Den Yen-
ner 10 000 000, welder ber Tten Vruchjtelle zutommt. Diejes BVerfabren ift aber
filr bag pmumlw Nechmen nidht au empfehlen, toetl 8 bei ber abgefiivzten Dinltipli-
cation (§. 18) nicht obhne Weiteved anwendbar it

vip

17 Divifion der Decimalbritde.

1. 3jt ver Divifor eine gange Aahl, fo finvet man

bie gange Bahl ves Tuotienten, inbem man bie gange Fahl bed Di-
pibendus bivibirt,

bie Aehntel des LQuotienten, indem man pie Rehntel bed Dividendus
mit Ginjehiuf ves Ginervejtes dividivt,

bie Hundertel ded Luotienten, inbem man bie Hundertel bed Diviben-
bug mit Lumlmn_, bes Rebntelveftes divivirt, ... Feblen Brudy-

ftellen im Dividendug jur Fortjekung dev Divifion, o hangt man Jul-

fel

ben (8. 14, 9. 3. 8.

{en an benje
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326,74 : 28 = 11,6692 0,053 : 9 = 0,005 88
28 0
46 11,6692 . 28 5
28 233,384 53
187 93 3536 80
168 24 S0
194 326,74 e
168 ol =071 40 2857
260 50
252 10
S0 30
56 20)
Sl 60
1)
50
|

Wie weit man die Divifion, wenn fie nicht aufgeht, fortyufesen
hat, hingt von ber Natur bder Jufgabe ab. Wan benuft den Rejt,
uwm oben bevechneten Suotienten jo genau al8 miglich, ben Febler pes-
jelben jo flein al8 miglich 3u machen (BVevgl. §. 3, 4). Geniigt es 3. 3.,
ven Quotienten von 326,74 : 28 bis auf Rehutaujendptel i Derechnen,
und barf man die Hunverttaufendtel defjelben als unmertlich flein ver-
nadylafjigen, fo ift al8 Quotient 11,6693 und nicht 11,6692 angugeben,
weil bei ver letten Divijion S0 : 98 naher 3 ald 2 ift. Der Feller
pes Lluotienten 11,6693 betvigt weniger als 4 Aehntaufendtel unv ijt
fo tlein alé miglih, wenn man auf bdie Angabe Eleinever Brudhtheile

vergichtet. Denn inbem man 80 : 28 = 3 nimmt, vernadyldjjigt man
o' (D. L weniger al8 1) Behntaufendtel, wihvend man, indem man
80 : 28 = 2 nimmt, 4 (0. i. mebr als 1) Sehntaujenvtel vernach(df-

flaen wiirde.

Gben fo ijt 0,053 : 9 genauer 0,005 89 al8 0,00588. Dagegen
it 5 : 7 genauer 0,7142857 al8 0,7142858. Man bermebrt die
lete ©telle ved unvollftdndigen Quotienten um 1, wenn
per Heft mehr als die Hilfte ves Divijor ift. Der Febler
pes Quotienten fann dann midht mehr al8 1 Ginbeit feiner [(efsten
Stelle betragen.

2. Um duvd) einen Decimalbruch ju bividiven, multiplicivt man
mit vem Nenter (§. 16, 1) und divivirt das PBrobuct durd) ven 3ih-
lex, wie Dbei einem gemeinen Beude (8. 11, 3). 3. B.
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1000 : 3125

7 2
74832 v 3125 9,99

20570

28125

7 Bl
0,043 81 : 0,35 = 4,381 : 35
0,09 : 0,3845 = 900 : 3845,

Statt 0,09 fann man 0,0900 fetsert. dtun find 3845 Rehntaufend
tel in 900 Rehntaufendteln jovielmal enthalten als 3845 in 900. Aljo
foun man bad Somma weglaffen, nacdyvem Divivendusd und Divifor
gleidynamig gemadpt finb.  Bevgl §. 11, 3.

3. Sinp Dividendus und Divifor (abgefehen bom Komma) vela-
tive Primzahlen (8. 7, 3), und it dev Divifor 2, 4, 8, 16, 32, 64,. .
eine Poteny der 2) ebev 5, 25, 125, 625, 3125, . . (eine Poteng der 5)
ober muy aus biefen Bahlen jujammengejest,
640, . . , b0, 200, 400, 800, . ., 250, 500, 2000, 4000, . . , 1250,
92500, 5000, 20000, . . u. . w., fo gebht pie Divifion auf und der
Die Divijion

ie 20, 40, 80, 160, 320,

Quotient ift ein vollftdudiger (endlidyer Decimalbrud).
qebt auf, wenn 3. B.

g L el {545 i
Divifor 20 Reft 13, weil 3 — 555 = Y09
: £ . 72 . 8 S
2 125 72 N R 0,576
w030 97 « =
36
516) SO ’_': =

Sn ver That fiubet man

27,63 + 20 = 1,3765. 607,2 : 1256 = 4,8576.
7] 607
1ih3 500
130 1072
100 1000
0 720
625
950
875
To0
750

0
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18387 : 36 = 510,75. 35 : 56 = 0,625

180 350
38 336
36 140
270 112

252 280

180 280

180 i

0

A Wenn Divivendus und Divifor velative Primgablen find und
ver Divijor burd) eine bon 2 und 5 verfhieverne Primzahl theilbax ijt,
jo gebt die Divifion nicht auf und der Quotient ift ein peviobifder
unenbdlicher Decimalbruch, ven man jo abbricht, baf der Hehler bie
evforberliche Rfeinbeit hat.

3t 3. B. ver Divifor 7 und der Reft 3, fo fann der gur lepten
Stelle des Quotienten gehivige Bruch 3 nicht genau in einen Decimal-
brud) vermanbelt werben, weil 7 nicht in 10, 100, 1000 , . . aufgeht
(8 8 3). Jft ber Divifor 12 und der Reft 5, fo fann 7 war auf
565 gebracht, aber 125 nidht gemau in einen Decimalbrud) vermwanbdelt
werden, weil 300 in 1000, 10000 , . . ebenjowenig aufgeht als 3 in
10.  Daber tdnnen die Divifionen 3,00..: 7, 500..: 12 wu. oyl
nicht aufgehen.

Bei vem Divifor 7 fdnnen als Rejte nur 1, 2, 3, 4, 5, 6 erfdei-
nem. Hat man daher bis jur Gten Divifion vevjdyiebene Rejte erhal-
ten, fo bleibt bei ber Gten Divijion ein Rejt, welcher {chont etnmal mit
einer Null verjehen unbd dividirt worden ift. Man finbet aljo penfel=
ben Quotienten und Rejt wie frither, denen die itbrigen Quotienten
und Refte in unaufhdrlicher Wievertehr folgen. Die fich iiederholenbde
Reihe bev einzelmen Quotienten, deven Anzahl wenigjtend um 1 fleinex
ift al8 ber Divifor, beift die Peviode des uttendlichen Decimal-
bruds. 3. B.

8 17 == 0,428 571 428 571 428 .. . bejeichnet 0,[428 571]

30
20
60 31 : 33 = 0,[93] 195811 = 071!
1) 310 ‘ 190
50 297 111
10 130 790)
B 99 777
ak™ 130
111
19

Balger. I. 2. Anfl 4




Gemetrte WArithmetit.

a9 —0. [ 1 : 16 = 0,0[6]
70 10
P 100
0L,
1 : 369 = 0,[002 71] 119 : 220 == 0,54{09]
10 1190
100 1100
1000 900
3% 880
2620 2000
2583 1980)
370 G
369
I

Die Periove beginnt mit der Stelle, 3u beven Verechnung juerft
eine Null vem Reft angebingt wurde, aufer wemt bev Divifor duvd
2 ober 5 theilbav ift.

B. Seper gemeine Bruch faun entieber in cinen endlichen ober
i einen peviodifchen unendlichen Decimalbrud) veviwandelt werben.
Denn ein dlud) ifi ber Quotient ved Bdhlevd duvch ven Menmer, 3. B.
l—;:: = 7 : 12, u, { 'm,

Uluqeicblt jeber periodijche unendliche Decimalbruch ift einem be-
ftimmbaren gemeinen Brudpe gleidh. Mian findet udmlich

= 01] o5 = 0[01] 55 = 0,[001]

] 999

— 0,[0001]  ggbyy = 0,000 01] u. §. .

m'slw.l GO0
folglich ijt

0[6] = 0,(1] . 6 = § =

0,[36] = 0,001] . 36 = &§ = ¢

0,[270] = 0,[001) . 270 = 210 = 10

=

o

o []

(|(|\1] = 0,]4] : 10 = P 10— e
0,83 J — 8[3] : 10 = 81 : 10 =—*%
0,20[74] = ;1 100 = 2934 ¢ 100 = i

& 18. Rednung mit unvollftdndigen Decimal-
yahlen.

Gine Meffung fann nicht vollformmen genau, fonbern nur mit einer
purdh bie Befchafienheit vev Mefinftrumente und der menjdhlichen Sinme
begrengten Genauigfeit ausgefithrt werden. Die burd) Weeffung gefun
berien Rablen {ind baber nuv bi§ 3u eirer Dejtimmten Grenge abiwdrts
perbiivgt, und miifjen al8 mebr oder weniger unvollftinbdig (feblevhaft)
betracitet werden. Anud) jind eine grofe Klajje durd) Jtechuung beftimm:
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ter Rahlen ihrer Natur nady Summen von unendlich vielen Gliedern,
3. B, Wurgeln, Yogavithmen, Stuug, die Ludbolffhe Bahl, die Grund-
3abl dev natiiclidhen Yogavithmen u. . w. und funen folglid) nur un-
olfftaudig angegeben werden, wenn aud) o, daff in jedem gegebenen
Salle ver Febler unbetvdchtlich ift. E8 ift nothwenbig u wiffen, wie-
weit die dpuvd) NRedymung mit unvollftindigen Sablen gefunvenen Zalh-
fen verbitvgt find.

Yei jeder unvollftindigen Fahl wird angenommen,
baf bev Fehler weniger betvigt, ald & Ginheit ver lefiten
angegebenen Stelle. Unter Vovaudfepung bder Unvollftdndigleit
bepeutet pemmnad)

35 eine Rabl zwijchen 345 unb 355
1,427 2 : 1,4265 = 1,4275
04700 = 0,469 95 = 047005
20734 Taujend - : - 20 733 500 - 200 734 500
L] e . 3208 = 3295,

Wenn eine Bahl genauer gegeben ijt, ald ed fiiv einen bqlmmlteu
Awed nithig ijt, fo fann man fie vevfiivzen ov. §. die Einbeiten nie
berer Stellen weglajfen. Dabei vermehrt man die yulet behal:
tene ©telle um 1, wenn in dexr folgenben Stelle mehr als
B fteht. 3. 3,

38,5764 ijt naber 38,5760 ald 38,5770, daher abgefiivyt 38,576.
Diefelbe Aahl ijt ndher 38,60 als 38,50, baher mnod) mehr abgetiivzt
38,6.

Fiir 27 538 936 {dyreibt man 27,5639 Millionen, wenn nur nod)
pie Taujende in Betracht fommen,

0,46996 wird abgefitrzt 0,4700, wenn nur nod)y die Jehntaufend-
tel in Betracht fommen Die Nullen am Gnbe find in diefem Falle
nicht obhne Bebeutung.

Unter der Genaunigteit einer 3ahlangabe hat man dad Ber-
haltnif ver Bahl zu einer Ginbeit bev lehiten angegebenen Stelle, weldhe
nicht mehr fehlevfrei ift, su verftehen. 3. B. bie Angabe 86,43 hat
bie OGenauigfeit 86,43 : 0,01 = 8643 b. §. von 8643 Ginfeiten ijt
nur eine nidht gany verbitvgt. Die Angaben 86,43 und 0,008 643 ha-
ben einevlei Genanigteit, weil

86,43 : 0,01 = 0,008 643
Die OrdRe, von ber man weify, dbaf fie 8192 Fuf betvigt, ijt genauer
befannt, al8 die Gvdfie, von der man weiff, daf fie 0,3024 Roll be-
tragt, weil
8192 : 1 = 8192 und 0,3024 : 0,0001 = 3024.
Am meiften Senauigfeit bejigen die ajtvonomijchen Angaben; bei den
4 2%
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demifchen und phyfifalijhen Bahlen hat man bdie gleiche Genanigleit
nux in feltenen Fillen erveicht.

1. Addition und Subtraction.

7,329 7,329
4 3,487 — 3,842

10,816 3,487

$Hier fann per Fehler ver Summe und Differeny ein halbes Tau-
fendtel fiberjteigen. Wei mehreven Gliedern wiivde die lefte Stelle im-
mer unfichever mwerbein.

0,013 74 9,243
-+ 9,256 — 00,0148
T 9,228

Die ®liever mwerben f{immtlich bei verfelben Stelle abgebrochen;
jchon die Behntanjendtel der Summe find uubejtimmbar, weil das eine
®lieo nidht bis dahin gegeben ijt. Mian nimmt daber 0,014 ftatt
0,01374.

2. Multiplication,

Wenn man den ungenaueven Factor mit bem gemaueven Dactor
multiplicivt, fo erhilt dag Prevuct feine grofeve Genauigleit, als die
exfte Reile deffelben. Man nimmt daher den ungenaueren Fac-
tor gum Multiplicanbus, den genaueven Factor um Multipli-
cator, und bevechnet die crjte Beile bed Productd wie gewidhnlich (§.
16, 2). Dann wird dev Multiplicandus mebr und mehr verkiivst, und
von bem vechts Auszuvicfenven nuv dvadjenige in Betvacdht geyogen, was
auf pie legte Stelle ver evjten Beile Einfluf hat. 3. B

5,392 . 7,386

37,744
1618
431
32
89,825
Sn ber weiten Beile ijt 2 . 3 = 6 audjuriiden, alfo wird oben

2 geftrichen, und 1 u 539 . 3 avdivt, weil 6 niher 10 alg 0.

n ber dritten Feile ift nodh 9 . 8§ = 72 audzuviiden, aljo oben
9 su jtveichen, und 7 u 53 . 8 ju addiven, weil 72 niber 70 alg 80.
Sn ver vierten Reile ijt noch 3 . 6 = 18 auduviiden, aljo oben

3 au ftreichen, und 2 3u 5 . 6 ju abdiven, weil 18 niher 20 ald 10
gt 0 ()] '
Die (este Stelle bes Productd wivd unjicher, mweil ihr miglicher



§. 18. edypung mit unvollftindigen Decimalzablen. 53

Febler die mbglichen Fehler ber lepten Stellen ver eingelmen Reilen in
fich jehliefit.

0,0267 . 76,384 357600 . 18470
1,369 == BT 35760 Slaul. I
160 5,541
8 924
2 129
2,039 11

6,605 Taufendmillionen.
3. Divijion.

Die hodhjte Stelle ded Quotienten wird wie gewdhulich (8. 17, 2)
bevechnet, bie fernere Divifion abgeliivyt.

a. 3ft ber Divifor genauer ald ber Divivendus, fo wird der Di-
vifor {oweit verfilvyt, ald es jur Subtvaction feines Brobuctd mit ver
gefunbenen Stelle ved Quotienten vom gegebenen Dividendus nithig
ift. Aur Fortfebung ver Divifion wird nicht ver Reft verlingert, fon-
vern bev Divifor verkitvyt. Bei jever Weultiplication wird der Einfluf
per ulett gejtvichenen Stelle bes Divifor in BVetvacht gezogen. 3. B.

0,01034 : 94,65
= 1,034 : 9465 = 0,000 1092
10
103
1034
947
87
85
2
2

An 1034 fann 0 nicht angehingt werden; man ftreidht 5 am Di-
pifor und fubtvahivt 1 - 946 . 1, weil 5 ndber 10 als 0.

An 87 fann O nidht angehangt werden; man ftreicht 6 am Divi-
jov uno fubtvabirvt 05 man ftreicht ferner 4 am Divifor und fubtrahivt
L 4 9.9, weil 4 . 9 niher 40 al8 30 ijt.

Die lepte Stelle 2 ves Quotienten (20 : 9) ift unjicher wegen bes
udglichen Fehlers in pev lesten Stelle des Jeftes.

b. 3t ber Divifor ungenauer als der Divitendus, fo wird ber
Dividendus foweit verfiivgt, ald es jur Subtraction ves Products aus
ber gefunvenen Stelle dbed Quotienten mit dem Divifor ndthig ijt. Die
Divifion wird fortgefetst wie vorhin. 3. B.
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658,37 : 4,281
— 658370 : 4281 = 153,8
128 1
2303
2141
162
128
34
54
Der Divivendus ift niher 658 400 als 658 300, alfo ver evite Neft
2303. Fiiv bie weite Divifion wirtd am Divijor 1, am NRejt 7 ge:
jteichen. Fiiv bie dritte Divijion wird am Divijor 8, am Reft 0 qe-
ftrichent und im Quotienten das Komma gemadt, nadyvem man die Einer
bes Divivendus dividirt hat. Fitv die folgenve Divifion witd am Dz
bifor 2 gejtrichen.

1 : 45,78 1865 : 0,273
=00 S G R II',IIQ-I bl 1865000 ¢ 278 = 17900
1000 . = 17,9 ZTaujb.
L0000 214
9156 191
844 23
458 24
- 386
366
oy
18

nwendungen.
1) 6 Thiv. 6 Sgr. 94 PBf. als Decimalbrudh eined THir. bis auf
0,01 Pf. genau anzugeben.
§ Bf. = 0,57 BF.

6 Sgr. 94 PBf. = 81,67 : 360 Thix.

8,157 : 36 = 0,2266. 6 Thix. 6 Sgr. 94 Bf. = 6,2266 THIx.
72 Umgetehrt 0,2266 Thiv. = 0,2266 . 30

95 6,798 Sgr.

72 0,798 Sgr. = 0,788 . 12

237 9,576 BF.

216 Aljo - 0,2266 Thix. = 6 Sgr. 9,576 PBf.

21

22
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2) Dad (mittlere tropifche) Jabhr bat 365,242 22 (mittlere Son=
nei=) Tage. &8 follen die Stunpen, Miinuten, Sefunden angegeben
fverben.

0,24222 Tage = 0,24222 . 24
58133 Stunben.
0,8133 ©tunben = 00,8133 . 60
18,798 Miinuten.
0,798 Niinuten = 0,798 . 60
47,8 ©efunbden,
1 Jahr = 365 Tage 5 Stunven 48 Min. 47,9 Sel.

3) 7,643 mit 5 ar multipliciven, ober buvd) % zu Dbividiven.
Gntweder multiplicivt man mit 5 und bdividivt dag Probuct durd) 12
(§. 11, 1), ober man multiplicivt jtatt mit % mit dem gleichgeltenden
Decimalbruch) von folcher Genanigleit wie 7,643.

7,643 . 5 7,643 . 0,416 67
o8 21510 12 (=3 A 84 3,0572
22 764
101 458
a0 46
5]
3,1‘3‘-1:’:

pad Product purd) 5 (8. 11, 3), ober man bividivt durd) den gleichgel-
tenden Decimalbrud).

Um burd) % 3u bividiven, multiplicivt man mit 12 und bividirt

7,_'}_-1_3 12 7,643 : 0,41667
91726 5= 18,348 =76 4300.: 41667 = 18,344
L_l_i. 67
3476

09 99
99 I

143
125
18

16

1) 7,649 + 93%. Man fann % nur dann unter die Hunber
tel abwirts entwideln, wenn die Zahl 9% binveidhenve Genauigleit
befitt.
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9
245138 =10.9105
270 + 7,8649
266 17,5754
40
38
200
190
21

. vased 1 1 1 1
ATS ‘ o = [ = | B : -

Um bie Brudyrethe 5 + 53 + 593 + 5355 tszEs
bi$ auf 0,000 001 genau ju  fummiven, bemerfe man, baf
1 1t 1 hal ST et -
73 3 Ja 58 — 33 - d | (§ 10, 2). Die etngelnen Briiche
miiffen eine Stelfe unter vie vovgefchriebene Grenge entwidelt werben,
weil bie leste Stelle der Summe burd) die Adbition unficdher wird.

0,5 <58
0,166 6667 I
0,041 6667 : 5
0,0083333 : 6
0,0013889 : 7
0,0001984 : 8
0,0000248 : 9
0,0000028 : 10
0,000 0003

0,718 282

5) Jemand fat in 3, 5, 7 Jabhren Jevesmal 560 THix. ju bezab-
len, und will fofort mit 53 aif Hundert jdhrigem Disconto feiner
Sduld fich entlebigen. Statt

10043 .53 b.i. 1163 Thiv. vom 1. Capital werben 100 Thix. gezabit.

10045 .5% - [ 2 e S : 100 =

10047 .5% - = 138} 3 100 - 2
100 - 100 100

Daber find ——

1164 A 127 - 381 bed Capitald (560 Thix.) su ent-
vichten.
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100 : 1163 = 1000 2L 1165F — 10,85837
10000 100 : 1274 = (),78432
9320 100 : 1384 = 0,72202
6800 2,36471 . 560
9825 1182,355
975 141 883
932 1324,23s
43
35
]
Die Schuld wird fofort mit 1324 Lhiv. 7,1 Sgr. abgetragen.
6) Wenn 131 engl. Weeilen = 28 preuf. Weeilen, fo ift 1 engl. Wk
pr. M, 1 pr. P! = 131 engl. M.
P Bl il 0 131 28 =— 4.7
262 112
18 19
13 20

Ohne grifiere Genanigleit ver geaebenen Bablen fann man die De-
cimalbriiche nicht weiter ficher [\uul)mn
Wenn 3,186 preuf. Fup — 1 Meter, fo it 1 preuf. Fuf = 1
3,186 = 0,3139 Mieter.
1: 3,186 = 1000 : 3186 = 0,3139
10000
9558
442
319
123
95
28
28

7) Aud den Angaben: 1 preuf. Cubifzoll Wafjer wiegt 1 preuf.
Yoth alten @til8, 1 Gubifcentimeter davon wiegt 1 Gramum, joll dbas
l*ex[)aitzur von Yoth und Gramm bevechuet iverden.

L preug. Fuf = 0,3139 Mieter — 31,39 Gentimeter (8. 4).

i e 31,39 y
I preuf. Foll — )I,‘; Centimeter,
S ; 31,39:..31.39 . 31,39 S
preug. Gub. 3. = =17 . ; 2% Gub. Gentim.

Daber it
31,39 . 31,39 . 31,39

preuf. Loth = ° 19 1'_)-.712 — Gramm,
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31,39 . 31,39 .31,39. 9

I preuf. Yoth = 7 19 119 M Gramm,
3139+ 12 =2.61b". 2,616 6,844 . 2,616
73 5,232 13,658
19 1 570 4106
7 26 68
16 i1
6,844 17,903
17,903 . 9
161,13 : 11 = 14,65.
o1
i |
53

Gin preuf. Qoth betvigt 14,650 Gramm, vovausgefelst daf die Jabl
11 Binveichend genau ift.  In Wahrheit betrigt das prenf. ¥oth nur
14,626 Gramm, weil im frang. Syjtem didhteftes Waffer (4" C.), im
preuft. Shjtem minder pichtes Waifer (183 R.) vovausdgejetst wird.

8) Au Nenjilber nimmt man 53,4 Procent Rupfer, 29,1 Proc
Ainf und 17,5 Proc. Nictel.  Wieviel von diefen Leetallen braudt man
su 1200 PBid. Neufilber, wenn beim Sdymelzen ein Verlujt von 13
Proc. eintritt?

Statt 98,5 Bfo. jeves Metal(8 find 100 zu nehmen, folglicy

T I O o B
53,4 . 12 . 985 Piv. Kupfer = 650,3
¢ ¢ 1”“ e D1 f )
200 AR 38,5 Bip. Binf = 3544
L 100 qee Lo :
5750 e 9RF Bio, Nidel = 213,2
i 1218
Man bevechet 12000 : 985 = 12,18 und multiplicivt dieje Zahl

mit pen Procenten.



Sweifes Bud).

Allgemeine Avithmetit.







& 1. LS)'tunDbegriffe.

L. Bwei Dinge fdunen in Hinficht ihrer Qualitit (Bejchaffen=
heit) und Quantitat (Grife) berglichen werben.  3u Anfehung ibrex
Qualitdt find fie gleichartiq, wenn gang ober theilweife eines fiir
pas anvere gejest werden fann, ungleichartig, wenn bdief nicdht der
Sall ift.  3In Anjebung ihrer Quantitdt beifien fie GrdRen und find
Gegenftand ber mathematijdhen Wiffenjdhaften.

Gleichartige Grifen find entmweder gleich ober ungleich; von
ungleichen Grofen it biejenige. bie grifeve, von welcher ein Theil der
anbern gleich ift. Dad Urtheil, dafy die ®rife A ver Grife B gleidh
ift, wird eine & leichung (aequatio) genanut und

=R
beseichnet. Die verglichenen Grifen heifen die Seiten (linfe und
redhte, membra) ver Gleidhung. Daf bdie Grige C grofer als bie
Orige D (D feiner al8 C) ift, wird durd bie Ungleidung

By )
begeichuet,

2. Die Menge gleichartiger Dinge wird durch efne Aabl bejtimmt.
Dag mebhrmal Bovujtellende beift Ginbeit und ift entweber Eing
obne ndheve Beftimmung (unbena nnt, abjtract), ober eine bejtimmte
Ovdfe (bemannt, concret), 3. B. Febuer, Duzend, Thaler, Gulven,
suft, Grad, Pfund, Stundve u. {. w. Gine Aabl ift qrdfer als eine
andeve, wenn jie melhv Ginbeiten enthilt, al8 die andere. Die unbe-
nannten Bahlen bilben bie ohne Gnde auffteigende natiiviiche 3ab
lenveihe. lUm bie natiirlichen Sahlen mit wenig Wirtern und Jei-
chen (Biffern) mittheilen 3u Fonnen, haben bie gebilveten BVislfer dbag De-
cimaliyitem angenommen, nad weldent 3ebn Giner als ein Beluer,
sebn Bebner als ein Hundert, zehn Hunderte al8 ein Taufend, taujend
Taufenve afg eine Million, million Millionen als eine Billion, million
Billionen als efne Trillion u. f. f. betvachtet werden.

Die Griechen begeichneten, wie bie jemitijchen Vsiker, die Giner, Rehuer, Hun-
berte burd) je neun Budftaben ibres Alpbabets; die Taufende durd) die Serchen
ber Einer, benen Striche beigefitgt wurden, bie Sebutaufenbe u. f. w. wieberum durd
bic Seidhen ber Einer, Aebmer, u. . w., bemen ber Name Myviaben Dhingugefiigt
wurbe. Die Abtheilung grofer Sablen nady Myriaben ift von andern VBilkern nidt
nadygeabme worden. Die Riomer begeidhneten einen Einer, einen Rebner, ein Hun-
bert, ein Taufend, fernev fiinf Giner, filnf Aebuer, fiinf Hunderte durdy Scriftzeichen,
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weldpe fpiter von gewiffen Buchitaben bes gemeinen Afphabets nicht mebr unterdhie-
Den fouvben; vier und meun Giner wurben duvd) Ens vor finf und jebhn pavgeftellt
. §. w.

Dicfe Schreibarten find feit vem 12ten Jabrhundert ber driftlichen Seitvecdhnung
ouvch bie von den vabern verbreitete nbijhe Crfindbung verbringt, nad) weldher bie
Giner durd) befonbeve Beichem, bie Sehner purch Wren Ovt gur Lnfen der Einey, bie
Hunberte, Taujende, Aehntaufenbe u. f. w. durd ibrem Ort jur Linten ber Hebuer,
Hunberte, Taujende u. . w. angeqeben werben. Die Bablwirter Million , Billion,
.., Difliarde (taujend Dillionen) find neuere Bilbungen. Das Wort Diillion wird
im 16ten Sabrh. in dev vulgiven Spradpe el Gelbjummen angewenbet; ald abfivac

tes Bablivort bat 8 piel fpdter, namentfid) im 18ten Jahth., in die Redyenbiicder all-
gemeinen Eingang gefunben.

3. Die Bahlen und ifre Qerbinbungen find Gegenjtand vev Avith
metif, Gine Bahlenverbinduig ausfithren (opeviven) heigt vecdymen.
Aur Begeichnung der ausiufithrenven Sablenverbinbungen find bejtimmte
Rechnunggzeichen eingefiihrt.  Raplen im Allgemeinen, b. . irgend
welche Bablen, die verbunven wereen jollen, werden ouvch verjchiedene
Buditaben (groge, fetne, mumevivte bezeichuet, 3. B.

YL IR N

!t-,. fl, s
e ] R A

’ o e (n)
& ' a , a ;v + 9 a

ay, '@y, Q3 + -y On

A1y Opoy iy + + ¢ Y0

Qoyp Gagp Qugp + +p %on
aher nennt man Dbie alfgemeine Avithmetif audh Budftabenved-
nung (arithm. speciosa, universalis), im Gegenjapy gur gemeinen Je-
chenfunijt (logistica, arithm. numerosa), welche von jemer eine Anwenduing
ift. Unter hHoherer Urithmetit (Bahlenlehre, théorie des nombres) ber-
jtebt man bie Yehre von den Gigenjchaften ber gangen Zablen und gang:

gabligent Fovmen.

Bei Guclipes werben alfgemeine Bablen burdh Streden bezeichmet, und Bab-
{enverbinbungen durd) Confivnctionen evlautert. Diophantus (in ber yweiten HAljte
bes Aten Salhvh. . @hr.) gebrandt bie dnfangsbuchftaben unbeftivmter Gridfen als
Kablzeichen, weldhe gegen den Yusgang des Mittelalters numeri cossici (cossa, cosa,
chose), ipdter species gemaunt wourden. Dentlidhere Anjinge ber Vudftabenred)-
mumg finden fidy bei Regiomontan 1460 (algovithius demonstratus. Stitenberg
1534. Vergl. Chasles aperqu hist. p. 621 ber beutjdjen Uebery.), unb Stifel
(arithm. integra 1544 fol. 252), in grigerer Ansvehnung aber erft bei Bieta m der
yweiten Hitlfte des 16ten Sabrb.

D

L

A, Dic Sipe der mathematijchen Wiffenjchajten find entweder
Definitionen, ober Theoreme, oD Ariome. Die Definition
(bogude, Grfldrung) bient guv Verjtandiguug iiber einen gujamumenge:
jepten DBegriff. Ein Theovem (Secdonuee, Lelhrjats, Saty, propositio)
tuiipft an eine Boraugjegung (hdFeaie) eine Behauptung (Féeeg). Ayiom
(¢Elouce, Grundfal) ift eine Dehauptung, beren Ynerfennung obhne Wei-
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teved geforbert wird. Die gevithmte Richtigleit dev mathematifchen Biif-
jenfdaften beruht davanf, vaf die Anzahl ifrer Axiome dnferit gering
ijt, und vaf ihve Theoveme fich (logifch) beweifen und (empivifd)) prii-
fen laffen. Der Veweis (dnddebic, demonstratio) Wit divect ge=
fithet, wenn man aus ber Vovausfeung durd) Schliijfe bie Behaup-
tung ableitet; indivect (apagogifch, ameywpy, deductio ad absurdum),
wennt man au$ der Vevneimung der Behauptung durcd) Schliijje bie
Bevneinung der Vovausjepung ableitet. Gin Sdhlu B (oviloywcudg) be-
ftebt aus Prdamifjen und vev Conclufion, 3. B. Wenn A—B, und B
=0, fo ift A=C; wenn A> B, B> C, foift A>C; ®leidhes um
Oleiches vevmelrt oder vevminbert giebt Gleiches u. f. f.

Abgejehen von bdiefen aus bem Begriff ver ®leichheit hervorgehen-
ben Sdlitffen bedaxrf ber erfte Theil per mathematijchen Wiffenfdyaften
(Arvithmetit, Algebra, Analhfis) feiner Ariome, wibhrend bie folgenden
Eheile (Geometrie, WMechanif) nicht obne einige Ariome begritnbet wer-
ben fbnnen.

I ven dlteven Darftellungen bebentet corollarium ein Lheorem, weldes einem
anbevit untergeorbuet und aus bemfelben leicht ableitbar ift; lemma (i hepBerm)
ein. Theovem, toeldhes einer andevit Reihe angehrig qur Vegriinbung eined wmfaj
jenderen Theorems vovausgeidhidt mwird,

§ 2. DieSumme.*)

($ei3 §. 1 und 7).

1. Die Summe zweier Jahlen entfteht duvch) Hinguziabhlen (Av-
vition) ver Ginbeiten ber jweiten Bahl g ver erjten Bahl. Beive Balh-
len Beifgen Gliedber (termini, termes) der Cumme. Die Sumine ber
Aahlen « und b wird beseichnet « - b, gelefen ,,@ plus 8.4

2, Die Gliever einer Summe Himen nicht anderd ald gleichbenaunt
feinr, die Summe ift mit ven Gilievern gleichbenannt,

3. Die Ovdbnung ver Glicder einer Summte ift beliebig:
a+b=10b-+q
((+f)—{—{':ib—é—rl+('r_if+(’+b.

Denn die Reihe von « Cinfeiten, ju venen » Einfeiten adbirt worve,
1 2 3 i 1 2 3 Iy
B Sl G S SR R B L MR

evjcheint wom Gnde aus al8 bie Reihe von b Ginbeiten, u benen a

Einfeiten addbivt worben.

Die Summe a + b - ¢ efdeint nidht nur al8 Summe der

*) Fitr ben Sweet ber Cinitbung find Gei ben Paragraphen bes jweiten unb brit

ten Vuch® bie entjpredyendven Pavagrapbhen von Heis’ Sammlung von Beifpielen
und Aujgaben aus ber allgemeinen Avithmetit und Algebra angegebenr worben.
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®lieper @ — b und ¢, jondern aud) alé Summe ber Glieder e und
b -} c, und ijt paher gleichaeltend mit & + a + c und a + ¢ + 2.
Aus einer gegebenen Anorbnung der Gliever lajjen fid) dadurd), dak
man die Plike von benadybarten Glicvern vertaujdt, alle moglichen An-
pronungen ableiten.

§ 3. Dad Product,
($ecis §. 3 und 15, 8—16).

1. Prodbuct bheift vie Summe von gleichen Glievern. Das
mehrmal gejetste Glied beift Wultiplicandusd, die Anzahl der glet-
chen Gliever WMeultiplicator. Dad Probuct der Rablen a« umd b
. . bie Summe von b Glievern, beren jeved a ift, wird bezeichuet
ab ober a . b odber a >< b, gelejen e multiplicict mit 5% ober ,bmal
¢ Das Multiplicationgzeichen fann nicht fehlen, wenn der Weultiplica-

tov eine gemeine Zabl ijt
gL 2i= 01 a
a.d3 =a-+a-+t a

1 2 3 h
ab S +at+a+t ..+ a
2, Gin Multiplicator fann nicht anvers als unbumunt fein, bas
Product ift mit vem Wultiplicandud gleichbenannt (§. 2, 2).
3. NMultiplicandus und Piultiplicator fnnen o[}m’ Aenberung ves
Probucts vertaufdht mwerven und heifen deshald Factoven ded Pro-
pucts. Die Ovdnung ber Factoven eines Productd ift beliebig:

g — O
abc = bac = ach = ...
5><3:i-}|+lf]4,—i:3’:}
+1+14+1+1+1
e e e oy [ T e

Denn 3 Beilen von fe 5 Einheiten ervicheinen von dev anbern Seite
betrachtet al8 5 Gofonmen von je 3 Cinheiten. Gbenfo find ¢ Seilen
pon je & ®lievern a ugleih b Colonnen von je ¢ Glievern und ent-
balten zujammen be Glieder (§. 2, 3).

Pan fohreibt gewdhulich 2a, 3a, . . jtatt a.2, a.3, , |0 vaf
ba — 2a - 3a, n. {. w. Um mit be ju multipliciven, fa:m mau mit
b multipliciven und das Product wiederum mit ¢, Wan findet 3a . 20
—Gahnni]. .

Wenn bas Prodbuct vom = Factoven von Der Unorbuumng dev D pu.mrlcu unab
bangig ift, fo ift aud) das Probiwet vor » - 1 Factoven a, b, ¢, d, . . bon ber
Anorduung bdex Tperation unabbingig. Dian fiihit biejed blmut'l mll ein PBrobuct
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vont n Factoven Dadburd gun“m, Daf} man entweber a mit b, ober a mit einem an-
Dern Factor ¢, ober cin anbres Paar Factoren ¢ mit d s einem Product vereint.
Nach der Bovansfeung findet man gleidhe bw‘\mt aus dent Syftemen won Factoren

ab, ¢, d, e, . . uNd abe, s S
ac, b, d, e, . . und ach, d. e

a, b, cdy e .. unb ab, ed, e, .
,.#. cldy e, . unb ab, ed, e. .

Jam ift acb=abe, folglidy ftimmen alle bieje Probucte m\n n gsactoven iibevein, unt
bas Probuct von » | ,\\\[L‘l\‘l ift von ber Anord nung der O Lum tton 1[1mbhqnq.
‘im Unabbingigfeit finbet aber bei 3 Factoren ftatt, aljo audy bei

G j\ﬂ\[DlLIL
Divid)let Bablentheorie von Debefind §. 2)

» TN X
§- 4. Die Potensy.
($eis §. 5).

Poteng heifit vag Prodbuct von gleichen Factoven. Der mehrmal
gejete Factor Deifit Dignandbus, bie Huzahl ber gleichen Factoren
Grponent. Dignantus, Ervonent uud Poteny tounen nicht anders als
unbenannt fein, Die bte Poteny von «, o. h. vas Product von & Fac-
toven, beven jeber « ift, wird begeichnet ab, gelefen poh‘ngirl mit 5,4
ober ,a juv bten (Poteny),” ober o hodh 5. Die er jte Poteny einer
3ahl it die 3abl felbjt; die jweite Potens ver Babl wird ihr Qira-
brat genannt, bie dritte Cubus, die vierte Bigquadrat,

=0

(,'.”’ = aaq

@’ = ata — a’a>
1o 2B b
ab a d a..ia
3a.2a = 6a? 2ab?.7a%3 = 14a’’ abg — ab +1,

Dignandus und Grponent Fmmen im Allgemeinen nicht bertaufjcht
werben. @3 ijt jwar 2! = 42, aber 23 ijt von 32 verjchieden w.f. w.
0 '

§. 3. Die indivecten Opevationen.
(eis §8, 2. 4. 41, 56).

B Wenn die Summe und ein Sliecd gegeben ift, fo ARt fich das
anbere Glied bejtimmen, fndem man ju vem geqebenen lieve ein bin-
veichendes Glied (Differensy) addivt.

2. Wenn vas Product und ein Factor geqeben ift, fo (ARt fich ber
anbere Factor [w*]'limlm'i: inbem man den gegebenen Factor mit einem
hinveichendven Factor (Quotient multiplicict.

S. Weun die Poteny und der Erponent aegeben ijt, jo LAt jich ber
Dignandug beflimmen, indem man eine hinveichende Fabl (Wuryel
it vem gegebenen Erponenten potenyivt.

Balger. I. 2. Nufl
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Wenn bie Poteny und ver Dignandusd geeben ift, fo iRt fich ber
Gyponent Deftimuten, inbem man ben Dignanvus mit einer hinreichen-
pen Fafl (Logarvithmus) potenzirt.

Auf das Potenziven gritnden fich jwei tubivecte Dperatiornen, weil
Dignanvud und Erponent nicht vertaujdhbar jind.

& 6. Die Formeln.

($eis §. 6).

1. §ormel (formula, forma) feift eine Berbindung vou Aahlen
purd) Rechnungseichen, 3. B. a 40, ab, ab. @Ein Product (Poteny)
heifit eintheilig (mononomium, perfiirt monomium); eine Summe
peift nach ver Anzahl ihver Glieder sweitheilig, preitheilis, piel
theilig (binomium, trinomium, polynominm).

2. Formeln mwerden mwie eingelne Buchitaben durch Rechnungdyei

’

chen verbunden nachdem man jie in Klammern (e _fy-Jeare, Paven-
theje) eingefchloffen hat.  Bur Ginjcpliepung von Parenthefen gebraucht
man flammern von verjchievener Gejtalt. Die Einjchliefung ijt unnd=
thig, wenn eine Summe 3u abbiven, ein Product yu multipliciven it
& 2, 3 und § 3, 3), 3 B

at(bte)=a-tb ¢, (ab)e=a (be) = abe.

Pei Euel. X, 37 wird die gweitheilige Formel a7V b ald & dio Svoud-
7wy (ex binis nominibus) bezeichnet ; pavont ift bag ABort binomium gebilbet, e
jen bejonberer Sinn big ing 18te Jabrhunbert fich erbalten hat. Die vidytigeven Bil-
bungen uninominm, multinomium haben feinen Gingang gefunten. Bieta (1580)
madyte itber bie aufammengebbrigen Glieder Striche, mwic fie nod) bei dew Luriein
ber mebytbeiligen Fovmeln gebraucht wwerben. Der Gebrauc) ber Klanumerit, welde
bet Givard 1629 (vergl. K litgel math. W. L. p. 52) vorloumern, ift im 18ten
Sabrhunbert allgemein getvorbel.

Die jet gebriudlicen Nechnungsseichen find jammtiidh nad) Erfindung bes
Bitderdruds eingefiibrt worben. Das ®leidheitdyeichen (=), weldyes auerjt Mecorbe
1552 gebraucht hat (vergl. Sliigel math. 98, 1. p. 42), fam exjt 100 Jabre jbiter
in allgemeinern Gebraud. Das Ungleichheitdzeidien (<) fommt im 2Anjange bed
17ten Sahubunberts bei Harvviot vor (Klitgel I. p. 50). Die Wirter plus und
minus tourden in Statten und Framfreidy juevit durd bie Anfangsbuchitaben p unb
m, in Deutidland aber jdon i ber ametten Halfte bed 1dten Sabrhunbertd dburd

- und beeidmet (vergl. Drobijd) de Widmanni compendio 1489 edito. 1840
p. 20). Diefe Beichen werden jebody einem Deftumnten @rfinder nicht jugefdrieben,
und find deghalb vielleidht nichts weiter ald Deformationen jeuer Buditaben. Eine
anbre Jmficht itber Den Urjprung bexjelben Beicdhen hat be Porgan (Athenaenm
n. 1931 p. 565, 1864 Oct. 29) angedenutet,

Die Sujammenijiellung der Factoven eined Probuctd obne JRedmungszeicdhen fin
pet fich bet Stifel arithm, 544 fol. 252: bas Pultinlicationgeidyen (><) fommt bei
Dughtred (clavis math. 1631), bev Punct bei Leibuij in ber jweiren Halfte
pes 17ten Jabrhunberts vor. Bei Diophantu g unp feinen Machfolgern yoird ewme
umbeftimmte Rabl (bie Unbefannte) Goriuds, YES, COSA, radix genannt ; ihr Sua
brat duveuig, potentia, potestas, census, censo in folge Des altent Gebraud)s
ber IWbrter doreurs, duvashar (Eucl. El. X); ibre buitte Poteny xvpog, cubus.
Die bsheren Potemzen fithren jujammiengeiestere Namen  dvveuo-dvvaurs W i f.
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Den Namen dignitas [ “%uml\\‘tii 1572 gebraudt, wibrend potestas durd) Bieta
iiblidh geworben ift. Dic & Segeichnung be Potenzen ward durd) Stifel vorbereitet,
welcher ber Reibe 1, 14, 144, 1444, . . bie Fwmmern 0,1, 2, 3, . . iiberfchried,
bie er Erponenten nannte (arithm, fol. 250 und in ber ﬁlmmqub L\uu(_‘[.un Ru-
bolff’8 Coss. 1553 fol. 62). Nadbem Stevin 1585 (bergl. St litgel math. T
L. p. 43) bie Venemmnrg der Potengen nach ibren Cyponenten eingefiibrt hatte, wiurde
bte Begeidhuung der Potemjen burdh Hevigogue (cursus math. Paris 1634) und
Dederates 1637 vollenbdet. !

§ 7. Die Differens.
(Deid §. 2).

1. Die Diffevens (Unterjhien) stoeiev Rablen ift die Babl, 3u
weldper die weite abbirt die erfte .m‘b Die evfte Zahl heifpt M inu-
enbusg, die jweite Subtrahendus, jo baf

Differeny 4+ "ul\tmfuz ug — Minuendus.

Die © IHNLIH boit a und & wird beyeichuet a— b, gelefen ,, mi
nus bh‘ Die Berechnung einer Differen Heifit Subtraction und
fommt buvch Abzahlen ver Ginbeiten des Subtrahenven vom Winuen-
ben ju Stanbe. Um eine Differeny ju pritfen, bat man ju ibr ben
Subtrafhenden 3u addiven und bie Summe mit dem Minuenven U per=
gleichen.  Jnsbefonbere ift « +~ 8 — b — a, a F o+ ec44d
— et d=a4 b 5¢— 3a=2au i f Yus ber Begren-
jung a < = < b {chliefit man, baff 2 — @ << b — a.

2. Minwend und Subtrahend tBnnen nidyt anders alg glei chbenaunt

fein, bie Differeny ift mit ihuen gletchbenmannt unb giebt an, um wie-
piel grofer ver Minuend ift als ver Subtrabend.

$. Wenn bder Minuend vem Subtrahenden gleidh ift, fo ift bie
Diffeeny 0 (Null, ziphra, zéro). Wenn der Miinuend Fleiner it als
ver Subtvabend, fo fann bie Diffeven in Form eines Subtrahenven
(ohne Winuenven) angegeben werven, 3. V.

J
7= 8
7

a — a - C) = =G

a-—b—=— (b a)
weil von @ nidht mebr al8 « jubtvabivt werden fanu, folglich & — «
0 fubtvabiven bleibt.

Um alfe Subtvactionen ofne Ausnahme audfithren ju fdnnen, fenst
man die Reihe ver natiirlichen Babhlen viidwdrts fiber Null fort durd
Jablen, welde das Beichen der Subtvahenven (—) wor fidh tragen
und negativ genannt werben, wibhrend bie natiivlichen Zablen, ve-

£ o*
Jd




68 Allgemeine Avithmetit.

nen juv Berbeutlichung bes Gegenjaties das Udbditionszeichen (+-) vor-
gefetst wevben fann, p pfitiv beiffen:

Wesie L 1, 0, 1,2, 8
Die negativen Bahlen find ebenfo aus dev negativen Ginpeit gebilbet, als
bie pofitiven Zablen aus per pofttiven Cinheit. Die Diffeven a — b

wird evveicdht, wenn man in biefer Gteibe von Null an « Glieder vor=
wirtd (vehtd) und von oa an b Glieder vitmarts gebt.

Die pojitiven Bahlen betragen mehr als Null. BVon ben nega:
tiven Rabhlen muf gejagt werven, bag iie weniger ald Null betra
gen, weil eine Differeny abnimmt, wenn iy Subtrahend widdit, 3. B

i ey Iy R [ o)
bifpen eine Neibe vou mehr und mehr abuehmenven ®lievern. 2Ané bem
Oberfag — 5 <C 0 [leitet man duvd Yobition von 5 Dden vichtigen

Sdhlufjak 0 << 5 ab.
A, Gine Differeny fann alé eine Summe betvachtet wevben, von

weldher ein Glied negativ (ein Subtrahend) ift. Demnach wird das

Binomium a 4 (— b) durch die Diffeveny « — b evilart. Denjelben
Werth hat — b+ a, weil — b + a & = — b +~b -+ a=a

Bivei Rahlen heifen entgegengefett qleidh, wenn bie etne o=
viel negative Ginheiten al8 die anbeve pofitive hat, mithin thre Sumnte
0ift, B 1undb — 1, cunb —¢, @ — b umd b — a obex
— a -+ b.

Rwei Grdfen heifen entgegengefelt, wenn eine einem Theil
ber anbern entgegengefest gleich ijt, mithin ihre durdy Subtraction ge
bilpete Summe Fleiner it alé die grofeve von beiden Grigen. B,
eine pofitive und eine wuegative Bahl (von entgegengefezten Beichen),
Bermibgen und Schulben, Gewinn und Perluft, Fortjdhritt und Ritd-
jchritt, SHebung und Senfung, Befchleunigung und Beryigerung, Abjte-
Rung und Anziehung, Prefjung und Spannung u. . .

Wer a Thaler bejitst und b Thaler jdhulbet, hat « b Thaler
Permdgen d. . entweder @ — b Thaler wirkliches Vermigen , wenn
a — b pojitiv, ober fein Vevmbgen, wenn a — b Jull, oder b — @
Thaler Schulben, wenn « — b uegativ ijt. Schulven lafjen fich alfo
al8 negatives Vevmbgen und umgetehrt Vermigen ald negative Schul
pert tn Rechnung bringen, Vevmigen und Sdyuldven {ind entgegengefette
Sridfen.

@in Punft der pon einem gegebenen Puntte aus o — b Fup vov
wirtd qelegen ijt, liegt entiwever wivflich vovivirts von dem gegebenen
Punfte aus, oder auf dem gegebenen Puntte jelbjt, oder viicEdrtd vou
pemfelben, je nachoem « b pofitiy, Null negativ ift. MR
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§ 8 @umme und Differenz von Polynomien.
(eiz §§. 8—13),
L. Wm vou etner ©umime eine Bahl 3u jubtvabiven, Faun man
pon einem ihrer Glieber diefelbe jubtrabiven.

a b Tl == =g h — ¢ - a 8] ; b.
Beweid. Wenn man 3u a - (b c) ober 3 a ¢+ b
ben ©Subtvahenden ¢ abbirt, indem man mit & — ¢ 4 ¢ = & ober
mit a ¢ c = a beginnt (§ 2, 3), o exhilt man a -} b, ben

Pinvenven (§ 7, 1).
Wmgetehrt: Gine Diffeveny wivd abdivt, inbem man den Mimten-
pen abbirt und den Subtvabenven fubtrabirt tn beliebiger Ovdiung.
W eine Summe 3u jubtvabiven, hat man ihrve eingelnen Glie-
ver i fubfrabiven. Um etne Difjeveny su jubfvabiven, Dbat man ben
Winuenven zu fubtvabiven und den Subtvabenven ju abdbiven.

a— b+ ¢ =a —0>b o
s (1 ) = a — b ,|,, c.

Beweis, Wenn man 3u « b — ¢ ben Subtvahenven & - ¢
abbirt, indem man mit « ¢ + ¢ = a — b beginnt, fo ex
hilt man a, ven Wiwmrenden, weil « — b + b = a.

Wenn man 3u « — b -+ ¢ ven Subtrahenven b ¢ abbivt, in-

bem man erft ¢ jubtvabivt, daun & adovivt (1), jo erbdlt man «, den
':l)?immm'n
Daber ijt aml) la Tai— o, ba + 2a = — 3a,

1{! — 3a = Ta.

3. Um ein Polhyrnominm (Sumne over Aggregat bon pu]'ir{m'n
witd negatinen Giedern) ju abddiven, adbbivt man in beliebiger Orbnung
feine eingelnen Gliever (ohne Aenvevung der Reichen). Um ein Polhno-
mimm ju jubtvabiven, abbivt man feine eingelnern Glieder mit den ent-
geqengefesten Reichen. (die pojitiven mit bem Aeichen —, bie negativen
mit pem Reichen -}).

a + (b—c¢ 4 rf,; — a —|-.(b—¢c d=a -+ b —c -+ d (1)
Gin zu abbdivendes Polhnomium braudt alfo nidht in Klammern ge
{dhlojien zu werbenr. Dagegen it (2
a - (b c+d)=a — (b — ¢ d
=a — b |} ¢ — d.
Den Binomien (Summen) wurben im Altevthbum NRefiduen (Differenzen) gegen

itbergeftellt; die Differemsen then in uuv und Defecte unterichieden. Die Ein
fltbrung ber negativen Rablenm ju ‘\\\h ttqung diejer Unterjdheidbung bilbet \imu e
jentlichen Fortfcheitt bex Newern, welder faft jugleidh mit dex LlilTl[l‘tl ng ber Budfta
benvedhynung tm 16ten Jabrh. Begonnen und tm 17ten Jabrh. vollenbet murbde. “‘\n‘qi‘
KRliigel math. . L. p. 30 fj. Die Ausbriide numerus verus und fictus (fal-
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sus) fommen bei Cavbano u. . vor, die BVenennungen affirrativ (pofitiv) und ne-
gativ bei Bieta. Aggregat bebeutet nody ber Bicta mur eime Summe von pofiti-
ven Glicbern. Die Begerchnung etied pofitiven ober negativen Werthed buvd) einen

-

und denjelben Budhftaben vitbrt hauptiacdhlid) von Descarted (Geom. 1637) ber;
ben Nuben Ddiefer Bezeihnung mufte nod) Newton fiiv Leibniy aunsdbriidiid ber-
porheben (Briej an Letbniz 1676 Oct. 24).

8 9. Vroduct von Polpnomien.
($reis §5. 14—16),

B. Um ein Polonominm u multipliciven, hat man feine eingelnen
®liever yu multipliciven :
a0 —;« om = am — bin e,
Bewets. Die Summe von m Gliedern, deven jeded a — b+ e
iit, bat m ®licber, veren jeded @, fermer =m Glieder, peven jebes — b,
endlich = Gliever, peren jebes ¢ ift (§. 3, 1. § 8, 3).

2. Um mit eivem Polpnomimn ju multipliciven, hat man mit fei
nen eingelnen Glievern ju multipliciven. Die. eingelnen Producte er
balten die ABeichen der Glicber, mit denen man multiplicivt.

Beweis. mla — b + ¢) = (a b -+ eym nach §. 3, 3.

— am — bm ':-— em (1
= ma — mb «f» mc.

Anm. Cin Multiplicator fann an fidh weber pofitiv, noch negativ
jein (8. 3, 2). Wit einer pojitiven ober negativen Aahl multipliciven,
jagt man abbivgend fiiv ,,multipliciven mit per unbejeichneten (abjoluten
Sabl und vag Product addbiven ober {ubtvabiven.”

3. Wm ein Polynomium mit einem Pelhnomivm yu multipliciven,
hat man bie eingelnen Glicber des cinen mit jebem Gliede ded andern
it multipliciven.  Factoven von einerlei Jeichen geben ein pofitives, von
entgegengejesten 3eichen ein negatived Product™).

Beweid. (@ — b)c — d)=(a — b)c — (¢ — bd nadh) (2)
— ac — be — (ad — bd) nady (1)
= ac¢c — be — ad + bd nadh §.8, 2.
Die Producte + ac, — be, — ad, -+ bd fann man anjehen
alg entjtanden aus ven NMultiplicationen von + e mit 4 e, — b mit
—+ ¢ + amit — d, — b mit — d (2, Anm.).
Man findet
a — b)e — d) = b — a)e — d)
R T AR
— (b — a)(d (

*) Diefe Negel wirh jdhon im Wltertbum namentlich bei Diophantusd (Arithm
I. def. 9) angewendbet, Man batte fic aus Eucl. EL II. abgeteitet.
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itbeveinftimmend mit ber filr bie Reichen bder Probucte abgeleiteten
Regel.

A. Umgefehrt: Die Glieder eines Polynomium, welde Probucte
jind mit einem gemeinfchajtlichen Factor, lafjen fich veveinigen, indem
man penjelben vor eine Paventhefe jetst, in der die nidt gemeinjchaftli-
chen Factoven mit pen Beichen ber eingelnen Glieder ober mif den ent-
gegengefetsten Seichen fteher, je nachpem bder gemeinfdaftliche Factor das
Beichen -+ ober — hat.

a + bd — ed = «a db — ¢) = a — d(— b + ¢)

ac — be — ad + bd = cla — b) — dla — b)
— (¢ — b)c — d).

LWenn zwei Polhnomien nach fallenven Potengen eined Bud)jtabens
georbret find, fo fann ihr Product al8 ein nach fallenden Potenjen ves-
jelben Buchjtabend georduetes Polyhnomium dargeftellt werdern.

/1‘)’;: ~:— /J\l': : cxr i rl‘ll‘f:J.‘! —i- gx 1 k
= r{/:n"” —‘r- rf{fra'l (‘,f'r'“ *Jf «r{f?.‘"‘
+ agzx! | bgx® + cgx? 4 dgx
- ahx? 4 bhx? + chx - dh
= afx® + (bf -+ ag)x? ~|» (cf + bg -+ ah)z?
~+ (df + cg + bh)x? (dg + ch)x —i—- dh.
Dievin ift die Anleitung jur Wultiplication mebrziffriger Decimal-
jablen enthalten, weil ax® - bx? 4 cx 4 4 eine Decimalzahl be-
pentet, wennt = = 10 undb «, &, ¢, 4 Bahlen aud ber JReihe 0, 1,

2t 9D
8. Bemerfenswerthe Beifpiele.

L (¢ 4+ b)? = a® + 2ab | b2
(a 4 b)3 = (a + B)¥a + b)

= g3 -+ 3a2% - 3ab? 4+ b?
wi{'l + {;‘_L = at <4~ 4a3b ,i,, 6ab? + 4ab? + b
u. . o, Die Cntwidelung ver Potengen von =~ — & erhalt man, wenn
man b mit — b vertaufcht, wodurch &2, b4, . . nicht veviinvert, aber

b3, b5, . . negativ werben, fo vaf Reihen von Gliedern mit abwed-
felnden Reichen entjtehen.

IL (@ + b + &) = a? -+ 62 4 ¢ 4 2ab + 2ac | 2be,
. f. w. Dad Quavrat eines Polpnomiwm befteht aud der Summe

ber Quabdrate ber einjelnen ®lieder und der poppelten Probucte aus je
ywet Glievern. Die Aeichen der boppelten Producte find buvch bie Bei-
chen Der Gliever beftinunt, aus benen fjie gebilvet werben (3).
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III. (a + b)(a b)) — gii—1ih2
al - ab + b)a DY it ys %3
(a® 2 a2l oL ab? L b8(a — b) = k= Bh
. . w. Durch Vertaujchung von & mit b evhalt man
(@ — b)a + b) = a® | b2
(a2 — ab + bY)(a + &) — a3 B3
(a® — a?b - ab* bNa 4+ b) = g — pi
IV. Benn = + y = u, &y = v, fo ijt
22 L g2 ks
28 4 yb 2 Yo
4 | ',"‘ ud lu?a )i 2
xb + y° = u® — buv - Huv?
6 | y" ub 6uly |- Qu2p?2 — Ip3
u. f. w. Denn e8 ift
2 tyt— (2t y) =+ y) — 2y
23 4 yd = (22 + yY 4 ¥ r - y)my
x4 y‘ — (3 |- .,‘,t.;.,' -y x? — 'ﬂ,"'!.‘r'lr/
. §. w. Aehnliche Gleichungen erbilt man, wenn man y mit — z,
folglich » mit — » vertaujdt.
V. (a? ++ ab%)(a,? + nb %) = (aa, + nbb)? + nlab, — a,b)?
(a2 4 82 4 et 4 ae2 b2+ o o+ 4
= (aey -+ b -+ cc; + dd))* + (ab, ayh - ed; — ¢;d)?
(aey — aje 4+ dby — d\b)? + (ad, — a;d + be, bie)®:

D i

iefe Probucte haben viefelbe Form, ald ihre Factoren.

8 10. Der Quotient.

($reid §5. 17. 20).

1. Der Quotient yweier Rahlen ift bie Rahl, welde mit der
sweitent multiplicivt bie erjte giebt. Die exite Sahl heifit Divivendbus,
pie jweite Divifor, fo daf

Suotient > Divifor = Dividendus.

— ' . : [y S
Der Dtotient von a und b wird begeichnet , ODer a: b%), aelejen ,,a

purdh) & (pivivirt)” ober ,bad Verbaltniff von « 3u 6" ober ,b in a

*) Ucber bie griehijhe Begeicdhnung der Briidbe vergl. Nefjelmann Gefdh. b
Algebra p. 114 Der Brudifivid) jheint jugleich mit ven indifdhen Bifjern eingefitbut
toordent 3u jein; man finbet thn bei Leonardo von Pifa (liber abaei, fol. 11)
Dad Colon bdient bei ben EGuglinbern im 17ten Ja alg Trennungszeichen ; ber
jefige Gebraud) bdefjelben viibri 'eibnuiy ber. Tad Pell e hen =, 1wel

hed bem Dividenbus nachgefets , fommt in England b8 in's 18te Jabrh. vo
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§. 10. Der Quotient.
vivivivt)”. Die Bevedynung eines Quotienten heift Divifion. Um
ven Luotienten a : b u bilven, hat man bdie BVielfachen ded Divifor
b, 2b, 3b, . . mit bem Dividenden zu vergleichen. Wm den Quetienten
su pritfen, hat man ihn mit vem Divifor 3 multipliciven und dag Pro-
puct mit bem Divivenden ju vergleihen. Insbejonvere ift

;i N ab A .Hf;n'if 4. rti O
a b cd a’

2. Wenn dber Dividend benaunt ijt, jo muf der Divijor entiveder
unbenannt odver gleichbenannt fei. Im cxjten Falle ift ver Quotient
ver fovielte Theil ded Dividenven, al8 ver Divifor angiebt, affo mit
pem Divivenven gleichbenannt. Im weiten Falle ijt ver Quotient vas

Berhaltnif*) bves Divibenden jum Divifor b. b, bie Rabl (unbe
mannt), welche angiebt, wieviclmal der Divifor im Divivenven enthalten
ift, mievielmal {o grof der Divivend ijt al8 per Divifor.

28 Thaler : 4 = 7 Thaler, weil 7 ThHiv. >< 4 —= 28 Thaler;
ver dte Zheil von 28 Thalern betvigt 7 Thaler.

28 ZThaler : 4 Thaler — 7, tweil 4 Thaler > 7 — 28 Thaler;
Dag 'ulmltm bon 28 Ehalern zu 4 Thalern ift 7, ». h. 4 Thaley
find in 28 Thalern Tmal enthalten oder 28 Thaler find 7mal jo iel

al8 4 Ef)\l[k‘f.

Wenrt o und b unbenannt find, fo fann « : b jowoh( den bten
Theil von o al8 and) pas BVevhiltnif von « ju b bedeuten.

#. Wenn der Dividend « einem Bielfachen bes Divifor b nicht
aleich ijt o (ARt jich ver Quotient « : 4 durcdh natinliche ablen nid
genau angeben, jonbern nuyv begrenzen, 3 B,

8 92 s

- e e r
)

D.0. 22: 7 liegt ywifchen 3 und 4, weil 22 sifchen 3 .7 unb 4. 7 (iegt.

Yiegt a ywifchen ben Grenzen b und bz -+ 1), fo fillt der Quo-
tient a : b 3wijdhen z und = - 1, und « Dheifit die gange 3abl des
Quotienten « : b, die Differeny a — b feifit der Nejt diefer Divifion.
Wennt e ndher an bz -+ 1) als an bz liegt, fo ift der Quotient ni-
ber @ 4 1 al8 «; nimmt man nun « - - 1 al8 bie genauere gange Aabl
ped Quotienten, fo neunt man die negative Bafhl @ — #(a 1) ben
Eleinften Reit ver Divifion. Wenn bder Reft 0 ijt, jo ijt @ ber genaue
LQuotient und man fagt, die Divifion gebt auf, e ijt duvd) 6 theil:
bar (ohne Nejt).

Ueberhaupt mwenn a bx -y ift, fo fann man = alg bie ganze
Aahl und y al3 ben Reft ver Divifion « : & betradten.

) Aoyog, ratio, proportio, rapport,
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A, Um alle Divifionen ohne Ausnahme ausfithren zu ténnen, ventt
man eine Ginbeit (veven Vielheiten die natitlichen Fablen find) i fo
viel gleiche Theile getheilt, als ver Divifor angiebt. Ein folcher Theil

\7 | heifit eine gebrvocdhene Cinhert, eme Wiehrheit devjelben eine
0

~

gebrochene Bah(, ein Brudy (fractio). Die Anzahl ver gebrochenen
Ginbetten cines Brudhs heipt der 3 bl ev (numerator), pie Anzahl dex
Theile, tn weldhe eine natiivliche Cinbeit gebrochen ijt, ber Nenuer (de-
nominator) des Bruchs. Im Gegenfas 3u ven Vriichen werden die na-
tiiclichen Babhlen gang (integer) genannt. Die Sunune einer gangen
und einer gebrochenen Fabhl heifit eine gemijdhte Zahl

Jeper Quotient (Gfit fich ald@ Brudh davjtellen, defjen tenner vex

Dinifor, vefjen Bihler per Dividend ift:
a |

= a.

b b

(Die Einfchlieung von , in Slammern ift iberflifiig). Denn remt
)

1 ’ S e ot il
man ; a mit pem Divifor & multiplicivt, indem man mit ; = be
) 3 J

ginnt, fo exhilt man @, den Dividenbert.

Der Bruch beift uneigentlicy, wenn der Bahler ein Vielfaches
ped Jtenners, edt (genuina), wenn ber Bahler fleter als ber MMenuner,
unecht (spuria), wenn ver Zahler grifer ald ver Penner. Der unei
gentliche Bruch ijt einer ganzen Rabl gleidy, der echte Bruch Detvigt
weniger alé 1, ver unedte Bruch betragt mehr al8 1.

& 11. Quotient von Producten.

($eis 85 21. 22. 18, 23 24),

1. Um burch ein Product ju diviviren, tann man duvdh feine Fac-
toven nach eimanber bdividiven:

14 a (4]
= Syt T

f:(; FE S ¢
5 - . a . AN
Bemweis. Weun man ben Quotienten - : ¢ mit dem Divijor
4]

(8

Sl a , e i =
be multiplicivt . b. ST mit ¢ und dad Probuct - mit b (8.8,3)
]

’ 1

jo exhalt man a, den Dividenden (§. 10, . Denfelben erhalt man,

a : L i e
e - b mit & und dbag Product mit ¢ mulftplicrt,
P




1. Qamtient von Probducten. 5

Umgefehrt: W einen Bruch ju diviviven, multiplicivt man den Menner.
2. Der Werth cines Bruches bleibt unverandert, wenn man fei:
neit Aahler und Nenner mit devjelben Bahl multiplicict ober divibivt

am (4] a ;: n
m b b n
v aimn, am a
Beweis. e B = ;
anm 1 /
a yin (@ . nn a
b Gtin b

$. Um ein Preduct ju dividiven, fann man einen Factor vefjelben

pinibirven ;
ab Py b

s ’ T @ ; - a .

Beweis. Wenn man b mit pem Divifor ¢ b. h. — mit ¢
und oas Probuct mit & multiplicivt, fo exhdlt man ab, ven Dividenden.
i : b : e Ty
Denjelben erhalt man, wenn man — a mit ¢ v.h. — mit ¢ und vag Pro

C C

ouct mit « multipficict.

Wingetehrt: Wm einen Bruch ju multipliciven, multiplicict man ven
dbler.

4. it einem Bruche multipliciven fagt man abfitrzend fitr ,,bi
vidiven durd) feinen enner und multipliciven mit feinem Ribhler,” wobei

il i : AL e N Bt S Pp
pte Jrbnung per Opevationen beliebiq iff. it multipliciven heift
:

ben cten Eheil bmal jeien oder vasd bfache durd) ¢ dividiven.
a . - & h = o3 -3 g a.
7 7 5 ;
Die 3 leten Formeln ftimmen itbevein nadh (3).
Anm.  Cin Multivlicator fann an fich nidht gebrochen fein (§.3, 2).
Ote Ovdnung dev Factoven eines Products it audh pann beliebig, wenn

sactoren Briicdhe {in.
9. Um einen Bruch mit einem Bruche ju multipliciven, multipli-
civt man det 3dfler mit vem Bdbler, den Nenner mit dem Nenmer:
a b ac [ a\? a*

clid Bl b R
1 ) } / \ = v
Beweisd c):id (). Nun it —¢ = (3) und
!" a /} /J

ac 3 ac
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6. Um purch einen Brud) zu dividiven, multiplicivt man mit bemn
ceciprofenn (umgefefrten) Bruche, ivelcher bdurd) bie Bevtaufchung von
Nenner und Bdhler entjtebt:

; L (A it o b ey .
Beweis. Wenn man a, mit dem Divijor multipliciet (4), 1o
) (&
. ach 5 2 Nt
erhalt man 7 (5) = a, den Livtpenden.
OC

7. 3wet 3ablen heifen vecipyof, eine bas Jteciprofe dev anbvern,

wenn ihr Product 1 ift. Eine berfelben wird gefunbden, indem man 1
} Tolle | a Iy .

purd) bie anbere bividivt. 3. B. e umd -, 5 WD jind rectprol;

a ) a 4

pas Reciprofe eines echten Brudhd ijt ein unechter Brud). Kleinheit

unp Grife, MNabe und Ferne, Yaungjambeit wnd ®ejchwinbigteit u. pal.
fonnen ald veciprof betvachtet werden. Wenn A amal fo flein, fo nabe,
jo langfam ift al8 B, jo ift 4 aud) luml (ben nten Theil) o grof,
fo fernm, jo gejchwind ald 5.

8. 1. Wenn bei unverdndertem Bahler vber Nenner ved Brud)s
unendlich grof wird (o0 nad Wallig u. A.) b. b. jebe beliebige Zabhl
iiberjteigt , fo wird der Brudh fleiner als jeve beliebige Bahl und ver
fdhwindet, indem er die Grenge (limes) O evveicht. Diefer Safy Wwird
gefchrieben :

lim Agbily D —a

[I. TWenn bei unverindertem Ribler ver Nenner bed Bruchd ver-
fchwindet, o. . duvd) fortgejetste Abunahme Iull ird, fo wixd ber
Bruch unendlich:

¢ a ¢
lim 5 00 D=0

Denn Divifion durd) einen echten Bruch ift Weultiplication mit
einem unechten Bruche (6).

1. Wenn Rihler und Nenner cined Bruchs ugleich verjchiwin
pen ober unendblich erben, und iwenn Lol ten Factoven eined Prodbuctd
per eine verfchwindet, wibhrend ber audere unendlich wird, fo wird ber
Bruch und vas Provuct im Allgemeinen unbeftimmt. Denn ed giebt
unbeftimmt viel verfchievene Werthe, welche mit etnem perfdhwinbenben
Factor multiplicivt vevjchwinven; und vie Wultiplication mit etner ofite
Gnbe wachfenven 3ahl ijt gleichbedeutend mit oev Divifion turch eine
perfchiwindendbe 3ahl. Wenn aber der Zabler und dex Jenner ved Bruchs
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ober bie Factoren bes Probucts ihre befonberen Werthe dadburdh evhalten,
paf einem in !)mn porfommenden Buchitaben ein befondever Werth bei-
gelegt wird, jo [GRt fich in jedem gegebenen Falle die Grenze angeben,
weldhe der Bruch ober das Product erveicht, 3. B.

a* b2

lim == gu‘. b — a

=i
weil itbexhaupt a? — 8> = (a — b)la + b).
IV. Wenn bei unverdnvertem Dignauden der Erponent einer Po
tengy unendlich wivd, jo evveicht bie Poteny die Gvenge o oder 0, je
nachdvem ver Dignand mehr odber weniger ald 1 ift.

Beweis. Nah § 9 5 hat man

at — 1 = (av! a2 |+ . S+ a 1) (6 — 1)
Unter per Vovausfegung ¢ > 1 ijt a> > 1, u. {. f, baber
(St e L AP R A (s
ar > 41 -+ nla — 1).
Wenn nun = unendlid) wird, jo itberjteigt nla 1) jebe beliebige 3abl,

alfo audy a», 0. B

Im a® —= oo, # — .

Unter der Vovausfehung « << 1 ift — > 1, folglich

a
f I n
Hm i — | =—"on t 9y = g5,
a )/
(15" | s ot 2o x
Nady (5) it { S e Diefer Bruch wird unenblich, wemn fein
) o

Jeenner L\er]dmmm‘t II), folglich exfalt man firx a < 1
Vo ==t () Sl =5

V. Wenn bei abnehmendem Dignanden der Exponent einer Poteny
anendlidy wird, und wenn ber Dignand und der Erponent ifve befon-
peven Werthe vadurdy erhalten, daf einem n ibnen vorfommenven Budh-
ftaben ein befonberver Wevth beigelegt wird, fo fann die Poteny auch
eite anbere Grenze ald oo over 0 evveichen, welche in jedem gegebenen
&alle fich bevechnen [aft.

1

12. Quotient von Polynomien.
Heis §8. 19, 25, 26).
L. Um ein Polynomium zu oiviviven, hat man feine eingeluen
Gliever 31 dividiven:

a b c a b
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10
: 2 X a /f C . N I L
Beweis, Wenn man - mit bem Divijor d mult
d d d
L ; = 1 b v C ”
plicict (§. 9, 1), jo erhalt man ; d — ; d 7 d = a — b+ ¢
¢ C ()
pen Dividenden.
—_ a a
Anmert = — —
[nmexiung. ; iy b
- e a a -r’; ﬂ’; -1
— B A d—=tp

wie man purdh Veultiplication ves Duotienten mit vem Divijor nad
9, 3) beweifen famnm.

Die Gremze, welche ; evreicht, wenn & unendlich wird, ergrebt
i a — J &

ich, nachbem man dben Adhler und den Neennev ourch 6 Dbivivivt bat.
7 Y 7
Nach & 11, 2 ijt
:tff a

Wenn nun & unendlich wird, fo vevjchwindet . (§. 11, 8), baber
< [

e :
lim — = 4, b — @.
(/3 e (/]
@benjo finbet man
. a + bx ++ cx* '
lim — T p TR
f g = h

nachoemt man ben Adhler unb ven Nenner bes gegebenen Bruchd durd)
a? bividbivt hat.

Bruch defjelben enners veveinigen, vejfen Adbler ein Polynominnt ift,
bejtebend aug ben eingelmen Zablern mit bem Seichen ber Briiche ober

2, Umgefehrt: Briche von einevle ieuner (afjen fich in einen

mit pen entgegengefelsten Beichen, je nachbem ver zu bilbende Brudy basg

Aeidhen | ober — Dbat.
a b Al a - b - ( _ a - b e
d gy e d E d
g 5 : . g A A ac <
Die gemijchte Babl a fagt fich inm ben Bruch —— ¢in-

( G

(7 X

richtew, nachoem man fiiv « gejest hat.

$. Briiche ven verfchievenen Nennern laffen fich vereinigen, nadh-
cem man tbmen nady §. 11, 2 einen gemeinjchaftlichen Jenner (Gene-
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valnenner) gegeben hat. Wenn bie einzelnen enner gemeinjchafi-
liche Factoven nicht haben, jo ift ihr Product der fleinfte unter den
miglichen Genevalnennern. Sind 3. B. p, ¢, r die einzeluen einer,
jo ift pgr der Genevalnenner, weldhen die Britche annehmen, indem man
thre Bdbler und Nenner ver Reihe nad)y mit ¢r, pr, pg multiplicict.
Wenn in melhrern Nennern derjelbe Factor oder Potengen defjelben vor-
fommen, fo hat man in bad zu bilbende Product von diefem Factor
nur bie hHochite Poteny aufiunehmen, welche in den einzelnen Nenuern
angutveffen ijft. Siud 3. B. p2q, ¢*r, pr? die eingelnen Nenner, fo ijt
piq*r? ver Genevalnenner, welchen bdie Briiche erbalten, inbem man
thre Zahler und Nemner der Reihe nad)y mit gr?, pr, pg? multiplicivt.

Anm. Um Britche von verjdhiebenen Nemmern 3u vergleichen,
bilbe man ihre Diffeveny ober ihren Quotienten. Wenn die Diffeveny
ved evften unb jweiten Brudhd pofitiv, ober bder Quotient ded exjten
unb gweiten Bruchs umnedht ift, fo ift der erfte Brudy quifer ald ber
jweite, 3. B.

a + m a (¢ - m,;f,n — (b + m)a (b — a)m
) —l m b 7 (b —f—:.’z/; i (b %‘ut}f :
a -+ m a ab + bm
P ¥ am’
Jene Diffeveny ift pofitiv und diefer Quotient unecht, wenn a < b
undb m pofitiv ift; folglich ijt
a + m _

7 e :, wenn @ < & und m pofitiv ift.

A. Um burch ein Polynomium u diviviven, fann man nicht durdh
bie eingelnen lieder bdeffelben bdiviviven. Der Quotient mit dem voll-
jtandigen Divifor multiplicivt, wirde ein Product geben, welched von
pem Dividenden perichieven ift.

Gine theilweife Divijion (Pavtialdivifion) wird evmoglicht, *
wenn ntan ben Divivenben und den Divifor nad) der Reihe bder in
ihren Gliedern vorfommenden Potenzen veffelben Buchftabens orbnet,
entieder beive nach ven fallenden Potengen ved Buchitabens, jo dap
pie Glieber vorvanjtehn, weldhe die hchiten Dotengen enthalten, oder beive
nach ven fteigenden Pofenzen des Buchjtabens, Das erjte Glied des
Dividenven durc) dag erjte Glied des Divifor bdividirt giebt dann das
erjte Glied ves8 Quotienten, deffen Product mit vem vollftindigen Di-
vijor von dem vollftinbigen Divivenden jubtvabivt eine Diffeveny giebt,

") Oie Ginfitbrung derjelben trifit mit ber Grfindbung ber BVuditabenvedymng
wjormmen.  Die Divifion emer mwehrfteligen Decimalzahl durd) eine andere Ddiente

junt Borbild
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welche etn RNejt heift. Das evjte Glied diefed Nejted duveh bas exite
®lied des Divijor vividive giebt bas jweite ®lieo ves Quotienfen, bef
fen Product mit bem polfftanvigen Didijor vou vem JRefte fubtrabivt
eien neuen Sejt giebt, vev wie bev vovige NRejt behanbelt wird.

Qenn man it dem Jejte 0 \lLiulhl[ fo ift ber Quotient volljtan:
pig gefuipen und man mgt baff bie Divifion a ufae hr penn pas Pro
puct bes volljtindigen Divijor mit allen Gliedern bed uuticnlvn wirbe
port Divivenden nach und nach jubtrabhict, wobei bie Differveny O fich

oy

ergeben bat,

Wenn die Divijion nicht aufgeht, jo wivd fie nad Entwidelung
einer Binveichenven Angahl von ®liedern bes Quotienten abgebrodhen,
und man exhalt als L‘L‘UH\TIILIILH Suottenten eine gemijchte Rabi, inben
man ben Quotienten be g zulet bebhaltenen Jejted burch ven vol uamm\l'
Divijor als Brud) m'u gefundenen Gliedern ded Quetienten hingufiigt.

Beweis. Wenn A ven Divivenven, B ven Divifor, C bie ge-
funvenen Glieder vesd Quotienterr, R ben zulett bebaltenen Hejt be

veutet, fo ift B = 4 — BC, und 4 = BC + R, folgtidy (1)
| 3 It
— ( :
B B
Beifpiel. Um 1222 - 5dy* - 4dyz Blay — 24xz burd)
dx — 9y — Sz 3u dividiven, ovbuet man ben Dividendven und Divi-
jor beive mach ven fallenden Potengen eineg Buchjtabens 3. B. = wie
flﬁ['\]ti
1222 — Hley — 242z 54y | 48yz : 4o — Yy — 8z
| R 2Mxy 24xz = Jx 6y
—— DApy —+ D !‘,',t': L 48yz
24y |- b4y 4 48y=
()

Das erjte Glied ves Quotienten findet man aus 12x* : dx, ben
erften )M‘ purch Subtraction ved Prodvuctd Ja(de — Yy — 8z) bom
Divibenven; das zweite Glied ded Ouottenten aud — 24zy : 4, ben
;.,muitcn }x‘t]' purch Subfrvaction bed l}n\tm‘if\ 6y(dxe — 9y — 8z)
pom Divibenven. Diefer et ijt alfo gebt die Divifion auf und
per volfjtandbige Quotient it 3x — iw.

Bei der nidit aufgehenven Divifion diveh
a =+ bz, a + bx —L- cx?, a i'-r = oa + dx3, .
crbilt man wiendlicdie Neiben ‘uml Gliedern it ftetgenben Potenzen L‘on z. Sebed
®lied eimer jolcdhen eibe famn n vemt evjten Fa n§ bem vorbergehenven Gliebe,
1 Den ancern f\\.luL“ qug pen 2, 3, . vorbexachenoen ®fiebern nad etiem oo
ver Stelle pes Glicbes unabbingigen Geiely bevedyet twerben Desbalh beifien joldye
Fteibent vecurrente (nad) Moivre Miscell. analyt. 1730.). Une wenn cine NReibe
vecuvvent ift, jo 1aft fid) ber Vrud) aitg ben, aus bem jie bervorgebt. Vergl. Euler

[ntrod. 1. K l{igel math. 2V. 4 p. _' . Gaudy Anal. algébr. ¢. 12,
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8. Bemerfenswerth ift die aufgehenve Divifion (§. 9, 5)
an L n

PR W arl - an%h - an-3p2 - | |

- g2 pn-3 + abn-2 ‘!,_ pn-1
und bie nicht aufgehende Divifion

f!l! s Tt 4 o _,( l [“72 1 &“_I I JJI\

a gl S el S el d o N
weldhe aud ber vovigen folgt, weil (1)

ar — pn

an hn
a — b a—b a—>b’

Jubem man b mit — & vevtanfht, erhilt main fiir die Quotienten

gDt L an

Wemn a = 1 ift, fo findet man*)
1 — bm e
—— — Ll ate ST D 20N 4 I iy
{GETE b e iy il 1
] - 5 ‘ T bn
fiit b ==l —F b e b* ik LR + b I 1

J Ly
Jngbefonbere, wenn b << 1 und n unenblich wachft, jo verjchwin-

Jethen von Gliedern mit abwedielnven Reichen.
¢ —+ b Gl RT3 4 % }f d ;

4o

bet om unbd (8- 11, 8), folglich ift unter diefer Vorausjesung
i

- e e e Lol e el ST
L l| 1L' I ik s

bie Summe einer Reibe von unendlich vielen Glievern.
Die Quotienten

xl2yl — pTy12 i i ] 4
x — y 'a—x' a'—axtxi! |4y
laffen fich aus ven gefundenen Quotienten ableiten, weil
iy’ — 2Tyl2 s y®
EL
LT ek Y
eyt + ¥y - 2% ooyt o)
e -"”{1‘ 7 + :(.Jﬂy\ + metn 71I7 4"‘3]'“ - .(,Ty\i
¢ ¢ 1
4 X { L
[£ & I
a
e cla + a c ‘ 1
= = 7 —f* ¥ — -
3 ] 3 4 T ]
a - a X — (7 2 L o I M
a3

*) Sm Ultevtbum ausd Eucl

Balger. I. 2, Nujfl.

Elem. 9, 35 befannt.
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Ly ) el {5t |
i L) S = e e
oy Vg gy /) I
6. Aus der Gleichung
M+l ('il-‘rl
i : = g8 -}— am™1j + ¥ *{* abn-1 —|- bn
G r— (}
fobliefst man unter ber Vovaudjefung « > & wie §. 11, 8, daf
anitl Lot |
(n 4+ 10 << < (n -~ Dam,
T B a b 3 i
Daber finbet man, indem man « b -+ 1 fefst,
n ; ]“ln 2;|.1 Inil
(n k¥ 1.9 < :{u.l In+l
i (M 2
n - 1 I ‘._:‘;“ .;_:‘ ‘l”i 1 3n+i1
u. §. w. folglih) purd) Abbdition
n } 1 _.|._ In - .. | k) < (k- 1) | 1.
Gbenfo evhalt man aud)
|1|;| (jutl n _I |'_]n
Quil ___ JoH 7 (p & 1).9n
:'.n;l _ 9n+l | i 2n
2 ‘ ;
. f. w., folglich durch Abbition
knit < (n = 1) 4 20 | - k),
Die gefunbene Begrenzung
Jendd < :’” J‘ IBIGE ,} 2:| ! sl : Jn Sy (k A:, |||~,I 1
giebt ju erfenmen, daf
(n - 1(1n : P dliy T ; Jen Jont1 , (k - ]JNeI 3 Jon 1 |
und nac) Divijion burd) (n + kML, dap
| } 211 } R ,! ]_-\;. " | it 1 \r’ | 8 | .“'I | ]
o AR v R o oo

Wenn &k unendlid) wird, jo verjdhwindet bie recdite Seite; aljo verjdhvin-
pet auch bie [infe Seite und man bhat*)
| ‘L “_)‘n -J i ! f.'“ |

lim i e R e —on:

*) Diejen Saly, defjen Unjlinge bei Avchimedesd (Spivalen 10) gu finben
find, und defjfen Aufjtelluing ber erfte Sdhritt 3ur JIntegralvedynung war, baben bie
Wiathematifer bes 17ten Jabhrbunderts entwidelt Fevmat und Robevval Vrief
von 1636 Det. 11 (Fermat opp. p. 140), Pascal oeuvres éd. Lahure I1 p. 482,
W allig Arithm. infin. 1656. Bergl. Steveom. § 9.
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13. Theilbarteit ber Bablen. ]3

A

13. ZTheilbarfeit der Jabhlen*).
($eid § 27 und 28).

L. Wenn der Quotient dev (ganzen) Zaflen « unb m eine gange
Aahl ijt, wenn aljo bie Divifion von « durdy m aufgebt, jo jagt man,
a ift theilbav durd) m, m gebt auf in ¢, a ift ein Divivwns (Mul
tiplum, Bielfaches) von m, m ijt ein Divijor fII,crlu‘, Maf) von a.
Ulle Bablen von ber Form mwx, weldhe die Formel max umfaft, wenn
fiiv bie lUnbejtimmte (indeterminata) = Dbeliebiqe ganze Bahlen gefest
evben, find burch = theilbar. Die duvd) 2 theilbaven Babhlen von der
dovm 2x heifen gevabe (pares). Die durch 2 nidht theilbaven Bah
fen 2z -1 Deiffen ungevabde (impares). Eucl. VIIL. def. 5 ff,

Wenn @ durd) m theilbar, und m durch p theilbar ijt, jo ijt auch

a durdhy p theilbar. Demn nad) Vovausfegung ift « — mx, mo= py,
folglich @ = pay. Und wenn « duvd) m theilbar und z eine beliebige

Aabl ijt, fo ift auch bad Prodbuct az durch m theilbar.

v

2. Wenn a und b durdy m theilbax, = und y beliebige Bahlen

find, fo ift az 4 by duvd) m theilbar (Bucl. V, 1). Denn nady der
Voraudfebung ijt @ — ma, b= mf, folglih ax+by — mlcae—+ By).
Wein von den Diffevengen ¢ — b und ¢ —d jedbe durch m theil
bar ift, jo find aud
a ’\L C b _l‘ d . ac - f;rl', a? — b2
purch m theilbar. Denn

e g S

a e — (b idii= (a by 4+ (e d)
ac — bd = (a — b)e + b(e d
= b2 = (a — b)a -+ b
a® — b? = (a — D) (a®* + ab —|~ b2, 1u. i ]’

$. Wenn die Bahl « durch die Bahl b dividivt:den Rejt ¢ giebt,
wenn wiederum & durd) ¢ dividivt ven MNeft d giebt, w. {. f. fo bleibt
endlid) per Reft 0, weil die (gangen) Bahlen b, ¢, ¢, . . eine fallende
Jeihe bilden, und man hat die Kette vou Gleihungen (8. 10, 3)
s — .,u!'J = c
b gc + d

I

f=tg + &

") 3n biejem bev Avithmetif im engeren Sinne (Bablenlebre) angebbrigen Para
grapben witd unter Babl imumer eine ganjie Sabl verftanben.
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Der lefste von 0 verfchievene NRejt ~ der gefundenen Reibe ift ber
grofte gemeinjdhajtliche Divijor ver Sahlen « und 6. Denn
h ijt ein Divijor von ¢, aljo auch (2) von tg 4+ 2 b. i. £, aljo audh
von jebem vovangehenden Reft, fowie endlich von & unb @, Umgefehrt
jeblieft man, baf ein Divijor von « und b aud) ein Divifor von ¢, d,

.k ift, und daber nicht mehr alg Z fein fanu.

Wenn zwet Aahlen einen gemeinjchaftlichen Divijor fiber 1 nidht
baben, fo heifien fie prim ju einanber (primi inter se, velative Prim-
zablen). Wenn 4 per grifte gemeinjchajtlihe Divijor von « und & ijt,
fo jinb bie Rablen « : & und & : & prim u einanber. Jusbefondere
find je jwet anfeimanber folgende natiivlidye Bablen, @ und « -} 1, ve-
lative Primgahlen. Euel. VII, 1.

Anmerfung Wenn ver Fdhler und dev Nenner eined Bruds
nicht prim zu einanbey jind, fo it ber Brudh) vebuctibel und erhdalt
jeinen einfachjten Ausbruct, inbem Rdabler und Jeenner dbuvdh thren grif-
ten gemeinjchajtlichen Divifor divivivt wevben (8. 11, 2). Wenn Babh-
fev und Yenner velative Primgahlen find, fo ift ver Brud) irreduc
tibel

Um ven grogten gemeinjdhaftlichen Divifor mehrever Sahlen «, b, c,

s finben, bevecdhuet man bven groften gemeinfdhajtlichen Divifor £
pon a und b, ben griften gemeinjchaftlichen Divifor 2” von 4 und ¢,
u. §. w. Jebe Rabl, weldhe in «, b eingeln aufgeht, ijt ein Dibijor von
oy jepe Zabl, welde in a, b, ¢ eingeln aufgebt, ijt ein gemeinjchaftlicher
Divifor von & und ¢, alfo ein Divijor von 4, u. {. w.

A. BWenn e« und b prim ju einander {ind, fo geht jeder gemein-
jchaftliche Divifor von ek und & in k auf, und wenn jugleidy ak durch
b theilbar ijt, fo ift & duvrcdh & theilbar.

Bemweisd. lUnter der Vorausjegung, vaf « prim u b ijt, wird
in ber fette von Gleichungen (3) der lepte NReft 2 = 1, jolglich

aplie— .,'fz'nl..‘ —E ck
bk = gek - dk

fk = fff -f b
Hievaud fdhlieft man '2, paf ein gemeinjchaftlicher Divifor von ak
und b in ck, dk, . ., k aufgeht. GCbenjo jchliefit man, weun «k duvch
b theilbar ift, bafp & in ck, dk, . ., k aufgebht.

8, Die gemeinjchaftlichen Divibuen von « und & b, h. die Zab:

len, welde fowohl burd) a alé audy dburch o theilbar find, finb von ber

= b
govm a oz, wenn purd) £ der grifte gemeinfchaftliche Divijor bon
(]



§ 13. Theilbarfeit ber Rablen. 85

a unb b begeichiet wird. Jft namlidy a=he, b = A8, und ak durd
b theilbar, jo ijt aud) ek purd) B theilbar; nun ift « prim u g (3),
folglich & durdy g theilbar (4), . §. kb = Pz, ak = -afa.
Die gemein{dyaftlichen Divivuen von «, b, ¢ find von der Form
b e

s T et durd R’ bver grofte gemeinfhaftliche Divijor wvon

b : : :
“;, und c begeichnet wird. 1. . w,
Dex tleinfte gemeinjhaftliche Dividuus von « und b ijt

b
parnady a
h

pev tleinjte gemeinjchajtliche Divivuud von a, b, c ijt
bie
[ =
7
PBrimgahlen « und & ift ab. Und wenn eine Babl duvcdh die relativen
Primzahlen a und & theilbar ijt, jo it {ic durch das Provuct derfelben
theilbar. Kuel. VII, 36 ff.

u. . w. Der tleinjte gemeinjchaftliche Diviouus bper rvelativen

6. Umgetehrt fchlieit man: wenn « und k eingeln prim zu b find,
jo ift auch pas Product ek prim ju b, Denn ciw gemeinjchaftlicher
Divifor von ek und & wirbe in & anfgehn (4), alfo wive k nicht prim
ju b gegen bie Voraudjepung. Kucl. VIIL, 26 ff.

Potenzen rvelativer Primzahlen find velative Primzahlen. Wenn
a prim zu b, fo ift ce prim ju b, und « prim ju bb. Ebenfo fchliefit
man, daf o? prim zu 52, b3, u. §. w.

7. Gine 3abl, weldhe durch andeve Bahlen aufer 1 nidht theilbar
ift, heifgt eine Primzah( (numerus primus). Jeve Babl ift entweder
eine Brimzahl ober purch Primgzahlen theilbar. Euel VII 34.

Beweis. Wenn a feine Primzahl, fondern vuvd) b theilbar ift,
fo ift & entweber eine Primzabhl ober durch c theilbar, ferner c entive:
per eine Primgahl ober duvrdy o theilbar, u. {. f. Die Aahlen b, ¢, 4,
. . bilden eine fallenve Jeife, welche pedhalb nur eine endliche Anzabhl
poit Glievern haben fann und mit einer Primgahl jchlieft, vurch weldpe
jepe ber vovangehenden Hablen, alfo audy e theilbar it (1).

Anmertung G$ ijt ywekmdpig, vie Bahl 1 nidt ju den Prim-
sablen zu vednen. Dann find je zwei Primzahlen ofme Ausnabhme
prim ju einander. Die einige gerave Primgahl ijt 2. Wenn bdie Zabl
a yoifchen 2 und (» -+ 1)2 fiegt, une burch die Primzablen, welde
feiver alg » find, nicht theilbar ift, fo ijt fie eine Primzahl. Gefesst
« wave durdh die Primzahl » + s theilbar, fo wave a = (r + s)z
ourdh x theilbar. Fun ijt
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A e 1,

f. entweber eine Primzahl, die » nicht iiberjteigt, oder durd) eine
folche theilbay. Aljo ware « durd) eine Primzabl unter » theilbar, ge-
gent pie Vovausfepung; folglich fann a duvdh eine Brimzahl iiber »
nicht theilbax fein.

8. Die natiicliche Sablenveihe enthalt unendlich) viel Primzabhlen,
Euel. IX) 20.

PBeweis. Bedentet p die hidyjte befannte Primzahl, 4 vas Pro-
puct ber betanuten Primgahlen 2, 3, 5, 7, . ., p, joift 4 4+ 1 ent
ever eine Primzalhl iiber p oder durc) eine Primgahl iiber p theilbar.
Denn A ijt durch jede pev Primzahlen von 2 big p theilbar; 4 4 |
ift prim au A (3), mithin dbuvd) feine ber Primyablen von 2 bhid p
theilbar. Wemn nun A4 - 1 eine Primahl nicht ijt, fo ift fie burch
eine Primzahl theilbar, welde p iiberjteigt. Demnady ijft feine gegebene
Primzabl vie leste Primzahl in per Reibe ver natiivlichen Bahlen.

Munmertung. Fiir die Aufeinanverfolge dber Primzablen ift ein
allgemeines Gefes nicht befanunt. Eg giebt fein ans Potenzen einer Un
beftimmten gebilbetes Polynominm, dag nur Primzahlen nmfafte. Wenn

3 B.oa + bxr - ex? fiiv @ = wm eine Primgabl p ergiebt, fo bhat
filr @ = m - py diefelbe Formel den LWerth
a - b(m Jr pYy) 1 clm } j"-',.'.."
= a + bm - om? + bpy + 2empy + eply?
= p + (b + 2em)py + cpy,

per buvd) p theilbar, aljo feine Primzahl ift (Legendre Théorie des
nombres, Introd. 20).

9. Gine Bahl, welde durd) andveve Aahlen aufer 1 theilbar ijt,
faun als Predvuct von bejtimmten Primzahlen (einfachen Factoven) bar-
geftellt werden und Deift zujammengefetst ausd diefen ‘bum,al)ltn
Die alfgemeine JFovmel einer aud den Primzahlen «, &, ¢, . . jufam-
mengejetstenn 3ahl ift acbicr

Gine aus ven Primgahlen @, b, ¢, . . jufommengejeste Rahl ift
buvch eine andeve Primzahl p nicht theilbay, mithin aus anvern Prim:
sablen nicht sufaommenjetsbar. Denn jebe der Bablen @ b, ¢, . . it
prim ju p, folalich ijt audy vas Probuct a=bier . . prim zu p (6).

10. Wenn vie Bujammenjebung gegebener Rabhlen aus Primzah-
len befannt ift, fo Gift jich obue Weiteves exfennen, ob eine ver Aabhlen
burd) eine andere theilbar ift, weldhes ifhr Eleinjter gemeinfdhajtlicher
Divibuug ijt, welches il ;\nm,,lu: gemeinfchajtlicher Divijor ift, ob die-
jelben *Botenzen finb.
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Die Rahl N ift puvcdh) &N, theilbavr, wenn N, iweber anbeve etn:
fache Factoven, wnocy eimen Derjelben in gripever Anzahl hat als V.
Wenn namlich ab vurdy b, theilbay ift, wdhrend «, in ¢ aufgeht und

by, prim 3u @ ift, jo ift & duvd) b, theilbav. Demn ed fei @ = ayc,
alfo ift auch cb buvcd) &, theilbar und &, prim zu e, folglich geht b,
in & oauf (4. 3. B. 360 = 23325 ijt burdhy 24 = 233 theilbar,

nicht durch 48 =243, nicht purc) 65 = 32.7. Cin ivveductibler Bruch
fann nur bamn in einen endlichen Decimalbruc) verwandelt werden, wenn
fein Yenner von ver Form 2+.58 ift.

Der- Heinjte gemeinfchaftliche Dividbuus von N, Ny, N,, . . wird
gefunben, inbem wan jebem vou bden einfachen Factoven diefer Jabh-
len unter den Grponenten, bdbie ev in N, N,, NV,, . . bat, den groften
giebt uno bas Probuct biefer Pofenzen Dbilvet. 3. B. 3.5.7

'
23.7, 2.32 23 3 bhaben ven fleinjten gemeinjdhaftlichen Dividuug
LS R

Der grofte gemeinjhajtliche Divijor von N, Ny, M, . . wird ge-
funben, indem man die einfachen Factoren audwablt, welde &, N,
N,, . . gemein haben, jepem pverfelben unter ben Erponenten, die er in
N, Ny, Ny, .. bat, ven fleinjten giebt nnd dad Product viejer Poten
sen bifvet. 3. 3B. 22.34.5 und 2°,3%.7 haben ben grdften gemein-
{chaftlichen Divifor 22 . 3%

Weun a, b, ¢, Primzahlen bedeuten, und acbfer die mte Poteny
einer 3abl k ift, fo {ind «, B, y durch m theilbar, Oiebt e3 3. B. ¢,
Sactorven « in der Bahl k, jo enthdlt k= beven «;m, d. h. eine durdh
m theilbave Anzabl, w. {. .

Wenn f, g, - velative Primzahlen bebeuten, und fgk eine mie Po
teny ijt, fo jind £, g, & cbenfalld mte Potenzen. Denn ein einfadyer
Sactor fann in fgh nidht einen anvern Erponenten Haben, alé in einer
ber Rablen £, g, &, welde prim ju einander {ind.

1. Wenn von einer Rahl thre Fujammenfeung aus Primyahlen
befannt ijt, o laffen fich ofne Weiteved alle Divifoven ver Bahl an-
geben. Bebeuten «a, b, ¢, . . Primzahlen, jo ift a*bfer dburd) alle Glie-
per Des Probuctd

A4+ata?+..Fa)1+b+024. . bA) 1 +c+c? .. Fcf)
und nur durch folche theilbar. Denn die Glicver viefed Products {ind
it ber Forvmel arbset enthalten, wobei », s, ¢ ber NRethe nad)y die Sah-
len @, B, y nidht itberfteigen; alfo ift a“bfer duvdy atbset theilbar (10).

Die Angahl aller Divijoven der Fabl abler ift

G IR IR TR Y TR
weil bag erjte Polpnomium 1 -+ «, dad 2te 1 -} §, vas 3te 1 + y




|8 Allgemetne Avithmetil

®liever hat. DHierbei find 1 und abfer (die ahl jelbjt) als Diviforen
ver Bahl mitgezalhlt.

Die Summe aller Divijoren der Zahl ift das Product, durch
reffcn Entwicdlung die Divijoven ber Jabhl gefunven werven, mithin

‘& .;., 2)

aetl 1 Bf+t — 1 cril — |
(4 - ] f’f - i ¢ — |
3. B. 360 = 23. %'.;’. bat 4 A::. 2 b, i. 24 Diviforen, namlich
1 N8 3056, 12 45 D ::e., 725
57:10,20, ]u, !7», 30, 60, r‘_m, 15, 90, 180, 360.

Die Summe bderjelben ijt 15. 13 .6 = 1170.

Anmerviung. Gine Zabl ift vollfommen (zekedg, perfectus)
genaunt worden, wenn fie der Summe ihver Divifoven (vie Iahl felbjt
ausgefchlofien) gleich ift. Die juv Reit befannten vollformmenen Fahlen
jfind in ber Fovmel (2x— 1).2x1 enthalten, unter der Bebingung, daf

2x I eine Primzabhl ift*). 3. B. 22 jrassiy nsleitai st
249 1 =381, 27 — 1 = 127 find “~11m,altcu, fo baf

g s T g

e R T 27-157 14

81 .16 = 496 —1 +2 1+ 4 4+ 8 £6 -2,
Wenn ndmlidh 2x — 1 eine Primgab( ijt, jo ift vie Summe aller Di-
biforen von (2% 1).2%t mit Einfjchluf per Rahl felbjt

(1= e gy e g e 92 T ey
— 9% (9= — 1) = 2 (2¢ — 1).2%4,

alfo nac) Ausjdhluf ver Fahl (25 — 1).2x1 gleich derfelben Bafhl.

Awei Bablen {ind amicabel genannt worven, mwenn jede bex
@umme ver Diviforen der andern (bie Zahl felbjt audgefcdhlofien) gleich
it 3. B. 220 unv 284.

12. Wenn p, g, r, . . die Primzahlen beveuten, burd) welde das
Product ABC . . theilbav ijt; wenn unter ven Rablen 4, B, C,
vurdh p, p?,..,4q,9¢% .., 7, v .., .. mindejtens ebenjoviele
theilbay {ind, al8 unter ven Rablen 4, B, C, .., fe ift das Product
ABC . . durd) vag Probuct ABC . . theilbav.**)

3. B. unter ven Aablen 3, 4, 5, 6, 9 find 2 durch 2, 1 durch
2%, 3 burd) 3, 1 durdh 32, 1 durch 5 theilbar.

*) Eucl. VII, def. 22, IX, 36. Bergl. fiigel math W. V p. 887 Ter:
quem Nouy. Ann. ITI. Ueber bie amubl n Rablen findet man Niberes [it
gel math. 8. I p. 246, V p. 55.

**) Die in (12) und (13) enthaltenen Sige find von Gauf (Disq. arithm.
126. 127. 41).

o
o
=.
)
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Lnter den Rablen 12, 18, 45 {ind 2 duvch 2, 1 burch 22, 3 dvurch
3, 2 burch 32 und 1 ourdy 5 theilbar.

Da bie legtern Anzablen ber Neibe nach nicht gevinger find, ald
bie erftevn, fo ift 12.18.45 durch 3.4.5.6.9 theilbar.

Beweis. Unter ven Bahlen 4, B, €, . . feien « duvd) p theil
barve, 8 durd) p? theilbave, y durdy p? theilbave, u. §. f. Dann ift dasd
Probuct ABC . . junidhjt dpureh pe theilbar, bder gefunbene LQuotient
ijt wieverum odurch p# theilbar, ber newe LQuotient duvd) pr, u. f. w,

Das Probuct ABC, . enthilt alfo ¢« + f + y .. Factoven p. Bon
gleidher Beveutung feien die Angabhlen o', f, y°, . . fiiv die Bahlen
A, B, . ., Yun jinp nach ber Vovausjeung o, B, y, der NReihe
nad)y nicht gevinger alé o, 8, y, . ., aljo ijt o -+ " 4 9" 4 . . nicht
gevinger ald e+ + 5 4+ . ., b h. ABC ., enthilt nicht weniger

Factoven p als ABC . . . Aus denfelben Gviinven enthilt A'B'C . .
nidht weniger Factoven ¢, », . . ald ABC . .. Daber ift ABC . .
burdy ABC . . theilbar (10).

13. Wenn eine belicbige Aahl ber NReihe 1, 2, 3, . . , m durch
k, und die gange Bahl ved Quotienten e: k duvd) m” bezeichnet wird,
fo find »' Bablen der Reibe duvc) k theilbav, namlich k, 2k, . . , m'k.
Wenn ferner die gange Bahl ves Quotienten m': k durc) m" begeidhnet
wird, fo {ind m” Bahlen ver NReibe 1, 2, . ., m durch k theilbar,
mithin finb =»” Rablen ver gegebenen Reibe buvch k2 theilbar. 1L {. w.
3n der PReihe von ebenfoviel folgenven Rablen ¢ 4 1, ¢ + 2,
.., a - m giebt e8 minbejtend =, hichftens w’ + 1 pburch k theil
bave Rahlen. Die fleinfte durc) & theilbave Zahl ber NReihe, weldpe
purd) @ - c bejeichnet wivd, fann o« + & nicht iiberjteigen. Wlfo
enthalt pie PReihe vie durch £ theilbaven Aablen

2/ + ¢, a AE (i .’i‘, al ey

und auferdem a -+ ¢ 4+ m'k, wenn ¢ flein genug ift.

Das Provuct (¢ + e + 2) . . (@ +— m) ift durdy bad Pro-
butct 1. 2 m thetlbar. Wenn namlich vad zweite Product aud bden

]

a + ¢+ (m 1)k

Primzablen p, g, », . . sufammengefest ift, fo find unter ven Zablen
a-+ 1, a4+ 2, ..,a-+ m mindejtens ebenfoviele dburch p, p? . . ,
q, 9% . ., r, 2, . . theilbar, a8 unter den Rahlen 1,2, .., m, folg-
fich u. . w. (12). Der Quotient des erjten Prodvuctd bdurdh basd
jtoeite ift eine figuvivte Rabl (§ 28), mithin eine Summe von gamen
Aablen, alfo aud) aus diejem Gruubve eine ganze Aabl.

Wenmnm=—a -+ b4 c4~.., foijt 1.2.3...m durch dad Product
(B cel Rl f e e e I D ;
thesthne, weili 10590, o va burdy 1205 o gt iCel - ) S e =ii0)

oy 1.2...0, (@48 +1)..(@+ 8+ c)ydurdh 1.2...¢
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u. . f. theilbar ift. Der Luotient ift duvd) m theilbar in vem Falle,
baf n eine Primgahl ift. Der Quotient ift die Angabl von Permus
tationen gewijjer Glemente und aud) aus bdiefem Grunbde einé gange
Aabl.

1A, Wenu die Bahl m die Divifoven a, b, ¢, . . hat, weldhe prim
ju einander {ind (jeber zu jedbem Dber itbrigen), o giebt ed in ber NReibe

“)
1 Ly Oy . g m

m (1 — Ly AR ')

al \ bJ\ e
Aablen, bie durd) a, b, ¢, . . nicht theilbar jind*).

. Y . . (L
Beweis. 3In der gegebenen Reihe giebt o8 Aablen, welde

a

: . ' ' a W . " '
ourd) « theilbav jind, namlich «, 24, 3a, . . , —a, folglich bleiben
(¢

M — Mrr : 7 ( | — l ]
(s \ o/
Jablen iibrig, weldhe durd) a nicht theilbar find.
Unter pen duvch & theilbaren Bablen der gegebenen Reile bhat man
piejenigen nody ausyufcheiven, welde durch « nicht theilbav jind. &8 giebt
aber in ber NHeibe

ebenjoviel durdy « nicht theilbave Rabhlen, ald in der Jeibe

m

b’

Denn b ift prim ju o, folglich kb ourd) o theilbar ober nicht theil-
bavr, je nadvem k ourd) ¢ theilbar ijt ober nicht theilbar (4). Die

9 2
lf —‘)f S S

: P 5 . m { 1
festeve dteihe enthialt nad) vem bigen 5 e = g ) Bablen, welde
purd) o nicht theilbar find. Nad) Ausjcheidbung vevfelben bleiben von
per gegebenen Yethe
f 1B m | 1Yy / L\
[ — s | . ] = 1] — J6l:4
i : a J b\ | (i) .'J i \ a / b )
Aablen itbrig, welde durd) «, b nicht theilbar jind.
Uuter ven burdh ¢ theilbaven Rahlen ber gegebenmen Heibe {ind
ferier nur nod) diejenigen audzufcheiven, welche durch «, b nicht theil-
bar jinb, und beren es ebenjoviel giebt, alg e8 in der Reihe ¢, 2¢, e,

i

o Rablen giebt, bdie durd) «, b nidht theilbar jindb, ndmlic

*) Guler 1763 Nov. Comm. Petrop. 8 p. 74. Acta Petrop. 8 p. 17. Bergl
®auf Disq. avithm. 38. Dividlet Sablentheoric von Debefind § 11 ff.
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= = Nach Weglajjung bderfelben bleiben bon bder
e i |
gegebenen Jteihe

‘ [ 1\ m 1y | L7 el B
m 1 G T PG P R ey e L

a ./ b c o\ (L b \ (2 AN b./\ C

Rablen itbrig, bie durdh o, b, ¢ nicht theilbar find. UW. §. w.

15, Wenn pie jammtlichen Primzahlen, aus welchen bie Aahl m
jufammengefetst ijt, durd) @, b, . . , & begeichnet wevven, fo giebt es

in ber Jeihe 1, 2, 3, . ., m
| 1 i b
o (e [ R IO e
a) B h)
Raflen, weldpe purd) «, b, . . , & nidt theilbar (14), mithin prim 3u

m find. Diefe Anzahl wird nad) Gauf (a. a. O.) in der Avithmetit
purdy o(m) beyeichnet.

3. 8. 60 = 22.3.5. 3n ber Reipe 1, 2, . ., 60 giebt es
\If]—L‘

| by

: y 1
(60 Bl

Aahlen welche prim ju 60 find, ndmlic

1 i L (8 L B S 1151

59N G3 49 ATIR AR S AP O]
Wenn m und k velative Primgahlen find, jo {ind aucd) m undbm —k ve-
lative Prinzahlen.

Die Fahl 1 wivd als prim zu fich felbjt betvachtet, fo va ¢(l)= 1.
Gine Primzabl p ift prim ju allen nieveren Fabhlen, aljo g(p)=p—1.
Wenit a, b, ¢ Primgahlen beveuten und m — a“bfer ift, fo findet man

@lm)y'=a*} BB-1 eyt (a— 1)b—1)e — 1).

Wenn m vurd) p ungevade Primgablen theilbar tft, fo ijt @lm) durd
20 theilbar. Wenn m und » aud denjelben Primgabhlen ujamimenge-
jett find, fo Fann tas BVerhiltnif glne) @ pn) duvd) Potenzen berjelben

WVrimzabhlen ausgebriickt werden, 3. B. @360) : @6O) = 6.
LWenn = und » rvelative Primgahlen find, jo hat man
13 fin
pim) = m | I il | — / |
(2} o/
; | L) (4 -5
QlLm — In ” 3 | et 7 ®
P s e b/
; i iy I 1\ / 1Y
(F'FH.F'J' = mm ‘i C | ,, | s / '!.l ~ [,i .
a \ i ) \ 0./
TL“[\'lll[d) P mm) = pim) @ n r 3 ‘Q%.

@ Slaili— q'E p(9) = 7 AP o - = )
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16. Wenn d ein Divifor von m ijt, fo giebt es ¢ |
C

) Rablen per

.

A

Jethe 1, 2, 3, . ., m, fiiv weldhe o der grifte Divijor ift, ben fie
mit m gemein Haben. Denn unter den Bahlen von 1 bis m find o

2on e ';d' purd) o theilbar. Nun ift d ver grofte gemeinfdhaftliche

Al i . m ity . -t
Divifor von kd unbd d"’ wenn k und 5 relative Primzahlen find.
C
Uljo giebt es in ver gegebemen Reibe ebenfoviel Babhlen, welde mit m
ven griften gemeinfchaftlichen Divifor & haben, ald e8 Bahlen bex
, . T 1) 5 m ., W . { m
Deiheiv gt i giebt, welche prim ju 5 find, namlich ¢ 5 ) nadh
C ( i Y ]

ver angenommenen Begeichnung (15).

LWenn alle Divijoven ver Bahl m durc) d,, d,, d,, . . begeichnet
werden, fo ijt*)

®(0y) + @(0;) + @(6;) + . . = m.

Diefe Cigenjchaft wird erfannut, inbem man die Rablen 1,2, . .,
m nad) pem gropten Divifor, welden jie mit m gemein haben, gruppirt.
3 bie Gruppe derjenigen ablen, weldpe mit m den groften gemein:
o e Nl . fm - i d
jchaftlichen Divtjor d;, bhaben, gehiven o 5 ) Aablen; in bie Gruppe
L
1
verjenigen Aablen, welche mit » ben grifiten gemeinjdhaftlichen Divifor

3 = [ T . - . o el
0, haben, gehiven rp[j | Bablen, u. {. w. Die Summe bviefer An-
: \Oy /

N o 4 f :
s ) + - . iit m, dic Wienge per vertheilten 3ah-
Oy /

: AT i {
sablen o 5 | 4 o
1 \

fen. Die Reibe . umfaft aber alle Divijoren von m.

mn e

131 A r\'_, fi
Diefe Abzidhlung wird durd) folgenve Rechmung bejtatigt. E8 fei m

aud ven Primzahlen a, b, ¢ jujommengefest und zwar m = a=bfcr.

Gin Divifor & viefer Bahl ift von ver Fovm adbpc*, wenn A eine Jahl

per PReibe 0, 1, 2, . . , o bedeutet, n eine Bahl ver NReihe 0, 1, 2,

.+, B und » etne abl der Feihe 0, 1, 2, . ., 1. Nun ift (15)

o(0) p(at)) olbt) olc?).
Aljo ftimmt vie Summe aller Werthe von @(d), weldhe zu den ehsel-

nen Wevthen von 4, w, » gehoven, mit dem Product der Reiben

o(1) + @la) + @le?) 4 . . + @la®
o(1) + o) + oB* + ..+ pbs)
o(1) + gle) + @(eQ + . . + oler)

*) ®auf Disq. arithm. 39, Bergl. Diridylet a. a. O.
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iibevein. Die erjte Neihe Hhat venr Werth
l + (@ —1) +alea — 1) + ..+ atlfa — 1)

=1+(@—10+a—+ ..+ a%l)
=1 + (et - 1) = a®,
Die zweite und brifte Reihe haben bdie Werthe 64 und ¢v. Daber ijt
pie Summe aller Werthe von @) b. i. das Product ber Reiben —
a%bley = m.

Beifpiel. Die Babhl 60 hat die Diviforen 1, 2, 3, 4, 5, 6,

105412, 145,20, 30560.
@(l) | 1 @(d) | 4 (15 .
o(2) | 1 o6) | 2 (20 !
p3) | 2 o(10) | 4 o(30) 8
@4) | 2 o(12) | 4 o(60) | 16
Die Summe diefer Anzahlen ift 60.

7. Jeve Rahl « fann duvch ein Vielfaches einer gegebenen po
fitiven Bahl & und duvch eine Bahl » ver Retbe 0, 1, 2, . . , k — 1
ohne Ausnahme und auf eine imm qu bargejtellt mmm Dap a = sk
-+ r. BWhre jugleidh « — sk - |o wire » — 7 (25 gk

puvch £ theilbar gegen oie itber » und » gemachte Vovausieisung.
Sufolge diefer Darftellung ver Bahl « heifit » der Reft von «
nad) vem Modulus k. Wenn nun jwei Bablen « und & nach vem
Diobul & venjelben Reft haben oder nicht, fo werden fie congruent
ober incongruent nad) bem Wiodbul & genannt. Um die Congrueny
per Aahlen « und & nach dem Niodbul k aquszudbriicen, jchreibt man*)

1 = b, mod &
3. B. 32 = 17, mod 5, weil 32 und 17 nach dem Modbul 5 denfel
ben Rejt 2 haben; 23 = — 17, mod 8, weil 23 und — 17 nad

vem Modul S penfelben Rejt 7 haben. Die nach vem Modul & mit
congruenten Sablen jind von ber Form & -+ k.

Die Differeny der nach vem Weobul £ congruenten Sahlen a und b
iit von per Fovrm ¢k b. h. durch den WMobul ber Congrueny theilbar.
Gin gemeinjchaftlicher Divifor von « und & gebt audy in & auf; ver
grdgte gemeinjchaftliche Divifor von « und k ift jugleich der grdfte ge-
meinjchaftliche Divijor von & und k.

Wmgetehrt jehlieft man, vaf die Bablen e und b nadh vem Wodul
k congruent ober incongvuent find, je nachvem ihre Diffeveny durch A
theilbar over nicht theilbar ift.

18. 1. Wenn ywei Sablen nad) dem NWiodul & congruent jind, jo

") Gauf Disq. arithm. 1 fj. Bevgl. Divichlet Bablentbheorie § 17
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jind fie auch nach jedem Divifor von k congrient, LWenn zwei Bah
fen nach ven Nioduln k, 4, m, . . congruent jind, fo find fie auch nach
et Eleinften gemeinfdhaftlichen Divivuus vder Weoduln congruent (5).
Denn nady ber Borvausfeung geht & in ver Difjeveny der beiben Bal-
fen auj, jolglich u. f. ro.

1. Wenn nach einem Dodbul bie Jahlen ¢ und b, m und = con-
qruent find, jo find aud) die Summen oder Diffevengen a -+ m und
b + =n, bie Producte am und bn, die Potengen «° und b nad)y vemijel-
ben Meodbul congruent. Denn nach ber Vorausfesung aeht ver WModul
jowohl in a — b, als auch in m — = anf, folglich u. §. w. (2).

Wenn diberhaupt nady einem Wiodbul die Aablen = und y, o, und
by, a; und by, a, und by , . . congruent find, jo find aud pie Poly
nomien a, + ayx + a2 -+ . .und by + by + byy* 4. . nad
pemfelben Modbul congruent.

[1I. Aus der Gongrueny ver BVielfadhen am und bm nady dem
Niobul k folgt die Congrueny der Babhlen a und b (nicht nach vem Wio-

bul &, jondern nur) nach vem Miodul <+ tvenn burd) 0 ber guifite ge
€
meinfdhaftliche Divijor von m und k begeichnet wivd, Denn nady der

, i £ % 5 5 F 11 i
Bovausjesung ijt mla — &) dureh k theilbar, alfo auc 5 (@ b) duvch
(

v e Ty x S 4 1 e ¥
theilbar; nun it ; prim  3u d,mlg[zd} a— b‘ruui)[T theilbar (4).
( (
Musg 27 = 12

=y

mod 5 fdlieft man 9 = 4, mod 5.

-

Aud 120 = 84, mod 18 fL‘l}ifl‘N man 10 = 7, mod 3.

19. Alle Aabhlen werden nach vem WDiodul & in k Clajfen fo ge-
theilt, daf bdie Bablen einer Clafjfe mit 0, bdie Bahlen einer anbern
Glafje mit 1, w. {. w., vie Bahlen der legten Clajfe mit & — 1 nach
pem Piodul & congruiven. Rablen einer Glafje find congrient, Sahlen
verjchicbener Glafjen find tncongruent nach dem angenommenen Wiodul
17). LWahlt man aus jever Glajje ecine Aahl nad) Belicben ausg, fo
hat man ein volljtdndiges Spjtem nad) vem Wiodbul £ incon:

gruenter 3ahlen, wie ed 3. B. fe © folgenve Bahlen ¢, ¢ 4+ 1,
e 4+ 2, .., c-+ k— 1 bilben,

Weun die Bablen 2, @, . ., 2, tach dem Diodul k incongruent
jfind unb b prim gu k, jo bilven dbie Bablen o + bxy, a + bay,. .,
a - bay, ipiederum ein volljtinviges ©pjtem incongruenter Sablen.
Waren a - b, und a - bx, congruent nach dem MWodbul k, jo wave
ibre Differeny bz, x,) bued) k theilbar; nun ift & prim 3u k, alfo
wive a; — a, bdurdy k theilbar (4), mithin =, = x,, mod. k gegen

bie Vorausjesung.
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Wenn  ein Divifor von b ift, jo giebt e8 g 0}
Jeibe 1, 2, . ., k, fitv weldhe o der grdfte Divijor ift, den fie wmit k

Sahlen der

gemetn haben (16). Aljo giebt e3 o 5 | Clafjen, bie folche Rabhlen ent

halten, va o ber grifte Divifor ijt, welden fie mit k gemein haben.
C\lmbciunrvrc giebt e3 @(k) Clajjen, deven Bablen prim ju & find.

20. Die Refte von Prodbucten ovber Potenzen werden am mnmh

jten aus t Nejten ihrer Factoven bervechuet. Wenn e und «” nad
bem :U:‘oru[ !.‘ bie Refte » und »" haben, fo hat ea’ nadh vem Viodul
penfelben NReft ald »»" b, h. aa’ = », mod k (18). Und wenn a®

pent ejt s bat, jo hat ar! ‘tcnfcl['en Yeft ald »s. B, B. Nad) vem
Weodul 13 haben 217 und 57 die Refte 9 uud 5, folglich ift 217 . 57
2 9.8 =6, und 57 = 25 = — 1.

Jtad) vem Weodul 2 ift «® = a, weil beide den HRejt 0 oder 1
habeu, je nachdem « gerabe oder nngerade ift.

Jad) dem Modul 5 find alle Sahlen congruent mit einer ver 3alk:
fen 0,1, —1,2, 2. Nady vemfelben Wiodul fiud aljo alle Quabrate
congrient mit einer ver Bablen 0, 1, — 1. Daber ift entiveder « ober
a* I over «*— 1 durd) 5 theilbav, mithin ift ala® — 1)(a? -}~ 1

a® — a durdy 5 theilbar, b. §. @ = @, mod 5 und mod 2, folg-
lich auch mod 10. Die bHten Potenzen haben diefelben Ciner als vie
Aablen.

Nad) dem Miovul 13 find die Potenzen 57, 572, 577, . . dev Reibe
nad) congruent mit 5, — 1, — 5, | in periodijcher Wieberfelr. Jtady
pem Wiodbul 11 find 9, 92, 9% . . ver Reihe nach congvuent mit — 2,
b3, 5, 1; nadh tem Wiodul 5 find bdiefelben Potengen der IReibe
nach congruent mit L, 1. Nach pem Wodul 12 find 15, 152 153,

per Reibe nach congruent mit 3, — 6, — 3, 6.

21. Wenn ver Wodul eine Primzahl p und der Dignand a durch
p nidt theilbar ijt, jo bilben bdie FRefte der Potenzen a, a?, a?, . . Pe-
rioven von hichjtens | Gliebern, inbem a?! =1, @ = q, . .,
mod p*). Wenn bex ‘,l)m“ul eine jujammengefetste Fabl & und a prim
u k ijt, fo bilden bie Refte von «, a2 «® . . Perioden von hichjtens

@(k) ©. . fo viel Glicvern, als Babhlen ver Reibe 1, 2, . ., k prim

;e

3k find, wbem a¥®) =1, mod L.

") Sevmat’d Lebries (1640). Die [umhmmq Dicjed Saes auj jufanumen
gefete Diobuln bat Guler gefunben Nov. Comm. Petrop. 8. p. 74. Bergl. Gaup
Disq. arithm. 50. Der obige cinfadie Veweis ift von Dividylet geaeben tworbei

Grelle 3. 3 p. 390. und Sablentoeorie §. 19
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Nady dvem Miovul 5 Hat 3 ven Nejt 1, nach vem Dtodul 37 Hat
536 pen Rejt 1. Nad) vem Wrodul 7 hat nidht nur 2°, fondbern anch
jchon 22 den Reft 1; nach vem Wiodbul 13 Hhat 517, abu audy jdhon 54
pen Mejt 1. Weil p(15) = 8§, fo ift 2% = 1, mod. 15; 3 hat aber
audh fhon 27 nach dem Wiodbul 15 den Hejt 1.

Beweid, Wem «a, 2¢, 3a, . . Imrb bem Wiodbul p die HRefte
Ty T , - . baben, fo find bie Prodbucte 1.2.3 ... (p — 1ar!
und vy , . rpt congrient (18). Weil a prim u p, o find die
Refte »,, 75, . . vout O verfchieven und incongruent (19), mithin Zahlen

Tyy g

per Reihe 1,2, .., p — 1, jo dafy ihv Provuct ven Werth 1.2.3
¢ (p 1) hat. Diefer Werth ift prim zu p, folglidy (18, 111) ar-?
= 1, mod. p. Die Congruenz a? = a, mod. p jindet aud) dann nodh

jtatt, wenn « durd) p theilbar ijt.

Wenn der Povul bie jujammengefeite Zahl £ ijt, und die Sablen
per Reibe 1, 2, . ., k, welcdhe prim 3u k find und beven e$ q(k) giebt,
purch ky, ky, kg, . . begeichnet werben, wenn fexrner vie Jahlen ak,, ak,y, aks,

nac) pem ‘.U["otui' k bie Rejte »,, »,, 75, . . haben, jo ergiebt jich
wieberum duvch Multiplication

a'f I“"A"i'-':l{‘; S ey T BRI mod k.
Nad per Borvausfesung jind ¢ und -k velative Primgablen, &y, ky, &y,
incongruente Sahlen, aljo jind aucy »,, »,, #5, . . incongruent, von
0 verfchieven und prim ju k, mithin Sahlen ber Reibe ki, ky, ky, . .,
fo:baR ryrers o = kikoky o ., 1§ O,

22 lle puvdh & nicht theilbaven Quadrate find nad) bem Dio-
pul k& mit gewifjen Bablen ver Reibe 1, 2, . ., k — 1 congruent,
mit ven iibvigen nicht. Die exftern Aahlen (unt bie mit ihnen con-
gruenten Sablen l\usu! pie quabratifchen Rejte von k bdie iibyi-
gen beifjen ie quabratifden md)t Rejte von £* Weil (k + x)?

a? durd) k lhull‘\u ift, T
!
und man braadht, um die MIL ler Quabdrate nach pem Niodbul k
b. b, alle quubmh]fbu Jefte von k ju finden, nur die Refte dber LDua-
brate von 1, 2, . ., &k — 1) ober 1k, je nachpem k ungevabe obexr
gerabe, aufjujuchen. ?\1 CGharatter einer Bahl wird badurc) be-
ftimmt, vaf man entjdheivet, ob fie 3u ben (quabvatijhen) FRejtem obver
Nithtveften von & gehort.

)

Da (@ + 1)2 = a? 4+ (2a | 1) ift, fo fann man bie Quabvate

(e t,.ai = 22, mod k
o

*) Diefe filv die Avithmetif widtige Unterjheidbung ift von Euler (Opusec.
anal. T p. 263) gemadt worden. Vergl. Gaufy Disq. arithm. 94 fj. Darvidlet
Sablentheorie §. 32 fi.
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bon 1,2, 3,.. burcd) Adbbdition der ungevaden Jahlen bilven, 22=12-43,
32 = 2% + 5, . §. w., und die folgenden NRefte aus bvem jedesSmal
vorhevgehenben Nejt, inbem man gu ibhm eine ungevabe Sahl abvbivt, ab-
leiten. 3. B. nach dbem Wobdul 13 find 12, 22, 32, 42, 5% H2 ber
Jeile nach congruent mit 1, 1 +3, 4 4+ 5, 9 + 7 =3, 349,
12 + 11 = 10; alle Quadrate, in denen 13 nicht aufgeht, congruiven
nach dem Wiodbul 13 mit einer ber Bablen 1, 3, 4, 9, 10, 12, weldhe
die (quabdbratifchen) Refte von 13 beifien, wibrend 2, 5, 6, 7, 8, 11
bie Nichtrefte von 13 find.

9 13
92

)
M O

11

14 Dat bie Refte 14 @8y
RNidtrejte 3 5 6 10 12 13
« 4 D, e ol WS T oS 1

15 Bat bie Rejte 1 4 9 3t MO 16 4
Teidhlvefte 124 SavbLilT 00980 A2 ¢ 18004G
b t 3 5 1 9 11 13 15

17 bat die Mefte 1 4 9 16 8 2 15 13

el it i P e Ol e ) G, ST 1 e )

Wenn p eine ungerade Primyahl ift, und wenn « und & Jahlen
ber Reihe 1,2, .., $(p — 1) beveuten, fo finb «? und 52 nach dem
Wovul p incongruent; wire a?> — b2 = (a + b)@ — b) dburch p
theilbar, jo miigte, weil @ — & prim ju p ift, « 4 & durcdh) p theilbar
fein, gegen die diber « unb b gemachte BVovausfepung, Daber giebt es
nicht weniger al8 1(p — 1) quabratifche Refte von p.

23. Wenn p eine Primgahl und o durd) p nidht theilbar ijt, o
fdnnen die Bahlen 1, 2, . ., p — 1 fo gepaart werden, baff bie aqus
ben eingelnen Paaven gebilbeten Prodbucte nady dem Wodulp mit «
congruiven. Wenn insbefonbere a ein quabdratifdher Rejt von p ijt, fo
giebt e8 in der Meihe 1, 2, .., p — 1 gwei u p fich evgingende Jab-
len, weldye mit fich felbft Paare von der angegebenen Avt bilden*),

Beifpiel. Die quabratijchen Refte won 7 find 1, 2, 4; daher
gehdrt 12 3u den Nidhtveften, 9 ju den Reften. Aus ben Rablen 1 bis
6 laffen fich 3 Paave bilben, {o bafi bie aud ven Paaven gebilbeten Pro-
bucte nacdy bem Viodul 7 mit 12 congruiven, und 4 Paave, jo daf bie
Probucte mit 9 congruiven. Jn ver That find nach vem WModul 7

5 3.4=12

1 b= 21:¢ 6=
1.2=383.3=4.4=5.6=9.

Beweis, Wenn m eine der Bahlen 1, 2, . ., p — 1 bebentet,

alje prim 3u p ift, fo haben die Bahlen m, 2m, . ., (p — 1)m nadh

vem WMobul p verichievene Refte aus ber Reihe 1, 2,.., p — 1 (19).

*) Dicfen Saly unb bie Vetveife ber folgenden Siibe verbanft man Dividlet
@Erelle I. 3 p. 390

Balper. I. 2. Aufl. 7
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Giner biefer Mejte ift aber auch bder Rejt von « nad) bem Wodbul p,
weil « durd) p nidyt theilbar ift. Aljo giebt e8 wunter den Probucten
m, 2m, .., (p — Lm cine§ und nicht melr ald eines, bad mit « nadh
pem Modul p congruit.

LWenn a ein quadratifher Reft von p ijt, jo giebt e8 eine und
nidt mehr al8 eine Zahl k per Reihe 1, 2, . ., Ip — 1), weldye mit
fidy jelbjt ein Paar bilvet von ber Avt, baf k? =a, mod p (22). Bu-
gleid) ift bann audh (¢ — p)? = a, mod p.

24, Wenn p eine Primzahl und « durd) p nicht theitbar ift, fo ijt

§59 .30 5 (= 1) =lead®it)
wo & ben Werth 1 ober — 1 hat, je nachbem a von p ein quabrati-
fdher tichtreft ober ein Reft ift.

Deweid. Wenn a ein Nichtveft von p ift, jo laffen fidy dvie Iabh-

len m, my, my, .., ver Reibe 1, 2, . ., p — 1 mit anbern Babhlen =,
ny, ny, . . devfelben Reibe dergejtalt paaven, daf (23)
MR = myn; = myn, = . . = a, mod p,
Aus diefen §(p — 1) Congruengen jchlieft man (18, II)
mnymy, ., NNy . = rf'?l"]', mod p.
Ruw At mmyms o angmy oo =1 0203 s (@iem 1), dkdfim.

Wenn a ein Reft von p ijt, fo laffen fich die Bahlen m, m,, m,,
.. ber JReihe 1, 2, . ., p — 1 nacdh Ausjbluf von jwei beftimmten
Bablen k unb p — k mit anvern Bablen n, n,, ny, .. devfelben Reihe
pergejtalt paaven, daf mn = myn, = myn, =.,= @, mod p, Uus
biejen 4(p — 3) Congruengen folgt
0 B e |

My .. MR, L. = Kpeble o ™ mod p-
Nun it Mp — b) = — k? = — o, mod p, folglich burch Mul
tiplication

PEALE | (piii iy 2= LG deyins

25. Wenn p eine Primzabl ijt, o ift
1.2.3...0(p —1)= — 1, mad p*).
Denn 1 gehdrt ju ven quadbvatijchen Reften von p, und 13®H — 4,
folglich w. j. w. (24). ~ Umgefehrt {dhlieft man, daf p eine Primahl
i, wenn p in 1.2.3 ... (p — 1)+ 1 anfgeht; wire p durd) eine
teineve Bahl ¢ theilbar, fo ginge ¢ in 1.2.3 .. (p — 1) auj, aljo
13 L i O T EE W

*) Wiljon’s Saks (1770). BVergl. Gauf Disq. arithm. 76,
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Wenn p eine Primgahl und « durd) p nidht theilbar, fo ijt a3 @V

congruent entweper mit 1 ober mit — 1, je nadbem e von p ein
quabratijper Reft over ein Nichtrejt ift*). Nacd) dem eben bewiefenen
Gate ift 1.2.3 ... — 1) = — 1, folglich u. . w. (24).

Weil p entwever in o3P — 1 oder in ad®Y 4 1 aufgeht, fo
geht 8 immer in dem Product dbiefer Formeln b.i. ar-! — 1 auf, wie
ber Fermat'iche Sapy (21) ausdjagt.

§ 14. Quabdrat einer Decimalzabhl.

1. Dag Quadrat eines Polhnominm befteht aus dem Quabdrat
bes erften ®liedes, bem boppelten Prodbuct ved erften Gliebed mit bem
awveiten nebft bem Quadrat des jweiten Glieded, bem doppelten Pro-
buct ber evften 2 ®lieber mit bem bdritten mebft bem Quabrat bed brits
ten ®liedes, dem boppelten Probuct ber erften 3 Elieder mit bem bier-
ten nebft bem Quabrat bed vievten Gliebes, u. f. f.

Beweid. Nadh § 9, 5 ijt

(& + b)? = a* 4+ 2ab 4 b2
@+ b+ ) =(a 4 8+ 2a 4 B + ¢?
@+ b+ 4 d2=(@+ b+ )+ 2a + b+ c)d + &°
= a2 —i— 2ab -+ b?
+ 2(a 4+ bje + 2
+ 2a + b 4+ e)d 4+ 42 u f. f.

2, Eine Decimalzabl b, i. ein Polpnomium bejtehend aus Einern,
Bebnern, Hunderten, u. {. w, und anué Behuteln, Hunderteln, u. §. w.
wird nady obiger Regel quadbrivt, indbem man bad Quabrat der hidchjten
Stelle in bie erite Beile fetst, dann der Berdoppelung der hichjten Stelle
bie nidyjte Stelle anfingt, die fo entftandene Zahl mit ber jiveiten
Stelle multiplicivt und bad Product in bdie ziweite Beile 2 Stellen wei=
ter vecht8 jest; vann ber BVerdoppelung der swei bidyjten Stellen bdie
nidjte Stelle anbingt, dbie {o entftanvene Babhl mit der 3ten Stelle
multiplicivt und dad Product in bdie te Heile 2 Stellen iveiter rechts
fetat, u. {. w., endlich bie Beilen colonnenweije addivt, 3. B.

74862 = 49 ..

T 576..

148 11904 ..

1496 89796
56040196

*) Guler's Sap (Opuse. anal. I p. 263).
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Die eingelnen Beilen find entftanden aud 7.7, 144 .4, 1488 .8,
14966 . 6. 3In bem erften Product bedeutet jeber Factor Taufenve, im
gweiten Product Hunberte, im dritten Product Behuer, u. §. f. Daher
bie obige Fegel fitr bie Unterordnung der eingelnen Zeilen. Das Comma
wird hinter bag Quabdrat ver Einer gefest. 3. B.

30,0182 = 900,00. . 0,02092 = 0,000400 ..
600 6001 . . 40 3681
6002 480224 0,00043681

901,080324
Dag abgefiivste BVerfahren, weldes man beim Quabdriven unges
naner Decimalzahlen anguwenden hat, evhellt aus folgenden Veifpielen:

28,3572 = 4., 3,158062 = 9,..
4 384, .. 697 61..
56 6 16 89 6 30 3125.
2 83 6316 5046
39 38
804,11 9,97334

3. Deginut die ahl mit der mten Stelle vor vem Comma, fo
beginnt bad Quabrat mit ver (2m — 1)ten oder 2mten Stelfe vor dem
Gomma.

Beginnt die Fahl mit ver mien Stelle nach vem Comma, jo be-
ginnt dad Quabdbrat mit der 2mten ober (2m — 1)ten Stelle nady dbem
Comma.

3. B. Das Quadrat von 3 Taufenden hat 9 Millionen

4 . - 16 -
- = 3 Taufendteln - 9 Milliontel
: 4 . 16

§ 15. Quadratwurgel einer Decimalzabhl

1. Quabdratwurgel einer Zahl ijt die Zahl, deren Qua-
brat ber gegebenen Bahl (HRabicanbdbus) gleidh ift. Die Quadbrat:
murgel von a wird begeichnet Yo, Das Reichen 7/ ift aus vem An-
fang8budjtaben von radix gebilbet. Gin Strich, der die Fortfegung des
Wurgelzeichend bilbet, erfest bie Klammern, in welde man ven Ra-
bicanbud einzujdhliefen Bat, wenn er ein Prodbuct oder ein Polpno-
mium ift,

]fu-l" —Sa g i —0,
V 49 = 7 weil 72 = 49,
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V0,09 = 0,3 weil 0,32 = 0,09.
Vt! + b = Ve - b)

2. 3jt der Rabdicanbus eine Decimalzahl und beginnt er mit ber
(2m — 1ten oder 2mten Stelle vor dem Comma, fo beginnt die Qua-
bratiourzel mit der mien Stelle vor dem Comma (§. 14, 3).

Beginnt ver Rabicandus mit der (2m — 1)ten ober 2mten Stelle
nach) bem Comma, fo beginnt bie Quadbratwuviel mit der mten Stelle
nach bem Comma.

V38475 erhebt jich bi8 in die Hunberte,
v 0,007 - 2 = Hunbertel,

3. Um die Quabdratwnryel einer Decimalzahl ju beredhnen, 3. B.
28573,84521, theilt man biefelbe vom Comma auf- und abwarts in
Abtheilungen von fe zwei Stellen:

285 (73,84 |52 1
und ertennt (2), daf bie Wurzel fich in die Hunderte exhebt, alfo etiva
a Hunverte, b Behner, ¢ Ciner, d IJehutel, . . enthilt. Die eingelnen
©tellen diefer unbeftimmten Decimalzahl find der Reibe nach fo 3u be-
ftinmen, baR bdie Stiide ded Quabraté derfelben (§. 14, 2) von bem
HRabicanoud fubtvabhivt fleinjte pofitive Refte itbrig laffen.

Ruerft barf «* die evjite Abtheilung 2 nicht iiberjteigen, damit das
LQuabdrat der Wurgel vom Rabicandbus fubtvahivt werven fann. Daber
a = 1. an jubtvabirt a2, fiigt dem Reft 1 die nichite Abtheilung
85 hingu und bildet vie Verboppelung 2 der erften Wurgeljtelle.

Serner muB 26 weniger al8 18 betragen. Daber b — 18 : 2,
wovon nidt mehr ald 6 brandpbar ift, weil fhon 27 . 7 mebr alg
185 betrdgt. Mian fubtvahivt 26 . 6 von 185, fiigt dem Rejt 29 die
ndchjte Abtheilung 73 Bingu und bilvet die %nbuppeluug 32 ber 2 erjten
Wurzeljtellen.

Berner muf 32c weniger ald 297 betragen. Daber ¢ =297 : 32,
wovont 9 ju uehmen. Wan fubtrahivt 329 . 9 von 2973, fiigt dem
Rejt 12 die nadpjte Abtheilung 84 hingu und bilbet vie Verdoppelung
338 bder 3 erjten Wureljtellen.

Serner mufy 3384 weniger al8 128 betragen. Daher d = 128 :
338, wovon 0 zu nehmen. Man braudht 3380 . 0 von 1284 nidht
erft gu jubtrabiren, fiigt abev bem Neft 1284 bie nichfte Abtheilung 52
himgu und bilvet bdie Verdoppelung 3380 bver 4 evjten Wurgeljtellen,
u. . f. nach folgenbem Schemas:
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V2/85(73,84/52)1 =  169,037..
i g
185 32
156 338
2973 3380

2961 33806
T 12 8452
10 1409
27043 10
23664 69
337841 .

Beim Abbruch der Rechnung wird die [este Stelle ber Wurgel um 1
erhisht, wenn babei ein abfolut fleinever MReft bleibt. Im vorftehenden
Beifpicl hat die lete Stelle befjer 8 al8 7 Einleiten.

Wenn der Rabicandus ein edhter Decimalbrudy ift, fo Hat bdie
Quabratiourzel 0 Giner, die Rehntel ver Wuvgel find die Wuvzel ber
Dunbertel be§ RNavicandusd; wenn deven audy 0 find, jo find bie Hun=
vertel ber Wurzel bdie Wurzel von ben Rehutaujendteln bed Rabican-
bus, u. {. f.

Y01 = y0,10 = 0,316.. Y0,00003 = 0,00547 ..

8. 763 25 108
100 500
61 416
3900 8400
3756 7609
144 791..

A, Nachpem man m Stellen ver Wurgel (abgefehen von voraus:
gehenven Nullen) bevechuet Hat, fintdet man m — 1 big m folgende Stel-
fen der Wuvgel einfacher, invem man bden NRejt durch vie boppelte be-
fannte Wurzel abgefiiryt bdividivt. 3. B.

V30 = 5,47723
25 10
500 108
-1_1(“1 i 10 94
S400
7609
791
766

2%
9 .2
3

-
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Fitr 7910 : 1094 nimmt man 791 : 109, und bevechmet diefen Qo=
tienten fo genau alé miglich nach den Regeln der abgekiiviten Divifion.
3t a bev Radicandbus, & der berechuete Zl}eil boit Y und r der

Reft, mithin b2+ r=qa, und jet man & —|— flll bie gejudhte Quadrat-

wurgel, fo ift ber begangene Fehlex
r ?J + r:25)2 — r2
b 4 — = o —
< Tl e e e 1/ @ T 2b@b% + r + 26 )

92
22

7 .72
= gerver < (@) ¥

N9

3n bem obigen Beifpiele ift
mithin der Fehler < 0,000 005.

2'b nahe = 0,007, 26 nabe = 10,

§ 16. ¥ehrfape von den Quadratwurgeln.

(oeid §5. 50. 51. 43, 43, 49, 55).

1. Die Quabdrabwurzel eined Products ift bad Probuct bder
Watrzeln von ben Factoren.

Vab = Vayb.
Beweis. (YVayb)? ift bas Brobuct ber {Eactoren Yaybyayd
(§. 4) ober der Factoren Yay ayby'd (§ 3) b. i. ab, der Radi-
canpus (8. 15, 1).
Weil 12 = 4. 3, fo ift 12 = 2¢/3.
Weil 63 = 9.7, fo ift ¥ 63 = 3¢y7.

Well 75— 25 3, fo iy 76 == by &k . 0
W = VYT = 1/28, V3Y5 = V15, V3715 = 3v/5.

a a
Die Briihe — und -—~—— werben einfacher audgedriift, in-
Y 75 Ly iy i

bem man den Jenner und den Bdhler bed eimen mit /b, ded anbern
mit Yo — Ve multiplicivt:
& rr'|/b a __ayb — o
ETE R i G T T R T T R
2, Die Quadratwurzel eimed Bruches ift der Quotient bexr
Wurzel ves Bdahlers burch bie Wurgel ded Nenners.

fo. B 4
b Vb -©

: 1 a\? Vaya  Yaya  a
Beweis. (1/.5,) T VEYE T Yhve b
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Die Quabdratwurgel eined gemeinen Brudhd wird am leichtejten be-
rechnet, nachdem man den Brud) in einen Decimalbruch verwanbelt Hat:

2 .
l/ ‘{ = /0,666 . ., bequemer al8 1

Die Quadratwurgel eines allgemeinen Bruchd wird am einfacjten
bargejtellt, indem man ven Brud) fo umformt, daf ber Nenner ein
LQuabrat wird:

L/ ,,b fiTiidog Wiy YR
l l V iz J

36 6

3. Die Quadbratwurgel eined Polhnomium ift von dem Aggre-
gat ber Wurgeln ber einzeluen Glieber verfdyieden.

Yid = 1f b < Yatb < Yatvb,
weil (Y a — V'b)2 a+b < (YVa+ yvbi G8 it aber
V” 2t Yy = VWatvyr=VatyET2Vay
affo 3. B.
"/-r;:k_b -+ ‘/‘r('l T '/“2([_ — 2}/’(_?'3#;- b
V'_(f}—b — 1-’_(1"k b= V‘Q(L = Q‘V&i_,.:..b_j'

woraud durch) Abbition und Subtraction folgt:
e l/a—L 1 a*. b- & l/a__ya_'__b,
Eavdl 3o i 4 ’r.r 2—{"' a1 — /.“'_’_;7 2
Via—b = l/qil ‘)' TR ]/! 1/;7 b

Beifpiel. Y8215 = 1/) + v3

a |8 2—p? 4
PR/ 15 YaZ—p2 |2
a? | 64 Het+7v) ®
62 | 60 Ha—V) 3

Die Quadrvatwurzel eines Polhnomivm faun gliedweife nady bder
Miethove entwicelt werden, mwelde jur Bevedhnung der Quadratwuryel
einer Decimalzahl dient (§. 15, 3. Vergl. § 12, 4).

A, Die Quabdbratwurgel einer gangen 3abl ift entiveber gang ober
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irvational*) b. h ourch Briiche nidht genau angebbar, fonbern nux
begrengbar mit beliebig fleinem Fehler.

e s § r IR h 1 1
DBeweisd, Wirve ya = —, ein ivveductibler Brud) (§. 13, 3),
8
: e S rd i
fo wirve |—) = 5 (§ 11, 5)=a (§ 15, 1). Nun ift ;-1 irveductibel
\ & Pt -

(8. 13, 6), mithin « feine ganze Zahl gegen die BVovausfepung. Alfo
fann Ye durd) einen Bruch nicht genau angegeben werben. Bu jever
willfivlich gewdhlten gangen Bahls Rt fich eine beftintmte gange Fahl
r ermittelit, {o bafy
r ! - 1
L L ,t .
8

8§
W T 3 - _ o r P . 4
Dadburd) finbet man fiv Ve ven Niherungsdwerth ; Init einem Febler,

ber gevinger ift af8 =

Anmerfung. Die dburch Britche genau angebbaven Jahlen heifen
tational (gyrog). Die *’\uamatn\m,el ciner gangen Bahl fann ein
periobifdher Decimalbruch nicht fein, weil veffen Werth vational ijt.

5. QJedbe Quabratwuryel ift yweideutig (biformis), d. §. ihv Werth
fann fowolhl pofitiv al8 negativ genommen werden. “~~emt b ein LWerth
bon 1/a ift, fo tft aucy — b ein Werth von Ve, weil (— b)% = b2
(8. 9, 2).

V49 = + 7, yar= + a. Das Doppelseichen wird ndthig, fo-
bald man bas Wurzelzeichen nicht mefr jchreidt. Das Product von LWurzeln
Y ay/'b ift yweiveutig wie Vab (1), my yay'a =7V a = a/iit einden=
tig. Die Summe Va + Vb iit vierbeutig.

6. Die Quadratwurgeln negativer Sahlen find imagindr, b b
fie fonnen ourch Wiultiplication und Divifion aud ber trrebuctiblen
¥ —1 abgeleitet merben, weldhe bie pofitive ober negative imagindre
Ginheit genannt und dburch ¢ begeichnef wivd*). Nach (1) fest man
Vay — Vxyy and) in dem Falle vaf = und y nidht beide pofitiv
finbd, alfo

*) &hoyos, dgénros, surdus. Das leptere Wout, welded bei Leonarbo 1202
(liber abaci fol. 160) vorfomumt und nod) im 18ten Jabhrh. gebrdudlich ift, war ver-
muthlid) die Ueberjefung ber arabijdyen Ueberjetsung bed griechifchent ihulffmmteé
Die Jrrationalitdt ift jdon bet Plato Gegenftand mehrfacher Betvadbtung. Eine

ausfithelide Abbandlung u[‘u bag Jrrvationale ftegt im 10ten Bude pon Euclid’s
Elementen vor. Aus diefer Duelle wurben bie obigen Sifse von ben TWurjeln abgeleitet.

**) Die imagingven Sablen find feit ber Aufldjung ber cubijden und biquabra-
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V—81 =+ 9, VY —5 = =t b, Va—>b = iVb—a
Die Quabdratiwurzel ber negativen Einbeit ift irvebuctibel, webder 1, nody
— 1, nod) eine vou 1 ober — 1 verfchiedene pofitive ober negative Babl,
weil bie Quabrate diefer Bablen von — 1 verfdhieden find.

Die aus 1 undb — 1 durd) WMultiplication und Divijion abgeleite-
ten Bablen heiffen reale Fabhlen im Gegenfah ju ven aus : und —i
abgeleiteten imagindven Zahlen. Die Reihe ber realen und bie Keibe
per imagindren Baflen haben nuv bie Null gemein. Bei der nady (1)
it verrvichtenben Weultiplication und Divifion imagindrer Bahlen hat man
ju beachten, baf

1é = — 1 8 = 42 = — 1
13 —=¢h — — ¢ il = 13 = — {
=t 18 = i = 1
e 3 Pl
Demnach ift ferner
;4
: ]
= - = l" = — 1
i
;4
Lol i i iy
12 72
1 it :
;l,::‘ = ?'-3 = 'Er 11, i D,

7. Die Rahlen, welde die Formel = + Yy umfafit, wenn x eine
beliebige veale, y eine beliebige negative veale 3ahl bebeutet, find Bino-
mien von je einem vealen und einem imagindven Gliede und mwerden
complere Bablen genannt®). Die complere Formel ¢ ~+ b umfaft
alle Bablen, fie geht in die veale Babl « ober in die imagindre Zabl
ib iiber, wenn & ober @ verjchwindet. Unter der Summe ober Diffe-

tijden Gleichungen in Betradhtung gesogen worben. Bergl. K [iigel math. W. T,
p. 37 ff. DMan nannte fie , unmdglich’’, weil jie dbuvd) bie vealen Bablen nidit ans-
gebritdt wevben Ednmen, gleidhmie man vor der Einfithbrung ber megativen Sablen
Differenzen mit ilbermiegenben Subtrahenbden ald unmbglid) (falsae) vermarf. Die
Ausbriide veal, imagindr fommen juerft bei Descartes (Géom. III) vor als Pra-
bicate der TWurzeln von Gleihungen. Das Seidien ¢ ift von Gaufy Disq. arithm.
337 eingefitbrt worben.

*) Die complezen Bahlen find, obgleidy beveits Euler beven Nuben bei widti-
gen Unterfudiungen gezetgt batte, dod) mely gebulbet geblicben af8 anerfannt worben,
b8 Gauf ben allgemeinjten Begriff der Babl gritnbete und durd) Bevanjdaulichung
feftitelite. ®dtt. gel. Any. 1831, April 23. Bergl. Theor. resid. big, 30, oo bie
Ausdritde , complere Babl, Novm bderjelben’’ guerft vorfommen. Caudyy hatte 1821
(Anal. algébr. c. ) bie Fovmeln a == ib, a—ib , conjugict’ und bie pofitive Ora-
pratrouriel ihred Productd thven ,Modulus” genannt.
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veny der Gompleren a -+ ib und ¢ + id ift die Complere &yTie
4 i (b 1 d) su verjtehen. Die Diffeveny von wei Compleyen ver-
jchwindet nur bann, und bie beiden Compleren fiud nuv daun einan:
ver gleich, wenn das reale Glied der einen dem realen Glied ber andern
und ugleich basd imagindre Glied der einen dem imagindrven ®&lied ber
andbern gleidy ift.

Affe Rahlen Eonnen jur Ueberficht auf eine Ehene fo gefekt werben,
baf die Puncte (Oerter) ver vealen Bahlen auf einer Gevaben liegen,
pie Puncte der pofitiven Bablen in ver einen Richtung vom Nnllpunct
aus, bie Puncte der negativen ahlen in dev entgegengefeten Ridhtung,
und dak die Puncte derjenigen Compleren, welche dad reale Glied a
gemein haben, auf einer anvern Gevaven (iegen, welde bie erjteve Gerabe
in vem Puncte dev Zahl a vechtwinfelig durchjchneivet. Die Puncte der
imagindren Raflen befinden fich auf ver im Nullpunct errichteten RNor-
male der Geraben, weldhe die Puncte ver vealen Bahlen enthilt.

Die Multiplication mit ciner compleyen Jahl befteht aus ven Mul:
tiplicationen mit ifren Glievern, jo baf

(@ 4 ib)e 4 id) = ac -+ ibec + dad — bd
= ac — bd + i(be 4 ad),
(@ 4 b)a — ib) = a? + b2

Die Complegen a + @b und « — b, deven Summe und Probuct
veal ift, Beifien conjugivt; die veale Bahl a®4- b2 welde durd) a-ib
unb durd) « — b theilbav ijt, feift die Rovm der conjugivten Com-
plexen @ -+ i und a — ib. Die Summe der conjugivten Gomplegen

(a + iB)a + ) + (¢ — if)a — ib)?

= '2&’(!2

4Bab — 2ab? = zx’_rf'-’a'-’ — Qafab — ab?)

o
s : (ea — Bb)2 — (e + BHB?
o

ift baburd) ausgejeichnet, baf fie immmer ein pofitives unbd ein negatives
vealed ®lied enthilt.

Die Norm ves Products complexer Bahlen ift vad Product ihrer
RNormen; in dex That ift fiir pad obige Veifpiel

(@ — bd)? 4 (be + ad)? = (a® + b3H(c? + d¥).
Die Divtfion durd) eine complere Zahl fann in die Wultiplication mit
ber conjugirten 3ahl verwanvelt werden, wenn man durch bie Jovm
pibidivt, weil
1 S g =il
A Th -t
Die pofitive Quadratwurzel einer compleren Bahl ift nad) (3)
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wenn bie Quadrativuvyeln pofitiv genommen werben.

Anmevfung. Ueberhaupt werben die vevichiebenen Werthe einer
mebroeutigen ivvationalen Formel conjugivt genannt. Die vationale
Bormel, welde durc) eine gegebene irrationale Fovmel und alle conju-
girten Werthe berfelben und nur burd) diefe theilbav ift, heifit vie Norm
ver irvationalen Fovmel 3. B. a 4 Vz und ¢ — yax find
conjugivte ivrationale Fovmeln, deven Norm a? — z  Bergl. Algebra
§. 10.

b

§ 17. ¥ebridge von den Botenzen.

($yeid §8. 36. 87. 38. 34, 35. 39).

L. Um ein Product ju poteniven, Hat man jeben Factor bef-
jelben 3u potengiven:
(abm = gmpm,
Denn (ab) ift bad Product von = Factoren ab (§. 4) in beliebiger
Orbrung (§. 3, 3), alfo vas Prodbuct von m Factoren a mit m Fac:
toven &.

Anmerfung  Hiernad) werden negative und imagindre Sablen

potengirt. Weil — a = (— 1)g, fo ift (— am = (— 1)mam. Die
Potenzen von — 1 find 1 oder — 1, je nadybem der Gxrponent gerabe
ober ungevabe (§. 9, 3). Gbenjo hat man (ig)n = imam, Pergl.

§. 16, 6.

2. Um einen Brud) ju potengiven, hat man den Sdhler und bden
Jenner veffelben zu potenziven:
/ a\_‘m am

oo
Denn die gefuchte Poteny ift vasd Preduct von m Factoven Z D. i. bag

Produet vor m Factoren a vibidivt dburch dad Product von m Factos
0 1

renio e a1 5).

Jusbefonbere if
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3. Um eine Poteny zu potengiven, hat man ven Grponenten ber-
jetben 3u multipliciven:
\:({I‘;z'-ﬁ — bt — f\n’(‘)h.
Denn bie gefuchte Potens ift vad Product von ¢ Factoren a®, aljo von
be Factoven a, weil a® dbad Probuct von & Factoven @ ift. Ebenjo ijt
(a®)* bag Probuct von cb (= be) Facteven a.
C v c .
Dagegen bebeutet a® eine Potens, deven Dignandud a und deven
Grponent & ift.

4. Um Potenen bdefjelben Dignanbus ju multipliciven, Bhat man
ihre Erponenten zu abbiven:
pm ”1! — ‘rln%ll‘

Denn dad gejudhte Prodbuct hat m -+ n Factoren a.

8. Um eine Poteny durd) eine Poteny vejjelben Dignandus 3u bdi-
vidiven, hat man den Crponenten ded Divifor von dem Crponenten bes
Dividendud ju fubtrahiven:

am 1

= gmsn — =

ar au-m
Benn m > n, o fann man den Dioibendus und den Divijor duvch
a® pividiren und behdlt m — n Factoven a. Wenn m = =, fo ijt

ber Quotient 1. Wenn m < », fo fann man den Dividendus und
vent Divijor durd) « bdividiven und behdlt im Divibendus 1, im Di
pifor n — m Factoren a.

6. Die Poteny a™ - wird duvd) den Quotienten = ; an audy vann
erflavt, wenn ber Grponent Null ober negativ ift. Hievnadh ijt

al — gm-m — am ¢ gm — 1
unter BorausfeRung eined enblichen Dignanden a (8. 11, 8). Und
b ’
m ri Y
-k — ¢m-(m+k) :7?[ S 1 2] 1

am+k ak a) 4
1 fa\-k [ b\E
al=——_ (=) =kf)
oA\ @

b b.oum mit einer gamgen Babl ju potengiven, fann man ven vecipros
fen Dignanden mit der entgegengefett gleichen abl potenziven.

7. Die Sdpe (1) bis (5) itber die Rechnung mit Potengen gelten
aud) dann, wenn die Crponenten negativ find*).

*) Die erfte Spur einer Rechnung mit Erponenten findet fich in Avchimebes’
Yapplrye 10. Bergl. Nefjelmann Aig. d. Griedhen p. 124. Negative Erponen-
ten bat gu bemfelben Bwed Stifel (arithm. fol. 250) angewendet. Nody ieiter
gingen Stevin 1585 (Rliigel math. . I p. 43) und dic Grfinder ber Logarith-
men.  Der umfafjendbeve Begriff ber Poteny ift Lejonbers von Nemton ausgebilbet
twotben.  Bergl. beffen Brief filr Leibniz 1676 Sun. 13.
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§ 18. Die Wurzel
($reid §§. 41, 42. 43. 45. 46. 44. 47. 48).
1. Die mte Wurgel einer Jahl ift die Bahl, welche mit m (dem
Wurzel-CGrponenten) potenyivt die gegebene Zahl (ven Radican
bug) giebt, jo baR

m
Wurzel B Erven. — Rabicandus, Va = a.
Der Warpelexponent wivd itber vas Wurseleichen (§. 15, 1) gejchrie-
ben*). Die 2te Wurgel heifit Quadratwuriel, der Wurzelexponent 2
wird nicht gefchrieben; die 3te Wurzel heipt Cubitwurzel.

]
V'8 = 2 'wel 29 =8
4
Y 10000 = 10, weil 10* = 10000

m m
‘/—am = a, 1/(,-11111 — an,

Um bie 3te, bte, . . Wurgel einer Decimalzahl su bevecdhnen, fann
man von der Betrachtung der 3ten, Hten, . . Poteny einer Decimalzahl
ausgehen, und dhnlid) wie in § 14 und 15 verfalhven. Leichteve Meit-
tel sur Grreichung diejes Bweds innerhalb gegebener Rechuungdgrenzen
bieten bie Rogarithmen bar.

2, Wenn ver Wurzelexponent ein Prodbuct »s ift, fo fann bdie
Wurgel veducirt werben, indem man bdie ste Wurzel ber rten Wuvgel
ober bie rte Wurzel ver sten Wurgel ded Rabdicandusd nimmt:

*) Bejondere Wurgelzeichen fommen bei Ehift. Rubolff ver, wogegen Stifel
in ber Yusgabe von Rubolff’s Coff 1553 fol. 83 ein Wurzelzeichen gebraudt,
neben bem der Grpement angegeben ift. Girard jdeint juerft ben Erponenten iiber
bas Wurgelseichen gefetst su haben (Rliigel math. TW. L. p. 52).
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Ve i U0,

Denn nad)y §. 17, 3 hat man

s 8
TS

SR

_ _ 15 5 3
Ve — yﬁ/a, ]/r( = ”]/-z Ve = "/’j/ct.,
‘|h/u1"t = V]/re” = ]-/'af

p. §. bie Wuvzel einer Poteny bleibt unvevdndert, wenn man beive &y
pouenten durch bdiejelbe Zahl bividivt ober mit derfelben Aabl multi-
plicivt,

3. Die Wurgel eine8 Productsd ift das Probuct der LWurgeln
ber eingelnen Factougn:

Vab = Vayo.
Denn nad) & 17, 1 ift

[ m Jo% i

l]/a]/bJ T Voo }/b ==V,

A. Die Wurgel eines Brudhs ift ver Quotient der Wurgel bes
Bahlerd vuvd) die Wurzel des Nenners:

m
V by W
b lJIl

Denn nady) §. 17, 2 ift

m m

Ead Wi b,

]/b _}/_/, m
Wean tann ven Brud) fo umformen, baf fein Neuner eine mte
Poteng wird und erhilt

m m m

l/a ]/(lb“]'l ‘V’ “bm -1
/ e e R i g

-n"J‘” b

V 4 '1(26

Wenn » und s relative Primy nI)[eu x und y aber folde Babhlen
jind, baf 7z -— sy = 1, fo hat man
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rs rs rs s l'SV r i 8
Via — Va_l‘-‘-ﬂ)' — }-f.'__a,r-‘ 1) = Yar iy a¥ = yax: Vv av,
5. Die mte Wurgel einer nten Potens Eann vevucivt werben,
inbem man die mte Wurzel des Dignanben mit » potenzivt, odber indem
man den Grponenten der Poteny durc) ven Exponenten dev Wurgel dis
pibirt:
m m 1 5
‘V/;U‘ —— 'P‘r(_f —aml,
Denn nady §. 17, 3 ijt
f a ‘III Ul,,
We | =iV a
Unb unter ber BVorvausfehung, daf = n = aufgeht, ijt

n n

\m m
m m

NG ) = —— 0/ 8

2 n
: ‘ — a®

b m

6. Die Poteny a™ wird durd) die Wurzel y'a® aud) bann ev
firt, wenn bev Erponent gebroden ift, alfc m in » nidt auf-
geht. $Hiernadh) fann man bdie frithern Siige von ben Potengen mit
gangen Grponenten (§. 17) auch fiir Potenzen mit gebrodhenen Grponen-
ten aufftellen, und fomit die bishevigen Sige von ven Wirgeln ald
befonbere Fiille jener Siige von den Potenyen nachweifen *).

Wenn m und n durch ¢ theilbar find, fo ift

}i n:c B =t
a” — o™*° ibereinftimmend mit Var = Vav:e.
n :
Wentt n = mg + », fo ijt a® = «""m = a4 g™ iibeveinjtim-

m

m s . o m A,
mend mit Y amatr Vamiar = yami Yo = a2 Yar. Ferner ift

1 1 1
m m,m . e o A m m
(ab)" =a b iibereinftimmend mit Vap = 3/ a y'b
1 1 1 m
m m S o 8 : a m m
(a:b) = a :b iibereinjtimmend mit o Va: vy
( 151 1 m
{5 o PRy o e mn
e o @™ itbereinftimmend mit ,/ ¥ d—1o
1 i 1 n+t+m
m l';] o= fe 10 ; m n mn mn
A = itbereinftimmend mit ¢ ayat! = Y an Yatm
mn mn

== 'If(_f“_(f wi 1/(}1'{—5, w,

*) Die Wmzeln find al8 Potengen mit gebrochenen Erponenten von Stevin
unbd Newton aufgefafst worben. Bexgl. §. 17, 7.
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Anmerfunyg Die Wurzeln endlicher Bablen ndbern fich mehr
und mehr ver Grenge 1, wenn die Wuvgelexponenten ind Unenvliche
wadfen. &8 ijt namlich unter der Vorausfebung a > 1

m

m+n m Tt 7 m+n I”,
Va < Va, wil Va 1 ) s gl
Ebenjo ift unter ber BVovausdjebung a < |
m+4n m : i Mt m
Va > ya, weil Va = qyiad < 4.
Nun fann im evjten Falle y'a — 1 gevinger ald ein beliebig Fleiner
Brudh) o gemadht werden, inbem man x jo groR nimmt, dvaR (1 | w)x
b. ¢
= « Wird. Und im zweiten Falle faun 1 — Ve << o gemadt wer:
ben, invem man  fo grofi nimmt, dbaf (1 — w)* << a wird. Alfo ijt
x 1
gy yia =" lim- a* — 1, 2 2=l.00;

7. Die Wurgeln gawzer Sabhlen jind entiveder gang ober irvatio

o 5 S : ¥ e R it AR
nal (§. 16, 4). Wiire y a ein iveevuctibler Brud) —, fo wive (— )
r.,-”r I

¥ 7 . . " " - " . v
= a. Weil — teveductibel ijt (§ 13, 6), fo wiirbe « feine ganze
sm ' b {

sm
m

Babl fein gegen bie BVovansfehung. Alfo fann /a durd) einen Brud

nidht genau angegebent werben.

8. Die mte Wurgel einer vealen ober tmagindven [abl (§.16, 6
ijt vad Product eiver abjoluten Bahl mit ver mten Wurzel der pofiti-
ven ober negativen realem ober imagindven Ginfeit. Mach (3) fest man
unter ber Bebingung a = b

m m m m

V+a = wW+1, V+ia = by/+i
Die Wurzeln per verjdhiedenen Einfeiten find mehrbeutig*) und fallen
mit ben Wurgeln der Gleihung am — 1 = 0 ujammen. Bergl.
Algebra §. 10.

Wm bie Werthe vou /1 3u finben, fete man 1 = =, folglich
a3 — 1 =0. N ift 2> — 1 = (@ — 1)=z? + =z 4+ 1). Jn-

*) Die Mebhrbeit der Wurzeln einer Gleidung wiuede deutlidher erfannt, nad
bem bie Auflfjung der cubijden und biquadrafijfen Gleichungen gehungen war.
Bergl. Dedcartes Géom. I Die mren LWurzeln von 1 und — 1 mwerben 3u
erft tn Goted’ Theovem (Harm.mens. 1722 p. 114) angetroffen, weldes die Fac-
torenn bon xm £ 1 geometvijh (goniometrijd)) angiebt. Weit fdwieriger war bie al-
gebraifdhe Aufldiung der Gleidhung am — 1 =0, welde von Bandermonbe (Mém.
de Paris 1771. Reésol. des équat.) gefdrbert und von Gauf (Disq. arithm. VII.
Werte IT p. 243) vollbradit wurde. Vergl. Lagrange Traité des équat. Note 14

Batper. L. 2, Augl. Q
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bemt man fowohl @ — 1 alé audh > + = ++ 1 ber Null gleichjest,
3
evhalt man fiiv @ = /1 aufer 1 bie LWerthe

48 -1 z"]/'g , — 2 — ;e']/:i_

Sty Vl finbet man aud xz* — 1 = (z — 1)=! 4 =3 4 2
-+ @ 1 = 0, alfo qud ven Gleichungen
s Oy 1
z—1=0, (a24S)+(ze 4+ )+ 1=0
\ x“) \ x)
P e 1 T ; i
mit Hitlfe ver Subftitution = 4- — = », x? + — =u?— 2, aufier
@ e

I bie Werthe _
— HY5+0)+3V10—2Y5 Y5 —1) + 34V 10295
“HV5+-1)—3iVIO=2y5  H¥Yb5—1)— }iV 10F27/5.

m

Au ven Werthen von /1 gebdrt 1 unbedingt, weil 1™ = 1;

1, wenn m gevabe, weil (— 1)m in biefen Falle 1 ift; + ¢ wenn
1 in m aufgebt, weil (4 om in diefem Falle 1 ift. Die Werthe von
I 2m

o)

¥ — 1 befinden fich unter ven Werthen von 11, weil

i A (gl S AR

1M 4m
Die Werthe von ¥V -+ ¢ befinden fich unter ven Werthen von ¥ 1, weil
m m
i m |4
Vool == e e g e
~ M .
Aus einem Werth von /1 findet man nach §. 16, 7 LWerthe von
om 4m
1 e A s il e
Q 1
V/l == "I'/fl _— V i =+ Vr! -+ ,1'1,/%,
pierbeutig, die itbrigen Werthe find — ¢, 4, — 1, 1.

9. Unter ven Werthen der mten Wurzel einer Einbeit fonuen
folche vorfommen, weldhe LWurzeln derjelben Ginbcit non geringerem

Grponenten find; 3. B. Ju ben Werthen von 1/1 . . gebdren bie
i .'i‘ %k i ’

Werthe von /1, weil 1/1 = k= 1 ift. Die (complege) Bahl «
beifit eine eigentlidye (primitive) mte Wurgel einer Einbeit, wenn fjie
nicht jugleich eine Wurzel dexjelben Einkeit von gevingerem Exponenten
ift, fo 2aR «* ben PNadicanden nur bann giebt, wenn m in k aufgeht*).

*) Die BVenennung , primitive Wirggel” ift ausd der 'Ilrn'nric‘rcr_ \lﬁ‘[_cn;ﬂ[:lmcfrc
(Guler 1773 Nov. Comm. Petrop. 18 p. 89. Bergl. Gauf Disquis. arithm.
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I. Wenn « eine mte Wurgel von 1 und k eine beliebige gange Bahl
ift, fo ijt auch e* eine mie Wurgel vou 1, und o™+ pon o* nidt ver-
jhieden. Denn (ek) = (em)k = 1k =1, otk — aWo* = o~

IT. Wenn k prim ju m ift, fo ift eine von 1 verjdhievene kte
Wursel von 1 nicht jugleich eine mte Wuvgel von 1. Wian bilbe von
E nady vem Miobul m bden NReft p, ferner voun m nady p den Jejt g,
von p nach) ¢ ven Rejt », u. §. w. Die Neihe bdiefer Nejte geht bis
auf 1 herab, weil k prim ju = (§ 13, 3). Gine von 1 verjchiedene
kte Wurzel von 1 wird durd) « begeichnet, fo daff ox = 1. Wiire nun

jugleich em = 1, fo wive auch «? = 1, weil

ok — gD — GIXigD == gp
Gbenfo wiitbe man jchliefen, daff et =1, or = 1, u. . w., daf
endlich « — 1. Dief ift gegen die BVovausjesung, aljo fann o™ nidht

1 fein.

[II. Wenn e eine eigentliche mte Wurzel von 1 ift fo find o« a?

, am pon einander verichieden. ®efeht, o« und o wiven einander
gleidy, wobei » und s 3ahlen ver Reihe 1, 2,. ., m beveuten, jo wave
of o8 w—% = 1, mithin « feine eigentliche mte TWuvzel von 1.
Alfo find er unb e verfdieden.

IV. Wenn o eine eigentliche mte Wurzel pon 1 und & prim 3u
m ift, fo ift auch ek eine eigentliche mte Wurgel von 1. Denn (ak)x =
e ift nur pann 1, wenn m in kx aufgeht. Nun ift k prim gu m,
alfo kz nur dann dvurd) m theilbavr, wenn m in x aufgeht (§. 13, 4).

V. Wenn « und f eigentliche mte und nte Wurzeln von 1 find,
unb m prim ju n, fo ift «f eine eigentliche mnte Wurzel von 1 b. b.
(ef) nur Dann 1, wenn 2 duvd) mn theilbar ift. Jjt = durd) m theil
bar unb burd) » nicht theilbar, fo ijt «x = 1, = von 1 verichieven,
affo («f)* nicht 1. it = weder durch m nod) durch = theilbar, fo find
ox umb fx = 1:pnx von 1 verfdieven. Nun ijt o eine mie Wrzel
bon 1, unb - eine nte Wurzel von 1, alfo o pon fo= verjdieden
L), folglih ex : fox = expx = (ef) nicht 1.

3. B, Wenn « eine eigentliche mte Wurzel von 1 und m ungevave
ijt, fo ijt — « eine eigentliche 2mte Wurzel von 1, ie eine eigentliche
4mte Wurgel von 1. Und wenn m durd) 3 nicht theilbar ijt, jo ift
— 1+ /3

2

&=

o eine eigentliche 3mte Wurzel vou 1, u. . W.

57) iibertragen von Meier Hivid algebr. Gleichungen 1809 §. 88. Aur Berbii-
tung von Difverftinbniffen bat Gauf (Werke II, p. 243) den Ausbrud ,eigent=
lihe (propria) TWursel” gewdbit. Die folgenden Sibe griinbden fich auj die Bemer-
fungen @uler’s (1741 Comm. Petrop. 13 p. 50) und Lagrange’s (Mém. de
Berlin 1770. Réflexions 24. Traité des équat. Note 13).

8*
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§. 19. Dexr Logarithmus.
(Seis 88, 56, 57).

1. Der a-Yogavithmug einer 3ahl ift die Babhl, mit welder

a (bie Bajis) potenzivt die %ah[ (ben Mumerus) giebt, fo daf
Bafig Logaritbmus umerus.

Die Vafié wird al8 pofitio rveal und von 1 verjhieden vorausgefetit,

Jeve pofitive Bahlx fann al8 eine Poteny der Bajis « vorgejtellt mwer-

vert, ber erforberliche Grponent beifit der e-Logavithmus ber Jahl »

und wird burd) *log « begeichnet,

log 32 5, weil 2 — i

Jlog 9 = 2, weil 32 = 9.

Wlog 10000 = 4, mml 104 10000.

log 14z = — 3, weil 53 = e -
Hog am —='m, slog' 1 = 0.

Wenn die Bafis a > 1, fo fiudb die Logarvithmen der Numern
iber 1 pofitiv, ber Numern unter 1 negativ, slog o = o, slog 0
= — o (3. 17, 6. §. 11, 8). Wenn bie Bajis a < 1, fo find bdie
Yogavithmen ber Numern iiber 'I negativ, ber Numern unter 1 po-
fitio, *log 0 = — w0, *log 0 = w. Die Logarithmen negativer
Jtumern find nicdht veal. “N‘llu ber Numerns feine Poteny ber Bajis
ijt, jo fann man die Wurgeln ver Bajid ju Hitlfe nefmen, um den Lo
gavithmug 3u begrenzen (8. 20, 3).

2. Jtachoem die Fahlen b und ¢ ald Potengen ver Bafis a mit
Diilfe ihrer a-Vogavithmen f und y dargejtellt worden find,

b= aPf, e = ar,
jo famn ¢ jofort ald Poteny ber \ja i8 & bavgejfellt und bder b-Loga-
rithmus von ¢ angegeben werden, weil nady §. 18, 6
1 )
@ =08 d— af — be,
b. . ber b-Logavithmusd von ¢ ift der Quotient bes a-Logarithmus von
¢ burdh ben a-Logarithmus ber Bajis b:
blog 0 — Hogi
2 log b

&

3. Der Inbegriff ber Logarithmen aller Sablen firv eine bejtimmte
Bajis heifit ein Yogavithmenipjtem. Ausd einem Yogarithmenih-
ftem [Gpt jich jeves anbeve Logavithmenjyjtem ableiten, indem fever Lo
gavithmug bes gegebenen @hitems bduvd) vem Logavithmus ver Ba-
[i8 des anbern Shjtems bvivibivt wird (2). 3. B. die 2-Logarith-
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men werden erhalten, wenn man bdie 10=Yogavithmen durch '%log 2
bivibirt.

Bei pem gemeinen Rechnen werden die 10-YLogarithmen gebraudt,
welche peghalb gemeine ¥ogavithmen (vulgares, Briggiani, beca:
pijdie) Heifen. Vei ihrer Begeihnung wird die Vajis weggelaffen.

Sn ver mathematijchen Analyfis find bdie natiivlidhen Loga-
vithmen (naturales, Neperiani, hyperbolici) von bejonberer Widhtia-
feit, beren Bafis bie ivvationale Rahl

e = 2 b ,l 5 T i,_ JoRR g R R
1.2 1.2.3 28
ift; jo genannt, weil fie divect (ohne Begrenzungen) jich bevechuen [af-
fen. Die Begeichnungen
Slog o, logimat, @, v In.ar Sle sl
blmﬁt fammtlich ven natiivlichen Logavithmus von « aud. Alle anvern
Logavithmen, 3. B. die gemeinen, werden Fitnftlidhe Yogarithmen
(artificiosi) gemanunt, weil

: log. nat, log. nat.
alog == A ilog, wille e .
: log. nat. a z : log.nat. 10).

Der reciprofe natitcliche Logarithmus ver Bafis, mit weldhem bdie
natiivlichen Logarithmen multiplicivt werben miifjen, wm fHinjtliche o=
gavithmen ju werden, beifit per Mobulus ved tinjtliden Sy-
ftems™*).

Unter BVorausieung gemeiner Logarithmen ijt dagegen
log «

log. nat. x = .
: log e

A Der Logarithmug eines Provuctd ijt die Summe ber Loga-
vithmen vev eingelnen Factoren. Fiir die Bafis « ift

*) Die Logarithmen (numeri rationem exponentes s. I.Li]n! 1mm wmpn\limmm
find unmh:t und benannt von Neper (Lord Jobn Napier), ber in Mirifici loga-
rithmorum canonis deseriptio 1614 be natitvlichen \’u.mli[l\nm ber ©mud und
,_mmmm mittheilte. Dad gemeine Yogavithmenfpjtem mwurbe von ‘Mumt 1618
ety mlm lllml\h(ilmtq poit den ul-;[llmua Ll][llLlL‘hjul bat Byrg ein 1111t|ll|dau
) qnu.fmnuummu conftruivt (2Avithm. und geometr. Lrogref-Tabuln, J.m 620), in
bem er die Pofemzen Der Vajis 1,0001 bevechuete. Byrg's ~..tlu!lm mtlmmu neben
ben eingelnen 1 Logavithmen die baju gehdvigen JNumern, und waven mithin ein Canon
antilogarithmicus nad) einem von LWallig (Aleebra c. 12) qebranditen Ansdrid,
Bergl. Giesmwald iiber Byrg tm Damyiger Schulprogramm 1856,  Die Ouabratur
byperbolijdier Sectoren und ?,c_ﬂ_uwmc mittelft Der natitvliden Logarithmen murde 1668
pont Nic. PMeveator und von Jac. Gveg gory gelebrt. Wergl. Kliigel math.
2. III. p. 531 §fi. Der Name ,, PMobulud emesd Hinftlicden 0!‘\11[ lmmnmmu“’ 1ft
bon Eoted Philos. Trans. 1714 p. 6 juerft gebvaudit worden. Die jesst iibliche
Darfielflung ber Lebre wvon den Logarithmen (detnt dburdh Suler 1748 (Introd. I
§. 102 ff.) begviindet rworben ju fein.
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log (xy) = log = -+ log y,

weil alogx:logy — glogx gloey — ay (8. 18, 6).
Anmerfung, Weil 2 = x.1, — & = a(— 1), fo ijt, unter
per Borausfepung a* = x
log x = z + log 1, log (— a) = z -+ log (— 1),
log (iz) = z + log 1.
Davon hat log 1 ben vealen Werth 0, wihrend log (— 1) und log i
veale Werthe nicht Haben. Jjt aber« ein (imagindver) LWerth von log i
D. . a® = ¢, fo ijt 2¢ ein Wexth von log (— 1), 3a ein Werth von

log (— &), 4a ein Werth von log 1, u. §. w. Die Logarithmen find
unenblichdentig.

8. Der Logarithnmus eines Brudys ijt die Differeny bes Loga-
vithmus ped 3dblerd und des Yogarithmus bped Nenners. o Fiv die
Bafié « it

log: & log x — log y,
Y
weil glosx —logy — glosx ; glogy — 2 : g,

Die Yogarithmen veciprofer 3ahlen find entgegengefest gleich:

| :
log — = — log «, weil log 1 = 0.
x

6. Der Yogarithmus einer Poteny (im weitern Sinne) ift das
Product ded Grponenten mit dem Logarithmus des Dignanden. Fiiv bie
Bafis a it

log 2™ = m log =,
el agmlogx — .-,[ln;_rxjm — gpm
log 2° = 3 log @, log z ' = — 4 log =z,
log Va? = log 2° — % log .

§ 20. Die gemeinen Logarithmen der
Dectmalzabhlen.

($eid § 58).

L. Der gemeine Logavithmus einer Decimalzahl befteht aus einer
ohne PRecdhmung jofort angebbaren pofitiven cver negativen ganzen abl,
weldhe die Renugiffer over Chavatteriftit ves Yogavithmus heigt, unbd
aug einem echten Decimalbruche, der die Wantiffe ves Logarithmusg
(mantissa = Bugabe) beifit.

Bei pofitiver Wantiffe hat die Kenngiffer fo viel pofitive Cin-
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beiten, a(s der Numerus Decimalftellen iiber ven Ginern hat, over {o-
viel negative Ginfeiten, ald ver Numerus JNullen vor ber hochjten
Decimaljtelle hat.

Numerus Logarithmus
1000 | 2
100 | 2
10 } |
| 0
Bl e
0,01 — 2
0,001 =g

Da 185,7 wifden 100 und 1000 Liegt, fo bejteht log 185,7 aud
ber Renngiffer 2 und einer pofitiven Wtantijje.
Da 0,0346 3wifchen 0,01 und 0,1 liegt, o bejteht log 0,0346 aus

per Kenmziffer 2 und einer pofitiven PMantifje (oder aud) aus ber
Renmjiffer — 1 und eciner negativen Wantifje). Die negative Kenuns
siffer wivd nad) ver pofitiven Wiantifje gefhvicben, 3. B.

0, ==t ..—3="\.=8 .. —10

Umgefehrt fdhlieft man aud dev Rennziffer ves Logavithmus, bid
su welcher Decimalitelle dev Numerus fid exhebt:

Wennt loge = 3, ..., foiffa=....,..0 h. = hat
3 Dectmaljtellen itber den Ginern. Wenn log z = 0, ..., jo ift
e R

Wemt log e =0, ... — 1, joift 2 =10, ..0. h, « beginnt
mit Fehuteln. Wenn log 2 =0, ... — 4, fo ift @ =0,000 .. und

beginnt mit Behutaujendteln.

2. Die Logavithmen von 3iwei Jahlen, veren Perhaltnify eine Po-
teny von 10 mit einem gangen pofitiven ober negativen Erponenten ift,
haben einerlei pojitive Mantiffen und unterfcheiven fidh nur duvd) bie
Sennziffern, 3. B.
log 132500, log 1325, log 13,25, log 0,1325, log 0,001325, ..

PBeweid., log x und log (x.10%) = log = + k (3. 19) haben
piefelbe pofitive Mantiffe, wenn k eine gange pojitive ober negative Bahl
ijt, weil durd) die ganze Zahl k nux bie Kenmgiffer veranbert wivd.

3. Die Logarithmen vationaler Bahlen find entweder gany over

ivvational. Wive log « durch den irvevuctiblen Brudy ?T genau  aus-
: 5
priidbay, fo mitfte 103 vational, und 107 2r . Br eine ste Poteny,
alfo » durch s theilbar fein (§. 13, 10),
Wm bie Mantiffen ber Logavithmen beliebiger Sablen ju beftim-
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mer, braudt man mur die Wantijfen der Logarithmen jolcher Aablen
su begvenzen, weldpe 3wijchen 1 unp 10 liegen, weil 3. B. log 3847
und log 3,847 diefelbe Weantijfe haben (2).

Diefe Begrenung wird am einfachften*) erhalten, indbem man bdie
Luadratiourzel von 10 bevechnet, davon tiederumn pie LQuadratwurzel,
. §. f. bi8 man auf eine Bahl fommt, welhe 1 um einen Decimal
brud) von unbetvidptlicher Grife {bertrifft (8. 18, 6). Aus den Wer

1 1 1 o e el B
then von 10%, 10%, 108, .. LRt jich folgende Tabelle bilpen:

Num Log, Num. Log.
10, 000 00 11,000 00 1,002 25| 0,000 98
3,162 28 10, 500 00 1,001 120,000 49
1,778 28 0,250 00 L, 000 56 |0, 000 24
1,335 52 0,125 00 1,0002810,00012
1 I

1

r

’

154 78 10, 062 50) , 000 14 | 0, 000 06
1,074 610,031 25 00007 0,00003

[

1,036 630,015 62 1,000 04 0, 00002
1,018 15 |0, 007 81 1, 00002 0,000 01
1,00904 0,003 91 1,000 010,000 00

1,004 510,001 95

Um mit Hitlfe viefer Tabelle 3. B. log 7,2 ju bevechnen, dividbire
man 7,2 ourch den nadhft feinern Numerus dver Tabelle 3,16228: den
Luotienten 2,27684 bdurch den ndchit fleinern Numerns 1,77828; ben
Quotienten 1,28036 durd) den nddhit feinern Nunerus 1,15478, u.{.f.
Hiernach wird

7,2 = 3,16228 >< 1,77828 >< 1,15478 >< .

ein. Product von Bablen, bderen Yogarithmen in ber Tabelle enthalten
jind. Nady §. 19, 4 ijt log 7,2 = log 3,16228 -+ log 1,77828 - .

A, Um biefer umftindlichen Rechnungen fiiv immer iiberhoben
ju feint, hat man ausfithrlichere logavithmijche Tabellen angefertigt, welche
vie Mantiffen der Logavithmen aller Aablen bis 999 vierftellig, ober
big 9999 fiinfitelliy, ober bis 99999 jiebenjtellig, u. {. f. enthalten**).

. Wenn der Numerns genauer gegeben ift, ald ev in der Tabelle

*) Diefe Wethobe viibrt von Long ber, ber fidh der 10ten TWrzeln bedbiente
(Philos. Trans. 1714 p. 52).

") Bievftellige Loqarithmen von I D. T Wiiller, Sftellige von Hoitel,
titellige von Bremifer, Titellige von S dhrdu. Um bie erfte Anfertigung ber
Logavithmijchen T abellen haben fidh Beionbere Lerbienfte ertworben Urjinue, fepd
ler, Briggs, Blacq u. A Bergl. Kliigel math. 2B, 3 p. 330 fi.
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perzeichiet jteht, fo muf bie Tabelle interpolivt, b. h. ed mufi die
in ver Tabelle enthaltene WMiantijfe corrvigivt werven nady vem Sake:

,Die Wiantiffenviffeveny ift der Jumerndijjeren; Dbdejto genauer
propovtional, je fleiner a8 Verhaltnif der JNumerndiffevreny jum Nu-
mevus ijt.” LVergl §. 32 und Wlgebra §. 2.

A B. log 1457 fallt zwifden log 1450 unbd log 1460, beren
Differveny laut Tabelle 30 Achntaujenvtel betvagt. Wenn ber Numerus
um 10, 1, 7 wadft, o wad)jt ver Logarithmus um 30, 3§, 27 Behn-
taufendtel.  Alfo ift log 1457 = 3,1614 -+ 0,0021 = 3,1635.

log 14576 wird berichtigt, inbem man log 14500 um 20-728 Aehn-
taufendtel vermehrt. Ebenfo findet man mit Ridficdht auf (1) und (2)
log 68,707 = 1,8370; log 0,03754 0,5745 — 2.

II. Wenn der ¥ogavithmusd einer 3ahl gegeben ift, fo (Aft fid) bie
Bahl aué berfelben Tabelle mit bejtimmter Genanigleit angeben.

3. B. log = 2,3480. Aus bver Kenmsiffer fchblieft man, baf
®=...,.. Die Dantijffe falt laut Tabelle ywijchen die Mantif-
fen von log 2230 und log 2240. TWenn bie Miantiffe um 19, 1, 6
Behntaufendtel widjt, jo wadjt ver Numerus um 10, 12, 12:¢.  Aljo
iz == 2239,

log z = 6,1819 giebt = = 1520 p00 mit unbeftimmten Huudverten.
log = (,8362 — 3 giebt = = 0,006858.
Wenn log x = — 5,8794 ijt o macht man durch Avbbdition von
6 die Mantiffe pojitio und jubtrahivt wiederum 6. Augd log x —
0,1206 — 6 finbet man banmn x = 0,000001 320. Sest man log
oAt 5 e . o I
= 5,8794, o exhilt man y = 757 5oo und (§. 19, 5) = = .

T-’)T SIHI

§. 21. Bevedhnung von Formeln mittelft der
Yogarithmen.
($eiz §. 59).

L. Bujammengefetere Fovmeln wevden bevechuet, indem man ju-
erft ie Cogavithmen berfelben und bann bdie jugehovigen Mumern be-
ftimmt. Diefed Verfabhren findet am einfachften bei Producten, Tuo-
tienten, Potengen und Wurzeln Anwendung (8. 19, 4—06).




122 Allgeneine Avithmetif.

28,936 . 0,007803. 256,84 wird burd) folgende Rechnung gefunden:

log 28,.. |1,4615
-+ lnu 0,007 .. | 0,8923—3
—-: lul- 256,.. | 2,4096
log Prod. 1,7634
Prod. | 58,00

1,3802 : 73,257 wird wie folgt bevechnet:
log 1,3.. | 0,1399
— log 73,. .| 1,8648
log Quot. | ,2751—2
Ltot. | 001884
Wm per Subtraction wilfen witd 2 tm Wiinuenben abdivt und von
per Differeny jubtrabirt.
3,42827 ird wie folgt berechnet:
0,5350 . 27
10,700
3745
log Bot. | 14,445
Pot. | 279 Billionen.
@"rf\fzcrv ®enauigleit wird nur durd) genauere Tabellen evreidht.

log 3, ..

1/n 098756% wird wie folgt bevechnet:
log 0,09. .| (0,9946—2).3
2,9838—6
(3,9838—7) : 7
log Wurz. | 0,5691—1
Wury. | 0,3707s5.
Um bper Divifion willen wird Subtrahendus (die negative Kenn-
siffer) uno Peinuenvus um gleichoiel vevmehrt.

1,238-5 wirdb wie folgt bevechnet:

log 1,2.. 0,0927 (— 3)
d | — 0 1635

log Pot. |  0,5365 — 1
Pot. 0,3439.

2. TWenn bie Logarithmen der Glieder eined Binomium gefunden
jfind, fo (&Rt fich ber Logavithmus bdes Binomium bdirvect durd) Ddie
Gaufiche Hiilfstabelle*) evmitteln. Diefe Tabelle enthalt zu jebem

*) Das Oviainal bdiefer Tabelle, durd) weldhe ein von Leonelli (Supplément
]Hg_dllﬂllull[lh 1802) gemadyter Cntwurf zur Ausfiihrung gelangte, ift i v. Bad’s
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P . o X AN =
pojitiven LWerthe von log 2z — log # b.i. log (Golumne A) bdie us
Yy

gebdrigen Werthe von

Y ] 1

e
(Columne S und U). Der evjte diefer Werthe 3u log x adbivt giebt
log (x - y), ber jweite von log = fubtvahirt giebt log (= — ).
Denn (§. 19)
f TN / e A
log (z -} ) = log & (1 + ) = log = + log wf Lot )+
\ v \ 1
/ ‘f I
log (x — y) = log x« fl s ' F log @ — log : :
Y
x

Wenn bie unter A vevjeichneten Bahlen eine von 0 an fteigende
Jteibe bilben, o bilven die unter S und U bpaneben jtehenben Sahlen
bi8 auf 0 fallende Meihen, jene von log 2 ab, bdieje von oo gb. Wenn

s i = F g 2 g / TR
log 3 wachjt, aljo auch = jo fallt 'f, alfo auch log (1 +- : 1, PAIE

gleich wiichit 1 — ¥, folglich fallt log — - . Wenn log = — 0
: Y il
I G 4
' pity 1% ! r/
b. h. —= 1, Jo ift log(1 + <) = log 2 uid log

- unenbdlich.
I L.

It log ; betvachtlich grof, fo ift ; betvichtlich gqrofi, £ ein Heiner

o { g Y\ 1 5
echter Bruch, alfo find log (1 4 ’/)‘ und log — : nahe an 0.
x /

€T
5 lB ]0;2\ By == “,3]77 [; I(_l,‘_‘: b = l-lfln."':;:.:-'l — 1. (-‘DU‘ @lf
fereny log @ — log b = 0,14445 wird in 4 aufgejucht; dvaneben fin-

bet man in S ober U bie Bahl, welche ju log « abbirt odber von loge
jubtvabivt log (a +b) ober log (@ — b) giebt. Dasd neben 4 = 0,144

monatl. Eorvejp. 1812 RNov. Band 26 p. 498 unb in v. Vega’s math. Tafeln her-

audgeq. von Hiilfe 1840 enthalten, Wit der Ganfi’jchen Golumne B jtimmt die

Miillev'jche Eolumne S; bagegen giebt die Gaugijde Tabelle in ber Columne C

(ftatt ber DMiiller'jchen. Columne U) bdie Werthe von log (1 4 2| , fo bafy man in
\ Y

jeber Beile € = 4 4~ B bat.
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ftebenbe S = 0,2350 um *:*° Rebutaujendtel und U = 0,5494 um

100
&5

oean Dehntaujendtel verminbert giebt bie gu A4 = 0,14445 gehdrigen

Werthe S = 0,2348 und U = 0,5483, jo daf
log (¢ 4 b) = 0,3177 — 1 4 0,2348 = 05525 — 1,
log (@ — &) = 0,3177 — 1 — 0,5483 = (,7694 2.
Q:‘:‘CIIII loc.m =— — A, {o ift !()U“} +m) = S, luufi —m) = — U,
5 ] ’ e
16 3
/278
Beredhnung von l/ : 0} :
V17
log 43 1,6335 S 0,2453
log 278 | 2,4440 :3 log Divd. 1,8788
00,8147 log 17 1,2304.: 5
log 5 0,6990 log Divf. | 0,2461
i Sty log Quot. 1,6327 : 16
|:!,2 .!] ],;)l.\f I!'J;Q‘ ﬁlur}”- “,i“:!“--i
g% L4 "
410,119 Jorm, 1,265
Wemn log tang?e = ¢, mithin log cot?a = — ¢ fo findet man log(l -~ cot2e)
B g ! tmbem matt ¢ unter A aufindt wunb dben Fugehvrigen Werth von S
sin?
nimmt. .M]mmm mai e w baf log tang « =44, jo giebt — 2 log sin « dengu A ge
borigen Werth von S. Lllillﬂlll fornten (“.1 ufy’ Hitlistabellen aus den L\ullmnt‘cueu
Tabellen ber {’vqaurwmlt ber goniontetrijchen ;\:[mlwmu abgeleitet foerben. Durd)

pie Dillfstabellen ift die jonft iiblide VenuBung von jogenannten Hitlfdwinfeln u[*cx-
flitffig agemadt.

§. 22. Die geometrifde ‘Bwam on. Bufammen-
aefeste hnulcrbnunq und Nentenredhnung.

beid §5. 83, 84.)

L. Bon einer NReihe von Grogen fagt man, daf fie eine geome
trifche Progrejfion bilden, wenn die BVerbhaltnifje ver auf einanber
folgenpen ®ridfen etnanver gleich jind. Jjt a dasg Anfangsgliev, » bas
Verhaltnif eines andern Glieved jum vorhergehenden, o ift die geome-
trijche Progrefjion bis 3um nten Sliede folgende:

o aQ
. 3 a2 o) -1
(r? an ’ 1 ' i ' i an 7

Die Progrejfion ijt jteigend oder fallend, je nachoem dag Bevbhalt-
nig mebhr ober weniger al8 1 betrigt. Die Gliever ber Progrejjion
haben abwechfelnde Beichen, wenn bas BVerhalmif negativ ift.

2, Die Summe bev geometrijchen Progrejjion ift die Differeny
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Deg iiberlefiten und ved Unfangs- Glieves dividivt durdh bie Differens
bed Verhaltnifjed und 1. Denn qus

s = a + av ——IL ap* J‘— S —|— apv-1

GO av + av? 4 | . 4 apv-l L gon

folgt duvch Subtvaction

in Uebeveinjtimmung mit §. 12, 5. Gbenbafjelbft ift anch die Summe
ber unendlichen fallenben Progreffion angegeben:
g o W a
a -+ av -+ av? + |, inf = i i e
| —'» ;
3. Wenu ein Capital ju p Procent jahrlichen Jinjen angelegt ijt,
und bie Stnfen jahrlich capitalifict o. b, 3u Levmehrung res Capitals

angewandt werdeit, jo bilden die Werthe ves Capitals nadh 1, 2, 3, . .
Jabren eine geometrifche Progreffion, veven Berbiltnif 1,0p ©o. i
) . v e
-+ 1fm' Denn in 1 Jabhre wadfen
100 Einheiten Cap. u 100 4 p Einbeiten
1 : s L,0p
c 2 = zel 1 0p

Aug ¢ . 1,0p Cinheiten werden wiederum in 1 Jahre ¢, 1,0p2 Gin-
heiten w. §. f.; aljo erwadijen aus ¢ Ginbeiten in 1 Jabre ¢. 1,0p, in
2 Jabren ¢.1,0p? in 3 Jabren ¢ . 1,0p3, . ., in = Jabren c. ,0pn
Einbeiten.

Wenn dad Capital nod) einen Theil eines Jahres angelegt ift, 3. B.
im Gauzgen n + » Jabr, wevon r << I, jo erhalten wabrend bed

legten Beitraums 100 Einleiten ben Werth von 100 4 pr Einbeiten.
Demnad) hat vas Capital ¢ nadh 2 -+ » Jahren ven Wexth
£, pr
e. 1.0 |1 ]+
e T

Wenn dagegen bie Binjen nach jevem mten Theile eines Fahres
capitalifivt werben, jo nehme man ben mten Theil ves Jahres als Seit
einbeit und vertaujdhe p mit p:m. Das Capital ¢ hat nach 1, 2, 3,

Seiteinfeiten die IWerthe

/] \ ? 2 ) b

B ST SRR R W e G N

100hn i ‘ 100 m i Ill(lnﬁ.-'l i

A.. Wit Hitlfe ver gefunvenen Formeln werben bdie Aujgaben der
sufammengejefsten insvedn ung geloft: den Werth angugeben,
welden ein Gapital bei gegebener Beviinjung nach oder vor aegebener

) 0 3 7 s b s
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Reit hat; die Aeit anjugeben, in welder ein Capital bei gegebener
Berginjung etnen beftimmeen Werth erhalten hat; die Verginjung angu-
geben, burch welche ein Capital in gegebener Beit einen bejtimmten
Werth evveidht.

Wenn das Capital ¢ nad) = | » Jabren bei jihelicher Capitali-
jivung dev Rinfen ju p Procent ven Werth k bhat, vovausgejet dag »
qang unb » echt gebrochen, fo ‘hat man (3)

pr\ {

bk — . 1,“]—"'( ] 1573 “")’.M e ; -1”?- '.\

j 102" 1 100

’

,n | = pr )i 1" .
1,0z ‘\I & 100/ ¢

Die Formeln fiix & und ¢ find ju logarithmijcher Bevechnung be-
quent.  3ur Bevechnung von » und 7 nimmt man bie Yogavithmen bei-
ver Seiten per britten Gleichung und erhilt
,“.). \ A

n log 1,0p - log {I + 00) = log

: : RIS S k
Hiernady erfdeint n ald gange Fabl ved LQuotienten log — : log 1,0p,
: 1 :

Ly o ik 3 h
und log (1 -+ ]/”“\ alg Neft per Divifion. Seft man ben Jeft =
Y /
ji."' &

log 1,0s, fo finbet man 1 e = [,0s und » =
P

Peifpiel. Bor wieviel Jahren hatten 5326,4 Thir. Capital den
Werth 5000 THhiv. bei jahrlicher Capitalifivung ver Jinjen zu 6 Pro-
cent?  Die Bevechnung ijt folgende:

log & 3,7264
log ¢ 3,6990
'S 3 30 :'ln;_-'|,l|p,
log 0,0274 : 0,0253 = 1
; 253
log (1-4..)| 0,0021
1 -+ pr:100 | 1,005
r |05 6 = {5
Die gejuchte Seit betvigt 175 Jabr.

Bur genauen Berechnung von p hat man nur in dem Falle » =0
n
k
1,(]}) —— l//* .
2

Wenn » nicht verfchindet, fo dient der ebenjo bevechnete Werth von
1,0p aur Grunblage einer Anndbherung,
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&, Wenn von dem Capital ¢ (Mise) nad j[ii)r idyer Capitalijivung
per Rinfen ju P Procent jibhrlih bas Capital » (Rente) weggenommen
wird, o bleibt in der Caffe
nady 1 Jabre.1,0p — 2

=020 a e o 0pt— v 1,0p - =

203 = ept— 2 4002 — riA0p  —

(OSSR i 1L S B 0 S G W | r.1,0p — r.

Die Subtvahenden bilden eine geometvijhe Progreffion, durch bderen
Summirung al8 Caffenbejtand nach » Jabren erbalten wird

1,0p* — 1
e 7
e 100 ) / cp oY 100» |

[ (:]4 )
5= Opn S e n - | <
P ’i o l'\l 1007 /3 P v‘l Ll 100

¢, 1,0pm

Wenn jahrlich dbas Capital » hingugefitgt wird, fo ift vad nady =
Jahren angebdujte Capital
1007 | [ ep
n | < iiS leies .
» i 2 T e e
Beifpiel e = 10000 Gulven, p = 5, » — 800 Gulven, n — 10.

1007 | log 1,0p® * 0,2119
log 2 4,2041 log 1,0p2 (L0 — 02141 (— 4
log ¢ | 1,0000 log [1 —..]|— 0,4098 (— U
: % log Form.
p T0iA 7 g OF
I(Jg‘ i“”'x = ”,2”-1! ' ‘*.‘"1’: ﬁ'l}rl][-

log (1 —..)|— 0,4260 (— U)

Anmerfung. Wenn bei jahrlicher Capitalijivung ver Rinfen zu
» Procent nad) jebem mten Theile eines Jabres die Rente o geyablt
wird, fo ijt jur Berechnung de§ Cafjenbeftandsd nach » Jabren zu un-
terfucdhen, welche Rente am Schlufje eined Jabhres ftatt ber eingelnen
wihrend ted Jabres filligen Renten gezablt werven fann. Statt 100

T 1 o T s :

Ginbeiten hat man aber — Jahr fpdter 100 -/ Ginbeiten 3u zabhlen,
T m
filr 1 @inbeit den 100ten Theil, fitr o Ginbeiten omal foviel d. i
114

@il les
e\l T10m/
Sabres ijt alfo am Schluffe ded Jahres die NRente

{ p(m—1) /u (m—2 ) ! N
o1 4 —— ol +ol1 -+ e
3 t'-_ F 100m / el 100m .} i 100m/
au zablen.  Nun ijt vie by ppelte Summe

Ginbeiten. Statt ver eimelnen NRenten wabrend eines
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|
1 -+ 2 o ~+ (m—2) - (m — 1)
— m(m — 1), TD[\][IU{)
> mm — ],‘
e |r. —|— m— 2) -+ ..+ 2 o [ IF== '_)

aljo hat die gejuchte Rente ven Werth o (m + s S l p). Radvem
man diefen Werth an die Stelle von = gefet hat, bevechnet man den
Gajjenbeftand wie oben.

6. Subem man dben gefundenen Cajfenbejtand 0 fjett, fo erhalt
man bie Renteugleichung, welche dbie Aufgaben ver NRentenvedyming
(ft: oie Mife angugeben, welche bei gegebener Vexzinjung duve) eine
bejtimmte Rente aufgegehrt wird; die Rente angugeben, wodurd) bei qe-
gebener Berzinfung in beftimimter Aeit eine gegebene MWiife aufgezehrt
wird; bie Dauer einer Rente amyugebent, woburd) bei gegebener Vev-
sinjung eine bejtimmte 9Nfe aufaesehrt wird; die Vevzinfung angugeben,
bei per eine beftimmte Mije durch eine gegebene Rente aufgezehrt wird.

[ und II. Wenn bdie WMije ¢ durd) die njifhrige Rente » bei jihr-
{icher Capitalifivung dev Binfen 3u p PBrocent aufgezehrt wird, o bat
man (5) nach Divifion durdh 1,0p»

00r :
Ll R =
P o 1000 — 1,0p™
Beijpiel 1. » = 800; p = 3,5; n = 20.
100 £
log 13090
J‘

log 1,0p
log (1 —
1

og ¢

—le’ii}“lt‘[ 2 i =t

o
11)“‘ £
2 100
log 1,0p™ | — 0,1284 (—A)
1 Ay
log | 0,5918 (U
11»}_"‘ d I :},ii]—ll']; r—92344.

[ Wenn aud bder Wife, ver Verzinfung und bder Jente bdie
Dauer verfelben 3u bevechnen ijt, o giebt man der Fentengleichung bie
Sejtalt

cp 1 1

e e R L e = '

100 / [#4 . cp
1007

IJ“‘“HL I i
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weil » unter den gemachten Vovausfeungen nuv eine gange Bahl fein
fann.  Bur Bejtimmung von = und « hat man

nlog 1,0p + log e = log : .
] i I cp
110»
Demnach ift = bdie gange Sahl ded Quotienten log : log 1,0p
und log « ber Yeft diefer Divifion. Nady nmaliger Auszahlung der
s : G 2 100 / Iy
Rente » bleibt ver Caffenbejtand (1— )
PN o
Beifpiel. ¢ = 20000; p = 3,5; » = 1200.
1007 a‘
log : 1,5351
ji
log ¢ 1,3010
lag o ool 0L
° 100 | / :
| A (log 1,0p)
log — 0,3803 (U) : 0,01494 =25
L — 92088
815
747
log « 0,0068 (4)
] [ l‘) T o
og (1— — 181 (=D
2 {\‘l o/ f = /
100z 541 2 ik
log —(..) | 2,72 = log 530.
Eoh :

Die Nente pamert 25 Jahre und (GRt vann den Cajfenbejtand 530.

IV. Aus der Wife, ber Rente und ihrer Dauer fann die Ver-
ginfung im Allgemeinen nicht bevechnet werben. Denn bie Renten-
gleichung (I)

100 c
(1—1,0p™m)=-
o =
{ 100 g e e
ober, nachbem man — ] = —— {ubftituivt hat,
1,0p P | —x
| —anm c
& =
| —a r
ift vom nten Grave, weil 1 — a» durd) 1 — =« theilbar ift. Gine

Gleichung viefer Art fanu aber anndherungdiveife aufgeldit werben, wenn

Balger. I. 2. Hufl g
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beftimmte Werthe von ¢, =, n gegeben find (Ulgebra §. 8). Jn jedbem
befonbern Falle wird pamn p fo bcgrenst, baf
|nm —1,0p-n»

~+ log : =={),

P

§. 23. ‘Botengen der Binomien mit pofitiven
ganzen Grponenten.

ikl {rElhnag /; ZJ‘\“[ A
1. Weil (ef-bm=a f‘] e Tani , fo tommt
e8 junddyit bavauf am, die mte “boten, eirned Jjnmmmm ju entwideln,
beffen erftes Glied 1 und deffen zweite8 ©lied ein edhter Bruch ift.

Durd) Multiplication finbet man

(1 +2)? =1 + 21 +2), A+23=0 4 211 +a), . .
l + x)? 1 + 2= | 2
1 4+ «) =1 4+ 2a
ey
1 4+ Jx —+
+ )t =1 + 3=z -
e 24
1 4 4z + s ! 1 8

Die Factoven, mit welchen in den einzelnen Gliedern eines Polly-
nomium bdie Potengen einer ahl multiplicivt find, heifen (mach Vieta)
pie Coefficienten ber Potengen, im vorliegenden Falle Binomial:
coefficienten. Diefe find bei ber 2ten, 3ten, 4ten Poteny

1 2 1

1 &G g S R

Aus ver obigen Entwidelung folgt, daff die Binomialcoefficienten
ber Hten Poteny Summen von fe jwei aufeinanbverfolgendben Binomial
coefficienten ber 4ten Poteny jind, u. §. {*). Um aber bdie Binomial:
coefficienten einer ‘Poteny unabbingig von bden Binomialcoefficienten
niedever Potengen u finden, mufy man diefelbent durch den Erponenten
ver Poteny ausoviiden. In der That ift bei der 4ten Poteny

4=14, 6=4.3 4=4.4.%

bei per Hten Poteny

*) Gine jo conftvuivte Tabelle ber Binomialcoefficienten (triangmlus arithme-
ticus nad) Pascal) finbet fidh bereits bet Stifel arithm. 1544 fol. 44.
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5=25 10=>5.4 10=5.4.3 5=15.4.4
Danad) ift 3u priifen, ob bet ber mien Poteny die Binomialcoefficienten
[ m(im—1) m{m—1)(m—2) o)
7 T T TN

fich ergeben, fo baf man hitte:
m(m— 1 )(!H—Q} o

(e = f o o o m(m BT o 5 B
2. Die Aahlen

| m(m—1) m(m—1)(m—32)
m L : el U S
o I (TR

werben der JReife nady durch
[ m fm\ [m\ / m\‘-l
)

Lo/ ‘-._ L) \ 2/ {_ Brfetns s
L g - o o\ — "
begeichnet. Die Formel | 3o ) 3u lefen m itber k, bebeutet bas Probuct

von k Factoven, die von = in natiivlicher NReihe abjteigen, dibivivt duvdh
pad Product von k Factoven, die von 1 aufiteigen, namlich

£ m\ m(m—1) . . (m—k-41)

L;\): | A0 AR ;

g : ; , s Pl LT i\ n
und ijt eine gange Bahl (§. 13, 13). Die Fovntel ( ) hat ven Werth
\ 17,
N\

(S iy e i ’
1, wabhrend (\m i (m 1 ) .+« verjchminben, tweil it thren Bahlern

ber Factor 0 vorfommt.

Wenn man mit 1.2... (m—*k) den Rdbler und ben Nenner bed
obigen Bruchd multiplicivt, jo exhalt man im Rdahler bas Product aller
Bablen von 1 big m, folglidy audh

[ Al
‘h):rl.2...k.l.2.fﬁﬁk—h
woraud unmittelbar evhellt, daf

{A ’ [.nzif.\j.

V4

*) Die Bildbung ber Vinomialcoefficienten aud bem Erponenten war durd) bie
bont Fermat und Padcal ecfundenen Formeln ber figurivten Bablen borbe
veitet. DBergl. Fermat's Burief an Robevoal 1636 Jov. 4 und Oeuvres de Pascal
ed. Lahure 1858, II. p. 443. 452. 403. Dic Binomialcvefficienten und bas Bino-
mialtheorem nu ;\Dll*tm ganje fomie fiir I‘Llub[qL reale Erponenten I'aL Newton
erfunben und in bem Briefe an Leibniy 1676 Oct. 24 mitgetheilt. Die Bezeidynung

e
(},, ) fommt guerft tn nadgelaffenen Abhandlungen Euler’s vor (Acta Petrop. V
1 p. 89 und V, 2 p. 76. Nov. Act. V. p. 52).

o
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SUN I 12151009 - b
BT o

3. Die Fovmel (j;i ] hat die Gigenjdhaft, daf
-1\ ‘ -m‘ £ ime
O e (i IO,
coofmN  mm—1) .. (m—k41) [ m \m—k41
Beweis. \kja T - __(_kﬁl T
folglich it

7 \ % \ / ~Lf --1 g [ \ 77 -E-i fm—+1°
(Jj?)_’_(;. }i| 1’=(,l_m| ) ‘-\_m k : 2o / T(‘\J.‘;I ) : T l‘-\m ﬁ l)'

A, Die Fovmel (:’) iit ber kte Binomialcoefficient bei ber mten

Poteny eined Binomium, fo bai:
m\ 11 [ m\
ym —— 2 — ( \ 9] » i
(1 + S I +( J ‘ : J |_ —{NL\.\?H /i
(Mewton’s .Blllf.\llll'.‘([ﬂ;mlmll, binomifcher umm
Beweis. Wenn fitv einen beftimmten Werth von m
m

Atap=1+(])e+(5)e*+

ift, fo findbet man

‘m\ o R RS
] 2 )t — | =i L ( 5@( ( Jxt | ¥ =
e ) \2/ \3)2"
e\ ('

—+ ) -|ﬁ( 1,);1.2—%—(. _2)4”‘ e
([T (0 g e

g 1\ m\ f e\ [ \ : : -
nmlk H—Iu{m J '), ( ;/ﬁl—i—fP i ’—l_l p oo (3). Nun ift aber

1 i W)
. ivg : ‘3 e ’.; 5 3
Ay i) o Filg)
wie fid) duvch Vergleichung bdiefer Fovmel wit ver in (1) gefunbenen er-
giebt, alfo it aud

( A4 = 1“\'- Al.‘u 2 (4 nd 1‘
(1 +J. =1+ ]) lz + kg)l +k” @x 1’

i el ey (D \' ' (O g | (O 5.,
(1 4+ x)>=1 _T_(; |7 —+ L\Q"J. +: JJJ,Jfktj).L'{»(.SJ.L |
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(1 +am =1+ ’l’l\ G R (G P
filr jede pofitive ganze Bahl m*).

Anmerfung. Wenn man x mit — = vevtaujdt, fo bletben 2,

x4, . . unpexdnbdert, wdhrend x3, x? . . in — % —af, ., itbevgehen.
Daber ift
iy o AR s
(B bl (1)“"’(2_)1 ¢ it

b >
Wenn « = o foift (1)

(@ 4 b)m = am (Jf) a"‘*'b#——(;)a“‘“%! -+-..—|—(l";;}r:bm—1 - bm,
weil
w2 —an1p, am(2) =T = ot .
m\ R WA ‘m\
(T)= 1,(.])1_1):(.1’/] s @),

8. Wenn = ein edter Brudy ift, fo wirdb in ver fir (1 4 x)m
gefunbenen Reihe von einem bejtimmten Gliede an jebes Glied fleiner
al® vag ihm vorausgehende. Denn dad BerhiltniR ved (k +- 2)ten Glie-
beé zum (k -+ 1ten ijt

m ‘m m—k
{_k+1) i (.k,)“’k: o o
fobald & eine beftimmte Grenze iberjchreitet. Dev Fehler, weldhen man
begeht, indem man von einem beftimmten Gliebe an bie folgenben Glie-
ber vernachliffiat, [t fich in jebem gegebenen Falle abjhigen. et
man 3. B.
1+ zm=1-+ mz,

fo ift ber Fehler

HamNe o [ m\
= 2 3 m
f—w['-.‘?..)x -ng:r L0 +(\mﬁlm
m\ m—32 m—2 m—3

zuz}“g('“*‘":%' ek s '4"“'”2+“\

s

\

*) Die hier angewandte Methode der Iudbuction (Ableitung einer allgemeinen
Regel ausd einem befonbern Falle) it von Jac. Bernoulli (Acta Erud. 1686 p.
360) angegeben mworben, und Heifit ber Sdluf von m auf m - 1.
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i 3N m—2 Fo= RN |
<(g)=" Lty @) . o
; i 2 AR m—a3 m—4 " Lo m—3
weil bdie Factoven ——, ——, . . gevinger find al8 ——
4 9] 3
9

e

Nun it

W—3 (m—2
' I]‘
3

4" |

: y £ ik . m—2 :
(8. 12, 5) unter der Borausjesung baf ——a <1, folglich
o

P ( i | 2
e R N | m—2
S
@eft man ebenfo
(1 —z)m =1 —=mz,
fo ift ber Fehlex
d fmy . LimN o m | fim\ fm\ |
o \ e 2 ! -3 i 4 1 AU 6
e 00 L U o [T e R

sl mhe m-—3a F
= o | X% Denn - o i

nalog fann bei hinveichend Fleinem Verhdltnif o : «

(a4 by = am + mam-1p
gefest werben mit der Fehlergrenze

[ m\ am-2h2
(- 20 m—2 b
L igi e
uid
(a — b)m —= g™ — mam-1p
mit der Fehlevgrenge
{m \ ( b ‘J
0N

§. 24. Permutationen geqebener Glemente.

1. Unter Glementen werden Hiex Dinge (Inbdividuen) verftan:
ben, welche mur burd) Ordmungszahlen (Rumern, Budyjtaben) unter-
fchieven find und beven Qualitit und Quantitit dabin gejtellt bletbt.
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PBon zwei Elementen heifit dadjenige dasd hiohere, weldhes dbie griferve
Qrbnungdzabl hat.

Unter einer Complerion gegebener Elemente wird ein Levein
perfelben nacy ivgend weldjer Reihenjolge verftandben, wobei die Art ber
Berbindbung babin geftellt bleibt. Permutationen gegebener Elemente
Heiften alle die Complegionen derjelben, weldhe {ich duvch die Unordnung
per Elemente unterjcheiben.

2. PBei » verjchicvenen Elementen find 1.2.3...n Permutatio-
nen moglich.

Bemweid. Au dem Lten, 2ten, 3ten, .. Element fann jeve Per=

mutation der n — 1 iibvigen Clemente gejefst werben, folglich giebt ed
von n ver{chiebenen Glementen nmal foviel Permutationen, al§ von
n— 1 Glementen. Nun giebt e von 2 Elementen 1.2 Pevmutationen

(ab und ba), alfo von 3 Elementen 1.2.3 Permutationen, oon 4 Ele-
menten 1.2.3.4 Permutationen, u. {. w.

&

3. Mian findet die Permutationen von 3 Elementen, invem man

su bem Glement 1 bdie Permutationen der Glemente 2, 3, dbann zu 2

pie Permutationen von 1, 3, dann iu 3 die Permutationen von 1, 2
e 2] ’

fefat:

b
o

L 2 153 il
l ¢ 2 a4 8201
Pean finvet die Permutationen von 4 Elementen, inbem man ju
1 die Permutationen von 2, 3, 4, 3u 2 die Permutationen von 1, 3, 4,
3t 3 bie Permutationen von 1, 2, 4, und ju 4 bie Permutationen von
1, 2, 3 fett;
12314 23 310204 4123

b

1 432 2431 o490 43 201
Man finbet bie Permutationen von 5 Elementen, indem man ju
1 bie Permutationen von 2, 3,4, 5, zu 2 die Permutationen von
1, 3, 4, 5, u. |. . fetst:

12345 1 [ e M 31245
1543 2 25431 35421
1 2.3 5 51234
45321 b4 32

u. f. f. Ueberhaupt verlievt bet Dbdiefer DMiethobe ein Element feinen

i
o

Plas erft dannm, wenn die Ordnungsabhlen ver folgenden Elemente ¢ine
fallende Jeihe bilven. Dad Element weidht pem ndchjt hohern aus der




136 Allgemeine Avithmetit

Meihe der folgenden Glemente, uno die iibrigen Elemente werben fo
binzugefitgt, dafy ihve Ordbnungdzablen eine fteigende Reihe bilben.

A, Aus einer Complerion fdnnen nach und nad) alle Permuta-
tionen buvch DVevtaujdhung von jevedmal 2 Elementen abgeleitet wer-
ben ™).

Bei 3 Elementen evgiebt fid) folgende Reibenfolge der Permutatio-
nen, wenn man nady und nach 3 mit 2, 2 mit 1, 1 mit 3, 3 mit 2,
2 mit 1 vertaujdt:

i P A1 | 4 5|
158 213 S ]

Jubem man zu 1 bie Permutationen von 2, 3, 4 fest, dann 1
mit 2 vertaujcht undb die folgenden Elemente verfest, dann 2 mit 3,
3 mit 4 vertaujcht und jebedmal die folgenven Clemente verfesit, finbet
man fiiv 4 Elemente:

1 2us 4 2431 R Lot | 4321

)

| L]

{45 s 412458
iy 5 Glemente:
112345 R T 314 5419 4235

o
(S
S
o
.
[\

T

S L g
1bii2:3 4 2 495313 324571 A 3] ARG o:d'1 2.3
gy 6 Glemente:

119 S35 G 265134 342651

¢ o ol e e S s S AT

16 2153 SiiBsd16/ 2.1 612344
w. f. f. fitv mehr Elemente.

&

8. Jrgend jivei Clemente einer Complerion bilben eine Ynveriion
(dérangement, variation), wenn bad vovanftehende Element des Paares
hiber it al8 bag nadyftehenve Element. 3. B. dvie Complexion 2431
enthilt 4 3nverfionen: 21, 43, 41, 31.

Die Anzabhl der in einer Complexion vorhanvenen IJnverfionen
anbert fich ouvch Bevtaufchung von gwei Elementen um eine ungeradve
Aabl.

) @allenfamp Glem. b. Math. 1850 §. 110,
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Beweis. Sind g und 4 die ju vertaufdenven Glemente, & Hi-
Yer ald g; A, B, C die Gruppen der Elemente, weldhe in der gegebe-
nen Gomplexion durch g und % getvennt jind, fo ift dvie Differeny dev
Anzahlen von Jnverfionen, welde in AgBAC und AABgC vorhanben
jind, gleich ber Diffeveny der Anzahlen von Jnverfionen, die in gBA
und hBg amgutveffen fiud. Die Complexion B enthalte e« Glemente,
bavon B hiher ald g, y hiher al8 &, fo find in ber Complexion gBA
aufier ven Juverfionen, welhe B felbft enthilt, nodh « —f - y In-
pevfionen vorhanven, weil g hiher al8 « — § Glemente in B, und weil
y Glemente in B Hdher find ald 4 Dagegen find in ABg aufer ben
Snverfionen welde B enthilt, noch « — y + 1 + f Inverjionen vor-
Banben, weil % hoher ift alé « — y Clemente in B, weil & Hiher ijt
ald g, und weil B Clemente in B hidher find ald g. Die Differeny
biefer Angalhlen

e—y+14pf—(@—F+yp=28—2+1

ift ungerabe.

6. Wenn man bdie Permutationen verfdhiedener CElemente bdurch
Bertaujchung von jevesmal ywei Elementen entwidelt (4), fo find bdie in
pen aufeinander folgenden Permutationen vorhanbenen Jnverfionen ab-
wedfelnd von geraber und ungevaver Anzahl (5). Da die Anzahl aller
Permutationen gevavde ift, jo giebt e8 ebenfoviel gerabe Permuta-
tionen (mit gevader Amzahl von Jnverfionen), al8 ungevade Per-
mutationen (mit ungeraber Angahl von Jnverfionen).

§.25. BVariationen und Gombinationen gegebener
: Elemente.

($eis & 88 ).

1. Baviationen kter Elajie von gegebenen Elementen Hei-
fien bie Complerionen von je k aus ber Neife ver gegebenen Clemente.
Die Bariationen nter Clajfe von » Clementen find von ben Permuta-
tionen berfelben nidht verjchieven. Bariationen (n - 1)ter Clafje von
n Glementen fdnnen nicht gebildet werden.

Die Gomplexionen, welde je & der gegebenen Elemente enthalten,
pon benen aber nicht ywei aus benfelben k Glementen gebilvet find, fhei-
fien die Combinationen kter €laffe der gegebenen Glemente. Die
Gombinationen 1ter, 2ter, 3ter,.. Clajfe werven auch Unionen, Bi-
nionen (Amben), Ternionen (Lernen), .. genannt,
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2. Bon n Elementen giebt es
nn—1)..(n—k- 1) Baviationen kter Clafje,
an—1)..(n—k-1)
TR T ik

Demweis. Um aus den Vaviationen kter Clajje die Bariationen
(k4 Dter Claffe yu bilden, fete man 3u jeber Vaviation jedes Clement,
pas fie noch nicht enthalt. Man evhilt alfo (n— k)mal joviel Baria-
tionen (k 4 Uter Claffe al8 kter Clajfe.  Nun giebt e8 n Bariatio-
nen evjter Glaffe, jolglich n(n — 1) BVariationen 2ter Elaffe, n(n—1)(n—2)
Bariationen 3ter Clajje, u. . f.

Die BVaviationen kter Claffe laffen fich in Gruppen fo abiheilen,
paf bie BVarviationen jeber Gruppe Permutationen derfelben k Elemente
finb. Da ju jeber Gruppe 1.2...%k Variationen gehdven (8. 24, 2),
fo giebt e8 ben (1.2... E)ten Theil fo viel Grvuppen alé BVariationen
kter Clajje.’ Jeber Gruppe entfpricht eine Combination kter Glaffe.

n - v ' o rr
| 1) Combinationen kier Glaffe.

o S N 4 [N . A f
Die in §. 23 gebraudhte Fovmel () ift ald Anzahl von Eombina:
K/
tionen eine gange Rahl. Weil
{n'\. b2, n [ n

}‘_I: W N .‘2._.(?!—41’\'}:[ n—k)
jo giebt e8 bon n Elementen eben joviel Combinationen kter ald (n— kjter
Clafje.

$. Man finvet die Vaviationen 2ter Claffe, indem man jur jebem
Clement ber Reihe nach jebes anveve fett; Ster Claffe, indem man ju
jepemt Glement die BVaviationen 2ter Elaffe ver itbrigen Glemente feht;
iter Claffe, indem man zu jedem GClement die Vaviationen ter Clafje
per itbrigen Glemente fett, u. {. w.

Gir 5 Elemente:

182 2 39 41 51

13a A 3 2 L) B 2

1 2 4 344 4 3 5 3

Ji 5y 2 Bt teh 54
1'9 4 2 1153 5 il L5 B 1) D 1Au2
IS 2104 A e fo103 513
1 5 4 25,4 304 4 5.3 i D 0 1 T

Wean findbet bdie Combinationen 2ter Clajfe, mbem man ju jedem
Glement ver Reibe nady jeves hidhere fetst; Bter Claffe, invem man 3u

jevem Glement bie Combinationen 2ter Clajfe aus ven hshern Elemen:
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ten fetst; 4ter Glajfe, invem man ju jevens Element die Combinationen
3ter Glafje aus ven hobern Clementen jesf, u. {. w.
Hiir 6 Elemente:

y 2 2.3 34 4.5 5 6
143 2 4 30 1 6
1 4 28 36
15 26
1 6
g2 3 10834 145 156 23 hd 24 50112 816
17724 143 5 146 %1 3D 2 46
b V205 1 316 256
i [
b s 21 15 356 £ 516
346
s g A e 5 Ak hb
1456 2.4 .56

Ueberhaupt behilt bei der Aufjtellung von Combinationen jeves Cle-
ment feinen Plag o lange, bis daf bdie folgenden Elemente durd) fHo-
beve nicht mebr erfetst werben fonnen. Dann weidht das Element dem
nachfthdhern Glemente, und bie nddyfthhern Elemente folgen.

A. Wenn unter den gegebenen n Glementen p einanber gleich
jind, wenn fermer unter ben iibrvigen Elementen ¢ einander gleidy find,
wenn unter bden iibrigen Glementen wieverum » einandber gleich jind,
u. §. f, fo giebt es

Pevmutationen ver &Elemente).
Beweis. WMan fann n Plage mit den p gleichen Elementen auf

f:l] verjchievene Avten befepen. Die jebedmal iibrigen n — p Plike

i . . v > LN E | ey LA f

tonnen mit den ¢ gleichen Elementen auf {n : | verfcpiedene Anten be-
i

fetst werben; bie jevesmal iibrigen n — p — ¢ Plite [Bunen wieder mit

pen r gleichen Glementen auf F\" i_- ? | verjchievene Avten befetst

werden; die jededmal iibrigen s Plite founen enbdlich mit ebenjoviel

%) Frénicle Abrégé des combin. 1676 (Anc. Mém. de Paris t. V). Wallis
Combin. 1685, ¢. 2.




140 Nl gemeine Arithmetit.

ungleichen Glementen auf 1.2...s verfchiedene Avten (§. 24, 2) be-
jetst werden. Die Austheilung der Plake an bdie gegebenen Glemente
fann vemnach auf
‘; n ] lf n —p)[ fn=—p
\p/\ ¢ \ T
perfchiebene Arten erfolgen.

-rj} | 1.2;.3...15

=

=

8. Die Combinationen kter Claffe von n Elementen enthalten
entieper dad nte Glement nicht, ober fie enthalten dafjelbe. Die erfte
®Gruppe umfaft bie Combinationen kter Claffe ber erjten » — 1 Gle-
mente, bie jweite Gruppe umfaft die Combinationen (k— 1ter Glaffe
piejer Glemente, denen dag nte Clenent jugefetst wicd. Alfo it
4"1\':4”*1‘ f?afl-
"-k,) \ k )+'k—1)
wie § 23, 3 arvithmetijch) bewiefen worben ijt.

Die Combinationen kter Claffe von » Elementen enbdigen entwever
mit bem kten Element, ober mit tem (k- 1)ten Clement, ober mit dem
(k-+2)ten Glement, u. {. w. Nun endigen mit dem (k+ mten Glement
joviel Gombinationen kter Glaffe, alé e Combinationen (k— 1)ter Claffe
ber erften k—-m—1 tEIemcute qieb Alfo ift
1—1— 2 — 1\

) e —I— by

I Y nl—-!

¥l R A )+

Durch fortgefekte Rerlegungen bdiefer Art erfennt man, baf ';:1 eine

@umme von ganmzen Bablen, folglich eine ganze Jahl ift.

Die Combinationen kter Glajje von »-o Elementen enthalten
entiveder & Glemente beé Shitem8 von u Elementen, oder k—1 Ele-
mente bdiefe8 Shitems und 1 Glement be§ Shjtems von » Elementen,
ober k—2 Glemente bes eriten Ehjtems und 2 Elemente bes jiweiten
@pjtems, u. |. m. Nun Bnnen k—m Clemente bed erften Syjtems

4 2 5 , i : PR ] Rt AL
mit m Elementenn bed jweiten Shitems auf a’k ) verichievene Ar-
—m/\m)
ten combinirt iverber. Ql{fu ijt*)

“+Pl & ; \I'.'“..\ | [\ ) 1 ‘-'.if .
( k + ;' | +(-Ic—2 I")-ET"J'V‘-]_)",(-,,;}-‘—l-__;;_j

6. LWenn iebeﬁ per n Clemente beliebig oft gefeist werben fanm,
fo giebt e von benfelben
nk Bariationen kter Clajfe,

*) Guler, DBergl. § 23, 1. Anm.
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(H_:—I | Gombinationen kter Claffe.

Bemweid. Um aus ben Variationen kter Clajfe die Bariationen
(k + 1)tex Glajfe au bilben, fege man zu jeder Vaviation jedes Ele-
ment.  an exhilt aljo nmal joviel Vaviationen (& |- Dter Clajje ald
kter Glajje. Jtun giebt e8 n BVaviationen 1lter Clajfe, folalich giebt e
n? Bariationen 2ter Claffe, »? BVaviationen 3ter Clafje u. {. w.

Um aud bden Combinationen kter Clafje von ber geforderten vt
bie Combinationen (k -+ 1)ter Glajfe zu bilven, fefe man zu 1 bdie
Gombinationen kter Claffe aller Glemente; gu 2 bie Combinationen
ktex Glajje ver Glemente 2 big n; ju 3 die Combinationen kter Elaffe
ver Glemente 3 bis n; zu 4 dbie Gombinationen kier Clafje bev Cfle-
o | Combinationen kter

/

: g e ST m—-
mente 4 bi§ =, u. . w. Gejelst, ed qadbe L

k
k
n—+-k—2\

Claffe von m Elementen, fu[g(id) ( ik Combinationen ber Ele

g Pl — e e -
mente 2 big =, ( + ) Gombinationen ber Elentente 3 big n, u.j.w.

fo gibe e
n+k—1\ | ?z+} Bl n+k.
Gombinationen (k + ter Claffe allex Glemente (5). Nun giebt es E T,

Combinationen 1ter Claffe aller Glemente, folglich giebt ed

( H 1) Combinationen 2ter Claffe,

.:Jr | . ! £ > R ] o
| 3 J Combinationen 3ter Clafje, u. |. f.
N\

Anmerfung. Die Anfinge ber Lcml\umtun{ finben fidh tm 16ten Jabrbun-
bert bet Budley, Cavdano u. A Die erfte qlutjcu Abhandlung iiber Combina
tionen bat Pascal wm 1650 verfafit, in der er nut Fevmat mmmmnnmum pent Bu-
fammenbang ber umbmnnmw,.ﬂ)uu mit ben figuvivten Bablen evlduterte (Oeuvres
éd. Lahure II. p. 423 fj.) ¥eibniz’g Abhandlung de arte unulmmtmm 1666
enthiilt nidht fowobl theovetijdy Meues ald bielmehr Antvenmbdbungen ber Lehre won
ben  Permutationen und Eombinationen. Der beutige Veftand bder Comtbinatorit
Iumr Jidp vollftindig in Jacob BVernoulli’s ars conjectandi (op. posth. 1713).
Su diejem Bude fommt ber >Jn:m“luu.wmtmmn bor, wofiiv ¥eibniy Baviationen,
Wallig Alternationen gebraudt batte. Dev Jame Complepionen bebentet bei Leib-
nty Combinationen; ber Name Variationen bat feine combinatorijdhe Vebeutung ge-
gen dad Enbe bed 18tem Jabhrhunbertd evhalterm.
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§ 26. Determinante einesd Syjtems von Sablen.

1. Wenn n? Zablen (Elemente) und 3war je » in 2 Reiben ge-
orbnet gegeben {ind, dbie man am einfachjten duvch bdoppelte Drbuungs-
zablen (Numern, Indices, Suffixe) beyeichnet, 3. B.

1 a a
R RS
a a b bt !
21 22 a2 n
1 (¥ by a
rnI "n‘.! nn

jo verfteht man unter ber Determinante*) diejed Syjtems bas
Agarvegat ber Producte von je n joldhen Glementen, die jdmmtlich ver-
fhicbenen  Heilen unb Golonmen angehren. Das Anfangsglied

Ay Qyq Cyq + « @ TWItD pofitiv, ein anbered ®lied o, a, ¢

{ . s
b o 16

lp
negativ oder pofitiv genominen, je nadydem die Complexion der Numern
p g 7 .. 3w ben ungeraven ober zu ben geraben Permutationen von
123 ..n(8 24, 6) gehort.

Die Determinante bed Shftems wvon n? CElementen heifit nten
Srabes, weil ihre Glieber Probucte von = Factoven find, und wird
purdy Ginjcdhluf ved Shftems wifchen Linien oder dburch das mit dem
Doppelzeichen + unter ein Summirungdzeichen gefetste Anfangdglied
begeichnet:

|71 P12 in |
l .
1 1 (
Gt Lo e 0 54 ) !
s : a4 E‘l'l (.t (uu'
a By altat L
nl n2 nn

2. Die Gliever der Detevminante fonnen aud dvem Anfangsglied
fowoll daburdy abgeleitet werben, daff man die erften Numern unper-
anbert [afgt und bie Permutationen der jweiten Numern bilvet, ald aud
paburd), dajt man bie yweiten Mumern unverandert ARt und die Permu-
tationen ver evften Numern bilvet. Bei dem erften Verfabhren nimmt
man aug feber Beile ber NRethe nachy Glieder, weldhe verjchiedenen Eo-
{onnen angebdven; beim jweiten Lerfahren nimmt man aug jever Co-
fonne der Reihe nach Glieber, bie verjchievenen Reilen angehiren.

Jrgend ein Glied a, p Baq Ggp v sy welched beim evften Verfahren

) Die Gefhichte und bie weiteve Gutivicfelung diefer Formen finbet man in
ber @dyift De8 BVerf. iiber Determinanten.
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burdy Bertaujdung von « , mit @y, OO a,, Wit a, , von ass

mit @, , .. gebilbet worden ift, ergiebt fich beim zweiten BVerfahren
purd) Vertaujhung von @ mit a , von a . mit a,, bon a
mit a, ... Jn beiven Fillen hat man gleichviel Numern mit andern

au vertaufchen; aljo exhilt in beiben Fdllen dag Glied IR S
bafjelbe Reichen.
Die Determinanten

11 %9 {n i'n 21 ni

gt Gaviir' e Taf 1@y @y, s
} !

Nh 1 'Fn b M F!n n rtl n U;’ 1l o 9] (.(” n

jind von einander nicht verfchieden, weil fie bajjelbe Anfangsglied haben,
und weil jeve8 Glied. per einen in der anbern mit demjelben Beichen
vorfommt. Die Beilen des einen Syjtems jtimmen mit den Colonnen
ved andbern Shjtems iiberein.

DBeijpiele: |a b,

| Tl b, — a, by
by Vo & i
a s i 1
: z1 bl :-I | = aybyey — aybye, + aybyey — aybycy
l-j bj 2 | -+ "-’;sbl . iy “"!/""(‘I
Gg. Sy Cayi) 3 e
a ;l e Gk o
€ 0|
a h gi
h b f| = abe — af — bg? — ch®+ 2yh
gk e ‘
TH abd el
alhg|=alf?- b%?% 1 c?h?
(6 &0 f — 2abfy — 2acfh — 2begh
le g fo |

3. Wenn im Shftem ber Glemente zwei payallele Reiben ver-
taujcht werden, o wedyjelt dbie Determinante das Ieichen. Wenn im
Syijtem vev Glemente jwei pavallele Reihen einanver gleich find, jo
hat die Detevminante ven Werth 0.

Beweis. Jjit £ bie Determinante des gegebenen Shijtems, B’ bie
Determinante ves Shitems, das aus dem gegebenen Shitem durch BVer-
taufdung von zwei pavallelen Reihen abgeleitet worven, fo fommt dasg
Anfangdglied von &' in B negativ vov, weil e aus dem Anfangsalieve
von B burd) LVevtaujdung von jwei exjten ober von jwei yweiten Nu-
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mern gebilbet ift. Alle andern Glicder von &' fommen in B ebenfalls
mit ben entgegengefelsten Beichen vor, weil fie aus bdem Anfangsglied
bon R burd) eine gerabe ober ungerade Anzahl Vertaujdungen von
Numern fich bilben laffen, wenn fie aué vem Anfangsglicde von B
purd) eine ungerave oder gerabe Anzahl Vertaujchungen gebilbet waven.

Daber ijt A= — R.
Sind die vertaujchten Rethen einander gleich, o ift B=— B=10
fitv beliebige LWerthe der Clemente.

B B |ag b ¢ a; ¢ by lay by o b ¢
a4 by e = —-|% & byl = — la; by ¢;| = by, ¢y a,|.
as by ¢yl @y cy by lag by cq by eq asl

la ay @ ay|
| 5 E |
IR R e
ey iieiine el
(e d dy

A, Wenn i und k beliebige JMumern der HReibe 1, 2, . . , n be-
beuten, und a,, ein beliebiges Glement ded Shitems ift, deffen Deter-
minante den Werth R hat; wenn «, den Coefficienten von «,, in
per Determinante, d. §. a, «, bad Aggregat dev ®licber ber Deter-
minante bebeutet, weldhe bas Glement o enthalten, o hat jede ber
Sumuten

e D AL T + 4, %,

1

@ @y T Gy %9y shi i, e

ben LWerth B oder 0, je nachbem i und k gleich find ober ungleid).
Peweis. In jevem Glied per Determinante fommt cin Element
ber kten Reile ves Shitems vor, a,, ober a , odber @, ., ... Nad
Qovausfesung ift aber o, e, bas Aggregat der Gliever ber Deter-
minante, weldhe das Glement a,_, enthalten, u. f. w. Daber umfafpt
pie Sumiue
A, ey +a,, 0, e N

alfe Glieber ber Determinante und hat ven Werth R. Ehenjo fin-
bet man

R=a, o, -t a) o, e P S
Ceit man in diefen Summen bdie Elemente ber kten Aeile ober Co-
(onte den Glementen der iten Seile oder Colonne der Reihe nach gleid),
jo bleiben bie Goefficienten a, , , @, , . . ODer bie Coeffictenten e,
ty, , - - Unveriinbert, und man exhilt die Determinanten von Shfte-
men, worin jwei pavallele Reihen einanber gleich find, unbd welde den
Werth 0 haben (3).

0
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8. Um eine Determinante mit einer Bahl ju multiplicicen ober
gu bividiven, fann man alle Elemente einer NReihe bed Shjtems mit
ber Fahl multipliciven ober dividiven, iweil (4)

R = o ey £l
pR=pa o +pa, a, +..+pa, &,

2 il oS 2| '
Py Oy = Py, oy .. Py ®gn »

2. 9B,
pla, by e | | pay by ¢ pa, pby pey|
| g by c‘“.L = |pay by ¢;| = | ay by ¢y
ag by ¢ pag by ¢ | a; by ¢l
AR T B o PR S RSR[5
a, b, | | —a, b, | &, (31
a by ¢ (18 ¢
|u‘ l)) Cy =i 1 {}_, Cy ‘ =),
la by sl
a b e ) il €,
|‘(e bicy|i=ab |11 e | =
[a b cg| {11 ¢

6. Wenn bdie Clemente einer Reife Aggregate find, fo (ift fich
bie Deferminante in ein Aggregat von Detevminanten defjelben Grabes
gevlegen, &8 fei fitr bie Werthe 1, 2, . ., » von'é

Gy =l 9 a T S )
fo ift
R = P + Potyy e 7}7 Prlnx
+ grogy + gy + - g
+ T 0 g —i_ Ty _+' ks _.+" Paluk
Die eingelnen Summen entfpringen aus 2 + ay, a5 ..a,,, inbem

man an die Stelle von a,,, ay, . . guerft py, pyy .., PONN Gy, Gy, -,
u. {. w, fetst. 3. B.

lay b c+d ay by ¢ a; b, d‘:
a by cte| = |ay byey | = @y by e
lag by cyhf |ay by cy ag by f]

7. Dev Werth einer Detevminante bleibt unverdndert, wenn man
bie Glemente einer Reibe mit derfelben Bahl multiplicivt und die Pro-
bucte ber Reihe nad)y zu den Elementen einer pavallelen Jtethe abbirt.

| b e |y byTpay e
oyt Byl re, | ==illay 110 -payi " Y
lag by ¢ ag bytpag e

Balger. I. 2. Nufl.
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twetl (6)
ay b-tpay el la, by e| |a pa; e
ay bytpa, e = |ay g (G| @y pay ey
ay  bytpa; o lag by ¢ la; pag ¢y
wobon bdie jweite Determinante verjchwindet (5, 3). 3. B.
] L R a ?/! —b] | ] 'Ul yl
1‘ 1l z,—a y,—b ‘ = |1 2, u,|
| la zp—a oy - -0 L ay Yy
[t el | | 2% —+ by + €gRl By gy ‘
I(L. Bl e = —|a.x fk T e B T
9" Uy Gy ] ) e L
lag by ey} |age - byy ‘I" €z by ¢

§ 27. Broducte und Potengen von Polynomien.
(Deis §. 92).

1. Das Product (o, + x)(lay 4+ z) .. (¢, + z) giebt entwidelt
eine Summe pon 20 Gliedern. .@m‘s Q[niauqﬁg[iv‘o ift bag Product al-
fev exften ®lieder bder Vinomien aya, ..a,; dad Schlufglied ift bas
Prodbuct allex zweiten Glieder =2, Die Glieder ded Probucts, welde
pen JFactor xk gemein haben, entftehen bdurch IMultiplication von je
n—k erften Gliedern der Binomien und ven jweiten Gliebern ber
itbrigen Vinomien. Der Coefficient von =k ijt vemunach) die Summe
per Probucte von je n — k ver{dhiedenen Grdfen aud ber NReibe
a,, ay, .., a,. Um diejen Coefjicienten 3u beredhuen, bilbet man bdie
Combinationen (n — k)ter Claffe der Glemente ay, ay, .., a,. 3. B.

(a4 x)(b +x) e+ x)(d - x) = abed -+ (abe - abd -+ acd |- bed )z

+(ab+ac+ad-+bec+bd+ecd)x? 4 (a+ b+ e+ d)xd 4,

Wenn ingbefondere alle Glieder ay, a, .., a, einander gleid)
find und ven Werth « Haben, {o ift der Coefjicient bon «* die Summe

&
bon (-nik) ®liedern, Dbeven jeDes ben Werth an* fat. Da aber
(nikj:(:) ijt, fo erhilt man

(,,‘_{_m)n —=An _i_ ( )(J‘“ I_r+( ]anflm‘lJr. '
wie §. 23 audé anbern Grinben entwidelt worden ift.

2 Die Poteny (@ + b c..)n giebt entwidelt eive Summe
vou ®liedern, die je n Factoven aus der Reibe a, b, ¢, . . enthalten
unb aug ber allgemeinen Foviel
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— a=bPer..

baburd) hervovgehen, dbaf o, B, y, ... auf alfe miglide Avten gleiche
ober ungleiche LWevthe von 0 bid » erhalten, beven Summe jebesmal
n betviigt*).

Beweis. Aus der Reihe der n Polynomien a -+ b 4 c4-..
wable man «, um aué ihren erjten Glievern e« Fu bilden. Aus bden
itbvigen » — « Polpnomien wihle man F, um aus ihren weiten Glie-
bern &8 ju bilben. Aud den iibvigen n — «— f BPolynomien wihle
man y, um aus ihren britten Gliedern ¢v yu bilden, u. §. f. Wenn
man bad Probuct a«bfer . . auf alle migliche Avten gebilbet hat, fo
hat man alle Gliever ber gejuchten Potens.

Mean fann aber a« quf (Z} verjchiebene Avten bilben, weil ed jo-

viel Combinationen oter Clajfe der n Polynomien giebt. Wan fann

n—c St /m—a—p
8 “)bu‘]lincbcne Avten, damn ¢ auf k y {)

verfdhiebene Arten, u. §. w. bilben. Wan fann folglih «® bf auf

bann  ebenfo &F anf(

(:)CLE{B) verjdyievene Asten, a® 66 or auf ( :) ("E“\) ("ﬁjfﬁ) per-

/ A}

{chiebene Avten, w. f. w. bilden. Daher erhilt vas Glied a«bf or . .
ben Coeffictenten

(n\ (n—a)\ (n—e—f\ T 2elin

kﬂ)( B )( ¥ >_"1".'2..'.a'.-l.2...ﬁ.'fz'.'.".}f
b. i. bie Anzahl ber Pevmutationen von = Elementen, deven e« den
Werth a, £ ven Werth b, y ven Werth ¢, .. haben (8. 25, 4).

Beifpiel. Wenn n=4, fo jind folgende Combinationen ber
Grponenten mdglich:
4

—y

31 20101 1141
22

PWean bilbe nun bdie Combinationen 1ter bid 4ter Clafje ber Ele-
mente «, b, ¢, . . unb nehme bdie Glemente

L

in jeper Combination 1ter Claffe mit bem Gxrponenten 4;
m jever Gombination 2ter Elaffe ber NReihe nach mit den Erponenten
3, 1 1, 3 2 9

*) Retbniz an Joh. BVernoulli 1695 Mai &  Vergl. Kliigel math. W
3 p. 832,

10"
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in jeber Combination 3ter Claffe mit ben Grponenten

941 12,4 1; 1,19
in jeber Combination 4ter Glaffe mit bem Grponenten 1.
Die Gliever at, . . exhalten den Coefficienten ]]jzj ==
; v & S .2.3.4
Die Glieder a’, ab®, . . erbalten den Coefficienten l] vk ki 4,
: : b el e 1.2.3.4
Die Oliever a?b?, .. exhalten dben Coefficienten 1.2.1).2 =
T e Y T * _ SR 1.2.5.4 g
Die Gliever a’be, ab?e, . . exhalten ven Coefficienten T b 12,

Die Gliever abed, . . erhalten ben Coefficienten 1.2.3.4 -~ 24.
Werben bie Summen bdiefer Glieber ver Reihe nad) durdy
Zat, Xadb, Zal? Zalbe, Zabed
und vas Polhnomium a -+ b + ¢ .. dburd) P begeichnet, fo ift
Pt = Zat 4 42a%h 4 6Za%? - 12Za’bc 4+ 24Zabed.
Analog hat man '

P? = Zqa? - 2Zab,
P3 — Zq3 +-3Za? JL— 62abe, u. {. W,

Um bei ver Potengivung mit 6 3. B. Zah’c dbavzuftellen, bilvet
man die Gombinationen 3ter Claffe der Elemente a, b, ¢, . . und giebt
ben Glementen ber einzelnen Complerionen ber Reihe nach bdie Crpo-
nenten

352,11 A R ) R Rk

3. Um bdie Poteny (a, + ayx + ayx? 4 . v in eine Summe
von Oliebern nady ver Reile der davin vorfommenven Potenzen von x
geordret yu entwideln, bilbet man bie Combinationen ntex Clajfe ber Elemente
or @, @, .., Deven jebe$ nmal gefett mwerden fann, fo dbaf bie Sum-
men ber Jnbice§ in bden eingelnen Combinationen bev Reibe nady bie
Werthe 0, 1, 2, . . haben. Wenn eine Combination audé « Elementen
ay, B Clementen a,, y Elementen a,, . . befteht und die Summe ver
n 3nbice§ «.0+B.1 +7.2+.. =k Jo ijt (2)
152 an
T AR A
ein Glied ber gejuchten HReibe, welches «* enthilt, eil
ay® (g, 2)f (a,?)r .. = ay® a;P ay¥ .. 2Ptart..
Pian findet alle Glieder, in denen «* vorfommt, wenn man bdie Babl
k aué n ungleichen ober gleichen Inbiced ber Gliever ved Polhnomium

a

- 4% (e, 2)P (@t . .
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0, 1, 2, . . auf alle verjchiedenen Avten ufammenfetst*). 3. B. fiiv
n =75 fann man bie Grponenten von « auf folgende Avten jufammen-

fefen:
0O aué 0000

L augd 0 00 0

2au8 0000

0001

3aud 0000

0001

0014

4 qud 0000

0001

000 2
1

1

o -

B QO

GO i

001

b g

5 qué 00 0
noo

000

001

001
i

1

—)
et o= b

o Qo v

B = BD

= hD b

0 1

1
i 1

6aud 0000686

0001
0002
0003
|
01 2
2
1
2
1

Taud 0 000

W W W Wt

=1 b2 b2

3t », s, ¢, u, v eine diejer Complexionen, fo Hhat vad Glied

r

a. da a a a
s L u v

aristtiutv

ven Goefficienten 1, wenn 5 gleiche Jndiced vorhatvern find,

g 9, e s
> 90 T g .,
2 o1

P SOV 2R 0D 2

2 10, £ 21.3 =

Z

= 120, wenn alfe Jnbices verjdhieven find.

Die gejudite Poteny ijt bemnady:

ay® - bay oz + BSagta, |22+ Bajiag

| 5 ) 2|
10a, %a, * |

204, %a, a,

e
10a,%a, @ |

x3

*) Moivre Philos. Trans. 1697 p. 619. Gine vecurrente Entwidelung findet

man bet Euler Introd. I. § 76. Ueber bie Anzablen dexr mdqglidien Glieberungen

einer gegeberien Babl aud Heinern Sabien bat Euler Introd. I. c.

terfudyungen angeftellt

16 roeitere Un-
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-+ bagia, |zt + bagta, |2 -+ Baq Y ‘ x84
20ay3a) ay | 20a, Sa.a, | 20a, *aya,
10a,%a,? | 200, %a, ay | 20a %y ay ‘
30a,%a, *a, | 304, *a, if:‘;li 10a,3a32 |

|
baga ! | 80, *aias”| 30a, *a; *a,
¢ 3| d 2
20a,a, %a,| 60a, e a,a,
a® 10a,*a,®

20a,a, *a,
30aya, 2q,®

Day 1a,

A. Wenn man in ver Reibe der Grbfen ay, ay, . ., a, jede
o . § (1) i ;
®vdfie von allen folgenden fubtvabivt, fo erhdlt man (;) Differvengen,

peven Probuct fih auf eine Determinante vebucivt, namlich*)

(ay — a))ag — ay) .. (@, — @) [ R P
(a3 — as).. (@, — a3) 1205 i 2 oo O™
{ s A | 2 n-1

(@, a.4) ‘] a a..a ‘

Bemeis Sindb i, k belichige Bahlen aud ber Reife 1, 2, . .,
n, und gwar i <k; ift P das gejuchte Probuct, Q bas PBrodvuct der
Differenzen, weldye die Grifen a, und a, nicht enthalten, It das Pro-
puct der Diffevengen, welde die Grife a,, aber nidt a, enthalten, S
pas Product der Diffevenzen, welche vie Grdfe a,, aber nidt a; ent-
halten, fo ift P = QRS(a, — a;. Wemn mun ¢; mit a, pertaujcht
wird, fo bleibt Q unvevdubert; RS bleibt unvevandert, foeil pas Pro-
buct jebes Paares wie (a4, — a)(a, — @ over (@, — ap)ay, — &)
ober (¢; — @)@, — @) unveranbert bleibt; o, — ¢ aber erhiilt pen
entgegengefeiten Wevth; bemnadh evhiilt 2 ven entgegengefetsten Wevt).

Sn P fommt junddit alé Probuct aller Minuenven dad ®lied
a,Va,lay? . . a,™! por. Ferner fommt jeded Glied, mwelched ausd
a0y lag? . . a2t durdy Bertaufdung der Inbiced fid) bilven LiRt,
al8 Product aller Minuenden in einem Probuct vor, das den Werth
P ober — P bat, je nachbem die Permutation der Jnbiced zu den ge-
vabert ober umgeraben Pevmutationen gehovt. Daber umfafit P alle
Olicver, weldhe aus @, 'aylag? . . o burd) BVertaujdung ver 3
bices abgeleitet werben Ednmen, und jwar pofitiv odber negativ, je nady:
bem bie Permutationen der Jnubiced gevabe ober ungerade find; mit-
hin enthilt P alle Gliever ber obigen Determinante (8. 26, 1).

*) Caudy’s Lebrjats. BVergl. bes Verf Determ. §. 10
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Kein Glied von P enthalt eine dev Grdfen a,, ay, . . in hidherer
al8 (n— 1)jter Poteny, weil jede dber Gudfen in n— 1 Diffevenzen
porfommt. Die Glieder von P, wovin ivgend zwei der Grdfien gleiche
Grponenten  haben, jind paaviveife entgegengejeist gleidh. LWenn j B.
a® af a? .. cin Oliec von P beveutet, fo ift ¢« af a7 . . ein
®liev von — P, und — a;* af a7 . . ein Glied von 2. Die Glie-
ber o af ay ., wd —ap af ay .. find entgegengejet gleich,
wenn « = B. Dabher bleiben in P nur bie Glieder ber obigen Defer-
minante itbrig. nm-y

Bont allen 2 ° Glievern ded Products bleiben bemnady nur bie
1.2...n ®lieper per Determinante itbrig, alfo 1.2.3 ftatt 23, 1.2.
3.4 ftatt 2%, 1.2.3.4.5 ftatt 219, u. {. f.

3n vem einfachjten Falle ift 3. B.

IR e
b—a)(c—a)(c—b) = |1 b b?|
g e
= ab?— a?h +be?—bie—+ca*— c*a
folglich aud)
ab be ca

] o b ekl 5 Y Bl
: (c—a)(c—b) 'V (a—b)(a—c) Jr(!‘x—a-_)(b—ﬂ:')'

§. 28. Figuvivte Jabhlen und avithmeti{de
Progreffionen.

($Heis §. 93, 81, 82.).

1. Die Fovmel (?)L+ijl—l), weldye al Binomialcoefficient, jo wie

ald Anzahl von Gombinationen ober Permutationen in Betvadt geyo-
gent worben ift (§. 23 und 25), heifit audy die nte figuvivte Zahl
mter Ovdbnung*). Die Reihe der figurivten ahlen mier Oronung
ift pemnad)

*) Die Wilbung der figurivten Sablen (Polygonalzablen u. §. w.) duvd) fovts
jehreitennbe Summiving wicd ber Pythagoraijdhen Scule jugejdricben. Die dlteften
Abhandlungen iiber bdiefelben find von Nicoma hus Arithm. II. und Diobbhan-
tus verfaft, fiber welde Mejjelmann Gefdh. d. Algebra p. 201 und 462 Beridht
crftattet. Dt Anfiudung allgemeiner Formeln ber figurivten Bablen haben im 16-
ten unb 17ten Jabrh. fidh bejdhdftigt Maurolycus Arithm, L. 1575, Beny Ma-
nuductio ad numernm geometricum Ulm 1621, Faulhaber w. A Bergl. Kift-
ner Gejdp. b. Diath. 3 p. 120. Die Darftellung einer figuvivten Rahl durd) bdie
Duotienten von Prodbucten folgender Bablen ift von Fevmat (Vrief an Roberval
1636 Jov. 4) entbecdt worben, bald vavanf aud wou Pascal Traité des ordres
numériques. Oeuvres éd. Labure II. p. 440.
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(ny-)’ (m+1>’ (?I&+2), B (m,-—j—?t—l,\)’
\m, ) m m J

Die exfte figurirte 3abhl jeber Orbnung ift 1. Die iiqurtrten Aab-
[en exfter Orbnung jind bie natiivlichen Bahlen. Die ate figuricte Fahl
mter  Orbnung evjdeint al8 Summe der (n— ljten figuvivien Zahl
ber mten Orbnung und dev aten figuvivten Jahl ber (m-— Den Ord-
nung, over al8 Sumite der erften » figurivten Sahlen (m—1)ter Drd-
nung, weil (§. 25, 5).

(m-r;:":-—l) e (m—t::——-z) B, (mv_’ii]_ﬂ.)
a(\;t:}\ 4 { m )+ r'm%l] i Kmi_i—; )

Die Summen dexr erften 1, 2, 3, . . natiivlichen Bablen find bdie figu-
vivten Zablen zweiter Orbuung; die Summen der erften 1, 2, 3, . .
ftauvivten Bablen jweiter Orbnung find bdie figurirten Babhlen bdritter
Orbnung, u. §. w., weil

'l+2+'1.)'-}—..--}—.7z =(n+l>
@) +6)+0) 4 (5)=(7)
() +a)+ )+ +(3)=(7)

u. f. . Demnady find die figurivten Bahlen der erften Dronungen
folgenbe:

1 2 4 4 5 6 7
1 3 6 10 15 21 28
1 4 10 20 35 56 84
1 5 15 35 70 126 210

Anmerfung Die figurivten Fabhlen jziweiter S"rbuuug merben
Trigonalzyahlen, dbie figurivten Zabhlen bdritter Ovbnung Tetrae-
praflzabhlen (breifeitige Byramidalzahlen) genannt, o baff bie nte figu-
vivte Bahl omeitu' Orbnung dbad Dveied der Bahl =, die ate figurivte
Babl dritter Orbnung dbas Tetvaeber ber 5;1[)[ n beugt Die Einbei-
ten ber nten FTrigonalzahl Eonnen ndmlicdy in pavallele Reilen zu ei-
nem Dreied jujammengejtellt werven, vefjen Seiten je » Einfeiten ent-
halten. Die Einheiten ber nten Tetvaedralzahl Bunen in pavallele dhn-
liche Dretecte ju einem Tetvaeder ufammengejtellt werden, deffen Kan-
ten je n Einheiten enthalten. Die figurivten Bahlen hsherer Orbnungen
find auf folche Weije nidht conftruirbar.

2. Wenn man die figurivten Bahlen mter Oronung ver Reihe nach
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mit ben Gliedern ver geometrijhen Progrefjfion 1, », »?, »3, . . mul
tinlicivt, fo erbilt man eine Reibe von Glievern, deven Summe s, fidy
purch bie aud figurivten Rahlen (m—1)ter Orbnung auj diefelbe Avt
gebilbete Summe s, , audbviiden (ft. Aus den Reihen

M R ) T )
L e e
exgiebt fich, mei[(kth i (D o (} Vi q,
R e _( '"b—l—::—l)_nn

inbem man die Summe s, aud s, durcd) Erniedrigung von m um 1
bilpet. Bergl. & 22, 2. Sept man demnady

s, =1+ v 7i—— v? 4 - + po-1
5 =14+ 2v + 30? |-« | non-!

Y R TR PR . B

Vi

jo finbet man

(1—v)sy = 1 — 2
(1—wv)s; = s — no?

\ ; | 0

,’1 ) & e n—l—l n
LEEeR ) s e By ety 9 .

8. Wenn man bdie figurivien Babhlen

m—+k—1 (m—k—1\  [(mk—1\
( )'( m—+-1 )'( m+2 )’

ber Jeihe nach mit den gegebenen Babhlen a, b, ¢, . . multiplicict wnd
bie Producte abdirt, fo exhdlt man eine figuvivte Bahl im weitern
Sinne

.

: m i“k--w]‘\l m—~k— 1\ (m—k— ])
AeERIS i ! it <)
Ji : ( m ‘,1' J b ( ’”'I‘I ) s ( m ‘ 2 +
Die Summe vou n folden figuvivten Sabhlen ift wiederum eine figurivte
Rabl, veren Fovmel aus 7. ourd) Erhvhung von m um 1 entjteht.

‘ m
Denr man hat, mezt( ‘ ) = {),
m—+1
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Ry
m e () a2
e ("lJr 2) b('"—f“l) & c("ﬁf-—f—?)

! =1 m—+2

Gy m—{—n—m] : m+ﬂ,ﬁ~] fm+-n—1
4 it ( m )+ ( m—-1 ) + l'( m--2 ) T

undb finbet durch Adbition ber Colonnen (1) die Summe
H+re+ -+ i

2 m—+n 3 (m—t-n L (men) S
(nr{—l) E Rl t\m-}ﬂ) e (m'TZ}/J i

A. 3u ven figurivien Zablen im iweitern Sinne gehdven bie foge-
nannten Polhgonalzahlen, Pyramidbalzahlen, Polpedral:
yablen.

I Untex dem pEd vev Babhl »n (ber nten pecdigen Sahl) verjteht
man bie Summe von n» Gliedern der NReibe

Ir I i_ il 2! 1 + -)-(P FiL, 2:% 1 k" 3 2 2): $
beven Ginbeiten ju dhnlichen pCcten mit einem gemeinjdhaftlichen Schei-
tel jufammengeftellt werben fdnnen, wie folgt:

—

'J_/

Diefe Summe befteht aug » Cinbeiten und aud p — 2 Dreieden von
n—1 (1), aljo ift

i |
basiE
[ ;
|__ g
|

pCE vou n = n 4 (p ?)(j)

Die Dreiede der Rablen {ind von ben figurivten Sablen dber 2ten Orb-

nung nicht verjdyieven, bie Vievecte ber Bahlen ftimmen mif ben QDua-

oratgahlen ibevein, weil

vt () =" n+2())—=m
N 21 \2/

/
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Die Fiinfede, Sechsecte der Jahlen 1, 2, . ., » find

)
e L% n(3n—1)
1, IS b mt . R S e g
1, 6; 1 15, 128 4B (21

I1. Untex ber pfeitigen Pyramive ver Fahl » verfteht man
bie Gumme der pEde von ven Bahlen 1 bi8 2, deven Einbeiten zu
dhnlichen pieitigen Phramiven mit gemeinjdhaftlicher Spite ujantmen-
geftellt werben fdnnen. Nady (3) ijt

O T p ; 1

pleitige ‘Phramide von n = (Ri_l) + (p — 2)(%.1' )
Die 3feitigen Pyramiven ber natiivlichen Bafhlen find von den fiqurix-
ten Bahlen ber 3ten Orbnung nidyt verfdhieven. Die 4Afeitigen , Hjeiti-
gen, Gieitigen Phramiven dev natiirlichen Sahlen find

¥
el B AU R0 BBty (";fl)z?l;‘l
S e RN T R (”i”) n
RV, R S e ("fg‘j-)f.lff’;;_‘ _

Gin Sugelhaufen aus vectanguldrven Schichten, dev oben in eine
Reibe Sugeln envet, auf deffen Bafis in ver Breite », in ber Lange
n 4 » Kugeln legen, enthilt eine Anzafhl Kugeln, bie ausé der 4feiti-
gen Pyramive von = und aus » Dreieden von » befteht, alfo

()%= +1)

ift. Den Riifen bilben 1 4 » RKugeln.

LI Unter einer nten Polhedralzahl verfteht man die Summe
von n liedern, beren jeves aus Polpgoualzahlen fo befteht, daf die
Ginbeiterr er Polyedvalzahlen yu dhulichen Polhebern mit einer gemein-
jhaftlichen Gcfe sujommengejtellt werben Einmen. Wenn das Polhever
e Gen, £ Flachen, k Qanten hat und vie gemeinjdhajtliche Gcfe der (s
lichen Polyever gfeitig ift, jo umfaft die Diffeveny der Polheder von =
nnd n—1 yunidjt e—1 Ginheiten an den nicht gemeinjchaftlichen Ccten,
pann (k—g)(n—2) Ginbeiten auf ven nicht gemeinjchaftlichen Kanten,
endlich f—g Polygone ber Zahl n—2 auf ven nicht gemeinjchaftlichen
Flachen. 3. B. das Heraeder dber ahl n ift vie Summe vou 7 ®ilie-
bern ber NReihe

1, 7, 7494 3 74+ 9.2 + 3. Bieved 2,
74+9.3+3. Bieved3, 74+9.44 3. Bieved 4, ..
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und befteht bemnady aué 1, aud 7(n — 1), aus der 9fachen Summe
ber 3ablen von 1 big » — 2, aud der 3fachen Summe ber Vievede
pon 1 bi8 » — 2. Daber finvet man

Pexaeder von » = 1 4 Tn — 1) + n-z( 9 ) + 6 ("_1)

=n -+ 6 (n—i_[) —

und die Summe ber Heraeder von 1, 2, . . , =
n4-1 n {—2) m+-1\2
el 6 (2 )

8. Bon ciner Reibe von Grifen fagt man, daf fie eine arith-
metijche Progreffion bilben, wenn die Diffevenzen ber auf einan-
ber folgenven @rifen einanber gleich find. Eine avithmetifdhe ‘nglei
flon ijt ourd) 2 Glemente bejtimmnt; ift 3. B. a das Anfangsglien
bie Differeny der folgenden Gliever, fo tft vie avithmetifche ﬂSlogrmuc
bi8 zum nten Gliede folgenbe:

a9 a-4d a-+2 .., a4+ ®m—1)d
Die Summe ber n eviten Gliever ijt (3)
‘n a a (mn — 1)d
na -+ (2) d= = +—[—+2 4 I”r

b. . bie halbe Sumime des erften und legten Glicves (vas arithmetijche
Meittel derfelben) multiplicivt mit ver Glieverzahl. IMan findet biefe
Summe auch durd) die Bemerfung, daf die erften Gliever vom Anfang
und vom Ende diejelbe Summe geben, al8 bie jweiten Glieder vom An-
fang unb vom Gnbe u. f. f.

Peifpiele. Die natitrlichen Jahlen bilven eine avithmetijdye Pro-
greffion, beven Anfangsglied 1 und deven Diffeveny 1 ift. Die Summe

-l
ver n erften Bablen ift (né l),

Die ungeraven 3ahlen bilben eine avithmetifhe Progreffion, deven
Anfangsglied 1 und veven Diffeveny 2 ift. Die Summe bder n erjten
ungevaben Rablen ijt n*.

Auch bie ungeraven Potenzen tonnen durd) Summirung beftimmter
Diengen von folgenven ungeraden ahlen gefunden werben. Denn bie
n* folgenben ungeraden Bahlen
n—Dn* + 1, (n—1n*+ 3, .., (n—1)n* - 1 —+ 2n* —1)
geben bic Summe

[(n—1)n* 4+ 1+ n* — 1]n’ = ntrL
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Snsbefonbere ift 1 =1, 23=3 + 5, 33=7 4+ 9 + 11, u. | w.
Alfo ift bie Summe der Euben*)

13 ~+- 93 + 33 'j' <+ nd
gleich pex Summe ber (?1'__{;'1\] erften ungevaben Rablen. Die lefite bie-
2 )

ik \2
fer Bablen ift 2 ( ; 3 I) — 1, folglich dbie Summe (H;HJ , tnie oben (4).

6. Bon einer Reihe von Grifen fagt man, baf fie eine arith-
metifde Progreffion 2ter, 3ter, . . Ovdnung bilden, wenn
bie Diffevengen ber auf einander folgenben Gridfen eine arithmetifche

Progrefiton 1ter, 2ter, . . Ovbnung bilden. Sind ¢, t,, ¢, . . bie
gegebenen Gvifen, jo bilbe man die Reihe ver eviten Differenzen
byt = i il ==l L e by ==Vl

bie Reife der yweiten Diffevenzen b. i. die Differenzen der auf
einander folgenben Differenzen

by, T By == e 31 —lag == dgan Gy — g1 = lglg
bie Reihe ber dritten Differenzen
big o= B rtan — tag = log 4 tyg — lyg = f34, . .

u. f. w. Wenn vie Reihe der mten Difjerenzen aus gleichen Glievern
beftebt, fo ift die Jeihe der gegebenmen Grdfen eine avithmetijhe Pro-
grefiion mter Ordbmung**). 3. B,

Gegebene Grifen: L BT 64 125 L 216

Grite Differengen: T 18R 6 L s 9

Bmweite Diffevenzen: 12 18 24 30

Dritte Diffevengen: 6 6 6
Die Bahlen 1,8,27, ., bilben eine avithmetijhe Progreffion ter Ord-
nung, ieil ihre 3ten Diffevenzen einander gleich find.

Die figuvivten Zabhlen mter Orbnung bilden eine avithmetijche Bro-
greffion mter Ordnung, weil ihre erjten Diffevenzen figurivte Bafhlen
(m—1)ter Ordnung (1), folalich thre (m— Lyten Diffevenzen die natiir-
lichen Bablen find, weldpe eine avithmetifche Progrejjion erjter Orbmung
bilben.

i *) Diefe Bemerfung ift im Alterthbum gemadt worden. Nicomadhus Arithm.
I, 20.

™) Die Reiben ber Differenzen, weldhe ju einer gegebenen Reibe von Grifen
gebren, find bet bem Unterjuchungen iiber bie fiauvicten Rablen gebilbet (vevgl. 1
uttd 10) , und befonberd bei ber Erfindbung ber Diffeventialvedinung in Betvadyt ge-
30gent worben.  Der Name ,.avithmetifhe Progreffionen hohever Orbmungen’* fommt
etft im Anfang Des 18ten Jabrhunberts vor bei Yagny (Mém. de Paris 1722 p. 264).
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7. Aug pem Anfangsglicde und den Anfangsbifferengen b. h. aus
pen Anfangdglicbern ber Neiben ver 1tem, 2ten, 3Bten, .. Differenzen
{affen fich die Glieder einer avithmetijchen Progreffion hishever Oromung
und die Summe der erften » Glieder bderfelben bevechnen. Wenn a,
pas Anfangdglied per gefuchten Progreffion ift, e, die exfte ihrer lten
Differengen, a, die erjte ihrer 2ten Diffevengen, . . , a, bder gemein-
jbaftliche Werth ihrer mten (lepten) Differenzen, fo ift das nte Glied
per gefuchten Progrefjion*)

a, (m — a, + (?12 l)(zi + -+ (\”m I) m
und die Summe ihrer » erjten Glieder

nay + () + (e + - +(,7,) an-

DBeweis, Die NReihe der (»—1)ten Diffevenzen wird gebilbet,
inbemt man 3u dbem bGefannten Anfangsglieve berfelben die erjten 0, 1,
2, 3, .. ®lieber aud der NReihe ber rten Difjerengen avbirt (6)

b gue=ttin gy it L2
bgpq == Yoy T Y, 4 by,
byra == by e 2T it T W L
u. f. w. Daber it
= q + (n—1)a, .

Jubem man bie Summe ¢, 4 + -+ b4, bildet (3) und u «
abbirt, findbet man iveiter

> ‘n—1
tn,m-'.' — %9 _E— Sl U(!m_] T ( 9 )Hm'
Wnter der Annahme

n—
z11,m—k = Onx —i_ (?1_1)a111-k11 + ( ) ‘m-k+2 + —l_(
finbet man auf gleiche Weife
ki n—I1 n—1

tn,m-knl i annl;-l + (TL—lfam-k + ( 2 )ﬂ'm,k,1 + 2 + (L—f—[)ﬂm
Die angenommene Formel von ¢, ijt vichtig, wenn k = 2, aljo gilt
fie aud) fitv k=3, 4, . ., m. Die Summe der n exften Glicber ver
Progreffion ¢, 4+ 2,5 + - + tnp Wwird ebenfalld nad) (3) bevechrnet.

8. Wenn #,, t,, t, . . eine avithmetijhe Progreffion mter Ord-
nung mit dev [egten Differeny e bilben, und « eine gegebene Bahl ijt,

in‘m- 1 m-1

m-2

| ‘

_7) Diefe Fovmel ift ibrem St{l)nlte nad vou Newton (principia IIIb, lemma
V.) exfunben, in ibrer beutigen Geftalt vom Sac. Bernoulli (ars conj. p. 98)
gegeben rorben.
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fo bilben aty, aty, aty, . . eine avithmetijde Progreffion mter Orduung
mit ber lebten Differeny ac. Denn bdie Diffevengen der abgeleiteten
Progrefjion entfpringen aus ven Difjevengen ber gegebenen Progreffion
ourd) WMultiplication mit «, weil aty, ; — at, = aft,,, — ¢, ) . | f.;
wenn alfo die mien Diffevenen der Reibe #,, £,, iy, . . einanber gleich
jind, fo find aud) bie mten Diffevengen dev Reibe at,, aty, aty, . . ein-
anver gleidy und amal fo grof al8 jene.

Wenn ¢, &y, ty, . . eine avithmetijhe Progreffion mter Ordmung,
Uy, uy, ug, . . eine avithmetijde Progrejjion niebever alg mter Ordnung
bilven, fo bilben ¢, - u;, &, 4 uy, 83 4 wuy, . . eine avithmetijdye
Progreffion mter Ovbnung. Denn bdie nte unter ben kten Differenzen
ber abgeleiteten Heibe ift die Summe ber nfen unter bden kten Diffe-
vengen ber gegebenmen Reihen, weil

et T+ Uy — (G T+ w) = (b — &) + (G — %)

u f. w. Nad) der BVorausjepung verfhwinden bdie mten Differengen
ber Peihe wu, uy, ug, . . ; alfo find bie mten Diffevenzen der Reibe
t; + w, & + uy, t; + uy, . . von den mten Diffevengen ber Reibe
ty ty, ty, . . micht vexjchieen.

9. Wenn ¢, , ty, &y, . . eine avithmetijche Progrefjion mter Ovrd-
nung mit ber lelsten Diffeveny ¢ bilden, jo bilden ¢, 2¢,, 3,, . . eine
avithmetijche Progreffion (m =+ 1)ter Drbuung mit der lesten Diffe-
veny (m + 1e.

DBeweid, Fiiv die abgeleitete Rethe ijt bie nte unter den 1ten
Differenzen nach der angegebenen Bezeichnung (6)

{;?L + I)iufl a6 ﬂ.‘:“ T n“lf'nil £ fll:l + qu o r”'tn,l + If':l-rl
unb daher die nte unter den 2ten Differengen

{n + “%-}—1,1 +£n12 T m'n,l EE '!nﬂ = j'”1:,2 —i_ Qtnil,l'
Angenommen, bdie nte unter ven kten Differengen fei
nta‘.,k F kini—l,k-lf
jo finbet man bie ate unter ven (& + 1)ten Dijfevenzen
(n 4 D bagt i -+ ktyi2pq — oy i kf“”-k'f
=it zn,l;ii _'_ ”‘ _}f_ 1-‘|:111-l,k'
Nun war die nte unter den 2ten Diffevenzen nz, , + 24, ., folglich
ift bie nte unter ven 3ten, . . , (m -} 1)ten Difjevenzen
nt, g -+ 3 batt 2
ﬂ’tn,mfl + (m —Jl_ l.f“tn“l,m‘
Nady ver Vovausjepung ijt 4, . =0, t, =1, = =c¢, alfo haben

-
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bie (m - 1)ten Diffevengen der abgeleiteten NReihe vben gemeinjchaftlichen
Werth (m. 4 1)e.

10, Wenn ¢, &y, ty, . . eine avithmetijche Progreffion mter Orb-
nung mit dev leten Diffeveny c; uy, wy, vy, . . cine avithmetijde Pro-
qreffion erfter Orbnung mit dev Diffeveny d bilben, o bilben die Pro-
bucte ¢,u,, tyuy, tyug, . . eine avithmetijche Progrejfion (m 4 1)ter
Orbnung mit ver lefiten Diffeveny (m 4+ 1)ed. E8 fei u, = a
(m — 1)d, fo ift

tu, ="'t (a'—'d) 4+ 'ntd.
Ytun bilven ¢, (a — d), ty(a — d), . . eine Progrejjion mter Orbnung,
t,d, 2t,d, . . eine Progrefjion (m - 1)ter Ordbnung (9), folglich
tiuy, tyuy, . . eine Progreffion (m - Dter Orbnung (8), deven lepte
Differeny mit der legten Differen; dev Progreffton ¢d, 2i4d, . . (9)
libereinjtimmt.

Wenn uy, ws, uy, . . cine avithmetijehe Progreffion erjter Orbnung
mit per Differeny @ bilden, fo bilden demnach

u ? uy? ug? . . eine avithm. Progr. 2ter Ovbuung,
u 3, uy3, uy®, . . eine arvithm., Progr. 3ter Orbmung,
W ™, u,™, ug™, . . eine avitbm. Progr. mier Ordnung.
Die lehte Diffeveny der Progvejfion w ™, u,™, ug™, . . ift*)
2 e A

Angenommen, ¢ fei die lete Diffeveny der Progreffion w, X, uyk, ugk,
.+, fo ift nac) bem ‘T\Btgeu c(k 4 1)d bie letste Diffeveny ber Pro-
greffion u FH, Rl g kel C Jum ift M oie letste Differeny bver
Progreffion 2, u.‘, it fuighcf) . 2, 3d° vie [etste Diffeveny
ber Progreffion w3, u,3 ugd .., w . .

Wenn u,, uy, ug, .. eine avithmetijde Progrefjion evfter Orbnung
bilben und a,, a,, ay, - . gegebene Bahlen jind, o bilven die Werthe

J“] = ay + ay Uy + ”‘.’.""‘l.-i [ g 71 anu 1]
Jo = = gy -+ [‘[2“2-’ += o + @, o
fs = ay + aguy + aguz® + - -+ @, um

gine arithmetijche Progrefjion mter Ovbmurg, weil w;?, uy? uy? .. eine
Progreffion 2ter Ordnung bilden, u. §. w. (8).
0. Weil 13, 23 33, . . eine avithmetijdhe Progrejjion 3ter Vrd:

nung (10) mit dem Anfangsglied 1, ven Anfangsvifferengen 7, 12, und

*) Dicfe Bemerfungen fiud in ber erften Hiljte ded 17ten Sabubunberts gemadt
worben. Veval, Faulhaber academia algebrae, 1631.
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ber leten Differeny 6 bilven (6), jo (aft {ich die Summe 13 4 23

T

3% + n® nady (7) bevechnen. Jbhr Werth it
n n T
L L I ) ! | |
7 "5 + 12, ) ("\.;_.-‘

PR 6 g e ATV kg OGN G &

i o R Do A e e _:'
n+1\ | . /n+2\ fn4-1\
= e Ol Fian ",‘ 5 3

wie oben (4). Auf diefem Wege wird bdie Summe 1m - 2m - 3m

-+ nm fiiryjeven gangen pofitiven Werth von m bevechnet *).  Leich-
ift bie vecurvente Vevedhnung, bei der man die Summe \u Poten-
sen ber natiivlichen Zabhlen dburd) die Summen bder niedeven Potenzen
verjelben Rablen ausbriicdt, wie folgt**).

fer

Jlach pem binomijchen Lebria (§. 23) ijt

(7Y iy (7
5 [\. Y n - 9

n ,;,, ].1!17-] — pm+l

i nm-1 _ll_

/
1 /

alfo ingbejonbere

Qm+1 — |m+1 _’_ ‘M—'_I | 1m + [ ?H-—l—l |m-1 Jr e

e SR
/ {1
Jmt1 = 9mii JI_ ( m+-1 | 2m S s ;‘ | ;|2111-1 -+
YE / \ e
41 |
i [ m——
1 ml ] | pax nm-1
(n + 1)wl kil | nm - | |7 -+

Jnbem man 1@ | 2m | 3w —i--
man burd) Adbition ber Colonuen

- pm burd) sm Degeichnet, finbet

-+ 1 1
. K [ = oM
(D) n il — 4 + \ i Sm 5 | j— | $m-1 ‘jL

-

' S : m—1 B e . i
eine Jeibe, welche mit | | 8 —+ s, {dbliegt, und worin
Ay m /

e o e 90 o Reste SR s PR e e i
S — s e ) —‘5 | AL n

s =1 +2 +3 4+ .- +n = L)

*

) Ueber bie ¥ojung biejer Aufgabe fiehe Culer Diffeventialvednung II. cap.
5 und & liigel math. Worterbud) , Potenz”.

™) Die Summe bder uadrate (4, II) fommt bei Avchime des (Spiral 10)
vor.  Die Summe ber Biquadrare und bibern Potengen haben Fermat 1w A qe
junber.  Bergl. bdie Ymm. zu 1.°

Balger. 1. 2. Aujl. 11
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Nady dem binomifchen Lehriake ift aber aud

(n — 1wl = pmil —| i |i 1 | - ( m‘)‘ I';,f_m-l :
alfo ingbejonbere
() = Jo+l | L | | jm - | ru--l»[ r | m-1
\ TR T s
o+l — Qm+l ( Hl"}"] | Qm i_ |. H{-—I_I | 21“-' —
1 LR R
m—1 * m L]
(n — [’un-l — g+l | ‘l ._J pin - | ; .] w1 — ..

Die Avbition ergiebt nach ver obigen Vegeidhuung

m—

1\
el

{ i
Il.- () = nmtl L {"H ;

! Jom =+ |

Aus ven Relationen (I) und (ID) 3wifchen s, s, 4, - folgen durdh

“m !

Yvpition und durcd) Subtraction die einfacheven Relationen

-1 fm--1
2 b o (M Vom0
(n 4 pmtl=1" - qotl L 2| ‘; | Sm 2{ AL +

: " Et [m—+1 | [m- i» 1

(n + 1)t = 1 — n2t 4 2 ) -+ 2| o |Sm2 i
Jngbejonvere ijt alfo:

(n 4 1)° + a8 — 1 = 2.38 + 2s

iy 59 A ) p

ol S AT S { = 2 .0ig -+ J!'ﬂ"\' - 2s,

[ 1 L i £ Ll 1 & | T \ ".T €]
m+ 17+ 2" —1=2.7T8% + 2 5 )4 | Qtr_).JSZ + 23

n -4+ 1)¢4 nt —1=2.6s8++2,)5 -+ 2 .6s,
\3
. il o) 5
O s W SR e = ‘2.5.\'7+2\,__;;b, - 2',) 83 + 2.8

Davaus folgt:
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n3 i’ n
8y =—
2 3 %] 5 9 6
nd . nd In 3 n
8 __ - — et
t B Lo 30
nl n b 3n® nd e im
boS s 6 6 ' 42
a9
n* n
8y == -
s By
nt nd 3n?
1 [}
T T e
n' nd Hnd n*

Anmeviung Allgemein hat man

pmt 1 pm
1

e
5 m—1 2
() (m\ 3 SR *
+’ .11 ( l:,]f,nm'] et ! (.} }b:; n ol % k,"‘)ljfu}lm‘ £ piR

worin bdie Coefficienten B, = 4, By = g%, B; =, . - von Guler
bie Bernoulli’fhen Babhlen genaunt worben find nach Jacob
Bernoulli, ver in jeiner Ars conjectandi p. 97 bie Werthe von s,
, S3, . . i aufjteigenber Ovdnung bevechret und audy den Werth von
s, mifgetheilt Hat.

m

8

8 29. Die Wabridyeinlichleit.

(Deis §. 91).

L. Wenn unter gegebenen Umftdnben von n Ereignifien 4, B, C,

. eined mwie pad andre mbglich ift, aber nur eined wirtlich eintreten
wird, entieder 4, ober B, ober €, . ., fo haben bdie etngelnen Erveig
niffe diefelbe Wabr{deinlidEeit (probabilitas), bie bet junehmender
Anzahl » ber moglichen Falle abnimmt. Sepst man die Wakridheinlich-
feit bed Creigniffes 4 bei » miglichen Greigniffen = 1 : =n, fo ijt die
Wabhrfcheinlichfeit, daf von bden beiven Ereigniffen A und B eined ein-
tritt, = 2 : », u. {. w. Ueberhaupt ift die Wabridheinlichfeit eines
Ereignifjes das Berbiltnify ver Anzahl der giinftigen Fille (chance), in

1 i
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welchen der Grivartung geniigt wivd, ju ber Angahl bder miglichen
Falle*). Das Creignif ijt
unmbglicy, wenn feine Wabrjdeinlichleit 0;
unmwabricheinlich, wenn feine Wahricheinlicheit < §;
ungewip, wenn feine Walricheinlichleit 33
wahrideinlich, wenn jeine Wabhridheinlichleit > 4;
gewif, wenn feine Wabridheinlichteit 1 ift.

PBeifpiel 1. Die Wabricheintichteit, mit einem Wiirfel eine be-
ftimmte Ytumer 3u werfen, ift 3. Bmwet Witrfel Idnuen auf6? verfchie-
bene Nvten fallen. Unter diefen Wiivfeln find 6 Pdjche, und 6 Wiirfe,
peven Jumern die Summe 7 geben. Alfo ijt die Walhricheinlichteit,

6 1 i L0 :
mit 2 Witrfeln eiven Pajd) 3u mnfen == &benjogrop 1jt Ddie
: !

Wabrfcheintichteit, mit 2 Witrfeln 7 3u mcricn.
Peifpiel 2. Fiinf Witrfel tonnen anf 6° verjdhicdene Arten fal-

R Trisasf f « 2 e (20 »
fen. Unter diefen Wiivfeln fommen 3 gleiche umern auf \3) .6.5.4

verjhicvene Avten vor, weil 3 bejtimmte Numern auf je 3 Wiirfeln
jteben tounen, und weil 3 gleiche Numern 6Gfad) dajind, wibhrend ber
Ate Witrfel eine ber iibrvigen 5, der 5Hte eine der iibrigen 4 Jtumern
geigt.  Alfo ijt die Wahricheinlichleit, mit 5 Wiirfeln 3 gleiche Numern
au merfen,

Y |

AR T e
Beifpiel 3. BVon 52 Blittern, deven je 13 von einer Favbe find,
fdunen 3 auf | 5 ) perjhiedene vten geyogen werben. Diefe Blitter
QN

find | _!) Jmal von berfelben beftimmten Farbe. Aljo ift bdie Wahr-
fcheintichleit, 3 gleichfarbige Bldtter ju ziehen,
(AN D2 22 1
A = =—— e aoas
VR Bl Iy

*) Anfgaben ber ?l‘_-.'!illrd\\mlltﬁt\lt"udlmmq mwirben juerft um die Pitte besd
17ten Sabrbunpertd geftellt und \hlt‘ : namentlich von Fermat und Pascal 1654
m-ual oeuvres éd. Lahure II, p. 392. 429). Die BVegriindbung und Ermeitering
jolcher Veredynungen bat \qunn1 ibu it ber Abbandlung de ratiociniis in lndo
aleae begonmen. Genauere Ausfiibrungen diefer Theovie verbanit man JacobBer
noulli (ars con ||:1 andi 1713, wo suerft probabilitas, gradus certitudinis p. 211
porfommt) und WMoivre (doctrine of chances 1717, volljtinbiger 1738). Weite-
res finbet man bei Laplace théorie anal des prolmh 1812. 3me éd. 1820
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90

Beifpiel 4. LVon 90 Numern fdunen 5 auf | }Dcrfd}:icrcnc

]
Avten gezogen werven. Dabei exfcheinen von 12 befetsten Numern 3 auf
AR A . Wi, ; £ : :

(.)’ | verjcdhievene Avten mit ivgend 2 von den 78 unbefefsten Numern,
e AN T8N TR R Tl S MR TR ;
mithin | ey, mal.  Aljo ijt die Wabrjcheinlichleit, bei 12 befetsten

Numern eine Terne ju gewinnen,
712\ /T8

el b £ =R
UL S ING 66,52

BWenn man alle Ternen ver 12 Numern befelst, jo gewinut man,
fo oft eine jemer Termen mit irgend 2 ber iibrigen Mumern gejogen

wird, mithin bei | f,, )| _; | Biehungen.  Aljo ift vie Wahricheinlichteit,
NEy LN AL :

eine bejelste Terne ju gewinnen,
12\ /87N /90N
{ \f o e

1
s 53,

g
Beijpiel 5. LWenn in einer Urne o weife, b gelbe, ¢ vothe Ku-
i b s e\
et 849/
verfdhievene Avten gezogen werden. Dabei fann eine Combination von
o weifen Kugeln jugleich mit einer Combination von § gelben Kugeln

e o = 1 o - ¢ [
geln fich befinven, fo fdnuen « 4~ p 4+ y Kugeln auf I(
¥

. v RS ; ‘a\ /BN (e ;
und einer Combination von y vothen Kugeln | ‘Iﬁ | imalvorfommen.
(14 \V/
¥
Alfo ift vie Wabricheinlichfeit, auf einen Bug « weifie, § gelbe, y vothe
SQugeln 3u evhalten,
a\ (b\ [e\ fa + b + 4
o/ \B/\y) ° \e - B + y"

Beifpiel 6. BVon n Kugeln, die in einer Urne liegen, faun man
trgend mwieviele aquf

(AN RN
) T (5) 7 .:%;—{—--
verfdyiedene Arten ergreifen; eine ungerave Anzahl auf
n m ‘n
L i S ——
1/ ke phet, VR Y

verjchievene Yrten, eine gevade Anzabl auf

1 " AN

TN TG
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verfdhievene Avten. Nun ift nach) dem binomijchen Lebrialy (§. 23, 4
filt « = 4+ 1)

{1 L
Bl [ PR R S BCR S S
bl e 2
1 — f"?") L (3 — =0,
folglich
2 +2(,)+ 2(G)+ - =
o7) + 2(3) + =2,
ober
£ n\ ' A
D+ Q) (@)= 1

(i “\ ”II\ 3 (%) . — 211—]
:_1,.+(3J14 (1) + :

Affo find die Wahricheinlichteiten, eine gerade oder eine ungerave Anzahl
ju ergreifen,

gnit 4 on-1

9§’ Gw—

2. Die Wabrjdheinlichleit einesd Creigniffes und die Wabridjeinlich-
teit, paf baffelbe nidht eintritt, evgdngen fidh su 1 (Gewifheit). Oejesit,
unter » Fallen find m Fille, in denen dad Ereignif eintritt, fo giebt
e8 unter n Fillen n — m Falle, in denen dbad Ereignif nidht eintritt.

Alfo ift die Wahridpeinlichfeit des Creignifjes j und vie Wahrjchein-
fichteit, DafR daffelbe nicht eintvitt,

n - m i m

n 7
3. 8. Die Wabrideinlichleit, mit 2 Wiirfeln 7 u werfen, ift

and bie Wabrjdeinlichleit, nicht 7 u werfen, ijt 2.

3. Die Wabhrjcheinlichfeit, daf unter ven von einander unabhangigen
@reigniffen E, F, &, . . ivgend eine§ eintvitt, entweder E, oder F,
ober @, . ., ift die Summe ver Wahrjcheinlichfeiten dev eingelnen Creig-
nifje.

Beweis. Wenn E, F, G eingeln die Wahrjcheinlichteiten p;, g, r
baben, und iiberhaupt unter N Fillen m, Fdlle jinv, in denen E ein=
tritt, m, Fdlle, in benen F eintritt, my Fdlle, in denen G eintritt, fo
giebt o8 unter N Fillen m; + my + my Falle, in benen eined der
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Creiguiffe £, F, @ eintritt. Aljo ijt die Wabr{deinlichteit, vaf ent-
weder E, ober F, ober G einfritt,

4

my + my + my  omy my g

N A R A R
—p+a+r
3. 9B. Die Wahrfdeinlicheit, mit 2 Wiivfeln entweder einen Pajdh
pber 7 ju werfen, ift § | 4 4. Die Wabrjdetnlichteit, mit 2 Wiir-

fefn entweber 7, ober 8, ober 9 ju werfen, ift ¥ + % + 4 =

A. Die Creignifie £, F, G . . heiffen contrdr, wenn ed gewif
ift, oaf eined berjelben eintritt. un ift die Wahrjdeinlichleit, vaf
entweber E, obexr F, ober G, . . eintritt, die Summe der Walhrichein-
lichteiten diefer Greigniffe (3), und diefe Hat den Werth 1, weil m, +
my + my - = N. WUlfo find die Creignijfje E, F, G, . . contrdr,

wenn bdie Summe ihrer Wabricheinlichieiten ben Werth 1| (Gewif-
heit) Hat.

Susbefonbere {ind E und Nidt-E confrdr, d. h. ed ijt gewif, daf
entweder E eintritt, ober E nidyt eintvitt. 3n ber That ergingen fid
nady (2) die Wabricheinlichteiten von E und von Nidt-E zu 1.

5. Bei ven Greigniffen E, F, G, . . fann die velative Wahry-
jdheinlichteit ves Greigniffed E in Detrad)t gejogen mwerden, d. h. die
Wabrfcpeinlichteit, daf unter den Ereigniffen E, F, &, . . bad Creig-
nig E eintritt. Diefe relative Wabrideinlichfeit von E ift das Ber-
haltnif der Wahridheinlichfeit von E ju der Wabrjcheinlichfeit, daf ei-
nes der Greigniffe E, F, @, . . eintritt. Denn nacy den obigen BVor-

augfesungen (3) giebt e§ unter my + my + my —+ - - Fallen m, Fille,
in benen E eintritt; aljo ift die velative TWahricheinlichleit von E
'ffn'.l
m; el N
my - my = my 4 o [k my My My
RC TN TR A
ZJ
TetafrE

3. B. Die Wabrideinlichfeit, mit 3 Wiirfeln 3 gleiche Numern

~/

i erfen, ift ("!*‘ Die Wabrfdeinlicheit, mit denfelben Wiirfeln nur 2
¥

6.0

i

gleiche umern zu werfen, ift| '_:, Bergl, Veifp.2 in(1). Da-
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bev ijt pie Wabrjcheinlichteit, mit 3 Wiirfeln vielmehr 2 gleiche Numern
alg 3 gleiche Mumern 3u werfen,
S T 15
3 L6 5B - 18
Benn die gegebenen Ereigniffe contrar jind (4), jo ijt die velative
Wabridheinlichfeit eines unter ihuen von der abjoluten Wabricheinlichleit
peffelbent nicht verjchieven.

6. Die Walhridpeinlichteit, daf die von einanver unabhingigen Gr-
eignifie E, F, G, . . jufammentreffen db. h. gleichzeitig over in
einer bejtimmten Orbnung nady einanber eintreten, ift pas Probuct der
Wahr{cheinlichteiten der etnzelnen Erveigniije.

Beweid Wenn unter » Fallen m Falle find, in denen E eintritt
(nicht F), und unter n, Fillen m, Falle, in venen I eintritt (nidht E),
jo giebt ed unter nn, Fillen, in denen bdie Falle der erften vt mit ven
Gillen ber zweiten Art zujammentrefjen founen, mm, Falle, in denen
ein @intritt von E mit einem Eintritt von F jujammentrifit.  Aljo ijt
pte Wahrjcheinlichteit ves Rujammentreffens von E und F (ves jujam-
mengejesten Creignijjes EF)

.5'1'?].‘51 T H(I

J'U?! v [ ?l-l.
Saben die Creignifje E, F, & eingeln die Wahrjcheinlichieiten p, ¢, »,
fo bat pag Bujammentreffen von E und F mit G (vas Creignif EFG)
pie Wabrfcheinlicheit

pg)r = pqr. 14 i 1

Beifpiel 1. Wenn die Urne U 5 weiffe unv 7 jdhwarze Kugeln
enthilt, fo ijt pie Wabr{dheinlichteit, daf unter 6 Hhevausgenomnenen
Rugeln 2 weifie finp, | ; I ‘i el l(:) _.

Wenn bie Urne ¥V 8 weife und 10 jchwarze Kugeln enthdlt, jo ift
die “alw]cbew ichteit, Daf unter 9 Hevaudgenommenen Kugeln 4 weife

10N /18N

]mr,l 1 |5 ]il” }

Qte Wabricheinlichfeit, daR unter 6 aus U genommenen Kugeln 2
eiRe, und zugleih unter 9 au§ V genommenen Kugeln 4 weiRe {ich
befinben, ift pemnad

‘5‘; 7 s (10 | (12 /18y 3675 |
( | B2 ke | | ———— doiie
\4)/ \$D \6./\9 / 26 741 1,28

‘ﬂem;le [:2 é: aben bie Creigniffe £ und F pie Wabijcheinlich-

feiten p und ¢, jo ift die Wabricheinlicheit ved Aujammentreffens
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Dot B Rl [ AL L S

boft E b Mtd=F R L iial —g)

T el A0 1 o SRR e )

pon Nicht=E und Nicht=4" . . (I pld — ¢-

Gines der 4 jujammengefetsten Greigniffe muf eintveten, affo find die-
felben contrdr (4). Jn ber That ift
»g + p(1 g +0 —pg+ A —pl— g =1
Beifpiel 3. DHaben die Creignifie E, F, G bdie Wahrjdheinlid)-
feiten p, ¢, », fo ift vie W abricheinlichteit, dag E micht eintritt und F
eintritt, (1-—p)g; vie Wahrideinlichfeit, dap £ und F nicht etnireten
unb @ eintritt, (1 — p)(1 — ¢r; alfo die Wabrjdeinlichfeit, daf
entweber Feintritt, ober daf F eintritt, wenn E nidht eintritt, odev daf
eintritt, wenn E und £ nicht eintveten,
' i 29 B ol B 1 el
Beifpiel 4. LWenn bdie HIIIL U 5 weife und 1 jdhwarze Kugel,
und bie Urne V' 3 weifie und 4 fdhwarze Kugeln enthdlt, e ijt bie
Wabricpeinlichbeit, in U 3u gueifen, §, unv die Wahrideinl (ichteit, baf
eine aus U genommene Sugel weif ift, 2. Affo ijt die Wabrjdeinlic)-
feit, pafi bie ergriffene Qugel aus U und wei ijt, § . & Ebenfo ift
bie Qﬁabriclcinlid;fcit bap die ergriffene Rugel aud V. und weip ijt

1 . 4. Die Wahrfdeinlicheit aber, daf eine aus eirter pon beiven Uy=
nen gerommene Kugel weify ijt, hat den Werth (3)

Lh l g o e L

A ARG e S s

Beifpiel 5. Werben Verjuche angeftellt, bei demen entweber E
mit ver Wabricheinlichleit p, over F mit der Wahrdheinlichfeit ¢ ein-
fritt, fo baf £ und F contvir find und die Summe ihrer Walhridein-
(ichteiten p - ¢ { : pann ift pie Wabricheinlichleit, vaf bei n Vex-

fuchen kmal E unbd (n Fymal F in einer Deftimmten Dvonung
eintritt, pk¢%. Bon k Clementen E und n — k Clementen F gtebt

[ S ML I
e8 aber Permutationen (§. 25, 4), aljo 1t

ik yilieds k)
bie Wabrjdheinlicheit, daf {w.l n Berjudhen kmal E und (n — k)mal
F in beliebiger Ovbuung eintritt,

f ()
. s mk gn-k
ST i e
Dabet wird gewify entweder nmal E, over (n — 1)mal E und 1 mal
F, over (n — mal E und 2mal F, . . , ober lmal E und (n—1)-

mal F, over amal F eintveten. Jn der That Haben die Wahrichein:
fichFeiten, welche aus der gefuubdenen Formel entjpringen, mwenn k bie

7

Werthe n, n — 1,.., 1, 0 exhalt, vie Summe (p + g» = 1(§. 23).
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Die Wabridyeinlichfeit, dafy bei » Verfudben wenigjtens kmal E
eintritt, ijt bie Summe der Wabrfheinlichleiten, daf £ kmal, (& + 1)-
mal , . ., nmal eintritt. Die Wabhricheinlichfeit, dafy bei n Verfuchen
hodyftend kmal £ eintritt, ift die Summe der Wabrjcheinlichfeiten, daf
E Omal, 1mafl, . ., kmal eintritt. Diefe beiden Walhrfcheinlichleiten
evganzen fichy ju 1.

Analoge Vemerbungen gelten fitv mehr contrire Creignifie, weldhe
bei einer Reibe von Vevfudhen mit beftimmtien Wabrideinlichleiten ein-
treten.

BHeifpiel 6. Wenn man die Wahrideinlichteiten, mit einem Witr-

jel bie Numern 1, 2, 3, . . ju werfen, durd) p,, py, py, . . bejeichnet,
fo ift o + 1o + 23 + - -= 1. Die Wahrideinlichteit, mit einem
folchen LWitvfel bei » Witrfen kmal 1, Imal 2, mmal 3, . . unter der
Bevingung k& + 2 4 m + - - = n in Dbeliebiger Ordnung ju mwer-
fem, ift

bl oo in

AL I ..m...’H‘k]"l]"”m' e

Die Wabrjdeinlichleiten aber, die verjdhiedenen Complexionen bver =
Wiirfe ju exhalten, find bdie eingelnen Glieber, ausd demen bdie Poteny
"}71 + ps + P A bfﬁC[)[ (5 27.12).

Die Wahricheinlichfeit, daf die Summe ber n geworfenen Numern
s betrdgt, ift bie Summe der Glieder von (p, + py + py -+ - )1,
bet benen bie ©umme ber Jubiced von p ven Werth s hat. Ber-
taufcht man p, mit p, 2, p, mit p,x?, p; mit pyad, . ., fo exjcheint bdie:
jelbe Wahricheinlichteit al8 Coefficient von @ in(p, x4 pya? -+ pyad - - )n;

o hE A j 1 Lt ;
mithin a8 Coefficient von z* in f;“(a: + x2 + - - 4 %7, wenn
)
bie Wiirfe mit einem vollfommenen gemeinen Wiivfel gemadht werden,
bet weldyem py = p, = - - = 1 ift. Bergl. Moivre Misc. anal. p.

196 und Guler de partitione numerorum (Nov. Comm. Petrop. 3
und 14

Die Wahrjcheinlichteit eines Dbeftimmten Wurje8 mit » gleichen
Witrfeln it nicht verjchieden von der Wahricheinlichteit, mit einem LWiix-
fel bet » Wiirfen bdiefelbe Complerion der Numern 3u evbalten.

7. Wemn bdie Creigniffe £, F, G, . . die Wabrjdeinlichieiten
P, 4, 7y - - haben und contrdr find, fo baf p + ¢ +r + - - = 1;
wenn ferner nad)y Vertrag der Eintritt von E, F, G, . . sur Folge hat,
baff die Perfon 4, B, C, . . ven Gewinn S erlangt, fo gebithren vox
ber Gutfcheidbung ven eingelnen Perfonen die Antheile pS, ¢S, =8,
. ©ind namlidh itberhaupt » Fille mbglich, und chenfoviel Perfonen
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porhanben, von demen die 1te, 2fe, 3te, . . ben Gewinn S exlangt, je
nachbem ber 1te, 2te, 3te, . . Fall eintritf, fo haben alle Perfonen glei=
dhen Anfpruch auf S, folglich gebiihrt vor der Entfcheibung einer jepert
Perjon : Wenn nun unter den n Fallen m Falle find, in benen
bas Greigniff £ eintritt, jo veveinigt die Perfon 4 in fich die Anjpriiche
son m jener Perfonen, folglich gebithrt ifx vor der Entjcheivuny ?S D. 1.
pS. W. {. §. On ber That ift

pS+ g8+ 8+ =@+ g+ 7+ )8

Die Prodbucte ded ermarteten Gewinnd mit ven Wabrjcheinlichfei-
ten ber Grlangung Deifen die Hoffnungen (partis, exspectationes,
sortes) ver berfchicdenen Perfonen auf ven Gewinn, und verhalten fich
ju einanber ber Jeibe nady wie bie Wahrjcheinlichieiten, daf ber volle
®ewinn den einzelnen Theilnehmern ufillt.

TWenn der durch den Gintritt eined der contviven Ereigniffe E, F,
@, . . von einer der Perfonen 4, B, C, . . pu erlangende Gewinn S
pon ben Theiluehmern des Vertragd aufgebracht werden foll, fo miiffen
bie Beitrige derjelben pS, q8, »8, . . b. h. ihren Hojfnungen aleidh
fein, afjo au einauder ver Reihe nach fich verhalten, wie bdie LWakhr-
jcbeinfichteiten ber Creignifie £, F, G .., welde pie perjchiedenen
Rerjonen evwarten. Diefelben Beitrdge jiud von 4, B, €, . . ju [ei=
ften, wenn fie gur Wette oder jum Olidspicle jich pereinigen mit dex
Bevingung, vaf 4, B, C, . . die Summe ber Ginjage gewinnt, je nady-
vem E, F, @, .. eintritt.

Wenn insbejonvere A behauptet, vaf das Creignif E eintreten
werbe, B aber bas Gegentheil behauptet, und beive ju einer Wette
fih veveinigen, fo hat ver eime pS, ber ambere (1 — p)S einyufetzen,

S.

b. . e8 Hat B dem A pajd l ; ’}fad)e entgegengubieten.

Ginfa und Gewinn des Spielerd follen fich verhalten wie bie Wabhr-
fchetulicheiten, yu gewinmen unbd ju verlieren. Dem Einfay bed Spie-
feré ird von ber Votterie ober Spielbant ein Gewinn entgegengefest,
per bie erforverlicye Hohe meift nicht evreicht; man vechnet auf bie Lujt
per Menge am Gewinn ofhne Avbeit.
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§. 30, Die Kettenbritche.
($reid & 85 fi.).

1. Wenn man aud ven Gridfen « und & durd) fucceffive Divifio-
nen bie Kette von Gleichungen

a = bg 4 ¢
b= cor + d
¢c = ds + e
. j. w. bilvet, fo ift
b | oAy 1
a 5 a_}) b e o :i
b 1
R 1
'?+ ¥ |
r - |

Diefe Entwidelung von & : a beift ein Kettenbyudy (fractio conti-

: 4 1 1 1 : .
nua), gebi(bet aug pen Glievern —, =, —, .., undb wird beshalb
( ‘ S
auch wie folgt bejeichnet*)
,f" I . I - 1 -
— ! - ':_
(¢ q + T 05 e

Die itbergefesten Puncte veuten am, daf das Folgende ju dem jebesmal
porhergehenven Nenner gehort. -

Der Rettenbruc) bleibt unverdndert, wenn man den Bdbhler und
ven MNenner eines Glieves und jugleich ven Rdhler des folgenven ®lie-
pe8 mit derfelben Bahl multiplicivt, weil 3. B.

*

) Die erfte betrddtlihe Anwendung von Kettenbriiden (fractio continue fracta)
bat Yord Brounder um 1665 gemadt. Wallis opp. T p. 469. Bald bdarauf ge-
braudite Hugend die Kettenbriide und gab eine Theorie berjelben (Automatum
planetarium um 1682 vevfaft.) Gulcr hat bem Namen fractio continua glnge-
fithrt (Comm. Petrop. 9.); ber Ausbrud Kettenbrud it um Anfang Ddes 19ten
Jabrh. itblid) geworben; die obige Begeichnung vithrt von 3. H. T. Mitl lex ber, Allg.
Avithm. 1838  Befonbern Suwachs erbielt die Lebre won ben Kettenbriichen burdy
Culer (Nov. Comm. 9. Acta 1779, I), Sambert (Beitvdge I, 1 p. 55 und 140),
Lagrange (Vergl. bie ujipe jur fram. Uusgabe von Culer’s Algebra, Yyon 1795),
©auf Disq. gen. cirea seriem inf. 1812, MEbins Crelle § 6 p. 215. Die
bier mitgetbeilte Aufjafiung piejcr Lebre bat man Sdeibner ju verbanfen. Veridjte
ber Leip;. Gef. b. I8, 1864,
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i ]
mr --|— TR T ‘:' £

2. Aus bder allgemeinern Kette von Gleichungen

v — Uy +uy =10
o U — g, U, (T A—W ]
Pyt 2¥3 3
o R M T R
finbet man
Uy P, v RN P2
u TS U ¢ Big
Py e 47
[l u 2 U.l

unb baber ben Kettenbrud)

L A IR L)
L 41 92 93
Die Grdfen w,, uy, wy, . . Huen nad) und nady jammtlih vurch
w und », mit Hiilfe von p,, 2y, « ., @, g9, - . audgedriidt werben.
Aus ven Rejultaten
U= WU — AU, Uy = W Uy — AU
erhalt man bann
u, A ov oy uy hist Uit
[ = . BT A R e
1 [ gl 2 it Hiv1 u

e U. U. s ; . I . i
Wenn nun ' und ' entgegengefette Bablen jind, jo liegt ber Ket-

Ll it

u 1% : s /o ; § &
tenbruch -”’ 3wijchen ben Grengen ~' und - yeldhe peshalb Ndbhe

#; it
’ = .. & " : g SR “I j"u
rungébriiche heifen. Und wenn w», verjchwindet, jo it = I,
U "
L 1

Demnach hat man

Ay Py Uy Pt Sy

—_— ’ - = E .
#a 4 S s 93
hy L T b G Sty o T
.”'K (‘f‘ f_‘,'i “'l f}f:; r“
(YRR o B SO R S oG M e
g P T ge s e e Ry TR
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3. Bur Beftimmung ber Gridfen 4, und p, geniigt die Bemerfung,
paf nady (2) fitr beliebige Werthe von » und u,

Py g — A %) — qlppy — L) - po oy — Au = 0
fein mup. Dazu wird erfordevt, daf dbie Coefficienfen von w und 1w,
verjchwinden (Algebra §. 4), 0. b.

Al — &G + b4y =0
Ui Pi — Wg; + By = 0.
Diejes Shjtem bdient jur fucceffiven Bevechnung dber Sridfen 4 und w.
Denn man hat
u, = wu, — A, folglih & =0, p =1
Uy = Mol b, folglih A = py, o = 4
unb bemnad
by = bgy — 4Py e et H1Po
b = Lgg — Lps gy = {393 — HoPs
. f. 1.
A. Aus dem gefundenen Shitem (3)
Ay — hgy + Ay =0
B 1P — W% b gy = U
folgen bie Ytelationen
Lty — Ap . = (hpyy — Ay yfs)p
= (A.u, — A u‘)‘ii'

A1r1\"‘1_| = i1 i-107

i-1M441

MNun iﬁ Aoty — Aipy = P fo[g[{d} Aspa — Aoy = P 1Py + + 4 ﬂ{fl‘

'}‘i.|1l““a — Ay = P1Py "' By

’]‘Hl el A i R j-i+1 Ay PL‘ : ?‘?S:I‘?i ?
M1 & i M By { i1 i1 Big M
Daber exgiebt fid
i 1A A\ b E
e T R 2\ He fait o
i1 2 T k‘.”v:; tuﬂj #+ v \ i Hi.«}

P PPy P1Pap: Py - Py
e _§_ 1 7|> 3 + + A4
U o g flsity ®i Wi
sur Aufldjung eined Kettenbruchs in ein Polynomium, nac) weldenm der
Kettenbruch beurtheilt werben fann, befonders in dem Falle, dap Ddie
Unzahl feiner Glieder unendlidh grof ijt.

9, Aus vem obigen Shitem (2)
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U, = U — AU
U= Pipgtly— Ayt
folgen bie Melationen
Pig & — WY, = (it — Ay, )u
A% — Muyy = A — by )y,
alfo (4)
Pipa¥ — By — Py - Pi%:

Gine dhnlice Relation befteht jwijchen 3 beliebigen Gridfen » uno fann
aud bem &hitem

Uy = ¥ — AU
U; = WY, liu
Hl. = W k'HW Ak?!

abgeleitet werbden.

6. Aus ven gefunbenen Werthen (4) ergiebt {idh
Aisy A; ; A; Aiy S BB
My s Lo B 3 .‘““i;!
Wenn nun die Fablen py, pg, . . negativ unb bdie Jablen ¢ pofitiv {ind,
fo witd g,y > — w2 (3) b h. die Differenzen ber folgenden

Briiche At bilven eime fallenbe Hteihe mit abwedifelnden Beichen.
Nun ift
Ay b PPy
fts () g g
negativ, folglich
Ay i Ay i VAR N8 e LSt adn i85

5
Mg ) oy s 4 s Mg ¥

7. Wenn dvie Bahlen p Cinpeiten und die Rablen ¢ gange ablen
find, jo find 4, uno w; velative Primzahlen. Denn ihr grifter gemein-

jchaftlicher Divifor geht in A, w, — g, auf, und fann demnad) (4)

eine Ginbeit nicht iiberfteigen.
Wenn py = 1, p, =p; = - = — 1 und ¢;, ¢y, . - pojitive
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gange Rablen {ind, fo bilben bie Grifen A5, A4, . ., po, gy, « - ftei
gende Heiben, und zwei folgende Ndherungdbriihe fdnnen nicht bden
Luotienten ganger Bablen « und & einjdliefen, von venen b wifdhen
ven Ytemnern ber beiven Ndberungsbriiche liegt. Wire

A2t sy
e = '
e b Hips
Aii A; e A e T e b,
—_— — T e D. {) = '
Hit i b 4 Pit1 b
fo wire
b > (ap, by, > B
weil ep, — bi; gany unb von O verjchieven ift.

Beifpiel. Um einen Quotienten ganger Rahlen burdh Quotien-
ten fleinever gamger Zablen mit grofter Unnaherung auszuvriicden, vey-
wanvelt man ihn nach (1) tn einen Kettenbruch und bevechnet die Nd
herungsbriiche. Ptan finbet
5829 it Lbiaakis B SHaRd| .o S e s e |
bt — il & Tt N Al i | ]
7834 l oL S T Y R D I
mit pen irrebuctiblen Ytdbherungsbriichen

1 20 A 2O B9 1 OR BT DR RAY
{0 FenA 30l A3 ' 68 D11 Y 19 " DIRE

: i 1 5 o2 : : : :
Die Briiche o : :;3 , . . bilben eine bi® 3u bem gegebenen

: . i i 220 . By i
DBruch fallendbe HReibe, bie Briiche 5 ¢ gg 1+ - CilC ebenbabin fteigenve

: ; g 125 &
Seihe. Der gegebene Bruch tvird burch den Brud 168 mit bem Feh-
3 )C

| AL 1 ¥ ;
2T - < — quégebriictt, uud genauer al8 purch irgend ei-
lex 165 211 = 71682 usdgebriictt, und genauer al§ burdy irg

nen Brudy, vefjen NMenuer 211 nicht evveicht und bveffen Bdbler eine
ganze Rahl ijt.

8. Wenn p,, Py, Ps, - - pofitive gange Bahlen find, jo hat bex
unendliche Kettenbruch
P3

LS TSN 21
-1 Py + 1

B Py -

o
1

1]

pen Werth 1%). Denn man Hat (3

*) Bergl. Legenbdre Géom. Note 4
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e |

-1

A-;,| Pi RN l¢(:u| + ]} ‘!‘ lii—l . t]JI

Ay — A= (h — 4)p;.

Run it 4y — 2 = (b — AP, = PPa, - -, A0 &y — X =
PP b b Ay Ay, L., Ug, fg, .. find fteigenbe Reiben pojitiver
ganger Aahlen. Ferner hat man

Byt — dy = — K@ 1) — (g — 4:4) ;.
\Jellﬂ Iﬁ My = ll —_ I’ g R"l e ]’ s Aﬁ = P .,.]L. ] e F‘_}

: o s A 1
= 1, u. |. w. Folglich 1 — g und

A

. 1 .
lim = 1, 2 = @0,

9. Wenn p;, py, . ., ¢, g2, - - pofitive gange Zabhlen find und
von einer beftimmten Numer an ¢, > p, + 1, ¢,y > 1y, +

Y
] ’ Lol
fo hat ber aud umendlich viel pofitiven ober negativen ®lievern
1;' p ?: » -« gebilvete Reftenbruch eimen ivvationalen Werth un-
11 2
ter 1.

Beweis. Wan bilde filr ben gegebenen RKettenbruch NRejte von
ber Form

.

Yy o Px 1 ?)k,| jﬁ pk_fg _’_ g
s % 9k i)
Dann hat man
Pk Py ‘ ;
b i e T+ Py = VP — Vil
% k-1 k+1
I s

bk

Alfo fiud, wemnn 3. B. v, und », gange Sablen jind, alle v ganze Bal-
len, und ber Rettenbrud) hat einen vationalen Werth.

Jtady ver Vovausjepung ift aber
_; l_vitl
qit1

o

e T

folglich

Balger. 1. 2, Aufi. 12
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Py Py
—'-—-<I, 205 S B
AL Pisi q 4 Pis2
o 9 ) 9i+2
p’+ Pist iy
q; 5 gifl
?jl 1 ph f. 2
1 A < [
% dit1 92
b Y; Prao. Py i
u §. w. Alfo jind e r + - echte DBriiche.
¥55 Yy Vi

®efest nun, v, ; unb »; wiven gange Rablen, fo bilbeten bie gan-
sen Bablen v, ,, v, vy, . . eine fallende HReibe mit ber Grenge 0, ge-
gen bie Vovausfepung, daf fein Jejt des gegebenen RKettenbruchs ver-
jbwinbet. Demnach fann ber Kettenbrud) einen vationalen Werth nicht
haben.

§. 31. Die CGrponentialreibe.

1. Unter einer uneunblidhen Reihe* wird ein Polynominm
pon unendlich viel Gliedern veritanben. LWenn man mit dem erften
®liebe immer mebr felgende Glieder einer unenblichen Heihe veveinigt,
und dabei Werthe erhilt, welche mit einem beftimmten enbdlichen Lerth
mehr und mehr jujammenfallen, fo heifpt bie unendliche Reihe conver-
gent, Die einfadjten Deijpiele convergenter Reihen {ind ber unenbd-
fiche Decimalbruch und bie unenbliche fallenbe geometrijche Progref-
fion.

Wenn « veal und ein edter Brud) ijt, fo convergivt bie
untendliche NReihe 1 + = -+ 22 + - - gegen den Werth — __1—---:_

1
(§.12 unb 22).

BWenn die Gliever der unenblichen Reibe a, 4 oy + ayz® 4. .
pofitio veal {ind und von eimem bejtimmten Glied a x* an eine fal-
(enbe geometvijche Progrejjion bilben, deven LVerhaltnif g < 1 ift, ober
die Glieber biejer Progreffion nicht evveichen, {o ijt

12k ol Ol '_< e 0 s s it e

*) Series infinita ntad) Netwton, welder juerft unendliche Retben ur Darftel-
Iung von Grdfen in umfaffender Weife angewendet hat
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unbd bie unendliche RNeihe ay + a,= + a,22 | - - convergirt, weil fie
ben LWerth ber endlichen Reibe

a + oz + -+ o 21 | i
it

k
a4

nicht iiberfteigt.

Wenn in einer conbergenten unendlichen Reihe von pofitiven Glie-
bern eingelne Glieber thr Seichen wechjeln, fo finft der Werth der un-
endlichen Pethe tiefer Herab und bdie unendliche Reihe convergivt mwie
borher,

LWenn in ber convergenten unendlichen Reibe ay + oy -+ ayz? -
ponpofitiven Glievern @ mit 2 — 1 vertaufcht worden ift, fo befteht
bie Reife aus einer unenblichen Reihe von vealen Glievern und aqus
einer unenblichen NReihe von imagindren Gliedern. Diefe Reihen con-
vergiven aber eingeln gegen niedeve Grenzen, alé bie vollftandige unend-
liche Reife von [auter pofitiven Glievern.

2. Wenn bie unendliche RNeihe ay + a,z2 + ay,22 4 - - bei per-
fchiebenen Werthen von z convergivt, jo it ihr Werth von z abliingig,
eine Function von z (Algebra §. 2), und wird durd) £(2) bezeichnet,
fo baf

Jx) = ay + ayx + ayx? 4 .-
Sy) = ey + @y + ”'2.7/-2 + T
S +y) = ay + a(@ + y) G a5z 4yt 4 -

Wenn nun A=) {o bejchaffen fein {oll, daf Ala)fly) = flz + )
ift, fo fonnen die Coefficienten ay, @, ay,. . nidht von einanber unab-
hingig fein. Der Forderung

N&)fy) = Rx g
wirtd gemiigt, wenn die Diffeveny
(4 + ey + ax? + (ay + oy + ay? + - )
— ay — a(zty) — ay(xty)* — --
bei allen in Betradt fommenden Werthen =, y verjchwinbet. Nun ift

i T IAN
{“' -} y)lnn — pm _+, k '] ) ‘.I.m—ly + ( 2) _rm-igf'.! + .
nach §. 23; aljo bejteht jene Differeny aud Gliedern von ber Form
‘xm.kff'k ja:ra-k”k O ( o ‘ L
I \ 1 /
unb biefe miiffen - eingeln verfdywinden, damit bie Differens bei allen

Werthen =, y verfhivinvet (Algebra §. 4). Dazu ift es erforveclid), daf
12
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i\
G = ”m-k”k o ](.)

ay ..

und indbejondere a, = a,, — ift. Aud den Relationen
7
i ((1 ? {(]
@y = Go8y, Gy = Oy 5 G3 = dy 31
erfennt man endlidy, baf ¢, = 1,
a; b a,® ak
TR s Bt 108, 807 R TRALRUa

wifrend «, unbeftimmt bleibt.

3. Die unendliche Reihe 1 - "1 -+ D - e + - -
comvergivt bei jebem enblichen Werth von z. Wenn unddjt 2 einen
pofitiven veafen endlichen LWerth hat, und k > = genommen wird, fo
ijt bie Neihe vom kten Glicbe au fallend:

~k ~k+1 k-1 ,; 22 P
i il = e > ¥ T AL T RS I L e
(kT T L. e—DE T KD )
il 7o 3 »3
A e ile =i e umno
un it s S B RGOET) B
z z? 2z 5o z

k £l k2 et Ry SRR gy
folglich ber Rejt ver unendvlichen NReibe
2k . St 1 i 2k-1 2
¥ e ) <) ST ey e

Die gegebene unendliche Reihe convergirt ebenfalld, wenn =z einen
negativen vealen ober eimen imagindven envlichen Werth hat (1). Das
Provuct einer endlichen Anzahl von convergenten unendlichen Yteihen
giebt eine convergente unendliche Rethe. Jtun ift bei vealen oder ima-
gindven enbdlichen iﬁ.‘»crﬂ;ex} bon @ und y

(142 + o+ ) F 5 L)

: P 23 A
= - Mg G 1 Dl EL o s .

AT T e W R S D L) 2
St e @ s R i

e T (O WA T W T

9 9
"Ej* g H L?j' Wk
5.0 g T O e

N T

ﬁff.g
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weil (§. 23)

xk k-1 Y k-2 ,fj: (J: = )
.k i B o o s s ek SPRRIY
Alfjo convergivt bie gegebene unenvliche Reihe audy bei complexen enbli-
dhent Werthen von =

+
Tl

A. Bon bejonderer Widptigleit ift der Werth, weldhen die conver-
gente unendlide Reibe

1 + a - Ii) -+ l:!' ..

1 2 3
fiit z = 1 amimmt, ndmlich
1 1 | S G . ay
S | 2 {3 i 123 + .. = 2,71828..(§. 19, 3).

DMan finvet denfelben aué ven erjten k Gliedern der Jeihe mit einem
Febler, weldher den (b — Dten Theil bes kten Glieved nicht evreicht
(3). Diefer Werth ift tvvational®) und wird nad) Guler (Introd.
I §. 122) durc) e begeichmet.

Wiive e der Quotient dex gangen Fahlen » und s, fo findbe man
purd) Multiplication dber umendlichen Jteihe mit 1.2...s eine Summe
von ganzen Bahlen nebjt den gebrochenen Glicdern

1 { 1 1
-+ o e e
s +1 ° (+1)(s+2) 1 (s4+1)(s+2)(s +3) ]1
welche weniger betvagen ald
1 % 1 Bhig) ,,I 4 1
s + 1 (s 4 1)2 (e Heat)B o ay
Run ift (- :s) . 1.2 ... s cine gange Babl, aljo driidt » ;: s ben
Werth e per unenvlichen Yeibe nicht vollfommen aus.

8. Die unendliche Reihe
i S b2 i ) b e g el

hat bei vealen Werthen von = den Werth ex und wird die Exponen:
tialveihe genannt, weil fie aud den jteigenden Potenzen bdes Erpo-

*) Dafy e und 7 (. unten 8), fowie ex bei vationalen Werthen von = irvatio
nal ift, bat Qambert 1761 juerft bewiefen (Beitrdge 1L, 1 p. 159. Bergl. Legen-
bre Géom. Note 4). Der bier gegebeme einfache Vemweid fitv die Jrrationalitit von
e ift von Fourier gefithrt und von Stainville (Mélanges d’anal. 1815 p. 339)
mitgetheilt roorben,
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nenten gebilbet ift *). Bei imagindrven und compleren Werthen von =
pient bie Reibe jur Erildrvung der Poteny ex. Fitv Potengen mit iima-
gindren und compleren Exponenten gelten bdiefelben = Rechnungsregeln,
al8 fiir Potengen mit vealen Erponenten.
Beweisd. Begeichnet man den Werth der unendlichen Reihe duvdh
Sa), fo hat man bei beliebigen endlichen Werthen von 2 und y (3)
) fy) = flz + y),

folglid

a)? = A22)

[AZ)]} = A2x) K=z) = fBz)

und fiiv pofitive gange m und =»

[_f”m)]m = flma)

AR = s @l = (2,
Fee Wl J' i Ttr:\]“‘ /m
/@) i Bl )
Ferner hat man A=) —ax) = A0) = 1, alfo

7 e : \ \
) * = 1 L‘KLJ =1 n’;:v\ A —'Zrﬁ).
Daber ift fiir veale Werthe von y, fie mdgen pojitiv oder negativ, gany
ober gebrodhen ober irrvational (burch Briiche begrenzbar) fein,
=] = fay).
Jn bem Falle, daff y imagindr ober comp[cg ift, wird [fa)r durd
pie Neihe Axy) erfldrt. Nuu ijt A1) ), folglich
xRk ) ey :f(y)
e — flo)fly) = L& + y) = &%

(e»‘)}' Ijl-if/,- = 85 == (Y X

wie bei Potenzen mit vealen Grponenten (§. 17 unbdb 18).

*) Diefe NReibe ift yur Berednung Hed Numerus aug jeinen natiirlicdhen Loga-
rithmus von Newton aufgefellt mworben (Dlbenburg an Leibnij 1h'n’6 Sul. 26).
Potengen in threr Abbangigtett von bem Erponenten wurben von Jobh. Bernoullt
1697 unter bem ibm bon Leibniy vorgejdlagenen Ramen »Srponential-Grifien
in Betradt gezogen (Opp. I p. 179). Jmaginidre Erponenten [dhemt € uler juerft
gebraudgt gu haben (Infrod. I §. 138, Brief an Golbbadh 1741 Dec. 9), objdon
‘énb Bernoulli feit 1702 den riummuteui hang {ogarithmifdher und uumnetmr{m

Differentialformeln duvd) Benupung der itmagindren Bablen aufgeflivt hatte (Opp.
I n® 70 und 89). Die Eyrponentialreibe wirrde Hi8her aus bder Binomialreibe abge-
leuet (Eulex Introd. I §. 115. Bergl. Nov. Comm. Petrop. 19 p. 103 und bie
§. 23 citivten %B[).tnblmt.;cu Caudy Anal alg. c¢. 6 und 9). Die umgelehrte
Unordnung, welde fidh burd)y Cinfachbeit empfiehlt und umfofjende Betradtung ge-
ftattet, bat man ©deibner 3u verbanfen.
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6. Begeichnet man durdy » dad Verhiltnifp eined Rreidbogend zu
jeinem Radius (ves jugehivigen Centriminfel8 zu dem mien Theil von
180", und buvd) g(x) die complexe Bahl cosz | isinx, und feht
man in berfelben Bebeutung gly) = cosy -+ isiny, fo ijt aud go-

niometrifdhen Griindben (Trigonom. §. 4)

g(x) gly) = cosx cosy — sinx siny - i(sinxcosy - cosxsiny)
= cos(xt+y) + isin(x—+y) = glz+ty).

Unter der Vorausfepung, vaf glx) durd) Potengen von =z bdarjtelbar

ift, fann man jufolge der bewiefenen Eigenfdhaft

22 303
e ax a’x? a’x 2
cosx - isinx = 1 . -+ g - 193 L = e

fegent (2), wenn man ber Unbejtimmten o einen geeigneten Werth giebt.
Feun ift

3
a x cosx — 1 . sina
at & = i
L @ x
cosx — 1 2 sin &
lim —=0,Im —— =1 "2 =90
0 x

folglidy Bleibt o = i = V —1 iibrig. Aljo Hat man
cosx -+ isinz = ex
und purd) BVergleichung bdiefer complexen Formeln (§. 16, 7)
x? xd

Lt Sl st & s e o Bl

i) a3 xd

e O TR T Sy

sur pivecten Bevechnung ded Cofinud und Sinud eined Kreidbogend ober
Wintels*).

7. Unabhangig von geometrifchen Gviinden wird der Eofinud und
ber Sinud einer (realen, imagindven, complezen) Rahl = al8 der veale

*) Dieje. beiben Reiben verbanft man Newton. Brief Olbenburg’8 an Letbniz
1675 Apr. 12, G uler hat diefelben aug ben Werthen von cosaxy und sinzy (7)
entwidelt und bie Gleidung cosz - isinx = elx gus derfelben Quelle abgeleitet
Introd. I & 1327j.
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Zheil und al8 ber buvd) 7 dividivte imagindre Theil der compleren
Grofe e ertlart™), ndmlich

x? xt
it ol o famtew U o ot
LR e i z?
{0 e v g e el el
Wan exfennt unmittelbar, daf
cos() =1, cos(— a&) = coszx
sin) = 0, sin(— 2) = — sinz.
I. Au8 cosz + isinx = e* und cosx — isine = e—ix folgt
eix | g—ix g A A
e B 7 e = 5
(cosz)? + (sinz)? = 1.

Diefe Ausdbritde fithren ju einfaden Cutwidelungen von
(2cosz)m,  (2isinx)®

sinmae sin 2max cos (2m -+ 1)x

sinx cosx | cos @
in vem Falle, Daf m eine pofitive gange veale Rabl ift.

IT. Aus eilx+y) = eixely folgt

cos (z~y) + isin(aty) = (cosxz -+ isinz)(cosy - 7 siny)
unb burch Bergleichung vdiefer Compleren
cos (& - y) = cosx siny — sinzx siny

sin (¢ - y) = sinz cosy + cosax siny,
Aehnlihe Relationen fiir cos(wty+t2o+ - - ) und sin(@+y 42+ - 1)
ergeben fidh) aud eitxiyist-) = eixelygin I |
ITL. Aud (el*)y = elxy — (el )= folgt

(cosx + isinz)y = cosay - isinay — (cosy —+ isiny)x
(cos z + isinxl¥ 4 (cosy — i sin x)
cosxy '— — aitsi e 1S E bt i
2
A (cosx —+ isinx)Y — (ecosw — isinx)¥
Bin Y | - e N
i

Die erfte biefer Gleihungen, mweldhe bdie Potemgirung bder Complexen cosz -
isinx lebrt, tft unter bem Namen ,,‘mmmcrd)u @aty'! befannt, obwobl fie in bie-
fer '“(mm elﬁ bei Guler a. a. O. L\mtmmm llEmmL bat bie TWerthe von cosay
unb sin zy gegeben Miscell. anal, 1730 p. 1. Die Entwidelung von cos mr und
sin mx bet pofitiven gangen Werthen von m nada Den Potemien bon cosx ober von

*) Bergl. Miffery Théorie des quant. imag. 1801, fLacroir Compl,
d'alg. Note C.
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sinz mar von Bieta Degomten, von Fac BVernoulli (Mém. de Paris 1702.
Opp. II nO 97) vollendet worben. Bergl. Kiiigel math. W, 2 p. 613.

8. Bei realen endlichen Werthen von x find cos = und sina veal
endlich und liegen 3wifdhen den Grengen 1 und — 1, weil bie Suntme
ihrer Quadbrate 1 betrdgt (7, . Nun ijt

f gt i g
I R £ ity ol St i ()
e € i e el Al MO
2 1 26 ( 2% \ < 0
oS & — — :) p—— I P 'i ] - T ; 2 ) ==t Uy

aljo giebt 8 cinen Werth von « zwijhen 1 und 2, bei weldem cosx
verfdiindet. Bejeichnet man viefen Werth, den die iiblichen Anudbe-
rungsmethoben = 1,570.. evgeben (Algebra §. 8), nach Culer’s
Borgang (Introd. T §. 126) durc) =, jo hat man

cos i — (), sinfyn = 1,
weil (cosa)? 4 (sinz)? — 1 und sinz >> 0, wihrend x 3wijden 1
und 2 fiegt. Daber ijt (7, ILL)
ST cospm Hisinlm =1
gi” — COST ~+ isinm = — 1
drim = cosin F-isingmw = — i
e 27— o599 - isin2z = 1
ci(-“’i*-};ﬂ) LA
(Fi{\ |-7r) N f:ix
dC-Him) o Lix
=12 B i

Durch Bevgleichung diefer Compleyen ergiebt fich unmittelbar

cosmw =— — | cosgm == () cog 2w — 1

sinm = () singnw = — 1 sin2n = 0
cos(x |+ 4m) = — sinzx sin(x + §m) = cosx
cos(z -~ m) =, — o8 & sin (z + m) = — sinx
cos(x + 4m) = sinz sin(x + =) = — cosx
cos(x -+ 2km) = cosx sin(xz |+ 2kw) =— sinx

wenn L eine veale ganmze Bahl beveutet. Demmnad) {ind cosx und sinzx
veal=periodifcdh b. bh. ihre Werthe bleiben unverdnbert, wenn man
x um 2= vermehrt ober verminbvert. Dagegen ijt

oX — o 1%
imagindr-periodijch b.§. ex bleibt unvevinbert, wenn man den G-
porenten = um 7. 2m vermebhrt ober verminvevt.
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Der fleinfte pofitive Winkel, deffen nfnma perfdhwinbet, ift redit, unb ber thm
concentrijd emqelc{nubem &umébvqm befriigt ben 4ten ?E\ul Der ‘Benphme WAljo
ift 4 dag Verbdltnify bes 4ten Theils ber Peripherie jum FRadius, 7 bag BVerhilt
niﬁ per Periphervie zum Diameter (Subolphjche Zahl , numerns Ceulenius. Pla=
nim. §. 13).

Die realen Ausbriide cosir und —isine find unter den von Riccati her-
vitbrenben Jtamen by perbolijder Cojinusd und Sinus der realen Bahl = be-
trachtet worben, namentlich von Lambert (Mém. de Berlin 1768 p. 330) unbd von
Gubermann (Crelle’s Journal, Bd. 6 ff. Theorie der Potentialfunctionen, Berlin
1833). Tabellen Nrichcu bat Gronan 1863 nen berausgegeben. Bergl. Hoitel
Nouv. Ann 1864 p. 1. :

Rady Analogie ’*el Berlequng von ¢ in den hyperboliidhen Eofinus und Sinus
pon x

(-.\ = Cosx — Sih
bat man, unter ber BVoraugjebung dafi « eine eigentlide mte TWurzel von 1 bebeu-
tet, bie ®lieber ber Erpomentialreibe %% in m Reiben ben[)ctlt

el = py(x) -|— a () - Zq:_(,-] e Pk TNE r),

weldye mit Cofinus und Sinug gewifje ( Gigenjchaften gemein haben.  Bergl. Oli-
pier Grelle’s 3. 2 p. 243. Hellwig Grunert’s Avdyiv 21 p. 43.

9. Wenn p und ¢ veale Zahlen bebeuten, fo fann Ddie complere
Rabl p -+ ig purch dag Probuct einer beftimmten pofitiven vealen
Bahl » und einer beftimmten compleren Bahl &P bargejtellt mwerden,
wobei ¢8 nody freifteht, o um 2w u vermehren odber zu vermindern (8).
Durd) Bergleichung der Compleyen

ré? = reosgp -+ irsing = p -+ ig
exgiebt fich
reosp = p, rsing = q.

&ind p und g pofitiv, und bejeidhnet man bie Duotienten
cosg : sing und sing : cosp wie in ber TLrigonometrie durdh cote
unb tange, {o finbet man ¢ und » am einfachften aud ben Formeln

P P
p=>9q cotp = L T Gona
3it p negativ, ¢ pojitiv, fo feke man ¢ = In + o, folglid
rem@, = — p, 7o, = g, U. f. W,
&ind p und q neqativ, fo jese man ¢ = = -+ o@,, folglich
TCOSQ, = — p, rsing, = — ¢, 1. |. M.
it p pofitiv, ¢ negativ, jo fee man ¢ = $=x + @,, folglidh
rsing; = p, reosp, =— — ¢, u. {. .

Die auf bie angegebene Art beftimmten Werthe von » und ¢ bei-
fen nach Caudyy (vergl § 16, 7) ver Wodul und die Amplitubde
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per compleren Rabl p + ig.” Die conjugivte complere Jabl p — ig
Bat penjelben Miobul und die entgegengefest gleiche Amplitude. Reale
Rahlen hHaben die Amplitude 0, thre Vioduln find von thren (abjoluten)
Rablwerthen nicht verjchieven. Die Novm einer compleren Bahl ijt bas
Quabrat ihres Modvulg, 2 = p? + g% Der Diobul bed Products
ober bed Quotienten von 3wei Bahlen ift dad Product oder der Lito-
tient per Viobuln ber beiven Bahlen.

SWentt p und g bie vechtwinteligen Eoordinaten des Puncted find, welden bie
Rabl p -+ ig auf der Bablen-Ebene einnimmt, fo find » und ¢ bie polaven Eoprbi-
faten (Bector und Unomalie) deffelben Bunctes. Der Miobul » giebt ben UAbftand
bes Punctes vom Nullpuncte an, bie Amplitude ¢ beftimmt bdie Richtung der genann=

ten Strece.

10. Potengen, Wurzeln, Logarithmen compleyer Jablen werden am
einfachjten mit $itlfe der angezeigten Tvangjormation (9) von p -+ ig
in reig gebilbet, Wenn m eine pofitive ganze veale Zabl bebeutet, fo
bat man

/T, LS ?gjm = plging — pm (COS me + i8in me)
- Pk
m Lo P2k P +2k7T

‘V’p + gq £l Tt e ) = pm ' cos B + ism — -
log (p + i) = logr + i(p + 2km) fitr vie Bafis e.

1

Hievbei ift »m pofitiv veal, logr einbeutig veal, und k einte beliebige
gange veale Babl. Wenn man aber & um m vermehrt ober verminbert,
jo bleibt die jweite Fovmel unvevdndert (8); man findet alfo nicht mehr
al8 m veridhievene Werthe verjelben. Demnach ift (p+- g™ eindeutig,
m
V'p = ig it mbeutig, log(p - ig) ift unenblichbentig.

Aus berfelben Quelle jehdpft man indbefondere bdie Wurzeln unbd
vie Logarithmen ber verfdyievenen Einbeiten:

T
= i(1+4k) % 7 i
s n ¢ s ! 81 | .
Vi =—=¢ = cos(1 + 4k),— + #sin(1 + 4b)5,
{ 7
o i(14+2k)— T i
O e t RS )  sin ( 2k)
V—1 =c¢e = cos(l + 2k); -+ isin(1 + 2k)C
m 3 e
: {(3445)- bi L e | o
—V —7 — € Im — cos(3 + '”‘.J: 2m _;“ t 51 3 = ll‘ 2m
2n
5y k=" 2 i B
¥ ] — g I = CO0B8 k 1 A k m

wo fiir k die Werthe 0, 1, 2, . ., m — 1 ju nehmen find. Filv die

oy
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Bajié e findet man

log i = i1 + 45  log(— 1) = il 4 2k)n
log (— &) = 3 -'11:_:_7; log 1 = 1-2kn

wo fiiv & jebe gange veale Bafl ju nehmen ift. Bei k = 0 exgiebt
fid) ber eingige nicht imagindve Werth von log 1, ndmlich 0.
1. L BWenn = = »¢'? und ver Veodul » < 1, fo convergiven
mit ber unenbdlichen Reibe (1)
| 4 7 4 22 28 4 ..
gualeich pie umendlichen NReiben
1l + rcosp + r2cos 29 + rlcos3p + - -,
rsing -+ r%in2¢ - riindp 4 - -,
weil Cofinus und Sinus vealer Bahlen edhte Briiche find. Alfo con-
vergivt aud) bie complere Jeihe
I + r(cosp | ising) + r2(cos2p -+ isin2g) -
il 42z 224 ...
Ueberhaupt convergivt eine unendliche Reibe, fo lange die aué ben
Wioduln der eingelnen Glieder gebilbvete Reihe comvergivt®). Wenn

R e piiry i,9l
&= re ay = be’k

und bie NReihe der Pioduln
Byide: Big el Baense e
conbergent ift, jo convergiven auch bdie Reiben
bycosfy + byreos(B, + @) + byricos(f, + 2¢9) + -,
bosinB, + byrsin(B, + @) + b, r2sin(fy + 29) + - -,
aljo aud) bie qus venfelben gebilvete complere Reibe
ayl + & - ay gt e
IT. Wenn die Coefficienten a,, a;, ay, . . veal find und von ei-
nem bejtimmten Coefficienten an eine bid ju 0 fallende 9teihe bilden,
wenn o den Wodul 1 und eine von 0 verjchicdene Amplitude o bat,

jo convergivt die unenbliche Reibe ay + ayz + aya? + - - **).
Beweis. Begeidhnet man die endliche Reibe a, + a2 +- -+ a, an

t‘llrd} lsn, iL‘ [ﬁ

(1 .l‘]Sn =Tl e :f(gu — a)x — (“’1 r’tgﬂ:kl"-, SR, N a, T f,

*) Caudy Anal. alg. c. 9.
) Bergl. Abel Crelle's I. 1 p. 332. Scheibner diber unendlidhe Reiben
1860 p. 9.

L
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Nun ift (ap — @) + (@ — ap) +-F(ay, — &) = a, — q,
aljo convergiven die unendlichen Reiben

(@, — ay)cosp + (a; — ay)cos2p + (ay, — ay)cosdp + - -,

(aqg — a;)sing —}- (ay - dty)sin 2 -+ (g — dg )sin 3 -+ )
folglich convergivt aud) die HReibe

(@ag -~ a)x + (@, — ay)a? + (ag — ag)x® 4+ -
gegen eine Grenge, bie burd) 7' begeichnet wird. Das Glied
Qi i— r:n{cnﬁ(n -+ 1) - isin(n ]utp]‘.

pevjchwindet bei unenvlichem = nach der Bovausfeung, alfo hat die ge-
gebene unendliche Reihe einen endlichen Werth S von der Art baf

agy — T

1 — &

.

(1 — .1':\1{\' =@y - .I/’, S =

§ 32. Die Binomialreihe und die Log-
arithbmenveibe.

1. Die Reihe 1 + (; || b+ | ; JRE - - ift enblid) und Hat ben

Werth (1 + A)x, wenn x eine pojitive gange veale Bahl bebeutet (§.
23). Bei andbern Werthen von « fann die Reihe ofhne Enbe fortgejetst
werben, und bie unendliche Reibe convergict, wenn der Wodbul von 2
ein edyter Brudy ift *).

Beweis. Wan begeichne die Pioduln von Ij; und & durdh by

ud e Nady § 23 hat man

fidm ) : (() i k
2R Sl e
folglidh (8, 31, 9)
By I
bkljrrk"l ¢ bk = « mod ‘;— iy
53

Pei hinveichend grofem & ift der Niodul bdiefes Bruched won 1 wnicht
mevt(ih verichieven. Alfo ift « < 1 die Bedingung, unter weldper die
Reibe der Wodbulm 1 4 by -+ bye® + -+ convergizt (§. 31, 1). Un:
ter pevjelben Vedingung convergirt aud) die gegebene unendliche Reibe
(§. 31, 11).
3+ 91,

*) Abel Grelle’s . 1 p. 311 fi.
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An ber Grenge 2 = 1 ift die Convergeny bder gegebenen NReibe
von a abhingig. BVergl. Abel a. a. O. Heine Srelle’s I. 55 p. 279.

2. Wenn die unendliche NReibe (Binomialreibhe)

(X g e (ENE
b = S A B R

convergirt, fo wird thr Werth durd) (1 -+ A)* ausgedviict *),

Beweisd, Begeichnet man den Werth der unendlichen NReihe durd
@), fo finvet man duvd) Wultiplication

p@)ply) =1 -+ (ff} oA (J)ar ; . LM E T

i l'y)/[ 3 t’ )\ I. (Y 32 ‘+_[:'2"., ?if“ 7 Al L

(1 )\
4 rf;;‘/r' 1 (\_‘i’/}@_w :; .
+(Uae
,[ﬁ
=1+ (" + (T (e +

= gz + y)
wegen der § 25, 5 undb Algebra §. 10, 5 bewieferten Eigenjchaft der Bi-
nomialcoefficienten.  Bufolge der Sbentitit g(z) ply) = ola + y) faun
gplx) = e** gefelst twerben, mwenn a einen geeigneten Werth erhalt (§.
; 2). Um benfelben ju finben, fege man = 1. Dann perfchwin-

" () %
oen ()) ; ( ) ¢ oo, unb man bebalt
2, \3/

pl) =e = 1 + & plg) = & — (1 | &)=

Wenn z nidt pofitiv gang veal ijt, fo ift (1 - %) mebhrbeutig, und e8
wird ein beftimmter Werth bder Poteny durd) die Reihe ausgedriict.
Damit bie Reihe alle Werthe der “Eorcn‘, augdriice, fann ihr der Fac

tor 1x beigegeben mwerben. Wergl. §. 31, 10.

3. Die Binomialveihe dient jur *bcred)nung per Wurzeln von 1-1-4,
wenn der Wiodbul von A ein ehter Vrud) und x ein realer Brud) ijt

*) Das allgemeine BVinomialtbeovem, eine der evflen und grdfiten Entdbedungen
RNewton’§ (Brief filr Leibniz 1676 Jun. 13). BVergl. Guler Nov. Comm. Pe-
trop. 19 p. IU.‘S imvic ant ben §. 23 citivten ©tellen, und Abel a. 0. O. Die
Kiivgung bed Veweifes dburc) Beziebung auf dbie Erponentialveihe viihrt von S deib
nev ber.
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Gine ftarfere Anndherung an ven Werth von (1 ~+ A)x erhilt man,
inbem man alle Gliever ber Gleihung mit 1 -+ »- multiplicivt unb
bie Unbejtimmte » auf geeignete LWeife beftimmt*). &8 it nidmlich

1 4 &1 + vh) = 1 + ok + Ll) JA2 4 (‘:’;';]/a-" + .

+ vh + xvh® 4 (i;.)r'/:.:‘-i— .-

i f3lises o— s x
Sest man \;/‘ + a0 = 0, folglih » = — i ol jid exhilt
mar
{ ol B V& [ e it DR e ey o ‘,f,ﬂ I 2 iad W + ll"‘1 3 -
L+ A)x(1 g A = : \_2.)/; +
und annidherungdweife fiiv tleine LWerthe von %
1 + (@ 4 1k
(1 4 hx = - 1
I8 =1 — 1)
mit pem Fehler
T o @l vie s 1A
i &l — 18

St o i - & h ; >
Hiexnady it 3. B. Vi+ b= ll -* ‘1 ; mit pemt Febler

m
4. Eine bebeutenbe nundherung an Y 1 -+ £, worin % einen vea-
fen echten Brud) und m eine pofitive ganze veale Fahl bedbeutet, ijt auf
folgenbem Wege mioglich **). Wan feke

m
Vi+ =14y 1+ my+ dnm—1y2+ . .-=1+k
Aus der erften Unniherung my = & evgiebt fich die jiveite

my ++ L(m — Vhy = h

und man finbet anndherungdmeife

i, ; i
I. I + = l —}- B 1 { 73 __l/i

in Uebereinftimmung mit der in (3) geqebenen Formel.
{ ()

*) Lambert Beitrdge 1I, 1 p. 152

**) Lagny Méth. nouv. pour l'extraction . . Paris 1692. Bevgl. Halley
Philos, Trans. 1694 p. 136. Algemeinere Unterjudpungen iiber joldje Anudberun
gent finbet man bei Guler Nov. Comm. Petrop. 18 p. 136.
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Set man dagegen my + ym(m—1)y* = & fo exhilt man nady
algebraijchen Hepeln
j T 1 [
l_m——ll |+l/ 1+-2 i h]

undb anndabherungdimeife

1r £ o I/.(l

i

m
]I -V’ 1 ‘1’ = 1 Hf — 2 I/

i — i l

wobei die Quabratwurgel pofitiv 3u nefmen ijt.

8, Fiiv ein beliebiges endliched 4 ift

* | hx i
lim [1 4 - | el WiiE 063
f

Denn bei einem hinveichend grofen « Hat man (2

h bt [f. | & (a7 A% | x| h3 i
Ll vea o ]z T+ }_) 2 T s
h k2 I A 171 2]
= 1 - s — !77 ( —_— |'| |-t
ey o g ot W e oy b e | x|

S

; bdien n s | ERaey]
Wenn nun « unendlid) widft, jo verjchwinven - , —,.., und man
T <&

behalt
h h? ; h3
[ e A v ok
#}' I.2'I.2.3+
bie von Newton gejundene Reihe yur Bevedhynung bes Numerus et aud
jeinem natiivlichen Yogavithmus % (§. 31, 5).

6. Fiir die Bafis e ijt*)
; 1+ A — 1
log (1 + A)= lim ——= ,;7 —y, x=0
— hi— A2 4 A —RRA 4 ..
Dieje Reihe convergivt, wenn der VWiodbul von 2 ein echier Byudy ift,
und oriictt alle Werthe des Logarithmus aus, wenn das Glied log 1
bingugefiigt wird (§. 31, 10).

*) Die Reibe murbe guerit von Nic. :}_h‘u\ntm (Logarithmotechnia 1668
pr. 17) und Jac. Gregory (Exercit. geom. 1668) be L‘HE]IT qmmdll, fie mwat aud
vont Newton qemlrhn worben (Brief an mbm* 1676 Oct. 24). Tie jebt {iblid)e
Ableitung der YRethe ift von Halley Philos. lmlh 1695 und beutlicdher vou € u=
lev Introd. T § 119 vorgetragen worben



§. 32. Die Binomialreihe unb bie Logarithmenreile. 193

Beweid. Weil (1 -+ 4)x = exlox 1+, fo ift fiir ein beliebiges
i (8. 31, 5)

1 + &) 1

Hlog(1 + &)}
s a2y EVOBNE FE T
= luh JE=ash /s + {9 el st

baher Dbei verjchwinbendem a
(4 A — 1
[ it -Ul = log (1 -+ &)

aQ

Jun ijt (2) bei Werthen von £, deven Modul gevinger als 1 ijt,
@4 hx —1 e T x)
L2 = A~ — T} 4 gad1 — ]‘|{| —

& [ 9 |
Aljo exhalt man filx 2 =
( -
lim Lichals I = h =A% Rl
£

Anmerfung. Ein tinjtlicher Logarithmus hat ju bem natiivli-
chen Yogarithmus bdejfelben Numernd ein mur von bver Vajié abhingi-
ged Berhaltnif M (8. 19, 3). Daber iit

Loga = Mloga,
- | s i 0] [ d]
Logla + 8) — Loga = Log|1 + ~| = Mlog|1 -
L a] | a |

i ‘U‘J g

La

(S
] 9

a=
Bei einem hinveichend fleinen , gemugt vag evjte Glied der eingejdhloj
7 gejd)

jenen  Jeihe. Alfo ijt bdie Yogarithmenbijfeven; vem Berhiltnif ber
Numernbiffevens 3u vem Numerus um fo genauer proportional, je ge-
vingev biefes Verhiltnif wive. BVergl. & 20, 4.

7. Aus ven Neiben (6

log (1 4+ 4&) - N— 3k 4 AR —
log(1 — k) = — % — Jh: — A% —

folgt durd) Subtvaction

/
} log : A bpt 1 i i D

iy
A 1 Y/ ek
ober nad) ber Subjtitution d A o RRR Ll
1 — & a -+ 1
a 1 fac—=tmd
| [l ] —— — .
2 lnh a a [_ I * % J_rl L 1 | |>

Balfer. 1. 2. Anfl. 13
3
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unb indbejonbere

m mo— n m — n]®
%log;=m+n+§{m+n-} gty
v+ v v v 18
el B SRRt iR JEES ufisadier HiT
{,log 7 ,2_“ + P + ] [Qu + 1’,! + ..

3. B u=1, » =1 gieht log2. Durd Berboppelung findet man
log4, und u = 4, v = 1 giebt logh — log 4. Dabher wird log10
= log2 -} logh,

1 : log10 = 0,43429 .. (§. 19, 3).

Die fiir $loga gegebene Reihe convergivt, wenn der Wobul von
hoein edyter Brud) ift, und bazu geniigt es, bafi ver reale Theil von a
pofitiv ijft. Denn e8 et ¢« = p + ig. Der Wodul von £ ift bie po=
jitive Duabratwurzel vou

pi— e e

e e U i o
anb << 1, wenn (p + 12 >(p — 12 b b p > 0. TWenn ber
veale Theil von a negativ ift, fo hat die compleze Bahl — a einen po-
jitiven realen Theil, unp pie Diffeveny loga — log(— a) ift log(— 1).
Bergl. §. 31, 10,

8. 9u ver Grenge 2 = — 1 finbet man
loghem ot el =t oo At = o,
Sn ber That ift fitr ein pofitives veales n*)
1 1 2
Tt < m
v i 1 1 4
TR e e e LD
1 1 2
ol T e T
1 AL DR 4
T i A e ok e o i
1 1

Dabexr liegt die Reihe 1 - o -+ T 4 - gwifchen ben Grengen

i 1 ] o 1 -
=4 {@1.] it i +..J und 1 4+ |5 e e _i_J

*) Bemerfung Boinfot’ 8, mitgetheilt von Stainville Mélanges p. 368.



§. 32. Die Binomialreihe und dbie Logarithmenreibe. 195

Die eingefchloffene Retbeift eine geometrifche Progreffion, aber nur dann
fallend, wenn » > 1. Uljo ijt vie Summe 1 + § 4+ 3 + . . nicht
enblich.
An ver Grenge 2 = 1 finbet man fiir log2 die Reibe
t— 4+ —4+..

welche convergivt, weil

(=B 4 @

Mol ¢ ety Mo 1 SemrcPE J@ANE < T8
Der Werth bdiefer unendlichen Reibe ift aber nicht unabhiangig von ber
Anovdbnung ihrer Gliever. Wian bildve

1 1
by Y L T
1 I | ‘
b g M e e e
1 1 I
Vy i TR i 7 AT 2k

Die unendlichen Rethen & 44, + & - -unbwy + uy + ug 4 -
find von einanver nicht vevichieden, wabrend die Reihe v, v, vy + - -
biefelben Glieder in einer audern Antordmung enthalt. Nun ift v, —u, =3¢,
folglich hat dbie NReihe v; -+ vy - vy 4 - - ben Werth Slop 2. eber-
haupt, wenn die Wieduln der Glieder einer unendlichen Reihe eine
convergente Jteibe nicht bilden, unt bie unenbdliche Neife bei einer be-
ftimunten Anorbnung der Glieder gegen eine gewiffe Grenge convergirt,
fo wird fie bei einev anvern Unorbnung bver Glieder im Allgemeinen
gegen eine aupere Gvenze ober gav nicht comvergiven®).

9. Aus ven Relationen (§. 31, 7)
elx —cogx ising, e * = cosx — (sinx

folgt durch Divifion

s cosx | isinm 1 -+ itanga
g=1X == - et gt TR
cosx — ising l — itanga
1 1 4+ itangz
= -—log —— ;
21 ° 1 — Jdtanga
Wenn & < 4=, fo ift @« < dnw — 2, sine < cosz, tangr < 1,

DBei rvealen Werthen von =, welde 3wifchen den®renzen z und — i
r e § Y b} 4

*) Bemertung Dirvidlet’s (Abbandbl. der BVerl. Acad. 1837 p. 48). Bergl
@ deibner iiber unendlide Reiben p. 10
13"




196 Allgemeine Avithmetif.

enthalten {ind, Hat man dbemnady (7)

1 + itangx
%](w' - r - feitn ztmwe —-{— 4 (itangx)? - -

° 1 — itangx
folglich *)
x = tangx — 3L(tangx)® + 1 (tanga)®
UAn per Gremze tangx = 1 finbet man fiiv } = bie unendlide
Reihe (Leibniz a. 0. O.)
fi—i ol

o T
welche bet ver gegebemen Unorbnung der Gliever gegen 4n eben noch

3

convevgivt, weil ihr Werth zwijchen £ und 1 liegt.
Leichtere Berechnungen ver Bahl = find von Newton a. a. O

angezeigt worben. A, B, Wus geometvijchen wie aud goniomefrijchen

Griinden hat man tang tw = 11, folglich
bn=V3— V3 + 4/ —

Over man et Lz aud mehreven jtarf convergivenben unendlichen Rei-

ben sufammen, 2Wenn e« f = 1= {0
! 3 |
tang tang 3
5= 1
)

1—tang « tang
ind gu tange evgicbt jich tang B, fo daf
tn = tange — 4 (tanga)® + - - 4 tangf — 1 (tangB)® |-

Pajjenbe Werthe enthalt die jelgende Tabelle**

1n tang « | tang B
« +p| 4 }
2« -+ B L )
48 o P 3 739
= 2 b
Do 20 3 iy
10. Bei complexen Werthen von 2 = we™, deven NModul « ein

echter Brudy ift, wird die Yogavithmenveihe und die Vinomialveihe trans
formivt **), inbem man

| — @eélw = e-¢-i¥

*) Jac. Gregovy. Bergl. den Brief Olbenburg™s an Leibniz 1675 April 12.
Nud) Letbniy (Brief an Divenburg 1676 ‘lnq 27) und Newton (Vrief an Lab
niz 1676 Oct. 24) waven um BVefis diejer Neibe.

**) BVergl, Kliigel math. W. T p. 657. Ganf Werfe IT p. 501.

*2%) Beral, Canchy Anal, algébr. ¢. 9. Abel a. a. O. ©deibner in den
Lorlejungern.
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fest (§ 31, 9). Demuach hat man

efecosyP = | — wcosw, e¢sinyY = wsino,
Jad) ber BVorausfebung ift 1 — wcosw pojitiv, aljo cosy pofitiv,
mithin ¢ ein ywijdhen iz und — o liegender Werth von ver Avt daf

asinw
tang 9 —

| — acoswm
Der Modbul ee ver Fahl 1 — wei® ift bie pofitive Quadratwiurzel von
i el — wel®) — 1 2ecosm I— g
o = log (1 20cosm |- )k,

Unter biefen BVovausfebungen ijt (6

0 = fpi= log: (1 aeiv) — el L i
0 i — log(l — ae-iv) = qe-iw - e |
Durdy) Adbbition und Subtraction findet man (§. 31, 7)
0 = ecosw + La’cos 2w
P = asine + }e’sin2o -
Diefe Neihen convergiven noch an der Grenje ¢« — 1, wennt w von 0
vexjchieven ijt (8. 31, 11).
Unter ven obigen Bovausjehungen ift (2)
I (."-1.-1(‘{[‘“.‘, _{" ( k‘,-".li ((_jr!‘.,. [ st I el yx
\1/ \2/ " :
ober nach Vertaujdung von x mit x
T A X X T
1 4 ] aclv |- | o el e T
folglich bei vealem =
. @& T }i L 5 ; ; e
| + —«coso— 1 5 @7 Cosio - =] 2ecosm - «=) 2 cos ayr
a2 A | €Xr X : I g g : - " 9y -1y »
o 511 @ =) I 9 (d'h‘lllzw 1 - | = .2(1‘(‘[!:-(’) T @€”) 278In .J'?JJ.
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§ 1. Die Lroportionen.

(Peis §. 31—33).
1. Das Berhiltnif ver Grdfe 4 ju ver gleichartigen Nwm B,

begeichuet 4 : B (Allg. Avithm. § , 1t “‘_ . je nachbem A B,
Jubem man A4 mit ven Bielfachen von 5 odber mit ben Bielfachen -:lIIE‘n
hinveichenv Eleinen Theiles von B vergleicht, finvet man, wenn Z, m, =
gange Sablen beveuten, entweder 4 = IB, ober A4 — i’: B, ober bdie
Begrening

o 7 o B.

Bl il =5
n i

Detmnach wivd das %crh{iltni[x 4 : B entwever dburdh die gamge Babl

Wi
/, ober burdy ven .Buu‘{) - qumu auggebriictt, ober burch bie Briiche !
n ¥

i

+ 1 i e (R .
unp )i—_ begvenzt mit einem Fehler, bev nicdht evveicht, und
3 n

ver hinveichend Flein ift, wenn » grof genug ift. Wenn es bei ver Be-
grengung bewenben muf, fo ift bad Verhiltnif ver Grdfen ivvational
(Ultg. Avithm. §. 16, 4) und vie Grdfen heifien incommenjurabel
wahrend Grifen von vationalem BVerhiltnif commenjurabel genannt
werben.

Wenn man jur Beftimmung des8 Berbiltnifies von yreet Streden bie fleinere
auf bie ¢ grofeve fo oft alg qulid) aumn gt, ben NReft fo oft als mu:‘lld} auf bie flei-
neve, ben 3ieiten Meft o oft ald mdglidh auf den erften Rejt, u. 1. f., mm enn
IINH finbet, baf hm Reft in bem L‘l‘LllqutI‘Lllt‘Lll NRefte aufgehen famt, fo jdhliefit
man (Allg. Avithm. §. 13, 3), baf bic Streden incommenfurabel find (Cucl. X, 2).
Beijpiele: k’cﬂutbu Géom, 111 probl. 19 (Begl. Cucl X. 117), Kunze Pla
nim. 1 Aufl. 170. Bretjdueider in Grunert Avdyiv 3, p. 440.

2. Wenn jeve Begrenzung ves BVerhiltnifjes von einem Paar Gro-
fen gugleich eine Begrenzung ves BVerhiiltnifjes von einem andern Paar
®rdfen ift, fo find die Verhiltnifje gleich*).

*) Gucl V. def. 5
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Peweis. Ru jeder Jahln (ift fich eine Jahl m finden, fo daf
m —+ 1

m < A l"
n e T

St nun immer zugleich

M : m —+ 1

) ) A e T

s el R
Y )
ik g e e R e e e L
n n n

folglich
AN BE= 0 D < '.: %

Wive aber viefe Differeny von Null verfdhieven, fo wire fie nicht tlei
ner ald ber beliebig fleine Brud ;Iz Ao it 4: B— C: D=,
AR == D),

3. Das Verhiltnif von jivei Gridfen wird mittelbar gefunden,
inbem man vas Verhiltniff dev exften jzu einer geeigneten Hitlfsgripe
mit bem Vevhaltnif dev Hiilfgrife sur jweiten multiplicivt. Buel. VL
def. 5.

A:B = (4: MM : B)
Denn (4 ; MM ; B) B= (4 : M) M = A (Ullg. Arithm., §. 10).

@benfo it 4 : B = (4 : M)(M : N)V : B), u |. f.

Die BVerbiltnifie 4 : B und B : A find veciprof, weil (4 : B)(B : 4)
=4 4 — Ol Slrinr ST

A, Mehreve Grofen verhalten fich zu einander der Reihe nad),
wie thre Verhiliniffe ju derjelben Hitlfsgrife (Cinheit):
VI e R LT L 2 I O )
D. {) ARty — (A 3 _ﬂ[) - (b’ : ﬂf‘jr
Ad:0=(4:M); (C: M), uf w

Demn (A: M):(B: M) = A: B, wmeil (4: BY(B: M) =
A: M (3)

Wenn ingbefondere die evfte Grdfe p folhe Theile (Einbeiten) ent-
hiilt, beren die jweite g, bie britte » enthilt, fo verhalten fich die Grd-
fien 3u einanber ber Reihe nach, wie p:g: . Umgelehrt, wenn Grd-
fien 3u einanber ber Reihe nach jich verhalten, wie die Zahlen p, g, 7,
jo fann die erjte = pM, bdie weite = M, bdie britte = M gefebt
werben, wobei M unbeftimmt bleibt.

Man fann bie Rahlen 4 : M, B : M, C: M jammtlich mif bers
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felben Rabl multipliciven ober bivibiven, ofne ihve RVerhaltuifie yu ein-
ander yu verinvern (Allg. Avithm. § 11, 3). Wean multiplicivt fie mit
bem gemeinjchaftlichen Menner, wenn fie alle odber um Theil DBriiche
finb; man bdividirt fie durd) ihren griften gemeinjdjajtlichen Divijor.

&. Proportion (dveloyle, proportionalitas) heifit eine Gleichung
von Berhiltnifjen, 3. B. 4 : B = C : D*). Bei eciner Proportion
ift bag Prodbuct der mittlern Grifen vem Prodbucte ber aufgern gleich,
wobei unter ®vife veren Berhiltnif yur Einfeit verjtanden wird. Eucl.
V. def, /8, VI 19,

Wenn 4 : B = C: D, fo ift BC = AD.

Beweis. AD : BC ift gleichbeveutend mit(4 : BYD : C), weil
nadh ver gegebenen Grffdvung 4, B, . . Bablen find. Nun it Do @
— B A, folglih 4D : BC = (4 : BYB : 4) = 1.

6. Die Proportion

A Byl =-F:Q;:;H
ift gleichbepentend mit ven Gleichungen

Al H B Uit
welche Proportionen find, wenn F, G, H Grifen bdevfelben Avt, iwie
A, B, C bedeuten, aufierbem aber nur unter ber Borausfegung einen
Sinn haben , dbaf F, G, H Rabhlen (bie Verhiltniffe der Grifen 7
G, H jur Ginbeit) beveuten. Euel. V, 16. VII, 13.

PBeweid, 4: F=(4: B)(B: F) nadh (3). Jum ijt 4 : B
= F : G vovausgefet, folglih A : F =(B : F)(F : ) = B : G.
'8 R T

7. Das Verhiltnif der Polhnomien

Az + By + Cz: A4p + Bq + COr
bleibt unverdinbert, wenn man in allen Glievern die Grdfen 4, B, C
burd) anvere, F, G, H exfest, welche fich su einanver der Reihe nad
verhalten, wie 4, B, C.

Peweis. Bermidge der Proportion F : G : H = 4:B:C
it F: 4= G:B = H: C(6). Multiplicict man in den Poly-
nomien bie Grdfen 4, B, C ber Reife nach mit 7 : 4, G . B, H: C,
fo treten ¥, G, H an bie Stelle von 4, B, C, ofne daff vad Verhilt-
nif ver Polhnomien fich verdndert hat, weil thre Gliever mit berfelben
Aahl multiplicict worben {inbd.

. *) Das Gleidhbeitszeichen wirh in diefem Falle and; dbuvd) dad von Omnghtred
1631 cingefitbrte Seichen ;. vertreten.
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Deifpiele. Wenn 4 : B: C= F: G : H {o it
A+B:C=F+@G:H

A=l "%— C: 4 = F G + /& £l l"', 1. T 0.
3jt 4= 4 By - Cz = 0, fo ift aud) Fx + Gy + H: 0.

8. Aus jwei Proportionen fann eine neue abgeleitet werben, indem
man die Ovdfen dev etnen ber NReihe nach mit den Grifen ber anvern
multiplicivt.  Aus

1 S TR 36— L £ A
Ll M = e ) o
folgt bie Proportion
AL BM e i ON =P GO HR,

Beweisd, AL : BM — (A : B)(L : M) wie oben (5). . Nun ift
A Bli=="F e G i M == P @ Folghity AL ¢ BM = (P &)
(Py Q) =FPL @Q U. f. mw.

Wmgetehrt fann qus

AL BM iGN =gl e
bie Proportion
] [
A: B C= fl : ‘:[ ‘W
abgeleitet werben.

D, Man unterfcheivet hauptfachlich brei Pitte(*) zvifchen 3wei
Orifen: vad avithmetijche, vas geometrifche, vas Havmonijde.

Dasd avithmetifche Wit tel zwijchen zwei Grdfen ijt die halbe
©@umme derfelben. Wenn = dad avithutetijche Miittel jwifchen 4 und
B bebeutet, fo ijt

»

’ A xr = x - B.

2=

i 4 B
2
Die Differeny von wei Grdfen wird in den dlteven Rechenbiichern
»0a8 avithmetijche Berhaltnif’ derfelben, und die Gleidhung von 3wei
Diffevenen ,eine avithmetijdhe Propovtion” genannt. Die avithmetijdhe
Proportion 4 — x = = — B Deifit ,ftetig” (continua) mit Riictjicht

pavauf, dbaf bie britte Gvife der 3iweiten gleid) ijt.
Das geometrifdye Wittel jwifdhen jwei Grofen ijt die Qua-

") Nach bem Borgange ber griedhijhen DMathematifer, 3. B. RNicomadu §
Arithm. II, 21. Pappus Coll. math. ITI, 5.
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brationrzel bes Products derfelben. Wenn y das geometrijche Wiittel

ywifdhen A4 und B bebeutet, fo ijt (5)

g=— Y4B, Aty — g
Die Gleichung von Berhiltnifjen 4 : y = y 1 B wird ,eine geome
trifche Proportion’ genannt, und wav ,jtetig! mit Riidjicdht davauj,
paf die britte Guife ver weiten gleidh ijt. Daber fagt man aud
aeometrijche mittleve Proportionale! fiiv geometrijches MWiittel.

Das harmonifdhe Mittel 3wifden ywei Grdgen it die Grife,
peren Yeciprofes vas avithmetijche Weittel 3wijchen bden Neciprofen bver
®rifen ift, wobei unter dem Reciprofen der Grofe pad Vevhiltnif der
Ginpeit yur Groge vevitanven wird (5). Wenn z dbad havmonifche Mit
tel zwifchen A und B, @« und y vas avithmetifhe unb dbag geometrijche
MWeittel zwifchen denfelben ('\"ri'\[;cu bebeuten, jo ijt
\ 4 B
o R O T

(51

Gbenjo verftelt man unter bem avithmetijchen  IMittel jwijden » Grbfen bden
atert Theil thver Sunmme, wnter dem \lLHHLH[H‘i}\.l[ Miittel \n'm’lnll i:nmll*tn bie ;_tL
LWurgel ihres Probucts, unter dem havimontfchen Wiittel ywijdpen denfelben bie Grife,
beren )mu\mtm bag avithmetifche Mittel 3wifdhen den hu profen bev Grof 1t
Jarmenijdy’! beifit fibexhanpt cine Reibe von Glicbern, beren Reciprofe eine .m[l.y
metijdpe Progrejfion bilbenr (Allg. Arithm. §. 28, 5), _;n[nlm ibrex Ymwendung bei
per Theorie ber Tonleitern.

10. Das geometrifche Miittel jwifchen et Groen it fleiner als
bas avithmetifhe Wittel; die Diffeveny betvigt weniger ald bad Qua-
prat per Diffeveny ver Grfen bividivt duvd) vic Sfache tleineve Grife*

% (4 737 ]",) = V-_r][)' —— l V’._i = ] iJ')':
(A= By g B
R YoV TSR T h R R

Ueberhaupt wird dbag Probuct ber Theile einer gegebenen Summe am
gristen, wenn bdie Theile einanber gleid) find. Denn das Product ver
ungleichen Theile Laft fich L\crmclyrcu inbem man 3wei ungleiche Theile
puvdy gleiche, ndmlich jeben durch ihr avithmetifches ittel erfetst.

Dagegen wird die Summe der Factoren eined gegebenen Products

ey U geq
am feinften, wenn bdie Factoven einandber gleich jind. Betriige
Summe der gleichen Factoven ebenfoviel oder mehr al8 die Summe
per ungleichen Factoven, jo wdre dbas erjteve Proouet qrofer ald bad
lepteve, gegen die Vorausiepung.

*) Lenthéric Gerg. Amn, 21 p. 84
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§ 2. Functionen von BVariablen.

1. Gine Grdge heift abbhangig von andern Gridfen, wenn durd
Berdnverung der leptern eine Vevanberung bder evjterm bewirft wird.
Die Grifen, von denen eine Grdfe abhingt, werben die Baviablen
(Argumente), die abhingige Ordfe eine Function™) ber Variablen
gemanut. 3. B. ber Preid einer Waave ift eine Function ihrer Miajje;
bag Bolum eines Kbrpers it eine Function der Temperatur und Pref-
fung; Poteny, Wurzel, Logavithmus einer Jahl {ind Functionen bder
Aabl; eine Fovmel ijt etne Function ber Unbeftimmten, weldye in ihr vor-
fommen.  Bei einer Function von einer Varviablen gehirt ju jedem LWer-
the der Baviablen ein bejtimmter Werth ber Function, ju ver{dhiedenen
Werthen ber Barviablen gehoven im Allgemeinen verfchiedene LWerthe ber
Fwction.  Bei etner Function von mehrern BVariablen gehdrt ju jedbem
Berein von Werthen ber Varviablen ein Werth ber Function, ju jedem
Werthe einer BVariablen gehdven im Allgemetnen unendlich viel Werthe
per Function.

Jrgend eine Function der Variablen =**) b. h. eine Fovmel, in
ber bie Unbejtimmte = vovfommt, wird daduvdy bezeichuet, bdaf man
pie BVariable =z in Klammern fchlieft und vor die Paventhefe jur Un-
texfcheibung einen Budhjtaben (Functiondzeichen) felst, ber mit einem
Factor (Coeffictenten) nicht verwedhjelt werben barf. 3. B. fla), g(x),
h(x) bebeuten verjchievene Functionen von w, die AFunction vou x, die
geFunction von «, w. . f. Gbenfo bejeichnet man eine Function der
Barigblen = und y durd) Mz, y), u. §. f. Unter A0), AL), . . verjteht

man bann bie Werthe von Ax) fiix @ = 0, 1, . . ; unter F0, 1) ver-
ftebt man ven Werth von Flo, y) fir 2 = 0, y =1, u. |. f. Der

Berlauf ver Function einer BVarviablen fann dadurch verdentlicht werben,
bafp man eine Reibe von vealen Werthen ver Variablen mit den Fuge-
hivvigen Werthen ber Fumnction tabellavifd) jujammenitellt,

*) Leibniy nannte Functionen allerler ju einem Punct einer Curve gebivige
Glemente, feine Abjeifie, Orbinate, Tangeute, Normale, u. . f. (Acta Erud. 1692
De linea etc. Brief an Hugensd 1694 Juni 29). Foh. Bernoulli braudte 1718
ben Ausbrud Function in dem jeht gebriudlihen Sinne (opp. I p. 241) Die
Begeidhuung fx) jdeint Elaivaut juerft angewandt zu bhaben (Mém. de l'acad.
Paris. 1733 p. 269).

**) Bur Begeicdhuung von Baviablen und Functiomen wurden von BVieta Bo-
cale gebraudyt; die beutige Bejeidnung viihrt von Dedcartesd bher.
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3 4+ 4= o)

B O ENTE i o T
3| — 1,36

2 |— 11

o 1,4
0 ‘ 0,43

—1|— 02

) ‘ 5

EAf |

Wm ben Snbalt ver Tabelle jur Anjchauung u bringen, conftruirt
man nad) einem beliebigen Mafftab bie LWerthe ber Bariablen ald
Abjciffen 0. h. als Streden einer Geraven, pie von pem Jtullpunct
ber Geraven anfangem, und die bagu gehbrigen Werthe bver Suuction
ald Ordinaten b, h. al8 Streden, die novmal zu den Abjeifjen ftehn
und von ben Gnbpuncten berjelben anfangen. Die Yinie, auj ber bie
Gnbpuncte der Ordinaten liegen, ift fiiv die gegebene Function dhavalie
rijtifep.

B complezen Wevthen der Baviablen gehoven im Allgemeinen coms=
pleze Werthe der Function. Bur BVevanjdaulidung braucht man dbann
swei Flachen, die Puncte dev einen fitr bie Werthe der Bariablen, ent-
jprechenbe SPuncte der anbern fiir die dazu gehdrigen Wlerthe ber Fucs
tion (§. 16, 7).

2. Die Function heifit ver Vaviablen (ver mien Poteny dexfelben)
proportional, wenn bie Werthe dev Function ju eimander ber Jteibe
nady fich verhalten, wie die zugehdrigen Werthe ver Baviablen (bie mien
Potengen diefer Werthe). BVergl. §. 1, 6. Wird die Baviable pmal jo
grof, jo wird bie Function pmal (prmal) jo grop.  Lenn man durd)
a ben Quotienten eines Werthes bver Function durch den ugehivigen
Werth ver Varviablen begeidinet, fo ijt fz) = ax ober ax™.

Beifpiele. Die Mafje eines Korpers ift feinem Gewidyte pro-
portional. Der Preig einer Waare ift dem Gemwichte derfelben propor-
tional, wenn nicht die Grdfe ved fauflichen Gegenjtandes feinen Preid
erhsht. Die Fliche ves Kueifes it dem Quadrat ded Rabiud propor-
tional. Dag Volum der Kugel ift dem Cubus ves Rabiud proportios
nal. Die Falltiefe it bem Quabdrat der Fallzeit proportional.

3. Die Function heifit ver Variablen ober der mten Poteny dev
felben umgetehrt (indivect) proportional, wenn bie Werthe der
Function u einanber der Reibe nad) fid) verhalten, wie bie Neciprofen
ver jugehivigen Werthe ber BVariablen, ober wie die HReciprofen bder
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mten Potergen diefer Werthe, Wird die BVariable pmal fo groR, fo
wird bie Function ben pten Theil ober ben pmten Theil fo grof.  Wenn
man burd) @ dbag Probuct eines Werthes ber gunction und pes auge:
hivigen Werthes der Vaviablen begeichnet, fo ift Az) — ? ober ff}

Beifpiele. Bei bejtimmter Arbeit ift vie Arbeit8zeit umgekehrt
proportional ber angewanvten Rvaft. Die Svitmmung  ves Kreifes ift
bem Jtabiud umgelehrt propovtional, Die Helligleit einex verfdymwin-
pend fleinen Deleuchteten Fldche ift bem Quabrat ihres Abftanbes vom
Yichtpuncte nmgefehrt propoviional. Das Gewicht eines Kirpers ijt
vent Quabrat feines Abjtandes vom Attvactionscentrum umgelebrt pro-
portional.

Wenn die Function ber Vaviablen ober einer Potews derjelben proportional ober
wmgelehrt proportional ift, fo faitn wan aid einem Werth der Vaviablen und bdem
bagu gebdvigen TWerth ber Function filr jeden andern Werth bev Vaviablen bden dazu
gebdrigen Werth der Function dureh Neqel bde tri bevecdynen (Gem. Arithnr. §. 6).

A, Die Differengen bevjdhievener Werthe ver Vaviablen heigen
Differengen der Bariablen (incrementa), und bie Differenyen
pev jugehovigen Werthe ber Function bdie sugehdrigen Differenzen
ber Function. Die Function wirp gleichfdrmig ober ungleidh:
fovmig wachfend (abnehmend) genavnt, je nachbem bie Diffeveny
ber Function ber gugehivigen Differeny ver BVaviablen proportional ijt
ober mnicht. 3. B. a - b 1t eine gleidyjormig wadyfende Function
vont , weil ifre Differeny (@ + b)) — (o + bx) = b(x;, — x)
ber jugehirigen Diffeveny ver Variablen @) — x proportional ift (2).
Jebe anbeve Function vou » widit ungleichférmig.

Withrend die Baviable von einem Werthe ju einem andern durdh
beliebig fleine Differenzen v. §). jtetig (continuo) itbergeft, veviindert
jich audy bie Function jtetiq, wenn nicht das Verhaltnify, welches bie
Diffeveny der Function u der Diffeven ver Baviablen beim Berjdhwin-
ven bev lefgtern behalt (Allg. Avithm. 8, 11, 8), filrv einen ber in Be-
tracht fommenven Werthe dber Vaviablen unendlich wirdb, 3t 3. B.

a a
Ve g A e

fo hat man

yi i R (l“:.l'i i— .J'.; ~?/l .—_-y Jfe 4 a

i . . s
Ty &y = xay
Wy a

lim - e iy b LA
(£ y =
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Wenn x = 0, fo wird diefer Grenzwerth unendlich, alfo ijt bei dem
- . el P g Oy ¥ a -
Werthe 0 der Vaviablen die Stetigleit ber Function unterbrochen.
;

Gine Function von wx, weldhe fiir z = « ven Werth F, fivr a=c
pen Werth A bHat, und fiiv alle Werthe ver BVaviablen jwijden ¢ und
c ftetig bleibt, evhdlt einen jwijchen F und H [(iegenden Werth G we-
migitend einmal, wahvend die BVaviable von « bid e fich dnbert. Wenn
bie Fuuction bei beliebigen Aenvevungen ber Varviablen von Werthen
unter G qu Werthen itber G gelangte, vhne den Werth & exbhalten u
haben, fo miifite einmal u einer verjchwinbenden Difjeveny ber Varia
blen eine nicht verfchwindende Diffeveny ber Function gehdven, mithin
einmal bie Stetigleit der Fuuction unterbrochen fein.

Die Dijfeveny einer ftetigen Function ijt ver zugehdrigen Differeny
per Baviablen um jo genauer propovtional, je fleiner bie Diffeven; dev
Baviablen. Sind a, b, ¢ Werthe ber BVaviablen, F, &, H dbie jugehi-

vigen Werthe der Fuuction, aljo b — a, ¢ — a Diffevenzen ber Ba-
riablen, G F, H — F bie jugehdvigen Diffevenzen ber Function,
fo bat man unter Vovausfeung der Stetigteit
. G — F . H—F
lim g = lim e b=/¢
b—a e — a

mithin (2) big auf einen in jedem Falle beftimmien Fehler
G — F: H—F=b0—a:c— a.

Hievin ift die von den Nadifolgern Diophant’s audgebilbete
sregula falsorum* (el-chataayn, vergl. Drobijd) de Widmanni com-
pendio p. 29, falsarum positionum bet Leonardo lib. abaci fol. 141,
regula aurea bei Cardamno ars magna cap. 30) unb bie Hegel fiiv
bie Jnterpolation der Tabellen von beftimmten Functionen (Aly. Avithm.
§. 20, 4) enthalten.

8. Gine Formel, in ber dbie Unbeftimmte = vorformmt, heift eine
vationale Function diefer Vaviablen , wenn fie durc) eine endlidye
Anzahl von Adbditionen, Subtvactionen, Multiplicationen, Divifionen
aug ver Varviablen und aud Conftanten (b. h. von der LVaviablen un-
abhdngigen Sahlen ober Fovmelw) gebildet ijt. 3. B.

a -+ bx
¢ -+ dx*’ i
find vationale Functionen von x, wenn «, b, ¢, d von z unabhingtq,
tibrigens aber beliebig (vational, ivvational, compler) {ind, wifrend ber
Crponent m eine gange veale Bahl bebentet.
Gine vationale Fuuction heift gebrodhen ober gang, je nacdbem
Balger. L. 2. Aufl. 14

a —+ o, (et —‘\— bx i
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parin pariable Divifoven vorfommen ober nidht. 3. B.

a + ba -+ cx?
d

ift eine gange Fuuction vona, wenn «, b, ¢, d von x unabhingig finbd.

A e ; = p ; :
Dagegen it p tme gebrochenne Function von «, wenn B eine rationale
sunction von a, A aber entweber eine vationale Function von = ober
eine von x unabhangige Babl bebeutet.

Die gange Function A Heift theilbar buvch die gange Function

B, wenn }; eine gange Function ift.

6. Gine gange Fuuction einer Vaviablen Heifit bom mten Grabe
wenn darvin die mte Poteny der Vaviablen, aber nicht eine Poteny ber-
felben wou grdfevem Grponenten vorfommt. 3. B.

a + bx,
a + bx + cx?
+ bx + ex? -+ dx?,
jind die allgemeinen Fovmeln von gangen Functionen der Vaviablen
vom exften, yweiten, britten, . . Gradbe, wenn bie Coefficienten «, b, ¢,
d von x unabbingig find. LWeil

a + x)? — 22 = a? | 2auz,

joift (¢ + o) — «? in Wabrheit eine Function von & uur erften
Grabes.

7. Gine gebrochene Function (ARt fich al®@ Quotient von ganzen
dunctionen davitellen , und heifit bann echt oder unedht gebrodhen, je
nachpem der Grad bdes Divifor den Grad bes Divivendus iiberfteigt
ober nicht. Gine unecht gebrochene Function [EFt jich durch Divijion
in eine gange Function, welche {ich auch) auf eine Gonftante rvebuciven
fam, und ineine et gebrochene Function aufldfen (Alg. Wvithm. §. 12).

8, Gine Fovmel, welche melhrere Unbejtimmte enthalt, Deifit eine
gange ober eine gebvochene Function diejer Variablen, wenn ihr in Ve-
jug auf jebe eingelne Varviable bdiefelben Prabdicate zufommen. Jngbe-
jonbeve heift eine ganye Function mebhrever Variablen vom mten
Grabde, wenn in ihren Gliedern Producte von m, aber nicht mehr al§
m warigblen Factoven vovformmen. Die gangen Functionen mehrever
Baviablen vom erjten, jivetten, britten Grabe werben ber Neihe nadh
[inear, quabdbratifd, cubijd genannt. 3. B. a + ba + cy ift
bie allgemeine Fovmel eitter lineaven Fuuction von = und y; a + bz
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+ ey + dx® + exy + fy? it die allgemeine Fovmel einer quabdra-
tifchen Function von x undb y, u. i. f.

9. Wurjeln rationaler Fuuctionen von a und vationale Functio-
nen foldher Wurzeln heifen ivvationale Functionen von = Wenn y
einte ivvationale Function von =, und 2 eine ivvationale Function dony
ift, fo ift 2 wiedevum eine irrationale Function von =, w. {. w.

Gin Werth per Vaviablen «, bei welchem eine gegebene ganze Fuc-
tion f(x) verjhmindet, Heift eine Wurgel der Gleidhung flu) 0.
Wenn nun flw), glu), kw), . . gegebene gange Funuctionen von « find,
beven Goefficienten gange Functionen von « find, unbd wenn p, ¢, v, ..
Wiirgeln ver Gleidhungen flu) = 0, gu) = 0, A(w) = 0, . . find,
fo Beifit jede vationale ober irvationale Function won p, g, », . . eine
algebraifdye Function von « (vergl §. 4). Wenn y eine algebraifche
Function von =, und z eine algebraifde Fuuction von y ift, fo ift 2
eine algebraifche Function von =, u. . w.

Algebraifhe Functionen fonmen bei befonvern Werthen ber Con-
ftanten ivrational, gebrochen, ganz wevden. Functionen, welche 3u den
algebraijchen nicht gehoven, bheifen tranéjcenbdent®). 3. B. v,
cosy, siny, logy find trausjcenbente Functionen von =, wemn y eine
beliebige Function von « beveutet. Gange Functionen unendlichen Gra-
bes find ivvational (algebraifch) odber transfcendent, anfer wenn fie ve-
cuvvent find (Allg. Avithnr, §. 12, 4).

10. Gine gange Function mebhrever Varviablen heift homogen*)
pon m Dimenfionen wom mten Grade), wenn in jedem Gliede bder-
felbert . variable Factoven vorfommen, 3. B.

ax -+ by, azx? - bxy + cy? . . .
Wenn n Variable vorhanven {ind, jo enthilt jedes Glied ber homoge-
nen gauzen Function von m Dimenjionen eine Combination von m glei-
chen oder ungleichen vaviablen Factoven. Alfo hat die allgemeine Fov-

¢fi7% S s ™ o (n—-m—1)
mel einer homogenen gangen Function von m Dimenfionen | )
(L

Oliever (Ally. Avithm. §. 25, 5).

Die Oliever einer nicht homogenen gangen Function mten Grvabes
fonnen in ein conjtante8 Glied und in hemogene ganze Functionen von

*) Dieje Unterfcheibungen find im 17ten Jabth, gemadht wordem. Die Benen
nungen vitbren bauptidcdhlidy von Leibniz ber. Acta Erud. 1682 und an anbern
- < Y 5 -~ w -

Orten.  Beral. Euler Introd. I cap. 1. Abel Crelle J. 1 p. 67.
g ! I

**) Guler Introd. I. cap. 5.

14*
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L, 2, .., w Dimenjionen ufommengefapt werben. Begeichnet man
baé eviteve buvch £, bie lefiteven durdy £, /A, . . , S unb ecine ueue
Baviable dburch 7, fo erfcheint die nicht hHomogene ganze Function f, -+

Si =Sy = - fn ald ber Werth der [omogenen gamzen Function
mfy 4= ol - om2h L - e g -+ fm, welcdhen bie letere fiir
t = 1 annimmt. Gine nicht homogene ganye Function mten Graves
von n Bariablen ijt ein bejondever Werth einer homogenen gangen Func:
tion von = - 1 Baviablen; thre allgemeine Formel Hhat demnach
(" ™) @tieves.
\ m

Gine gebyochene Function mehrerer Vaviablen heift Homogen bvon
m — m' Dimenjionen, wenn fie der Tuotient homogener ganger Funcs

tiomen vou m unb m Dimenfionen ift.

Ueberhaupt mivd ivgend eine Function melhrever Vaviablen §omo-
gen bon m Dimenjionen genannt, wenn jie dpadburch mit = mul
tiplicivt wird, daf man jedve Vaviable mit ¢ multiplicivt, wobei ¢ eine
Unbejtimmte, m aber ecine beliebige veale 3abhl bedeutet. 3. B.
]-"J-_;,, l"“:‘—_rj, loge — logy f{ind homogene Functionen der Vavi-
ablen = und y von 1, 1, 0 Dimenfionen,

Lh. Gine Function mehrever BVaviablen heift {hmmetrifd) over
alternivend®), je nachvem fie durch Bertanjchung der Werthe von
je zwei Vaviablen denfelben ober ben entgegengejest gleichen LWerth er-
hilt. 3. B.

cos(x — y), @y + yz -} xz — 2?2 — y? — 2?2
jind fhmmetrifde Functionen von =, y, z, weil jie fich nicht dndern, wenn
man « mit y, over x mit z, ober y mit = vertaufdt; i

x— gy, (z— y)¥¢ sinfz— y), @ —ylz— 2y — 2)
jind alternivenbe Functionen von x, y, z, weil {ic ven entgegengejetsten
Lerth erbalten, wenn = mit y, ober « mit z, ober y mit z vertaujdt
wird.  Die Determinanten (Allg. Avithm. & 26) find alternivenve
sunctionen ilyver Glemente. Dad Quabdrat einer altevnivenden Function
ift eine fpmmetrijche Function.

; ) Die Venennung |, fymmetrijhe Function®, wofiiv man jonft functio invariabi-
lis jagte (Lagrange, aud Gauf disq. arithm. 347), ift von Lacroiy eingefiibrt
worben (Sujiake ju Clairaut élém. d'algébre 5. éd. 1797, T p. 298. Compl. d’al-
geébre 1). Dite alternivenden Functionen baben ibren Namen purdy Caudyy 1812
erbatten (Journ. de 'ée. polyt. Cah. 17), ber die fymumetrijhen Functionen tn per-
thanente und alternivenbe thetlte.
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b=
(L]

§ 3. Dieanalytifdhe Methode

1. Das allgemeinfte Vevfahren, mathematijche Aufgaben 3u (Efen,
befteht bavin, daf man guerit bie geftellten Fragen mit einer oder meb-
veven Unbeftimmten wvorldufig beantwortet, al8 ob die Aufgabe geldjt
wire. Diefe Unbejtimmten hHeigen die Unbetannten ver Aujgabe.
Damn werden die Daten der Aufgabe (bie gegebenen GOridfen) duvd)
pie Unbefannten ausgedviidt, und bie gefuudenen Fovmeln (Functio-
nen ver Unbefannten) den Werthen welche fie haben jollen gleich-
gefest.  Gudlic) bevechnet man foweit e8 miglich ift, die Unbefannten
aud ven gebilveten Gleicdhungen.

Dicfes inbivecte Verfabren, weldhes mit wmwefentlichen Vevauves
vungen auch gur Grfindung von geometrijchen Conftvuctionen gebraucht
wird, ijt aus vem Alterthum unter dem Namen Analyiis*), ana-
(ptifche Methobe befanut.

Beifpiel 1. Gine Gefellfchaft von 90 Pevfonen enthilt 4 Widn-
ner mebhy ald Fraven, 10 Kinver mehr als Crwadpfene. Aus wiebiel
Ménnern, Frauen, Kindern bejteht die Gefelljchajt ?

Die Gefellfhaft enthilt = Frawen, folglich = + 4 Wdnmer,
2 4+ 4 Grwadyjene, 2= -+ 14 Kinder; ufammen 4o - 18 Perjo-
nen.  Sie foll 90 Perfonen enthalten; aljo jest man
lx + 18 = 90.
Aus diejer Bevingung folgt e = 72, « = 18, b. b. bie Oefelljchaft

bejteht aus 18 Frauen, 22 Minnern, 50 Kindern.

Beifpiel 2. Man gewinnt p Procent an einer Waave, die man
fitv m Thaler verfaujt. Wieniel Procent gewinnt man, wenn man pie
Waare fiir = Thaler verfauft?

*) Ueber die analptijhe Miethobe, ald beren Crfinber tm Alterthbum Plato ge-
nannt wixd, bhanbeln Guclibes al‘l.un I."s ju Anfang und Data, deutjd) von
Sdywab 1780), Pappu g Coll. ms ith. 7, Bieta Isagoge in artem analyticam,
Nemwton Arithm. univ. ed. (-mu\.m(h p- 64, u A Bexgl. Klitgel math.
®. I p. 86. Beredhnungen nady analptijcher Dethode hat im Alterthum hauptidd):
fi) Diophantus gelebrt. JIm Beginn ber nemern Feit unterjdyied man ars mi-
nor s. -ars rei et zensus — bie Unbefannte bieR res, cosa und ihr Quabrat zen-
sus, vergl. Allg. Writhbm. § 6 — und ars magna ,,quam vulgo cossam vocant
sive reculas algebraicas’* Cardanus Ars magna cap. 1. Hur weitern Bearbei-
fung dicjes Gebretes, weldes pie Namen Eof, Wlgebra bezeichneten, lll pie Budifta-
benvedynung auggebildet worden. Seit Newton und Leibnij fam fiiv die bon ib
nen ausdgebilbete analuul uno \nmmludwmmq per Jtame Analyfis in Gebraud.
Jefit verftebt man umnter ’hmln]m bie Theorie Dev ,\umlwmu unter algebraijder
Analpfis ober Algebra die Theorie der algebraijdhen Functionen.
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Bei = Procent Gewinn werden 100 42 Thaler fiix 100, 1 Tha-
ler fitv ben (100 - xjten Theil foviel, » Thaler fiiv nmal foviel ein-

f ? 1007 £ : v
genomuten, d. §. bie Waave wurde fiiv {00 Zhaler eingefauft.
Die Waare wird aber mit p Procent Gewinn fiiv m Thaler verfauft,
i LIS 1 (Ware L h i 1T AL
joll alfjo fiix 100 + 7 haler eingefauft worden fein. Aljo fest man

S

100 100m
100 +~ = — 100 4+ p
NAus biefer Bebingung folyt
100 + = 100 4 p
b ;
n T
. n
“l” | I —] -I!I” =50
m
n
x = (100 4 p) — 100,
™"

G S L, : 7

o. h. die Waare wird fiiv » Thaler mit (100 + p),, — 100 Procent

. - v ! z v ) n

Getwinn, oder ohne Gewinn und Verluft, over mit 100 — (100 <+ p)]_-
n

N A Iy c t n (o3 B4

Procent Verluft verfauft, je nachidem (100 - p," — 100 pofitiv ober
It ) -

Jtull oder megativ ift.

Beifpiel 3. Aus vem Ovte A gebt ein Bote ab, ver in 5 Stun-
ven 7 Weeilen guvitdlegt. Aus vem § Meilen viidwivts gelegenen Orte
B gebt 8 Stunben fpater bem evftern ein Bote nady, der in 3 Stunven
5 Mieilen guviictlegt. Wann und wo wird dev exjte Bote vom weiten
eingeholt?

Der erfte Bote ift bis jur Cinfolung » Stunden in Bewegung
und legt o Meilen uvitd. Der jweite Bote ift « — 8 Stunven in
Bewegung und legt §(z — 8) Vieilen juviik, Die Diffeveny bdiefer
Wege ijt §(@ — 8) — T Meilen, uud joll 8 Meilen betvagen. Alfo
jetast man

D e : 5 b 10 64 !
Diefe Bebingung lautet einfader =~ — - =8, = = 2=, z=—=80
gung 165 15 3 15 3 4

b. f. ber erfte Bote war 80 Stunden in Bewegung und 112 Nieilen
pon A entfevnt, al8 er von dem weiten Boten eingeholt murbe.
Beifpiel 4. Wemn «, b, ¢ Thaler Capital nady &, 7, m Mo-
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naten filfig find, nach wie viel Wonaten tann bie Summe a + b ¢
Thaler audgezahlt werden?

Nac) = Deonaten. Gefet, 1 Thaler in 1 Wionat tragt 1 Cinbeit
Ainfen, fo tvagen a 4+ b 4 ¢ Thaler it = Wonaten (a + b + e
Ginbeiten Rinfen, vagegen « Thaler n k Nonaten, b Thaler in 2 Weo-
naten, ¢ Thalev in m Dionaten zufammen ak + bl ~+ cm Ginfeiten.
Die exftern infen follen den leptern gleich fein, aljo ekt man

(@4 b + oz = ak -+ bl 4 cm.
oy = ak |+ bl - cm
Hievaud folgt * = ’
Pahipie Pl g Y S

Beifpiel 5. Cin Wafjerbehilter fann durd) bie Rohren A und
B in 70 Minuten, durd) 4 und C in 84 Minuten, durd) B und € in
140 Winuten qefiilft werben. Sn wieviel Beit faun er buvd jebe
Rishre eingeln, in wieviel Reit puvch alle prei SRohren gefitllt werben ¥

Der Bebilter fann durdy 4, B, C eingeln in z, y, = Winuten ge-

7 r ] ) r
; Moy : 2 | 1 1 i
fitllt werben, alfo liefern 4, B, C in | NMinute F : Bebhilter,
@ Yy Z

4

folglidh

A unb B in 70 Minuten 7 9(1 nE ]\'} DBehilter,
y/

Ao C in 84 Miinuten 51(‘ : —+ l) Behalter,
\ &L Z

Buno C in 140 Minuten lln( - 1\ ) Bebilter.
z/

\Y

Diefe Grofen follen je 1 Behilter betragen. Alfo fest man

0(L + Sy
e
WL

im( L 71 [j Li )

Demuach hat man

Vja il il
R 70
1 1 1
7 1 z 84
1 1 1
y (e 140
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woransd 2 : - : : = 105 gefunben wird
89 — — - — — e - 5 e —— ) g o

¢ 5 75 Si {10 0% * gefunben wirb,

s S| I 1 1 o I l 1

Serner it —— = — = = 210. Cnblid =

0 70 0 T 219 Y YT 10 T e

TG A 420, b. ). bie Rohren 4, B, C fiillen ven Bebdlter ein-

jeln in 105, 210, 420 Miinuten.

Die brei Robren jujammen lefern (135 + iy - i) Behil-
tev tn 1 Winute, folglich 1 Bebilter in
= 60 NMinuten.

1
G R R e
21

1056 | 0 | 420

Beifpiel 6. A und B haben zufammen ¢ Thaler, ber erfte m
Ponate, ber gweite » Wonate lang, in einem Gejchift angelegf.  n
Capital und Binfen erhielten fie p und ¢ Thaler guviich.  LWieviel hatte
jeber beigetragen ?

A Yatte = Thaler m Wonate lang angelegt, alfo mx Einbeiten

Jinfen verdient (Beifpiel 4). Sein Gewinn betrug p — = Thaler,
& i e eite ol
folglich 1 Ginfeit Ainfen : Zhaler,
I
B hatte ¢ — x ZThaler » Monate lang angelegt, alfo (¢ — a)n
Ginheiten Binfen verdient. Sein Gewinn betrug ¢ (c—x) Thaler,

folglich 1 Ginbeit Binfen £ ' —
c

- Zhaler. Die Cinpeit Rinfen

foll aber " Thaler betragen, alfo fest man
cisn ) aen, 3

) (G ST p—x
(¢ — ax)n T me
Die Entwidelung diefer Bevingung befteht in dev Anfldjung einer quaz
pratijchen Gleichung.

2. Conftructionen nad) analytijcher Methove. Wean conftruivt
vie gefuchte Figur willfirlich, und aus ven Glementen der willfiivlichen
Sigur diejenigen Elemente, weldhe von gegebener Grifie ober Lage fein
jollen.  Hierdurd) und durch geeignete Hiiffslinien entjtehen Diilfsfigu-
ven, welche nach geometvijchen Regeln durc) die Daten bejtimmt find.
Jun conftruivt man joweit e§ mbalich ift aus den Daten vie Hitlfefi-
guren und aus bdiejen wiederum bdie gefuchten Figuren. Dabei seigt ed
jich, welchen Bedvingungen die Daten unterworfen fein miijfen, bamit
bie Aufgabe [(B8bav fei, und wieviel verichievene Figuren bden For
pevungert ver Anfgabe gemitgen fdunen (Determination).
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Beifpiel 1. Das Dreiect ju conftruiven, in weldem ein Win-
tel, bie gegeniiberfiegende Seite und die Summe der anliegenden Seiten
von gegebener Grife find.

Analpfis. Dad gefuchte Dreiect fei ABC, ver gegebene Wintel

¢ B und die gegebene Seite CA.
/-/\\ Wenn man auf der Bevlinge-
i | \ rung von AB bdie Strede BD
je 'w : — BC madit, fo ijt AD= AB

b | . A3
) R e L BC bdie gegebene Sumume,
A B D S e g e
und der Winkel CDA die Halfte

be8 gegebenen Winfels B, weil dag Dreied DCB gleichjchentelig ijt.
Da nun in dbem Hitlfsdreied ADC ber Winfel D, bie gegenitberliegenve
Geite CA, und die anliegende Seite AD gegeben ijt, fo lARt jidh basd

Hiilfeoreie und bavaus das gefudhte Dveiect conftruiven.
Conftruction. Made EF gleich der gegebenen Suwmme, GFE
gleich pem gegeberen LWinfel, und vollende pen Yhombus EFGH, fo
pafp ter Wintel HFE

H [ — 3 GFE witd, Be-
s R F it s e s e T G L8 By 3 .
: chveibe wm E mit der
\ . \ jchreibe 1ll,f~ .11 Der
RN gegebenen  &eite  ben
RS Rueis, ver bie Diago-
|

nale FH im Allgenei-
: i \ nen inJ und J' trifft.
el A \ Biche JE (J'K) pa-
R e \ valfel mit F&, fo ift
2 EJK (EJK') bas ge
e B fudte Dreied.
Beweis. Der Win-
fel JKE ijt vem Winkel GFE, aljo auch vem gegebenen Winfel gleid),
weil JK und FG pavallel {ind. Ferner ift KJ — KF, weil KJF =
GFJ = JFK, folglihy EK + KJ = EF = ber gegebenen Summe.
Gubdlidh ift EJ— ber gegebenen Seite. Ebenfo beweift man, vaf EJK
ven Forberungen ver Uufgabe geniigt.
Determination. Die Aufgabe ift (Bbar, wenn die Diagonale
FH vou pem RKreife um E getvofjen wivd. DieR ift ver Fall, mwenn
pie gegebene Seite nicht fleimer ift, al8 bie Jiovmale aus B ju FH,
b. . nidht fleiner al8 bie Hiljte der anvern Diagonale EG.
Die beiven Aufldfungen ver Aufgabe find nicht wefentlich verfchie-
ben.  Demn im Rhombug EFGH ijt EFJ @ EHJ', affo der Wintel
KEJ = J'EH = EJ'K’. Nun haben die Dreiede EJK und EJ' K’
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eine Geite und et gleichliegenve Winkel der Reihe nach gleich, alfo ift
EJK ® J'EK.

Betfpiel 2. Dad Drefect ju conjtvuiven, in weldhem ein Win-
fel, bie gegeniiberliegenbe Seite und dad Verhiltnif ver anliegenven
@eiten gegeben finb.

Unalhjis. Das gejudte Dreiect fei ABC, ber gegebene IWinfel
C, die gegebene Seite AB, bas gegebene Verhiltnif BC : C4. Wenn
man purdy einen beliebigen Punct D ber Ge-

(4§ g :
A raden CA bie mit AB pavallele Gevade jieht,
g welde BC in E jdmneivet, fo ift EC : CD =

\ BC : CA von gegebener Grdfe. Wenn man

nod) burd) B bie mit CA pavallele Gerade
sieht, weldhe DE in F {dmeibet, jo ift DF =
AB von gegebener Grife.  Wian fann alfo qus
pen Daten die Hitlfsfigur COEF, und aus
perjelben bag gefuchte Dveiec conftvuiven.

Dieje Aufgabe ijt bei beliebigen Daten einfach aufldsbar,

Beifpiel 3. Gegeben zwei Puncte, ein Kreid und eine Sehne
befjelbert; gefucht wird ein Kreis, der dbuvch die gegebenen Puncte geht
undb von dem gegebenen Kreife einen Vogen abjdhneidet, bdejjen Sehue
per gegebenen Sebue gleidy ift.

Analhfis. Der gejudite Kreid fei ABDE, der burch) bie Puncte
A und B geht und ovoun vem Kreife (C) ven Bogen DE abfdyueidet.
Die Sebnen pes Kreifes (C), welde DE gleidh find, Dbevithren einen
concentrifchen Rreid, deffen NRabdbiud ber Abjtand bded Pumcted C von
DE ift. Die Sehnen AB und DE {dmeiden fih tm F {o, Daf
FA.FB = FD . FE ift.
Wenn nun eine durd) F
beliebig gezogene Gerabe
ben gegebenen Krei® (C)
in G und H jdhneidet, fo
ijt FD . FE= FQ . FH,
folglich auc) FA4 . FB=
FG .FH, v h. H legt
auf bem Rreife ABG.
Aljo fann man durd) den
Diilfstreis ABG den Punct
F, und burch eine bejtimmte
Tangente ded fleinern Krei-
fe um C Dven gefuchten
RKreid ABD finben,
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Conjtruction. Durch die gegebenen Puncte 4, B uud einen
willfiiclichen Punct G des gegebenen Kreifes (C) bejdhveibe ben Kreid
ABG, ver ben RKreid (C) nedh einmal in H trifft. Die Gevaden AB
und GH jchneiven fich in F. Jn pbem Kreife (C) ziehe eine Sehue von
per gegebenen Linge und den concentvifchen Kreid, weldjer diefe Sehue
beriilhvt. Durd) 7 3iehe bie Tangenten des concentrijchen Kreifes, welche
ven RQreis (C) in D und E, D' und E {dyneiden; fo ijt jowohl ABD,
al8 auch ABD ber gefuchte Rreis.

Beweis. Die Sehne DE pes Kreifed (C) bhat bie geforberte
Qange, weil fle den concentrijchen Kreis bevithrt. Ter Puuct £ [liegt
auf dem RKrelfe ABD, weil FA . FB = FG . FH am Rreife ABGH,
FG . FH = FD . FE am Ryeife (C), jolglidy FA.FB = FD . FE
ijt. Gbenjo fiix D'E.

Detevmination. Dieje Aufgabe hat unter der Bebingung, daf
OF guifier ift al8 ber Radius ves concentvijchen Hiilfskreifes, zivei ver-
fchiebene Aufldjungen, die nur dann fidy nicht untericheiden, wenn bie
gegebene @ebne ein Diameter ift, fo baff der concentrijche Kreid mit
feinem Centvum gujammenfjillt. Wenn ingbefondeve AC—= BC, {o wer-
pen pie Sehnen AB, GH, DE, D'E pavallel, ofne daf die Aufldfun-
gen mefentliche LVerinberungen evletden.

4. Die Gleidhungen.

($eis §. 60—64.)

L. Jbentitdt, iventifche Gleihung™®) beifit eine Gleichung
Allg. Avithm. §. 1), deren Seiten unbebingt gleich find v. h. fir alle
beliebigen Werthe der parin vorfommenven Unbeftimmten. €8 ift 3. B.

e+ b=15b -+ aq
(a — b8 +0b —¢) + (¢ — a)=0,
(a + be = ae + be,
(a — b)e —:— (b — ¢) —}- o t.’j)f; = 0,
weldye Lerthe aud) bdie Hantmlmtut a, b, ¢ haben migen. Jebe Glei-
chung von Formeln, weldhe in ver Arithmetif al8 vichtig nadygewiefen
wird, ijt eine Jbentitdt.

Wenn bei gewiffen Werthen der Unbejtimmten bdie eine Seite ber

Oleichung etnen anvern Werth evhilt, ald die andere Seite, fo ift bie

*) Identitas von idem, [(ateinijdhe Ueberfebung wvon ravzérne, Ginerleibeit,
Die i neueren Lebhrbitchern vorfommende Benennung ,analptijde Gleidung" fiix
Jbentitat exfcheint nad) bem iiber bie ,analvtijhe Diethode” Bemerften nidht ange
meffen.
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Oleichung nicht iventifch). Die Gleihung a—+bx+cx?4-drd+ - . =0
ijt fiiv jeden beliebigen Werth von = mur dann ridtig, aljo nur damn
eine Jbentitdt, wenn « = 0, b =0, ¢ = 0, . . . Wire a von Null
verjchieven, fo wirve a + b - ex? 4+ dad 4+ .- fiiv 2 = 0 von
Jeull verjchieven. Damit ferner

ba —l— cx? -+ dad + e () --‘i— e —I— dax? —1‘—
fite jeben Werth von = verfdhwindet, muf & + cx ++ dxe? 4+ - - fiir
jeven Werth von @ verfdywinven, mithin & == 0 fein w {. f.

2. Oleidhung im engern inne (aequatio) heift eine Gleichung,
weldhe im Allgemeinen nicht iventijedh ift, und beven Seiten einander
gleich gefetst worben find, wmn eine davin vorfommenbe lln{nimnum,

pie Unbefannte, ju beftimmen. 3. B. die Gleichung 4=+ 3 = 23
ijt nicht iventifcl), weil 4= - 3 im Allgemeinen von 23 verfchieden ift;

ourch die Gleichung hivt die Unbeftimmtheit von « auf, denn die Glei-
chung wird nur bann vichtig (identijch), wenn bdie Unbefaunte = den
Werth 5 erbalt.

Gin Werth bver Unbefannten, welcher der Gleichung geniigt, o. h.
bie Gleichung ibentifd) macht (vevificivt), Deift eine Wurzel per
Gleichung Aucdh die Wurgeln von Rahlen find Wurzeln von Glei-
chungen, 3. B. Y a ift eine Wurzel ver Gleichung am = a fiir die Un-
befannte .  Gine Gleidhung fiiv die Unbefanute aufldfen heift bdie
Wurzeln der Gleichung angeben.

LWenn ax - 6 = 0 fein joll, fo ift ax = — 6, x = — b:q,
0. h. pie 'Oleichung ax + b = 0 fitv die Unbefannte = hat die Wur-
gel — & : a. Gin Product fann nur pann verfdivinben, wenn ein

sactor befjelben werjchmwinbet. Vergl. Allg. Avithm. § 11, 8. Der
Oleichung

':u‘.f‘ -+ {J,I'(«:.l, sachie=sd)
filv bie Unbetannte o wird daher forwohl durd) die Gleidhung ax 456 =10
alg auch vurch) vie Gleihung cx — d = 0 geniigt, . h. die Wurzeln
per gegebenen Gleidhung find — & : @ und d : ¢, dvie Unbefannte a it
ourd) biefe Gleichung zweideutig beftimmt.

Gine Jbentitat ift apodbictiid) (bemouftrativ) , b. b. eine Seite bderfelben ift bex
anbern gleid) Dei belicbigen Werthen Dev Unbejtimmmten. Gine Gleidhung ift bhopo
thetijeh (problematijdy), 0. b. eine Seite 1ft Der anbern gleich) , wenn bie lnbefannte
eimen beftimmten Werth hat.

3. Aus einer gegebenen Gleichung, fie mag ircuiiir[) jein ober
nicht, fann man anveve Gleichungen von devielben Bebeutung
ableiten, inbem man auf beiben eiten biejelben avithmetifchen Opera-
tionen ausfiibrt.
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I Mian fann ein Glied der einen Seite auj die anbere Seite
mit vem entgegengefetsten Seichen feen d. h. bdiejes Glied auf betben

©eiten abbiven ober fubtvabiven. 3. B. aus ver Gleichung

ar + b = ¢ — du

folgt
ar -+ de = ¢ — b.
Sugbejonbere fann man die Gleichung auf Jull vebuciven . .
alle Gliever bev einen Seite auf bie andeve Seite verfegen. Wian tann
pie Seichen aller ®liever vevdndern. 3. B. die Gleichungen

T 1} 1
4 7 : e
oA aZ \
B TR (i
L £
; ~+ semdicn d =0,
4

fino von verfelben Vebeutung und fiunen einander vevtvefen. Wenn
etne von ihnen identijh ift, fo find auch die anvern identijd. Gine
Wurzel der einen ift audy eine Wurzel der anbdevn.

II. Pan faun alle Gliever einer Gleichung mit derfelben Sahi
multipliciven ober bivibiven. Wenn gebrochne Glieder vorhanben find,
fo finbet man duvc) MWultiplication mit dem Fleinften Genevalnemner
eite Gletchung, welche an die Stelle der gegebenen ®leichung gefetst
werben fann. Bon gleicher Bebeutung find 3. B.

c —+ = L a=—0 und cx |_ (b — x)x + ac(b — z) = ().
a£ C

Wenn man aber alle Glieder einer nidht itbentifchen Gleichung mit
einemt unbefannten Factor multiplicivt, per in dem fleinjten Gene-
valwenner ver gebrodmen ®lieder nicht aufgeht, fo evhilt man eine
Oleichung, welder die gegebene Gleichung untergeordnet ift. Diultipli
civt man 3. B. alle Glieder der cbigen Gleichung fiiv bdie Unbefannte
a mit @, fo hat bie abgeleitete Gleichung aufer ven Wurzeln der gege-
benen Gleichung die Wurzel 0, welche der gegebenen Gleichung febit,

Wenn man alle Glieder einer Gleichung durch eine beliebige Bahl
bivivivt, fo evhilt man im Allgemeinen eine Gleichung, weldhe mit der
geaebenen  ®leichung von  gleicher Beventung ift.  Gleichbebeutend
find 3. B,

s [/ c
ar? 4+ bx 4+ ¢ = 0 und =z 4+ —x + — = 0.
o a

Die abgeleitete Gleichung ijt der gegebenen Gleichung untevgeorduet in
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pem {Falle, baf der Divifor unbefannt ift und in der ver Null gleid)-

gefeten  Fovmel aufgeht. Aug ax® 4 bz + cx = 0 folgt
ax? -+ bz - ¢ = 0, weldjer die Wurzel O ber gegebenen Gleichung
febtt.

I1I. DMian faun jebe Seite der Gleichung mit berjelben Jahl po-
tengiven, eine Aabhl mit jeber Seite potenjiven, diejelbe Wurzel und ben-
jelben Logavithmus jeber Seite nehmen. Die abgeleiteten Gleichungen
find mit der gegebenen Gleichung von bdevjelben Bebeutung, wenn bie
Grponenten, Dignanben, Bafen von bder lnbefannten ber nicht identi-
ichen ®leichung nidht abhingen. Gleichbedeutend fjind 3. B.

l;,'rr br — ¢ nno a _} b — (:“r
log. nat, (@ + ba) = ¢ und a + bz = e,
m &
(@ + baym = ¢ und a + bx = V¢
ﬁlh tex — unp b .—‘E— O luf__“ d 4 11!“.1'('!-

Die unter (I) evwahuten Umgeftaltungen einer Gleichung mwurben
nach ver Ausbrucweije bder avabifchen Weathematifer Algebra™) et
Almocabala (restitutio et oppositio) genannt. Daher fommt ber Ge-
brauch des Worted Algebra im weitern Sinne fitv allgemeine Arith-
metif (Budyftabenvehnung), im engern und gewdhnlichern Sinne fiiv die
Lehre von ben nicht ibentifchen Gleichungen, genauer von den algebrai
jhen Gletchungen und Functionen (6).

A, Um bie Avt einer gegebenen Gleichung zu bejtimmen, muf man
bie Gleihung in Beyug auf eine Unbeftimmte (die Unbefannte) orb-
nen. Wenn in dev Gleichung nuv vationale Functionen dev Unbeftimm-
ten vorvfoumen (§. 2, 5), fo hat man (3

pie Gleihung aufj Jull ju vebuciven,

bie Diviforen ju entfernen, in denen bdie Unbejtimmte vorfommt,

bie Parenthefen aufzuldien, in demen bdie Unbeftimmie vorfommt,

bie Gliever jufammenzufafjen, welche die Unbeftimmte in Oter, 1ter,
2ter, . . Poteny enthalten.

Die gegebene Gleichung ijt iventifdy, wenn aucdy die anbveve Seite
per geordueten Gleichung den LWerth Null hat (1).

Die gegebene Gleichung ift nicht iventifd) und heift eine Sleichung
mien rabesd fiiv die Unbefannte, wenn in der geovdueten Gleichung
bie Unbefanute mit bem Crponenten m, aber nidht mit einem griRern

*) Nody beute heifit bei den Spaniern ber Chivurgus algebrista.
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ald m vorfommt, wenn alfo eine Seite ver geordneten Gleichung Null,
bie anbre Seite eine gange Function ber Unbefannten vom mien Grabe
ift (§. 2, 6). Die Gleichungen 2ten, ten, 4ten Grades in Bejug auf
eine Unbefannte heiffen quadbratijdh, cubijdy, biguadratijd.
Die georbnete Gleichung heift vein (pura, binomifdh), wenn fie nicht
meby al§ ein unbefannted ®lied, eine Poteny ber Unbefannten enthilt;
anferbem wird fie unvein, gemifd t (affecta, trinomijch, polhnomijch)
gemannt.

Die Gleihung ax? + b2 -+ ¢ = 0 ift fiir bdie Unbefannte a2

4 5

vom 2ten ®rave. Die Oleidhung a + b Yo + cya? + de = 0
ijt fiiv bie Unbefannte )/ = vom britten Grabde.

Gine veine Gleichung wird aufgeldft, indem man bdad unbefannte
Olied auf eine Seite abjonbert und ben Eoefficienten ber Unbefannten

burd) Divifion entfernt. Wenn 3. B. aa™ - b = 0, jo ijt
m Iy m b o b
axrt — — p, ot = — e e—— l” i
Die Uufléfung der Gleidung alz — b)(w + ¢) = 0 fitr x De-
jtebt aué ver Aufléjung ver Gleichungen ¢ — b=0, « ¢ =10 (2).
$ pung r
Die Oletdhung oy + 2z + @ + - + ane® = 0 fiix «
bat eine verfchivindenve oder eine unendliche Wurzel, je nachvem a, oder
an = 0 ift. Denn ber gegeberen Gleichung wird burch « — 0 unter
ber Bebingung a; = 0 geniigt. Dagegen hat man
! [ a \
ay + ax _:_ Al _I_ A 2™ — t ‘l:l + 1 t ,‘r, )1 _,l._ am | gm,
\ T it

LBon vem etngefchloffernen Polynomium bleibt bet unenbdlidh wachjendem
o mw dagd Glied an iibrig. Unter bder VovausfeBung aw — 0 ijt

Amx™ = (),

3. Wenn in ber gegebenen Gleichung unbefannte Wurzeln (ivea-
tionale, algebraifdie Fuuctionen ber Unbefannten & 2, 9) vorfommen,
fo faun bie ®leichung ebenfalld nach Potenzen bder Unbefannten mit
gangen Grponenten georduet werven. Diefe Wmgeftaltung gelingt in den
einfachften Fillen duvd) Potenzivung, nadbdem eine Wurzel auf eine
@eite ber Gleichung abgefonvert worden ijt. 3. B.

4 i
l¢ - "1 —a [ 5DbeY '1,"“_.3' = g —
Durdy Quadriven evhilt man
TY x = al 2(1]/.(' Jiﬁ x D'DE],' w/‘( —F 2“‘:"/’.!" — r!"' —:— X
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Durch wicberbolted Sluadriven entfteht pie Gleichuny
‘ : LG

(z—+ 2(.‘_,".!' e -“rl-“'%at‘,!"’ ober x? -57 -'.]u—[";,rz —+ Qaly — at = ().

Jm Ullgemeinen ift bei einer algebraijchen Fovmel, tweldhe ver-
jchminven foll, ihre Mebhrdeutigleit ju beachten, bie aus der Mehrden=
tigeit ber Wurzeln entjpringt. €& (Gft {icdy beweifen, daf dbad Probuct
per werjdhiedenen LWerthe, welde die algebraifche Formel zufolge ber
Piehroeutigteit ver davin wvorfommenden Wurieln haben faun, rational
ift, pie Morm ber algebraijchen Fovmel (Allg. Wvithbm. §. 16, 7. Vergl.
unten §. 10). 3. B. vie Formel }p + Vg Y7 hat 8 Werthe,
mwelche aber paarmweife entgegengefest find. Dad Probuct ber 4 verjhie-
benen Werthe
VotV ¢V ) (—Vr+V etV Ve—V a1V 7 WV p+V e—V7)
betvagt 2pq + 2pr + 2qr p?— g — r4  Wenn mun p, q,
rationale Functionen einer Unbefannten find, jo ift vie Gleichung

Ve + 1/*’1; - 1-]- = ()
von berfelben Bebeutung, als die Gleichung
209 -+ 2pr 4 2r — p? — ¢* — r? = (.

6. eberhaupt [(Gfit fich eine nicht identijche Gleichung als die For-
perung betvachten, dafy eine Function der Unbefanuten verjchwinden foll*).
Gine nidyt iventijche Gleichung beifit algebraifd) over transdjcen-
bent, je nadhpem die Function der Unbefannten, welde der Null gleich=
gejest wird, algebraifch oder frangjcendvent ijt (§. 2, 9). Jebe alge-
braijche Gleichung aber fann alé bdie Forberung betvachfet werben, daR
eine ganze Function der Unbefannten verjchminden foll (5).

§ 5. Sypfteme von Gleihungen mit mehreven
Unbefannten, indbejondere von
[inearen Gleidungen.

($eis §. 65—68).

. TWenn mehreve Unbeftimmte in einer nicht tbentijchen Gleichung
porfommen, jo fann jeve berfelben al8 eine Unbefannte betvachtet wer-
pen, weldye durdh) bdie Gleichung bejtimmt ijt. (§. 4, 2). Cine Olei-
dung mit mehreven Unbefanuten Heift unbeftimmt (indeterminata),
weil jie jede Unbefannte von den iibrigen Unbefannten abhingig madt,
wabrend bdieje lestern unbeftimmt bleiben, o daf eine Unbefannte un-
D

*) Begrlinber biejer Anfidt ift bauptiddlidh Degcarted Géom. III.
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enblich viele Werthe von beliebig fleinen Differenzen erhalten fann, wenn
man den iibrigen Unbefannten Werthe von hinveichend fleinen Differen-
sen Deliebig ertheilt. Bufolge einer unbeftimmten Gleichung ift eine Un-
befannte eine beftimmte Function ber itbrigen und jwar implicite (un-
entwicelt ober unentwicdelbar), jo lange dbie Gleichung nidht fiix bie Un-
befannte aufgeldft ift.

Gine unbejtimmte Gleidhung heifit algebraifdy, wenn fie in Ve-
sug auf jede Unbefannte algebraifch ift; transfcenbent, wenn fie in
Beyug auf eine Unbefannte trvanscendent ift. Jede algebrvaifche unbe-
jtimmte Gleichung fann ald bie Forberung dbavgeftellt wevben, daf eine
gange Fumction bder Unbefannten veridhwinven foll (§. 4, 6); bder
®rabd derfelben wird nacy der hivchjten Anzahl von unbefaunten Facto:
ven Dbeftimmt, bdie in einem Gliede der Gleichung vorfommen (§. 4, 4
und §. 2, 8). Die unbejtimmien Gleichungen vom evften, zweiten, drit-
ten, vierten Grabe heifien linear, quabratifch, cubifd), biqua-
bratifd.

2, Mebhreve Unbefanute werden duvd) ein Shitem (Verein) von
ebenjopiel Gleidhungen, in bemen bie Unbefaunten alle ober zum Theil
porfommen, im Allgemeinen beftimmt, Gin Shftem von weniger Glei-
chungen a8 Unbefannten ijt unbejtimmt.

Beweis, Wenn 2 Gleichungen fitv zwei Unbefannte =, y gege-
ben find, jo ift y zufolge vev evften Gleichung eine beftimmte Function
vonl a, jufolge ber jweiten Gleichung eine anbeve bejtimmte Function
por x (1). Der BVevein von beiven Gleichungen forbert, bafp bie erjte
Function ven 2 der anvern gleich ijt. Durch die Gleichung (Gleichfe-
pung) beider Functionen von x wird bdie Unbeftimmtbeit von = aufge-
fhoben, wenn diefe Gleichung nicht iventijch ift; aljo ift auc) bie Unbe-
fanunte y Deftinunt.

Wenn 3 Gleichungen mit 3 Unbefannten =, y, 2z gegeben {ind, fo
iit 2 sufolge jeder ®leichung cine bejtimmte Function von = und y.
Der BVerein per gegebenen Gleichungen fordevt, daf eine biefer Functio-
nen den andeven gleich ift. Durch 2 Gleichungen diefer 3 Functionen
pon @ und y find aber bie ywei Unbefannten =, y im Allgemeinen be-
ftimmt; afljo ift aud) die Unbefannte z bejtimmt.

®efetst, & Unbefannte find burd) ein Syftem von £ Gleichungen
beftimmt, fo fchlieft man aud denfelben Grimben, dbaf (k -+ 1) Unbe-
fannte burdy ein Shitem von & -+ 1) Gleichungen beftimmt find. Dem-
nady find 4 Unbefannte duvd) 4 Gleichungen, 5 Unbefannte durdy 5
®leichungen, u. {. f. bejtimmt,

Gin Syjtem von Gleidhungen aufjldfen heipt die Shiteme von

Balger, I. 2. Anjl. 15
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Werthen ber Unbefannten angeben, welhe Dem gegebenen Shjtem bvon
Gleichungen geniigen (Vergl. §. 4, 2).

8. Aus zwei ober mehr Gleichungen eined gegebenen Shitems von
Gleichungen fann man durch Apbdition ober Subtraction des Gleichen
. f. f. neue Gleichungen ableiten, welche man jedod) nicht unbevingt
an bie Stelle von ebenjoviel Gleichungen des Shitems feben fann, ohne
bie Veveutung ved Syfjtems 3u verdnbvern.

Ginp 4 = 0, B = 0, € = 0 bdie gegebenen Gleichungen, fo ift
aucdh pA + ¢B =0, pAd 4+ ¢B + rC =0, . {. f. Pan fann
pA + ¢B = 0 an bdie Stelle yon 4 = 0 ober B = 0, pAd + ¢B
+ »C = 0 an die Stelle von einer ber 3 Gleichungen fefen, wenn
jie mit ihr von bemfelbent Grabde ijt.

Aus ven Gleichungen ; = q, zy = b, folgt buvd) Multiplication
x? — ab, welde fiiv bie zweite Gleichung gebraucht mwerden faun.
Aus vem Shftem x? — y? = a, 2 4+ y = b findet man dburc) Di-
;, welhe die erfte Gleichung nur jum
Thetl vertritt; ed geniigen dem Syftem audy entgegengefeht gleiche un-
endliche LWerthe von = und y.

bifion bie Gleidpng @ — y = °

A. Unter ben aug einem Syjtem von Gleichungen abjuleitenden
O®leichungen fommen bejonvers foldhe in Betvadyt, in benen gewifje Un-
befannte nicht mebhr vorfommen. Aus zwei Gleichungen ded Shitems
einte Unbefannte eliminiren heifit eine Gleichung ableiten, welde diefe
Unbefanute nicht mebyr enthilt.

LWenn beidve Gleihungen in Bejug auf die ju eliminivendbe Unbe-
fannte vom exften Grabe jind, jo multiplicict man bie erjte Glei-
dung mit dem Goefficienten der Unbefannten in der zweiten Gleichung,
bie jweite Gleichung mit vem negativen Coefficienten der Unbefannten
in ver exjten ®leichung, undb finbet aud ben abgeleiteten Gleichungen
purcd) Ubdition bdie gejuchte Gleichung. $Haben die evwibhuten Coefficien-
ten cinen gemeinjchaftlichen Divifor, fo geniigen ald Multiplicatoven bie
Quotienten der Cocfficienten durch ven gemeinjdhaftlichen Divifor. 3. B.
Aus

&y =

x —y=~"0
folgt burch Addition 2z = a + &, durd) Subtraction 2y = a — b
Um z aus ben Gleichungen
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ar + B = 0

cx + D =0
i eliminiven, multiplicivt man bdie evfte mit ¢, bie 3weite mit —a und
finbet burch Ubbition Be — oD = 0. Um = aué ben Oleidhungen

su eliminiven, multiplicive man bie erfte mit 3, die weite mit 2, und
finbet burd) Adbbition 19y — 15 = 0.

8. Fur Aufidfung eined Shitems von » Gleidhungen mit » Un-
befannten ift e8 tm Allgemeinen exforverlid), eine gewiife Unbefannte aus
n — 1 verfchiedenen Paaven von Gleichungen bed Syftems ju elimini-
ren und badurdy ein Shjtem von » — 1 Gleichungen mit den itbrigen
n — 1 Unbefannten abjuleiten, u. {, f.

Wenn aund dem Shftem von Gleichungen alle Unbefannte ficdh eli-
miniven [afjen, und man 3u einer Endgleichung gelangt, weldhe feine der
Unbefannten mehr enthdlt, und vedhalb nicht unbedbingt mbglich ijt, fo
fann entweber bem gegebenen @hitem durch lauter enbliche Werthe ber
Unbefannten nicht genitgt mwerben , ober dad Shitem ift mebhr over we-
niger unbeftimmt. 3. B. pas Shitem

z + 2y = 17, 3z + 6y = 40
ift bei endlichen Werthen von x und y unmiglich, weil jufolge der er-

ften ®leihung 3z + 6y = 51. Sebt man : finb ": an bie Stelle

bon & undb y, fo findbet man aus vem Syftem
x -+ 2y = 17¢, 3z -+ 6y = 40t
burdy Glimination 11¢ =0, mithin bag Shjtem ¢ = 0, & + 2y = 0.
Aljo genitgen bdem gegebenen @hitem unendliche Werthe von = und y,
beren Verhiltnif — 2 ijt. Dem Shijtem
x+y=a mx -+ my=—="
geniigen entgegengefest gleiche unendliche LWerthe von o und y, wenn &
von ma verjchieven ift. Unter ber Vedingung b = ma find die beiden
Gletchungen von einerlei Bebeutung,
Dad Shitem
— @ - 2y — 3z = 18

2 -3y - bz = 24

xz + by + 2z = 43
ijt bei enbliden x, y, z unmiglich, weil durc) Addition bder beiben ex-
ften Qleidungen = + 5y + 22 = 42 gefunven wird, im Widberfprudh

15"
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gegen bie dritte Gleichung. Diefem Shitem genitgen unendliche =, y, 2,
bie {id) verbalten wie — 19 : 1 : 7.

Dag Shitem

*® ey — bz = f
—cx ¥ + az=— g
bx—ay % — h

ift fiiv endlide =, y, z nur vann mbglidy, wenn af -+ bg + ch = 0.
Unter biefer Bevingung ift etne der Gleichungen aus ben beiben anbern
ableitbay, mithin ba8 Shitem unbeftimm.

6. Um ein Shijtem lineaver Oleidhungen aufzulifen,
wenn bie Anzahl ver Gleichungen und Unbefannten eine gemeine 3abl
ift, Dbilbet man burd) GElimination von Unbefaunten abgeleitete Sh-
fteme von weniger Unbefannten , bis man ju einer Gleichung mit einer
Unbefannten gelangt. Den gefundenen Werth biefer Unbefannten fub-
ftituirt man in einer Gleidung bed Funddhjt vovanjtehendben Sh-
ftem@&, um eine andeve UUnbefannte zu Dbevechuen; bie gefunbdenen
Werthe werden jur Vevedynuug einer dritten Unbefannten gebvaudht, u.i. 1.

Beifpiel 1.

bz — By + 2z = 4 | 4
x4+ 4y — z2=3}| 2 | +

20 — 3y + 2= % | +
72 1 By — 103 | —
gy AU
S8x By .S', i
y =1 8
Ay

Mian findet 2 abgeleitete Gleichungen fiiv « und y, indem man z qus
pen Dbeiben erften undb aud ben beiven letiten Gleichungen des Spjtems
eliminiet. Dagu geniigt 8, vie gweite Gleichung mit 2 multiplicict gur
eriten 3u abdiven, undb bie britte Gleichung zur ziveiten ju abbiven.
us bem abgeleiteten Shjtem findet man eine neue abgelettete Gleichung
fiir w, indem many aud den beiven Gleichungen diefes Shitems elimi-
nivt. Nadhdem man a gefunden hat, findet man y = 3§ — 3z, und
endblidh) 2 = 1 — 2z -+ 3y.
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Beifpiel 2.

du — 4x : e
Ju + 4z 4+ by = 27 i 5
SUNT 2 S TP LR UL R
5 y Sy — 4z2=. 1T , —-
. 32 2%y =123 | —
2z + 6y = 21 [ 16
T e =213,y =3
G5 oo — 3, x=3}
; 4z == D 2=
B . = 40, = 2

Sn befoubern Fallen fann man bdie Aufldjung eined Syjiems von Gleichungen
exleichtern, inbem man gewifje Functionen der Unbefaunten, 3. B. bie Reciprofen bex
Unbefannten, die Summe dev Unbefanuten u. dgl. ald neue Unbefannte einfitbrt unb
burd) Subftitution berjelben bad gegebene Shitem pereinfadit.  Aus ben gefunbenen
Ilerthen ber meuen Unbefanuten finb banun bie Unbefannten bde8 gegebenen Syftems
3u beredynen. i : _

7. Gin allgemeines Shftem von » lineaven Gleichun-
gen mit » Uubefannten enthilt »2 Coefficienten ber Unbefannten
und n gegebene Oliever. Wenn ¢, k& Bahlen aus bder Reife
l, 2, . . , n beveuten, mwenn man bdie Unbefannten Dduvd)
@y, x5, . . , on, Den Coefficienten von wx in dev iden Gleidung durd
aix und bas gegebene Gliev diefer Gleichung durd) by bejeichnet, jo ij
pas gegebene Shjtem:

& 5 % + a9 % + B dyti e === iy

Ggq % + Qg9 2y + 4 ay, 2, = by

n’nj o + (Lu,'.! ‘7"2 _E_ s —I— ﬂ”'u G bn'
m diefes Shftem aufzuldfen, bilvet man die Determinante bes
Shjtems der Coefficienten (Allg. Arithm. §. 26) :

Gy By o . Gy |
s Q91 G99 « « gy

| |

| @1 T2 » + Cyn |

Wenn min B von 0 verfchieven ift, fo multiplicict man bie gegebenen
®leichungen ver Reihe nach mit ven Coefficienten, weldpe zu ven Ele-
menten per iten Eolonne in der Determinante gehdren und bdie duvdh
i, Oy, . . begeichnet werben, und finbet dbuvd) Adbition fofort®)

Rz, — b, o+ by @y —+ bn o,

") Diefe Aufldfung ift oon Leibniz und jum jtvcitenmale von Cramer (1750)
cxfunbent worben. Bergl. bie Sdrift bes Bexf. itber Determinanten §. 8.
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Denn ber Coefficient von =, wird
@z @5+ Gys e+ F G, 0, = R,
wihrend ber Coefficient von x, fiiv jebed von ¢ verichiedene
ap 1y Gy ot vt ayy e =0,

8. Dem hHomogenen lineaven Shitem , weldhem ein nicht Homoge-
ned lineave8 Shitem untergeorduet ift (§. 2, 10),

iy 1 s it Ain Ty = 0
@1 Ty _ih X + Apn By = 0
wird im WAllgemeinen mur burd) die Werthe x;, = 0, . ., z, = 0 ge-
niigt. Denn bie Determinante R,
?(1“131 Gjgie + By | a1 &y + AT + ¥y A1y - - Gy !
| . . B==0 vl & - LU |
| | |
ayi®y auy o voay | ayoy b mpgs B s eyl

perfdhwindet, weil alle Glemente ver evften Colonne Nullen find. Wenn
nun R von 0 verfchieden ift, fo ift x, = 0, u. {. w.

Wenn aber B = 0, fo ijt dbas gegebene Syitem unbeftimmt,
Pan bilve nad) Weglafjung einer Gleichung die Determinante

Ty @y | Bya®y  Gaz + . Qo |

. . . . “ s . |

S .
A1 T I~ Gpa®3 Gpg « + Opy

weldhe wiederum nach der BVovausfebung verjchvindet. Aljo ift

pafas o % | | @21 Gyg .« . Gy,
| | 1 |
G R it . | + @y B " +1tG] 1w [j 1= ﬂ
: ayo “nn | | Ay Oy Ay
obey
10 0 | [0:: 10 0
0 ay, (28 | @y 0 @55, . ag
J.,',z - £n | o Jl‘ s ~N | = n
. f g
| 0 Ao+ + Oy | @ 0 Qpg .« By
b i @yeyy — xooy = 0, u.{. W Daber finbet man

@y vms kg b L == ey 4 Qg b e T
Diefe Werthe geniigen aud) der weggelajfenen Gleichung, weil

] iy ke —
@0yq T Gpay T F A%, = 0.
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Wenn aber bie Grifien ey, @5, . . Nullen find, fo bilve man
nach Weglafjung von 2 Gleichungen die verfhwinbende Determinante

ay @) + agaxy + aggxy agy .. g, |

. . . . . . + «
@ 24 + L) + Ayg®s  Cpy - s ("‘nn!
und finbet auf dfhnliche Weife jweifach unbejtimmte Werthe von
x3, . . , x,, die aud) den beiden weggelnffenen Gleicdhungen geniigen.

9. lnter der BVebingung B = 0 hat man bie [lineaven Y-
fteme

ay1%; Iz '_l_ iy = 0 a0, ‘i" i _l_' Ayt = 0

T + iy Tyn%n = 0 Ak + b -{r A%k = 0

und fchliefpt aus ibhnen (8)

Oig 3 Qg L Gy L. . ST Oy L Gy G Gyg oo
Opp © Ogy 3 Ogy 3 0o == @y 3 By 3 Oyql ..
LWenn nun bei bem obigen Shitem (7) B = 0 und by + - 4-boe

von Null verfchieden ijt, {o wird dem Shftem durch unendliche Werthe
von x,, . ., x, geniigt, deven Verhiltniffe dpurch dag Shjtem

n

Giady k-, Ji— a — ()

1 inn
@y Ty + i + n®n = 0
beftimmt find, ndmlich

.l'1 poE ) TS .]'3 e . = ﬂ“ bl L L T R

2 12 Cig

Wenn pagegen B = 0 und by, 4+ . . + be,; = 0, fo ijt bad
gegebene @hitem unbejtimmt, und die nach Weglafjung ciner Gleichung
gefunbenen unbeftimmten Werthe von =y, . . , o, geniigen auch ber
meggelajjenen Gleichung.

§. 6. Die quadratifden Gleidhungen.

($eis §5. 69—76)

1. Gine quadratijche Gleidhung mit einer Unbefannten (§ 4, 4)
hat im Allgemeinen 3 OGlieder, weldhe bie Unbefannte in weiter Po-
tenz, in erfter Poteny und gar nidht enthalten. Daber ijt die allgemeirne
Formel einer quabratijchen ®leichung mit ver Unbefannten »

az? 4 bx 4+ ¢ = (),
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worin bie Goefficienten @, b, ¢ beliebige von = unabbingige Babhlen be-
beuten.

In bem befondern Falle ¢ = 0 verfhwinbet ax? -+ bz ober
z{ax—+b) fowohl, wenn der eine Factor = verfdhwinvet, ald audy wenn
ber anbere Factor ax + b verfhwinbet, . h. wenn 2 = 0 und wenn

x = — :; Aljo hat die Gleihung ax® + bz = 0 die beiben ver-

i b
jdhiebenen Lurzeln 0 und — -
Sn bem bejondbern Falle b — 0 ift bie quadratifdhe ®leichung
vein (8. 4, 4. Durd) Umjtellung, Divifion und NRabicirung er:
hilt man

SRS ¢ o e

a 4 a
Diefe Quadbratiwuriel fann fowohl pofitiv alé aud) negativ genommen
werden (Allg. Avithm. §. 16, 5). Alfo hat die veine quadbratifche Glei-
dung ax® + ¢ = 0 wet entgegengefetst gleiche, veale over imagindrve
LWurgeln.

2. Aus ver gemeinen quadratifchen Gleihung ax? + bz + c=10
wird durcdh Umijtellung und Divifion abgeleitet

Bl g . b ¢
ar® = = (4 ot o -r = —
1 it y R &
: ; ] ; = ; R ;
Daé Binominm =2 -+ —a wird jum Quadrat eined Binomium er-

a

ganyt, bejfjen Glieber x unbd jfind. 3udem man auf beiben Seiten

)
Qr‘l
bas Quadrat ded halben Coefficienten von « himgufiigt*), evhdalt man
i b \2 (}y }2 c-r it b2 — 4ac
(o :'J_'a) TSNS g S

J

woraud durd) Rabicivung

und durcy Umijtellung
il g AR
i t -'.7_-1"5 T

) Dicfer wefentlichfte Schritt jur nfléfung ber quabratijhen Gleidungen ift in
Cuclib’s Elem. II, 6 angeseigt.
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folgt. Die Quabratwurgel ijt yweideutig, und jwar veal ober imagi-
ndr, je nadhpem ber Rabdicandbusé pofitiv obev negativ ift (Allg. Avithm.
& 16, 6). Wljo hat die quadratijhe Gleihung az® + bx + ¢ = 0
3mwei Wurgeln, welche

veal verfchieden finb, wenn b2 — dae pofitiv,

veal gleich 2 Binh 2 s Mull,

compley conjugirct - : - negativ,
unter ver Vovausfeung, dap a, b, ¢ veale Iablen bebeuten.

Die Formel b2 — 4dac, deven TWerth hierbei entjcheidend ijt, heifit
bet ben Newern vie Dideviminante (Determinante) bder betrachteten
quabratijden ®leichung. Wenn a und e entgegengefet jind, jo ift 4ac
negativ, — 4ac pofitiv, alfo aud) 52 — dac pofitiv, folglich hat bie
®leichung veale verfdhiedene Wurzeln.

Qnbem man mit — b — Y b2 — dac ben Zdhler uub den en-
ner ber obigen LWurzel multiplicivt, findet man

W

i3 uyFE T e ) 83500 es dad @ i i git Bokie
' G2 T 2a(— b — Vb —4dac) b +V 5> —4ac
Wenn mun  4ae : b2 fehy flein ift, jo ift l,fh'i — 4ac wenig bon
+ b verfhieden, und bdie eine Wuvzel ver Gleichung liegt nahe bei
— ¢ : b, bie andre nahe bet — b :a. Wenn a verjhwinbet, fo hat

eine Wurgel den Werth — ¢ : b, die andre ift unendlih grof
(8. 4, 4).

Bemerfendwerth ift die Summe und das Product ber Wurzeln
ber quabratijhen Gleichung:

— b Yl ss e e
2a : Ya o’

— b -+ Vrbi—lué — b — Véz dac e

2a : R TR R D R T

Man fann alfo bie Summe, bad Product und bie Beichen bder Wtr-
seln einer quadrvatijhen Gleihung obhne Anfldjung der Gleidhung an-
gebert.

3. Gs giebt 2 Werthe von =, bei weldhen bie quabdratijdye
Function ax? 4+ bx + ¢ veridhwindet, die Wurzeln bder Oleichung
ax? + bx +— ¢ = 0. Degeichnet man diefe Wurzeln durd) o und f,
jo ift bie quadratijche Function az® - bx - ¢ bet Dbeliebigen TWer-
then ber Baviablen = dmrd) (@ — «)(@ — ) theilbar, mithin iden-
tijch

ax? + bx + ¢ = a(x — o)z — B).
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Denn nach dber BVorausdfepung ijt ae? 4 be -+ ¢ = 0, folglich

ar? 4+ br + ¢ = az? + bz + ¢ — (ae® + ba + ¢

= alz? — o«?) + bz — @
o —i—inz—_kr = a(z + « -+ b

Gbenjo erfennt man, daf ax? -+ bz + ¢ dburd) a — B theilbax ift.
Dejeichnet man den Quotienten ax? + bz + ¢ : (z — ) (@ — B)
purd) ¢, fo fordert bie Jdentitdt (§. 4, 1)
azt 4+ bx + ¢ = gl@ — w)a — B) = g2 — (¢ + Bz + ofig
bafg=9a «+pf=—0b:ia of =c:a

Wenn die quadratifhe Function bei mehr ald 2 Werthen vont =
3 B. bet @ = y verjdhwindet, jo muff fie iventijch veridhwinden
b. . Dbei beliebigen Werthen von «x, alfo miiflen a, &, ¢ Nullen fein.
Denn aly — «)(y—f) verjchwindet nuy unter bder Bebingung o = 0.
@benfo fchlieft man weiter, vaff bx - ¢ bei mehr ald einem Werth
port @ nuvr unter ven BVedingungen b = 0, ¢ = 0O verfchwindet.

A, Die quabratijhe Function ex? + b 4 e erhilt unendlich
viele veridievene Werthe, wenn die Variable x alle vealen Werthe von
o bi8 — oo annimmt. Unter diefen LWerthen der Fumnction it ein
Fleinjter ober ein grogter (Wiininum, Warimum der Function), fe nady
bem a einen pojitiven ober einen negativen LWerth hat. Wit Hiilfe der
oben gemachten Grvgingung finbet man

b
at+be + o = o + afa+ o)

b2 b\? ; — b2 ‘ b\?
R R (RO

4a ; 2a 4 ¢ 2a)
Wenn a pojitiv und x veal ift, jo hat « (.n + b);() einen pofiti-

ven Werth, weil bad Quadvat einev vealen pofitiven oder negativen
Aahl pofitiv ift. Demnacy erhilt die Function ihven Fleinjten Werth
L — b2 b b
laclla , menn z - 59 b. h 2= — 5,

Durd) BVertaufchung von « mit — a findet man

L e 2 2
— ax® 4+ br + ¢ = 1&94{7”75 IS (_1. 5% )b)
a 2a)’

ald

: o ! :
LWeil — a(r — “Za) bei realem = einen negativen Werth bat, o er-
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}]~
veicht die § sunction — ax? 4+ bx -+ ¢ ihven grifiten zgm[} i +
b b
wenn & — o = 05 0B T Tk

Anmerfung Aud bdenfelben Griinben ift die gebrochne Func:

ot 2 (i Yo Ay

unb evveicht bei pojitivem z ifr Winimum 2y/e, wenn Yo — l/ s
€T

=00 § o= Ve Dergl § 1
Wlm die Werthe von « 3u finden, bei demen bdie gebrochne Func-

tion

tion
x — 4
L R
ein Margimum ober Minimum evveicht, unterfuche man, bei welchen Wer-
then pon y bie ®leidhung filv =
yr? — By + 1)z — 3y + 4 =

veale Wurzeln hat.  Bur Realitit diefer Wurseln genitgt e8, baf
By + 1)* — 4y(4 — 3y) = 2y? - 10y + 1 =21(y—$H)ly—*)
nicht negativ ift (2, 3). Aljo bleibt = veal, wihrend y von o bis §
fallt und von — oo bi§ 4 jteigt. An ben Gvemgen y = § unb } Bhat
3y + 1 5

2y

Y=

z ven LWerth i. 3 und 5. Folglicdh erveicht die gebrodime

Function y bei « — 3 pad Minimum § und bei « = 5 dag Wayi-
mum 3.

6. Die Wurzeln einer quadbratijchen Gleichung Ednnen auch go-
niometrifh ausgevriidt werden. Wenn a, b, ¢ pofitive Sahlen beveu-
ten, fo bat die Gleichung

. — b+ Vi 14
ar? -4 bz — ¢ = 0 bie rvealen BWurzeln - ,,,,,,7_},:,,,,;}: ,1,‘“
i b+ V¥ = 4ac
L bz + ¢ = 0 bie vealen Wurgeln 44 Qa__ -~
L iV 4ac — b

ber b eren Wrgely — 0= ¥ dac -
ober bie compleren Wurieln %

Fiiv alle Fdlle beredhne man ]/; = 7, jo daf ac = a’r3
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Jn vem erften Falle febe man & = 2arcotw. Dadurd) finbet
man dbie Wurzeln ‘

ST 7 cog m it
— cotw -+ t 200 R s el
r(— coto + Veot2nf1) = 7 i
3 (7] 1 w " 2ar
b. . »tang — und — rcot _, wihrend tangw =
2 2 b
o y 2ar 2
Jn bem weiten Falle fege man b — o Daburch finbet man
B L

bie Wurgeln

( 1 ‘ V 1 ) — 1 +cosw
pl— — — — 1) =r—
\ sine sin’m sin @

2ar

; © © 2 :
b. i. — rtang 3 und — reot-, wihrend sinw = 3

3n vem britten Falle fee man b = 2arcosw. Daburdh finvet
man bie Wurzeln
.. b
r(— cosw + isinwm), Wahrend cosw = 2o
Die Wurgeln ber Gleidhung az? — bz + ¢ — 0 find pen Wur-

seln ver Gleidhung ax? 4 bz + ¢ = 0 entgegengefest gleidh.

6. Ginfadher hat Gauf bdie Logavithmen der vealen Wurzeln ei-
ner quabrafijchen Gleichung aud den Logavithmen der Coefficienten ber
Oleicdhung durdy logavithmijche DHiilftabellen berechuen gelehrt (BVega's
Gammlung math. Tafeln von Hitlfe 1840).

5 bl e
et man x = LY 10 wirb

3 b2/ o
ax? 4+ bx 4+ ¢ = a{,y- + y + b—[,)

Die Wurgeln ber Gleidyung az? +bx 4 ¢ = 0 laffen fidh alfo durdy
bie Wurzeln ber einfachern Gleicdhung y2 4+ y + zf = 0 québriiden.

Dabei werden bie Abkivzungen

L c g a0 >
=1, y = g, mithin i L

T s gl

benut. Die Hitlfsgleichung hat reale Wurzeln, wenn e

A 3ivifdhen ben

®rengen 1 und — ] liegt (2).
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Die Gauf'iche Tafel enthdlt unter 4, B, C, D, E, F ber Reihe
nad
logy, log(ll -+ ; ], log(1 + y),
f LN ; 3 1 S
log(1 —q)(l + y), logy(l + v), lugy(_‘l Uk - ).

g
h

E unb findet daneben unter A ben Logavithmus einer Wurzel ber Hitlfs-
gleidhung, teil

logy(l 4+ y) = log(— 'Zi, alfo y2? -+ y -+ 'Z Y

Dann ijt Ay eine Wurzel ver gegebenen Gleicdhung.

. - f (7 B
I. Wenn ‘; negativ, — > 2, fo judt man log(— ;z ) unter
A \

Fraiti

e jo fucht man log(— g.)

h ,)
F unb finbet baneben unter 4 den Logarithmusd bed Reciprofen einer
Wurzel der Hitlfsgleichung, weil

IT. Wenn i’ negativ, — unter
i

¥ l i & ke
IUgUU A= u J4= 19:‘5'(_ g)r alfo (\f‘}) = p -+ i’ = (.

Lol R :
Dann it ; eine Wurgel der gegebenen Gleichung.
4

% h : : /
ITL. Wenn (}’ pofitiv, (; > 4, o fudht man log ; unter D und
4 .
finbet baneben unter B ben Logarithmusd bed negativen Reciprofen einer
Wuryel der Hitlfsgleichung, weil

s 4 h
log(1 + 74 i 105‘g,

o T e
, y/ il Y Y
Dann ift i i I———eine Wurgel der gegebenen Gleichung.
g
Wenn aber Az eine Wurzel der gegebenen Gleichung ijt, jo ift :’-

bie anbere, weil dag Product der Wuvjeln den Werth gi hat (2).
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DBeifpiel 1.
loge ' 2,06310,*)

| |
logb | 1,29555 logg | 0,767 55, log(f -i‘“ 0,33443 | E
loga 0,86243 logh | 0,43312 logy 10,02217 | 4

log by | 0,45529 (log b. erjten LWurzel)
logg | 0,74538, (log b. gweiten Wursel).
|

DBeifpiel 2.
loge | 2,17281,
| ‘V\ I .
logh I 1,52911, logg | 0,64370 log|{ — Z) | 9,98104—10/| ¥

loga | 0,86645 logZ | 0,66266, logy | 0,22274 | 4
el
logyl 10,43992, (log b. exften Wurzel)

loggy | 0,866 44 (log b, zweiten Wurzel).
Beifpiel 3.
loge |9,83181—10

: | h
logh 10,1901, logg|9,64150,—10 logj' 0,64030 | D
{
| - { i e
loga | 9,90851—10 log 4 | 0, 28180, log(1 ) 0,19034 | B
y | i
log Sk | 0,09146 (log b. erften Wurzel)
(idlial
1 4 = |
W
logg(l e | 9,83184 (log b. gweiten Wurzel).

Die Wurgeln haben im 3ten Beifpiele vie entgegengefetsten Seichen er-
halten, weil & einen negativen LWerth hat. Bergl. bie am Ende von (5)
gemachte Bemerfung.

7. Die Aufldfung eine8 ©pitems von 2 Gleidungen mit
2 Unbefannten, worin bdie eine Gleihung quadratifd), die an-
perve [inear ift, [aRt fidh auf die Anufldfung einer quadbratijhen Glei-
dung jurviidfithren.  3m Allgemeinen hat man aus der linearen Glei-
chung eine Unbefannte burch bdie anbere ausjudriiden und ben ge-
funbenen Werth in der quadbratifdhen Gleichung ju fubftituiven. Durd)
Aufldjung bder abgeleiteten quabratifhen Gleihung findet man 2
Werthe ber iibrig geblicbenen Unbefannten, und bdurdh) Subftitution
derfelben in der linearen Gleihung bdie jugehdvigen Werthe ber anbern
Unbefannten; mithin erhdlt man 2 Spjteme von Werthen ber Unbe-

*) Dex cinem Logarithmus beigefligte Budftabe » bebeutet, bdaf ber jugehivige
PNumerns negativ ift (nach Gauf theoria motus 10).
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fannten, weldhe bem gegebenen Shitem von Gleichungen genmiigen. Jn
befonbern Filfen fiihren befonbere Miethoven [eichter zu  demjelben
Biele.
Beijpiel 1.
x4+ y=a zy=»>
Subem man bdie erjte Gleidhung quadbrivt und die 4facdye 3weite jubtra-
hirt, finbet man

@ —y)? =at — 4h, x —y =) al — 4
Durd) Adpdition und Subtraction ver Gleichungen
x -+ y=a

z—y="Va —
jfindet man, wenn c die pofitive Quabratiwnvgel bebentet,

il
x| éf({ + ¢)| dla — ¢

Beifpiel 2,
ax 4 by = f, cx? | dy?=g
f —“ ax

92 d; V9
W= §OT b e + b":!\‘f — ax)- = g.

Sndbem man diefe Gleichung ordnet und aufldft, erhilt man
-~ adf A b-Vr{(rgd -+ b-’c’q ~\$§"E:I1_/.f'-'_'l
a’d + b

Begeichnet man die pofitive Quadratwuvzel durd) R, fo finvet man
permbge ber gegebenen lineaven ®leichung

| adf + bR | adf — bR

.: ;'l‘-"li?--;j:-?l-‘“(,' a*d —1— ble

(| bef — aR | bef + aR

I w2 b2 | a?d | b%

8. Die Anfldjung eined Shitems von 2 hoheren Gleichungen
mit 2 Unbefannten flz, y) = 0, gz, y) = 0 fommt ju Stanve, in-
pem man eine Unbefannte 3. B. y fo bejtimmt, daf bdie Functionen
Fflaz, y) und gz, y) einen gemeinjchaftlichen Divifor Alw, y) erhalten.
Dann bevechnet man aud der Gleidhung Az, y) = 0 die Werthe von
x, welthe 3u jenen Werthen von y o gehibven, daf vem gegebenen Sh=
ftem geniigt wird. Wenn die erfte Gleichung mien Grades, die andre
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nten Gvadbed ift, und die Functionen flx, y) uubd gz, y) einen gemeins
jhaftlichen Divifor A(x, y) nicht unbedingt befiten, {o hat dad Syjtem
mn Aufldjungen. Unter diefen AuflBjungen Ednnen mebreve iiberein-
ftimmen, einzelne ouc) unendliche Werthe ber Unbefannten erforverm.
Bergl. des Verf. Sdrift itber Determinanten §. 11.

Sn befondbern Fillen genilgt e8, unter ber Vovausfepung m > n
bie mit einem geeigneten Multiplicator 4 gebilbete Gleichung mten Gva-
ves flz, y) + Agla, y) = 0 an bdie Stelle der Gleidung 1z, y) = 0
ju fegen. Dabei gehu wn Aufldfungen verfovern, wenn bie abgeleitete
Gleidyung f(x, y) -+ Aglx, y) = 0 vom (m — wien Grvabe ijt. Die-

r L it e - &x ? ¥ il e
jen Verluft verbiitet man *), inbem man uvor a { an bie ©felle

vont x, y feit, aljo dbie Homogenen Functionen Flx, y, t), Glz, y, t) an
die Stelle der ihnen untergeordneten nicht homogenen Functionen f(z, y),
g, y). Bexgl. §. 2, 10.

Wenn P, Q, R, S gegebene Functionen der Unbefannten find, fo

wird bem Shitem
PQ =0, RS =0

purd) bie Shiteme

P=0|P=0|Q=0[Q=0

R=0|8=0|R=0|8 =0
polljtindig geniigt, weil ein Product nur dann verfdwindet, wenn ein
Factor den Werth 0 hat. Wenn B = P, fo wird dem gegebenen Sh-
jftem aud) durd) bie Gleichung I = 0 geniigt.

Wenn £ und Q homogene Functionen von denjelben Dimenfionen
find, fo bilvet man qus dem Shitem P = a, @ = b bdie Gleichung
LP — aQ = 0 jur Beredhnung ded BVerhiltnifjes der Unbefannten.

Sn mandjen Fillen wird die Aufidjung des Shitems erleichtert,
wenn man die Summe, die Diffevens, das Product oder anbeve Func-
tionen der Unbefannten al8 neue Unbefannte jubftituirt.

Beijpiel 1. Dad Shitem

22 y? — 1) — 2oyt — )+ 9t — 2 +-1=0
3y iyt 392 o iyt - 1by 18 = 0
ift gleichbebeutend mit vem Shitem
' — D+ De—p+De -~ ygmh=0
(y — Wy — D +y + 3)xe—y — 3) =0,
und untevgeoronet bem Homogenen Shitem
R R L) C e T T e i el
(y— iy — 20z + y + )=z —y — 3 =0,

97,9
xiy*

*) Nad Rroneder’s Angabe. Vevgl. DMinbing’s Unterjuchungen itber die
Anzabl ber endlichen AufBfungen. Crelle I 22 p. 178 und 27 p. 379.
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alfo aufldsbar durch bdie Gleichung y — ¢ = 0 und durdh die Sp-
jteme

]}f%f:(l: y-—%—t::“ y + t =10

y —2=0|lzt+y+3=0lz—y—3t=20
u. f. w. Man finbet aufer y = 1 die AuflBjungen

i | 5
| 77” __}__?f_m_
0l 0
x r  2fad
L — 2 |— 1 2fad
2 1
TR )
| 3 2
=l — 2

Alfo genitgen dem gegebenen Shitem aud) ein unendlich avofer Werth
pon « unb ein beliebiger Werth von .

Beijpiel 2. Dad Shitem
e

)

3x? — Qrxy — y? = 0

— 3ylx — ) = 0

o

ift gleichbedentend mit bem Shitem

2

2 — ylx? 4+ xy 4+ y* — Jy) = 0

7

(@ =Bz .+ y) =0,
welhem juerjt duvd) bie Gleidhung » — y = 0 geniigt wird, baun
aber auch purd) das Shjtem x4 ay J-y2 — 3y 0, 3z y=0.
Durd) die Subftitution y = — 3= finbet man T=? - 9= = 0, aljo
fitt « bie Werthe 0, — 2, und fiir y die jugehovigen Werthe 0, 27,
Die Anfldjung 0, O ift aber bereitd in der Gleichung » — y = 0
enthalten.
Beijpiel 3. Aud vem Shitem
zt + y? = ay
&y =Ty

feitet man die Gleichung ()2 = 3xy, ober (x| ¥)2—3(x4 y) =0
ab, uno baher bie Shjtente
z+y=0|2+y=3

|
== | wi =3

Balger 1. 2, Aufl 16
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Die Aufldfung 0, 0 tritt 2mal ein.

Beifpiel 4. Aus dem Shftem

a2y — a2y3 4 3y 4z +y =0, 22 —y? +3 =0
exhilt man bdurch Subjtitution von '; : f fitv =, y bad allgemeinere

homogene Shjtem

xdy — ayd + 3tlxy + e 4 y) =0, 2! — y* | 32 = 0.
Wenn man von der erften ®leichung bie mit xy multiplicivte weite
Gleichung jubtrabirt, jo finbet man anjtatt ver evjten Gleichung

e + y) = 0
und baber bie Shiteme
$3 — () x4y =0
S N e TR L g |

Beiven Syjtenten geniigt nur ¢ 0, b. h. e§ geniigen bem gegebenen
Shjtem nur unendliche Werthe von « und y, die entweder gleich (3fach)
ober entgegengefett gleich (5fach) find.
Beijpiel 5. Dad8 Sphjtem
1 1 3 9

I_T_ v s i = 223 + Bay? = 64(;"3 — y?)3
ijt bem homogenen Syjtem
St = 3x? - :;”'.?' D dopl 0 3?}'-‘,',' — .:&1'.*'2 A y-_’}a
untergeorbuet. Durch Subftitution von 3y®> = 3Jz® — Stz in ber
smeiten ®leichung findet man #%2%x — 3t) = 0, und daher die Auf-
(Bjungen
) e U
0| + = 3fach
Al 0 4fad
o0 ey |

Beijpiel 6. Dag Shjtem
2 y—2ga 2+ yl=1>
ift bem homogenen Shitem
o by =at, x? Ay = bt?
untergeorbnet. Sest man xy =v», fo erhdlt man al3 zweite Gleichung
(Allg. Avithm. §. 9, 5)
s b‘gfn =

(a® badtdy + Hatv® = 0.
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Daher wird bdem gegebenen Shitem audh durch ¢ = 0, « + y = 0
geniigt, o. h. duvdy entgegengefetst gleiche unenvliche Werthe ber Unbe-
fannten. Nimmt man nun wieder ¢ = 1, o ijt zufolge ded Shitems
z +y=aq xy=v

Vg =—-a 1 "‘_,'H.“, Y5 --l»f.‘, Q«jj =~ a *V;!-’; A 4v

und vermige ver quabratifchen Hitlfegleichung fitr »

2 R SYRETIN 1/ 45
Faite : ]l/ ad - U:l a? — 4v = — a? } -2,/ a’ - 4b
2 .‘l Ha :)(n'

Degeichnet man ben pofitiven Werth der letern Quadratmwuvzel durdy
¢, ferner bie pofitiven Quabratwurzeln von — a? -4+ 2¢ und — a’—2c¢
purdy 4 und d, fo erhdlt man bie Anfldjungen

2 |a +~d|a—d|la+4 d|a—d
2y|le —d|a +d|la—d|a+d

Betipiel 7. Das Shftem

ax -+ by = x? — y?)
a : BUos il il gk
gy g =y ey

ift bem homogenen Syitem

atx —i— bz’y — Dl - 2_@]'-’ oty
— al(x Yy —+ btz + yxy — x4 + yt = 0

untergeordbunet. JInbem man ju ber jiweiten Gleichung die mit (x—y)y
multiplicivte exfte ®leichung abdirt, finvet man al§ yweite Gleichung

(bty — x* 4 y)(x? + 2xy — y?) = 0,

ober (Bty — = + y¥)(x + ey)(z + C’?J_! =Wl iinobeitici = i -}/724'
¢ — |1 = 2¢ unb ¢’ = 1 — ‘frg Ilﬁ- Yus vem @1}j":em
ate —+ bty — 2x? + 23/2 =0, bty —'a* + y* =10
folgt tlax — by) = 0. But = 0 gehdrt y = -+ z; 3u ¢ = 1,
1
o — By e 0 B‘E[}L"lt sk =0 b Lbjzi:a'.ef
ab P ANy
g = oo Aug dem Shitem
B

ax + by — 2x? + 2yt =0, =+ cy = 0
16*
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folgt 4cy® — (b —— acly = 0 u, §. w. Daber hat man bie Anfld-
fungen deg gegebenen Shitems
t bR N Y
0 L l -+ 2
1| 0 3 0 3fad)
‘ ab | ab
) )| ,
J a=| )2 g A
| i =D b PR
‘ I de
‘ (H" — b b — H(‘I
‘ | i’

0
-1

Die cubifden und biquadratifdhen
Gleihungen.

($eis §8. 95—98. 69. 105.)

1. Wenn man die Glieder der Gleichung mten Graves

0 = agam - pym-1 ,J pin-2 _I_. A
per Reibe nach mit ver geometvifchen Progveffion —, 1, » , . . mul
%

tiplicivt, jo erhalt man eine ®leichung deffelben Grades, deven Wurgeln
ju den Wurgeln ber gegebenen Gleidyung vas Verhltnif v bhaben.

Denn die Subftitution 2 = giebt nach Miultiplication mit vt
)

a
() et wie Ll m-1 | epym-2 -
) ?’y T by - coy ot e
Um in ber transformivten Gleidhung als Coefficienten der hichjten Po
teny ber Unbefannten 1 3u exhalten, jeke man » = . Um den jwei-
ten Coefficienten dem evften gleich zu erhalten, fete man » = a : §,
T Tl 1

: A G
2. Wenn man in ber gegebenen Gleichung « = y — fetst,
2 ma
fo fommt in bder transjovmivten Gleichung die (m — 1)te Poteng ber

Unbefannten y nidht vov. Denn man echalt nad) Entividelung der Po-
tengen beg Binomium
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m— 1 b2
0 - gym — pym-1 : ym-2 _
ay Y SR ¥
m—1 b2
bym-1 — ym-2 L. £
Y m & J :

1L r-,/m-'.i

,,r,
Die numerijhe Darjtellung der trandformivten Gleichung wird am
cinfacdbften ju Stanve gebvadyt, inbem man uerft ven Werth von
ax -+ & mit vem LWerth von x multiplicivt und ¢ adbirt, indem man
fermer ben Werth von ax? -F br - ¢ mit @ multiplicivt und 4 abd-
1515 | Yot Bl 110

3. Die Aufldjung einer cubifdhen Gleichung fann auf die Auflo-
fung ber befenvern cubijdhen Gleichung

xt + Jax + 2b = 0
surviidgefithrt werben (1, 2). Durd) die Subfjtitution x = ¢ | w exr-
halt man bie Gleichung

— 4 4+ wd 4 3w ++ a)t 4+ w) + 2b 0

i3 = 3t + 3tu? + wd - Ja(t + u) + 26

welcher durch bie Gleichungen fitv £ unb »

3 -+ ud L9 =0, tu+ a=0
geniigt werben fann. Aus bem Shftem &3} ud=—2b, tu? = —a3
finbet man (§. 6, 7)

t? = — b 4 V'a';? <! 2
%S = — hi Vf.t“ - b2,

lnter ber Vovausfebung, daf «® -+ b2 pofitiv ift, bezeichne man
bie realen Gubifwurzeln von — b + Vadfb2umd — b—V a0
burd) p und ¢, bie eigentlichen Gubifrouvzeln von 1 (Allg. Avithm. §.
18, 9) buvdy

e = — }+ 1. 4Y3 a2 =3 — 1.3
Dann exhdlt man fiiv ¢ und « bie Werthe
t|p|ep ﬁ’"’}'i#‘ oA
vulgl gl g | og|
Durd) bie Bevingung tw -+ a = 0 find aber die Shiteme

i ap | (z:—"u P ap P (ffj' |
u | g q ag | aq | ¢’q | wiq |
auggejchloffen, weil bad Product diejer zufanmmengehorigen Werthe nicht
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ben realen Werth — o haben witrbe. Folglich bleiben fitx ¢ 4 u bret
Werthe

P+ 9
ap _I_ u'lq _ \’}(]’ + q) + Z. .lg‘r[’ 75 g/l?
a’p - of = Mpiiig)i—i . plp QvV'3

al8 Wurgeln ber gegebenen cubijchen Gleichung*).

A, Wenn a® |- b2 pofitiv ift, fo hat die cubijche Gleichung eine
reale und zwei conjugivt complexe Wurzeln. Ueber die Rationalitit
ber{elben fann nuv burd) bivecte Verfuche entjchieden werben.

Wenn a® + b2 Null ift, fo hat die Gleichung drei veale Wuryeln,
bon benen 2 einanber gleich find, 2p, — p, — p, Weil ¢ = p.

Wenn «® -+ b2 negativ ift, jo hat die Gleichung 3 verjdhiedene
reale Wurzeln, welche in ben obigen Formeln alé Summen ber ubif-
wurzeln von conjugivt complexen Bablen exjdheinen. Dap in diejem
Salle (casus irreductibilis) pie cubifhe Gleidhung reale Wurzeln hat,
ecfennt man aud ven Werthen, welcdhe die ver Null gleichgefetste cubi-
jche Function von « bei realen LWerthen von x annimmt*). Weil ver
Coefficient bon = negativ fein muf, fo befrachte man bdie cubifde Func-
tion

Slx) = x® — 3ax + 206
unter der Bovausfeung, daf «, & pofitiv find und 6* < «3. Durd
bie Subftitution » = yY a gebt flx) in g(y) . ay/a iiber, jo daf

b
) = y3 — 3By -+ 2¢ i ==l
9) Y 3y e rqfrf &

Nun ijt 9(2) pofitiv, g(1) negativ, g(0) pofitiv, g(— 1) pofitiv, g(— 2)
negativ, und iberhaupt g(y) bei endlichen vealen Lerthen von y endlich
veal. Aljo muf gly) Null werben, wihrend y von 2 auf 1, von 1 auf
0, oom — 1 auf — 2 fillt, o. . pie Gleichung gly) =0 Hhat 3 reale
Wurzeln. Folglidh Hat vie Gleidhung M) = 0 ebenfalld 3 veale Wur-
zeln.

Die Wurgeln der Gleihung =3 — Bax — 26 = 0 {ind bden
Wurgeln ver Gleichung — =3 + Jax — 26 = 0 entgegengefetst aleidh.
Die Wurzeln biefer Gleichung find aber von den Wurzeln der Glei-

*) Die Formel fitv bie veale Wurzel ber cubifchen Gleicdhung ift von Scipione
werreo 1505, bald barauj aud) von Tavtaglia erfunben, und von Carbano
1545 (Ars magna c. XI.) nebft bem Beweid mitgetheilt yoorden, weshalb fle ben
Jamen , Cavdbamjde Fovmel fithrt. Bergl. K liigel math LW. T p. 34.

¥=‘)

p. 197,

Staiunville Corresp. s. 1'Ee. polyt. 8 p. 55. Mélanges d'anal
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o

dung z®—3ax 4 26 = 0 nidht verjchieden. Alfo hat die Gleichung
2% — 3az — 2b = ( ebenfalld 3 veale Wurzeln.

Dafy eine cubijche Gleichung nicht mehr al8 3 Wurzeln haben Eaun
7 i Y .3 ) (i} } ]
with wie §. 6, 3 bewiefen.

B, Die realen Wurgeln ver Gleihung x® — 3axz — 26 = 0,
wenn b2 < a?, werden goniometrijd) bevedynet*). Wan hat

cos3p = cos2pcosp — sin2psing
— (2cos@p? — 1) cosgp — 2(1 — cosp?)cosy
= 4cos @’ — 3cosg,
baher bei beliebigen Lerthen von ¢
cospd — deosp — feosdp = 0,

und unter den VorausfeBungen =z = rcosp, o = 3@,

9
rd

; ir2x cosp — Fricosw = (.
Dieje ®leichung ftimmt mit ber aufjulbfenden Gleichung itberein, wenn
It —'a,  1ricosm — 25
r = 2) fa, cosm = {;‘Z_u, p = }w -+ k 3609
Aljo bat bie gegebene Gleichung die LWhurzeln
reosto, rcos(de + 1209, 7rcos(do -+ 2409,

wobei » eine pofitive Bahl und o einen fpitten Linfel bedentet.
Anmertung Die Cardanijche Formel erfordert in diefem Falle
pie Gubifrourzeln der conjugivten Complegen
e }'}.FU-;’___. PO {'ﬁim, e ﬂ‘/ﬂ-T i Ty o {Jf-lm,
wobei 02 = a?, ocosw = b fid) ergiebt (Alg. Arithm. § 31, 10).
Die Summe der Cubifrouvzeln betvigt

i . w2k S o~ e ! :
0:‘;(..1 . Mw-4-2kn) U 5 How 4 2 1)) — 929bcosd (@ + ore
iibeveinftimmend mit ven gefundenen LWerthen.

Wenn a pofitiv ift, fo hat die trinomifche Gleichung

pm

Lt gl

etnte pojitive Wurzel zwifchen 1 und 1 a, welde unter ven vealen
] ! Y

*) Die Trijection des Winfeld o ift auj die AnuflBjung ciner cubijden Gleidung
von Bombelli vebucivt worden. Dag umgefehrte Berfabren fommt bei Bieta,
und in confivuctiver Darftellung bei Dedcavtes (Géom. IIL) vor, Bergl, §liigel
math. T. 1 p. 38. 44. 53.
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Wurzeln ver Gleichung die gquofte ift, weil 1m — 1 — 4 negatin,

(1 4 ay® — 1 — 2a pofitiv ift. Diefer Wurgel nihert man fich
purch die Bevechmung von*)

= l/r? —Fr '}/7(1, (i F— }r; T (e "“U‘r + /)._.1

m
Denn es |f[ h! = ",”ﬁ g .’:] Pl fﬂ2 PRG0S 1 1 (i!.sYIL“]ﬁ}Ell
by , by, by , .. bilben eine fteigende Reibe. Dabei bhat man
('Jk‘“ ~ (i«‘.n.‘ — a,.= (), 'J"L LT &L @< )

Uljo tann feine ver Gvidfen b, , b, , b, , . . die qrifite rveale Wurzel
per Oleichung am — »r — a = 0 iibexfteigen.

6. Die Auflfung einer biquadbratijden Gleidhung fann auf
pie Anufldjung der befondern biquadbratijchen Geichung
zt - tax? - Sbx -+ de = ()
uritdgefithrt wevden (1, 2). Die Wurgeln bdiefer Gleichung laffen fich
ourd) die Wurgeln einev bejtimmten cubifchen Gleichung (R efolvente)
augbriiden*). Wenn

t 4w+ v = o, tu+ to+ uw =B, tuw = 7
jo ift
Wigmatae=wiy — v} = y i oyt By oy
und die Gleichung y° ey’ 4+ By — y = 0 fiiv bie Unbefannte y
bat bie Wuvgeln ¢, v , » (§ 4, 2). Wenn mm
L= Yt YU o g

jo finbet man

x? = o + 21.”1'- = 2} v - ‘21.-71”‘
1a? — )2 = B -+ 20y

g
at — 2z’ — Bxyy + a? — 48 = 0.

) Bolyai Tentamen in elem. math. ete. Maros Vasarhely 1832 t. 1
p. 413.

**) Diefe Crfinbung ift von Ludovico Fervarvi gemadt, von Earbano 1545
(Ars magna c. 39) und Bombelli 1579 mitgetheilt worben. Bergl. Kliigel
math. . I p. 38. Den bier cingejdlagenen Weg ber Rebuction bat Euler 1738
(Comm. Petrop. 6 p. 223) angegeben. Die jur Aufldjung bder bigquadratijchen
Gleidung erforderlide cubijde Gleidung beift bie Rejolvente bei Euler, Réduite
bei Glatvaut . A Man fann aud) aud der wolljtindigen biguabratijhen Glei-
chung mit 5 Gliedbern eine wverfiivyte cubijde Iefoloente mit 3 Gliedern ableitern,
welde fih obne Weiteres aufitfen (At Veral. Mrvonbold Grelle §. 52 p:. 95.
iedler Clem. b. Geom. u. Algebra p. 163. Vei diefer Rebuction ift die Deters
mination yweniger einfad).
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Diefe 2beutige biquabratifche Gleichung fitr » Hat dbemmady bie Sbeutige
“hn el Ve + vVu + Vo, mc nn £, u, v bie Wurzeln der Rejolbente
0. i. per cubifchen &I udnmq y? ay? -+ By y = 0 bebeuten.
Die aufzuldfenve biguabratijche S\Im{mnq ftimumt mit der auflds-
baven fibevein unter ben Bebingungen
da = — 20, 8b = — 8y, 4c = a* — 4f.
Hievaus folgt

A e e a2 — e, 7= b*
und bie PRefolvente der gegebernen mludmuq

gl 2oy = i(a? — cy == iltea=tD
Aud ven Wurgeln ¢, w, v der Refolvente findet man ald Wurzeln ver
gegebenen Gleichung die 4 Werthe ver Fovmel Vi + Yu -+ Vo,
weldhe der Vedingung Viyuyv = Vy = — b geniigen.

7, Die angegebene Nefolvente hat minbejtend eine pofitive reale

Wurgel », weil die cubifdye Function y* + 2ay® 4+ (¢* — )y b

bet Binveichend grofien pofitiven Werthen von y pofitiv, bei verjdywin-
benbem y negativ ift (4). Wenn die beiven anvern Wurzeln £, u dev
Rejolvente veal jind, jo Gaben jie einerfei Aeichen, weil bad Probuct
tuv = b2 pofitiv ijt.

Wenn nmun ¢, w beide pofitiv jind, jo hat die aufjuldjenve biqua-
bratijhe Gleichung 4 veale Wurzeln. Wenn ¢, = beide negativ {ind,
fo hat bie Gleichung 2 Paave von compleren Wurzeln. Denn unter
per LVovausfeBung ¢ = g%, uw = — k¥ hat V¢t |+ Vu bie
Werthe

?’/ i~ th, - g — th, ig ih, ig + ik,
wifhrend /¢y w in ven beiven evjten Féllen negativ, in ven beiven (e
fen Fallen pojitiv ift.

Wenn aber £, » conjugivt complex find, jo hat die biquadbratifdye
Gleihung ein Paar complere und 2 veale Wurzeln. Denn unfer der
Borausdfesuig

t = 2p - Dig. 'y = p — Yy, TE=piLl g5
finbet man (Allg. Arithm. & 16, 7

= ‘,J 4,]) 1 )l e 1’ = 1; o ," 7 P,
und bie yufammengehirigen Werthe

Vit Vul 2¥ 7 +p| — 2Yr+-p | 2 r—p| =2 —p
Viyu r 27 2r 2r

Die Wurzelnw einexr nll’qmuimrr Gleicyung, peren Grad ben 4dfen itberfteigt, 1i<n
neit ivrationale ..\umtu\m.t Der L_mmuu:uu nidt feinm, wie A h\l IH*) (Crelle S
1 p. 65) bm«m\u bat. Bergl. Wanpel in Serrvet Alg. sup. 22. Sdeibner
Berichte b, Leipz. Gef. b. . 1863 p. 63. Daf dbie allgeneine Gleidhung Sten Gra
bed mit Hiilfe trangjcenbenter Functionen aufgeldjt werben famm, bat Hermite ge-
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setgt (Compt. rend. 1858% p. 508). Bergl. ,Kroneder Monatsbericht ber Berliner
deab. 1561 Jum 27, Briosdi Istituto Lombardo 1858 Novp. 25.

8. Wenn unter den Goefficienter ver Gleichung 2nten Graves

ape? 4+ aqat 4 -+ o« + a5, =0

-1
pie erften # 4 1 willfiivlich, die folgenden aber fo gegeben {ind, daf

a e J— =l 4
ni1 Cyie48E 0 an s = LA Ly RO R

— k
= u”_LE y e

n+k
ijit, fo geboven bie LWurzeln ver Gleichung paarviweife jufammen. Das
Product von je wei jujammengehivigen Wurzeln ift & und die Summe
vevfelben ift eine Wurgel eimer bejtimmten Refolvente nten Sraves.

Wenn indbefonvere & 1 ift, jo beifit bie gegebene Gleichung veci-
prof*).
Jdnbem man namlic) dburch a» dividirt, finbet man bdie Gleichung
& y £
Ay LN l{\" + T ) '} : -'%" g \ at _4._ .I'":; = 0,

weldpe bei ver Vertaufchung von = mit = unverdndert bleibt, Wenn
€T

alfo o eine Wurzel diefer Gleichung ift, jo ijt aud) — eine Wurzel der-
o

jelben.
@ept man 2 + 'l‘ = u, folgldy (Aly. Arithm. §. 9, 5)
S :
ot - — =t — 2¢
X~
Y &3 :
rd - 5 == 13 = B
I
el
4 | . i 2 D2
X e nr — lng+ P2
u. {. w., jo exhilt man bie Refolvente nten Grabesd fiix
a, et o as g (Ut — 28 o e (e Jue) + . . = 0.

Durd) Aujldjung ver quadratifhen Gleichung fir =

2 — ux 4 & = 0

*) Nadh Guler Comm. Petrop. 1738 t. 6 p. 223. Die Bilbung ber Reiol-
pente fillt mit der von Jac. VBernoulli (Mém. de Paris 1702. Opp. II n® 97)
gegeberen Eutwidelung von eosks nad) Potenzen von cosz ujammicn, und war aud
von Poiwre (Mise. anal. IIT, 4) gezergt worben. Den hievzu ervjorderlichen Aus
brud von =k - y* dburd) » 4+ y und =y bat Lagrange (Mém. de Berlin 1768.
Nouvelle méthode ete. §. 1) al8 bejondbern Fall emes allgemeinern Ausdbruds dav-
ageftellt.
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findet man su jever Wurzel der Refolvente ein Paar Wurgeln der ge-
gebenen Gleidhung.

9. Wenn unter ben Coefficienten ber Gleichung (2n + 1)ten
®rades

LA ol DR T ol R
bie exften n -~ 1 willtiivlich, die folgenden aber jo gegeben find, daf

[
n-r

ijt, fo bat eine TWurgel ver Gleichung ben Werth g, und bie iibri-
gen LWurzeln find jo gepaart, dafp basd Probuct jeves Paaved &* evgiebt.
Denn das Polpnomium

T £ . 3 et 2k +1
== Ot Hnee By S s Gt Gaiag T Ay k€ (e 5 3

([(!{.“2|t.| - ;2!1'1) L a, a2l Jl .-,‘.ZHAI}i _lL_ a0 2(p2n-3 *_ £2n-3) ﬂ’, el

-

tit ourd) = 4 e theilbar (Allg. Avithm. § 12, 5). Dexr Quotient it

a“I-,.&n ayE zin-1 | ﬂ"E: L R S - | g2n-24 + ,’,HFL‘n
a, e + - 4 a
T G
Getst man nun fowohl ven Divifer z + £, ald auc) ven Lluotienten

ver Null gleich, fo exhilt man ald Wurzeln der gegebenen Gleichung
— & und bie Wurgeln einer befondern Gleichung 2nten Grades, deven
Goefficienten dent vorher (R) geftellten Bedbingungen geniigen.

8§ 8. Trandfcendente Gleihungen und Aufldjung
numerifcher leichungen

($eid §8. 106. 100.)

1. Die cinfachjte Clafje von trangjcenventen Gleichungen bilben
vie Erponentialgleichungen, in demen nubefanuie Grponenten von
befannten oder unbefannten Dignanden vovfommen, die logavithmi-
fchen Gleichungen, in denen Logarithmen von unbefannten Juntern vor-
fommen, uud die gontometvifden Gleichungen, in venen goniome-
trifche Functionen von unbefannten Winfeln (Kreidbogen) vorfommen.

LWenn pie Erponentialgleichung binomijch ift und nuv betannte Di-
gnandven enthdlt, fo faun fie auf eine algebraijche Gileichung veducivt
werden, Denn aud ver Gleichung

aP b9 =— ¢r gt
folgt (Allg. Arithm. §. 19) vie Gleichung

ploga + qlogh = rloge - slogd,
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weldhe algebraifch ift, wenn @, b, ¢, d befannt find und p, ¢, », s al-
gebraijche Functionen von einer ober mehr Unbefannten bedeuten. Da-
bet ijt jever Logarvithmus unendlichpeutig (Alg. Arithm. . 31).

Umgetehrt ijt die Oleichung plogt + glogu — rlogw gleichbe-
peutend mit der Gleichung ¢ u? = »°, welde algebraifch ift, wenn p,
g, = befannt und ¢, », v algebraifdhe Functionen von einer over mehr
Unbefannten finb. .

Die Erponentialgleichung @ - bpfx + ¢pr= 4 - - = 0 wird durd)
bie Subjtitution p* =y auf die Gleihung a + byf 4 cyr 4 - - =
rvepucirt.

Die Gleichung ~astbloex — ¢ pber (a + blogx)logxr = loge

wird duvd) bie Subftitution log x
= log ¢ vebucirt*)

= y auf bie Gleibung ay — by?
! ung ay Y

1

2. Goniometrijche Sleichungen jind algebraifdh vebuctibel, wenn fie
nach gebdriger Entwidelung nuv eine Function eined unbefanuten Win-
fel8 und Potengen berfelben mit gegebenen Exponenten enthalten. 3. B.
Die Oleidhung asina - beosz = ¢ fann vebucivt wevben, indem man
sing = y, cosa = Y1 — y?fett. Cinfacher fommt man um Siele,
Wwenn man

G ==irieosq, b = FTeho
jelst, fo baf ¢ und » aud ven Gleichungen
! LI
i (4 4
cotip — " —
; B! : coso
gefunven werven. Daburch erhdlt man ftatt der gegebenen Gleichung

ginx cose -+ rsine cosx c

C

sim(x + «) = —,

mweraud jid) 3wei jupplementive Wevthe von = 4 o ergeben.
Die Gleichung sinz = a sin(e — x) wird reducivt, nbem man
z = e + B
& — mi— Yo —f)
febt, unb bie Gleihung sin He -} f) — asinl(« ) entiictelt

Man exhilt

tang3f = | tang fo

) $eid §§. 61. 65 69 73
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und finbet bavaus 2 um 180" verichiebene LWerthe von 15, uud durd
AUvbition derfelben ju fo die Wurzeln der gegebenen Gleichung.
Um pa8 @jjtem™)
asinfe — y) = @

xsin(f — )=

I
o

fiiv 2 unb y aufulijen, bilde man

si.uv’a——y) b sin(f—y) 2sin}{a-}-f —2y) cosd(a—f) =
sinfe—y) — sin(f—y) = 2cosl(e+p—2y) sinl(e«—p) =
und baraud burdy Divifion

t;mg._i(rc e {3 — 2_1]4 :( w1 il;l.llg.f; o — 1‘31;

jur Bervedhnung von y, aud defjen Werth « fidh ergiebt.

3. Trandjcenvente Gleichungen, weldpe jich auf algebraijche nicht

vebuciven laffen, find 3. B. o - bx = ¢, = bz L ¢, x* =g,
ax - blogx <+ celogz' ==10, 'cosz = z; 'cotz ==, tangz =— =,
x — asinz = b, u. . f. In den angefithrten goniometrifchen Glei

chungen bebeutet = das Verhaltnifp eines Centriwinfeld zu dem mten
Theile von 180° ober was bdajjelbe ift, bag Verhiltnifi des eingefchrie
benen §reigbogensd zum JRadius, oder ven Kreisbogen felbjt, wenn ber
Jabiug cine Langeneinheit ift. Hat der Bogen = Radien und der Cen-
triwintel y Grad, fo ijt

YT
) fromens Y lo

80" logx = logy -+ 8,2419 10.

Und wenn der Centviwinfel y Minuten hat, jo ijt
ym
180 . 60"

logxz = logy — 6,4637 — 10.

A. Die realen BWurzeln von Gleichungen beliebiger Art tonnen mit
jeber erforberlichen ®enaunigleit begrenzt werben, wenn bie Gleichungen
numerifd) (numerales) find . h. wenn in ihuen unbeftimmte Babhlen
uicht vorfommen. Wm ju evfenmen, fiiv welde vealen Werthe von «
bie gegebene Function f(x) verfchwinvet, bevedhe man die Anfinge ei-
ner Tabelle, welche neben vealen Werthen won x die jugehivigen Wevthe
bont F(x) enthilt, Wenn nun in dex Tabelle auf ben Werth f(a) ein

*) ®auf theoria motus 78.
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Werth £(6) von entgegengefetstem Seichen folgt, und f(x) fitv die Wers
the von x ywijchen « und & ftetig ift, jo bat vie Gleichung f(z) = 0
minbejtens eine jwifden « und b liegende Wurgel (8. 2, 4). Um biefe
LWurgel enger ju begrengen, vervolljtdndige man die Tabelle durch Be-
rechuung von f(x) fiic Werthe von  jwifden a und &, Diefe Arbeit
wird wefentlich evleichtert und anf dad Nithigite befdviuft durd) Un-
wenbung der regula falsorum, wie 3. B. Culer Introd, I cap. 22 ge-
jeigt hat. Die gejuchte Differeny der Vaviablen ift ndmlich um fo ge-
nauer proportional bey N‘fm'm't[ic()cu Diffeveny ber Function, je fleiner
bie leistere Differeny ift (§. 2, 4).

Beifpiel 1. Um die Gleihung 10* = 2 anfyuldfen, nimmt
mau die Logarithmen beiver Seitenn und exhilt == 10logx, 10logz—=
= 0. DBeyeichnet man die Function 10logxz — = duvdy y, und bevedy-
net bie Werthe ven y fiiv @ = 0, 1, 2, welche in ber nebenjtehendven
2 y  Tabelle enthalten {ind, fo erfennt man, baf y verjchwin-
0 — oo et fitr einen Werth von = wijdhen 1 und 2, daf juy
5 i :[ l enberung von y um 2,01 eine Aenderung von x um

'

gefort.  MNach der NRegel gehirt danm gur Aenberung
von y um 1 eine enberung von @ um ungefihy
Jeity

— A
2,01 A

De mnad) berechnet man neue Werthe von y, aud bdenen man erfennt,

@ Y baf y verfchwindet fitv einen Werth von x ivijchen
1,4 0,061 1,4 unb 1,3; bafy jur enberung von y um 0,221
L3 | — 0,160 eine Yendevung von z um 0,1 gehort. Alfo gehort

sur Aenderung von y um 0,061 eine Uenderung von = um

0,1 . 0,061

0,221 T
weldhe auf « = 1,4 — 0,028 = 1,372 hingeigt. Nun berechnet man
neue Werthe von y, welde ju erfennen geben, daf y verjchwindet fiir
@ Y einen Werth von = zwifden 1,372 unbd 1,371, daf
1,372 | 0,0015 3ur Aenderung von y um 0,0021 eine Aenderung
1,371 | —0,0006 won 2 um 0,001 gehort. Demmach gehort zur

Nenberung von y wm 0,0006 eine Aenberung von « um
0,001 . 0,0006

0,0021
mwelhe « = 1,3713 al8 bie gefuchte Wurzel angeigt. Au groferer An-
niberung auf vemfjelben Wege fithren ausfiifrlichere Tabellen der Yo-

= 0,0003
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garithmen, Die Gefhwindigeit ver Unndherung wird in ver Nibe
grifer.

Beifpiel 2. Die Gleichung 5> + 6% = T=2 hat eine 2 Suvgel
gwifchen O und — 1, denn 5 + 6% — 7«2 hat filv = = 0 den Werth
2, filr @ = — 1 ben Werth — 613. Sesst man

log(b* 4 6%) — logw? — log7 = y,
fo exhilt man folgenbed Spitem:
‘Tamit y verjhwindet, ift die BVaviable vonu

x Y 0,1 . 434
—03 : 02803 — 0,4 nach — 0,3 um '.,’_)%. = 0,013
o o AP S iit = o 0,4 1ad
— 0,387 2 0,0050 U aneern.  fer C,, ]- . von A nach
— (,3853 | — 0,0002 nar 0,013 .50 Bl
,0853 | b — 0,387 um 394 = 00,0017 3u au-
pern, wodurcdh man eine Wurgel der gegebenen Gleichung wifdhen
’ Yy i) 7 4] /
0,3853 undb — 0,3852 finbet.
Beifpiel 3. Um bdie Gleihung cose = z aufsuldfen, jete man
loge — logcosx z. Unter Ruziehung des Winfel8 y (3) findet

man folgended Shitem:
Y 2

459 | 0,0456
40° —0,0403
42° 20" | — 0,0003
40 21° 0,0000
5% . 403

Der Winfel ift von 45° nady 40° um °

b

559 0,33 3u dnbern,

bamit 2z verfhwindet, u. §. w. Aus dem lesten Werth von y wird ber
gefuchte Werth ton a bevechnet.

Beifpiel 4. Wenn eine Verforgungsanjtalt p Procent jabrlich
3u capitalificenbe Binfen bevechnet, und 100 Gulden gegen eine 35jdb-

rige JRente von 6 Guldben zablt, fo ijt }: =0 1, 0pe0) = ) (BN,
Avithm. §. 22, 6). Sest man logb + log (1 — 1,0p-%5) — logp =y,

jo ergiebt fich eine veale Wuvgel der Gleichung aus folgenvem
Shijtem:

e Damit y verfchmindet, hat man p von 5 nach 4
4 0,0492 76 e e 3
5 — 10,0076 um 568 0,13 3u anbern; ferner vou 4,86 nad
487 | — 0,0005 0.01
4,86 | 0,0001 4,87 um ’|", = (,002. Die gCilld}tL’ 1];'-'.“113.'365. f}ﬂt

bemnach ben Werth 4,362,
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Hierher gehdrt auch Gauf’ Aufldfung der trinomijchen Sleichun-
gen (Beitrdge zur Theovie ber algebr. Gleich. 1849. Abhandl. der
Oitt. Gef. p. Wiff. IV).

6. Bei algebraifchen Gleichungen laft fich ftatt der vovigen allge-
meinen Piethobe eine betrichtlich einfachere ammwenden, welde Newton
(Brief an Olbenburg 1676 Jun. 13, augfithrlidher im Anjang der me-
thodus fluxionum) gelehrt bat.

Beifpiel 1. Um bdie Gleidhung «? = 2= 4 5 aufguldfen, {efe

man — 5 — 2x -+ x% = y, und bemerfe, daf y aud dem Negati-
ven ing Pojitive geht, wenn = von 2 auf 3 fteigt. Demnad) febe man
x = 2 + p, wobet p in die Behutel fich evheben fann, und finbet
— 4 — 2p
+ 8 -+ 12p + 6p? -+ p*

.—-_-‘-7-7] %-d_ll,ur—: li‘ui ﬂ—- 1”,:

Da 6p2 -+ p3 auf dte Behntel Feinen betvichtlichen Einfluf Haben, fo

verjchwinvet y beinafe, wenn — 1 -+ 10p = 0, p = 0,1 .. . Dem-
nach jete man fexner p = 0,1 + ¢ unb finbet
Yy = — |
+ 1 — 10g
-+ 0,06 + 129 -+ 6¢°
+ 0,001 4+ 0,039 4+ 0,3¢*> + ¢*

0,061 + 11,239 + 6,392 + ¢°

Aus den iberiviegenden Anfangsglicbern erfennt man, daf ¢ in Ddie
Taujendtel fich echebt. Daber verfchvindet y nalhe, wenn

0,061 4 11,23¢ = 0, ¢ = — 0,0055...
Man jest alfo ferner ¢ = — 0,0055 -4 = und findet
Yy = 0,061
- 0,061765 —+ 11,23r
-+ 0,000 1906 0,069 =
— 0,0000002
= 0,0005746 ﬁ 11,161r #

Aus den Anfangdglievern evfenut man, daf » in die DHunderttaujendtel
fich exhebt, daf alfo nur die aufgefithrten Glieder von y innexhalb oer
angenommenen Rechmumgdgrenzen in Betvacht fommen, bdaf enblich y
perjchminbet, wenn

— 0,0005746 + 11,1617 = 0, = = 0,000 05148.
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Hiermit hat man folgendes Shitem von Werthen:

i U
;2 ; | 3 .I” — ll)
241 0,061 (g'=0)
2,0945 — 0,0005746 (»r = 0)
2,09455148 0,000 0000
Beifpiel 2. y = — 10 — 62 | =5 geht aus dem Negativen

ind Pofitive, wennt « von 1 auf 2 fjteigt. Die Subftitution @ =2 — p
giebt

y = — 10
R _I— bp
+ 32 — B0p + S0p? — 40p? + 10p* — pd
== = Tl/) + "5“1!1"' o -‘”‘,u"" ~1- |C|})| e ‘u:'
Der Werth von p, bei weldhem y verjchwinbet, wird genauer ald 44
aug ver Oleidhung 10 — 74p + 80p? = 0 gefunben, beven fleinjte
BWurgel 0,16.. ift. Die Subftitution p = 0,16 - ¢ giebt
y = 10
— 11,84 — T4q
+ 2,048 -+ 25,6¢ + 80g2
— 0,163 84 — 3,072¢ — 19,2¢* =
-+ 0,006 554 + 0,1638¢ + 1,5 =
— 0,000105 —  0,0033¢ #
= 0,050609 — 51,3115¢ + 62,392 =

Die Anfangdglieder zeigen, daf ¢ nabhe in die Taujendtel fich erhebt,
baf aljo anbere al¢ bie aufgefithrten Gliedver von y innexhald bder an-
genomuenen Rechuungdgrengen nicht in Betvacht fommen. Der Werth
von g, bei weldem y verfdivindet, wird nabe genug aus ver Gleichung

0,050609 — 31,31159 = 0 gefunden, niamfid) 0,000986... Die
Subftitution ¢ = 0,000986 - » giebt
e 0,050 609
— 0,050593 — 51,31~
-+ 0,000060 4+ 0,12~

= 0,000076 — 51,197 *

Snbem man y = 0 febt, finvet man » = 0,000 0015. Die Redynung
enthiilt folgenves Shitem von Werthen:

x y
2 e
{ifle s 0,050609
1,839014 | 0,000076
1,8390125) 0,000000

Beifpiel 3. Jit y=263 — 141z + 6x3, jo giebt die neben-
Balker. L 2. Aufl. 17




?”3}‘2[‘\'&.

x| y  ftehenve ZTabelle ju evfennen, vaff die Gleichung 0 =

0] 263 263 — 141z -+ 62* pwei veale Wurzeln jwifchen 2 und

I} t_;‘; 3 bat, wenn y aud bem ‘Pojitiven tng Negative und ausd
9 ; e G G _ e

= “5  bem Negativen md Pofitive geht, wdihrend = von 2 auf 3

] 5.1 o G L A . s 4

| g3 fteigt: Die Subftitution « = 3 — p giebt

) ]

il )

4 162 — 162p + 54p? — 6p®
2 |

21p - bdp* — 6p?
Fitr welche Werthe von p diefe Fovmel verfdywinbet, erfihrt man nd-

hevungdweife, inbemt man 2 — 21p - 54p? = 0 fet. Die Wurzeln
biefer Gleichung find 2 und 1. Dlan fege baber yur Begrengung ber
Wurgeln der gegebenen Gleihung p =10,22 -+ ¢ und p = 0,17 4 ¢.
I. Duvd)y die Subjtitution p = 0,22 + ¢ erhdlt man
gy = 2,
— 4,62 — 2149
+ 926136 - 23769 -+ 54¢2
0,063888 — 0,87129 — 3,969* — 6¢°
= — 0,070 288 1,8888¢ + 50,049 — 6g3

unverfiivyt, weil bie Anfangsglicver zeigen, dpaff ¢ in die Hunbertel fid)
exhebt. Ru genauerer Begrenjung bed Werthed von ¢, weldher y ver-

{hwinven macht, febe man — 0,070288 4 1,8888¢ - 50,0462 = 0.
Die pofitive Wurzel diefer Gleihung ijt 0,0231. Duvd) die Subjti-
tution ¢ = 0,0231 -+ » Finbet man

y = — 0,070288

- 0,043631 + 1,897
-+ 0,026702 + 2,31»
— 0,000074 — 0,01~
0,000071 + 4,197 *
ausreichend, weil die Anfangdalieder zeigen, daff » in die Hunberttou-
jendtel fich exhebt. Da y verichwindet, wemn » = — 0,000017, fo
hat man folgended Shitem von Werthen:

a2 Y
Y- S A 3 T
2,7569 0,000071
2,756 917 0,000 000,

1. Die Subjtitution p = 0,17 -+ ¢ giebt

y = 2
B 91y
-+ 1,5606 -+ 1836¢ 1 5442
— 0,029478 0,52029 — 3,0692 — 6¢3

— — (,038878 — 3,16029 4 50,94¢* — 6¢°
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Da ¢ nody in bie Hundertel fich erhebt, fo bevechne man den Werth
von ¢, welcher y verfchvinben madyt, ausd ber Gleichung
— 0,038878 — 3,1602¢9 -+ 50,94¢% = 0,
beven megative Wuvzel — 0,0105 ift. Durd) die Subftitution
e 0,0105 + =
echdlt man
y = — 0,038878
-+ 0,033 182 — 3,16~
-+ 0,006616 — 1,07r =
0,000 007 =
— 0,000087 — 4,23 =
fo baf y verfdhwinbet, wenn r —— 0,000020. Demnach evgiebt fich
folgenves hftem von Werthen:
@ | y
2,53 | — 0,038878
2,840 5 [ — 0,000087

2 840520 | 0,000 000 .

Anmerfung. Uuf bic VBenubung quabratijher Hillfgleichungen hat Nemw -
ton felbft bingewiefen. Dabei exledbigen fidh bie Cinmwendungen, welde Lagrange
(Mém. de Berlin 1767 p, 311, Traité des équat. Note 5) gegen bic mitgethetlte
Methobe erboben Dat, und es bleibt nur bie Unvollfommenbeit anguerfennen, dafy die
Dietbode unentjdhieden (Gft, ob bie bevedyete Wirnzel vational ift.

8§ 9. Befondere Aufléfung unbeftimmter
Gleihungen.

($Deis 88, 77—80.)

. Gine unbeftimmte Gleichung ober ein unbeftimmtes Shijtent
voit Gleidungen Hat m Allgemeinen unendlich viele Anfldjungen (8. 5).
Wenn insbefondere die Coefficienten ver Gleichungen gange (vationale)
Bablen find, fo entjtelit bie Frage, duvch welde gamge (rationale)
Werthe ber Unbefanuten ben Gleichungen geniigt werben Finne (Dio-
phantifde Aufgabe). Die Beantwortung bdiefer Frage ift ver Ge
genftand ber unbeftimmien Analhtif (analyse indéterminde), mwelche
mit ver hoheven Writhmetit (Rablenlehre) im engften Aujammenbhange
ftebt.

2, Wenn a undb b gange Bahlen und prim ju einander find, {o
laffer fich umenblidh viele Spfteme ganzer Bahlen =, y angeben, die
per linearen Gleidung ax + by = c geniigen. MWan bilve nad)
pem Mobul & bie NRNefte der Baflen ¢, ¢ —a, ¢ — 2a, ..,

B
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¢ — (b — 1)a. Diefe b NRejte find von einander verfchieven (Alg.
Writhm. §. 13, 19) und gevinger al b, alfo muf einer verfelben 0 fein.
Hat ¢ — ax nach vem Wodul & den NRejt 0, fo ift ver Quotient eine
gange Bahl y. Wenn aber x und y der gegebenen Gleihung geniigen,
fo genitgen ihr aud) @ -+ bz und y — az, weil

alx -+ bz) + bly — @z) = ax 4 by = c.

Wenn & ver qrdfte gemeinfdhaftliche Divifor der Bafhlen a und b
iit, fo giebt es feine gangen Rablen » und y, welde der Gleidyung
ax + by — ¢ geniigen, auffer in vem Falle, vaf aud) ¢ dburd d theil-
bar ift. Wenn nun x wud y der gegebenen Gleichung geniigen, o ge-
/t a 5 Wy
g2 b y — 2, unb e8 giebt & Werthe von z,
[} (
bie nach dem Viodul & incongruent find, und ebenfoviel nachy bem Vio-
pul a incongruente Werthe von y.

nitgen ihr audy =

3. Um die Gleihung ax + by = ¢ in gangen Babhlen aufzuld-
jen, wdblt man, wenn a prim u b und a <7 b, Ddie Anordbnung
ar — ¢ — by, wovausd durdy Divijion

e B e Gy =00
a
folgt. Weil aber ¢, — ayy durd) a theilbar fein foll, jo fest man
{.'l e (f{‘if = ((‘]}’ H]” = (51 - N'll
und findet wiederum durd) Divifion
y = d — ep S e f"-x ”‘EP.
wobet ¢, — a,p durd) , theilbar fein foll, u. j. W, Die Reibe bder

Rejte @, ay, . . fallt bis auf 1 herab (Alg. Avithm. §. 13, 3), und
vabei geht die JReibe der erforverfichen Subjtitutionen ju Enbe. Durch
einen bejonbern LWerth dev leggten Unbejtimmten werden dann alle vor-
ausgehenven Unbejtimmeen audgedviidt. Die Anzabl ber Divifionen
wird mbglichft flein, wenn man die feinjten (nac) Befinben negativen)
Refte gebrancht.

Beifpiel 1.

nlea
Te = 1000 — 24y, @ = 143 — 3y — 3y - !
{
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Snsbejonvere ift p = 1, y = 2, @ = 136, alfo allgemein (2
x = 136 — 249, y = 2 + Ty,
worin q jede gange Sahl (pojitiv ober negativ) bedeutet.
Beifpiel 2. Um 243 in2 Theile ju theilem, von Ddemen der eine

burcd) 24, dev anbere durc) 65 theilbav ijt, fepe man ben exjten Theil

= 24z, ben weiten Theil = 65y, und 24z + 65y = 243.

ol AW g G S e
24
/ — 1
Ty = 3(—14+8p), y =3(p +F e
p=1-+T¢
Fitr ¢ = 0 erhilt man p = 1, y = 3, @ = 2, folglich iiberhaupt

y =3+ 249, z = 2 — 65q.

Die vorgelegte Aufgabe hat nur eine Aufldjung in pofitiven gangen
Rahlen, Mit diefer Aufgabe trifjt vie Fovdevung jufammen, den Brudy
243
24.65
unb 24 finbd.

in bie Summe von wei Briichen zu zerlegen, derven Jienner 65

Beifpiel 3. Um bie Bahlen ju fjindben, welche nac) dem Wiobul
27 ven Reft 14, nach dem Wodul 37 den Reft 25 Haben, fege man
27z + 14 = 37y + 25.

Wz = 11 4 3Ty, T L0y & 2,
: 2
10y = — 11 +2Tp, y=— 1+ 3p — "’-’% 1
q a ]
3p = — 1 + 10g p=30+ 3
g =14+ 3r

Fitr » = 0 exhilt man g = 1, p = 3, y = 7, = = 10, aljo itber-
haupt

=1

¥ =19 4 27z, o —= 10 .~ 3ir.
Die gefuchten Babhlen find

37(7 4 27r) 4 25 = 27(10 + 37r) + 14 = 284 - 999r.

A, Die zur Aufldjung ver Gleihung az — by = c gebilbete




262 ‘)l‘_l]l".‘[d.

fette von Gleichungen

ar = c + by, x = ey + p
ay —c 4+ ap y = ep+ ¢
aGp = ¢ _.{.. a0 p= Ciq_’” 7

bevubt auf ber Rette von Gleichungen,

b' = ae - aq
a = a,e |+ o
a = !I_,rf._, —+ @,

burc) welde ber Brudy « : & in einen RKettenbruch o entividelt mwird,
baf die Adbler der Glieber pofitive ober negative Einbeiten find. it

nun 3. B. ay eine Ginbeit, fo fann man » = 0 wiblen und erhalt
die befonbern Werthe ¢, ', 4, « fiivx ¢, p, y, « von ber Art, baf
AR prea e
prrTied e T TR
£t oh HHNE TEPT
L T i e AR
A

Daber ift der legte Niberungsbrud) — fitr ben Kettenbruch

% A e 2 ) EAM o -
etnt bejonberer IWerth von J Jn ber That hat man unter biefer Bor-

I
ausdfeung (Allg. Avithm. §. 30, 4)

aw — Ab - — ¢

g . fcu— bileckh = o
Uljo geniigen dev gegebenen Gleichung die Werthe *
@ = gep + bz, y — geh 4 az

Wenn o prim gu b, und wenn ¢ s Bablen gieht, weldhe Fleiner als & unbd

) Die :‘lufli‘iung ber Gleidung az +by — ¢ in gatzen %nl\lm bie elemen-
mn‘u unter den Diophantifhen Aufgaben, ift in ben iibrig m.l\lrcﬁuun Sdyriften
Diophants nicht angutreffen I'L\mcm im Dccibent juerft von Badyet (problémes
1Icnvm~ 1624) gegeben worden. Mit Badet’§ Aufldjung fallt in der Hauptiace
Guler's Anfldjung sujammen w(:mml Petrop. 7 p. 46), welde oben (3) mitge-
theilt ift und bie Vorzitge der Einfachheit unt Riivze tn fidh vereint. Die Darftellung
ber Anfldjung burd) RKettenbriie (4) bat Lagrange (Mém. de Berlin 1767 p.
175) gelebrt. Bergl. die frany. Uusgabe von Luiu'ﬁ ‘)IlgLL\m, Lyon 1795, unbd
®& auf Disq. arithm. 27 ff. Die "imvrnt‘mm be8 Fermat jden Sahed ift von
Binet exbadt (J. de éeole polyt. Cah, 20 p. 289).
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prim 3u b find, jo ift «® — 1 burdy & theitbar (Ullg. Arithm. §. 13, 21). Nun it
ibentijch

aas-l — b”' AR 1 Y
b
a — 1
acas! — be—— ==
b
folglidy az — by = e, wenn liberhaupt
a — 1
r=ca*t bz, y =c - az.
¥ ,,J
8. Das Sphjtem von Gleichungen
au —— {1 + [f
U = ("Jl = C4y
Qo == b_: -+ ¢z

ift in gangen Bablen nur dbann aufldébar, wenn a und ¢, a; UND &,
a, und cy, . . prim gu einander find. Wenn die Bahl « dem gegebe-
nen Syftem geniigt, und twenn 4 ben [leinjten gemeinfchaftlichen Divi-
puug der Bahlen ¢, ¢, ¢;, . - bebeutet, und » eine willtiivliche Rahl,
fo genitgt auch u - dv demfelben Shitem. Denn nad) ber Boraus-
fetsung ift aw — b durd) ¢ theilbar, aju —b; durd) ¢ theitbar, u. {. w.

Aifo ift audy au -+ adv —b durd) ¢ theilbar, a,u; + a;dv — & burd
¢, theilbar, 1. {. .
Aus dex exften Gleichung findbet man v = o -+ cp. Durch diefe

Subftitution exhilt man die zweite Gleichung
cayp = b, — gy + ¢y
folgfich
S 4
p =8+ 49; W — ¢y < =g
d, 0,
wenn 9, der grdfite gemeinjdajtliche Divijor von ¢ und ¢ it. Durd)
biefe Subijtitution erhilt man bie britte Gleichuug

(?1

["dl“:q = b, — wa, - Cy2
folglich
b g ¢y Cs
q = ﬁ_] + h;}” U = Oy — (1(‘1 0‘;:’"

we e ] ‘e [+ " c
enn d, der grigte gemeinjdaftlihe Divijor von "OW uno e, ijt. . {.10.
1
Beifpiel 1. Die Babhl » foll fo bejtimmt mwerben, baR 121u
nad)y pem Modul 504 ven Rejt 41, J» nach vem Wodul 35 den Rejt
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— 1, 27u nad) vem Modul 16 den Nejt 11 giebt. Nun ift 504 —
§.9.7, 35 = 7.5; alfo foll 121u — 41 durdh) 8, 9, 7, ferner
9u - 1 durdy 7, 5, endlich 27u — 11 durch 16 theilbar fein. Diefe
gorbevungen reduciven fich auf folgenve :

“ — 1 foll burd) 8, « + 1 durd) 9, 2u + 1 duvch 7 theilbar fein;
2u 4 1 foll durd) 7, » — 1 durch 5 theilbar fein;

v — 1 foll duvch 16 theilbar fein.

Da nun » ver Aufgabe geniigt, wenn » — 1 burdy 80, » 4+ 1 burd

9, 2u + 1 burch 7 theilbar ift, fo fete man
o= 1 + S0z
u=—1-+ 9y
2 = — 1 + Ta,

Die erfte diefer Gleichungen braudyt nicht erjt aufgeldjt 3u werben, und
man bat fogleich

x — 2
Oy — 2 -|-— 80z, y = 9z — 9
¢ =2+ 9, u= 161 4+ 720p.
Diefe Subftitution giebt
i
Ts =323 + 1440p, s= .21
- 9 vl
2 =1+ Ty et e e
g = —1+4 2~
Weun » — 0, fpttg=—1, p=—3, u= — 19995 alfo
itberhaupt
v = — 1999 + 5040p.

Beifpiel 2. Damit die Bahl v nady dem Modul 9 dent Reft 5
over — 4, nady vem Wodul 10 ben Reft 9 oder — 1 gebe, und dpurd
11 theilbar fei, jege man

= —4 4+ O9x
= — 1 4+ 10y
U= Iz

Demnady ift

)
)

9z = 3 + 10y, 2=y + ¥

9
¥y=—3 34 9p.
Wennip — 10 Ho ity == 8 g e 315 alfo iiberhaupt

U — — :)]_ 4 .Q“].‘_
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Diefe Subjtitution giebt

412 == 31 SL00p, 2 =i zliﬁ :
P el i,
Wenn 9 = 0, fo ift p = — 1, u = — 121, alfo iiberhaupt
u = — 121 4 990q.

6. Um ein Shitem von m lineaven Gleichungen mit m 4 1 Un-
befannten in gangen Bablen aufiuldjen, hat man nady Glimination von
m — 1 Unbefannten etne Gleichung mit 2 Unbefaunten abyuleiten.
Die purd) Aufldjung diefer Gleichung gefundenen Werthe ber beiven
Unbefannten mwerben in eine bder abgeleiteten Gleichungen fubftituivt,
welcdhe aufier jenen beivent Unbefannten eine anveve Unbefannte enthilt.
Die purd) Auflojung diefer Gleichung gefundenen Werthe der drei Un-
befannten werben wiedernm fubjtituivt. 1. §. w.

Beifpiel 1. Aud ben Gleihungen

3¢ -+ oy Tr= 560
9z + 25y -+ 49z = 2920
evgiebt fich dbuvch Climination von 2

By = 500 — 6z, y = 100 — z — —

J

r =

o9, y = 100 — 6p.
Durch bdiefe Subjtitution erhalt man aus bver erfien gegeberten Glei-
chung

Z B
7z = 15(4 + p), z= 1_31-;; :
p=— 4 4+ Tq
folglich genitgen bem gegebenen Syftem
z=— 20 | 35q, ¥ =124 — 42q, z= 159

mit pofitiven Lerthen, wenn ¢ = 1, 2.

Beifpiel 2. Aud den Gleichungen
u + 13z 4+ Sy — 2z = 2559
- bu + 8z + Ty + 3z = 1595
— Tu + 11z — 3y + 5z = 2157
findbet man bie abgeleiteten ®leichungen

9Tz + 53y + 2z = 19175

1352 + 23y -+ 6z = 26541
39z + 34y = = 7746

1}
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Die legte Gleichung giebt durdy die Subititution 2 = 2p, y = 39

13p — 1201 — 17,  p =99 — ¢ — 4° i3 ]

q = 1 —I— 187

DBei r — 0 ift g = 1, p = 98, alfo itberhaupt

x=— 196 — 34r, y =3 + 39r.

Durch diefe Subftitution exhilt man ausd ber erften abgeleiteten ©lei-
chung
LAl e 13§ T il
folglich

x = 196 — 68s, y = 3 + 78, 2z =2 -} 1231s.

Durcdh diefe Subjtitution giebt die erfte gegebene Gleichung

fu — 29565 = 0, u = 739s.

0,532

(4

Das gegebene Shftem hat pofitive Aufldfungen bei s

7. Gine lineare ®leichung mit m Unbefannten ift in gangen Salh:-
fen auflésbar, wenn bie Coefficienten der Unbefannten prim zu ¢inan-
ber find. Die Aufldfung ftellt die Werthe ver Unbefannten mit Hiilfe
pon m — 1 Unbeftimmten bar.

Betfpiel 1. 5z 4 Ty + 8z = 50.
2y + 3

5}

It

e =50 — Ty — 8, z =10 —y — 2z —

" " s z — p
3z + bp, y=—1z 4+ 2p — -C)}

2y =

z=p+2, y=p—3¢4 z=10—3p+ g
Die gegebene Gleichung hat pofitive Aujldjungen, wenn

g|—1—1 0 0 0 0 1
p | 2 A S TR W )
PBeijpiel 2. 15z -+ 6y + 20z — 171.
- [ VORI |
6y = 171 — 15z — 20z, y =28 — 2z gy7a o8 t?«_ﬂ
i
¢ ‘ 0 » o L = '
2z = 3 — 3z + 6Op, 2= 3p —————|
\ 2
=1+ 29, z=3p — 3q, y = 26 + 5g — 10p.

Die gegebene Gleichung hat pojitive Aufldjungen, wenn
g S0 R R el A2E 2 3EER. 4 B
pillc0 i 2 120 3 WRirat 34 4 b
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8. Um bie in BVeyug auf y lineave Sleichung
ylax -+ &) = cx* | dx e

in gangen Babhlen aufjuldjen, entwidelt man

- alex? +4r.'~'(i.z' “+-ale | ale-t+bic—abd
GY=——— - -=—acx—+ ad—be - <
ar + b ar +b
TD Dﬂﬁ
(ay — acx — ad —+ be)(ax + b) = a’e -} b — abd,

Sft nun ae + 6% — abd durdy Bahlen ver Form ax + b theilbar,

fo ift fie audh) ouvd) Rablen der Form a’y — acx ad - be theils
bar. Man Hat demnach unter den Divijoven von a?e + b*c — abd
biejenigen ausjujuchen, welde dbie Form ax + b haben, over umter ben
Rahlen ber Fovm ax |- b Ddiejenigen, welde in a’e -+ b abd
aufgebhn.

Beijpiel 1.

— x? 4 2 | 2

9 L g e
Th— 3 . Man findet nacd) ber Divifion

™
(y + = -+ 1)z — 3) = 26,

folalic)
atie—1 8y itk - 2 13 16" —id iR o ldi—26
g4z 4 260018 2 UMY | SRR . ) AT |
iy % 16 29 2 1 —10 —23
ol i 6 15 w9929 15 7 21

DBeijpiel 2.
2r + 18

- Ui o giebt (3y — 2)(5z — 3) = 96, folglich
QL — 9D
B Sulll fols e g0 a0 Sl g iR U s R
5y — 21 48 8 glintiiigy Gl 4909
| 1 3 7 el (g
y I 10 2 1 — 6 — 2 0

y = 'jjf?f- - il gieht (dy — 6z -+ 3)2z + 1) = 7, folglich
,Yor M R TRy SRR s R
4y 6z - 317 1 e B |
Eill O 5 — 1 —_— 4
y I 1 Goiv)— T
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9. Um die Gleidung*) 22 + y* = 2* in gangen Rablen auf-
juldfen, feze man
2 + u?= (t 4+ v)?%
woburdy man

finbet. Demnad) {ind bei rvationalen » unbd »

u? — v? u? 4 v?
Lo T iy =
Qv f s v

rationale Werthe von z, y, z, welche der gegebenen Gleichung geniigen.
Diefe Werthe geniigen ber gegebenen Gleichung auch dann, wenn man
jie mit 2o multiplicivt hat; aljo find bei ganzen » und »
u? — p? 2uv, u? - v?

gange Bablerr, welche ber gegebenen ®leichung geniigen.

Haben » und v dben gemeinjchaftlichen Divifor m, fo haben u?—o?2,
2uv, u 4+ »? pen gemeinjdajtlichen Divijor m2

Sind » und v ungerabe, {o finbd «? und v? ungerabe, u? 4 »2
gerade unb »? — »2 burch 8 theilbar, folglich die Werthe von =, y, 2
purch 2 theilbar.

Um aljo Werthe von z, y, z ju erhalten, welde einen gemein-
fchaftlichen Divijor nicht I)al\cu wahlt man fiive und » Werthe, weId@e
prim zu einanber und nicht beide ungerade find; 3 B.

o ] 4501 TS S R RS S e s 3 3 gl
L U e LR RS S e TRl R R T S L,
ol -85 15 8 clenli B Al T b 8er O, .
TR I Gl | s e [ TR R S LR
Pl G R S e R 250 78" 109 . .

LWie man auch » und » wdahlen mag, o ijt eine der Bahlen z, y
burd) 3, eine Derjelben duvch 4, ferner eine ver Aablen x, y, z durd 5
theilbar, mithin dag Prodbuct xyz durch 60 theilbar**),

Beweis. Nadh) vem Wodul 3 congruiven die Bahlen mit einex

*) Die Pythagoreifche Gleicdhung, deren AuflBjung Eucl X, 29. Lemma 1 an-
gegeben ift. Daf bie Gleidung =" 4y = 2" filt « => 2 in gamen Bablen nidt
aufldsbar fei, bafy aljo bie Summe von 3wei aten Potenjen cine nte Poteny nidht fein
fonne, hat Fevmat benterit (Observ. ad Dioph. Arithm, IT, 8). Gin allgemetner
Beweid diejer Vemerbung it gur Reit nidt befanut.

**) Frénicle sur les triangles rectangles en nombres 1676 prop. 26—30
(Anc. Mém. de Paris t. V). Gerg. Ann. 20 p. 212. Guelle 3. 5 p. 386.
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ber Bahlen 0, + 1, und die Quadvate mit 0, 1. Jjt nun weder «
nodh » burd) 3 thetlbar, jo ift u> — »2 dburd) 3 theilbar.

TWenn = ober v gerade ift, jo ijt 2wv dbuvd) 4 theilbar. Wenn u
unb » beide ungevade find, fo find #, y, z durch 2 theilbar, und
burch 4 theilbar.

Nach bem Modul 5 congruiven die Bablen mit einer der Sahlen
0, + 1, + 2, unb die Quavrate mit 0, 1, — 1. Jft nun weder u
nody » durdh 5 theilbar, jo ift entweder »> — v? odber u* - »* burd)
5 theilbar.

10. Die Fovmel o |+ bx - cx* fann bei vationalen Werthen

1
™\

pon x nidht unbedinat ein Quadrat werben*). Wenn aber indbejon-
pere a ober ¢ ein Quabdbrat ift, ober wenn bie Fovmel ald etn Probuct
pq, ober alé ein Binomium p? - ¢r darjtellbar ijt, wobet p, ¢, r
Functionen von « evjlen Graves beveuten, fo finvet man geeignete va-
tionale Werthe von « auf folgenvem Wege.

Wenn a = o2, fo fese man o + bz + cx? = (o + uxz)?
folglich
Qou — b | afc + u?) — bu
== 5y O U — —
G = g c — u*
Wenn ¢ = p2, fo febe man a + ba + y¥? = (v + px)’,
folglich
a— us (a - u?) — bu
L= ——, U Ay = Lk : . —
'_)};u. il 2}!11. =i
Wenn 42 — dac ein Quadrat ift, fo famn a 4 bz + ca® al8

Differeny von 2 Quadraten, mithin ald Product von 2 Functionen vox
x erften Grabed dargeftellt werden. et man nun
f + gz)m + nx) = u¥f + gx)?,
fo wird
MG ¢ s 8 R DT
N — gu?
Wenn a + be + cx? = p? + ¢r, Wovin p, ¢, r Functionen
pon « erjten Grabes bebeuten, jo jepe man
»: + ¢ = (p + @)
und bevechne = aud ver Gleichung exften Grabes
r = 2pu -+ qui

{(fn — gmu

5
n — gu*

*) Bergl. Euler Introd. I § 50 unb Algebra I, 2.
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1l. Die trangjeendente Gleihung av = y* fann nady Gulex
Introd. II. §. 519) baburd) vebucirt werten, baff man y = ux feht.
Durdy biefe Subftitution erhalt man die Gleidhung (xv)x = (ux)x, welde
in vealen Hablen at = ux, av-! — u giebt. Folglich geniigen

1 1

oot ety | ¢ Ealk u-1
X = u ’ U = uu

ber gegebenen Gleichung. Um biefelbe in rationalen ahlen aufzulbien,

fest man v — 1 = 7}:, und evhalt
/ I'A_vii
£ Tt T ,”)
3
2 (43
e

§ 10. Lebridse von den algebraifden
functionen.

1. Wenn f(x) eine ganze Function nten Graves und ¢ eine be-
liebige Rahl bebeutet, fo ift die Diffeveny Flx) — F(¢) durdh die Dif-
feveny @ — ¢ theilbay. Der Quotient ijt eine gange Function (n—1)
ten Grabeg*).

Beweis Aus dben Werthen

fle) = a @t | a o™V G e a
f&) = a4+ a 51 4+ .. 4 gt 4 g

finbet man burd)y Subtraction

flx) — F(t) on — fn po-1 . -1
J(x) B sty isr r et o :
P, - J n-1 it
Nun ift xk — & durd) @ — ¢ theilbar (Alg. Arithm. §. 12, 5),

folglich u. . w. Der Quotient
f@) — F@)

T —i

—aanl 4+ ay|a? 4 oat? | and o,
-}— anq + ({n—!f + il
+ an—l{ | + P
“t

*) Diefe Criveiterung bes Safses von der Theilbarkeit der Differeny == — & durdy
x — ¢ fommt im Unfang be8 17ten Jahrh. vor. Descartes Géom. I
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ift eine fpmmetvifche gange Function von a und ¢ (§. 2, 11), und wird
entieber nach fteigenden Potengen von ¢ georduet:
oA B O e SR Ll e
#}- l'”“‘ru—‘,! + “‘1.-1""'“_3 'l: aliehs + ((:;J’ + (’!._, '\‘f
S A SN D S el SRR S —+ ay)t?
S

ober nad) fallenden Potengen von a:
Iblbl‘r”-1 Gl b"_?‘“.n,;! + Ratd 4_ {}II + b"’
wobei

u. {. w. gefet ift.
Beifpiele. Wenn f(x) = az® - ba® 4 cx? + dx + ¢ fo
hat man

() — f(1) : : 3
LA AL gR ax3 | bx®~+ ex + d + (ax® - bx ~+ o)

r — 1
+ (ax + b)t* + atd.

Wenn flx) = 62% — 1925 + 13x% — 20a? + ASx? — 16,
jo ift f(x) — f(4) durd) « — 4 theilbar, Der Quotient wird, weil
b, =06, b — 6.4 — 19 u. {. w., nad) folgenbem Schema be-
rechnet:

6 — 19 13 — 20 48 0 =16
24 20 132 448 1984 7936
6. 5 . 33 112 496 198% 7920
Slx) — f(4) — 6a® 4+ Bzt 33x% 1122 + 4962 + 1984.

z— 4
Jnbem man « = 0 fest, findet man nodh f(4) — 1984 .4 — 16,
und bemuadh

J (&) 2 7920

= 6z® 4 bt -+ 332° 4 11222 | 4962 |- 1984 + —
&

T — 4 4

2, Wenn bie Function nten Grabed
/"‘ o (’n a + Uu-l'l‘nrl _l" . + ':"‘YI‘f ‘: a,
bet ben n Werthen oy, ey, . . , an boN x verjchivindet, wenn demnad
i %y .., o Wurzeln der Gleichung 7(z) O fiix bdie Unbefannte

o J
z find, fo ift f(z) purd) pag Prodbuct der n Diffevenzen (x — o)
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> (¢ — o) .. (2 — o) theilbar, und der Quotient ift der hichjte
Coefficient a, ber Function flz).

Beweid. Die Differeny f(x) — flo), bderen Subtrahendus
nach ver Vovausjebung verfchwinvet, ift durdh) = — o, theilbar (1).
Degeichnet man den Quotienten durch) £, (), jo hat man

flx) = (2 — ay) fi(). -
Bei 2 = «, verjdywindet f(x), aljo aud .,j-/_jl; b. i fi(z), und
man hat fi(z) = (@ — e)f(2), folglid ;
@) = (&2 — a)x — @) fp(x)
u. f. w. Wenn man enblich
f@) = (@ — o)z —0) .. (@ — a,)C
gefunben hat, jo folgt aus ber Jbentitdt
a et ' L ey = (i — e — o) i e O =)

bafp C von o, nicht verichieden ijt (§. 4, 1).

Anmerfung. Wenn die Coefficienten «,, a,,, . . veal, und
pie Gvifen £, u conjugirt complex find, fo find audhy die Werthe £(2)
und f(u) conjugict complex. LWenn nun £(#) verjhwinbdet, fo verjchmin:
vet auch f(w), und die Novrm von « — ¢ (Allg. Avithm. §. 16, 7) ift
ein Divifor 3weiten Gradbes von Fz).

S. Wenn die Function nten Graves f(x) die n Divijoven erjten
Ovaded @ — o , . . & — o, hat, fo fann fie nidht bei einem von
p % oy oo, e derjdhicbenen Werth « von z verjdhinden, alfo audh
nicht einen andern Divijor erften Grabes x — o« haben. Denn bdas
Provuct o (e — o) . . (@ — «,) verfdhwindet nur danm, wenn einer
feiner Factoven verfchwinvet. Wian fann aber wie oben (2)

J@) = ay(1 + Byx)(1 + Boz) . . (1 + B2
fesen, wobei B, B,,.., B, ven Reciprofen dev Grifen «;, «,,.., @, der
Jeihe nach entgegengefest gleich finbd.

Wenn bdie Grifen o, ey, . . , @, nidt alle von einander verjdhies

ben find, und man j. B.

oy

S@) = a, (2 — a)(x — af .. (z — )i =)
gefunven Hat, fo faun nicht auch
f(@) = a, (& — o )0x — )° . . (x — ) B )

fein, fo bag ¢ < », 6 > s wire; fonft wiirbe

,,,,, o TR i)
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bei x = o; verfdwinden, wihrend (o —e,)o .. (o —ey) . . (—a,)
nicht verfchwindet.

.m7r
i

Beifptele. Die Fuuction 2 — 1 verjchwindet bei « = e ®
nach) Allg. Avithm. § 31, 8, wenn m eine gerade Rahl ift. Diejer
Werth ift nbeutig, alfo hat die gegebene Function » vevjcdhiedbene

. nJje
v " ~ e ] -~ E Jbger v
Divifoven erjten Grades, die aud » — e ™ entfpringen, wenn man 0,
-+ 2, o 400 file o fett. Runidit
i m7r 7T
T =1 ; I
{x e "J\zg —e n | — 22 — 97cos S

n

folglich hat bie gegebene Function Divifoven 3weiten Grades, die aus

s N s " & " -
x2 — 2xcos = —+ 1 ent{pringen, wenn man 2, 4, 6, . . fiiv m fett.
Bu biefen Divijoren fommt der Divijor erjten Grabes =z — 1 fiiv

m = (0, und bei gevadem n ber Divifor erften Grades = + 1 fiir
==
2
Die Function a» - 1 verfdwindet bei = — e 4 wenn m eine
ungevave Babl ijt. Jhre Divifoven zweiten Grabdes entjpringen aus

: e TnIT Ll ¥ ; vy
z? — 24'(’05-—n =+ 1, wenn man 1, 3, 5, . . fiir m jet. Bu Ddiefen

fommt bei ungerabem n ber Divifor = + 1 fiiv m = n.
Die Function 2 — 2acose + 1 hat bie Divtjoren an — ei¢
im'—mﬁ
unb xt — e, Yum ift an — e“purd) x — e " theilbar, und
&t
@ — e e burdhp o — e " theilbar, wennm eine gerade Bahl be-
beutet. Die n verjdhicdenen Divijoven jweiten Gradbed ber gegebenen
o + i
mn

unction entipringen au$ x? — 2xcos -+ 1, wenn man 0
1 r !

2,4, .. filx m jett.

Die Formel 22 — 2z cosymw - 1 bebeutet bag Duabrat der Seite eines Dret-
ed8, in weldem Ddie beiben anbern Seiten bie Lngen 1 und = baben und den LWin-
fel cinfdhliefien, ber ju 180° bas Verhltnif y hat. Daber fonnen die quabratijhen
Divijoren der Functionen

ah — 1, axn 4 1, i — Yencose - 1
conftvuit werden, und fie {ind in ber That juert geometrifh vor ber Einfifhrung ber
Potengen mit imagindren Erponenten bargeftellt worden, die Divijoren von 2" — 1
unb von 2" - 1 dburd) €otes (Harmonia mensurarump. 114, Op. posth. 1722),

bie Diviforen von 220 — 2aVcose 4 1 bald bavauf durd) Moivve (Misc. anal,
p. 22).

Balger I 2. Aufl, 18
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A. Aus ver Jbentitdt (2)

DN . e aee NG, AyAsy Nt il I an-1
Jx) = a,(x Oy) « s (@ T P s e R L2 s

erfennt man, baf bie Ginbeit und die Summen ber Prodbucte von je
1, 2, 3, . . unter ben mit ben entgegengefesten Heichen genommenen
Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 3u einanber ver Reihe nad) fich ver:
Dhalten, wie bie Coefficienten a,, a ,, a,,, . . Der Function®).

Demweis. Dad Product (x — &) . . (@ — «,) giebt
Zir Cl.r.'“'! - U_,J""“’ -+ .. -i— Cn

wenn durch €, bie Summe der Producte von je & unter den Grifen
@, — oy, .. begeichnet wixd (Allg. Avithm. §. 27, 1). Alfo hat
man @, C, = a_ ., mithin

L et G e et s — gl s i e o T,
Beijpiel. Begeichnet man eine eigentliche nte Wurzel von 1 durd
¢, fo jind o2, %, .., o Ddie iibrigen nten Wurjeln von 1. Dabher

hat man

. — ] = (x — o)l — 02 . . (x — o")
et - o M i==0, i (—i1)Rge? i @Y = 1,
Die Summe der nten Wurgeln von 1 ift 0, ihr Prodbuct (— 1)1,
. Dt burd) bie Goefficienten a, , ap.q , . . rvational ausbriidbaven Grifen

G, G, . . find jymmetrijhe Functionen ber Grifen — e« , — @, . . (§. 2, 11).
Pean bat Bemerft, taff jede fhmmetrijhe ganze Function bderjelben Gréfen durd jeme
Eoefficienten vational ausgedriidt werben fann ; insbejondere bie Swmme ibrer 2ten,
dtenr, . . Potemgen: Givard 1629 (& liigel math. W. I p. 56), unb allgemein bdie
Summe ihrev kten Potengen: Newton (Arithm, univ. p. 192 ed. Lugd.), Guler
(Opusc. var. arg. II p. 108, Mém. de Berlin 1748 p. 234, und anbertwdrts).

8. Wenn die Function nten Grabes
»fi“l';\ ==y x4 ”u‘l“(‘n'] + g + ax + @
bei mebyr alé » Werthen von « verfdivindet, fo verfdhmwindet fie iben-
tifch b. b. bie Coefficienten find Nullen*).

Beweis, Wenn floy) , .., f(x,) verjdinden, fo hat man
bie Jbentitit (2) flx) = a (2 — &) . . (@ — e,). Wenn zugleidh
Sley,y) verjdwinbet, fo verjhwindet dad Product a, (e, — e) . .
nid — %), aljo mufi @, = Ofein. Demnach verfdhwindet die Func-
tion (n — 1)ten Orabes a,_,a*! + a, ,a™2 + . . bei mebr ald
n — 1 Werthen von =z, folglich ijt «, , = 0, u. {. w.

(e

*) Diefer Sats ift suerft vou BVieta am Enbe ber Sdrift de emendatione ae-
quationum bemerft worben.
**) Lergl. Caudyy Anal. algébr. c. IV, 1.
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Beifpiel. Nady Allg. Avithm. §. 25, 5 ift bei ganzen pofitiven
LWerthen von k, u, v

e Ea o i Bl

Run it [ —;: L’) = G) 2t [;_k i l;.(‘l‘) T (‘Z)eine Func-
tion kten ®rabed von w, mwelde bei allen gangen pofitiven « und »
verjchminbet. Folglidd verjchvinbet biefe Function iventifh b. . bei
gangen pofitiven Werthen von & und beliebigen Wevthen von w und
v. Man fann bdiefe Iventitidt audy indbuctiv durd) den Schlufp von k
auf & -+ 1 beweifen.

6. Wenn bdie gangen Functionen glx) und Alx) gange Coefficien-
ten haben, und wenn alle Eoefficienten bed Productd g(x)k(x) durd
bie Primgahl p theilbar find, o find entmweber alle Coefficienten von
g(x) ober alle Coefficienten von A(x) burd) p theilbar. G8 fei 3. B.
9(x) = b, -+ 0, @it b2t .., &=x) = ¢ + gz + et ...
Wenn nun p in b, , b, , . ., b, aufgeht, aber nidht in o, wenn
ferner p tn ¢y , ¢ , . ., c.q aufgebt, aber nicht in ¢, o geht p in
pem Coefficienten, welchen =ik in bem Product g(z) Alx) bat,

co b by O T+ bie + By + -
nidht auf. Dief ift gegen bie Lorvausdfepung, alfe jind entmweder alle
Goefficienten & ober alle Coefficienten ¢ durch p theilbar.

Wenn die gange Function f(z), deren Coefficienten gany und prim
3u einanber find, durd) die ganze Fumction gla) derjelben Art theilbar
ift, fo ift audy ber Duotient von bderfelben Art*). Hitte der Quotient
gebrochene Goefficienten, fo wiirbe ex durch Multiplication mit einer be-
ftimmten feinjten gamgen Babl ¢ ju einer gangen Function Alz) mit
ganzen Coefficienten gemacht werden. Da nun gle)h(z) = ¢f(x) it
fo gebt jeve Primgahl, dvurch weldhe ¢ theilbar ift, entweder in allen
@refficienten von g(x) auf, over in allen Coefficienten von A(x). Bei-
bed miberftreitet der BVorausfegung, alfo fann dber Quotient gebrochene
Coefficienten nicht haben,

Die Fuuction f(=) ver angegebenen Art fann durd)y bdie Function
g(z) berfelben Art nicht theilbar fein, menn der hichijte Coefficient von
S(z) purch den Hochjten Coefficienten von gla) nicht theilbar ift. Wenn
aber 7(x) durd) g(x) theilbav ift, und wenn ber hHichjte Coefficient von

*) ®auf Disquis. arithm. 42. Gijenfiein Crelle’s I. 39 p. 168. Der Be-
weid ift nad) Kroneder’s Angabe gefithrt worben.
18"
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JS(z) eine Ginbeit ift, o muf auch ver hivchjte Coefficient von g(x) eine
Ginbeit fein; aljo find die Wurzeln ver Gleichung f(x) = 0 entweber
gang ober ivvational. Bergl. Allg. Avithm. §. 18, 7. Und wenn bex
hichite Goefficient a, von f(z) nicht 1 ift, fo evhdlt man durd) bie
Subftitution @ = y : a, fiiv a,"'f(x) eine gange Function vony mit
ganzen Qoefficienten, beven hidhjter 1 ift (§. 7, 1).
7. Wenn bie Function mit ganzen Coefficienten
J@) = av + a 2l + . .+ ez + a

burch die Function erften Graved mit gangen Coefficienten = + &
theilbax ijt undb ben Quotienten an-! 4 ¢ 272 + . . + ¢z + ¢,
giebt, fo bat man identifch

A T > = | " | Aon=2 i T
Jl@) = a2t 4 e g|ant oo o |22 L 4 ¢ |2

%f h” ! + /’IJ‘-'n_'}.i + [’nU| | + Z’U'.“
folglih ay = bye,, @y = ¢y, + bye; , . . . Alfo Yamn = + b, ein
ganzzabliger Divifor von fl) nidht fetn, wenn eine der jucceffiven Divifionen

a, 2 e mt T @9 — Cyhg
l i a1, i == G g S =it ha
‘0 ‘0 i}

nicht aufgeht (Bezout’s NRegel, Llém. d'algébre).
Wenn f(x) ven ganzzabligen Divijor « + &, hat, fo findb . .,
S (0 S (=), kel 050t by a1
theilbar. Und wenn eine diefer Divifionen nicht aujgeht, fo fann flx)
ourch = + &, nidht theilbar jein.
LWenn f(x) den ganzzahligen Divijor 2ten Grades x2--bx+ b,
hat, o find .. ., A2), F(L) L), fi— 1), F(—2) i . .ver Reibe
nad) burd) bie avithmetijhe Progreffion 2ter Drbmung
A S ?-/’i ~+ by, 1 + by bgy by, 1 — by +bm 4 *Zbl + by, - -
theilbay, Daber ftelle man bdie um 4 verminbderten Diviforen von f(2),
bie um 1 verminberten Divifoven von (1), die Divijoren von £(0), die
um 1 verminverten Divijoven von f(— 1), .. je in eine Beile: ed muf
eine avithmetijhe Progrefjion 1ter Ordmiug geben, deven Glicder ben
folgenven Reilen angehoven, fonft fnnte f(x) einen ganzzahligen Divifor
2ten Grades nicht haben (e ton’8 Regel, Arithm. univ. p. 37 ed. Lugd.).
Wenn f(x, y) eine homogene gange Fuuction mit gangen Eoeffi-
cienten ijt, und wenn 3. B. a* + bz - b, in flz, 1) aufeeht, fo
gebt «? 4 biay + boy? in flz, y) auf. Wenn bie homogene gamge
gunction f(x, y, z) mit gangen Coefficienten durch die Function dexjel-
ben Art g(z, y, 2) theilbav ift, jo find g0, y, 2), glz, 0, 2), g(z, y, 0)
Divijoven vou 70, y, 2), flz, 0, 2), f(z, y, 0). Aus den Diviforen
biefer leitern Functionen fann man die miglidien Formen von glz, y, 2)
erfennen. Newton a. a. O. Claivaut Elém. dalgébre 11L
Wenn aber eine gange Function mit ganzen Coefficienten burd) eine
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Function derfelben Avt nicht theilbar ift, {o beift fie ivredbuctibel
Pergl. AUbel Crelle’s J. 4 p. 132.

8. Sn bder nady fteigenven Potenzen von z geordneten Reihe von
realen Glievern

ay + az + a,z? - ay28 4 . .

wird bei hinveichend fleinen Werthen von 2 jeved Glied grifer al8 die
Summe der folgenden Gliever. Dad Seichen ver NReibhe jtimmt dann
mit dem Seichen de§ eriten nicht verjchwinbenden Gliebes iiberein.

Beweis. Wenn zundcdhjt alle Glieder pofitiv find und wenn ¢
pie Grenze ift, welche feiner der Quotienten

“k;-i r’!\.i.‘_g a k+3
] = {/
L D1 L)
itberjteigt, fo tjt
Ay < %9

g < 49 < a.9*

ppn < Oy,a9 < @,.9°
u. {. w., folglid
apk o d e gkt il <Ud eE L o ga sk te il )
Nimmt man nun z << 1 : 2g, fo wird gz << § und

ey |
L+ ez g% 4 .. < e ol
alfo
aco Aot g il i e e o

LWenn unter den Gliedern ber Jieihe einige verjdhwinden ober negativ
jind, jo gilt ber belnicitnc ©at jchon bei minder fleinen LWerthen von z.

9. Wenn f(x) eine Function nten Graves ift, fo giebt ed n (im
Allgemeinen compleze) Wevthe ¢, , @ , . . , @, von «, bet denen die
Function verfdhwinvet, b. §. die Gleidhung nten Gravesd f(x) = 0 hat
n Wurgeln, bdie bei bejondern Werthen ver Coeffictenten nicht alle von
etnanber verfchicden jind*)

PBemweid. Die Norm von flz) fanu, jo lange fie nidt verjchwin-
pet, burd) Bervdnberung von @ verminbert werden; dbaber fann fie bid
auf bie Grenze 0 gebracht werden, jo daf f(z) verfdpvindet. Wian er-

*) Diefer Fundamentalials der algebratichen Analyfis, weldhen man frifher aus
befonderen Fillen evfannt batte, ift von DA lembert, EGuler, Lagrange zu
Bemetjen verjudt worben. ‘\Lm de Berlin 1746 p 182, 1749 P o223, A VEIA,
222, Den erften frrengen Beroeid nebjt einer umfafjenden Eritif der nnlmul\uvc[!'e
hbat @ auf gegeben. Demonstratio nova theorematis, ommem functionem ete.
Helmstadt 1799. Devjelbe hat ymwei anbere Beweife 1814 und 1815 im 3ten BVanbe
ber @dttinger Commentavien, und eine newe Beavbeitung ded uerft erwdbhnten Be-
meife$ 1849 im 4ten Banbe der Obtt. Abbandlungen mitgetheilt. Yegen pre’s Be-
mwei§ (Théorie des nombres §. 119), ber auj ber Eﬁctmiut\erul:g vont f(x) berubt,
tft in ber ier gegebemen Weife von Caudy (Anal. alg. X) und Sturm (Choquet
et Mayer Algebre §. 378) beatbeitet yordemn.
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Bilt namlich durch Cntwidelung nadh fteigenden Potenjen ver Berin-
perung p + ig (Allg. Arithm. §. 23)
fla+ @b+ p + i) = fla + ) + file + B + ik + ..
wenn man durd) fi (e + ) den erften nicht verfchwinbenden Coeffi-
cienten bejeichret. Die Novm bdiefer Compleren ift
Sfla4-ib~+p—+1i9)f(a— ib+p—ig)=f(a-tib) f(a—ib)

-+ f(a—ib) fi (a—+ib)(pt-ig)k +f(a+1ib) fy (a—ib) p—ig)k +-...
©epgt man (Alg. Avithm. §. 31, 9)

Sfla 4+ ) = re'?, fila | ) = sex, p 4 ig = tei¥,
fo finbet man fiiv bie Verdnberung ber Norm
fla +ib+p 4+ ig)f(e — & + p — ig) — fla 4 b)r(a — ib)
— pare {JCPUY) L i) o)

— 92rsthcos(— @ + 3 + ky) 4 . ..

PBei binveichend Fleinen Werthen von ¢ ftimmt vad Reiden biefer Reibe
mit dem Reichen ihres erjten Glieved (8). MWian fann aber ¢ innerhalb
gegebener Grengen fo wdhlen, daf cos(-— @ + x + ky) negativ wirb,
pafi aljo bie JNorm von f(a - ib) durd) bie Wendberung von a -+ b
um p + i9 eine BVerminderung erleidet.

Bu vemfelben Schluffe gelangt man, inbem man bie BVerdnberung
p - ig burch ot parjtellt, wobei ¢ eine beliebige pojitive ®rdfe und o
eine Wurzel einer Cinbeit bebeutet. Die Entwidelung nach {teigenden
Potengen von ot giebt

Jla 4+ b 4 ot) = fla + ) + fila + ke 4 ..
= A + iB + (C + iD)gktc + . . .
Madht man o = ¢ welched entweder 1 ober — 1 ift, fo finbet man
fla+ i+ oy — 4 4 0tk - | '+ iB 4 Dk 4 )

Die Norm bdiefer Compleren

A? + B? 4 2(AC + BDjx 4 . .

wird Dbei hinreidyend Fleinen Werthen von ¢ und nady geeigneter Wahl
von o geringer al§ pie Norm von fla -+ b
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Nachvem ein Werth ¢, von x gefunbden ift, fo daf fle,) verjdhwin-
vet, bilvet man f(x) = (@ — o) f (x) und fucht einen Werth von =,
bei mwelchem £, (=) verfchmindet, u. §. w. (2).

10, BWenn o), o, .., e, die Wurzeln der Gleidyung flx) =10
fine, fo fann dem Syjtem

flu +v) =0 flu—9v)=20
nur durd) die Werthe geniigt mwerben

U v =, U — v = o,
mithin burd) bie LWerthe

£ f— Ll Dy — I
2u =, + @ Q= « Al

Diefelben Werthe geniigen aud) dem Shftem
fu4v) + flu—v) =0, Fflu-it+v)—flu—2v =0
Setit man die Summe f(u + v) + flu — ») = 2P, unb bie durd)
P

v theilbare Diffeven; flu + v) — flu — ») — 20Q, fo geniigen bdie
angegebenen Werthe ben beiden Shjtemen (§. 6, 7)

=0t | £ =0 |

IR unb!Qj”‘

Dem erften Shitem wivd dadurd) geniigt, daf man filv » die Werthe
@ 4, .., @ febt. Dem anbern Shijtem wird daduvd) geniigt, daf
man fiiv » die halbe Summe, fiiv » die Hhalbe Diffeveny eined jeden
PBaared per Wurgeln «; , . . , o, febt.

Wenn man dabher buvd) Aujldfung ded Shitems P = 0, Q = 0
biejenigen vealen Werthe von w bevechnet, yu welchen imagindve Werthe
von » gehdven, fo finbet man alle compleren Wurzeln u + » der gege-
benen Gleidhung f(x) = 0.

1L, Wenn bei fteigendem vealen = bdie Fumclion f(a) jteigt ober
fidllt, fo hat vie Diffeveny f(x + u) — f(x) mit der Diffeveny v daj-
jelbe ober bas entgegengefefste Beichen, und ber Quotient ver Diffeven-
sen ift pofitiv ober megativ, aud) bei verfdhwindendem = LWenn daher
innerhalb gegebener Grenjen fiir «

i o i)

lim =~ A e

u
pofitio (negativ) ift, {o ift bie Function f(x) im Steigen (Fallen) be-
griffen, wahrend x innerhalb ver gegebenen Gremgen fjteigt. Gefebt,
Slz) Bleibt endblich und wecdhfelt dasd Reichen, wihrend (=) endliche
Werthe von einerlei Beichen bat, fo fdhliept man, daf die Gleichung
flx) = 0 eine und nicht mehr ald eine veale Wurgel jwijden den Gren-
jen @ unbd & hat.
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Die entfcheivende Function f'(x) Heifit dex Differentialquo-
tient (nach Leibniz, Flurion nadh Newton, Derivation nacdy La=
grange) ber gegebenen Function f(x). €8 fet 3 B, flx) = az® und
k eine gange pofitive Bahl, fo hat man (1)

(m Mes et k
f(@) = lim a - ) S = akx®1l, u = (.
u
gf-)i'zrf_f:‘_.r) = a,a" + a 2! + . | -+ az + a, findet man
ebenfo

A n-1 L (. N2 el OF
f (@) = na_ = (v — Da, a2 4+ .. + 242 + R

Der Diffeventialquotient von (=) beifit ver 2te Differentialquotient
bon flx) und wird dburdy £”(x) beeichnet, fo daf
fx) = n(n — Da,z"2 4+ (n — 1)(n — 2)a, =3 4 . ., F 2a,
burd) 2 theilbar ift, u. j. w. Der (n — e Diffeventialquotient einer
sunction nten ®rades ift eine Function 1ten Grabes.

Gin Werth von x, bei welhem die gamge Function f(x) und alle
ihre Diffeventialquotienten pofitio ausfallen, ift eine obere Grenje

fiir bie realen. Wurzeln der Gleichung £ (x) = 0 (Newton Arithm,
univ. p. 194 ed. Lugd.) 3. B.
(7)) = x5 — 921 — {023 + 30x? -+ 63z — 120
r) = bt — 8z — 3022 + 60x - 63
= 10x® — 1222 — 30z 4 30
= = 1022 — 8z — 10
/0@ = 52 — 2

Bei = = 1 ift ywar f@ pofitiv, aber nicht £®. Bei = = 2 find
SO, 78 F L, FY, F pofitio alfo find £®, 7, £ F i Stet:
gen begriffen, wdfhrend = von 2 an fteigt; mithin hat die Gleichung
fl®) = 0 iiber ber Gvenge 2 feine veale Wurgel. Gine untere
Grenge fiir die realen Wurgeln der Gleidhung (=) =0, ift einer oberen
Orenge fiir vie vealen Wurzeln bder Oleihung (— 1)3(— =) = 0
entgegengefebst gleich. Bon ben Functionen

x5 4 22t — 102} — 3022 4 63z 4 120

S5t | 8x% — 302 — 60z 4 63

102® 4+ 1222 — 30z — 30
10x? 4 Bz — 30
br 4 2

find bei « — 1 bie 2 lefsten, bei x = 2 bdie 3 lefsten, bei @ — 3 alle
pofitiv; alfo ift — 3 eine untere ®remge fiir bdie vealen TWuryeln der
Gleidung f(z) = 0.
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12. Wenn bie gamze Fuuction f(x) und ihr Diffeventialquotient
Fla) einen gemeinjchaftlichen Divijor exften oder hhern Grades haben,
fo find bie Divijoren erften Graves von (z) nicht alle von einanver
verfchieven, eé giebt einfache und mebhrfache Wurzeln dev ®leichung
f(@) = 0%, und die Function f(x) ift theilbar durdh v, ys A
wobel y, , ¥» , ¥s , . . Deftimmte gange Functionen von 2 bebeuten,
veren Goefficienten vational find, und beren jeve mit threm Differential-
quotienten einen gemeinfdhaftlichen Divijor nicht Hat.

Beweid. Aus vem Werth fx) = a,( — o) . . (& — &)
folat

flo—tu) r+u—ay xt+u—on u \ o
Ll e T = (1 + —— ). o[ 14—

Sf(x) T— T—iy 2—loy ) ) Z—in/

und nachvem man auf beiven Seiten 1 fubtrabirt und durd) u bivibivt

hat,
I (@) B L% g ) 6 3 R ARy & Ll

filx) uf(x) R — r — an

Wenn nun g(z) ver qrifte gemeinjchaftliche Divifor von f(a) und f(z)
ift, fo erhilt man duvd) Multiplication der gebrochenen Function mit
pem Quotienten f(z) : g(x) eine gange Fumnction, daber Ibunen bie
Nenner » — «,, @ — &, , . . nicht alle von einanber verichieden fein.
3. B. unter der Borausiehiung

fx) = a (x — oy Pl@ — o)z — a3) ..

Baben A tenmer ven Werth x — e, u. j. w.  Alfo ift

'

& : v

f—----:.-_': A’— —{— lu——- s L —!— He
flz e =ty X — iy
gla)li== a, e =t [l (7 S oy a-liy — ra:{l_,"“l e
flx) : ga) = (z — oy)x — ay)lx — og) . . .

Der Quotient £ (x) : g(z) ift die ganze Function mit rationalen Eoef-
fictenten, welche aflle 1- und mehrfachen Diviforen erften Grabed von
flx) einfach enthilt. Gbenfo bifvet man aus g(x), wenn Alx) der grofte
gemetnjchaftliche Divijor vou glx) und (=) ijt, die gange function
glx) : hix), weldhe alle 2= und mehrfachen Diviforen exften Gvadbed von

>

*) Die Theovie ber mebrfacdhen Wargeln einer ®leidung ift vor ber Erfindung
ber Differentialrechnung von Hubdde 1657 beguiindet worben. Epist. I, reg. 10 in
Sdhooten’s Ausgabe von Dedcartes’ Geometrie.
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flz) einfach enthilt; u. §. w. Durd) Divifion findet man endlich bdie
ganzen Functionen mit vationalen Coefficienten

@) gy

R U T

glx) : A=)
13, DBei einer gegebenen NReibe von pofitiven und negativen Jah-
fen Deftimme man bie Reichen ber Quotienten jever folgenden Sahl
burdy die jundd)jt vorhergehende. Wenn unter biefen Quotienten » ne-
gative fich befinben, fo fagt man, die gegebene Reibe hat » Wedhjel
(variations). Der gangen Function f(z) fdhreibt man ebenjoviel Wedh-
jel au, al8 bie NReihe ihrer Coefficienten hat.

I. Wenn o eine pofitive Bahl ift, fo hat die ganze Function
(x — o) f(x) eine ungevabe Anzahl melhr Wedhjel al§ Flx). Dagegen
hat (x + a)f(x) cbenfoviel ober eine gevabe Anzahl weniger LWedhfel
alg f(x).

Beweisd. In f(x) trete der erfte Wedhjel bei vem Coefficienten
a, ein, per gweite bei « , der lefte bei «,, wobei p, ¢, .. cine fallenve

Jteibe biloen. Dann haben in dem Product (# — «)f(x) die Coeffi-
cienten wonm aPtl | xatl a1 per Heibe nad) einerlei Beichen mit
a, , a, , a. Alfo jeigen fich in (2 — a)f(x) bi§ gu dem Coefficien-

ten von xPt! wenigftend 1 Wechfel, big zu bem Coefficienten von za+
wenigjtens 2, und bi8 ju bem Coefficienten von xt+! wenigftend eben-
foviel Wedfel als F(x) hat. Nadh der Borausfeung ift @, mit @, von
einerfei Beidhen, folglich giebt e8 in (v — «)f(x) bi8 ju dem Schlup-
alied — aa, wenigjtens einen Wedhjel mebr al8 deven f(z) Hat.

Ebenfo erfennt man, daf in (@ + «)f(x) bi8 P vem Coefficien-
ten pon ortl hichjtens 1 Wedhfel, bid ju dem Coefficienten von wat
hichftend 2, und bi8 zu bem Coefficienten von x+! hidhjtens ebenjoniel
LBechiel ftattfinden, ald beven f(=) bat. Und nur in dem Falle, daf
bei pem Coefficienten von a1 ein Wechfel nicht ftattgefunben bat, tritt
big ju bem Sdhlufglied nody ein Wedhfel ein.

I (@ — o) f(@), fl@), (x + «)f(@) gebe ed der Reibe nad
u, v, w Wedfel. LWenn a, und a, cinerlei Feidhen haben, fo find
v unb w gerabe, w ungevade; wenn a«, und a, verjdiedene Heichen
haben, fo {ind » und w ungevave, » gerdde. Daher ift tmmer v — »
ungerabe, » — w gerabe.

II. Dedcarted’ Regel*). Die Oleidung /(x) = 0 hat hich-

*) Dieje Regel ift von Dedcarted (Géom. TIT) juerjt, jeboch nicht hinreichend
genau aufgejtellt worben. Sie beifit and) Harviot'fhe FRegel, obgleidh fie in Har-
riot's Nadhlafy vergeblich gejucht worben 1t (Rlilgel math. W. I p. 50 ff. IT p.
435). Die Beriditigung unb den Beweis verdantt man Gaufy (Crelle’s §. 3 p. 1).
Bergl. Choquet et Mayer Algébre 392 fj.
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ftens ebenfoniel pofitive Wurzeln, ald es in fla) Wedpfel giebt, unbd
bochitens ebenfoviel negative Wurzeln, ald e8 in f(— z) Wechiel giebt.
3. B. fla) = 2 + 3¢ — 5 hat 1 Wedhfel, 7 (— ) hat teinen Wed)-
fel, aljo fann bie Gleichung f(z) = 0 hochjtens cine pofitive und feine
negative Wurzel haben.

Beweis, Die Gleihung (@) = 0 habe bie pofitiven Wurzeln
@ , .., 0, 0 Daff fl@) = (@ — &) .. (@ — o )p(z) ift und
bie ®leidhung @(z) = 0 feine pofitiven Wurzeln hat. Die Gleicdhung
(x —a;)p(r) = 0 hat 1 pofitive Wurzel, wifhrend es in (z — e )p(x)
wenigftens 1 Wedpfel giebt; die Oleichung (z — e)(@ — ay)plz) = 0
Bat 2 pofitive Wurzeln, wihrend 8 in (@ — e — o) plc) Wwenig:
ftens 2 Wedhfel giebt; w. f. w. Wenn nun & Wurzeln der Gleichung
Ff(z) = 0 pofitiv find, jo giebt e8 in () wenigitens & Wedhfel, und
umgefehrt.

II1. @8 gebe » Wechiel in £(x), v" Wedhfel in s(— x), dann hat
vie ®leichung nten Grvaves f(x) = 0 hischjtens v + o reale Wureln.
Wenn unter ven Coefficienten von f(x) feiner 0 ift, fo giebt e8 = — v
Nicht-Wedpfel in f(x), aus welden die in f(— x) vorhanbenen Ledh-
jel entjpringen; daber ijt » 4 »° = n.

Wenn 2k folgende Glieder in f(x) fehlen, fo enthalt von ben an
per Liicfe ftehenven ®liedern bad ecine eine gerave Poteny von z, dad
anbre eine ungevabe Poteny, und e¢ entfpringt aud ihven Beichen ent-
weber in f(x) over in F(— x) ein Wechfel. Anjtatt diejes einen Wed)-
fel8 erhilt man in f(x) und in f(— x) ujammen 2k 4 1 neue Wed)-
fel, wenn man bdie Liide durch 2k Gliever mit willkivlichen Coefficien-
ten ausfiillt. Demnad) wird die Bahl » 4+ »° durd) 2k zu n ergangt,
und man hat » + o' = n — 2k,

Wenn 2k - 1 folgende Glieder in f(z) fehlen, fo enthalten die
an der Liide jtehenven Glieder Potengen von x, die beibe gevabe oder
beibe ungevabe jind, und ed entfpringt aus ihren Seichen entweder jo-
wohl in f(x) alé aud) in f(— =), ober in feiner von beiden ein Wed)-
fel. Dafiic erbilt man in flz) und in f(— =) jujemmen 2k 4 2
neue Wechfel, wenn man bie Liide durd) 2k < 1 Gliever mit willfix-
lichen Goefficienten auéfitllt. Alfo wixd die Babhl » + o durcy 2k
ober durcdy 2k -~ 2 ju n ergingt, je nadypem die an der Liide fiehen-
ben ®lieder verfchievene over gleihe Beichen befiben, und man hat
v+ v = n — 2% in vem erjten Falle, v + o' =n — 2k — 2
in pem anbern Falle.

14, Aué ver Function ¥V = f(=) und ihrem Diffeventialquotien-
ten ¥V, = f'(=) fann man durd) jucceffive Divifionen dbie Kette: von
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®leichungen bilven
7 s Wi o
V= V@ — Vi

R g = VeiQry — W

Um gange Goefficienten ju evveichen, verfieht man bdie Divivenden mit
hinveihenden pofitiven Multiplicatoren. Die Gudfen V, , ¥, ,
jind pen eingelnen Divifionsveften entgegengefeiit gleich, und vie lepte
Ve ift entweber ein Divifor von Vi1 ober von « unabhingig. Wenn
vie Function Vi in Vir aufgeht, fo ift fie dev grifte gemeinjhaftiiche
Divifor vou ¥ und v, ; wenn V. von x unabhdngig ift, o giebt es
feine Function von x, die in ¥ und ¥V, jugleich aufgeht. Die Reihe
Vo Vi, o, Vi with eine Sturm’{dhe Reibhe genannt.

Sturm’{der Sag*. Wenn die Sturm'jhe Reibe dadburdh k
Wedhjel verliert, dbaf « vou a big b fteigt, fo liegen &k von einanber
berjchiedene einfache ober vielfache reale Wurzeln der Gleidhung V=10
swifdien den Gremgen « und 2.

Peweis. Die Sturnjdhe Reihe faun nur dadurdy Wechiel ge-
winnen ober verlieven, daf bei vevdnbertem x eingelne Glieder im Ber-
jdwinven das Beichen wed)feln. Wenn bei einem bejtimmten Werth
von x bad Anfangdglied V nicht verfchwindet und ein Mittelglied V,
verfdywindet, fo ift Vi = — Vi und von 0 verfchieden, weil fonit
gufolge dev obigen Rette alle Glieder verichwinden miifiten, gegen bdie
Bovausfepung. Die Functionen V;_, und V.., behalten entgegengefetite
Beidpent, wibhrend bei hinveidhend Hetnem u die Variable von = — u
big xf-u jteigt, denn bei hinreichend Eleinem u hat jede sunction elx4-u)
mit g(r) einevlet Reichen (8). Aljo bleibt die Anzabhl ver Wedhfel in
ber Sturn’idjen Reihe unverdnbert, wihrend ein Mittelgliev Vi bdas
Aeicdhen wechijelt.

Wenn dagegen bei z — o das Anfangdglied V7 verfhwinvet und
Vy nidt verjchminbet, fo ift jufolge ber Gleichung (11)
(x < ) — Fx) i
lim S o e s ) R0 fix) 2% ==

r
(s

Slee ~+ u) bei hinveichend fleinem » von einerlei Seichen mit uf(e);

aljo bat man, wihrend = von o« — » bi§ o« + u jteigt,
x v, 14 P v, 4
entieber o — u | - ober o« — u | — L
¢ 4 u - - o+ uw | — —

und bie Sturm’jche Reibe verlievt in beiven Fdllen einen Wedhfel.

*

) Bon Stuvm 1829 ber Parifer Acabemie mitgetheilt. Férussac Bulletin XI
p. 419, Choquet et Mayer Algébre 427 ff.
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LWenn endblicdh bei x = e mit vem Anfangdglied V zugleich V,
verfdhywinbet, o ijt « eine Afache Wurzel ver Gleichung V' = 0 und
alle Glieder ber Sturmichen Reihe find durd) (x — «)*1 theilbar (12).
G8 fei 3. B. flx) = (& — a)g(x), fo hat man

Sfle+tuw)—7Flx) (etu—a)k (_:1‘_-—-@:" _.)__q{‘:'—i—.'.e.'] —g(z

D .‘J"/{ )f)-—*—[.l'—Di,"

U U U

folglich Dei vevfchwinbendem u (11)
Sf(@) = Mz — aplglz) + (x — e)g(x),

Vi (e—a)! = (z—a)glx), V; : (a—a)*! = igla)+ (z—a)g(x).
Diefe beiben Glieder haben bei @ = o« - » und hinveichend fleinem
u beyiiglich mit ug(e) und mit Agle) einevlei Reichen. Aljo verliert auch
in biefermn Falle, wihrend « vou « — u bi§ « - wu fteigt, die burd

(@ — a)i-! bividivte Sturm’jhe Reihe fowie die urfpriingliche Sturm-
fche Reibe einen Wechiel.

LWenn vemnach k verjchievene veale Wurzeln ver Gleihung V=0
3wifchen ben Grengen a und b fiegen, fo verfiert die Sturm’jhe Reibe
k Wedfel, wikvend = von « bis & jteigt, uno umgetehrt.

15. 1. Wemn glx) = by + by + .. 4 b 2" ift und bdie
®leichung g(x) = 0 bie Wurzeln B; , B , - - , B, bhat, deren eine
burch § begeichnet wird, jo ift bie nbentige algebraifche Function

w=ff) = ay + o, + . . + a,p"
cine Wuvzel einer bejtimmten ®leichung nten Graves, veven Coefficien-
ten gange Functionen ber Coefficienten « und & find*). Dian bilve qus
pen Werthen », uf, . . , upr-1 bie n Jbentitdten
0=9ay—u —H af -+ ..
0 . (ag — wB e f% - .=
== * * (¢g — W) —+ P

e
&

fexner aud g(B), Be(B), . . , f™'g(p) bie m Jbentititen

0= + b“rj "!’“ e
0= BB+ b6 ..
0= » . beB2 -+ bB% = i

u. f. w., und endlich 3u bdiefen n - m HBeilen bdie Determinante
(n -+ m)ten ®raves (Allg. Arvithm, §. 26)

*) Bergl, bed8 Berf. Detevminanten §. 11.
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ay—u ay oy ‘
| ¥ 2 Tt % iy
¥ i dg—U @y Gy
plu) = - ; ; R |
i by by b, . [
I * by by b, o

I : ; :
Wenn man 3u den Elementen per erften EColonne die mit g, g2, . .
multiplicivten Glemente der 2fen, 3ten, . . Colonne abbivt, fo bleibt bie
Detevminante unperdnvert, wabhrend alle Glemente ber exften Eolonne
verfchminden. Alfo verjdminbet die Determinante, und giu) = 0 ijt
bie gefuchte Gleichung, deven Wurzeln bie conjugivten Werthe 1(B,),
S(Bs), .., Sf(B,) ber algebraijchen Function » find.

II. 3n @(u) hat w» ben Coefficienten (— 1)26, ™, und wenn man
@(0) purch biefen Coefficienten dividirt, jo findet man das mit (— 1)»
multiplicivie Product ver Wurzeln (4). Alfo ift

(pf\()’,‘ - [J“"‘_/\‘\fgi) s f([3]1 e

Set man flx) = ayle — o) . . (@ — ), jo finbet man

f:ﬁll‘ o am{‘gl A (‘C]) =78 (\ﬁ] =Gy

. .

-f.l-IBD ) 5 a’lu{ﬁn ] s s (ﬁu um"’

RNun ift o, B; — =) . . B, — =) = (— rg(=), folglich
o) = bumf{uﬂl) .. .f‘(ﬁu' E i?UlJla1411Iy(“lf ks y"’am)
o (Em“b“]“f_){a] T n’,m; ﬂl LAl B ﬁn
wenn man purd) D(- - - ) dag Prodbuct der mn Diffevengen begeichnet,

welde burd) Subtraction aller « von allen f entjtehn.

[IT. Das Probuct ver comjugivten Werthe 7 (B;) . . £(B,) mit
b, ™, ober der confugivten Werthe gle,) . . gly,) mit (— 1)=2a n, ober
alfer Differengen f— o mit a 26,™ ijt @(0), eine homogene gange
Function der Coefficienten a von n Dimenjionen und der Coefficienten
b von m Dimenfionen, und Deifgt die Refultante ber Functionen
Slx) und glx) in Begug auf die Variable «*),

Wenn 3. B. vie Coefficienten ay,, ayy , aug, - - WD by, by
b, 5, . - homogene gange Functionen der Vaviablen y, 2z von 0, 1, 2,. .
Dimenfionen find, wenn demnach f(x) und glx) homogene gange Fune:

*) Guler Mém. de Berlin 1748 p. 234,
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tionen per BVarviablen =, y, = find, jene von m Dimenfionen, diefe von
n Dimenfionen, fo ijt ihre Rejultante (0) eine homogene ganze Func-
tion ber Variablen y, 2z von mn Dimenfionen*). Denn bei ber Ver-
taufdung von y und z mit y¢ und 2t gehn a, , @y g, Gy - -
b i by e, e e el natdiitber i g @l By i at 0o,
b, b .t b ot%..(8 2, 10). Dabet gehn aber ey, ey .. , By, Bay- -
ber: Reihe nach dber in eyt ayt ;b ., Byt , ot , - o (4, bergl. &
7, 1); folglih exhdlt bag Product aller mn Differengen f — a ben
Multiplicator =0, o. h. @(0) geht in tongp(0) itber, bie Gleichung
p(0) = 0 ift fiiv die Unbefannte y : 2z vom mnten Grabde.

Wenn die NRejultante ¢0) verjchivindet, fo ver{chwindet wenigjtens
eine unter pen Differenzen p — «, und die bei = = B jugleich ver-
jdhwinbenben Functionen f(x) und g(x) haben einen gemeinjchaftlichen
Divifor Alx), deffen Coefficienten jufolge des Shitems von Gleichungen
FB) =0, Br) =19, . ., @ =0, Bg(B) = 0, ."gonge Fmmnctio-
nen der Coefficienten @ und & find. Nachbem man alle Werthe von y
bevechnet hat, bei welchen g(0) verfdhmindet, findet man aud ber Glei-

dung A(x) = 0 bie jugehirigen Werthe von =, welde ujommen dem
@hijtem f(x) = 0, glx) = 0 geniigen. Vergl. § 6, 8.

16. TI. Wenn insbefondere f eine eigentliche nte Lurzel von 1
ift, fo ijt bie mbeutige frrationale Fovmel
i —— __f""{));" — i - a“[j‘ _'_ e + ”n-lﬁnﬁl
eine Wurgel einer beftimmten Gleihung nten Grades, beven Coefficien-
ten gange Functionen ber Coefficienten a find. Wian bilbe aud ben
Werthen u, uf, uf? . . bie n Jdentitdten
0 =gay —u -+ a8 -+ a,f3? 4+ ..+ a p!
0 = a, 4 + (@, — u)f + a, p? + .. 4+ .ft“:li’g”‘l
0= a o a, B+ (aqp — wp? + .. 4 a, 4"

u. {. w. und zu denjelben bie Determinante nten Graves

i ay — u y ay 44
gy | A ay — U a4
:,:.H) = ;
i ) -1 Soiamth

Diefe Determinante verjchwindet aus ben oben (15) angegebenen Griin-
pen. Aljo ift xw) = 0 bdie gejuchte Gleichung mit den Wurgeln

*) Salmon higher plane curves p. 295.
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JS® , FfB» , .., FB. Das Probuct ver conjugivten Llerthe
LB .. F(BY) it 4(0), cine homogene ganze Fuuction der Eoefficienten
a von n Dimenfionen, und heift die N orm der itrvationalen Formel u
(Ullg. Arithm. §. 16,

Betfpiele. Wemn g2 =1, fo bat o, + ¢ + a,f* bie
Sorm

et <l
0 1 3 9 | 3
= ay® — 3a,0,0; + a

| ol
al y @, | + g
Wenn p* = 1, fo hat ay + &, + a,B> + a,f* die Norm

ay  a, ('1111

‘ ay ay ay ag | = ay! — daya a3 + 4dajaza,’ %
| @ a a — 2ay%ay? -+ 2a;’ay?

| gt tan gudlas| + daga, 20, — 4a,a,’a,

| L FiGn GG 2 T = oy + ayt

9 sl
‘ll’[e Norm mm a + Jq/a Yz + dy x wirdb dbie Norm von

(q/l : q/L L dv x” bevechnet. Vergl. Meier Hirfd
uurg. aug ver Theorie der algebraifchen Gleichungen 1809 §. 96 ff.
II. Wenn bad Glied «, wiederum ivvational, und = eine gange
gunction von Wurgeln verfdhievener Rabicanven ift, fo finbet man duvd
Multiplication all er rouinqirtcu Berthe von 3(0) bie Novm von w.
Die Formel 1/11 e y q + 1,/7 l)at Awv conjugivte Lerthe, beven
l‘lnbmt gine ganw Function Dou P it

Die ﬁm‘meIVp -+ -,/g -+ V’r —+ .. bat ann.. conjugivte Werthe,
von benen der nte Theil jur Bilbung bder Norm geniigt. Begetchnet

n
man irgend einen ber = Ql‘crt)c voun yYp burd) =, und bdie verjdhiede-

nen Werthe von 1/g l,/ -+ .. brdy
.'n’]l8 ' .Ulfg' Pty .yjﬁn
Yo v aB? 4 oy YaP”
u. . w., fo ift dad8 Probuct
(@ + yip) (@ + ysB) (= + y3f) . .
(@ + 380 + 5pY@ + 3,6 . .
(@ 4+ yi ¥ + yofH (@ + yyf?)
eine gange Function nicht nur von ¢, », .. , jondern auch von p, weil
@ 4+ 5Pz + 5BY . . @ + %) = " — (— y)
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.

nach (4). Vergl. Mobiug Crelle’s J. 3 p. 17. Fovjtemann Crelle’s
3. 14 p. 236.

Die Aufgabe, aud einer Gleichung, in der trrationale Functionen dev Unbefann-
ten vorfommen, eine ®leihung von demfelben Umfang mit vationalen Gliedern ab
juleitent, 1jt von Fevmat den Mathematifern jeiner Beit voraeleat wordben (Cartesii
epist. Tom. 3 p. 304). Degcarvted hat a. a. O, ene Aufldjungdmethode von 3iwei-
felbaftem Grfolg angedentet. Duvd) Redbuction des *Problems auj bdie Anfldjung et
ned Syftems von nicht lineaven Gleihungen bat Fevmat (Opp. p. 60) bie Lis
bavfeit Der Aufgabe angeseigt, ebenjo Mewton (Arithm. univ. p. 64 ed. Lugd.).
Daf alle comjugivten LWerthe einer trvationalen Formel cin vationales Product geben,
ift von €uler in ber angefiihrien Abbanblung, jewie in einer jpatern Abbandlung
1764 (Nov. Comm. Petrop. 9 p. 70) bewielen wovrben. Jngleichen hat Lambert
1770 (Beitrdge [Ma p. 202) dburd) die von Euler angewanbien Mittel die Anfgabe
geldft: aus einer gegebenen Gleidhung biejenige Gletchung abjuleiten, deven Iurjeln
bic nten Potenzen der LWingeln ber gegebenen Gleidung find, BVergl. Deier Hirjd

a. 0. 0. Sdinemann Crelle’s 3. 19 p. 234

Betidytigungen.

©. 19 3. 7 v. u. 4680 ftatt 1680.
21 10 v. 0. 1292 ftatt 1282
= 25 80.0.23X3X5XTfat2>x3:<5x1T
25 =12 9. v. (3 flatt (2
526 7 v. 0. 13 | 169 ftatt 3 | 169
26 8 v. u, 13 ftatt 31
64 =13 v. 0. a flatt
8 x: r 5
112 - 19 0. Ve ¢ Vo fat Va* @ Vo
:
112 - 90 un a” flatt @

m m
112 8 v u. ",/(1,”“1" F = -V” aMlgt =
116 = 13 v. 0. Slog 115 ftatt Slog+ds

1 F 1
123012078 ol loge= s naibillog e
y ¥y
(Al (et g s
X X
‘ 2 2y g 2\
123 Te gl Iu;_)‘-mll -+ == ftatt loga |1 -4~ ”T
| ) \ [
A ( | e |
132 3wl e \ 1
n,(.,l.ﬁ‘m.ﬂ [
: i ol T b\2
134 5 0. . @™ b2 ftatt | —|
o
145 9 0. 0. = 0. ju ftreidjen
186 14 v. o, Cohz ftatt Cos
195 - 8 v u e* = cosw - ¢sinw
246 3 0. u. bal Fevre ftatt Ferveo.




Leipyig

Drud von 6. B

Melger.
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