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Zwanzigste Vorlesung.

Zwei Anwendungen auf die Theorie der quadratischen Formen .

1 . In der 10 . und 11 . Vorlesung sind wir aus der Kreis-

theilung zu verschiedenen Darstellungen von Primzahlen durch

quadratische Formen geführt worden. Den Ausgangspunkt der

dortigen Betrachtungen bildete ein eigenthümliches Verhalten ,
welches die Resolvante zeigt, wenn die Einheitswurzel durch eine

entsprechende Corigruenzvvurzel ersetzt wird, ein Verhalten, welches

in dem Nr . 2 der 10. Vorlesung ausgesprochenen Satze seinen

Ausdruck fand . Hier wollen wir zwei weitere Anwendungen der

Kreistheilung auf die Theorie der quadratischen Formen zu¬

sammenstellen, von welchen die erste , auf Formen bezüglich , deren

Determinante eine negative ungerade Primzahl — p sein soll ,
auf einer Verallgemeinerung der in der angeführten Stelle ge¬

gebenen Betrachtungen beruht *) , während die zweite sich auf

Formen von einer positiven Determinante, welche eine ungerade
Primzahl -f- p ist, bezieht und an die in Nr. 3 der 15 . Vorlesung

gefundene Zerlegung von iX in zwei quadratische Factoren an¬

zuknüpfen ist. **)
Wir werden im Folgenden mit y {h,k , « ) oder kürzer mit

ip {h , k) den Ausdruck
( « - * ,/ ») . ( q.

- * ,fl )

( <a
- Ä- A

, R)
bezeichnen , in welchem

x
(a>~A, R ) —

ist , während R eine primitive Wurzel der Gleichung xi = 1 , <*>

eine primitive Wurzel der Gleichung x1- 1 — 1 bedeuten soll ;

p und q seien ungerade Primzahlen , welche in der durch die

Gleichung q — pp - j- 1 ausgedrückten Beziehung stehen , und

unter y werde wieder eine primitive Wurzel (mod . q) verstanden.

*) Vgl. hierzu Smith , report on the theory of numbres , art . 121 .
Auch Jacobi ’s Note über Kreistheilung und Cauchy , mdm. sur la
th . des nombres , besonders die Noten II , III und XIII .

**) S . Dirichlet , sur la maniere de rdsoudre l’equation t2—pu^— i
au moyen des fonctions circulaires , Cr . J . Bd . 17 . Desgl. Jacobi ’s Note.

y —h ind . X
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Jener Ausdruck hat folgende Eigenschaften , die hier
sogleich zusammengestellt werden sollen :

1 ) Ist ti = h , k’ = k (mod . q — 1 ) , so ist offenbar
tjj [fi , k'

) = ip (h, k) .
2) Ist eine der beiden Zahlen h , k z . B . h gleich Null , so

wird der entsprechende Ausdruck (w- Ä, R) = ( 1 , R) d . i . der Summe
, R + R2

3

+ _ + Ri- 1
gleich , deren Werth — 1 ist, der andere Ausdruck {m~k , R) dem
Nenner (oj- *- * , R) gleich , also ist if> (0 , k) = — 1 , ebenso
i >{h,0 ) = — 1 . Dasselbe gilt aber offenbar auch , wenn h und k
Beide verschwinden, da dann jede der Functionen in dem Aus¬
drucke den Werth — 1 annimmt ; man findet demnach auch noch
* (0, 0) = — 1 .

3) Wenn die Zahlen h,k nicht Null noch der Null mod . (q— 1)
congruent sind und auch h -f- k durch q — 1 nicht theilbar ist,so wird nach Nr. 5 der 8 . Vorlesung der Ausdruck

( 1) 1!>{h,k ) {«T h
, R) . (co

~ /c
, ]{)

0«r h~k
, R)

' fQ—h ind .X-\ -(h+ fc) ind .(l + A)

also einer ganzen Function von co allein gleich . In diesem Falle
ist bekanntlich

ip (h, k) . -ip (-
oder auch

-h , — k) = (con, R) {oT h
, R) . {m K

, R) (aT k
, R)

(a,h+\ R) ( co
- '‘- x

, R)h—k = Q

(2) ijj (k, k) . ty (q — 1 — h , q — 1 — k) = q.
4) Ist h -(- k durch q — 1 theilbar , ohne dass h oder k es

sind , so nimmt der Ausdruck ip {h,k ) , da k = — h mod . (q — 1 )und der Nenner (w h+k, R) = — 1 wird , die Form — {coh
, R ) (m - A

, R)an , und wird nach Formel (29) der 8 . Vorlesung gleich — (— 1)
A . q,

folglich ist
(3) i >(h,k ) — (— 1 )

*+* . q, wenn h -f k = 0 mod . {q — 1 ) .
2 . Wir wollen nun unter m l , m2 . ma positive ganzeZahlen verstehen, welche kleiner als q — 1 vorausgesetzt werden

sollen , und das Product
(co- “SÄ) . (w- »'"-, R ) - (m

“ ”'“
, R)

bilden . Dies kann offenbar durch ip - Functionen ausgedrücktwerden ; denn man erhält zuerst
( <a~ m‘,R ) . (w—:m», R) = . (a>—(m'+m*\ R) ,



281
sodann , wenn mit fi2 der kleinste positive Rest von -{- m2
mod . (q — 1 ) bezeichnet wird , sodass fi2 = m , -j- m 2 mod. (q— 1 ) ist,

(ra- (’«i+ '"2), ü ) , (oj—»'s, R) — tf>(fi2, m 3) . (co— R ) ,
ferner, wenn nun fi3 den kleinsten positiven Rest von m l ~j - m 2 - f- m3
mod. (q — 1) bezeichnet ,

(&)—("‘i+”'5+ '"J), R) . (ca~ 'ni, R) = m 4) . (ö)~ t'»i+ ”'2+ '"s+ »!s)
) Rj

u . s . w . , endlich , wenn (ta_ x der kleinste positive Rest von
m i + mi + • • • • + ma- i mod . (? — 1)

ist ,

( ro
- („,,+^ + .. . .+ ™a_ 1U ) _ (m

- r» a>R)
= V (fta- l , m a) . .

Indem man alle diese Gleichungen in einander
multiplicirt . und die gemeinsamen Factoren beider
Seiten weglässt , findet man folgende wichtigeFormel :

(4) (»- “*, R ) . {cü~’\ R) . . . . (ta
- ”‘a, R) = W (a ) . (a>

~("'1+”!2+""+”‘°)
, R) ,

in welcher

(5) = ^ K,ot 2) . i)j (fi2 , m3) . . . . ip {fi a- i,ma)
also eine ganze und ganzzahlige Function von a allein
ist , ebenso wie die Factoren aus denen es sich zu¬
sammensetzt . Betrachten wir nun diese Function etwas ge¬
nauer.

Der allgemeine Factor -ip {pi - umi ) kann drei ver¬
schiedene Fälle darbieten , jenachdem
ft,-- ! -f- mi = q — 1 , (i, - ! -f- mi > q — 1 , fi,_ ! -f m { < q — 1
ist . Im letzten lassen wir ihn ungeändert , im ersten ersetzen
wir ihn nach Gleichung (3) durch seinen Werth (— , qt
im zweiten schreiben wir dafür nach Gleichung (2)

_ ?_
iK? — 1 — ftf- i . Q — i ~ mi) ’

in welchem Quotienten die ip - Function des Nenners jetzt Argu¬
mente hat , die offenbar̂ eine kleinere Summe ergeben , als q — 1 .

Es entsteht die Frage , wieoft einer der beiden ersten Fälle
eintreten wird. Da (i, -_ i der kleinste positive Rest ist , welchen
die Summe

m l + m 2 + • * • * + m i- 1

durch q — 1 getheilt lässt , kann man
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m \ + m 2 + • • ' • + m i- 1 = n i—1 {q 1) + fli- 1
setzen , indem man mit j (q — 1 ) das grösste , in der Summe
enthaltene Vielfache von (q — 1) bezeichnet. Fügt man nun zu der
Summe das folgende Glied m, hinzu , und schreibt in analoger Weise

mi + m2 + • • • • + ™ i- 1 + mi = ni [q — 1 ) + ft,- ,
während nun m (q — 1 ) das grösste darin enthaltene Vielfache
von q — 1 ist , so sind zwei Fälle zu unterscheiden : entweder
ist ft,_ i + >» ; < §' — 1 , dann wird sein müssen ; oder
aber es ist — 1 , dann wird offenbar w, = « ;_ j - j- 1 ,
da ftj_ i -f- rm eine Summe zweier Zahlen ist , Vvelche kleiner als
q — 1 sind , — die erste als kleinster positiver Rest mod . (q — 1 ) ,
die zweite nach der Voraussetzung — deren Summe also jeden¬
falls 2 [q — 1 ) nicht erreichen kann. Hiernach wird sich das
grösste , in der Summe

m i + m 2 + • • • • + m >- 1

enthaltene Vielfache von q — 1 durch Hinzufügen von m , um
eine Einheit vermehren oder constant bleiben , jenachdem von
den drei , oben unterschiedenen Fällen einer der beiden ersten
oder der letzte stattfindet. Wenn man daher annimmt , dass

ml + m2 + • • • • + ma = na (q — 1 ) + fia ,
während 0 <J |« « < ? — 1 ist , so muss es genau na Mal
geschehen , dass einer der beiden ersten Fälle eintritt .

Hiernach wird man bei Anwendung der angegebenen Trans¬
formationen des Factors , m,)

(6 ) Wla ) = q a .v <pH
finden , worin sowohl f (co) als auch q>(m) Producte aus solchen
-i/j-Functionen bedeuten, bei welchen die Argumente eine kleinere
Summe geben als q — 1 .

3 . Auf ip - Functionen dieser Art lässt sich aber der Satz in
Nr . 2 der 10 . Vorlesung zur Anwendung bringen . Dabei unter¬
scheiden wir wieder die drei früheren Fälle . Ist erstens
ft,_ x - j- nii = q — 1 , so ist nach Gleichung (3) :

^ •_ X, « ,) = ( - . q = (- l )
1+mi . q -,

'

in diesem Falle aber ist p , — 0 , und da man
1 . 2 . 3 . . . . Mi = (q — 1 — pj—i ) {q — 2 — p,-_i ) . . . . [q — »»,■—
also



283

(— l )
”1 . 1 . 2 . 3 — = 1 ) —i —f—2) . . . . (mod . q) ,

folglich mit Rücksicht auf den Wilson’schen Satz

= 2 . 3 . . . . ((*{_ ! + »! ;) = — l (mod . g)

findet , so kann man schreiben , wenn man in üblicher Weise
übereinkommt , unter 17 (0) die Einheit zu verstehen,

(7 ) (mod. q) .

Dass in dieser Congruenz ein Bruch auftritt , macht keine
Schwierigkeit , da die Factoren des Nenners durch q nicht theil-
bar sind . Sooft nämlich A eine zu q relativ prime Zahl ist ,
kann man eine Zahl Ä der Congruenz A A' = 1 (mod . q ) ge¬

mäss bestimmen , und unter dem Bruche ^ (mod . q) jede der

Zahl A’
(mod . q) congruente Zahl verstehen . In solcher Weise

muss auch die vorige , sowie alle ähnlichen im Folgenden vor¬
kommenden Congruenzen , welche Brüche enthalten , aufgefasst
werden.

Ist zweitens ft,- x - |- »»/ > ? — 1 , so wird nach dem Satze
in Nr . 2 der 10 . Vorlesung

’-M? — 1 — ?— 1 —m,,y) =
n {q — 1 — ft,_ i ) •n (q— 1— (mod . ?)

sein . Da aber , wenn k < q — 1 ist,
1 . 2 . 3 . k = (— l )

k . (q — 1 ) (<? — 2) . . . . (q — k)

[ J (q- 1 — *) • Yl (k) = (— 1 )
* . 1 . 2 . 3 . . . . (? - l ) = (- ! )

*+ '
(mod . q)

gefunden wird , so kann man auch schreiben :

, , , „ nfto - i ) • HK )
* (q- l - fr- i , q ~ 1 - rrn,y) = n [(i + m . _ g J~ l ) (mod . q)

oder auch, da in diesem Falle fi,_ i -{- m ( = q — 1 + p,- ist,

.Q , 1 _ / 1 ,
^ ip (q — l — !i i_ l, q — l — mi , V) CTOt - i) ■ f?0 ;)

^ ' '

wie in dem vorigen Falle.
Ist endlich drittens m * < q — 1 , so folgt nach

demselben Satze
+ m i)

mi ’ 7 ) = ~
JK .a . J . fO, )

( ,n ° d - q )

oder , da jetzt fii_ i -f - = fi,- ist,
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(9 ) ‘ i- i .
nifl ;)

n (t* ^ ) . n (mj) (mod . q)
Setzt man daher in die Functionen f (m) und <p (a>)statt co die primitive Wurzel y , und nimmt auf die im

Vorigen angegebene Bildungsweise derselben aus den
ip - Functionen , den drei unterschiedenen Fällen ent¬
sprechend , Rücksicht , so wird man mit Beachtung der
Congruenzen (7) , (8) und (9) offenbar die folgende
Congruenz finden :

y) — /( 10 ) <p (y) : ( - 1 ) (mod . q) ,Ufai ) . . . . II (m a )

1 — na Mal eintreten wird .da der dritte Fall a
4 . Wir werden jetzt speciell von folgendem Producte handeln:

in welchem a jeden der quadratischen Reste von p be¬
zeichnen soll , welche kleiner als p sind , und die Multiplication
sich über alle diese Zahlen zu erstrecken hat. Um den Werth
dieses Products zu erhalten , muss man in der Gleichung (4)

D _ 1a = und die Zahlen m t , m 2 , . . . . ma den verschiedenen
Zahlen ap gleich wählen . Wenn man nun aber in dem Aus¬
drucke

ip (h,k ) = (aT h
, R) . (aTk, R)

( m
- h- k

, R)
für h, k Vielfache von p , etwa h = h'p , k = k’

fi setzt , und be¬
zeichnet co- f1 mit r , sodass r eine primitive Wurzel der Gleichung
x v — 1 wird, so enthält der Ausdruck

^ {h'
p. k'

p) = (rh\ R) . (rk’
,R)

(rh + k'
,R)

nur noch die Wurzel r . Demnach wird auch in den beiden
Functionen f {<o) , cp [io) , welche sich in dem hier betrachteten Falle
aus solchen ip - Functionen zusammensetzen, nur r Vorkommen
können, deshalb sollen sie mit/a (r ) und cpa {r) , desgleichen W (w)
durch Wa (r ) bezeichnet werden. Wenn man ferner y~fi = u
setzt , so werden die Functionen f (y) , <p (y) in der Congruenz ( 10)
durch fa [u) , tpa («) resp . zu ersetzen sein . Endlich wollen wir
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bemerken , dass , wenn g irgend eine primitive Wurzel (mod . p)
bedeutet , sämmtliche quadratische Reste von p den Potenzen
1 , g2

, g*
, . . . . gP

~ 3
(mod . p ) congruent sind , folglich wird die ,

auf alle oben definirten Zahlen a bezogene Summe

= 1 + g2 + ff
* + • • • • + 9P~Z

(mod- P)

d . h . congruent Null sein ; Za ist also eine durch p theilbare,
desgleichen also auch Zag , eine durch pp = q — 1 theilbare

a

ganze Zahl . Hiernach wird pa — 0, na — “
1

— — sein, und

die Formeln (6) und (10) gehen in die folgenden über :

( 11 )

2a

Wa
'
(r) = q p . 4M

( 12 )
4M
<pa(u)

2a

JT ( 1 . 2 . 3 - pa) (mod . q) ;

in dem Producte der letzten Formel muss wieder über alle oben
definirten Zahlen a multiplicirt werden.

Bezeichnen wir ebenso mit b alle quadratischen Nichtreste
von p , welche kleiner sind als p , und bilden das Product

R)
b

auf alle diese Werthe b bezogen , so gelten ganz dieselben Be¬
trachtungen. Da

g + g3 + g5 + • • • • + 9P~ 2 (mod - P)

Sb '1V
also durch p theilbar ist, so ergiebt sich wieder pa = 0,na =

bezeichnet man ferner mit ’F* (r) , f b (r ) , cpb (r) die auf diesen Fall be¬
züglichen Werthe der Functionen ’F (o) , <p ( ro) > so ergeben
sich aus den Formeln (6) und (10) die nachstehenden :

f 4M
( 13 )

*F» M = q ‘

- H 1)
p—1 2b*1 T

'
9>jM

1
• 72 ( 1 . 2 . 3 - pb)

b
(mod . q) .

5 . Andererseits geht aus der Gleichung (4) , wenn man
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23 1a — — — und die Zahlen mlt m .l . mu den Zahlen ag. gleich

setzt, deren Summe als eine durch q — 1 theilbare Zahl soeben
nachgewiesen worden ist, folgende Gleichung
(15) (r) = —j J (»- *, R) = —Yl Ä)

a a
hervor , da

wird . Diese Gleichung lehrt aber , dass das Product eine , von
R ganz unabhängige, nur aus r gebildete , ganze Function ist,
deren Coefficienten ganze Zahlen sein müssen , da die Coefficienten
in den einzelnen Factoren (r a, R) solche Zahlen sind ; es ist, mit
andern Worten , eine , aus r zusammengesetzte, complexe ganze
Zahl . Indessen ist dasselbe offenbar unveränderlich, wenn r durch
irgend eine Potenz ra ' ersetzt wird , worin a' selbst ein quadrati-
scher Rest (mod . p) ist ; denn die —-— Zahlen aa sind , wie
leicht zu sehen , unter einander (mod . p ) incongruent und wieder
quadratische Reste, folglich stimmen ihre kleinsten positiven Reste ,
von der Ordnung abgesehen, auf welche es in dem Producte nicht
ankommt, mit den Zahlen a im Ganzen überein. Da nun a' stets
einer geraden Potenz von g , etwa g2A

(mod . p) congruent ist,
und r9%h derselben zweigliedrigen Periode angehört, wie r selber,
kommt das Gesagte nach Nr . 5 der 6 . Vorlesung darauf hinaus,
dass das Product nicht eine Function der einzelnen Wurzeln der
Gleichung xv — 1 , sondern vielmehr eine Function ihrer beiden
zweigliedrigen Perioden , welche t?0 , ^ genannt werden mögen ,
sein muss. Man kann daher setzen :

(16 ) JJ R ) = % + A\ Vi .
a

worin A0, Ai ganze Zahlen bedeuten.
Genau ebenso findet sich , wie auch einfach durch Ver¬

tauschung von co~fl = r mit einer der Wurzeln rs,2A'*'1 d . h . , da
g2h+1 irgend einem Nichtreste (mod . p) congruent ist , mit einer
der Wurzeln r h hervorgeht,

(i ?) = + A^ >



auch ist
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J7 (“■ *'*. ä ) .
b

Wenn wir uns von nun an auf die Voraussetzung ,
dass p die Form 4n -f - 3 habe , beschränken , so können
wir die Gleichung ( 17) etwas anders schreiben ; denn vermittelst
der Bemerkung, dass dann — 1 ein quadratischer Nichtrest von
p ist , und dass folglich die Zahlen — b allen quadratischen Resten
(mod . p) congruent sind , nimmt sie offenbar folgende Gestalt an :

R) = A0 rii + A % •

Erinnern wir uns hier , dass nach Formel (29) der 8 . Vorl.

(«“<“ , R) . (»- "/*, R ) = (— 1 )
-V . q

ist , dann werden wir durch Verbindung der vorigen Gleichung
mit der Gleichung ( 16) , wenn wir beachten, dass die Anzahl der

Factoren in jedem der beiden Producte gleich — , sowie dass

Sap , durch q — 1 theilbar , also eine gerade Zahl ist , zu der
a

folgenden Gleichung:
p— i

?
2 = + Av t ) {Avi + AVo )

gelangen , welche , wenn für die Perioden ihre in Nr . 2 der 15 . Vor¬
lesung gefundenen Werthe

% = — 1 + V— p
2 % = — i — V — p

2

subslituirt werden , in die andere Gestalt :
£ - 1

(19 ) 4 . q
2 = {a 0 + A )

2 + p {A - A )
*

übergeht .
6 . Die so gewonnene Formel kann noch verein¬

fachtwerden , wenn man sie durch die höchste Potenz
von q , welche den Quadraten (A0 -f- At )

2 und (A0 — Aj )
2

gemeinsam sein kann , dividirt . Zur Bestimmung
dieser Potenz dienen aber die Relationen ( 11 ) bis (14),
von denen die erste und dritte , wenn angenommen wird , die
höchste , den Zahlen A0 , Al gemeinsame, Potenz von q sei q*,
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J .

mit Rücksicht auf (16) und (17) auch so geschrieben werdenkönnen :

(20 )

fair )
9a(r)

f h (r )
<Pb i r )

'

Wir wollen nun zwischen den Wurzeln der Gleichung
xP~ 1 -f xP- t + - + a: + l = 0

und den Wurzeln der Congruenz
xP ‘ -j- ajP 2 + . . . . -|- a; + l = 0 (mod. q)

genau dieselbe (Korrespondenz herstellen , wie in Nr . 2 der vor .
Vorlesung , bei welcher uh die zu r h gehörige Congruenzwurzel
war . Dann ist zunächst leicht nachzuweisen, dass keine der
Zahlen — , — kleiner als t sein kann ; denn wäre z . B . — < t,PP P *
so entstünde aus der ersten der vorhergehenden Gleichungen die
folgende :

t
9 P ' ( f ■ *!<> + f ' Vi)

fair )
fjr ) ’

und diese ginge nach dem Hauptsatze in Nr. 6 der 17 . Vor¬
lesung durch Substitution der Congruenzwurzeln statt der zuge¬
hörigen Gleichungswurzeln in die richtige Congruenz :

/ A0 . A { \ _ fa iu )

in welcher
u -f- u& -j- 'P—3

Wj = tfV -f - «V3
. . -j- 2

gesetzt ist, über und lieferte fai “)
0 (mod . q) , was mit der<Paiu)

Congruenz (12) unverträglich ist .
2a 2b
P ’ P

mindestens gleich t sein müssen , so zeigen die Congruenzen:

Wenn hierdurch nachgewiesen ist, dass die Zahlen
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(21 )

A0 A t _ p
* 40 )

q q 9>„0 )

■̂ 0 |
Jt • U1 + Jt • wo :

24 . .
y _ < 40 )

(mod. q) .

'
9>jO)

welche aus den Gleichungen (20 ) entstehen , indem die Gleichungs¬
wurzeln durch die zugehörigen Congruenzwurzeln ersetzt werden,
dass nicht beide Zahlen grösser als ’ / sein können . Denn sonst
würde

^ o Mo + M1 = A mi + ^ 1 «0 ^ 0 ]
(22 ) folglich ^ (mod . 2',+ 1

) .
Wj

2
) = 0 , i , (u 0

2 - Mj
2

) = 0^0 \ "0
Es ist aber m0

2 — n t
2 = (w0 - f- u{) l v > von diesen

Factoren ist der erste der negativen Einheit (mod . q ) congruent , da

Uq - J- U j = U —|— 1 - j- -j— . . . . —j- rE; U — M2 -j— . . . . -j — *

und
1 —f— —f- iz2 —[— . . . . —|— «P- 1 = 0 ( mod . q)

ist . Da ferner die Gleichung besteht

{% — Vi ) 2 = — P ,
so erhält man die Congruenz

(«# — “i )
2 = — P (mod . q ),

welche lehrt , dass auch der andere Factor , und folglich auch
«o

2 — Mi
2 nicht durch q theilbar ist . Demnach ergäbe sich aus

den Congruenzen (22 ) das , der Bedeutung des Exponenten l wider-
streitende Resultat, dass A0 und Al durch q '+ 1 theilbar wären.

Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich , dass ,
wenn nicht etwa — , — gleichen Werth haben , t jeden -

pp J
falls dem kleinern derselben gleich sein muss . Aber
jene Voraussetzung ist unzulässig , da Ha - f- Hb gleich
der Summe

1 + 2 + 3 + . . . . + (p - 1 ) = £ ** = ! >

in dem hier betrachteten Falle also , in welchem ungerade
ist , einer ungeraden Zahl gleich ist , weshalb Hb — Ha nicht
gerade also auch nicht Null sein kann. Dasselbe folgt all¬
gemein aus einem andern , bald zu erwähnenden Umstande , aus

liACHMAXK, Lehre d Kreisth , 19



welchem wir auch schliessen werden , dass Sb der grössere der

beiden Wertlie ist . Folglich muss < = — sein .
p

Wenn man nunmehr die Gleichung (19 ) mit dem Quadrate
der grössten, den Zahlen A0, At oder den Zahlen A0 -\ - Ax, A0 - A
gemeinsamen Potenz von q dividirt und

(23)
aa±Ai = x >

A »szAi = y
q q

setzt , sowie bemerkt , dass — + — = ist , so ergiebt
p p 2 D

sich endlich folgende höchst beachtenswerthe Gleichung :
2b —2a

(24) 4 . q v = x2 + py 2 ,
welche den Satz enthält :

Ist p eine Primzahl von der Form in - (- 3 , q eine
Primzahl von der Form yp - (- 1 , und bezeichnen Sa ,
Sb die Summe resp . aller quadratischen Reste und
Nichtreste (mod . p) , welche kleiner als ;; sind , so ge -

Sb - S „

stattet das Vierfache der Potenz q v eine Darstel¬
lung durch die Form x2 -f- py 2.

Die Congruenzen (21 ) können jetzt folgendennassen ge¬
schrieben werden , wenn auf (12) Rücksicht genommen wird :

Sb

4 . «0 + 4 . « ,
= (- ! )

* .
q q

1
71 ( 1 . 2 . 3 . au)

Aq 1 Aj■ ■ « 1 + - 7 • « 0
q v

- 0
(mod . q)

und geben durch Addition die , zur Bestimmung von x dienende
Congruenz

Sb
. _ / l \ P 1

(25) 71 ( 1 . 2 . 3 . . . . p,a) ( mod . q) .

So erhält man den Zusatz : Die Zahl x in der Dar¬
stellung (24) leistet der Congruenz (25) Genüge .

Noch kann beachtet werden , dass in dem Falle , wo p die
Form 8 m -j- 7 hat , die Darstellung durch gerade Zahlen x , y
geschieht; denn , wären sie , was sonst nothwendig wäre , da
x2 + PV 2 gerade werden soll , Beide ungerade, so würden x2

, y2
durch 8 getheilt den Rest 1 geben , x 2 -j- py 2 also durch 8 theil-
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bar sein , während die andere Seite der Gleichung (24) es nur
durch 4 ist . Setzt man daher x = 2 %, so ergiebt
sich der Folgesatz:

Ist eine Primzahl von der Form 8w -j- 7 und j
eine Primzahl von der Form pp -)- 1 , so gieht es ganze
Zahlen | , r\ von der Beschaffenheit , dass

2b —Sa

<i f = + p ■ n2

ist , während £ der Gougrueuz
Sb

2 | == - (- 1 )
'

y/ ( l IX,0 («" o . l . q)
a

Genüge leistet .
Ist z . B . q = 1 p 1 , so lindet sich , da unter den Zahlen ,

welche kleiner als 7 sind , die Zahlen 1 , 2 , 4 die quadratischen
Beste , die übrigen Zahlen 3 , 5 , 6 die quadratischen Nichtreste
von 7 sind ,

<1 = I* + 7 . V
2

wenn

^26)
4 — — | • / Jf( n2fl Ij ifl q)

, ist , wofür man auch

setzen kann , wenn man bemerkt , dass nach tVilson ’s Satze

— 1 r : n 7ft ^ ^ ^ + 2 ) • • • 7 ft

= (— l )
3^ . 1 . 2 . 3 . . . . 3ft 77 ‘ f (mod . q)

ist , und f. nothwendig eine gerade Zahl sein muss . Dieses Resultat
lindet sich bereits in der in Nr . 3 der 11 . Vorlesung citirten kleinen
Abhandlung von Jacobi . —

Es ist zu beachten, dass die Zahlen | ,rj durch die Bedingungen
(26) vollständig bestimmt sind , nämlich | als absolut kleinster Rest
von q , welcher der Congruenz genügt, sodann nq durch die quadrati¬
sche Formel. Wenn jedoch in der Gleichung (24) eine höhere als
die erste Potenz von q zur Linken des Gleichheitszeichens steht,
wird die Darstellung durch die Bedingungen (24) und (25) im

Allgemeinen noch nicht vollständig bestimmt sein . Während
wir einige darauf bezügliche Einzelheiten hier übergehen wollen ,

19 *



292

müssen wir noch auf den Zusammenhang, welcher zwischen diesen
Betrachtungen und einer wichtigen Frage aus der Theorie der
quadratischen Formen besteht , soweit es ohne näheres Eingehen
auf diese Theorie möglich ist , hinweisen .

7 . Man versteht in der Zahlentheorie unter einer (binären )
quadratischen Fo rm jeden Ausdruck von der folgenden Gestalt :

ax 2 -(- 2 bxy -{- cy 2,
in welchem die Coefficienten a, b , c ganze Zahlen sind ; der Aus¬
druck b2 — ac heisst die Determinante der Form . Zwei
solche Formen

ax 1 -j- 2 bxy -\ - cy -, a x 2 -j- 2b ' xy -f - c y 2
von gleicher Determinante werden äquivalent oder zu der¬
selben Classe gehörig genannt , wenn die erste in die zweite
mittelst einer linearen Transformation

x = ax ' -f - ßy '
, y = yx -f - Sy '

übergeführt werden kann, in welcher die Coefficienten a , ß , y, d
ganze , der Gleichung ad — ßy — 1 genügende Zahlen sind .
Haben die Coefficienten « , 2b , c der Form keinen gemeinschaft¬
lichen Theiler , so heisst sie eigentlich primitiv , wenn sie
den grössten gemeinsamen Theiler Zwei haben , uneigentlich
primitiv .

Denkt man sich nun alle uneigentlich primitiven Formen der
Determinante — p , so zerfallen diese in eine gewisse , stets end¬
liche Anzahl H verschiedener Classen von , unter einander äquiva¬
lenten , Formen. Die Bemerkung aber , welche wir hier
anschliessen wollten , besteht darin , dass , wie Diri¬
eh 1 e t auf höchst merkwürdige Weise , indem er die
Analysis mit der Zahlentheorie in Verbin düng brachte ,
nachgewiesen hat , die Zahl H genau gleich dem Expo¬
nenten von q in der Gleichung (24) nämlich

_ 21b — 21a

P
ist . Es ist hier nicht der Ort, auf Dirichlet ’s Methoden näher
einzugehen , vielmehr muss auf seine betreffenden Arbeiten, deren
wesentlichste in den Bänden 19, 21, 24 des Crelle ’schen Jour¬
nals enthalten sind , oder auch auf seine Vorlesungen über Zahlen¬
theorie verwiesen werden. Nur das Eine muss zur Ergänzung
des oben Gesagten hinzugefügt werden, dass aus dem Dirichlet -
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sehen Resultate unmittelbar die Beziehung Sb > 2Ja hervorgeht,
da die Anzahl H der Classen ihrer Natur nach stets eine positive
ganze Zahl sein muss . Auf andern) Wege ist derselbe Umstand
bisher nicht bewiesen worden , auch dürfte es, um mit Dirichlet
zu reden *

) , nicht leicht sein , dafür einen arithmetischen Beweis
zu finden .

Zum Schluss ist auf eine Notiz von Jacob i **) hinzuweisen ;
welche besonders geeignet ist , den Scharfsinn dieses grossen
Mathematikers zu bezeugen . Die Theorie der quadratischen
Formen lehrt , dass , wenn das Doppelte einer Primzahl q über¬
haupt durch uneigentlich primitive Formen der Determinante
— p darstellbar ist , es stets eine gewisse kleinste ganze Zahl h
giebt von der Beschaffenheit , dass 2 . qh durch die sogenannte
Ilauptform

2a;2 -f- ’ixij + y2

darstellbar ist ; diese Zahl h muss stets gleich der Classenzahl H
oder wenigstens ein Divisor derselben , und jede grössere Zahl
derselben Beschaffenheit muss ein Vielfaches von der kleinsten
Zahl h sein . Bemerken wir nun , dass die Zahlen x , y in der
Gleichung (24) entweder Beide gerade , oder Beide ungerade sein
müssen , damit die Summe x 2 -f - py 2 eine gerade Zahl wird , so
ist klar , dass , wenn

' x = 2 X + Y , y = T

gesetzt wird , für X, Y ganzzahlige Werthe sich ergeben werden .
Durch diese Transformation geht aber die Form x2 -{- py 2 in

2 ( zx 2 + 2XY F 2
)

über , und aus der Gleichung (24) ergiebt sich die folgende :
2b —2a

2 . q
p = 2Z 2 + 2ZF + ^

’- F2 .

Hieraus folgt nach dem eben Bemerkten jedenfalls, dass die
Anzalil H der Classen uneigentlich primitiver Formen von der

Determinante — p mit der Zahl - --— — in einem einfachen
p

Verhältnisse stehen wird . Da Jacobi aber bei einer Reihe von

* ) s. Abhandl . d . Berl. Academie Jakrg . 1837 pag . 57 .
**) in Crelle ’s J . Bd . 9 pag . 189.
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Beispielen fand , dass H dieser Zahl selbst gleich wurde , sprach
er den Satz aus , dass überhaupt die Classenanzabl H durch die
Formel

jj _ Sb — Sa
V

bestimmt werde , ein Satz , der , wie schon gesagt wurde , durch
Diriclilet ' s Forschungen eine glänzende Bestätigung gefunden hat.

8 . Doch wir wenden uns nunmehr zu der letzten Anwendung ,
welche wir von der Kreistlieilung machen wollen ; sie betrifft
einen, für die Theorie der quadratischen Formen von positiver
Determinante wichtigen Gegenstand. Wenn wir uns auch hier
auf den einfachsten Fall beschränken , in welchem die Determi¬
nante eine positive Primzahl p ist , so spielt in der Theorie der
Formen von solcher Determinante die Aufgabe , alle ganzzahligen
Fösungen t, u der sogenannten Pell ’sclien Gleichung

t 2 — pu 2 = 1
zu finden , eine grosse Bolle . Da man indessen aus einer Auf¬
lösung , bei welcher u von Null verschieden ist , leicht alle übrigen
finden kann , kommt es wesentlich darauf an , eine solche zu finden ,
und es ist nun sehr merkwürdig , dass auch hierzu die Iüeis -
theilung das Mittel darbictet und gerade diejenige Auflösung
finden lehrt , welche wieder zur Anzahl der Classen äquivalenter
Formen von der Determinante p eine unmittelbare Beziehung hat.

Um dahin zu gelangen , müssen wir von den Resultaten der
Nr . 3 der 15 . Vorlesung unsern Ausgang nehmen . Wir haben
dort die Formel erhalten :

p—x

(27 ) 4 = W - (- 1 )
2

• pH *)
2 ■

Unterscheiden wir nun von vorn he rein die beiden
Fälle, - in denen p die Form 4 « -)- 1 oder die Form
4 n -f- 3 hat .

In dem erstem erhalten wir aus (27 ) durch die Substitu¬
tion x = 1 folgende Formel :
(28 ) 4 p = y2 — pz 2

wenn mit y,z die reellen ganzen Zahlen bezeichnet werden , in
welche die Functionen Y [x) , Z (x) hei solcher Substitution über¬
gehen , und welche Beide von Null verschieden sind , da weder
4p = y2, noch 4 p = — pz 2 sein kann . Die Gleichung (28 ) lehrt



295

ausserdem , dass y durch p theilbar ist ; setzt man also
~
y = p . y(j

und der Uebereinstimmung wegen z — z0 , so ergiebt sich nach
Division mit p
(29) V — P2/o2 = — 4 •

Diese Gleichung kann man auch so schreiben :

(*o + Po V
~
P) (2o — 2/o VP ) = — 4 > ■

und durch ihre Quadrirung findet man , wenn man

(2« + 2/(1 V P? = (V + .P2/o2
) + 2 *o2/o / p = 2i + 2/1

setzt ,
(30 ) (* i + 2/i F+ ) (2 i — 2/i / p) = 16 •

Die ganzen Zahlen
2 i = V + P2/o

2
> 2/1 = 2z 0 2/o

sind jedenfalls durch Zwei theilbar , wie für yl von selbst klar
ist und für sich daraus ergiebt , dass man wegen (29) auch

2 i = — 4 + 2py 0
2

schreiben kann . Sind aber yü, z0 schon gerade Zahlen , so wer¬
den z, , y , sogar durch Vier theilbar sein , und man findet dann

(
’: + + (■? - f + - >

d . h . t — u = -£ ist eine ganzzahlige Auflösung der

Pell ’ schen Gleichung
t2 — pu 2 = 1

von der gesuchten Art , da y0 , z0, von Null verschieden sind .
Dieser Fall tritt stets ein , wenn p die Form 8 « + 1 hat .

Wenn dagegen z0, y() ungerade sind , was sie, damit z0
2 —py 0

2

gerade werde , gleichzeitig sein müssen , wenn sie nicht Beide
gerade sind , so sind yl , z l nur durch 2 theilbar , also z2 , y2 un¬
gerade , wenn man

2i = 2 z2 > Pi = 2 2/3
setzt , und es ergiebt sich dann aus (30)

(« 2 + ViVp ) + — P2 Vp ) = 4 •

Erhebt man diese Gleichung zum Cubus und setzt

(22 + 2/2 V P)3 = ( 22
3+ 3P22 y-2

2
) + (322

2
P2 + PVl ) - VP = 2 3 + 2/3 / p «

so übersieht man leicht, dass z3, y3 Beide durch 8 theilbar sind ;
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denn , da jetzt p die Form 8n -)- 5 haben muss , so ergiebt sich
z2

2 + 3py 2 ^ 0 , 3 z2 - f- iny2
~ 0 (mod . 8) .

Da nun

( *3 + y 3 V v ) (*3 — y 3 fp ) = Qi

ist , findet man

also sind die beiden ganzen Zahlen / = ~ , u — eine
o o

Lösung der Pell ’ schen Gleichung
t2 — pii 1 — 1 .

9. In dem zweiten Falle , wo p die Form 4 « -f 3
hat, würde die Substitution x — 1 in der Gleichung (27 ) nur zu
einer Identität führen. Wenn man dagegen x = i setzt, so wird
sich ein ähnliches Resultat ergeben, wie im vorigen Falle . Nach
den Formeln (18) in Nr. 8 der 15 . Vorlesung folgt hei dieser
Substitution

P—1 p —1

F (i) = — .• *
, F {— i) , Z (i) = ,• 2

. Z ( - i) .
Die Functionen Y{i) und Z (i) sind aber ganze complexe

Zahlen von den Formen y -)- y"i und z + z 'i resp . Wenn
daher zunächst p die Form 8z* —}- 3 hat , so gehen die
vorigen Gleichungen folgende Beziehungen :

y + y"i = — * (y — y
"

*) , z -f - z"i = i (2
' — z"i)

d . h.
' t > r r'y = — y , z = z ,

folglich werden Y{i) , Z (i) von den Formen :
Y (i) = y ( 1 - 0 , Z (i) = z'

( 1 + i) .
Ist dagegen p von der Form 8 ?i + 7 , so erhält man

die Beziehungen :

y + y
"

* — 1 W — y
' i) ’ z'

+ 2,/ * = — * {z — *"
») ,

aus denen y — y
"

, z = — 2" also
Y(i) = y

'
(1 + 0 , 2 (0 = 2 ( 1 - 0

hervorgeht.
x v _ 1 tp — 1Da andererseits - r für x = * in -r— — übergeht , er-

hält es , wenn p die Form 4w + 3 hat , den Werth i , und die
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Gleichung (27 ) ergiebt demnach die nachstehende :
4 i = y

'2
(1 + i) 2 + pz '2

( 1 -f- i)
2 ,

in welcher die doppelten Zeichen mit einander correspondiren,
oder einfacher , da ( 1 + i) 2 = + 2 i ist ,
(31 ) xß — pz '2 = ±2 ,
was wir auch so schreiben können:

{y + z Yp ) hj z Yp ) = + 2 .
Erhebt man nun die letzte Gleichung in ’s Quadrat und setzt

[y + z Yp )
2 = y

"1 4r P z' 2 + 2 Yz Yp = v'
\ + 2'

i Yp ,
so sind

lJ \ = y
'2 + P 2 ' 2 = + 2 + 2 P z'2

> z{ — 2 yz
gerade Zahlen , welche der Gleichung

{vx + 2'
i Yp) (iy t

' — z \ Yp) = 4

Genüge leisten, und t — u — - - zwei ganze Zahlen , für welche

[t + u Yp ) [t — « Yp ) — i
ist , d . h . eine ganzzahlige Lösung der PelTschcn
Gleichung .

10 . Hierdurch ist nachgewiesen , dass sich aus
der Ivreistheilung stets eine ganzzahlige Auflösung
der PeH ’ schen Gleichung ableiten lässt . Diese ist
jedoch nicht diejenige Auflösung , welche man als ihre Funda¬
mentalauflösung zu bezeichnen pflegt , bei welcher nämlich
die Zahlen t , u die kleinsten positiven Zahlen sind . Fragt man
nun , in welcher Beziehung die so gefundenen Auflösungen zu
der Fundamentalauflösung T, ü stehen, so giebt die Antwort merk¬
würdiger Weise wieder einen innigen Zusammenhang zwischen
der Ivreistheilung und der Theorie der quadratischen Formen,
insbesondere mit der Bestimmung der Classenanzahl zu erkennen.
In der That, wenn wir uns der Kürze wegen auf den Fall einer
positiven Determinante p von der Form An -(- 1 beschränken,
so folgt aus den von Dirichlet gefundenen Ausdrücken für die
Anzahl H der Classen äquivalenter Formen von einer solchen
Determinante folgende interessante Beziehung :

(32) = W
,

Ba .chmann , Lehre d . Kreisth . 19 **
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wenn y , z die in Gleichung (28) vorkommenden ganzen Zahlen
nämlich die Werthe Y{1) und Z (l ) bedeuten, eine Beziehung ,
welche den Zusammen hang der , aus der Kreistheilung
gewonnenen Auflösung mit der . Fundamentalauf -
lösung der PeH ’ sclien Gleichung bezeichnet .

Dies Resultat giebt endlich noch zu einer Bemerkung An¬
lass , welche der über das Zeichen 2b — Za in Nr . 7 gemachten
analog ist ; die ganzen Zahlen y,z sind nämlich positiv .
In der That , nach den Formeln in Nr . 3 der 15 . Vorlesung ist
y+ z yp = 2^ ( 1)— 2 YJ ( 1 — r «

) , y—zj/p = 2 B ( 1 ) = 2JJ ( l _ r *
) .

' « b

Ist nun a ein quadratischer Rest , welcher grösser als ist ,
so wird , da — 1 hier zu den quadratischen Besten gehört, p — a
ein quadratischer Rest sein , welcher < ~ ist , und umgekehrt.
Daraus folgt leicht , dass man , wenn a jetzt alle quadratischen
Reste bezeichnet, welche < sind , setzen kann :

y + * VP = 2 - /j ^ 1 — r") i1 ~ r~ °)
a

oder , da ( 1 — r “) ( 1 — r~a
) — 2 ( l — cos = 4 sin2

v vt p
und die Anzahl der Werthe a gleich — ist,

?'+ i . , . .
y + z ]/p = 2 2 ■

'o Pt
Ganz ebenso findet man

p±i ,
y — z }Tp ^ 2 2

. ( /Jsin ^ ^
wenn man in dem Producte über alle quadratischen Nichtreste
multiplicirt , die < sind . Diese Gleichungen lehren durch
ihre Addition , dass y wesentlich positiv sein muss . Da aber T
und U positiv sind , und

[ T + üj/J ) (T - U }Tp ) = 1
ist, muss T -j- U j/ p > 1 , folglich nach Gleichung (32)

y + zVp ~ ,
- zVP
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sein , was nur geschehen kann , wenn auch z positiv ist . Auch
diese Bemerkung ist bisher direct noch nicht bewiesen worden . —

Schliesslich mag erwähnt werden , dass , wenn man von den
Darstellungen von 27 X und 256X durch eine cubische resp.
biquadratische Form ausgebt, welche .durch die Gleichungen (40)
der 15. und (39) der 16 . Vorlesung gegeben werden , ähnliche
Resultate , wie die hier aus der Darstellung von 41 durch tune
quadratische Form abgeleiteten, gefunden werden können , wie es
in Bezug auf die cubische Form in einer grossen Abhandlung
von Eisenstein nachzulesen ist . *) Da es die Grenzen dieser
Vorlesungen nicht gestatten , hierüber , noch auch über die
wichtigen Forschungen Dirichlel ’

s , die Classenanzahl betreffend .
Ausführlicheres hier beizufügen , müssen wir den Leser , welcher
darüber weiter unterrichtet zu sein wünscht , auf die bezüglichen
Abhandlungen verweisen . —

*) Eisenstein , allgemeine Untersuchungen über die Formen 3toi
Grades mit drei Variabein , welche der Kreistheilung ihre Entstehung
verdanken , in Cr . J. Bd . 28 .
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