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Aufg . 1 . Die Gleichung q = 2 « sec in eine solche zwf
sehen rechtwinkligen Coordinaten untzuwandeln.

Aufg . 2 Die I' olar-Coordinaten des Durchsclmittspunktes der fol¬
genden geraden Linien und den von ihnen eingeschlossenen Winkel zu

(‘bestimmen : q cos = 2 a , q cos I ft = a .

Altfl. q = 2 « , & = der Winkel =

Aufg . 3. Welches ist die Polargleichung der geraden Linie , die
die Punkte q , q

"
, &

" verbindet'?
Auf!.

q p
' sin (&

' — !>
'
) -)- q

"
q sin (&

" — &) -f - q q
' sin (ft — &

’
) r - o .

Drittes Kapitel .

Aufgaben über die gerade Linie.

45 . Nachdem wir in den vorigen Kapiteln die Principien darge¬
legt haben , auf welche gestutzt wir die Lage eines Punktes oder
einer geraden Linie algebraisch auszudrücken im Stande sind ,
wollen wir einige weitere Beispiele von der Anwendung dieser
Methode zur Auflösung geometrischer Aufgaben hinzufügen . Iler
Anfänger muss sielt in der Anwendung der Methode zur Lösung
solcher Aufgaben fleissig üben , bis er Leichtigkeit und Schnel¬
ligkeit in ihrem Gebrauche erlangt hat . Pie in diesem Kapi -*
tel gegebenen Beispiele sind nicht sowohl ihrer seihst wegen
als deshalb gewählt , um daran zu zeigen , wie dergleichen Auf¬
gaben algebraisch gelösst werden können und mögen daher wohl
seihst einfachere geometrische Auflösungen annehmen. Solche
einzelne Fälle dürfen nicht zu der Voraussetzung verleiten , dass
die geometrische Methode , die hei ihnen den Vorzug verdient ,
auch in andern Fällen vorzuziehen sei . Jede Methode hat ihre
eigenthDrillichen Vorzüge . Wenn für einige Aufgaben die geome¬
trischen Auflösungen klarer und einfacher sind , so verfährt da-



45

gegen die algebraische Methode mit grösserer Gleichförmigkeit
und führt- mit grösserer Sicherheit zum Ziel . Es muss das Be¬
streiten des Studirendcn sein , sich beider Untersuchungs-Methoden
in der Art zu -bemächtigen, dass er fähig sei, jede von ihnen nach
der Natur der vorliegenden Aufgabe anzuwenden .

Wir wollen von denjenigen Arten der Aufgaben , welche am
häufigsten Vorkommen , je einige Beispiele geben ; derjenige Leser,
welcher dieser sieh hemeistert hat , wird in der Anwendung der¬
selben Methode auf irgend andre Aufgaben , die sieb ihm dar-
hiclen mögen , keine Schwierigkeit finden .

48 . Aufgaben , bei denen zu beweisen ist , dass
drei gerade Linien sieb in einem Punkte schneiden .

Es erscheint unnölhig , zu den im letzten Kapitel bereits ge¬
gebenen noch andre Beispiele über diesen Gegenstand hinzu¬
zufügen .

' Das Verfahren , welches wir verfolgen , ist dieses : Wir
bilden die Gleichungen der drei geraden Linien ; alsdann können
wir entweder sogleich bemerken , dass die drei Gleichungen Null
zur Summe geben , wenn sie mit passenden Gonstanten multi -
plieirt werden : ist diess der Fall , so wissen wir nach Artikel 37 ,
dass die durch die Gleichungen repräscntirlen geraden Linien
sich in einem Punkte schneiden ; oder wir berechnen die Coor-
dinaten des Burchschnittspunctes von zweien der geraden Li¬
nien und untersuchen , ob sie der Gleichung der dritten genü¬
gen ; oder endlich , wir wenden das Kennzeichen des Artikel 34
auf die Gleichungen an .

Bei den Auflösungen dieser wie jeder andern Klasse geome¬
trischer Aufgaben können im Allgemeinen die Gleichungen durch
eine geschickte Wald der Koordinatenachsen vereinfacht werden ;
imletn man zwei der wichtigsten Linien der Eigur zu Koordina¬
tenachsen wählt , werden die analytischen Ausdrücke wesentlich
verkürzt. Andrerseits geschieht es freilich oft, dass durch die An¬
nahme von Koordinatenachse !), welche mit der Figur nicht in einer
solchen besondernVerbindung stehen , die Gleichungen an Symme -

. trie das gewinnen , was ihnen an Einfachheit abgehl. Der Leser
kann dies aus den zwei in Aufgabe I und 2 des Artikel 37 ge¬
gebenen Auflösungen derselben Aufgabe erkennen , wo die erste
Auflösung , obgleich die längere , den Vorzug hat , dass man aus
der entwickelten Gleichung der einen Winkelhalbirungslinie so¬
gleich die der andern ohne Rechnung ableiten kann .
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Weil Ausdrücke , welche Winkel enthalten , durch die An¬

wendung schiefwinkliger Coordinaten coinplicirter werden , ist es
im ’

Allgemeinen ralhsam , für solche Aufgaben rechtwinklige
Achsen vorauszusetzen .

Aufgaben , in denen zu beweisen ist , dass drei
Punkte in einer geraden Linie liegen . Es kann Vorkom¬

men , dass die Coordinaten des dritten Punktes als aus denen der

zwei ersten x'
y , x '

y ' nach den Formeln

tnx "'
+ n x m x '

+ ny
m + n ’ m + n

hervorgehend sofort erkannt werden ; in diesem Falle folgt aus
Artikel 7 , dass die drei Punkte in einer geraden Linie liegen .
In anderen Fällen bilden wir die Gleichung der geraden Linie ,
welche zwei von ihnen verbindet und untersuchen , oh die Coor¬
dinaten des dritten ihr genügen .

47 . Geometrische üerter . Die analytische Geometrie

eignet sich mit vorzüglicher Leichtigkeit zur Untersuchung der
Oerter . Wir haben nur die Relation aufzusuchen , welche die

Redingungen der Aufgabe zwischen den Coordinaten des Punktes
fordern , dessen Ort gesucht wird ; der algebraische Ausdruck
dieser Relation liefert uns sofort die Gleichung des verlangten
Ortes .

Aufg . 1 . Welches ist der Ort der Spitze eines Dreiecks , von
welchem die Basis und die Differenz der Quadrate der Seiten gegeben
sind ?

Aufl.
Fi s . 20.

Wir nehmen die Basis A B zur Achse der x und eine in
ihrem Endpunkte A auf ihr errichtete
Senkrechte zur Achse der y , nejinen
die Länge der Basis c und die Coordi¬
naten der Spitze x , y . Darm ist
ß C2= CR 2 + R B~ y2 + (c — xf

A 6’ä= x 2 -)- y2,
daher B (ß —■AC2 = c2 — 'lex , und

ol \ p
£ y

R M R indem wir diess einer Conslanlcn gleich

die Gleichen
clmng
,.2 _ ,

des Ortes der
setzen

Spitze . Dies ist nach Art. 15 die filei -
zur Basis senkrechten geraden Linie in der Entfernung

suhtrahiren , cr-

und bewahren leicht , dass

einer
2- vom Anfangspunkt. Indem wir diess von c

2 nß
hallen wir das andere Segment =

2t
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der gefundene Ort die Basis so tlieilL , dass die Differenz der Quadrate
der Segmente der Differenz der Quadrate der Seiten gleich ist . (Eukl . I.
47 . Zus . 4 . )

Aufg . 2 . Von einem Dreieck ist die Basis und die Summe der
Seilen gegeben ; welches ist der Ort des Punktes in dem von seiner Spitze
auf die Basis gefällten Perpendikel , welcher jenseits der Spitze um die
Länge der einen Seite von der Basis entfernt ist ?

Aufl. Wir nehmen dieselben Achsen , um zu untersuchen , welche
Relation zwischen den Ooordinaten des Punktes bestellt , dessen Ort wir
zu bestimmen haben . Die Abscisse desselben ist AR und seine Ordi¬
nale nach der Voraussetzung = A C; wenn m die gegebene Summe
der Seiten ist , so ist BC = tn — y.

Auch gilt B& — AB - + AC2~ Z AB . AR,
d . h . indem man AB wieder durch c bezeichnet

(m — yf = c2 + y2 — 2 cx, '

woraus wir durch lleduction erhalten
2 rny — 2 cx = nv —• c2,

die Gleichung einer geraden Linie .

Aufg . 3 . Wenn zwei feste gerade Linien 0 A. und 0 B gegeben
sind und durch , eine dritte von gegebener Richtung A B geschnitten
werden , so soll der Ort des Punktes P gefun¬
den werden , der die Strecke A B in einem ge¬
gebenen Verhällniss theill.

Wir können hier schiefwinklige Achsen
anwenden , weil die Aufgabe die Betrachtung
von Winkeln nicht erfordert ; nehmen wir also
die feste Linie OA zur Achse der x , OC zur Achse
dery , so dassdic Gleichungvon OB von der Form

y = m x
ist . Es wird verlangt , den Ort des Punktes P zu linden , welcher AB
so theill , dass immer AP = n . AB . Weil der Punkt B in der geraden
Linie y = »ix liegt , so haben wir

AB = m . OA , daher AP mn . OA ;
es ist aber AP die Ordinale des Punktes P und OA seine Abscisse , da¬
her wird der Ort von P durch die Gleichung

y = mnx
ausgedrückt, und ist somit eine durch den Punkt 0 gehende gerade Linie .

Aufg . 4 . Von einer beliebigen Anzahl von Dreiecken mit gemein¬
schaftlicher Spitze sind die Grundlinien und die Summe ihrer Inhalte ge¬
geben ; man soll den Ort ihrer Spitze finden .

Aufl. Sind die Gleichungen der Grundlinien '
x cos tv -j- y sin a — p ~ o , x cos ß + y sin ß — pt

x cos y + y sin y —1 p t = o etc.,
o ,
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ihre Längen a , b , c . . . . und die gegebene Summe der Inhalte = m 2,
so ist a (x cos a + */ sin a —p) , weil nach Art . 27 x cos or -f - «/sin a — p
die Senkreelite vom Punkt x , y auf die erste Linie bezeichnet, der dop¬
pelte Inhalt des ersten Dreiecks und die Gleichung des Ortes muss daher
sein

a (x cos a + y sin a — p ) + b (x cos ß - y sin ß — p t)
c (x cos y -j- y sin y — p 2) + . . , . = 2 m 2.

Diese ist aber, da sie x und y nur im ersten Grade enthält , die Gleichung
einer geraden Linie.

Aufg . 5 . Zwei Ecken eines Dreiecks ABC bewegen sich in festen
geraden Linien LM , LN und die drei Seiten desselben drehen sich um
feste Punkte 0 , P, Q , die in einer geraden Linie liegen ; welches ist der
Ort der dritten Ecke ?

Anfl. Wir nehmen die gdhule Linie OP , welche die drei festen
Punkte enthält , zur Achse der x und die gerade Linie OL , welche den

Durchschnittspunkt der beiden festen ge¬
raden Linien mit dem Punkte 0 verbin¬
det , zur Achse der */ . Unter den Voraus¬
setzungen

Fig. 22 .
L

M P 0 \ N .

OL^ b , OM= a , ON= a , OP= c , OQ = c
sind die Gleichungen von LM und LN

x y
1 und -f-

und wenn ABC eine durch dicCoordina-
ten von C x , y bestimmte Lage des be¬

weglichen Dreiecks ist, so ist die Gleichung von CP, als der Verbindungs¬
linie des Punktes x , y mit dem Punkte P (x = c , y = o)

[x — c) y — y
'x + cy = o .

Daraus folgen die Coordinaten von A , als dem Durchschnittspunkt
dieser Linie mit — ~\-a b

ab (x — cj + ac y _ b (a — e) y
b (x — c) ay ’ b (x'— c) -fai / '

Die Coordinaten von B werden aus den vorigen gefunden , indem
man statt a und c. respectivc a und c einführt :

'
) + «V/ / b (d — c ) y

b [x — c ) -\-dyh (x '— c
') -\ - dy

Damit alier diese beiden Punkte ec , */ , und xi yi in einer durch den
Coordinatenaidaug gehenden geraden Linie liegen , muss die Uelalion gel -

X , Xn
ten — = - 2 •

vi v -i
Darnach haben wir

_ b (a — c) y _
ab (x — cj -j- acy '

b {d — c ) y
ab (x — <•

') -j- acy
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Da diese Relation von den Coordinatcu des Punktes oc
'
y stets er-

fiillt werden muss , so wird die Gleichung des Ortes einfach dadurch er¬
halten , dass man die bestimmten Coordinatcn x y in die laufenden xy
verwandelt, durch Befreiung von Brüchen ergieht sich dann

(a — c) [ab (x — c ) + a'c'
y] = (a — c ) [« b (x — c) + a cy] ,

(ac — ae ) xoder ~ r + !L
- c )

—
b 1 .cc [a — a ) —■ad (c -

Der Ort ist demnach eine durch den Punkt L gehende gerade Linie .
Atifg, ß . In der letzten Aufgabe den Ort der Ecke C unter der

Voraussetzung zu finden , dass die Punkte P , Q in einer , statt durch 0 ,
durch L gehenden geraden Linie liegen.

Aufl. Wir nehmen die Linie LP zur 23 .Achse der x und L 0 zur Achse der y ;
setzen LP = a , LQ = d , LO = b und
y — mx , y - -- mx als die Gleichungon
von LM , LN . Alsdann ist die Gleichung
von CP als der geraden Verbindungslinie
von xy

' und a , o
(x — a) y - - ix — a) y.

Din Coordinatcn des Punktest , in wel¬
chem diese Linie y = mx 'schneidet , sind

a V t am ifx , = - , - und y . = - ’4~.- .y — mx -f- am 01 y — mx ~\~ am
In derselben Art werden die Coordinatcn von B gefunden

' - /A

a )/- , f —■, - >—;
y — m x -|- a in

Wir müssen mm ausdrückcn

und 1/, a m y
y — in x -f- a m

dass die Verbindungslinie dieser
Punkte durch 0 geht , d . h . durch den Punkt x = o , y = b ; dazu
muss die Gleichung dieser Linie sein

[x l — x 2) b — x , xJ % — x 2 y ,
oder Xi [y2 — b) = [y t — b) .

Indem wir hierin die für x lt y it x 2 , y2 erhaltenen Werlhe suh -
slifuiren und von Brüchen befreien , wird die Gleichung durch y Llicil-
har und wir erhalten als die durch die Coordinatcn des Punktes x y
zu erfüllende Relation
a [ (« m — b ) y + mb {x — «'

)] = a \Jam — b) y + mb [x — a ) | ,
die Gleichung einer geraden Linie . Sie geht nach Art . 36 durch den
Schnittpunkt derjenigen beiden geraden Linien , welche durch die Glei¬
chungen

(am — b) y -j- mb (x — a ) = o , (a m — h) y + m b (x — a) — o
ausgedrückt werden ; es sind dies die geraden Linien , welche die Punkte
P und Q mit den Punkion verbinden, in welchen die durch 0 gezogene
Parallele zu LQ die Linien LM , LN schneidet.

Salmon , Anal . Gcom . der Kogelschnilte . 4
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48 . Anstatt die Bedingungen der Aufgabe direct in Gliedern
der Coordinalcn des Punktes auszudrücken , dessen Ort gestiebt
wird , ist es oft zweckmässig , sie zunächst in Gliedern anderer
Linien der Figur zu bestimmen ; dann ist es nölbig , so viele
Relationen aufzustellen , als zur Elimination der so eingeführten
unbekannten Grossen hinreichend sind , um durch diese eine

Gleichung zwischen den Coordinaten des Punktes zu finden ,
dessen Ort gesucht wird . Die folgenden Beispiele werden zur

Erläuterung dieser Methode hinreichcn .

Aufg . 1 . Den Ort der Mittelpunkte der Rechtecke zu linden , die
in ein gegebenes Dreieck eingeschrieben sind .

Aufl . Wir nehmen CR und AB zu Coordinalenachson und ' setzen
CR = p,BR ~ s und AR = s'

\ dann sind die Gleichungen von A C

und — +und BC

Wenn wir nun in der Entfernung
FK -— k eine zur Basis parallele Linie FS
zielten , deren Gleichung y — k ist , so lin¬
den wir die Ahscissen der Punkte F und S,
in denen diese den Linien A C und B C be¬
gegnet, durch Substitution von y = k in die
Gleichungen von AB und BC . So erlial -

ß len wir aus der ersten GleichungA K Jt £
■= 1 oder KR = . — s ( I —

V
aus der zweiten

1 oder RL

Daraus ergiebt sieh die Abscisse des vs von FS nach Art . 7

welche auch für den Mittelpunkt des Rechtecks die Abscisse ist. Seine
k

Ordinate ist

Sollen wir eine Relation finden , welche, zwischen dieser Ordinale und
Abscisse für jeden Werth von k bestellen muss , so halten wir nur zwi¬
schen diesen Gleichungen k zu eliiuiuiren ; so erhalten wir für die Glei¬
chung des verlangten Ortes

s — soder



Rer gesuchte Ort ist also eine gerade Linie und die Abschnitte,
welche dieselbe in den Achsen bildet , zeigen , dass es die Verbindungs¬
linie des Mittelpunktes der Basis AB mit dem Mittelpunkte der Höhe CR ist .

Aafg . 2 . Zur Basis A B eines Dreiecks ist eine Parallele FS gezo¬
gen und in den PurchschniLtspunkten F und S derselben mit den Seiten
sind auf diesen Perpendikel F Q und SQ errichtet , welches ist der Ort des
Rurchschnitlspunktes dieser letzteren ?

Aufl. Wir benutzen die nämlichen Achsen , wie in derAufg. I . Dann
hat die Linie FQ , welche rt \\ AC oder — — * = 1 in F oder — s ( 1—— Y k

p s \ P )
senkrecht ist , die Gleichung :

V
X - (- s

k
V

+ 7 [y - k ) = « •

In derselben Art findet man die Gleichung von SQ
k
V

Weil nun der Punkt , dessen Ort wir suchen , in beiden Linien FQ
und SQ liegt , so drückt jede der eben geschriebenen Gleichungen eine
Delation aus , der seine Coordinalen genügen müssen; weil aber diese
Gleichungen k enthalten ; so drücken sie Relationen aus , die nur für den
speciellenPunkt des Ortes wahr sind , welcher dem Falle der Parallelen FS
in der Höhe k über der Basis entspricht . Wenn wir aber zwischen die¬
sen Gleichungen die unbestimmte Grösse k olimiuiren, so erhalten wir
eine Relation zwischen den Coordinaten x , y und den bekannten Grössen
alleiu und diese ist , weil ihr für jede Lage der Parallelen FS genügt sein
muss , die verlangte G

" '
g des Ortes .

Um k zwischen den Gleichungen zu eiimiuiren , schreiben’wir sie in

der Form FQ ; — -j- — + = k + -iY

~ {y — k ) -■ ■0 .

und SQ : JA ,
v v k - -f A' S P J

i + t + }) = (} + ? ) (*
Dies ist die Gleichung einer geraden Linie , weil x und y darin nur

im ersten Grade Vorkommen und man crkennL , dass sie durch die Spitze
des gegebenen Dreiecks geht , weil die Goordinatcn derselben x = o ,
y — p der Gleichung genügen. Nach Art . 36 geht sic auch durch den
Durchschnitt der Linien

E + M. + 1
V * V

y_ _ * , * _
s P‘ V

’

’ ’ ' is die in den Endpunkten der Rasis auf den anstossemleu Seiten er¬
richteten Perpendikel sind .

4 *
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Anfg . 3 . Parallel zur Basis eines Dreiecks ist eine gerade Linie ge¬
zogen und die Punkte , in denen sic die Seiten desselben schneidet , sind
mit zwei festen Punkten in der Basis durch gerade Linien verbunden,
welches ist der Ort des Burchschnittspuukles dieser letzteren ?

Anfl. Wir behalten die Achsen und die übrigen Bestimmungen der
Aufgabe 2 und lassen die Coordinaten der festen Punkte T und V in der
Basis sein für T (m , o) und für V (n , 6) . Alsdann ist die Gleichung von

FT y -j- kx — lem — o , und die von

SV + n y — kx + kn = o .

Indem wir diese Gleichungen in die Form

(s- -f - m ) y — k f y — x -j- m j = o ,

bringen und die Grösse k eliminiren , erhalten wir für die Gleichung des

Ortes (s — n) y — x + m
'
j

= (/ -)- m) y -f- x — n
'
j .

Dies ist die Gleichung einer geraden Linie , weil x und y nur im
ersten Grade darin enthalten sind .

Aufy . i . In einem Dreiecke sind die Schnittpunkte einer Parallelen
zur Basis mit den Seiten mit den gegenüberliegenden Basisecken ver
Bunden ; man soll den Ort des Durchschnitlspunktes der Verbindungs¬
linien angeben ,

Auß . Die Aufgabe ist zwar ein specieller Fall der vorigen , nimmt
aber eine einfachere Auflösung an , indem man die Seilen A C und C T>
des Dreiecks zu Achsen wählt ; sind dann ihre Längen a und b , so kön¬
nen die proportionalen Abschnitte , welche die Parallele in ihnen macht,
durch ft a und ft b ausgedrückt werden . Dann sind die Gleichungen der
Transversalen — A- = \ und - — 1 ,a fit) fta b
und indem man die eine von der andern sublrahirt und den Rest durch
die Constante 1 — dividirt , erhält man für die Gleichung des Ortes

die wir früher ( Art . 37 , Aufg . 2 ) als Gleichung der geraden Linie ge¬
funden haben , welche die Spitze des Dreiecks mit dem Mittelpunkt der
Basis verbindet.

Aufg . r>. In der Basis eines Dreiecks sei ein Stück A T und am an¬
dern Endo ein Stück B S genommen, welches zu A T in einem festen
\ crhältniss steht ; werden sodann ATund FS einer festen geraden Linie
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Fiff . 25.

CR parallel gezogen, so isl der Orl des Punktes 0 zu finden , in welchem
sieh die Linien EB und FA dnrehsclmeiden.

Aufl. Wir nehmen C R zur Achse
der y , setzen AT = k , BR = s, AR = s ,
CR — p und das feste Verhältniss m , so
dass B S = mk . Alsdann sind die Coor -
dinaten von S s — mk , o
und die von T — (/ — k) , o .

Wir finden sodann die Ordinalen von J ~~
E und F , indem wir diese Wertlie von x
in die Gleichungenvon AC und B C substituiren , also für

E x = — (s
' -

mpk

, pk
y = y >

F x ■■ s mk , y =

Wir bilden nun die Gleichungen der geraden Linien EB und FA,
nämlich EB (s + s — k ) y +

pkr~ X
S

pks- —}— 0
S

FA (s + s ' — mk) y — mpk• ——̂ X
S

mpks- -— = o .s
und eliminiren endlich k , indem wir die eine Gleichung von der andern
abziohen und den liest mit k dividireu; so erhalten wir

die Gleichung einer geraden Linie .
Aufg . (1. BP lind Q Q

' sind ein Paar beliebige Parallelen zu den
Seiten eines Parallelogramms, welches ist der Ort des üurchsclmillspunk -
tes der Linien PQ und P '

Q
' ‘i

Aufl. Wir nehmen zwei der Seiten des Parallelogramms zu Achse
und setzen ihre Längen a und b , be¬
zeichnen durch m und AP durch n .
Daun ist die Gleichung von PQ , als der
geraden Verbindungslinie von P (o , n)
mit Q (m , b)

(b — n) x — my -j- mn = o ,
und die Gleichung von P Q , der Ver¬
bindungslinie von P ’

(«, n) mit Q
'

(m,o)
nx . — [a — m ) y — mn = o .

Da hier zwei unbestimmte Grössen m und n vorhanden sind , so
kann man vermuthen , dass cs nicht möglich sein werde , sie beide aus
diesen zwei Gleichungen zu eliminiren ; wenn man jedoch die beiden
Gleichungen durch Addition vereinigt , so verschwinden beide Unbe¬
stimmte und man erhält den Orl

b x — a y = o ,
agonale des Parallelogramms.die Gleichung der



Aufg . 7 . Ein Punkt und zwei feste gerade Linien sind gegeben ;
man zieht durch jenen irgend zwei gerade Linien und verbindet die
Punkte , wo diese den festen geraden Linien begegnen , kreuzweis ; wel¬
ches ist der Ort des Durehschnittsjmnktes dieser Verbindungslinien?

Aufl. Wir nehmen die festen geraden Linien zu Coordinatenachscn
und lassen die Gleichungen der durch den festen Punkt willkürlich ge¬
zogenen Geraden sein

: + 1 und + A-, = 1.

Weil diese Linien durch den festen Punkt xy gehen müssen , sind
x , y , , x y- 1- — = 1 und — 4 - - =
m ?i di n

oder durch Subtraction

i

( - — + y
' ( - — -i )

\ m m J \ n n /
0 .

Die Gleichungen der Transversalen sind darnach

: + y
1 und

und liefern durch Subtraclion
/ 1 1* I — —
\ m m

Aus dieser Gleichung
' 1

und
1

y
der

und(i _ i ) (i _ i )\ m m J \ n n /

vorher
\_
n

= 0 .

jfcfuinlcncn

eliminiren und wir erhalten dadurch

lassen sich

xy -j- y x — o
die Gleichung einer durch den Anfangspunkt gehenden geradeuLinie . Sie
steht in einer bald näher darzulegenden Beziehung zu der geraden Linie

xy — yx = 0 ,
welche den Anfangspunkt mit dem Punkte xy verbindet.

slufg . 8 . Durch irgend einen Punkt in der Basis eines Dreiecks
wird in gegebener Richtung eine gerade Linie von gegebener Länge so
gezogen , dass sie in jenem Punkte halbirt ist ; welches ist der Ort der
Durehsclmittspunkte der Linien , die ihre Enden mit denen der Basis ver¬
binden?

Aufg . 0 . Von einem Dreiecke ist die Basis und die Bestimmung be¬
kannt , dass seine Seiten eine feste zur Basis parallele Linie AB in den
Punkten C, J) so schneiden, dass das YerhälIniss AU ; BI ) gegeben ist ,
welches ist der Ort der Spitze?

Aufg . 10 . Wenn in einem Dreiecke der Winkel au der Spitze und
die Summe der Seiten bekannt sind , den Ort der Punkte zu bestimmen,
welche die Basis in einem gegebenen Vcrluiltniss theilcn.
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Aufg . II . Zwei feste Punkte A , B , einer in jeder der Achsen ,
sind gegeben , zwei andere Ä B ' werden sü gewählt , dass

0 Ä -f- OB ' = OA + OB -

welchen Ort beschreibt der Durchschnillsjmnkt der geraden Linien

A B\ Ä m

49 . Aufgaben , in welchen zu beweisen ist , dass
eine bewegliche gerade Linie durch einen festen
I* unkt geh l.

Wir haben im Artikel 36 gesehen , dass die gerade Linie

Ax + By -j- C -J- k ( A'x + B y -J- C '
) = o ,

oder , was dasselbe ist ,
{A + kÄ ) x + ( ß + kB '

)y -f- C -\ - k C ' — u ,
wo k eine unbestimmte Grösse ist , ininicr durch einen festen Punkt

geht , nämlich durch den Punkt , wo die beiden geraden Linien

Ax -j- By -j- C = ü und A x + B '
y + C — o

sich schneiden . Wir entnehmen daraus den Satz : Wenn die

Gieithung einer geraden Linie eine unbestimmte
Grösse im ersten Grade enthält , so geht die gerade
Linie immer durch einen festen Punkt .

Aufg . 1 . Wenn in einem Dreieck der Winkel an der Spitze und
die Summe der reciproken Werlhc der Seilen gegeben sind , so gehl die
Dasis immer durch einen festen Punkt.

Auß.
der Basis

Wenn w'ir die Seiten zu Achsen wählen , ist die Gleichung

und die Bedingung

x , y
a + A>

1 _ 1
^ £ _ _

1_
b c

' ' b c
zu .erfüllen ; daher ist die Gleichung der Basis

in welcher c eonslanl und a unbestimmt ist ; schreihen wir dies

+ 7 - i = « . .
so erkennen wir , dass die Basis stets durch den Durchschnillspunkl der
geraden Linien

geht.
x — y = o und y = c
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Aufg . 2 . Die Ecken eines Dreiecks bewegen sich ;mf drei durch
denselben Punkt gehenden festen geraden Linien OA , OB , OC und
zwei seiner Seiten gehen durch feste Punkte ; es ist zu beweisen , dass
auch die dritte Seite durch einen festen Punkt geht.

Fig . 27 . Aufl. Wir wählen die festen geraden
Linien OA, OB , in denen die Basisecken
sich bewegen , zu Achsen , so dass die
Linie OC, welche die Spitze des Dreiecks
durchläuft , eine Gleichung von der Form
y = mx hat und bezeichnen dieCoordi-
naten der festen Punkte durch x '

y , x y
".

Sind dann in irgend einer Lage die Coor -
dinaten der Spitze x — a und folglich
y = ma , so ist die Gleichung von AC
m a) x *j- a (y — mx ) = o.

Ebenso ist die Gleichung von BC
[x

" — «) y — (y
” — ma ) x -|- a [y —■mx "

) = o .
Die Länge des von der Linie AC bestimmten Abschnittes OA wird

hiernach durch Substitution von x — o in die Gleichung derselben ge-
„ . .. , a (?/ — mx')lunden, nämlich y = - ,-’ J . X — a

ebenso die Länge des Abschnitts OB für y —

BC x _ a (y
"- mx")

o aus der Gleichung von

y — m a
Daraus ergiebt sich die Gleichung von A B

y — m a
v

" y ■mx y — mx
Da hierin a unbestimmt ist und nur im ersten Grade vorkonnnt, so

geht diese gerade Linie immer durch einen festen Punkt . Derselbe kann
gefunden werden , indem man die Gleichung in der Form

?/
, . x ■ X

■y ■ - a vi x V zr + 1
y — mx y — mx \ y ■— mx y — mx
schreibt ; er ist der Durchsclmittspunkt der zwei geraden Linien

y" x- „ . X - V- 7
y — m x y — mx

mx yund
y mx V - mx

y — o

+ l = o .

Aafg . 3 . Man soll untersuchen , oh in der vorigen Aufgabe unter
gewissen Bedingungen die Basis auch dann noch durch einen festcnPunkt
geht , wenn die gerade Linie , in welcher die Spitze C sich bewegt , den
Punkt 0 nicht enthält .

Aufl. Wir behalten die Achsen und die Bezeichnung hei , mit der
einen nolhwendigen Abweichung , dass die Gleichung der von der Spitze
durchlaufenen geraden Linie durch y — mx + n und daher die Coor-



diiiatcn der Spitze in irgend einer Lage durch a und ma -f- n ausgc-
driiekl werden. Dann ist die Gleichung von A C

(pc —■ a) y — (y — ma — n) x + a (y
' — mx '

) — nx ' = o .
Die Gleichungvon B C ist

(x
" — a) y — (y

" — ma — n) x + a [y
" — mx "

) — nx ” = o .
a (y — 7nx ) — nx ' „ _ a (y

" — wx '
) — )ix "

- • tj !/ : -Daraus OA — —

Daher ist die Gleichung von A B
y

” — )na — n- —n— „t- „ V . - t ;- - ra y — nix- ) — nx a {y — mx ) — nx
Wenn diese Gleichung von Brüchen befreit wird , so enthält sie im

Allgemeinen a im zweiten Grade und die Basis geht daher im Allgemei¬
nen nicht durch einen festen Punkt.

Wenn aller die Punkte x '
y , x '

y
" in einer durch 0 gehenden ge¬raden Linie y = kx

liegen , so dass wir y
" = kx " und y

' = kx subslituiren können , so
wird die Gleichung

)J — ma — )

1 .

X y ■ a (k —• m) . — n ,x x
welche a nur im ersten Grade ertthält und somit eine durch einen festen
Punkt gehende gerade Linie bezeichnet.

Aafg . 4 . Wenn eine gerade Linie so bestimmt wird , dass die Pro-
ducte der auf sie von einer Anzahl fester Punkte gefällten Perpendikelmit bestimmten Constantcn die Summe Null geben, so gehl dieselbe durch
einen festen Punkt .

* Aaß . Ist die Gleichung der geradenldnic
x cos a + y sin a — p = o ,

so ist die von x y auf sie gefällle Senkrechte von der Länge
x cos ct + y sin a — p

und die Bedingungen der Aufgabe liefern die Gleichung
m (x ' cus a + y

' sin a — p ) -f >rt
"

(a;
"

cos a + y
" sin « — p )

+ « " '
(« " cos a + y

'" sin a — p ) -f- . . . . = o , .
Unter Benutzung der Bezeichnung 2 (m x ) für die algebraische

Summe der mx , d . h . für

mx -f- mx ' + . . . .
und in gleicher Art 2 (my ) für

m’
y -}- m"

y
"

+ . . . .
2 (m) für m + m" -f- . . . .
können wir diese Gleichung schreiben

2 (mx ) cos or + 2 (my
'
) sin a — p 2 (« j = u .
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Und indem wir in die Originalgleichung den hieraus erhaltenen
Werth von p suhslituiren , erhallen wir für die Gleichung der bewegli¬
chen geraden Linie
x Z (m) cos cc -j- y Z (nt) sin a — Z (m x '

) cos a — Z ( m y ) sin rc = o
oder x Z (m) — Z (mx ) + \jj Z ( m) — Z (my

'
)\ lau a = u .

Da diese Gleichung die unbestimmte Grösse tan a im ersten Grade
enthält , so geht die durch sie ausgedriiekl.e gerade Linie durch den losten
Punkt , welchen die Gleichungen

x Z (m ) — Z (mx ) = o , y Z (m ) — Z (my ) = o
bestimmen , d . b . durch den Punkt

m x + m 'x -1- , . . . m y A- m y -f- , . . .X = - —:- 1- , y = - —r „ , - •
m • m -j- m

Dieser Punkt wird oft als das Gentrum der mittlern Entfer¬
nung c n der gegebenen Punkte bezeichnet.

Aufg . 5 . Man giebl ein Dreieck ABC und zwei Punkte D , E ,
welche mit der Ecke A in derselben geraden Linie liegen ; man verbin¬
det diese Punkte mit einem beliebigen Punkte F der Gegenseite B C und
bemerkt die Durchschnillspunkte G , H dieser Verbindungslinien mit je
einer der beiden anliegenden Seilen des Dreiecks . Man soll beweisen,

Fig . 28 . dass die gerade Linie G-H fiir
jede Lage des Punktes F in der
Geraden BC durch den festen
Punkt P geht , in welchem die
Linien BD und CE sich schnei¬
den .

Es ist nicht schwer , dicss
auf dem gewöhnlichen Wege zu
beweisen ; wir uberlassen dies
dem Leser und bemerken über-
diess , dass der im Art. 38 ent¬
wickelte Satz von der Transvcr-
versale eines Dreiecks zum Be¬
weise dienen kann.

Wenn man die Seite BC in unendlicher Entfernung voraussetzt,
so geht der Satz in den folgenden über : Man hat einen Winkel BAC
und zwei Punkte I) , E , welche mit seinem Scheitel in gerader Liuic lie¬
gen ; wenn man durch diese letzteren zwei parallele Gerade zieht,
welche den Schenkeln des Winkels im Funkte G , H begegnen , so geht
die gerade Linie GAT immer durch denselben Punkt , in welcher Richtung
auch die Parallelen gezogen wurden.

Man darf endlich die Punkte A , B , E , B, C, i ^ als Ecken eines zwei
geradeji Linien eingeschriebenen Sechscchs betrachten und alsdann un-
sern -Satz als einen Specialfall aus dem allgemeinen Theorem über die in
Curven zweiten Grades eingeschriebenen Sechsecke betrachten , welches
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im Art. 264 gegeben worden wird . Aus demselben ergiobl sieb , dass
die I’unklc G , II und P in einer geraden Linie liegen und somit , da P
unveränderlich ist , so lange A, B, C, D, E sieb nicht ändern , dass
die gerade Linie GH sich um einen festen Punkt dreht , während F
die Gerade B G durchläuft.

50 . Wenn die Gleichung . einer geraden Linie die Goordi-
ualeu irgend eines Punktes im ersten Grade enthält , sowie

(Ax ' + . By C) x + (A
'x ' -j - B'

y
' -\ - C

"
\ y + (A

''x ' + B"
y + C"

) — o,
so gehl diese gerade Linie immer durch einen festen Punkt ,
wenn der Punkt xy sich auf einer geraden Linie hewegl .
Denn wenn der Punkt x y stets in einer geraden Linie

Lx + My + N = o
liegt , so kann mit Hilfe dieser Relation x aus der gegebenen
Gleichung eliminirt werden und die unbestimmte Grösse y ver¬
bleibt im ersten Grade in derselben , die Linie gebt also durch
einen festen Punkt . Daraus entspringt der Satz : Wenn die
Cocfticieuten in der Gleichung

Ax By C = o
durch die Relation aA bB cC = o
verbunden sind , in welcher u , b , c Constanten sind , indess A , ß , C
veränderlich gedacht werden , so geht die durch diese Gleichung
dargeslellte gerade Linie immer durch einen festen Punkt .

Denn durch Elimination von C zwischen beiden Gleichungen
erhalten wir (cx — a) A -f- \cy — b) B = o
die Gleichung einer durch den Punkt x ~ y = — gehen¬
den geraden Linie .

51 . Polar - Coordinaten . Es ist im Allgemeinen nütz¬
lich , diese Methode anzuwenden , wenn die Aufgabe verlangt , den
Ort der Endpunkte von geraden Linien zu finden , welche nach
einem gegebenen Gesetz durch einen festen Punkt gezogen sind .

Aufg , 1 . A und B sind zwei feste Punkte ;
durch B wird eine gerade Linie gezogen und
von A ein Perpendikel A P darauf gefällt , und
dasselbe so verlängert , dass das Rech UxkAP . AQ
constant bleibt. Welches ist der Ort des Punk¬
tes Ql

Atifl . Wir nehmen A zum Pol und A B
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zur festen Achse , so dass A Q der durch g zu ' bezeichnende Radius vcctor
und der Winkel Q AB = ist ; die Aufgabe fordert , die zwischen g und -9
bestellende Relation zu finden .

Wir setzen AB — c und haben aus dem rechtwinkligen Dreieck -
APB AP = c . cos wegen AP . AQ = const. = k~ ist sodann

g c cos & = k'~
, oder g cos & = — ;

wir halien im Art. 41 gesehen , dass dieses die Gleichung einer zu AB
senkrechten geraden Linie ist , die in der Entfernung A ~ vom Pol
vorbeigeht.

Anfg . 2. Von einem Dreieck , dessen Winkel gegeben sind , ist
eine der Ecken A lixirt , die zweite B bewegt sich längs einer festen
geraden Linie , man soll den Ort der dritten linden.

Aufl. Wir nehmen die feste Ecke A zum Pol und
das von ihm zur festen Linie gefällte Perpendikel AP
zur Achse , so dass AC = g , L CAP = -P .

Da die Winkel des Dreiecks ABC gegeben sind ,
so ist AB in einem festen Vcrhältniss zu

AC (= m . AC) und L BAP — & — tx ;
aber man bat

AP = AB . cos BAP ,
d . h . indem man AP durch a bezeichnet

m g cos (ft — a ) = « ,
welches nach Art . 44 die Gleichung einer geraden Linie ist , die mit der
gegebenen einen Winkel a bildet und die Entfernung — vom Pol A1 m
besitzt.

Aufg . 3 . In einem Dreieck ist die Dasis und die Summe der Sei¬
ten gegeben ; in einem Endpunkt der Dasis B errichtet man auf der an¬
liegenden Seite BC ein Perpendikel und verlangt , den Ort des Punktes P
zu finden , wo dieses von der äusseren Halbirungslinic CP des Winkels
an der Spitze gelrollen wird .

F 'S - R ' - Aufl. Indem wir den Punkt B
zum Pol wählen , wird BP der Ra¬
dius vector g und durch Wahl der
verlängerten Dasis zur festen Achse
wird der Winkel P B D =.- <9- , und
die Aufgabe verlangt , g durch &
auszudrückcu. Wir bezeichnen die

Seiten und die Gegenwinkel des Dreiecks durch a , b , c , A, B, C ; dann ist
offenbar L Ti CP — 90° — C und aus dem Dreiecke PCB , a — g tan £ C.
Wenn wir a und tan ^ C durch -9 ausdrücken können , so ist die Auf¬
gabe gelöst.

Fig . 30.
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Aus dem Dreieck ABC ist
b2 = a2 + cä — 2 ac cos B \

hier kann für b , m — a eingesetzt werden , wcnnW die gegebene Summe
der Seilen bezeichnet und cos B ist = sin 0 ; 'daher

m - — 2 am + «s = a2 + c2 — 2 ac sin 0 ,
m 2 — c 2und a = —- :—57 .2 (in — c sm u l

Hiernach bleibt nur übrig , einen Ausdruck für tan '
J C zu finden ,

b sin CEs jst

Aller b sin C

also

tan i C :— , - . ■ .b ( 1 + cos C)
: c sin B — c cos 0 ; b cos C — a — c cos B =

tan IC = CC0S &
-■a — c sin D ;

m — c sin 0
Darnach können wir p durch 0 ausdrücken ; denn indem wir die

oben für a und tan J C erlial teilen Werllie in die Gleichung a = q tan | C
einselzen, erhalten wir

g c cos 0—
y

oder p cos 0 - — i
2 (in — c sin 0 ) ( in —

Der Ort ist demnach eine zur Basis des Dreiecks senkrechte Linie ,_ q 2
in dem Abstande — s- ' vom Punkte B .2c

Der Loser kann zu eigener Uebung den Ort untersuchen , welcher
hei gegebener Differenz der Seiten durch die innere lialbirungslinic des
Winkels an der Spitze bestimmt wird.

Aufg . 4 . Gegeben sind n feste gerade Linien und ein fester
Punkt 0 ; wenn man durch diesen irgend einen Radius veclor zieht,der diese geraden Linien in Punkten r u r2 , r 3 , . . . r ,v schneidet, und
in ihm einen Punkt R so bestimmt, dass

»
= _ L J _ Lj _ L 4 - 4 - J -OR 0r 1

"r Or 2
’r Or 3

“ ' ' ' f Or H
’

so soll man den Ort von R bestimmen.
Aufl.

q cos (0 -
Wenn die Gleichungen der geraden Linien durch

■a ) — Pn Q cos — ß) — Pi , Q cos (0 — y) =
dargcslellt werden , so ist die Gleichung des Ortes offenbar

1h »sw .

cos (0 — a) cos (0 ■ ß ) _|_ cos (& — y)
e P 1

'
v 2

'
V 3nach Art . 44 die Gleichung einer geraden Linie . Der hierin enthaltene

Salz ist nur ein specioller Fall eines weit allgemeinem , welchen wir
später beweisen werden.
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