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Aufg. 1. Die Gleichung ¢ == 2« sec (-ﬁ* + t_) in eine solche zwi-
)
schen rechtwinkligen Coordinaten umzuwandeln.

Aufg. 2 Die Polar-Coordinaten des Durchschnittspunktes der fol-
genden geraden Linien und den von ihuen eingeschlossenen Winkel zu

) o 4
bestimmen: o cos (-5* S ;) = 2, g cos (,3 _F) —
& 1}
o 7
; der Winkel = =,
3
Aufy. 3. Welches ist die Polargleichung der geraden Linie, die
. e : :
die Punkte o, 8; o . & verbhindet?

Aufl,
00" sin (8 — 8") 40" ¢ sin (8" — ) + oo sin (& — 9) ==

Aufl. o —= %4, #—=

wl A

Drittes Kapitel.

Aufgaben tiber die gerade Linie.

45. Nachdem wir in den vorigen Kapiteln die Principien darge-
legt haben, auf welche gestiitzt wir die Lage eines Punktes oder
einer geraden Linie algebraisch auszudriicken im Stande sind,
wollen wir einige weitere Beispiele von der Anwendung dieser
Methode zur Auflosung geometrischer Aufgaben hinzufiigen. Der
Anfinger muss sich in der Anwendung der Methode zur Losung
solcher Aufgaben fleissig iiben, his er Leichtigkeit und Schnel-
ligkeil in ihrem Gebranche erlangt hat. Die in diesem Kapi-
tel gegebenen Beispiele sind nichl sowoll ilirer selbst wegen
als deshalb gewdhlt, um daran zu zeigen, wie dergleichen Auf-
gaben algebraisch geldsst werden kénnen und mbgen daher wohl
selbst einfachere  geometrische Auflosungen annehmen.  Solche
cinzelne Fille diirfen nicht zu der Voraussetzung verleiten, dass
die geometrische Methode, die bei ihnen den Vorzug verdient,
auch in andern Fillen vorzuziehen sei.  Jede Methode hat ihre
eigenthiimlichen VYorziige. Wenn fiir einige Aufgaben die geome-
trischen Auflosungen klarer und einfacher sind, so verfihrt da-
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gegen die algebraische Methode mit grosserer Gleichformigkeit
und fithet mit grosserer Sicherheit zum Ziel. Ls muss das Be-
streben des Studirenden sein, sich beider Untersuchungs-Methoden
in der Arl zu hemiichligen, dass er fihig sei, jede von ihnen nach
der Natur der vorliegenden Aufgabe anzuwenden.

Wir wollen von denjenigen Arten der Aufgaben, welche am
hiufigsten vorkommen, je einige Beispicle geben; derjenige Leser,
welcher dieser sich bemeistert hat, wird in der Anwendung der-
selben Methode auf irgend andre Aufgaben, die sich ihm dar-
bieten mogen, keine Schwierigkeit finden.

46. Aufgaben, bei denen zu beweisen ist, dass
drei gerade Linien sich in einem Punkte schneiden.

Es erscheint unndthig, zu den im letzlen Kapitel bereils ge-
gebenen noch andre Beispiele tber diesen Gegenstand hinzu-
zufiigen. “Das Verfahren, welches wir verfolgen, ist dieses: Wir
bilden die Gleichungen der drei geraden Linien; alsdanu kionnen
wir entweder sogleich bemerken, dass die drei Gleichungen Null
zur Summe geben, wenn sie mit passenden Conslanten multi-
plicivt werden: ist diess der Fall, so wissen wir.nach Artikel 37,
dass die durch die Gleichungen reprisentivten geraden Linien
sich in einem Punkle schueiden; oder wir berechnen die Coor-
dinaten des Durchschnittspunctes von zweien der geraden Li-
nien und untersuchen, ob sie der Gleichung der drillen genii-
gen; oder endlich, wir wenden das Kennzeichen des Arlikel 34

auf die Gleichungen an.

Bei den Auflosungen dieser wie jeder andern Klasse geome-
trischer Aufgaben konnen im Allgemeinen die Gleichungen durch
eine geschickle Wahl der Coordinatenachsen vereinfacht werden;
indetn. man zwei der wichtigsten Linien der Fignr zu Coordina-
tenachsen wahlt, " werden die analytischen Ausdriicke wesentlich
verkirzt,  Andrerseils geschieht es freilich oft, dass durch die An-
nahme von (ll)(ll‘iﬁlli\lﬂlIEI('IIS-I,'II, welche mit der Figur nicht in einer
solchen besondern Verbindung stelien, die Gleichungen an H}'Illllil'.-

_trie das gewinnen, was ihnen an Einfachheit abgehl. Der Leser

kann dies aus den zwei in Aufgabe 1 und 2 des Artikel 37 ge-
gebenen Auflosungen derselben Aufgabe erkennen, wo die erste
Auflosung, obgleich die lingere, den Vorzug hal, dass man aus
der entwickelten Gleichung der einen Winkelhalbirungslinie so-
gleich die der andern ohne Rechnung ableiten kanu.




Weil Ausdriicke, welche Winkel enthalten, durch die An-
wendung schiefwinkliger Coordinaten complicirter werden, isl es
im" Allgemeinen rathsam, fiw solche Aufgaben rechiwinklige
Achsen vorauszuselzen. 2 2

Aufgaben, in denen zu beweisen ist, dass drei
Punkte in ciner geraden Linie liegen. Es kann vorkom-
men, dass die Coordinaten des dritten Punkles als aus denen der
zwei ersten a’y, 2"y nach den Formeln

ma” + na’ ma” + ay
m+n m =
hervorgehend sofort erkannt werden; in diesem Falle folgt aus
Arlikel 7, dass die drei Punkte in ciner geraden Linie liegen.
In anderen Fillen bilden wir die Gleichung der geraden Linie,
welche zwei von ihnen verbindet und untersuchen, ob die Coor-

dinaten des drilten ibr geniigen.

47. Geometrische Oerter. Die analytische Geomelrie
eignet sich mit vorziglicher Leichtigkeit zur Untersuchung der
Oerter.  Wir haben nur die Relation aulzusuchen, welche die
Bedingungen der Aufgabe zwischen den Coordinaten des Punkies
fordern, dessen Ort gesucht wird; der algebraische Ausdruck
dieser Relation liefert uns sofort die Gleichung des verlangten
Ortes.

Aufg. 1. Welches ist der Ort der Spilze cines Dreiecks, von
welehem die Basis und die Dilferenz der Quadrate der Seiten gegehen
sind ?

Aufl. Wir nehmen die Basis 4 B zur Achse der @ und eine in

Fie, 20. ihvem Endpunkte 4 aufl ihe errichtete
“ Senkrechte zur Achse der 7, nepnen
die Linge der Basis ¢ und die Coordi-
naten der Spitze &, x. Dann ist
BC*— CR*+ RB=9y*+ (e — a)?

AC= a*+ ¥y’
daher BC? — AC* = ¢* — Zea, und
indem wir diess einer Constanten gleich
2= o=

selzen «
die Gleichung des Ortes der Spitze. Dies ist nach Art. 15 die Glei-
chung ciner zur Basis senkrechten geraden Linie in der Entfernung

o
2

2
vom Anfangspunkt. Indem wir diess von ¢ subtrahiven, er-

5 )
[ idad m= ) &
il und hewiithren leicht, dass

halten wir das andere Segment —




der gefundene Ort die Basis so theilt, dass die Differenz der Quadrate
der Segmente der Dilferenz der Quadrate der Seiten gleich ist.  (Eukl, L.
47, Aus. +.)

Aufg. 2. Yon einem Dreieck ist die Basis und die Summe der
Seiten gegehen; welches ist der Ort des Punktes in dem von seiner Spitze
aul die Basis gefillten Perpendikel, welcher jenseits der Spitze um die
Linge der einen Seite von der Basis entfernt ist?

Aufl.  Wir nehmen dieselben Achsen, um zu untersuchen, welche
Relation zwischen den Coordinaten des Punktes besteht, dessen Ort wir
zit bestimmen haben.  Die Abscisse desselben ist 4R und seine Ordi-

nate nach der Voraussetzung == 4 C; wenn m die gegebene Summe
der Seilen isl, so ist BC=—m—y.
Auch gilt BC*=ABR*+ AC*—24B. AR,

d. h. indem man 48 wieder durch ¢ hezeichnet
(m — y) = + y* — 2ex,
woraus wir durch Reduction erhalten
Qmy — 2ex = m*— ¢¥,
die Gleichung einer geraden Linie.

Aufy. 3. Wemn zwei fesle gerade Linien 0.4 und 028 gegeben
sind und durch eine dritte von gegebener Richtung 4 B geschnitten
werden, so soll der Ort des Punktes 2 gefun-
den werden, der die Strecke 4 B in einem ge- Kig. 21,
gehenen Verhiiltniss theilt. c

Wir kinnen hier schielwinklige Achsen /
anwenden, weil die Aufgabe die Betrachlung
von Winkeln nicht erfordert; nehmen wir also
die feste Linie 0.4 zur Achse der @, OC zur Achse
dery, so dassdie Gleichung von 0.8 von der Form Z(J et P

B —— i
ist.  Es wird verlangl, den Ort des Punktes P zu finden, welcher 4 B
so theilt, dass immer AP = n . AB. Weil der Punkt B in der geraden

Linie 3

a liegt, so haben wir
AB = m .04, daher 4 I’ = mn . Od4;
es ist aber 4 P die Ordinate des Punktes P llllll 04 seine Abscisse, da-
her wird der Oct von P durch die Gleichung
Y= max
ausgedriickl, und ist somil eime durch den Punkt 0 gehende gerade Linie,

Aufg. 4. Von einer heliebigen Anzahl von Dreiecken mit gemein-
schaftlicher Spitze sind die Grundlinien und die Summe ihrer Inhalte ge-
geben; man soll den Ort ihrer Spilze finden.

Aufl.  Sind die Gleichungen der Grundlinien

axcose 4 ysine—p=o0, xcosf 4+ y sin ﬁ =g "0,
@cos ¥ + y siny pre=lorate,




Sl =

ihre Lingen «, b, ¢ .. .. und die gegebene Summe der Inhalte = m?,
. so ist @ (@ cos e+ ysin @ —p), weil nach Art. 27 x cos @ +ysin ¢—p
8 die Senkrechte vom Punkt @, y aul die erste Linie bezeichnet, der dop-

pelte Inhalt des ersten Dreiecks und die Gleichung des Ortes muss daher
sein

afwcose +ysine— p) +b(xcosf + ysinf — p)

+e(@eosy +ysing—p) +..,.=2m
Diese ist aber, da sie @ und % nur im ersten Grade enthilt, die Gleichung
einer geraden Linie.

Aufy. 5. Zwei Ecken eines Dreiecks 4 B €' bewegen sich in festen
geraden Linien ZM, LN und die drei Seiten desselben drehen sich um
feste Punkte 0, P, 0, dic in einer geraden Linie liegen; welches ist der
Ort der dritten Ecke?

Aufl.  Wir nehmen die gdrade Linie O P, welche die drei festen
Punkte enthilt, zur Achse der & und die gerade Linie 0L, welche den
Durchschnittspunkt der beiden festen ge-
raden Linien mil dem Punkte O verbin-
det, zur Achse der . Unter den Voraus-
selzungen
OL=b, 0M=ua, 0N—a', 0P=¢, 00=¢"
sind die Gleichungen von ZM und LN

L [ i\”'\‘-‘\f) { + f— — fund -|——

4 A
/ s und wenn AB(' eine |l||t|_|1 die Coordina-
ten von € o, y' hestimmte Lage des be-
weglichen Dreiecks ist, so isl die Gleichung von CP, als der Verbindungs-
i linie des Punktes @, ¥ mit dem Punkte P fe="C, 1 = 0}
| If.r—-niy~y.z+<y._u.
' Daraus I'UI"(-u die Coordinaten von A, als dem Durehsehnittspunkl

H dieser Linie mit - +~~
. ab(x—c) + acy ; ble—c) Vv
2 S (e—c) - ay S (o —r‘)-f—n»,f
Die Coordinaten von B werden aus den vorigen gefunden, indem
man statt @ und e respective « und ¢ einfiihrt:
Sl ablae'— ) Fdcy ” bid —¢ )r,r
g b —)Fdy Y= b(x'—e j-|—rtr,l
Damit aber diese beiden Punkte a, o, und @, %, in ciner durch den
Coordinatenanfang gehenden geraden Linie liegen, muss die Relation gel-

ten — =

Darnach haben wir

bla—c)y 5L b(ad—¢) :,f'
ab (@' -——¢c)Facy

ru’.i(z -—r}—|—rua,r
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Da diese Relation von den Coordinaten des Punktes 2"y stels er-
fiillt werden muss, so wird die Gleichung des 01 lvq einfach dadurch er-
halten, dass man die hestimmten (d)!ll([llllll,( m &'y in die laufenden a g
verwandelt, dureh Befreiung von Briichen ergieht sich dann

(¢ —¢) [ab (x—c) + dcy] = (d—¢) leb (x—e)+acy],
(ad — de)a - iy

L el (a—d) — ad (e—e) B i

Der Ort ist demnach eine durch den Punkt Z gehende gerade Linie.

Aufy. 6. In der letzten Aufgabe den Ort der Ecke ¢ unter der
Vorausselzung zu finden, dass die Punkte 2, 0 in einer, statt durch 0,
durch Z gehenden geraden Linie liegen.

Aufl.  Wir nehmen die Linie ZP zur Fig. 23.
Achse der a und ZO zur Achse der y:
selzen LP = a, LO —=d, LO — b unil /3 M
y=ma, y == m'x as die Gleichungon ' A A
von LM, LN. Alsdann ist die Gleichung | B
von CP als der geraden Verbindungslinie ' |
von 2y und a, o :
(@ — a)y == (&' — a) y. 7 AR
Die Coordinaten des I’lml\l(-q A, in wel- ¢
chem diese Linie y = max schneidet, sind
? a ;rf amy’
gi i ;f’;;u.r"-km und Y o #' — ma - am’
In derselben Art werden die Coordinaten von 5 gv!'mul:'n

rr 4,.4 o .w 4
-y — + !I' n I”“l ‘/2 = ,lf"- ' -+— am’

Wir missen nun ausdriicken, dass die Verbindungslinie  dieser
Punkte durch @ geht, . h. durch den Punkl 2 =— 0. Yy =1b; dazn
muss die Gleichung dieser Linie sein

€Ty —

& — &) b = &, ¥, — a2 ¥,

oder &y (tfs— b)) = @ {y— D).

Indem wir hierin die fiiv a,, 4,, @y, y, erhaltenen \\‘mllu' sul-
stituiren und von Briichen befreien, wird die Gleichung durch 3 theil-
bar und wir erhalten als die durch die Coordinaten des Punktes @ £
zil il|i|“l'iii|l' Relation
allam'—b)y 4+ m'b (@ — a)] = & [lam—1b) y + mb (x — a],
die Gleichung einer geraden Linie.  Sie geht nach Art. 36 dureh den
Schnittpunkt derjenigen beiden geraden f[m('u welche dureh die Giei-
chungen

([a'm’ —b)y + m'b (x — o) = o, (am —b)y +mb (x—a)
ausgedrickt werden; es sind dies die geraden Linien, welche die Punkta
P und O mit den l’unl\tm: verbinden, in welchen die durch 0 gezogene
Pavallele zu L 0 die Linien LM, L N schueidet.

Salmon, Anal. Geom. der Kegelschaitte, 4
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48. Anstatt die Bedingungen der Aufgabe direct in Gliedern
der Coordinalen des Punktes auszudriicken, dessen Ort gesucht
wird, ist es oft zweckmissig, sie zunichst in Gliedern anderer ¢
Linien’ der Figur zu bestimmen; dann ist es nothig, so viele
Relationen aufzustellen, als zur Elimination der so eingefiihrien
unbekannten Grossen  hinreichend sind, um durch diese eine
Gleichung zwischen den Coordinaten des Punktes zu finden,
dessen Ort gesucht wird. Die folgenden Beispiele werden zur
Erlauterung dieser Methode hinreichen.

Aufy. 1. Den Ovt der Mittelpunkte der Rechtecke zu finden, die
in ein gegehenes Dreieck eingeschrieben sind.

Aufl.  Wir nehimen CR und 4 B zu Goordinatenachsen und“setzen
CR =—p, BR = s und 4R =s"; danm sind dic Gleichungen von A4 €

] ‘ i o
und BC L == 1 und £'+,, =—oF,
B

Wemn  wir nun in der Entfernung
FK == k eine zur Basis parallele Linie 'S
zichen, deven Gleiclung y = k isl, so fin-
den wir die Abseissen der Punkte # und S,
in denen diese den Linien A€ und 2 € he-
gegnel, durch Substitution von y=rk in die
ety Gleichungen von 4 B wnd B, So erhal-
A K R 4 g/ tewwiraus der ersten Gleichung

' L T = Joder KR= —§ (I iy 'ﬁl);
¥ P

7
Daraus ergicht sich die Abscisse des Mittelpunktes von 7S nach Avt. 7

e e Rk
R 2 p)’

t welche auch fir den Mittelpunkt des Rechtecks die Abscisse isl.  Seine

; 7 k
Ordinate sl Y=

% 1 ="J oder BRE—3 (1 —_ ‘i) P

Sollen wir eine Relation finden, welehe zwischen dieser Ovdinate unid
Abseisse fir jeden Werth von & bestchen muss, so haben wir nur z2wi-
schen diesen Gleichungen £ zu eliminiven; so erhalten wir [iir die Glei-
chung des verlanglen Orles

. ’ 2
22 = (s—%) (1 == "”')
& ) -

oder




Der gesuchte Ort ist also eine gerade Linie und die Abschmitte,
welehe dieselbe in den Achsen bildet, zeigen, dass es die Verbindungs-
linie des Mittelpunktes der Basis 48 mil dem Mittelpunkte der Hohe CR ist.

Aitﬁj 2. Zur Basis 4 B eines Dreiecks ist cine Parallele #S gezo-
gen und in den Durchschuittspunkten # und 8 derselben mit den Seiten
sind auf diesen Perpendikel 0 und S 0 ervichtet, welches ist der Ort des
Durchselmittspunktes dieser letzteren?

Aufl. Wir henulzen die u:‘im]ivlu‘u Achsen, wie in derAufg. 1. Dann
hat die Linie 0, welche zn A€ ml:*l 2 -s' 1 inFoder—s ([ff—’) k

senkrecht ist, die Gleichung:

= 7 vl )] bl

In derselben Art findet man die Gleichung von S0

i Ot

Weil nun der Punkt, dessen Oret wir suchen, in beiden Linien #0
wiil SO liegt, so drickt jede der eben geschrichenen Gleichungen eine
Relation aus, der secine Coordinaten geniigen miissen; weil aber diese
Gleichungen % enthalten, so dricken sie Relationen aus, die nur fiiv den
speciellen Punkt des Ortes wahr sind, welcher dem Falle der Parallelen #8
in der Hohe /& iiber der Basis entspricht. Wenn wir aber zwischen die-
sen Gleichungen die unbestimmte Grosse & eliminiven, so erhalten wir
cine Relation zwischen den GCoordinaten @, # und den hekannten Gréssen
allein und diese ist, weil ihr fiiv jede Lage der Pavallelen F.S gentigl sein
muss, die verlangle Gleichung des Ortes.

Um & zwisehen den Hln-i:-hlmuwi zu eliminiven, schreiben wir sie in

der Form FO: < + + ( e )

jJ
S0 Y., e 5 N 8
1l SO: ; 5 + = - k : i »

und erhalten nun die Gleichung des Ortes

| SR a s o0y et 5 y_ = $
(‘.: * ;;z‘) (; Tt '.;:') i ( + ,) ( Wy ,)

Dies ist die Gleichung einer geraden Linie, weil & und » darin nur
im ersten Grade vorkommen und man erkennt, dass sie durch die Spitze

des geaebenen Dreiecks geht, weil die Coordinaten derselben ar = o,
y# = p der Gleichung gentigen.  Nach Art. 36 geht sie auch durch den
Durchschnitt der Linien

v Y Lo y o s

—S— =0, - — ——=— 0

v b § it » t P + v i

welehes die in den Endpunkten der Basis aufl den anstossenden Seiten er-
richteten Perpendikel sind.

e
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Aufy. 3. Parallel zur Basis cines Dreiecks ist eine gerade Linie ge-
zogen und die Punkie, in denen sic die Seilen desselben schneidet, sind
mit zwei festen Punkten in der Basis durch gervade Linien verbunden,
welches ist der Ort des Durchschnittspunktes dieser lelzteren?

Aufl. Wir behalten die Achsen nnd die iibrigen Bestimmungen der
Aufgabe 2 und lassen die Coordinaten der festen Punkte 7 und ¥ in der
Basis sein fir 7 (m, o) wnd fiiv 7 (n, 0). Alsdann ist die Gleichung von

FT [S’ (1 Vet }j:-) -+ .w] Yy + kx —km — o, und die von

SV [s([—j‘—;)-;-nJy;k:v—]—kia:o.
[ndem wir diese Gleichungen in die Form
(sS4 my—Fk (—;—y —a + m) —%

’ 1 &
(s — n)y — k (}-y + & — ?l):{i
/ i
hringen und die Grésse % eliminiren, erhalten wir fiiv die Gleichung des
; s i s
Ortes (s —mn) (; ¥ — a4+ m) = (s + m) (;T ¥+ x— ?r) g

Dies ist die Gleichung einer geraden Linie, weil & und y nur im
ersten Grade darin enthalten sind.

Awfy. 4. In einem Dreiecke sind die Sehmittpunkte einer Parallelen
zur Basis mit den Seilen il den gegeniiberliegenden Basisecken ver
bunden; man soll den Ort des Durchschnitispunktes der Verbindungs-
linien angeben,

Awfl. Die Aufgabe ist zwar ein specieller Fall der vorigen, nimmt
aber eine einfachere Auflosung an, indem man die Seiten A€ und C' 5
iles Dreiecks zu Achsen withlt; sind dann ihre Lingen @ wnd b, so kéon-
nen die proportionalen Abschuitte, welche die Parallele in ilimen maeht,
dorch ga und wb ausgedrickt werden.  Dann sind die Gleichungen der

x i @ o
Transversale i £ - - BT
ransversalen = 1 == i
: “@ * wh . wa b !
und indem man die eine von der andern subtrahirt und den Rest durch
die Constante | — = dividirt, erhill man fiv die Gleichung des Orles
@ Y
A e i
a [/ \

die wir friher (Art. 37, Aulg. 2) als Gleichung der geraden Linie ge-

funden haben, welehe die Spitze des Dreiecks mit dem Mittelpunkt der
Basis verhindet.

Aufyg. 5. In der Basis eines Dreiecks sei ein Stick 47 und am an-
dern Ende ein Stiick B S genommen, welches zn A4 T in einem festen
Verhiiltniss steht; werden sodann Z7 und FS einer fosten geraden Linie




CR parallel gezogen, soist der Orvt des Punktes O zu finden, in welchem
sich die Linien £ B und FA4 durchschneiden.

Aufl.,  Wir nehmen CR zur Achse s
der y, setzen AT=1F, BR =3, AR=¢, Hig 29,
CR = p und das lesle Verhiiliniss m, so
dass BS = m k. ‘Alsdann sind die Coor- 7
dinaten von § s — mk, o E’,'
uid die von T — (&— &), o.

Wir finden sodann die Ovdinaten von 4 7
£ und F, indem wir diese Werthe von &
in die Gleichungen von A C und B € substituiren, also fiir
1 ‘ \ k
5 = —(s—F), fi— ‘%,
mprk
fiir F x=s—mk, y=-—.
=

Wir bilden nun die Gleichungen der geraden Linien £B und F4,

3 ; ’ \ pk phs
niimlich EB s +s—ky + ‘H, X — ";,‘ =
= X & v c
’ ) k s’
Fa (4 s —mk)y — ’Hf x — E%—‘ = o,

und eliminivren endlich %, indem wir die eine Gleichung von der andern
abziehen und den Rest mil & dividiren; so erhalten wir

h s ne
fm — 1)y + (-’iff + ﬁ) x 4+ (mi‘ —!\—:) =o0,
- & 8 b o

die Gleichung einer geraden Linie.

Aufg. 6. PP und 00 sind ein Paar belichige Parallelen zu den
Seiten eines Parallelogramms, welches ist der Ort des Durchschnittspunk-
tes der Linien 20 und 207

Auwfl. Wir nehmen zwei der Seilen des Parallelogramms zu Achse

und setzen ihre Lingen « und b, be- Fie 26
zeichnen A0 durel 2 und A 2 durch . adis
Dann ist die Gleichung von P 0, als der I f—'fo--——-—-——,ﬂ
geraden Verbindungslinie von P (o, ») ,.." : _,-/
mit O (m, b) it
(b —n) & —my 4 mn —=o, }’ B, B/
und die Gleichung von 2’0, der Ver-  °/ /
bindungslinie vou P (¢, n) mit 0 (m,0) 4 0" B

ne.— (@ —m) y — mn = a.

Da hier zwei unbestimmte Grossen ¢ und 2 vorhanden sind, so
kann man vermuthen, dass es nicht miglich sein werde ,  sie beide aus
dicsen zwei Gleichungen zu eliminiren; wenn man jedoch die beiden
Gleichungen dureh  Addition vereinigt, so verschwinden heide Unbe-
stimmte und man erhilt den Ort ) y

be —ay —=o,
die Gleichung der Diagonale des Parallelogramms.




Aufy. 7. Ein Punkt und zwei feste gerade Linien sind gegeben;
man zieht durch jenen irgend zwei gerade Linien und verbindet die
Punkle, wo diese den festen geraden Linien hegegnen, kreuzweis; wel-
ches ist der Ort des Durchschnittspunktes dieser Verbindungslinien?

Aufl.  Wir nehmen die festen geraden Linien zu Coordinatenachsen
und lassen die Gleichungen der durch den festen Punkt willkiirlich ge-
zogenen Geraden sein .

x i/ I 7
—--+ .'_"’. e | und — :i, ==

e n e n
Weil diese Linien durch den festen Punkt o'y gelien miissen, sind
: ’ , ‘
1 y el Y [}
— 4+ = = 1 und = = =1
moon m .5 n

oder durch Subtraction

dL— 1)+ g2 = Y=o
m m n n

Die Gleichungen der Transversalen sind darnach
Hi

Y a
Z4 5 =1 und = =
w n m n

und liefern durch Subtraction

e Idvi 5 sl D) il
y mn w Y \“; n R .

Aus dieser Gleichung  und der vorher gelundenen Jassen sich

(i — i,) und (l — _L,)
m n i n

eliminiren und wir erhalten dadurch
e ST

Yy F yx = o0 :
die Gleichung einer durch den Anfangspunkt gehenden geradenLinie. Sie
steht in einer bald niher darzulegenden Bezichung zu der geraden Linie

xy — g = 0,

y ‘e ;
welche den Anfangspunkt mit dem Punkte 'y verbindet.

Aufg. 5. Durch irgend einen Punkt in der Basis eines Dreiecks
wird in gegehener Richtung cine gerade Linie von gegehener Linge so
gezogen, dass sie in jenem Punkte halbirt ist; welches ist der Ort der
Durchschnittspunkte der Linien, die ilire Enden mil denen der Basis ver-
binden?

Aufy. 9. Von emem Dreiecke ist die Basis und die Bestimmung he-
kannl, dass seine Seiten eine feste zur Basis parvallele Linic 42 in den
Punkten €, D so schneiden, dass das Verhiltniss 4 ¢ : B.D gegeben ist,
welches st der Ort der Spitze?

Aufg. 10. Wenn in einem Dreiecke der Winkel an der Spitze und

die Summe der Seiten bekannt sind, den Oct der Punkle zn bestimmen,
welche die Basis in einem gegebenen Verhiltniss theilen.




Aufy. 11. Zwei leste Punkte A, B, ciner in jeder der Achsen,
sind gegehen, zwei andere 4 B werden so gewihlt, dass
04+ 0B = 04 + 0B,
welchen Ort beschreibt der Durchschnittspunkt der geraden Linien

A B,, A B?

49. Aufgaben, in welchen zu beweisen ist, dass
cine bewegliche gerade Linie durch einen festen
Punkt geht.

Wir haben im Artikel 36 gesehen, dass die gerade Linie

dx + By 4+ C+k(dx + By + C)=o,
oder, was dasselbe ist,

4+ kd)e + (B + kBly + C + kC =o,
wo % eine unbestimmte Grisse ist, immer durch einen festen Punkl
geht, ndmlich durch den Punki, wo die beiden geraden Linien

Az + By +C=o0 und 4z + By + ¢ =0
sich schneiden. Wir entnchmen daraus den Satz: Wenn die
Gleiehung ciner geraden Linie eine unbestimmle
Grosse im ersten Grade enthilt, so gehtl die gerade
Linie immer durch einen festen Punkt.

Aufg. 1. Wenn in einem Dreieck der Winkel an der Spilze und
die Summe der reciproken YWerthe der Seiten gegehen sind, so geht die
Basis immer durch cinen festen Punkt.

Aufl.  Wenn wir die Seiten zu Achsen withlen, ist die Gleichung
der Basis

f e OE s
@ + [/ 1
und die Bedingung
1 1 1
— 4+ —=— — oiler = =
{7 b e P

in weleher ¢ constant und « unbestimmt ist; schreeiben wir dies
b2 3

n—y]—i—-‘f_— — 1 =0,

so erkennen wir, dass die Basis stets durch den Durchsehnittspunkt der
geraden Linien

x— y=—o0und y=2¢
gehl.




Aufy. 2. Die Ecken eines Dreiecks bewegen sich aul drei durch
denselben Punkt gehenden festen geraden Linien 04, 0B, 0C und
zwei semer Seiten gehen durch feste Punkte; es ist zu beweisen, dass
auch die dritte Seite durch cinen festen Punkt geht.

Aufl.  Wir wiihlen die festen geraden

Fig T 5 3 :
* Linien 04, OB, in denen die Basisecken
sich bewegen, zu Achsen, so dass die
y; B Linie 0 €, welche dieSpilze des Dreiecks
P i . o5 3 ]
| durchliuft, eine Gleichung von der Form
|| y = ma hal und bezeichnen die Coordi-
3 L% naten der festen Punkle durch 2y, 2”y".
£ | Sind dann in irgend einer Lage die Coor-
i | ; ey i : ‘
Ve f dinaten der Spitze & = ¢ und folglich
0.‘ - - jj’ . . o 2 2 v
y = ma, so istdie Gleichung von A4 C
5. : it ; e "
—ay— y—maxtaly—mz)— o
Ebenso ist die Gleichung von BC
g A roon \ L L
@' —a)y — @ —ma)xtaly —mx)=o.

Die Linge des von der Linie 4C bestimmten Abschnittes 04 wird
hiernach durch Substitution von @& = o in die Gleichung derselben ge-
- et {zl’v—mm
funden, niimlich e Al L

. &L=l

ehenso die Linge des Abschnitts 0 B fiir y = o aus der Gleichung von

BC il )

L Sl
Y — ma
Daraus ergieht Hllll die Gleichung von 4 B

,-‘ = m (.f g 5

H e TR s ey el e
J —— M’r J o Hf.L"
Da hierin @ unbestimmt ist und nur im ersten Grade vorkemmt, so
reht diese gerade Linie immer durch einen festen Punkt.  Derselbe kann
o

gefunden werden, indem man die Gleichung in der Form

" ;

¥ X e
o e T e e A et ) [ i oot + 1) =0
Yy —ma Y — mx Y-—me ;; — ma

schreibt; er ist der Durchschnittspunkt der zwei geraden Linien

) X
—5 57 b — ———, J — 0
Yy — ma Y — ma
o 4,
und i S R (A e
Yy —max ¥ —ma

Aufy. 3. Man soll untersuchen, ob in der vorigen Aufgabe unter
gewissen Bedingungen die Basis auch dann noch durch einen festen Punki
geht, wenn die gerade Linie, in welcher die Spitze € sich bewegt, den
Punkt O nicht enthilt.

Aufl.  Wir behalten die Achsen und die Bezeichnung bei, mit der
einen nothwendigen Abweichung, dass die Gleichung der von der Spitze
durehlaufenen geraden Linie durch y = ma + n und daher die Coor-




= T

dinaten der Spitze in irgend einer Lage durch « und me¢ + n ausge-
drickt werden.  Dann ist die Gleichung von A €

(@ —a)y — Y—mae—n)a+ aly — ma’) — na’=o.
Die Gleichung von B C ist
o
@ —ay— @' —me—n)x + aly'—ma’) — na’ =o.
o "
. a(y —ma) — 71 @ aly’— ma") — na
Daraus 04 == — (’{— ) — OB = —J — —7}*-
.’!}—EC J*?H(&"N
Daher ist die Gleichung von 4 B
P
Y —— M — il /4
€T . ’J L= = 1.

a (y"'— ma! ] -m.x,)—m

a(y
Wenn diese Gleichung von ﬂl ichen belreil wird, so enthilt sie im
Allgemeinen « im zweiten Grade und die Basis geht daher im Allgemei-
nen nicht durch einen festen Punklt.
Wenn aber die Punkte @'y, ®”y” in einer durch 0 gehenden ge-
raden Linie u—T%
liegen, so dass wir y "= ka” und y'= %a substituiren kinnen, so
wird die Gleichung

" .
¥ —ma — n a— :

& "f**;, S e s — =ua (k —m) — n,
= J

a
welche @ nur im ersten Grade enthilt und somit eine durch einen festen
Punkt gehende gerade Linie bezeichnet.

Aufg. 4. Wenn eine gerade Linie so hestimmt wird , dass die Pro-
ducte der auf sie von einer Anzahl fester Punkle <r|\I|IILu;1 Perpendikel

mit bestimmten Constanten die Summe Null gehen, so geht dieselbe durch
mm‘u festen Punkt.

© duft. st die Gleichung der "(,l.uli-li'l'nnn
xeose 4 ysine — p=—o,
s0 ist die von ’y” auf sie gefallte Senkrechie von der Linge
eos ¢+ y sin @ — p

und die Bedingungen der Aufgabe Jiefern die Gleichung

m (z'eos e + i sine — ») + m (" cos e + 3" sin & — P
+ m“ @ cos @ + Yy sine —p) 4 . ... —o,.
Unter Benutzung der Bezeichnung 2 (m @) liiv die algehraische
Summe der ma, d. h, [ir
ma’ Fmia’ .
und in gleicher Art X (my’) fiir
my <+ mﬂyﬂ = G
Z (m) fiir m
kinnen wir diese Gleichung schreiben

S ’ . . ) =
2ma)cosa + Z(my)sin e — p 2 (m) = o.
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Und indem wir in die Orviginalgleichung den hieraus erhaltenen
Werth von p substituiren, erhalten wir fir die Gleichung der bewegli-
chen geraden Linie
& X (m) cos ¢+ y Z (i) sine— Z(ma)cosa— Z(my)sine =0
oder o Z(m) — Z(ma’)+ [y Z(m) — Z(my)] tin ¢ = 0.

Da diese Gleichung die unbestimmie Grisse lane im ersten Grade
enthiilt, so geht die durch sie ausgedriickle gerade Linie durch den festen
Punkt, welchen die Gleichungen

x X (m) — Z(ma) =0, y Z(m) — = (my)=o0
bhestimmen, . h. durch den Punklt
w'a + ol wy A owm " 4
e S e g

Dieser Punkt wird oft als das Centrum der mittlern Entfer-

nungen der gegehenen Punkte hezeichnet.

Aufg. 5. Man giebt ein Dreicck 4B C und zwei Punkte D, £,
welche mit der Ecke 4 in derselben geraden Limie liegen; man verbin-
det diese Punkte mit einem belichigen Punkte # der Gegenseite B € und
hemerkt die Durchsclnittspunkte &, A dieser Verbindungslinien mil je
einer der beiden anlicgenden Seiten des Dreiecks.  Man soll heweisen,
dass die gerade Linie & H fiir
jede Lage des Punktes ¥ in der
Geraden BC durch den [festen
Punkt P gehi, in welchem die
Linien 220 und C % sich schnei-
den.

Es ist nicht schwer, diess
aul dem gewdahnlichen Wege zu
beweisen; wir diberlassen  dies
dem Leser und hemerken tiber-
diess, dass der im Art. 38 enl-
wickelte Satz von der Transver-
versale ecines Dreiecks zum Be-
weise dienen kann.

Wenn man die Seite BC in uuendlicher Entlernung vorausselzl,
so geht der Satz in den folgenden iiber: Man hat einen Winkel B4C
und zwei Punkte 2, £, welche mit seinem Scheitel in gerader Linie lie-
gen; wenn man  dureh diese lelzteren zwei pavallele Gerade zichl,
welche den Schenkeln des Winkels im Punkte G, i begegnen, so gehl
die gerade Linie ¢ # immer durch denselben Punkt, in welcher Richtung
auch die Parallelen gezogen wurden.

Man darf endlich die Punkte A, D, &, B, C, F als Ecken eines zwei
ceraden Linien cingeschrichenen Sechsechs betrachten und alsdann uu-
sern-Salz als einen Specialfall aus dem allgemeinen Theorem iber die in
Curven zweiten Grades eingeschriebenen Sechsecke betrachten, welches




im Art. 264 gegeben werden wird.  Aus demselben ergiebt sich, dass
die Punkte @, Z und £ in ciner geraden Linie liegen und somit, da P
unverinderlich ist, so lange 4, B, ¢, D, E sich nichl' iindern, dass
die gerade Linie 6 A sich um einen festen Punkt drehl, wihrend £
die Gerade B C durchliunlt.

50. Wenn die Gleichung einer geraden Linie die Coordi-
naten irgend eines Punktes im ersten Grade enthalt, sowie
(da’+ By + Qa4 A+ By +C)y+ (L4 BY +C")=o,
so geht diesc gerade Linie immer durch einen festen Punkl,
wenn der Punkt a'y” sich auf einer geraden Linie bewegl.
Denn wenn der Punkt a’y” stels in einer geraden Linie

La' + My 4+ N=o
liegt, so kann mit [ilfe dieser Relation @ aus der gegebenen
Gleichung eliminivt werden und die unbestimmie Grisse y* ver-
bleibl im ersten Grade in derselben, die Linie geht also durch
einen festen Punkt. Daraus entspringt der Salz: Wenn die
Coefficienten in der Gleichung

de + By 4+ €C =0
durch die Relation a4 4+ 68 + ¢cC = o
verbunden sind, in welcher «, b, ¢ Conslanten sind, indess 4, B, €
verinderlich gedacht werden, so geht die durch diese Gleichung
dargestellte gerade Linie immer durch einen festen Punkt.

Denn durch Elimination von € zwischen beiden Gleichungen
erhalten wir (cx — a)d + (ey — U)B=0

- g ; 17 b
die Gleichung eciner durch den Punkt x = —, y = — gehen-
¢

=
den geraden Linie.

af. Polar-Coordinaten. Es ist im Allgemeinen niitz-
lich, diese Methode anzuwenden, wenn die Aufgabe verlangt, den
Ort der Endpunkte von geraden Linicn zu finden, welche nach
einem gegebenen Gesetz durch einen festen Punkt gezogen sind.

Aufg. 1. Aund B sind zwei feste Punkte ; Fig. 29.
durch B wird eine gerade Linie gezogen und o
von 4 ein Perpendikel 4 £ darvaul gefillt, und ™ 5t
dasselbe soverlingert, dass das Rechteck 4 P, 40 ok P/
constant bleibt.  Welches ist der Ort des Punk- 7L
les 07 '\\

Auft.  Wir nehmen 4 zum Pol und 4 B A ey
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zur festen Achse, so dass A 0 der durch g zu hezeichnende Radius veclor
und der Winkel 0 4 B = & ist; die Aufzahe fordert, die zwischen ound @
hestehende Relation zu finden.

Wir setzen 4 B == ¢ und haben ans dem rechtwinkligen Drejeck-
APE AP=—=c.cos &; wegen 4P . A = const. — £* ist sodann
k2
oc¢ cos &= &% oder g cos & == ot

wir haben im Art. 44 gesehen, dass dieses die Gleichung einer zu 4 B
e e 4 r k2
senkrechtlen geraden Linie ist, die in der Entlernung A4 = “— vom Pol
3 -
vorbeigeht.

Aufyy. 2. Von einem Dreieek, dessen Winkel gegeben sind, ist
eine der Ecken 4 fixirt, die zweite B bewegl sich lings ciner festen
geraden Linie, man soll den Ort der dritten finden.

Fig. 30. Aufl. Wir nelinen die feste Ecke 4 zum Pol und
| dasvon ihm zur festen Linie gefillte Perpendikel 4P
L zur Achse, so dass 4C=p, [ CAP=— 9.

6;, - Da die Winkel des Dreiecks 4 B € gegeben sind,
% so ist 48 in einem festen Verhiiltniss zu
AC(=m . 4C)und L BAP =% — u:
” aber man hat
P e | AP = 4B .cos BAR,

. h. indem man A P durch « bezeichnet
: m 9 cos (¥ — «) =y,
welches nach Art. 44 die Gleichung einer geraden Linie ist, die mit der
gegebenen einen Winkel e bildet und die Entfernung E: vom Pol A
hesilzt.

Aufy. 3. In einem Dreieck ist die Basis und die Summe der Sei-
ten gegeben; in einem Endpunkt der Basis B errichtet man auf der an-
liegenden Seite 2 €' ein Perpendikel und verlangt, den Ort des Punkles 2
zu finden, wo dieses von der fusseren Hallivungslinie ¢ des Winkels
an der Spitze getroffen wird.

Fig. 31. Aufl.  Indem wir den Punkt B

zum Pol wiihlen, wird B2 der Ra-

___f——dius vector o und durch Wahl der
;Cf"—f L verlingerten Basis zur festen Achse
wird der Winkel PBD = &, und
die Aufgabe verlangt, o durch &
auszudreiicken.  Wir bezeichnen die
Seiten und die Gegenwinkel des Dreiecks durch a, b, ¢, A, B, €'; dann ist
offenbar L B CP = 90" — 4 ¢ und aus dem Dreiecke PCB, a==gtan L C.
Wenn wir ¢ und tan j € durch & ausdriicken kénnen, so ist die Auf-
gabe gelost.

L

i)




e

Aus dem Dreieck 4 B € ist
= a4+ ¢ — 2ac cos B:
hier kann fiiv b, m — a eingeselzt werden, wennm die gegebene Summe
der Seiten bezeichnet und cos B ist == sin 9 : daher
% m— 2am + & = &+ & — 2ac sin D,
m: — ¢2
und A T 5

Hiernaeh Dbleibt nur dibrig, einen Ausdruck fiir 1an 1 € zu finden,
e b b sin
Es jst tan} C = TR E S
Aher bsinC==¢sin B=—ccos&; beosC=— a—ecos B=—=a—csind;

¢ cos 4
m — ¢ sin g "

Darnach kénnen wir o durch & ausdriicken; denn indem wir die
oben [tiv @ und tan £ € erhaltenen Werthe in die Gleichung ¢« = g tan 5 C
einselzen, erhalten wir

m?— c? 0 ¢ cos &

2 (m—c sin &) e (2 — ¢ sin §)°

Der Ort ist demnach eine zur Basis des Dreiecks senkrechte Linie,
m dem Abstande L‘,(—fj vom Punkte 5.

also tnlC —

?Jt‘ o
2e

oder ¢ cos & = -

Der Leser kann zu eigener Uebung den Ort untersuchen, welcher
bei gegebener Differenz der Seiten dlm,h die innere Halbivungslinie des
Winkels an der Spitze bestimmt wird.

Aufg. 4. Gegeben sind n feste gerade Linien und ein fester
Punkt O; wenn man durch diesen irgend einen Radius vector zichl,
rlf-l' diese geraden Linien in Punkten 2y, r,, Py, - - . 7, schneidet, und
in il einen Punkt R so bestimut, dass

7 L 1 1. 1
OR — Or, i Or, 13 Or, e Ory *
so soll man den Ort von 2 bestimmen.

Aufl. - Wenn die Gleichungen der geraden Linien durch

g cos (& — a) == p,, o cos (& — B) = p,, ¢ cos (& — p) = p, usw.
dargestellt werden, so ist die Gleichung des Ortes olfenlar

n__ cos (& —a) cos (& — ) cos (& — y)

e D + Py * Py Hdye
nach Art. 44 die Gleichung einer geraden Linie.  Der hierin enthaltene

Salz ist nur ein \p{'('mlhl' Fall eines weil allzemeinern, welchen wir
spiiter beweisen werden.
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