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Ueber die Fresnel'sche Wellenfléache.

Vortrag gehalten in der Siteung der mathematischen Sektion
der sclaveizer. naturforschenden Gesellschaft in Frauenfeld,
Dienstag den 22. August 1871,
von

Herrn Professor Dr. C. F. Geiser.

Nach einer miindlichen Mittheilung hat Steiner gefunden,
dass der Ort der Mittelpunkte aller einem Ellipsoid um-
schriebenen Kegel, die von einer ihrer Hauptebenen in zwei
zu einander senkrechten Geraden geschnitten werden, eine
Wellenfliche sei. Da in den hinterlassenen Manuscripten des
grossen Geometers nichts auf den Gegenstand Beziigliches
sich vorgefunden hat, so bietet vielleicht die nachfolgende Be-
handlung des ausgesprochenen Theorems einiges Interesse dar.

Um den Zusammenhang der Darstellung nicht unter-
brechen zu miissen, mogen zunichst einige bekannte, den
Beweis vorbereitende Sitze dem Leser in’s Gedichtniss zu-

& riickgerufen werden.

L.

Die Gleichung eines Kegels %, der auf ein rechtwinkliges
Koordinatensystem bezogen ist, dessen Ursprung mit dem
Kegelmittelpunkt zusammenfallt, lautet:



1) A8 4 Bn?4 Cé* 4 2 A’n¢4,B2E +.C57=0
und seine Axen*) hiingen von der Gleichung dritten Grades ab:

A—2 C B

2) C B—L A’ =

B’ A" G,
d. h. wenn man mit As, %, 4; die Wurzeln dieser Gleichune
bezeichnet, so kann man durch Drehung des Koordinaten-
systems um den Ursprung den Kegel unter der Form dar-
stellen :

MER A 222 =0,

Entwickelt man 2) nach Potenzen von % in die Form

— N UL+ B 6 =0 L

A= A+B+C=n+dat
B=A"4B*40C?*—BC—CA—AB—

i — (P22 423 At - At Ae)

e A CF

A" | = A2,

C
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II.

Wenn der Kegel % ein System von drei zu einander
senkrechten Kanten enthilt, so liegen deren unendlich viele
auf ihm und man nennt ihn gleichseitig-hyperbolisch
erster Art. Die analytische Bedingung dafiir ist

A= 0.
Soll % ein System von drei zu einander senkrechten Tan-
gentialebenen enthalten, so besitzt er deren unendlich viele
*) Ist ein Kegel durch die Gleichung
3 7 g
Tt =0
gegeben, so sind 7, m, n seine Axen, die also insofern unbestimmt sind,

als man sie gleichzeitig mit dem nimlichen willkiirlichen Faktor multi-
pliziren darf,




o

und man nennt ihn gleichseitig-hyperbolisch zweiter
Art. Die analytische Bedingung dafiir ist
B=0.

Es ist wichtig zu bemerken, dass wenn ein Kegel in
zwei zusammenfallende Ebenen degenerirt, er dann dieser
zweiten Art angehort; in der That lasst sich seine Gleichung

(@&+qn+rd =0
durch Drehung des Koordinatensystems um den Ursprung
stets auf die Ferm reduziren
A EE =0,
d. h. von den drei Wurzeln der Gleichung, welche seine Axen
bestimmt, werden zwei gleich Null, was nach der mittlern
der Gleichungen 3) die Griosse B zum Verschwinden bringt.

Wenn ferner % in zwei Ebenen zerfallen soll, so muss

die Gleichung erfiillt sein:
(S=10);

Schneidet schliesslich eine seiner Hauptebenen den Kegel
k in zwei zu einander senkrechten Geraden, so muss seine
Gleichung sich durch rechtwinklige Koordinatentransforma.-
tion in

M E? 4D (" —4¢H)=0
verwandeln lassen, d. h. von den drei Wurzeln, die seine
Axen bestimmen, miissen zwei (nach der getroffenen Annahme
A, und 2s) gleichen absoluten Werth und entgegengesetztes
Vorzeichen haben. Aus den Gleichungen 3) folgt aber unter
Beachtung von

Ao A =0
das System von Gleichungen:
M= W=391, Ll’=—6,

also ist die analytische Bedingung dafiir, dass die Gleichung
1) einen Kegel von der verlangten Beschaffenheit darstelle:
4) AB+4-E=0.




I1I.

Ist die Gleichung eines Ellipsoides ¥ in rechtwinkligen
Koordinaten durch y
n*
+ b + 1=0
gegeben, so Iautet die GIeluhung des ihm vom Punkte (X,
¥, %) aus umschriebenen Ku;:cls ?n'
i 1)

3) (R::. b +
kTR 1>(m+w+-ﬂn—o

Man kann %; parallel zu sich selbst verschieben, bis sein
Mittelpunkt nach dem Koordinatenursprung gelangt, und er-
hiilt dann einen kongruenten Kegel % mit der Gleichung

AP+ Br4Co+ A g+ B e+.C81=0, !
wenn

Zo L_llz (]}; +i; e l) — l}'; i: A,
i sl a5 e
_?12 ‘:; 5 ;’; o 1) = a}:—g;: i

,t__;us;:tzt wird.

Aus der Kongruenz von % und %: folgt, dass die Glei-
chung dritten Grades, welche die Axen von /& Dbestimmt,
identisch ist mit derjenigen, welche die Axen von % liefert. v
Die Diskussion der Kegel, welche dem Ellipsoid £ um- |
schrieben werden kionnen, hingt also von der Gleichung 2)
ab, wenn in dieselbe fir 4, B, C, 4, B, (¥, die durch 6)
gegebenen Werthe eingesetzt werden. — Die Kongruenz von
k und % gilt nicht mehr, wenn %: ein Cylinder ist, sondern
sie wird durch Aehnlichkeit ersetzt. KEs reduzirt sich in




-
— £5 ] —_—

diesem Falle % auf cin System zweier imaginirer Ebenen
mit reeller Schnittgeraden.

IV.

Es ist zundchst nothig, unter Voraussetzung der Glei-
chungen 3) und 6) die Ausdriicke %, 8, € zu bilden. Man
findet leicht:

Lot ath) — [0 o) )
@ b ot (4 a9) y* 4 (a2 - b) 7,
also ergibt sich in Riicksicht auf II der Satz: Die Gleichung
A=0, welche ein Ellipsoid darstellt, gibt den Ort der Mittel-
punkte aller gleichseitig-hyperbolischen Kegel erster Art, die
dem Ellipsoid Z umschrieben werden konnen.

7 A=

Der Ausdruck ¥ ist nach z, ¥, # vom vierten Grade
und stellt gleich Null gesetzt den Ort aller Punkte dar, die
Mittelpunkte von solchen gleichseitig-hyperbolischen Kegeln
zweiter Art sind, welche dem Ellipsoid % umschrieben werden
kinnen. Da fiir einen Punkt auf E der ZFE-umschriebene
Kegel in die zugehorige doppelt gelegte Tangentialebene aus-
artet, so muss nach II das Ellipsoid £ dem eben genannten
Orte angehoren, mit andern Worten: der Ausdruck B ent-
hilt den Faktor

X2 r2 Z?
R S e

Man weiss ferner, dass der Ort des Durchschnittspunktes
dreier zu einander senkrechter Tangentialebenen von I die
Kugel K =0 ist, wenn

K=x*4y*+4 22 — (a® +b* 4 ¢?)
angenommen wird. Jeder Punkt dieser Kugel ist Mittelpunkt
eines dem Ellipsoid F umschrichenen gleichseitig-hyperboli-
schen Kegels zweiter Art, d. h. auch K ist ein Faktor von 9.
Man hat also, wenn o einen noch zu hestimmenden Falktor
bedeutet, die Gleichung




B=—u.E. K.

Durch Entwicklung derjenigen Glieder von 3B, welche
x* enthalten, findet man

1
e TR T
demnach
XZ 2 XZ
8) Be—rpr g (o o o — 1)l ¥ 429 —
(a*4b%+4 ¢?)].

Der Ausdruck @, welcher nach @, ¥, # scheinbar vom
sechsten Grade ist, gibt gleich Null gesetzt den Ort der
Punkte, deren zugehorige, E umschriebene Kegel in ihren
Axen von einer Gleichung dritten Grades abhédngen, die eine
Wurzel Null hat. Diese Kegel sind entweder Cylinder oder
zerfallen in zwei Ebenen, und ihre Mittelpunkte liegen dem-
nach auf dem Ellipsoid E und der unendlich entfernten Ebene
des Raumes. Es lisst sich hieraus bereits schliessen, dass
@ eine Potenz, und zwar das Quadrat von £ mit einer leicht
zu bestimmenden Konstanten multiplizirt sein muss; es kann
diess aber noch auf einem andern Wege gezeigt werden, der
zu einem an und fiir sich interessanten Ergebnisse fihrt.

Y.
Die Determinante
ACEH
G={CoBYAY
B! C
Z X
(b* TE '"—1) e & ot
S Xy Zioiaye 3 zy
S a* b? T b ( cz_]_ a? l) ¢t b*
Xz i (R AT
a® b? T e e




ist ein spezieller Fall von

A11 Qg2 43
At da2 das
Q31 Daz Qs

Grl =

| @m Qnz  Any

wenn man fiir verschiedene = und A

X X
By =y A
a," )
und unter Einfiihrung von
Xlz XQ?‘ }&n2
g e e B S TS G —
a1 as* an”

wenn » — A ist,
1 ( x_,,‘*’)
dhic == rr E"+ S
: ax® a,°"
: ) P T,
setzt. Bezeichnet man noch zur Abkirzung ——— mit uy,
so hat man

SR LAe
Ay — ﬁ (I + U‘H)
%

und
X1 X2 X4 X3 X4 : Xn Xi
T 'i (1 + lll) ST Y '_"" '2 "_-: 72
81" & a2 a? as*® A, an”~ A1
X1 X Xq* X3 Xy Xn X2
e atw -
G a1* diz HES as" Az an” a2
= 3
X1 X; X2 X; X3® Xn X3
=, _5'-" _E'_d:z' o (1 + Lla) W%ii
a? as® a2® &3 a3 An* a3
X1 X, X2 X X3 Xn Xn?
—_— ']17& — n‘z e o (1 + un)
a1* dn a2* 8y a*a,®  idn

Aus jedem Element der =*r Horizontalreihe dieser De-

terminante kann man den Faktor —% absondern;inderiibrig

ooy

bleibenden Determinante hat jedes Element der 2 Vertikal-




X3,
213

reihe den Faktor

der ebenfalls abgesondert werden soll.

Es ist dann nach ausgefiihrter Reduktion

14w 1 Jrasaizsvid
3 KB X i 1 1+“‘9 1 ‘ 1 i [
G =it .. | ] Foliina 1,
1 1 1 rEul
Sei die in dem Produkte rechter Hand vorkommende
Determinante = /\, so ist /\ cine ganze Funktion n' Grades
vONn Wi, We.... U, welche jedesmal verschwindet, wenn irgend
zwei derselben gleich Null sind. In der Funktion n' Grades
der u ist also jedes Glied ein Produkt der u, in welchem
hichstens eines der u fehlt. Alle diese Glieder entstehen
aus dem Diagonalglied der Determinante und geben
1 1 1
=W, . . U 1+E+‘ﬁ:+ . THE
1 X-2 X;2 Xa2 Xn® :
Da i und =+ ot ar = 1— E,
ist, so folgt
1 1 1 1
1+T+Tz+ 555 .- B
also
A = Ea—t i T e aL,.‘?
5 il { Lo SR
und
(5“ T E“u-—l
Wendet man das erhaltene Resultat auf die Determinante *

€ an, indem: Man: N=3; X1=X, Xr =Y, Xa—3, ai*—a?
2:* = b2, a2 =rc’, E. =E setzt, so bekommt man

b

a? b2 ¢*



YL

Soll der vom Punkte (z, y, #) aus dem Ellipsoid E um-
schriebene Kegel von einer seiner Hauptebenen in zwei zu
einander senkrechten Geraden geschnitten werden, so muss
der Punkt (z, y, 2) auf der Fliche

AB+E=0
liegen, wo A, B, € durch die Gleichungen 7), 8), 9) gegeben
sind. Da ¥ und ¢ den gemeinschaftlichen Faktor £ haben,
so gehort das Ellipsoid E dem gesuchten Orte™) an, und
ausserdem besteht dieser noch aus der Fliche
Fs=A K—E=
oder entwickelt
10) [(0* 4 c?) x* 4 (c* 4 a%) y*+ (2 +b*) 22 — (b2 e* +-c2a
+a2b)] . [ + ¥ +2) — (@ +b* 4 ¢)]
+ fbrerxt4-crary® a2 bt 22 —atberl=0.

Schneidet man das Ellipsoid
x? ‘YQ 72
el il m? + PEerh =

durch eine Ebene P, welche den Mittelpunkt M von e enthilt,
bestimmt die Axen der Schnittellipse und tragt deren Liingen
von M aus auf der Normalen zu P in M ab, wodurch End-
punkte p, und p. entstehen, so wird durch Bewegung von
P um M herum von den Punkten p, und p. eine Wellenfliiche
beschrieben, welche dem Ellipsoid ¢ zugeordnet heisst. Die
Gleichung derselben ist

*) Diess folgt auch geometrisch, denn der zu einem Punkte auf E
gehorige umschriebene Tangentialkegel hiingt in seinen Axen von einer
Gleichung dritten Grades ab, von der zwei Wurzeln gleich Null sind
Derselbe erfiillt also die Bedingung ;2 75— 0, die mit AB-+ C=—10
identisch. ist.




11) (x*+y'+2z) @ x*+my* +n2zf) - m*n® =

12(m2 + n°) x* 4 m?* (n? 4 1) y* 4 n* (1* 4 m?) 22

Setzt man 12 =h® 4 ¢, m? =¢2 4 a?, n?=a*-4-b? so
geht, wie man durch Entwicklung gleichgearteter Koeffizienten
verifizirt, die Gleichung 11) in die Gleichung 10) iiber, wo- b
mit der an die Spitze dieser kleinen Abhandlung gestellte
Steiner’sche Satz bewiesen ist. Er lautet nun vollstindig so:
Der Ort der Mittelpunkte aller einem Ellipsoid F mit den
Halbaxen a, b, ¢ umschricbenen Kegel, welche von einer ihrer
Hauptaxen in zwei senkrechten Geraden geschnitten werden,
besteht aus F selbst und der Wellenfliche, die dem mit &
konzentrischen und koacialen Ellipsoid, dessen a. b, ¢ ent-
sprechende Halbaxen yhb*--¢?, ye*+a?, ya'-+ b sind,
zugehdrt,

Da die Gleichung 11) am bequemsten in der Form
1Ex2 m?® y? ne e
ey A —0, |
| e ISP e b —

wo r = x* - y*-2* ist, dargestellt wird, so frigt es sich,
ob die im Vorigen behandelte Gleichung A% 4 € = 0 nicht
direkt in 12) verwandelt werden konne.

Zur Beantwortung dieser Frage geht man auf die Glei-
chung 5) zuriick und schreibt die in derselben enthaltenen
Glieder zweiten Grades nach &, #, ¢ abkiirzend

BiE+B:n+8:6) — (a8 Faen®+as )

51:%; ﬁz:—gya 33:—-{—; %y = —5 szz‘bz:

WO

4 2 2 ,2
s — —](373 E— ‘—izv-f—%z--—l—-g—z— 5

Diec Axen des vom Punkte (z, y, #) aus dem Ellipsoid

E umschriebenen Kegels % hangen von der Gleichung dritten

Grades



Aot )

B Bs* B
13) a1+l+ug+7\.+a3+l—
ab. Wenn man 13) mit (e« 4 2) (22 + ) (xs 4 %) multipli-
zirt, wodurch sie in
Bi® (s ) (s 1) B (@ +2) (o + 2) 4 Bs? (o1 +)
(0(2 +l) — (Gti + 1) (Gl'-z + 7‘,} (L’M + 1) =—{)
oder in Voraussetzung von
’\‘J'I = Bi* 4 B2* + Bs® — (21 + o2 + )
1y (B8 Gt a) 46 (mba) B (ata) —
? (C&z olg + oy by —|— r3] 5'12)

G,: ﬁfz o2 i3 —l— 522 X3 X4 + {3’32 oy Otg — Oty g Oty

li=i0

in
— B AR BA4-E=0

iibergeht, so wird diese Gleichung identisch mit der Glei-
chung 2), nachdem man in derselben die Substitutionen 6)
ausgefiihrt hat. Es ergibt sich also unter Vergleichung gleich-
namiger Potenzen von A in den gefundenen identischen Aus-
driicken, dass die unter 14) dargestellten Grissen A, B, €
resp. mit den unter 7), 8), 9) gegebenen iibereinstimmen.
Man wiirde diese Uebereinstimmung auch auf direktem Wege
herleiten konnen, was hier aber nur fiir 6 ausgefiihrt werden
mag. — KEs ist

2 yz
— e T T R R TE Tl — T 1§
atb*ctia*k 3 b*E * c¢E
oder unter Beriicksichtigung des Werthes von E und nach
Ausfithrung der nothigen Reduktionen:
E?

—ath'er

E* g x! z*

0




i L

VIII.

Hat die Gleichung 13), deren Wurzeln mit A, %e, 25
bezeichnet worden sind, zwei dem absoluten Werthe nach
gleiche, mit verschiedenen Vorzeichen versehene Wurzeln
(wie diess fiir alle Punkte der zu untersuchenden Fliche
eintreten muss), so dass 2» -4 ;s = 0 ist, so gelten nach II
die Gleichungen

;\41 = 1)[? 1?2 = ‘.B, 7‘.| R?i P (‘;,
¢ ST s
woraus 2 = e oder nach den in 8) und 9) gegebenen
Werthen
E
M=y
folat.

Unter Benutzung der bekannten Werthe von o, Bi, M
findet man

XE X'.! X2
Btz _:17 S il g x*
oA E=E K+a E E@E+a)
a? + K
dhnlich ergibt sich
ik o
ay=.c bz y? : Bs® 63 72

ax+2 E  EE+D)’ XA B  BEE
oder da
51 ,.3 2 332

iy D g e

ist, mit Unterdriickung des Faktors —}I?—
-, x‘l VZ 73
11 S =i S s ey
5) K—I—a"+1{+b!+ K F ¢
Setzt man x24+y24z2=r? also K=r*— (a’+b24-¢?)
und subtrahirt von 15) die identische Gleichung




KZ 2 z‘l
ol ta sl
g0 erhilt man, wenn der Rest mit r? multiplizirt wird:
16) (b4 ¢*) x2 + (u“-l—am‘)yf & (a*—f—b')ﬁu__ol
1.2_(1;,2 +Uz) 2 —(L‘"-[‘- &e) r: — (&z_[__]Jz) ’
welche Gleichung mit 12) {ibereinstimmt, wenn man die in
VI gemachten Annahmen tiber 1, m, n beriicksichtigt.
Diese zweite Losung des Problems liefert in der Glei-
chung 16) neben der Wellenfliche noch die Fliche, welche
durch die Gleichung

Xy =0

gegehen ist. Man sieht aber leicht ein, dass durch die eben
ausgefiihrten Reduktionen aus der vollstindigen Losung der
Gleichung A B 4 C =0 das nothwendig zum gesuchten Orte
gehorige Ellipsoid E = 0 ausgeschieden und dafir der fremde
Faktor (der imaginiire Kegel) 1 = 0 hinzugefiigt worden ist.
Unter Beachtung dieses Umstandes findet man also genau
das am Schlusse von VI ausgesprochene Resultat.

IX.

Um die im Bisherigen gegebenen Erdrterungen iiber die
dem Ellipsoid E umschriebenen Kegel % zu vervollstindigen,
mogen noch die unter ihnen enthaltenen Rotationskegel be-
stimmt werden. Soll %, in dessen Gleichung die Glieder
zweiten Grades durch

BrbtBin+6:Dt — (@& F ot o)
gegeben sind, ein gerader Kreiskegel sein, so muss die Glei-
chung -

l"}1z [32: [;32
aj—]-?. u2+?u+a3 ?:—
oder

817 (0a ) (o 1) 4B, (s + 1) (31 4+ 3) +B* (1 4-4)
(243 — (21 + ) (& +2) (% + 1) =0

zwel gleiche Wurzeln haben.

JF=—)




Werden 84, 8,, Bs als von Null verschieden vorausgesetzt,
so tritt das Verlangte nur ein, wenn
O = (ty = g
ist. Diese Gleichung wird erfiillt (wie man unter Beriick-
sichtigung der in § VII entwickelten Werthe von i, Bi, Bs,
o, o, o, erkennt), wenn
E =0,

also alle drei « verschwinden, d. h.: Fiir irgend einen Punkt
des Ellipsoids ist der zugehorige umschriebene Kegel ein
Rotationskegel. Dieses Resultat ist auch geometrisch leicht
zu erkliren, da eine doppelt gelegte Ebene immer als Ro-
tationskegel aufgefasst werden kann.*)

Ist eines der B, z. B. 81 = 0, so wird %: ein Rotations-
kegel sein, wenn die Gleichung
17) (o2 [Ba? (a0 -2) 4852 (2, +-2) — (aaH) (s +-1)] =0
eine Doppelwurzel hat. — Es ist nun entweder der in der
eckizen Klammer eingeschlossene Ausdruck der Gleichung
17) ein vollstindiges Quadrat, also

18) {3 — @) — B2 — ) + 46,282 =0,
oder aber es ist — a, die verlangte Doppelwurzel, was ein-
tritt, wenn
19) 8.2 (w0 — o) + Bs* (%2 — 1) — (@ — a1} (@ — ) =0
ist.

Die Bedingung 8: =0, zusammengenommen mit der
Gleichung 18), welche in zwei Gleichungen zerfillt, gibt
unter der Voraussctzung a>>b > ¢ die Endpunkte der mitt=
lern und kleinsten Axe des Ellipsoids als Scheitel von Ro-
tationskegeln %;, welche % umschrieben sind.

*) Die Gleichung dritten Grades, von der fir E—0 die Axen des
Kegels abhangen, hat dann die Doppelwurzel Null, withrend die dritte

Wurzel durch 8% 8,2+ Ps* gegeben ist.




Wird Bi = 0 mit 19) kombinirt, so findet man als Ort
solcher Scheitel zuniichst den Schnitt von & mit der yz-Ebene
und dann den in dieser Ebene gelegenen (imaginiren) Fokal-
kegelschnitt des Ellipsoids

yE Zz
bE—at ' ct—a’

Setzt man nacheinander 53, und fs gleich Null und ver-
fihrt wie vorhin, so erhilt man die beiden andern Fokal-
kegelschnitte :

—1.=0.

Z'l x2
g a1 =0
2

X y
FPERE a0




Gedruckt bei J. Huber in Frauenfeld.
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