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Vierter Abschnitt.

Die astronomisch geoditischen Operationen.

§. 25. Bestimmung der Excentricitit und Abplattung fiir jede Polarcoordinate.

Iu §. 8 haben wir fiir eine kiirzeste Linie auf einer durch Rolation ent-
standenen Oberfliche folgende Gleichung gefunden
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Man erkennt leicht, dass jede andere Polarcoordinale eine neue Bestimmung der
Excenlricitit und der Abplattung liefert, und dass alle diese Bestimmungen nur dann




einander gleich sein konnten, wenn die Oberfliche der Erde einem richtigen Ro-
lationsellipsoid angehdrte und wenn ausserdem sammtliche Beobachtungen vollig
fehlerfrei wiiren.

Da weder das Eine noch das Andere zutrifft, so miissen wir nothwendig
mehr oder weniger abweichende Resullate erhalten, aus denen sich vorliufig be-
urtheilen lassen wird, ob die gefundenen Abweichungen augenscheinlich iiber die
Grenzen der Beobachtungsfehler der gemessenen Polhohen und Azimuthe hinausgehen
oder nicht. Wenn sich hierauf auch noch kein weiterer Schluss sicher begriinden
lisst, so werden wir doch dadurch auf diejenigen Punkte aufmerksam gemacht, an
welchen wir Abweichungen der Lothlinien vermuthen konnen.

Unsere niichste Aufgabe wird nun darin bestehen, aus allen gefundenen Ab-—
plattungen, mit Ausschluss grisserer Abweichungen, dasjenige Rotationssphiroid zu
suchen, dessen Abplattung all’ den verschiedenen Abplaltungen, die wir gefunden
haben, am niichsten kommt. Diese Aufgabe soll im folgenden Paragraphen behan-
delt werden.

§. 26. Bildang und Ausgleichung des astronomisch geoditischen Netzes der
Polarcoordinaten.

Das astronomisch geoditische Dreiecksnetz wird durch die simmtlichen Stern-
warlen und astronomisch beslimmten Punkte gebildet, welche durch Polarcoordinaten
mil einander in Verbindung gebracht wurden; es ist ein sphiroidisches Dreiecksnelz
im grosseren Maassstabe, dessen Genauigkeil nicht von horizontalen Winkelmessungen
allein, sondern vorzugsweise von den Polhéhen~ und Azimuthal - Bestimmungen ab-
hangig ist.

So wie ein gewdhnliches Dreiecksnelz gewisse Bedingungen zu erfiillen hat,
um mathematlisch moglich zu werden, wie z. B. die, dass die Summe der drei Winkel
eines Dreiecks = 180"4-¢ sein muss, und dass in einem Polygon die Rechnung von
einer Seite aus, durch das ganze Polygon herum bhis wieder zu derselben Seite zuriick,
fir diese ein und dasselbe Resultat geben muss, eben so hat auch das astronomisch
geoditische Netz gewisse Bedingungen zu erfiillen, damit es auf der mathematischen
Oberfliche, auf die wir es beziehen, ohne Widerspruch moglich werde. So lange
wie diese Bedingungen nicht erfillt.sind, kinnen wir eben so wenig sichere Schliisse

auf die Krammungsverhalinisse der Oberfliche machen, wie wir aus einer nicht aus—
geglichenen Dreieckskeite Entfernungen und Winkel mit Zuverlissigkeit ableiten konnen.
Erst die Untersuchung iiber die Fehler einer Messoperation verschaflt uns ein Urtheil
iber die mehr oder mindere Zuverlassigkeit der daraus gezogenen Resultate.
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Die Wahrscheinlichkeitsrechnung setzl allerdings nur zufillige Fehlerursachen
voraus und ist nicht Herr iber constante Fehler oder andere Abweichungen, die ihren
Grund ausserhalb unserer Messoperationen haben mogen, allein die wahrscheinlichen
Fehler der Messoperationen geben einen annihernd richtigen Maassslab fiir die Grenzen,
iber welche die begangenen Fehler nicht wohl hinausgehen konnen.  Wenn wir daher
auf Abweichungen stossen, welche augenscheinlich diese Grenzen iiberschreilen, so
werden wir berechligt sein, sie fremdartigen Ursachen zuschreiben zu diirfen.

Obgleich also die Wahrscheinlichkeilsrechnung uns in Bezug auf locale Ab-
weichungen in der Krimmung der Erdoberfliche keinen directen Aufschluss geben
kann. so bielet sie uns doch, nach dem Gesagten, die Millel dar, diejenigen Ab-
weichungen kennen zu lernen, welche, wie friher schon erwihnt, die Fehlergrenze
unserer Messoperalionen iberschreilen, und damil missen wir uns vorliufic und so
lange begniigen, bis es oelingt, andere Mittel und Wege zu entdecken, die zu einem
unmittelbaren Erkennen und Beslimmen fiihren.

Ob jelzt schon diejenigen Punkte, welche Abweichungen zeigen, nach Bessels
Formeln iber die Unregelmissigkeiten in der Krimmung der Erdoberfliche (Astron.
Nachr. N°. 329, 330 und 331) behandelt werden konnen, muss spiteren Unlersuchun-
gen vorbehalten bleiben; zuniichst wird es darauf ankommen, diese Punkte kennen
zu lernen, und das Netz der Polarcoordinalen so auszugleichen, dass die Lage seiner
Punkte auf der Oberfliche eines Rotationssphiiroids keinen Widerspruch enthalte.

Die Bedingung der kirzesten Linie auf einer durch Rotalion entstandenen
Oberfliiche ist nach §.8

—psine = r'sine,
wo » und ' die Abstinde der Endpunkte dieser Linien von der Drehungsaxe und o
and ¢’ die von Nord iber Ost von O bis 360" geziihlten Azimuthe in diesen Punkten sind.
Jede Polarcoordinate liefert eine solche Gleichung; jedes Dreieck liefert drei; jede Figur
iiberhaupt so viel Gleichungen als Seiten, Radien oder Diagonalen darin vorkommen.

In Bezug auf das Rolationssphiroid haben wir nun
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wo ¢ und ¢’ die Polhdhen, » und »' die Normalen sind. Fir diese Werthe geht
unsere Bedingungseleichung zunéchst iiber in

{1 COS (p S &

y1—eesin’g J'1 —eesin’ ¢/




Setzen wir jelzt die beobachieten Polhohen und Azimuthe in diese Gleichung, so
wird sie, der Beobachtungsfehler wegen, vicht vollstiindig erfiillt werden. Die be-
obachteten Grossen bediirfen daher der Verbesserungen, die nach den Forderungen
der Wahrscheinlichkeitsrechnung so bestimmt werden miissen, dass die ibrighleiben-
den Fehler ein Minimum werden.

Die strenge Durchfiihrung der allgemeinen Behandlung dieser Gleichungen
nach der Methode der kleinsten Quadrate wiirde ziemlich verwickell werden., allein
zur Vergleichung mit dem Besselschen Sphiroid, wenn die Beobachtungen niherungs-
weise mit demselben ibereinstimmen, kinnen wir, ohne einen sehr erheblichen Fehler
zu begehen, ihnen eine viel einfachere Form geben, wenn wir die Normalen ein-
fihren. Eine kleine Aenderung von ¢ und ¢' hat auf die Wurzelgrossen im Nenner
fast gar keinen Einfluss. Nach Encke’s Tafeln, im Jahrbuch fir 1852, betrigl die
durchschnittliche Aenderung der Normalen zwischen 38" und 65" Breite, fir eine
Aenderung der Polhdhe um eine Minute, nur 4 Einheiten in der siebenten Stelle der
Logarithmen, woraus hervorgeht, dass der Einfluss der bei den Polhohen zuldssigen
Beobachtungsfehler die Logarithmen der Normalen nicht mehr in der siebenten
Decimalstelle abdndern kann, und da es ohne allen Nutzen sein wiirde, hier mit mehr
als 7 Decimalstellen zu rechnen, so konnen wir die Normalen als constant ansehen.
Unsere Bedingungsgleichung nimmt alsdann folgende ganz einfache Form an

ncosgsine = n'cosg’sine’  oder

7' cosg’ sin !
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Bezeichnen wir nun die Aenderungen in Secunden mit o', dgp, ¢!, de, so geht

diese Gleichung iiber in
' cos(g' - dy')sin(e’ - da')
ncos (g + diyp)sin (e 4 da)

T

und wenn wir die Logarithmen nehmen, so ist logcos(¢'|-4¢") = logeosg'—m' Ay,
wo m' die logarithmische Differenz der Tafel fir eine Secunde ist. Eben so ist auch
logsin (e’ - de') — logsine’4-p'e’. Unsere Gleichung wird daher

0 = logn'4-log cos ¢'-+log sina'—m'dg'-p'de'—logn—log cos p—log sin af-mdp—pda,

i n' cos ' sin ' f
und wenn wir log op e TR schreiben

0 = g—m'do'+p'de'+mdo—p do.

Bei der Formation dieser Gleichungen kommen uns die Enclkeschen Tafeln sehr

Zu statten.
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Jede Polarcoordinate liefert eine solche Gleichung.

Wenn alle Gleichungen formirt und zusammengestellt sind, so missen sie nach
der Methode der kleinsten Quadrate aufgelost und die unbekannten Verbesserungen
der Polhohen und Azimuthe bestimmt werden. Fiigt man dann die gefundenen Ver-
hesserungen den beobachteten Grossen hinzu, so erfillen alle Punkte, auf welche die
Ausgleichung sich ersireckt, die Bedingung, dass sie auf der Oberfliche des Bessel-
schen Rotationssphiiroids liegen. Dasselbe Verfahren kann man auch anwenden, wenn
eine Anzahl Punkte irgend einem anderen Sphiroid niherungsweise entsprechen.
Man sucht dann die mittlere Excentricitit und bestimmt damit den Quotienten

n ]"tem
W T Yl—eesin'g

8. 27. Uebersicht der gewonnenen Resultate.

Wenn die einzelnen Polarcoordinaten des aslronomisch-geodilischen Nelzes
auf die Kugel ibertragen sind, so konnen wir grosstentheils durch rein sphirische
Rechnung folgende Resultate finden:

1. Den sphirischen Lingenunterschied @, nach einer der Formeln unter Glei-
chung 57., der dann nach der Besselschen Tafel in den sphiroidischen
Lingenunterschied w verwandelt werden kann.

2. Den sphirischen Abstand der Parallelen nach §. 13, derselbe muss der Se~
cundenzahl nach dem Unterschied der reducirlen Breilen gleich sein; ist dies
nicht der Fall, so enispricht der zu Grunde gelegte Radius ¢ auch nicht der
cemessenen Entfernung und muss so abgeindert werden, dass der Abstand der
Parallelen in Secunden dem Unterschied der reducirten Breiten gleich wird.

3. Den Radius des Parallelkreises, der fiir Sphire und Sphéroid gleich ist, nach
Gleichung 64. und daraus die Linge eines Liangengrades in Toisen, oder
auch die Linge des Parallelbogens fiir den Lingenunterschied w.

4. Kann man je zwei beliebige Punkte des Nelzes, mit Hilfe ihrer Polhohen und

ihres spharoidischen Lingenunterschiedes, durch die Gleichung des verlicalen

Schniltes §. 7 mil einander verbinden und fir dieselben die unter 1, 2, 3

aufgefiihrten Grossen beslimmen,

5. Aus den einzelnen sphirischen Bogen, die aber zusammen kein sphirisches

Neiz bilden, kann das sphiroidische dadurch wieder hergestellt werden, dass

man alle ¢ in s verwandelt, Gleichung 51., und alle « in ¢.
6. Nach §.22 erhilt man ee das Quadral der Excentricitit der Meridianellipse
an jedem Punkt des Netzes und nach Gleichung 10. die Quadrale der Ex-
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centricitiiten e¢ aller unter einem beliebigen Azimuth von diesem Punki aus-
gehenden verticalen Schnittellipsen, wenn man die Azimuthe der geoditischen
Linien @ in die der verticalen Schnitte nach §. 17 verwandelt, nimlich
e(i—con’gsin’s)

1 —eecos’ gsin’o

EE—

Fir jeden verticalen Schnitt unter dem Azimuth ¢’ hat man nach Gleichung 7.

ted' = teg'
= cosp'
Das 2 des Endpunktes findet man nach §.16, die Excenlricitil nach der
vorigen Nummer. Seizt man diese Griissen in die Gleichung 34., so findet
man «', die halbe grosse Axe der Schniltellipse, und den zugehorigen Kriim-
mungsradius nach §. 4

B s MCltag

(1—eesin* )}

Selzt man den in 2. gefundenen spharoidischen Abstand der Parallelen zwi-
schen den Polhohen ¢’ und ¢, und die in 6. gefundene Excentricitit e in
die Gleichung 32. §. 6, so findet man die halbe grosse Axe @ und den ersten
Hauptkriimmungsradius im Meridian

g il el L 3

(1—eesin®g)*
Den zweiten Hauptkrimmungsradius senkrecht auf den Meridian findet man,
wie folgt:
Die Gleichung des verticalen Schnittes §. 7, Gleichung 37. geht fir das
Azimuth »' = 90" iiber in
sing' coswcosqp—(1—ee)cosg'sing = 4ok = P eesin g’ cosq'.
}1—eesin® ¢’

Ist die Polhdhe eines Punktes ¢' und der Lingenunterschied « eines anderen
Meridians bekannt, so finden wir aus dieser Gleichung die Polhohe ¢, unter
welcher der auf den Meridian von ¢’ senkrechte Schnitt den anderen Meridian
schneidet, sehr leicht, wenn wir die Wurzelgrisse, die nur wenig von 1
verschieden ist. zunichst =1 annehmen. Wir erhalten dann

lg ¢’ coswcosp—(1—ee)sing = eesing’

tg o' cosw

1o — I8y geselzl wird, so folgl

und wenn

eesin ¢’ cos iy
1—ee

sin(w—e¢) =

13 *
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Fiihrt man den hieraus hervorgehenden ersten Niherungswerth von ¢ in die
Wurzelgrosse ein, so findet man

yi—eesin'p N

y1— eesin’¢!

und damit den zweiten Niherungswerth von ¢ durch die Gleichung
; eesin @' cos YN
sin(y—¢q) = % :haslf
Giebt der neue Werth von ¢, abermals in die Wurzelgrosse geselzl, einen von
N verschiedenen Werth, so muss der dritte Niherungswerth von ¢ gesucht
werden.
Die Bogenlinge der Schniticurve wird aus den Polarcoordinaten be-
rechnet.
Ferner haben wir nach Gleichung 7.
lgd' = %E;;: = th,Pr_ — 0o, daher 1'=90%;
eesin’g'
1—eecos’¢' ?
weil sine’ =1. Setzen wir diese Werthe in die Gleichung 34., so erhalten
wir «, die halbe grosse Axe der Schnittellipse.

%, am Endpunkt des Bogens, wird nach §. 16 gefunden. ¢ ist =

. R ; a' (1— ee
Der alleemeine Ausdruck des Kriimmungsradius R = — (_)_, (§. 4)
S (1—eesin® V)%
Z 5 : a b e 4 :
wird, da 2'= 90" ist, = — und dies ist der Ausdruck fir den zweiten

Lj_l_—ee
Hauplkrimmungsradius senkrecht auf den Meridian.
Um denselben durch die Elemente der Meridianellipse auszudriicken,
finden wir nach Gleichung 8. und fiir ein Azimuth = 90’

f
ayl—ee
.ﬂ.' - = 1

Y1—eesin’¢' .Y 1—eecos’ ¢

Der Werth, den wir vorhin fiir s gefunden hatten, giebt

ili—h’: ol ————————————r)
Y1—eecos’ ¢
daraus folgt
i a

!{ — _ﬂ- —
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d. h. gleich der Normale unter der Polhohe ¢'.
Nach §.25 findet man fir jede Polarcoordinate die Excentricitit; nach N°. 2
oder nach N°. 8 und 9 die halbe grosse Axe und die beiden Hauptkriimmungs-
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radien. — Eine kiirzeste Linie nebst den Polhohen und Azimuthen an ihren
Endpunkien, wenn sie nicht im Meridian liegt, reicht daher zur Bestimmung
der Dimensionen des Rolationssphiroids vollstindig aus. —

Auf jedem Punkt des astronomisch-geodilischen Nelzes kann der grosste und
kleinste Kriimmungshalbmesser bestimmt werden.

Den verticalen Schnitt unter dem Azimuth o, also auch den fiip o = 90°,
konnen wir beliebig verlingern, und fir alle Durchschnitte mit den Meridianen

der iibrigen Punkte, deren Lingenunterschiede w, w', w" ... bekannt sind,
die Polhdhen ¢, ¢', ¢" ... und die Winkel z, &', 2” ... bestinmen. Die

Bogenstiicke der Schnittellipse zwischen den einzelnen Meridianen konnen
aus den Polarcoordinalen ganz eben so berechnet werden, wie diese aus den
Triangulationen berechnet wurden. Auf diese Weise konnen wir in jedem
Schnitt mehrere Gleichungen von der Form der Gleichung 34. bilden, in
denen alle Grossen bis auf ¢ und & bekannt sind. Aus je zwei dieser
Gleichungen kann «' und ¢ bestimmt werden, aus denen sich dann & und ee
ergeben. Wir konnen also unter jedem Azimuth » eine Gradmessung ganz

analog, wie im Meridian, ausfithren.
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