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D E

DE MOTU
CORPORUM

LIBER SECUNDUS.

SECTIO I.

( * ) De motu corporum quibus reßfiitur in ratione velocitatis.

( * ) LEMMA

generales resistentia; notiones ex¬
ponens.

i . Non potest corpus in medio fluido
moveri atque in illud agere, quin ex flui¬
di reactione vim seu resistentiam aliquam
patiatur. Vis illa resistenti* , proportio¬
nalis est decremento «notus quod dato

lotn . I I.

tempore generat , & illius directio dire¬
ctioni mobilis semper opposita est ( per
mot. Leg. i . & 3. ) Quapropter data cor¬
poris massa, resistentia est ut velocitatis
decrementum quod dato tempore produ¬
cit ; data enim mobili; massa, motiU de¬
crementum est ut decrementum velocita¬
tis ( 6. Lib. 1. ).

2. Vis resistenti* quam momento quo¬
libet temporis experitur corpus est ut mo¬
tus decrementum directe & temporis mo-
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mentum inverse. Nam resistentia stato
temporis moiren'o est ut motus decremen¬
tum directe ( i) & dato motus decremen¬
to est inverse ut momentum temporis quo
motus decrementum generatur. Si enim
subduplo vel fubtriplo temporis momento,
idem motus incrementum vel decremen¬
tum generetur , vis generans dupla aut
tripla est.

3. Hinc data corporis massa, resisten¬
tia est ut velocitatis decrementum directe
& momentum temporis inverse.

4. Quoniam directio vis resistentia:, di¬
rectioni mobilis contraria est (1) , corpus
solavi insiti in medio resistente motum,
per rectam lineam continui!) fertur > quod
etiam evenire debere manifestum est, si
corpus vi qualibet acceleratrice vel retar-
datrice , fecundum vel contra directionem
motus insiti urgeatur.

5. Resistentia considerari potest tan-
quam vis retardans & cum vi gravitatis
qua corporum ascendentium motus per¬
petui) minuitur conferri. Vis enim resi¬
stentia: sicut vis gravitatis infinite parva est,
si conferatur cum vi illa qua corpus mo¬
tu finito cietur , seu qua spatium finitum
finito tempore describit. Nam si resisten¬
ti* quam omni temporis momento pati¬
tur corpus, vis effet finita> sive ejutdem
generis cum vi finita corporis motu sini¬
to acti, infinita multitudo resistentiarum
momentanearum finito quovis tetrmote
producta, totum corporis motum finito
quolibet exiguo tempore extingueret, quod
est contra hyp. , qua supponimus corporis
motum tempore aliquo finito in medio
relidente perseverare.

6.  Hinc corporis in medio resistente
moti velocitas finita per spatium infinite
parvum,"atque etiam tempore infinite par¬
vo aequabilis cenieii potest, neglecto ni¬
mirum infinite parvo velocitatis decre¬
mento.

7. Jam verb resistentia corporum in fluidis,
erreris paribu», oritur partire ex tenacitate,
pattim ex frictione, & partim ex reactione
partium medii, tresque lt:nt celebriores cir¬
ca huj.is resistenti* legent hypotheses, qua¬
rum Mathematicas consequentias Newtonus
fcoc libro exponit. i J. Hypothcsis resisten¬
tiam ponit velocitati corporis dati propor¬
tionalem , secunda velocitatis quadrato, &
tertia partim velocitati , & partim velo¬
citatis quadrato. Prxterea ciuu experi¬

mentis sit cognitum partem quamdam re¬
silienti* fluidorum uniformem elfe , consi-
derandz lunt quatuor ali* hypotheses,
in quarum primi resistentia fingatur uni¬
formis ; in secunda partim uniformis &
partim velocitati proportionalisi in tertia
partim uniformis Si  partim ut quadratum
velocitatis, & in quarta denique partim
uniformis, partim ut velocitas, & partim
ut velocitatis quadratum. Prima ex his
quatuor liypothesibus nihil habet difficul¬
tatis , cum unifotniis resistentia considera¬
ri postit tanquant gravitas constans cum
motum ascendentis corporis retardat ; qua
de re fatis actum est lib. r . tres verö quae
sequuntur hypotheses non agre referri
plerumque poliunt ad determinationes mo¬
tuum quas ali* priores hypotheses ( de
quibus ah initio actum est) suppeditant,
quod deinceps ostendemus.

8. Si medium in quo corpus movetur
perfecte fluidum sit, hoc est, partibus con¬
stet optime l*vigatis nullaque tenacitate
cohsrentibus , qu* proinde vi cuicumque
illatae cedant , & cedendo facillime mo¬
veantur inter se , sola ea consideranda est
resistentia qu* ex medii reactione ortum
ducit, estque illa ut densitas medii Si  qua¬
dratum velocitatis mobili; dati conjun¬
ctim. H*c enim resistentia ( per motus
leg. 1. & 3. lib. 1. ) est ut quantitas mo¬
tus dato tempusculo communicati; sed da¬
ta mobilis velocitate , quantitas motus
communicati est ut quantitas fluidi tem-
pusculo dato movenda, hoc est , ut densi-
litas medii; dati autem medii densitate,
quantitas motus communicati est ut quan¬
titas fluidi dato tempusculo dimovenda,
& ut velocitas qua quantitas illa fluidi mo¬
vetur coniunctim, & quantitas fluidi da¬
to tempusculo dimovenda velocitati mo¬
bilis proportionalis est, corpus enim du¬
plo velocius altero , duplo majus spatium
in fluido percurret, sicque duplo pluribus
particulis occurret. Quare dati densitate
medii, resistentia est ut quadratum cele¬
ritatis mobilis , atque adeo si neque flui¬
di densitas, neque mobilis celeritas data
sit, erit resistentia ut medii densitas &
quadratum velocitatis conjunctiro>atque
b*c est resistentia qu* ortum ducit ab iner¬
tia particularum fluidi quas corpus motum
e loco dimovet Si  qu* in velocioribus mo¬
tibus sola fere observatur.

Altera lesiitemia qu* ex fenacitata
M-
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-partium fluidi uniformis nascitur , constans
est , aut quod idem est , temporis momen¬
to proportionalis , eamque ia tardiiflmis
motibus sensibilem faciunt experimenta.
Si enim partium fluidi cohssio sit ubique
eadem , vi quadam determinata opus est
ut partes illas separentur , corporique tran¬
situm prxbeant , quacumque demum ve¬
locitate illud feratur , & ideö vis illa re¬
sistenti* cum vi gravitatis uniformi , qu«
corporis ascendentis motum retardat , con¬
ferri potest . Nam corpora duo similia &
aequalia cum pari velocitate c locis C & c
per lineas C.E , ce , ad rectam C c nor¬
males projiciantur , & in locis asque altis
A & a , B & b , D & d &c. aequalem pa¬
tiantur resistentiam ; corpus quidem C
resistentiam experiatur k vi gravitatis con¬
stante ( quae in locis A , B, Dj E, &C.
tantum agat ) oriundam > corpus verb c
resistentiam ex tenacitate data , vi illi gra¬
vitatis « quali > in locis tantum a , b , d,
&c. reagente ortam ; in spatiis verh inter¬
mediis AB & ab,BD & bd, &c . nul¬
lum sit motibus obstaculum ; dum corpo¬
ra perveniunt in A & a, aequalem habent
velocitatem , & deinde victis « qualibus in
A & a obstaculis , pari adhuc velocitate
per spatia minime resistentia AB & ab,
feruntur ; & simili modo , ob «quales re¬
sistentias in locis B & b per spatia B D &
bd simul moventur , & itä deinceps ean¬
dem fein per velocitatem in locis «que al¬
tis habent . Minuantur jam « qualia illa
spatia AB & ab , BD & bd , &c. & eo¬
rum numerus augeatur in infinitum, ut vis
gravitatis & resistenti* actio vel reactio
continua reddatur , & corpora duo ean¬
dem ubique resistentiam patientur , & in
locis «que altis eandem velocitatem ha¬
bebunt . Quare resistentia qu* ex fluidi
tenacitate ortum ducit , potest cum vi gra¬
vitatis uniformis comparari , licet medii
tenacitas in corpus quiescens ( quod qui¬
dem vi gravitatis semper urgeretur ) age¬
re nullo modo postit.

io . In fluidis igitur tenacitate aliqua
pr* ditis , resistentia est partim uniformis,
partim velocitatis quadrato proportio¬
nalis ( 8-

ri . LEMMA.  In quacunque resistenti*
h/pothesi , corporis tam in medio resistente
quam in vacuo moti velocitas finita in singu¬
lis locis est ut elementum spatii desi-rip-
ti directe & momentum temporis quo des¬
cribitur inverse. Velocitas enim unifor¬
mis est ut spatium quodcunque descriptum
directe & tempus quo id spatium descri¬
bitur inverse. In medio autem sive resij
flente sive  vacuo velocitas per spatium in¬
finite parvum «quabilis est ( fi. ).

ii . Coroll . i . Hinc temporis momentum
est ut momentum seu elementum spatii
directe & velocitas inverse ; mcmentum
verh spatii ut velocitas & momentum tem¬
poris conjunctim.

i }. Coroll . z. Si igitur velocitas di¬
catur v,  spatium descriptum s > tempus quod s
descriptum est t ent v —dt’ /dt —ds  &

d i sumptisque fluentibus S. vdtzzs.

& t
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14. Coroll . z. Si itä descripta fuerit

curva BPC ut ejus applicat * MP , mp,
axi AD , normales , exponant velocitatem
v, & absuiss * ä puncto fixo A lumpt* A M,
A m tempus t,  erectumque fit perpendicu¬
lum A B curv* occurrens in B , area
A ß P M exponit spatium tempore t de¬
scriptum . Sit enim applicata pm , prio¬
ri PM infinite propinqua , & erit Mm =
d t , adedque are* AB P M elementum
M Ppm = xt4 t -is ( 11 ) & proinde area
A BP MzzS . vit —s.  Recta A D dica¬
tur linea temporum & curva BPC linea
celeritatum . Fodem modo si abscissa A M
exponeret lparium descriptum s & appli¬
cata M P velocitatem inversam , ita ut
esset AM = r, & area A BP M

exponeret tempus quo spatium A M descrip¬
tum efi y esset enim MPpm —— —dr>v

& hinc area A B P M —S. — zz t.
v

15. LEMMA.  Si corpus dat * mass* so¬
la vi infra in medio resiliente moveatur , de-
crementum velocitatis,  erit ut refiflentia 8t
momentum temporis  conjunctim . Incremen¬
tum  vero spatii  erit ut velocitas & velocitatis
decrementum  directe & reßßentia inverse.
Da a enim corporis massa, resilientia est ut
velocitatis decrementum directe & mo¬
mentum temporis inverse ( z ) ideoque de¬
crementum velocitatis est ut resistentia &
momentum temporis conjunctim . Quod
erat i um. Sed incrementum spatii est ut
velocitas & momentum temporis conjun¬
ctim ( 1r, ) momentum vero temporis est
ut decrementum velocitatis directe & re¬
silientia inverse ( 1 ) ; Quare incrementum
spatii est ut velocitas & illius decremen¬
tum directe & resistentia inverse. . Quod
erat zu"’.

16. Coroll . 1. Hinc resistentia est ut
velocitas & illius decrementum directe ac
spatii incrementum inverse , & velocitas
in fui m decrementum ducta , est ut resi-
sten ia & incrementum spatii conjunctim.

17. Coroll . r. Quare si spatium dica¬
tur s,  tempus t,  velocitas v,  resilientia r,
erit rdtzz —dv , & r ds ——vdv.

18. LEMMA.  Si corpus dat*
mass* in medio resistente urgeatur vi
centripeta in directione motus corporis
agente ; corpore ascendente , erit velo¬
citatis decrementum  ut momentum tempo¬
ris & summa vis centripeta & refiflentia
conjuntlim.  Et velocitas  in suum decre¬
mentum  ducta erit ut incrementum spatii
& summa vis centripeta & reflflentia  con¬
junctim.

At corpore descendente , velocitatis in¬
crementum  erit ut momentum temporis , Si
differentia inter vim centripetam & vim
refiflentia  conjunctim . Et velocitas  in suum
incrementum  ducta , erit ut incrementum  si¬
ve elementum spatii & differentia inter vim
centripetam ac resistentiam  conjunctim.

Resistentia enim considerari potest tan-
quam vis continuö retardans ( j ) & vis
centripeta corporis ascendentis motum
etiam retardat , ideoque vis tota retarda-
trix est summa ipsa vis centripet * & resi¬
stenti* , dum corpus ascendit ; sed vis re-
tardatrix in temporis momentum ducta est
ut decrementum velocitatis quod produ¬
cit (z ) j erg £> corpore ascendente , decre¬
mentum velocitatis est ut temporis mo¬
mentum & summa vis centripet * ac re¬
sistenti* conjunctim . Quod erat l u".

Sed momentum tempori , est ut incre¬
mentum sive elementum spatii Airecte &
velocitas inverse (iz ). Quare si corpus
ascendat decrementum velocitatis est ut
elementum spatii & summa vis centripet*
ac resistenti* directe , & velocitas inver¬
se , adedque velocitas in suum decremen¬
tum ducta est ut elementum spatii & sum¬
ma vis centripet * ac resistenti* conjun¬
ctim. Quod erat zum.

Descendente corpore vis centripeta mo¬
tum
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tum corporis accelerat di_m resistentia re¬
tardat , & ideö si vis cemiipeta major sit
vi resistentia"i excestus vis ccntiipet* su-
prä resistentiam est vis tota accelerans,
Si vis centripeta minor est vi resistenti* >vis tota retardans erit excessus resistenti*
supra vim centripetam. Quare differentia
inter resistentiam & vim centripetam in
temporis momentum dutta erit rn primocasu ut incrementum velocitatis, & in se¬
cundo casu, ut illius decrementum. Quod
erat 3'"». Sed momenti,m temporis est ut
elementum spatii directe & velocitas in¬
verse (12) , quare velocitas in suum ele¬
mentum (sive incrementum sit sive decre¬
mentum) ducta, est ut elementum spatii,
& differentia inter vim centripetam ac re¬
sistentiam conjunctim. Quod erat 4“™.

19. Coroll. 1. Unde si vis centripeta
dicaturF, resistentia r,  spatium /, tempus r,velocitas v erit pro corporis ascensu
g d t 4 - r d t ——d v, &g d s-f - r ds= —■ vdv,
& pro corporis descensu, si vis centripe¬
ta vi resistenti* sit major g dt —r dt = dvs
& gds —rdszzvdv;  at si vis centripe¬
ta vi resistenti* sit minorr dt = g dtzz —dv,
& rds —gds = —vdy.

20. Coroll. 2. Si in his formulis po¬natur r — o , mutabuntur ili* in formulas,
quibus motus corporis in medio non re¬
sistente determinantur. Qua ratione mo¬
tus corporis in medio resistente conferri
possunt cum ejusdem motibus in medio nonresistente.

21. Coroll. 3. Si corpore descenden¬
te , resistentia vi centripet* *qualis fuerit,
corporis celeritas *quabilis manet ; nam
in formulis gdt —rdt = dv, Scrdt —gdt——dv,  posita gz : r,  fit dv ~ o,  hoc est,
velocitatis incrementum vel decrementum
nullum.

22. Coroll. 4.
Si corpus in linea
recta AC vi cen¬
tripeta urgeatur
ad punct' m datum
C, & de loco da¬
to A sursum vel
deorsum projicia¬tur cum veloci¬
tate da'a in medio
resistente, & spa¬
tium AP quod ass
cendendo vel des¬
cendendo descri¬
bit (empore t dir

5
catur s , data A C dicatur h , & tam
in ascensu quam in descensu scribatur
CP - » , adedque in ascensu x—b—s,
& dx —ds,  in descensu b—x —s, &.—dx
— dfi  si loco dr substituatur ipsius valor
in formulis coroll. 1. ( 19) erunt ili* pro
ascensug d x-\ - r dx— —vdi, & pro des¬
censug dx —rdx ——v dv , quarum una
in alteram abit , mutato signo ± vel—,
quantitati r pixfixo.

Z

23. LEMMA . Si corpus vi qualibet
centripeta sollicitatum curvam VP2 in me¬
dio resistente aut etiam in vacuo describat,
visque centripeta in loco quovis P divida¬
tur in vires duas, quarum altera directionem
habeat PO tangenti PT per P ductx nor¬
malem, altera directionem cum tangente
congruentem, quadratum velocitatis cor-

A Z poris

Lirfr
Secund.
Sectio I.

22 .



6 Philosophie
Df Motu poris in loco P , exponi poterit per fac-
Corpo- tum ex vi normali ductat in radium circu-
R u M. H curvam VPZ osculantis in P.

Sit PC, totius vis centripeta : directio , PO
radius osculi, P p arcus curvat infinite parvus
qui usurpari potest pro arcu circuli cen¬
tro O & radio O P descripti . Velocitas
corporis in P dicatur v,  quat per arcum
P p tam in medio resistente quam in va¬
cuo aequabilis est , (<) & totius vis cen-
tripetat pars—illa qua: secundum directio¬
nem P O agit, seu vis normalis dicatur N
& quia vis resistentiae ut pote lemper con¬
traria directioni mobili PT , ( i ) vim nor¬
malem N non afficit , erit vis illa N qua
corpus in arcu Pp retinetur in m».lio re¬
sistente aequalis vi centripeta : qua corpus
idem cum eadem velocitate aequabili v,
in medio non ^ resistente circulum descri¬
beret cujus centrum O , & radius OP.
Corpus autem vi constante N , sollicita¬
tum in vacuo de loco P cadat per radii
partem P M ita ut eo lapsu acquirat celeri¬
tatem v qua in medio non resistente circulum
describeret cujus centrum est O & radius est
OP ; sitquePMc : / , v;locitas eo lapsu ac¬
quisita in M erit ergo —v , & erit ( zo. 19.)
IVd s = v d v , sumptisque fluentibus N s
ctlt/v , & iNszzvv.  Sed altitudo ex

qua corpus vi constante N sollicitatum in
vacuo cadere debet ut velocitatem acqui¬
rat atqualem illi cum qua circulum ipsum
describit , est atqualis dimidio radii P O,
( 119. lib. 1. ) ergo z s — P O & 1 Ns —v v
= A' xPO . Q . E. D.

2.4. Coroll . i . Iisdem positis , totius
vis centripeta : juxtä direction «m P C ur¬
gentis ea pars quae secundum directionem
tangentis PT agit , seu vis tangentialis in
P dicatur T resilientia ibidem r , arcus V P
s,  ideoque Pp = dr , & si corpus descen¬
dit , erit Tds —ris —v dv ( 18. 19. ) qVa
vis tangentialis motum accelerat St  vis re¬
sistentia: eundem retardat , vis autem nor¬
malis nec accelerat nec retardat . Sed si
corpus ascendit , erit Tds -\- rdi ——vdv
(rg . 19. ) vi tangentiali & resistentia mo¬
tum corporis simul retardantibus.

z; . Coroll . z. Sit C virium centrum,
vis tota centripeta in directione P C ur¬
gens CP —y,  CT tangenti perpen¬
dicularis —p,  ideoque PT zzssyy —pp.
Ex puncto p , alteri P infinite propinquo

‘nui uni fu ad C P perpendiculum p r,

Naturalis
2;

ut sit pm dy,  St triangulum P r p , simile
triangulo P TC , & erit Pp (dr) : pt (d ^ )

= P C:  P T —g : , ubi observan-

Qum CLT ckc  arnrmativani ) ejuando crci”
cente arcu VP siver, crescit etiam recta
CP , seu y,  id est , quando corpus alce no¬
cendi t , & contra d/ esse negativam , dum
corpus descendit , adeoque in hoc casu fie¬
ri Tr - _ gdy

d s ‘ Hi valores vis tangentialis
T , substituantur in formulis corollarii i . &
ambae in hano mutabuntur, gdy -̂ - rds ——
vdv.

z6.  Coroll. ;. Quia P p ( d s ) : p r
(± <i ; ) = PC ( > ) : PT ( / ^ - pp ) exit

ds = zt: —— , ( signo superiori pro

ascensu & inferiori pro descensu usur¬
pato ).
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pato ) . Quare fiet gdy -\- rds —gdyzk.

rydy——— ——vdv.
Vyy —pp

27. Coroll . 4. Si radius osculi PO
dicatur R,  est ( rz ) R x Ä —i/ Lc quia

0 g . h i g
y : p —g:  AT, adeoque —A , fiet ——

= sed radius osculi R— ( ! if

lib . 1. ) quare erit •- = v 2 , & g =.

V-— Substituatur  hic valor in formu-
pdy

h  corollarii 2' . & fiet g d y ■+• r d s =
t/ 2 d p
— -— -4- rdr ^ —vdv, & ideb vdv -p-
v *dp- - ——rds.

C C

28. Coroll . s. Vis centripet .-» directio
PC , sibi semper parallela maneat , ut hic asiu-
utitur vis gravitatis , & per punctum V,in curva VP 2 datum , ducatur recta VC
directioni gravitatis PC perpendicularis,
dicanturque ut suprä VPzt , Ppndr,
C P —y , p x—dy , vis tota gravitatis in P
—S ^resistentia r,  velocitas corporis ibi¬
dem —v, & erit ut in corollariio 2°. gdy
-J-rds ——vdv.

19. Coroll . <?. Si in Hypothesi corol¬
larii 5’. dicantur radius osculi in P —R,
vis normalis —N,  abscissa V C —at, & Cc
seu P r —d x , erit ob triangulorum Ppr,
C P T similitudinem , Pp : Pr = PC : TC
= g : N , sive d s : d x —g : K 5 sed
, . . . w * . g d X v 1 „ , .
(25 ) A= t>  erg bfjj = T > & hinc
v* = *£ *l. ds

;,o- Coroll. 7. Est autem (21tlüj*

ATHEMATI C A. 7
, X _ ds_-_ d y_ - ds 2 dy' d s d d x ~~ d x 'd d 5 d x dd  s’
si ponatur dx,  constans , & idei> ddxzzoj
Et quia d s 2 zz d •, 2 -{- dx 2, sun .ptisque
fluxionibus, facti dx,  constante dsdds—
d y ddy , & dds —d_y__d̂ dy^ , fietd s

d si Rg d x-— —7- i quare ( 2, ) v 2— —■d x d dy ’ 2 ' ' r
g d s 2 . , v 2 d d y „

, ideoque g —-3 —— , &

R= -

d d

C1^ ) gdy + rds ——

ds 2
v 2 d y d d y

hinc

+ rdsds 2
zz —vdv,  hoc est , ob dyddy —dsdds,

, v 2 d d sVdv —- ;- —yds.d s
zr . Scholion . In superioribus quinque

lemmatis ipsorumque corollariis , fere com¬
plexi fumus principia omnia , quibus & ad
inventionem & ad demonstrationem mo¬
tuum in mediis resistentibus usi sunt Clariis,
viri Nevvt. in hoc Libro; Yarignonius in
monumentis Academi* Regi* an. 1707.
1708. 1709. 1710. 1711. Joannes Rernoui-
li ibidem an. 1711. & in actis erudito¬
rum Lips. an. 171; . & J719. Hermannus
Lib. 2. Phoronomi * & in commentariis
Academi* Petropolitan * , ac Eulerus in
opere exquisito quod de Mechanica scripsit
analyrice . Nunc alia nonnulla de Lcgarith-
mic* proprietatibus , & de methodo ma¬
ximorum & minimorum qu* ad doctri¬nam motuum in mediis resistentibus ex¬
plicandam spectant , subjungenda sunt. '

L E M M A

pr* cipuas Logarithmic * proprietates
exponens.

111. Hugenius de hac ipsä Newto-
niani operis parte loquens , in qua agi¬tur de corporibus in mediis resistentibus
motis , ( quam fu 11 ma cum voluptate fe
vidisse testatur ) ait fe notasse lineam cur¬
vam quam Logarithmicam aut logisticam
nuncupat , summ* utilitatis ese in,hoc ne¬
gotio , & qu*dam de ea Iheoiem .ata in¬
dicat quorum df monstrationem Guido
Orandus postea evulgavit ; Hujus ergo
curv * proprietates ab initio explicare ä
scopo nostro alienum non duximus.

L I « ! 2
Sfcund.
SiCTIO I.

3 1

32. D *:
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rum»

zr . Desin. Sit linea recta NAO fe¬
cundum quam feratur perpendicularis MP
-motu uniformi & sibi parallelo , dum ia ea
perpendiculari MP mobile P velocitate
variabili movetur secundum hanc Legem,
ut ejus velocitas sit femper proportiona¬
lis distantiae ejus i recta NAO,  curva
ab illo puncto P descripta dicetur Loga-
rithmica vel Logistica.

Linea NAO secundum quam per¬
pendicularis P M motu uniformi & sibi
parallelo fertur, dicitur Axis Logarithmicce,
tk  lineae P M , Q N perpendiculares in
Axem sunt ejus ordinatae.

Si quaedam ex ordinatis Logarithmi-
cx , ut AB , sit aequalis unitati , punctumaxeos A cui insistit censetur abscissarum
origo , & abscissaea parte A M sumptae,
sunt positivae, a parte A O negativ* &
abscissa pertinens ad ordinatam A B sive
ad unitatem est ipsum o.

Coroll . i . Differentia qttammininuc or¬
dinatarum Logarithmlca aqualibus tempus-
culis genita , sunt ut illa ordinata.

In quovis enim puncto Logarithmicae ve¬
locitas axi perpendicularis qua ordinat*
crescunt vel decrescunt, est ordinat* pro¬
portionalis (ex Des.), sed durante tenipuscu-
lo infinite parvo illa velocitas uniformis est
censenda, & aequalibus tempusculis incre¬
menta vel decrementa linearum sunt ut
.velocitates uniformes quibus generantur,

ergo incrementa vel decrementa ordina¬
tarum h. e. earum disterenti* aequalibus
tempusculis genit* sunt ut ili* ordinat*.

Coroll. i . Sint ordinata quavis  fM,
Q_N, ducantur dua alia ordinata  p m , qn
ipßs quamprostima& ab iit aqualiter di-Q
stautet, fm & qn  erunt frioribut ordina*
tit proportionales:  Velocitas enim qua or¬
dinata motu sibi parallelo fertur w uni¬
formis, ideoque eodem tempore ordina¬
ta P M ad p m perveniet ac Q N ad q n
ob *quales distantias, ergo , per Cor. I.
differenti* ordinatarum P M & Q N dum
per uniunt ad p m & q n erunt iis ipsis ordi¬
natis proportionales , sed adjectis vel de¬
tractis iis differentiisa lineis PM & Q N
fiunt ordina x m , q n, &adjectis vel de¬
tractis ex terminis rationis cujusvis, cEres-
poridentibus terminis rationis ipsi xqualis
non mutatur prio ratio, ergo ordinat* pm
& q n erunt inter se ut P M ad Q N , &
etiam alternando P M: p m = Q N : q n.

Coroll. z. Si sumantur in axe pun-
tla C , D , E , F ad distantias aquales Ö*
quamminimas, in iisque punClit erigantur
ordinata, illa ordine constituent Progrejjio-
nem Geometricam.  Nam quia ex Hyp. or¬
dinat* GC & HD , HD & KE sunt
quamproximx & xqualiter distantes, est
per Corollarium prxcedens GC : H D =
H D : KE , eadem ratione est H D .• K E
= KE : LL', sicque deinceps, unde liquetordi-
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ordinatas  GC : HD : KE : LF &c . esse in
progressione Geometrici.

33. Theor. I. Sumantur in axe Logari-
thmiete quatitor punCla, ita ut duo priora
nequea Jb mutuo dißent ac duo posteriora,
ordinata in iis punitis ereilx erunt in pro¬
portione Geometrica.

Et fi sumantur in axe quotlibet puncta x-
qtie distantia ordine continuo, ordinata iit
insistentes erunt in progrestione Geometrica.

Sumantur in axe duo puncta qu* vi<A &
E, Sc alia duo H & K. talia ut sit AE = HK,
eriganturque in illa puncta ordinatae A L,
EP , HS , KT; dico illas ordinatas fore in
proportione Geometrica.

Dividatur tam A E quam H K, in par¬
tes infinitejsarvas squales inter l'e, totidem
erunt divisiones in utroque intervallo , eri¬
gantur in illa puncta ordinat * , fient dus pro¬
gressiones Geometrie * , in quibus totidem
erunt termini & ratione ?terminorum succes¬
sivorum aequales erunt , quia ordina '* in u-
traque progressione squaliter distant ; Ergo
ex *quo >primus terminus A L prioris pro¬
gressionis erit ad E P ultimum terminum
ejus progressionis , ut HS primus termi¬
nus alterius progressionis ad ejus ultimum
terminum KT. Q . E. D.

Et si sumantur in axe plura puncta at¬
que distantia ordine continuo sibi suc¬
cedentia , ordinat * in iis punctis erect*
erunt in progressione geometrica : Proba¬
tur ut in Cor . 3. defin.

Coroll . E converso, fi in linea quavis
sumantur plura punBa > ceque distantia ordi¬
ne continuo-, & in iis erigantur perpendi¬
culares qua fint in progrestione Geometrica,
Logarithmica aliqua per earum perpendicu¬
larium extremitates tranfibit.

Sint enim A, D, G &c. ea puncta *que
distantia dividanturque eorum intervalla
in partes squales quamminimas , totidem
erunt in quovis intervallo , assumantur
medi* proportionales inter perpendicula¬
res AL & DO , DO & GR, &c. tot quot
sunt divisionum puncta , & in singulis pun¬
ctis erigantur perpendiculares iis mediis
proportionalibus ordine sumptis *quales;
Denique curva tangat tam perpaodicula-
res datas A E , DO , GR quam hasce
medias, dico eam curvam esse Logarithmi-
cam.

Facile enim liquet ex natura progressio¬
num, quod cum sit AL:DO = DO :GR &c. &
jotidem medi* proportionales assumantur

Tom. 1 I.

inter AL & DO , quot assumuntur inter Liber
DO & GR , sicque deinceps , formari Secund.
progressionem continuam constantem ex Sectio I.
omnibus illis perpendicularibus tam datis
quam inventis , ideo quamlibet ex iliis, ut 33-

Lr

ABCDE fg h

A L, este ad sibi proximam 15M , ut alia
ciusvis DO , est ad proximam P E, unde
dividendo , est A L ad suam differentiam
ä proxima , ut est etiam D O ad suam dif¬
ferentiam d proximi , ideoque perpendicu¬
larium proximarum disterenti * erunt ubi¬
que eis perpendicularibus proportionales;
Evanescentibus ergo punctorum in axe
sumptorum intervallis , & perpendiculari¬
bus ad vicinas * quali ubique celeritate
latis & squali tempusculo (ob squalitatem
intervallorum ) , velocitates quibus cres¬
cunt vel decrescunt perpendiculares erunt
iis ipsis perpendicularibus proportionales;
Ergo (ex definitione Logarithmic *) ea cur¬
va qu* tanget eas perpendiculares erit
Logarithmica.

34. Theor . TI . Abscijsx axis Loga-
rithmicx , sunt Logarithmi ordinatarum in
earum extremo infistenrium.  Ferantur hinc
inde ab origine axis partes squales quam-
minims , in extremo singularum erigantur
ordinat * , ili* omnes ordinat * constituent
progressionem Geometricam inter cujus
termino « occurrit unitas , earum ve-
16  absciss * erunt in progressione Ari¬
thmetica propter partium in axe sumpta¬
rum squalitatem , & abscisia qu* unitati
respondat est o , Jam autem cum ter¬
mini progressionis Arithmetics inter quos
est o ita aptantur terminis progressionis
Geometrie * ut o respondeat unitati & re¬
liqui termini sibi respondeant , tum ter¬
mini progressionis Arithmetics sunt Lo-
garithim terginorum correspondentiun«

B pro-
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De Motu progressionis Geometrica : ; Ergo abscissa:
Corpo-  Logarithmica : , sunt Logarithmi ordinata-
R o m.  rum correfpondentium.

Corol . i . Portio axis qua intercipitur
inter duas Ordinatas est Logarithmus ratio¬
nis qua intercedit inter illas Ordinatas.  Quo

‘ tiens enim duarum quantitatum exprimit
rationem qua» inter illas intercedit , &
disterentia Logarithmorum earum quanti-
tum,  est logarithmus quotientis earum,
sed abseid* sunt Logaritnmi ordinatarum,
& portio axis quat intercipitur inter duas
•rdinatas est disterentia abscissarum live

Logarithmorum ad eas ordinatas pertinen¬
tium , ergo illa portio est Logarithmus
quantitatis quae exprimit rationem qua: in¬
ter Ordinatas intercedit,

Coroll . i . Si dentur duarum aut plu¬
rium quantitatum Logarithmi, & d punilo
dato refla alicujus sumantur longitudines eis
Logaritkmis ecquales, & in earum extre¬
mo erigantur perpendiculares quantitatibus
quarum sumuntur Logarithmi aquales , Lo-
garithmica aliqua per earum perpendicula¬
rium extremitates transibit.

O/

In reista O A N sumatur punctum A in
quod erigatur perpendicularis A B unitati
aequalis, sitque A M logarithmus quantita¬
tis cui aequalis est perpendicularis MP>
sit A a disterentia progressionis Arith¬
metica : ex qui desumuntur logarithmi ,
quae idei » accurate continebitur in inter¬
vallo AM toties quot sunt termini in pro¬
gressione Geometrica ex qua desumun¬
tur quantitates quarum habentur Logari-
tfcmi , quaerantur tot mediae proportiona¬
les inter AB & M P quot iunt divisio¬
num puncta inter A & M, & in illa puncta
erigantur perpendiculares illis mediis pro¬
portionalibus ordine aequales, fiet progres¬
sio Geometrica , quae est ipsa progressio
quantitatum quarum abseid* lineae O A N
quantitate A a successive aucta: sunt Loga¬
rithmi , siquidem in utraque progressione
QWnriuiH terminiA B & M P( eadem in¬

tervallo in utraque dissiti, sed si in pun¬
ctis squidistantibus lineae cujttsvis erigan¬
tur perpendiculares in progressione Geo¬
metrica , Logarithmica aliqua earum verti¬
ces tanget ( Cor . Theor . I . ) Ergo si den¬
tur numeri cum suis Logarithtnis concipi
semper poterit Logarithmica cujus abscis¬
se lau illi Logarithmi & cujus ordinata:
sint quantitates quibus respondent.

z ; . Theor . III . Axis logarithmica est
ejtts Asymptotus ad quam ab und parte ac¬
cedit propius datd quavis quantitate mtm-
quam tamen eam attingit , Ö“ä quä ab alterd
parte longius recedit datd quavis quantitate.

Sint du* ordinat * AB , M P qua¬
rum una sit alterius dupla vel plui quam
dupla > feratur portio axis A M hinc ind«
secundum axem sine fine, ordinat * in ea
puncta erecta crescent ab una parte & ab
ajtera decrescent ia ratione dupla vel plus

quanh
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quam dupla ( per Cor . Theor . I . ) sed ex
Principiis Archimedeis quantitas crescens
,n  progressione dupla vel plufquam dupla
omnem quanti .atem datam tandem exce¬
det , & ex Principiis Euclideis quantitas
qua?vis decrescens in ratione dupla vel
plufquam dupla minor fit quavis quanti¬
tate data ; Ergo Eogarithmica longius ab
axe recedit , aut propius ad eum accedit
quavis quantitate data , numquam tamen
eum attinget , attingat enim eum si fieri
potest in quodam puncto X > ferendo di¬
stantiam AM secundum axem , fiet tan¬
dem ut cadat proxime citra X , putä in
Y , tum proxime ultra , ut in Z ; in puncto
Y nondum attinget axem ex Hypothesi ,
& aliquo intervallo Y V ab eo cistabit,
sed quia Y Z —A M debebit esse A E : M P
— Y V ad ordinarem in Z , qua ideo da¬
bitur , ac per consequens Eogaritbmica non¬
dum attinget axem in Z, nedum eunt atti¬
gerit in X. Q . E. D.

?r>. Theor . IV . Subtangens Logarith-
tnicte eft conflans.  Capiantur enim ubivis
in axe particula; aequales quamminima Mm,
N n, erectisque ordinatis MP , m p, & NQ,
n q, perpuncta P & Q concipiantur tangen¬
tes PT , Qt axi occurrentes in T, t ; du¬
cantur etiam recta; P r , Qs , ordinatis mp,
nq perpendiculares . Evanescentibus ordi¬
natarum distantiis Mm , Nn , triangulum
Ppr fit simile triangulo T P M , & Irian-
gulum Q qs simile triangulo tQN , ideo-
que est p r : 1’ M = P r ( sive M m ) : M T,
& qs : Q N = N n ( sive M m ) : N t , sed
ob distantias Mm , N n aequales est pm:
PM= qn : QN & dividendo est p r : PM—q s:
QN , quare P r (siveM m) .’M'i cNn (sive
M m ) : N t, adeoque M TcN t. Q . E. D.

Cor . Hinc cum ordinata fu ad fulta :.-
gentem conflantem ut fluxio ordinat te ad flu¬
xionem abseifte, oblinetur Logarithmen: .eqna-
aio fluxiona .is.  Abfciffa AM, dicatur * ,
ordinata MP y , suotangens MT , s,  flu¬
xio M m erit d *, p r —dy,  cumque sity,x  —
dy . dx,  est y^ .v—r dy aequatio a .i loga-
rithmicam.

37. Probi . 1. Datdfubtangente & dua¬
bus ordinatis Lcgaritkmicte, invenire portio¬
nem axis inter eas ordinatas interceptam.

l u*. Casus major ex illis ominatis non sit
plufquam du| !a alterius ; major illa ordi¬
nata sit LA qua; dicatur y,  minor sit GR,
differentia earum LA —RG sit b.  Portio
axis A G inter eas intercepta sit * , divi-

saque concipiatur in partes aequales ir.fini- LlBtx
te parvas A R—d * , earum numerus (qui Sxcpnb.
infinitus censendus est ) dicatur n, e,it er- Sictio  L
go ndx —x;  subtangens data sit r, eritque
per Corollarium praecedens y : s —( d y : 3 7,
dxzi ndy :ndx —) n d y : x\  hoc autem
modo determinatur vaior ndy.  Conci¬

piantur erecta omnes ordinata; in puncta
divisionum portionis axis AG , erunt in
progreffione Geometrica ( per cor . 3. des.
n. 31. ) & cum earum differentia; hnt ut
illa - ordinata ( per . cor , 1. des. n. 31. )
differentia luccelliva earum ordinatarum
erunt in ptogrelsione Geometrica , cujus
omnes termini simul sumpti differentiam
LA - RG  sive b efficient ; numerus autem
terminorum ejus progrelfionis erit n,  pri¬
mus terminus dy , secundus invenitur per
, . , M ß
hanc proportionem EA : ME—dy: —^ d y
sive ( quia ME —y — dy L, E h —y 'i fe¬

cundus ille terminus erit \ _ _ dy,  un¬

de juxta Methodum summam' i prot>reflio-

y n — x

nes Geometricas est i c: dy x ^

Xy - dy

y

y n = ( valore

y —dy ” in seriem reducto ) —— Xy "

— nyn7—1dy -j - n X —-— ya~ 2dy' &c. —ynj

sive deletis terminis y ” S:— y n , totaque
Ieris per —yn —« divisa est b—-\ - ndy

Ea — nn
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sed quoniam n est numerus infinitus , in
singulis ; coefficientibus altiffima ejus di¬
gnitas sola assumi debet , reliquis termi¬
nis neglectis, ' unde feries ad hanc redu¬

citur b — n d y —
niy —2 dyi

y ~ 1 d y +

'- XZ &c. qui quidem termini fi¬

niti sunt , comjiensata dignitate numeri
infiniti n per intiniti parvi dy  similem di¬
gnitatem.

Ex ea autem serie , per serierum rever¬
sionem obtinebitur valor ipsius ndy,  sit
enim n d y zz A b ■+■ B b 1 -j - C b l •4-
Db 4 & c.
erit -\ - ndyzz -\- Ab + Bb * + Cb > Sic.

nn dy * _ A 2 b 2 z A Bb’

+ n r dy  J
-y

A >bi
"t" i x 3 y1, iXj y2 , .

Cum ergo lii omnes termini debeant
efficere b , fiat primus terminus Ab = b erit
A — i , & reliqui omnes termini debebunt
este xquales o , suppeditabuntque totidem
xquationes ad determinandos coefficien-

A 2b2
tes B, C, D &c. v.  er . est 4 - B b 2— ■

zy

—o , unde invenitur L — — ; est Ct 11 y
z ABbi , Ai bi „ , .

zy- '" HTTP- 0 ’ substl tutoque
valore A & B divisoque per bi,  est C —

TJz’  sicque de exteris , unde reperietur ndy
_ , . b 2 bi h 4 o
_ b -\- ~ _(- -j - &c.

-y U\ 4 > 3
Cum itaque sit y : t = n dy : x , erit x

= . x A + ii + i . + ii sc .y iv 1 J> 3 4 v4
Q . E. I.

4 >

Cas. Quodsi ordinataLA fit plusquam
dupla ordina »« TK, quxratur media propor¬
tionalis inter L A & T K , cujus si L A
non sit plusquam dupla , invenietur inter¬
vallum abscissum inteream & LA, ut prius,
eiit .jue dimidja pars intervalli quxsiti A K,
erit enim ad eam mediam , ut ea
media ad T Ky unde portio axis inter I A
& eam mediam, erit «qualis portioni axis
imer . eam mgdjgm & 'i K ; si JLA ejus

ABC D lv FG
medix sit plusquam dupla, quxratur nova
media inter LA & priorem mediam , inter¬
vallum inter hanc & L A erit quarta pars
portionis quxsirx A K. Quod si LA sit
adhuc plusquam dupla istius medix repeta¬
tur operatio donec media inveniatur cu¬
jus L A non sit plusquam dupla , ex cu¬
jus intervallo , intervalli AK valorem as¬
signare licebit , eo quo prius usi fumus ra¬
tiocinio.

Cor . i . Si una ex ordinatis fit unitas,
sortio axis qttafita  x erit alterius ordinata
absciß'a , ideoque ejut erit Logarithmus, po¬
sitivus quidem si ea ordinata sit unitate
maior , negativus vero fi unitate sit minor.

Cor , 2. Si ordinata G R sit unitas , &
ordinata LA ejus dupla , & si subtangens
Logarithmicx sit xqualis unitati , feries
abscissam exhibens in hanc mutatur x —

i , i , r , i
- - -r- -a H- « c. quo-1X22X4 3x84x16 1
rum terminorum calculus est facillimus
qui si instituatur , abscissa quxsita invenie¬
tur x - .6 - 31472.

38. Theor . V. Sint dua diversa Loga-
rithmica in utrdque sumantur ordinata a-
quales , abscisa illis ordinatis corresondtli¬
tet in utraque Logarithmicd erunt nt earum
Logarithmicarum subtangentet , adeoque in
conßanti ratione,

Sint dux Logarithmicx P B, RD prio¬
ris subtangens sit M S —r , subtangens al¬
terius sit Q T —t ; Ordinajgf PM , RQ
in utraque sumptx sint xquales dicantur-
que y ; sint orriinatx B A & D C xquales
unitati ; abscissa A M dicatur x , Bi  CQ,
2 ; dico fore r : r = * : 2. Dividatur A M
in partes infinite parvas dx,  quarum nu¬
merus ( infinitus ) dicatur n.  In totidem
partes dz  dividatur CQ , & concipiantur
ordinatx in omnes divisiones erectx , illx
orcipaix etuu{ in progrefliooe Geometri -,
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«a in utroque intervallo , litque p m se¬
cundus terminus prim* progreihonis , &
q r secundus terminus progiessonis alte¬
rius, erit in prima l’ M : BA = FM n_ I :
pm n 1 , in secunda RQ : DC = RQ" —*:
rq n _ 1, ex - natura progrefiionis Geome¬
trie * , & quia tres priores termini lia-
rum proportionum ex hypothesi sunt * -
quales i * qual»s etiam erunt pni" -1  &
r q n — ideoque p m = r q ., & P M—p m
= RQ - tq , difterentia ; ergo proxima¬
rum ordinatarum sunt xquales , dicantur-
que dy.  Est autem in piima Logarithmi-
ca ( per Probi , i . n . 37. ) y : s —n dy : n dx
sive x, & alternando y : ndy = s : x ', in
secunda y : tzzndy : ndz  sive 2 , & ait.
y : n dy ~ t : z,  est ergo s : x —t : z sive s : t
—x : z.  Q . E. D.

Cor . 1. Hinc liquet quod ( manente
unitate ) logarithmic * quarum eardem erunt
Subtangentes , in omnibus erunt aquales,
quippe si lumantur in iis aquales crdina-
ix  abi cisia; eriam aquales erunt.

Coa. r., Logaiithniicx veio diversa: spe-

ATHEMATICA. IZ
cier dicentur , quarum subtangente « erunt
divers* j & I ogarithmi diversa? Ijeciei »li¬
centur , ubi eisdem quantitatibus Logarith-
mi diversi respondebunt , unde etiam I o-
garithmic * ad quas pertinent diversa: iiix
Logarithmorum species, liaueount diversas
subtangentes ( per hoc Theor . ) ideoqua
erunt diversa; speciei,
v. gr. cum O

Cor . z. Datis Logari’hmis cujnjbis spe-
ciet, Logarithmi alius speciei eisdem numeris
respondentes inveniri possunt, fi dentur sub¬
tangentes utriusque speciei;  Hinc si dentur
Logarithmi quorum subtangens est unitas
(qui Hyperbolici dicuntur ) , sitque data
subtangens alius speciei .4342944 multipli¬
centur Logarithmi dati per hunc numerum,
habebunturque eorumdem numerorum Lo-

arithmi in hac altera specie , ut liquet ex
oc Iheor . Ideoque in posterum per hanc

expressionem L. x , Intelligentes Logarith-
mum Hyperbolicum quantitatis x , qui si
multiplicetur per quantitatem quamlibet ut
a , a L . x exprimet Logarithmi,m x ex ea
Ljiecie depromptum qua: habet a pro sub-
tangente , est enim 1: 2—L. x ad eum Lo-
garithmum qui ergo erit a L . x.

39. Probi. 11. Data ordinata Logarith-
micce & ejus abscissa, invenire ejus Jub:an¬
gentem , dummodo alterius cujuflibet Logx-
ritkmic.e subtangens fit data.

Data sit subtangens Logarithmica : PB,
Logarithmica ; vero R D data sit abscissa
CQ & ordinata QR , quxritur hujus Lo¬
garithmica; subtangens ; Quxratur pri¬
mum abscissa qu* in logarithmica PB
responderet ordinat * xquali Q R > per
Probi . I . sitque ea AM , fiatque ut AM
ad l Q ita subtangens data ad qussitam.

Exemp. In tabulis Logarithmorum , Lo¬
garithmus numeri 2. est .3010300. si ergq>
concipiatur Logarithmica cujus ablciss* sint
logarithmis tabulatum arquales , & cujus
ordinat * sint squales numeris eis Logari¬
thmis coirespondentibus , qi sraturque ejus
Logarithmic * subtangens; inveniatur in alte¬
ra Logarithmica cujus subtangens est unitas
abscissa respondens ordinat * qu* sit ini¬
tatis dupla ( per Cor . 2. Prob . I . ) qu* est
.6931472 . fiatque ut .6931472. ad .3010300.
Ita unitas ad subtangentem Lcgarith.mi-
c* tabulatum qu* invenietur .4342944.

Coroll . Hinc dato Logarii ! ruo alicu-
jus numeri desumpto ex Logarithmica cu¬
jus subtangens data est , habebitur ejus mi-

B 3 jueii
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'De Motu  meri Logarithmus in tabulas , dicendo ut
Corpo-  subtangens data ad .4541944 . ita Logarith-
Rtt .w. n>us datus ad ejusdem numeri Logarith-

muirt in Tabulis.
40. Probi . UI . Sit quantitas variabi¬

lis > cujus Logarithmus etiam variabilis ejl,
ex ejus quantitatis variabilis fluxione  ,
fluxionem ejtts Logarithmi determinare.
Concipiatur lOgarithmica ad quam per¬
tinet lpecies Logarithmi qua; afiumitur; sit
a ejus subtangens , sitque y variabilis pro¬
posita, qt,L consideretur ut ejus Logaritnmi-
jcx  ordinata , sitque * ejusdem Logarithmi¬
ca: abscissa ei ordinataejf respondens , erit per
naturam Logarithmic * (n. $6)y dx =.ady  &

dx —-—- , sed x est Logarithmus ordir .a-
y

tae y , ergo dx  est ejus differentia , er¬

go dL .y— a -- hoc  est , differentia Lo¬

garithmi est differentia variabilis propositse
divisa per ipsam variabilem > & ducta in
constantem qua: sit subtangens Logarithmi¬
ca: ad quam pertinet lpecies Logarithmi
assumpti.

Et e converso , si habeatur hsc fluxio
a d y
—j- , ejus fluens est Logarithmus ipsius
quantitatis y ex ei Logarithmici desump¬
tus cujus subtangens elt a.

41. Theor . V. Spatium Logarirhmicum
ABPM  duabus ordinatis AB , PM arcu
Ii P & abscissa AM comprehensum, ecqua¬
le ejl reti angulo subtangentis & differen¬
ti ce ordinatarum.

Ducti enim per punctum P tangente
PT , compleatur rectangulum TFPM,
agatur per Ii recta F.Q , parallela TM,
secans TF ' in E & MP in Q ; per m or¬
dinata m p alteri M P infinite propinqua,
& per p recta f r parallela T M, occurrens
TF in f & MP in r ; His positis (ob
triangula P r p, P MT similia) erit P r : p r
= PM : HTj  seu P F , idebque rectangu-
hun M m p r aequale erit rectanguio P F f r.
Quare si area logaritlnnica A 11 P M divi¬
sa intelligatur in rectangula innumera ut
M p, rectangulum EFPQ  divisum erit in
totidem rectangula ut F r corresponden-
tibus M p > arqualia , & proinde area lo-
garithmica A 11 P M aqualis est rectangu¬
io E I- PQ . Q . E. D.

Hinc spatium Lcgarithmicum A 11 P M
efl ut ordinatarum AB , PM differentia

r c

T A

ob datam subtangentem TM ( ?<5)*
Trilineum verb logarithmicuin II PQ

= P Q X M T — A M x 11 A ; & pro¬
ducta A B ut recta: F P occurrat in C ,
erit trilineum logarithmicuin BPCzAC
X C P —C B x M T.

41. Coroll . i . Hi:ut spatium logarith-
mieum infinite protensum OOPM,  qua par¬
te logarithmica ad asymftotum MO conti¬
nuo accedit , dttpium ejl trianguli P 1 M.
Nam ob distantiam infinitam M O evane£
cit ordinata AH , sitque spatium O o P M,
»quale rectanguio TFPM,  sub ordinati
PM & subtangente M T contento.

43 . Cor . 1. langem PT ( produfta fi
optts ejl) secet ordinatam AB in I , & spa¬
tium logarithmicuin L P C erit ut Bl inter
logarithmicam0 ' tangentem intercepta.  Nam
ob triangulorum T F P , ICP,  similitudi¬
nem , est I F ad f P , ( seu AC ad MT)
ut CI ad C P , Si  ideb ACxCP —MT
xCI . Quare (41) trilineum llPCrACx
CP —MI xCllnMT xCI - MTxCll
= MTxBI.  Est igitur , ob datam MT,
trilineum B P C ut B L

44. Theor . V I . Asymptotis orthogona-
libus CH, CD descripta fit hyperbola <jjq  G,
& per pu.itlum () in asymptotoC D datum,
logarithmica DpP axem habent CH produ-
clum 5 i er pur,thun D agatur ad hyperbo-
lam ordinata V Gj & per puntlum alterum
quodvis  A ’ ordinata  A sj quee frodulta lo-
garithmicce occurrat in P,- erit area hyt er¬
höhea N QJj :>, ad dignitatem hyperbolceseu
ad reflarguittm CD X. D G , in ratione re¬
if x A L ad subtangentem logarithmica.

Agatur enim altera q p ipsi Q P infini¬te
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te propinqua , ex punctis p , ? demittantur
ad axem C T perpendiculum p m secans
Q P in r & perpendiculum P M; PT
tangat Iogarithmicam in P ; erit ob trian¬
gula prP , PMT similia, pr ( seu Nn );
Prr PM ( seu CN ) : MT, & (ex natu¬
ra hyperbola ; per theor . 4 . de byp . lib . 1.)
NQ : DG = CD : CN; ideöque per com-
posirionem rationum & ex atquo NQx
Nn : PrxDG = CD : MT ; Quare ob
datas CD & M T , summa omnium re-
ctangulorum NQxNn,  in quar dividi
fotelt area NQGD,  hoc est , hatc area
ipsa est ad rectangulum sub data GD , &
summa omnium P r , seu tota recta N P ,
ut C D ad MT , proindeque NQGDx
MT = NP xGDxCD, & hinc NQGD:
GDxCD = NP : MT.  Q . E. D.

45. Coroll . Hinc (ob datas M T, GD,
CD ) area hyperbolica NQG D & proin¬
de feßor CG Q_ipfi aqualis (377 . lib . 1. )
«/? ut reda NP produdio ordinata QN ,

inter asymptotumhyperbola CD & logaritk
micam intercepta.

46. Scholium . Cum 111. Marchio Po-
lenus in Epistola ad Hermannum latavii
an. 1719. edita , ita facilem & expeditam
logarithmicat descriptionem organicam,
pro ingenii sui sagacitate invenerit , utcurva illa sectionibus conicis haud diffi¬
cilius construatur , cumque logarithmica
per lineas rectas id piaestet quod hyper¬
bola per sectores vel quadrilatera sua, in
problematum constructionibus qua? per
areas hyperbolicas absolvuntur , loco hy¬
perbola non male usurparetur logarithni-
ca ; quamvis si problema ad merum cal¬
culum reducatur , atque bene possint usur¬
pari spatia hyperbolica , quam abscissas
logarithmicat . Quomodo autem constru¬
ctiones quae per spatia hyperbolica fiunt,
ad logarithmicam transferantur > pluribus
exemplis ostendemus deinceps.

De

o



16 Philosophia Naturalis
De Mqjit

A TMi'lE

De Maximis& Minimis.

47. Theor . St quantitas variabilis, (quam
exponat recta P M curvse P D B ordina¬
ta ) ad ctrium usque terminum D conlrtiub
crescat & postea decrescat , vel contra de¬
crescat primum & deinde crescat.  Acta-
Que sit altera ordinata pm priori PM in¬
finite propinqua , & per punctum P recta
P r abscissa: A P parallela secans pm in r,
ratio incrementi vel decrementi evanescen¬
tis p r ordinata PM , ad incrementum eva¬
nescens  M m abscisa A M in pttntio D ubi
ordinata MP omnium maxima vel minima
evadit , infinita tfl vel nulla.

Per punctum P ducatur P T tangens cur¬
vam in P , & abscissa: occurrens in T , &
propter similitudinem triangulorum prP
P M T , erit p r ad P r , seu Mm ut P M
ad MT . Sed si coincidente puncto P cum
D > tangens P T evadat abscissa: A E paral¬
lela & proinde M P fiat maxima vel mi¬
nima ordinata E D ut in figura 1». & 1*.
punctum T in infirtitum abit , & idei) ra¬
tio PM ad MT seu ratio pr ad Mm
nulla est. Conträ verb si coincidente P
cum D , tangens P T cum ordinata maxi¬
ma vel minima D E conveniat , ut in fi¬
gura 3. & 4. evanescit subtangens MT &
ratio PM ad MT , sive px ad Mm in-
■Snita evadit.

^ 48. Coroll . r . Ut ex data aequatio¬
ne inter abscissam AM & ordinatam MP,
inveniatur valor abseist* A E cui maxima
vtl minima applicata ED ordinatur , su¬
menda est *quationis fluxio , & ratio flu¬
xionis ordinata ad fluxionem abscissa: , seu
ratio pr ad Mm , eaque vel infinito vel
nihilo aequanda est , aut quod idem est ,
secta Min constante , fluxio ordinata: vel
infinito vel nihilo aequalis supponenda.

49. Corol . 2. Si quantitas variabilis
cujus maximum vel minimum quaeritur
non sit ordinata curva: , potest illa sup¬
poni aequalis ordina ** curv* alicujus in
datam quantitatem duct* , uti si proposi¬
ta esset quantitas variabilis a* 1-, » ) in
qua a data est , x indeterminata , pone¬
retur ax 2—xi —bby,  quae «st aequatio
ad curvam cujus abscissa est x , & ordina¬
ta y, & hinc , sumptis fluxionibus , foret
zaxdx —$ x z dx —bbdy, & 2 « x —3 x *

bbdy , , _
cz j— — o adeoque zax —ixx = o «a x

x —ja.  Si itaque loco x substituatur j a
in quantitate proposita , obtinebitur ma¬
ximum ejus ♦ a 5—J - a t ~ A- a K Idem
inventum fuisset brevius , si nulla facta
suppositione , fluxio variabilis propositae
videlicet 2 ax dx — 3 xz dx,  nihilo fuis¬
set rquata.

PRO-

o
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PROPOSITIO I. THEOREMA I.

Corporis, cui reßßitur in ratione velocitatis , motus ex
amijjus eß ut spatium movendo confessum.

Iim
Second.
Sectio I.
Pnop . I
Thegr . 1

N AM cum motus singulis temporis particulis aequalibusamissus sit ut vtlocitas , hoc ( a) est , ut itineris confe¬
cti particula , erit , componendo , motus toto tempore
amisius ut iter totum , Q . E . D.

Corol.  Quare si corpus , gravitate omni destitutum , in (so /pa¬
tiis liberis sola vi insita moveatur ; ac detur tum motus totus
sub initio , tum etiam motus reliquus post spatium aliquod
confectum : ( c ) dabitur lpatium totum quod corpus infinito
tempore describere potest . Erit enim spatium illud ad /patium
jam descriptum , ut motus totus sob initio ad motus illius
partem amissam.

LEMMA I.

Quantitates differentiis suis proportionales sunt
tionales.

continue propor-

Sit A ad A —B ut B ad B —C & C ad C —D,
vertendo fiet A ad B ut B ad C & C ad D , &c.

&c . & con-
Q . E. D.

PRO-

( a ) * Hoc eß-, ut itineris consedifarti¬
cula (12) ob datum temporis momentum
( ex hyp. ).

( b) * In spatiis liberis, id est, in
quibus nullum aliud est obstaculum pratter
medii resistentiam velocitati proportiona¬
lem.

( c ) * Dabitur spatium totum quod cor-
fus infinito tem:ore describere fotefi, hoc
est, ulque ad motus exstinctionem. ( Osten¬
detur autem infra, in nota f, infinitum tem¬
pus requiri ut motus omnis extinguatur,
quando resistitur motui in ratione velcci-

lom, 1 I,

tatis ). Cum ergo motus ad exstinctio¬
nem ulque amiIlus, sit ipse motus totus,
& motus amilli sint ut spatia movendo
confecta ( per Theor. ) erit motus totus
ad motus partem am illam post datum spa¬
tium descriptum, ut spatium ad exstinctio¬
nem usque motus descriptum ad illud
datum spatium. Unde liquet spatium quod
coipus ad motus ulque exstinctionim des¬
cribit finitum eile> cum datam habeat ra-
ionemad spatium finitum.

C * Erit
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PROPOSITIO II . THEOREMA II.

Si corpori reßßitur in ratione velocitatis , & idem fold vi infitd
per medium similare moveatur , fumantur autem tempora aqua,
lia : velocitates in principiis singulorum temporum sunt in pro¬
gressione geometrica, , & spatia singulis temporibus descripta sunt
ut velocitates.

Cas  i . Dividatur tempus in particulas aequales ; & si ipsis
particularum initiis agat vis resistentia: impulsu unico , quae sit
ut velocitas : ( d ) erit decrementum velocitatis singulis tem¬
poris particulis ut eadem velocitas . Sunt ergo velocitates diC.
ferentiis suis proportionales , & propterea (per lern. i . lib . ii . )
continue proportionales . ( e ) Proinde si ex aequali particularum
numero componantur tempora quaelibet Xqualia , erunt velo¬
citates ipsis temporum initiis , ut termini in progressione con¬
tinua , qui per saltum capiuntur omisso passim aequali termi¬

(d ) * Frit decrementum velocitatis.'
(15) ut  resilientia ob datum temporis
momentum , ideoque ( per hyp . ) ut ve¬
locitas.

( e ) 50. Proinde st ex aquali &c . Li¬
nea recta A Z in particulas aequales A B,
BC , CD &c. divisa, exponat tempus , &
perpendicula AL , BM , CN &c. expo¬
nant velocitates ipsis singulorum temporum
Ali , BC , CD &c. initiis ; erunt ( ex
Dem . ) velocitates illa: in continua pro¬
gressione geometrica decrescente . Proin¬
de si ex aequali particularum numero com¬
ponantur tempora quaelibet aequalia , ut
A E, E H , HK &c . erunt velocitates AL,
EP , HS &c. , ipsis temporum initiis ut
termini qui e progreffione geometrica per
saltum capiuntur , omisso paffim aequali
terminorum intermediorum BM , CN &c.
& F Q , GR &c. numero . Componuntur
autem horum terminorum A L , E P, HS
&c.> rationes ex aequalibus rationibus ter¬
minorum intermediorum aequaliter repe¬
titis ; nimirum ratio A L ad EP , compo¬
nitur ex rationibus A L ad B M , B M ad
CN .&c, j quae tum magnitudine , tum nu-

no-

L,

ABCDE FG H

mero aequales sunt rationibus E P ad F Q,
F Q ad G R &c. ex quibus componitur
ratio EP ad SH , & ita porrb . Quare
ratio AL ad EP aequalis est rationi EP
ad HS , & haec aequalis rationi H S ad
KT . Manifestum autem est ( 33 ) curvam
L M N S T , ad quam terminantur perpen¬
dicula omnia A L , B M , C N &c. , essa
Logarithmicam.
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norum intermediorum numero . Componuntur autem horum llBlK

. . . 1 r ,. r t . Secund.terminorum rationes cx rationibus inter le nidem terminorum stc T. i.
intermediorum aequaliter repetitis , & proptcrca eae quoque ratio-
nes composita: inter se ea:dcm sunt. Igitur velocitates , his ter - 11.
minis proportionales , thut in piogrcllione geometrica . Minuan¬
tur jam aequales illae temporum particulae ; & augeatur carum
numerus in infinitum , cb ut resistentia: impulsus reddatur con¬
tinuus ; &: velocitates in principiis aequalium temporum , fem-
per continue proportionales , erunt in hoc etiam casu continue
proportionales . Q . E. D.

Cas.  z . Et di vi sim velocitatum differentiae, hoc est , ea¬
rum partes singulis temporibus amilTae, sunt ut totx : spatia aU-
tem singulis temporibus descripta sunt ut velocitatum partes amissae
(per prop . 1. lib. 11. ) & proptcrca etiam ut totx . Q . E . D.

Ccrol.  Hinc si afymptotis rectangulis
AC , CH  describatur hypcrbola BG,  sint
que A B , D G ad asymptoton A C per¬
pendiculares , & exponatur tum corporis
velocitas tum resistentia medii , ipso mo¬
tus initio , per lineam quamvis datam
A C, elapso autem tempore aliquo per
lineam indefinitam DC:  exponi potest tempus per arcam ABGD ,
& spatium eo tempore descriptum per lineam AD.  Nam
si area illa per motum puncti D  augeatur uniformiter ad mo¬
dum temporis , decrescet recta D C in ratione geometrica ad mo¬
dum velocitatis , & ( 8) partes rectae A C aequalibus temporibus
descriptae decrescent in eadem ratione.

PRO-

(f ) * Kam st area illa fer morum
punßi D sive ordinat* D G augeatur uni¬
formiter ad motum temforis,  exhibeatque
proinde tempus, decrescet reda DC, in ratione
geometrica(380 . lib. 1.) ad modum ve¬
locitatis, & ided velocitatem poterit ex¬
ponere ( per cas. 1. Deni. ) & quia recta
A C exponit velocitatem ipso motus ini¬

tio , & DC , velocitatem residuam elap¬
so tempore ABGD  erit A D ut veloci¬
tas amissa, atque idei>ut ipatiem descrip¬
tum ( per prop. 1. hujus). Quia verö
coincidentibus punctisD &C, area ABGD
insinita evadit , manifeltum est tempore
insinito finitum spatium A C describi.

( g ) * Et fanes red« AC aqualibus
C t tern¬

io.
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PROPOSITIO III . PROBLEMA I.

Corporis, cuiy dum in medio similari retia ascendit vel descendit,
reßßitur in ratione velocitatis , quodque ab uniformi gravitate
urgetur , definire motum.

Corpore ascendente , exponatur gravitas per datura quodvis
rectangulum BACH, & resistentia medii initio asccnscs per re-
ctangulura BADE siimp-
tura ad contrarias partes re¬
cta: A B.  Asymptotis re¬
cta ngu Iis A C, CH , per pun¬
ctum B describatur hyperbo-
la secans perpendicula D E ,
de  in G , g ; & corpus as- r
cendendo tempore DGgd Gj~
describet spatium E G g e , d *—
tempore D G B A  spatium
ascensus totius EGBi  tempore ABKI  spatium descensus BFK,
atque tempore lKki  spatium descensus KFfk; & velocitates
corporis (resistentiae medii proportionales ) in horum temporum
periodis erunt ABED , ABed,  nulla , AB FI , AB fi  relpc-
ctive ; atque maxima velocitas , quam corpus descendendo po¬
test acquirere, , erit BACH.

Re-

tem foribus descripta decrescent in eadem ratio-
ne & c.  Nam si area A BG D ductis or¬
dinatis F £ , L K in partes atquales ABFE,
EFLK, KLGD divisa sit , erunt lineat CA >.
C E . C K, C D in progieflione geometri¬
ca decrescente ( $8o. lib. i . ) hoc eil
CA : GE = CE : < K= CK : CD , & dividen-
do AF. : EK = EK : KD = CA : CE.  De¬
crescunt ergo partes rectse A C in ratio¬
ne velocitatis . Exponent igitur recta»A E,,
EK , K D &c. > spatia temporibus ABFE,
EFLK , KLGD,  descripta , & tota recta
A D spatium toto tempore ABGD des¬
criptum.
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(b ) Resolvatur enim rectan-
gulum BACH in rectangula
innumera Ak , K ! , Lm , Mn,
&c . qua; sint ut incrementa ve¬
locitatum requalibus totidem tem¬
poribus facta ; & erunt nihil,
A k, A l , Am , An, &c . ut
velocitates tota; , atque ideo
(per hypothesin ) ut resistentia;
medii principio singulorum tem¬
porum aqualium . ( ' ) Fiat AC  ad A K vel A B H C ad
ABkK  ut vis gravitatis ad resistentiam in principio temporis
so eundi , deque vi gravitatis subducantur resistentia; , & mane¬
bunt ABHC , K k H C , LIHC , MmHC, &c . ut vires
absoluta: quibus corpus in principio singulorum temporum ur¬
getur , atque ideo ( per motus legem 11 . ) ut incrementa ve¬
locitatum , id est , ut rectangula Ak , Kl , Lm , Mn , &c. &
( k) propterea (per lern. i . lib. 11 . ) in progreilione geometrica.
Quare si recta; Kk , Ll , Mm , Nn, &c . producta; occur¬
rant hypcrbola in q , r , s , t, &rc . erunt area; ABqK , KqrL,
LrsM , MstN, &c . (>) aquales, ideoque tum temporibus
tum viribus gravitatis semper aqualibus analoga . ( n1,) Est au¬
tem area ABqK (per corol . 3. lern. vn . & lern vm . lib.
1. ) ad aream Bkq  ut Kq  ad \kq  sou AC  ad | AK,

hoc

( h ) * Resolvatur enim Crc.  Demon¬
stratio qua: sequitur est pro corporis des¬
censu.

(i ) * Fiat AC ad A K & c.  Cum enim
sit A K k B, proportionalis resistentia; prin¬
cipio temporis fecundi, si fiat A K k B ad
ABHC  seu AK ad AC,  ut resilientia
illa ad graviratem , rectangulum AH ex¬
ponet vim gravitatis datam ; & simili mo¬
do , cutn sit A 1, ad A k , ut resistemia
initio temporis tertii ad resistentiam ini¬
tio temporis fecundi , erit > ex aquo per¬
turbate AI ad A H , seu A L ad AC,
ut resistentia in principio tempoiis tertii
ad gravitatem &. ita derneeps. Quoniam

verd gravitas motum corporis cadentis ac¬
celerat quem resistentia retardat , de vi
gravitatis auferenda est vis resistentiae ut
habeatur vis absoluta qua corpus deorsum
urgetur.

(k ) * Et Jrofterea.  Rectangula ABHC,
K k H C, LIHC &c . difierentiis suis A k,
K 1 &c . > proportionalia , erunt in progres¬
sione geometrica ( per Lern. i . lib . 2. )

( l ) * /Fquaies. (3S0 ) lib . I . )
( m ) Ef aurem area ABqK (fer  cor.

3. Lern. Vll. & em. VIII lib. 1. ) ad aream
Bkq ut Kq ad jkq seu ut AC ad  i AK.
Etenim per ea Lemmata has areas pro re-

C z dti-

Eibhk
Secund.
Sectio I.

P Ror.
III.
Probi . I.
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Corfo - hoc est , ut vis gravitatis ad rc-
r o m.  sistendam in medio temporis pri¬

mi . Et ( n ) simili argumento
area; qK Lr , rLMs , s MN  f,
&cc.'sunt ad areasq klr , r Ims,
smnt, &c . ut vires gravita¬
tis ad resistentias in medio tem¬
poris secundi , tertii , quarti , &c.
Proinde cum arere arquales
BAKq , qKLr, rLMs,  sMNt ,

Naturalis

ctilinsis fumi posse constat , erigatur in
medio partis A K perpendicularis a c ad
Hyperbolam usque , facile constabit ex
Elementis trapezium A BqK fore ad Trian¬
gulum 11k q ut tota ea perpendicularis
ac ( pro qua K q fumi poterit ) ad por¬
tionem ejus bc intra Triangulum com¬
prehensam , qux erit ( ex conti . & i ». 6”.
Elem. ) = x k q , est v.erh ex natura
Hyperboles ea perpendicularis ac ad'
AB , ut A C ad C a sive A C - i A K

& dividendo , est ea perpendicularis ac
ad ac —ab sive bc quae est jkqut AC

ad A C - A C + 1 A K sive \ A K ; Er¬
go area A Bq K est ad aream B q k ut AC
ad jAK,  sive ut Rectangulum A B C H

ad Rect . \  A Bk K, seu ut vis gravitatis
quam exponit Rectang . AH ad refißentiam
ia medio temporis primi  quam exponit re- .
ctang. A k , cum enim sit A k ut veloci¬
tas toto primo tempore acquisita , erit
•| A k ut velocitas in medio temporis pri¬
mi acquisita , resistentis autem sunt velo¬
citatibus analoga;.

( n ) Et simili argumento area.  Sump¬
tis enim istis areis pro Trapeziis rectilineis:
ducantur perpendiculares xz y  in medio
partium A K, KL , L M, MN ad Hyper«
bolam usque , & ( ex elementis ) facile
constabit quod area tota singuli trapezii
(v . gr . rLMs)  est ad ejus area: portio¬

nem supra BH positam ( nempe rltns)
ut linea tota xy per medium trapezii du¬
cta ad ejus partem zy supra BH , sed ex
natura Hyperbola : e11 ea perpendicularis
x y ad AB live x z, ut AC ad abcilsain Cx illi
perpendiculari respondentem (quae est CL
—jLM ), & dividendo , est ea perpendicu¬
laris xy ad ejus partem zy supra BH,
ut A C ad A x portionem abscissae inter
A & eam perpendicularem (hoc est, in exem¬
plo assumpto, ut A C atl A L -j- iLM ) .
Ergo area tota singuli trapezii ad ejus areae
portionem supra BH, ut AC ad A x portio¬
nem abscissa: inter A & medium partis cujus-
vis assumptae, sive (assumpta communi altitu¬
dine AB) ut Rectangulum AH, ad Rectan¬
gulum sub AB & linea inter A & medium
partis assumpta: comprehensa ; sed illud est ut
vis gravitatis , hoc ut velocitas ac proinde
ut resistentia in medio temporis cui respon¬
det pars assumpta, ergo alternando , area sin¬
guli trapezii est ad vim gravitatis ut por¬
tio trapezii supra BH ad resistentiam sive
ad velocitatem in medio temporis cui res¬
pondet trapezium , sed arere totae trapezio¬
rum sunt ubique aequales & vis gravitatis
fern per eadem , constans ergo est eorum
ratio , ergo , portiones trapeziorum super
B H . ut r 1m s sunt sicut resistenti« sive
ut velocitates > adeoque ut spatia sin¬
gulis tempufculis quibus respondent des¬
cripta.

* At-
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&rc. sint viribus gravitatis analoga; , erunt area; Bkq , qklr, £ rBERrlms , 5mnr, &c . resistentiis in mediis singulorum temporum , sictioI.
hoc est ( per hypothesin ) velocitatibus , atque ( ° ) ideo de-
scriptis spatiis analogx . Sumantur analogarum summa; , & erunt Probl. I.
areae Bkq , Blr , Bms , Bnt, &:c . spatiis totis descriptis analo-
gx ; necnon arex ABqK , ABrL , ABsM , ABtN, &c . tem¬
poribus . Corpus igitur inter descendendum , tempore quovis '
ABrL , describit spatium Z?/r , & tempore LrtN  spatium r/ « r.

E. D.  Pt ( ?) similis est demonstratio motus expositi in as
censu. E . D.

( o ) * Atque ideo descriptis spatiis am*-
logee.  Spatia eniin lingulis temporibus
descripta sunt ut velocitates per Prop. II.
hujusce libri.

(p ) Et similis est demonstratio.  Resol¬
vatur enim rectangulum D B in rectiangu¬
la innumera DK , K1, Lm, Mn &c. qu*
sint ut decrementa velocitatum aequali¬
bus totidem temporibus facta , & erunt,
nihil D k , DI , D m, D n &c. , ut velo¬
citates tota: amisi* in principio singulo¬
rum temporum ^quelium. Quia igitur
totum rectangulum D B > exponit ( per
hyp. ) velocitatem corporis 8t  resistentiam
medii velocitati proportionalem initio as¬
census , rectangula A E , A k , A 1, Am,
An &c. , exponent velocitates residuas,
resistentiasque medii initio singulorum tem¬
porum aequalium. Fiat AC , ad A k , si¬
ve Rectang. A H ad Rectang. A k, ut vis
gravitatis ad resistentiam principio tempo¬
ris secundi , & vi gravitatis addatur re¬
sistentia ( quod gravitas & resistentia cor¬
poris ascendentis motum retardent ) &
erunt DEHC , KkHC , L1HC,
MmHC &c. , ut* vires absolut* quibus
corpus in principio singulorum temporum
retardatur, atque ideo (per mot. leg. i . )
vel per not. 18. ) ut decrementa veloci¬
tatum, id est , ut rectangula Dk , Kl,
Lim , Mn &c. , & proptereä ( per Fern. i.
Lib. t . ) in progressionegeometrica. Qua¬
re si recta: K k, L1 , Mm , N n &c. , oc¬
currant hyperbolae in q , r , s , t , &c.
erunt are* D G q k , kq r L , L rs M ,
M '_tN &c . *quales , iVetque tum tem¬
poribus , tum viribus gravipapis semper x-
quaübus analog* . .

DKXiMN A

Erigatur in medio partis D K perpendi- 5o,
cularis usque ad EB , erit area DGqK
ad aream GEkq  ut pars ejus perpendicu¬
laris ad Hypevbolam ordinata ad~ejus par¬
tem reliquam usque ad EB , sed ( per
Theor. 4. de Hyperbola) , ea ordinata ad
Hyperbolam est ad A B sive ad totam
penrendicularem', ut A C ad ejus ordinat*
ablcisiam, ideoque dividendo, est ea ordina¬
ta ad perpendicularispartem reliquam us¬
que ad lineam F B , sive est area DGqK
ad aream GEKq  ut A C ad portio, em
abscissi* inter A & perpendicularem, & as¬
sumpta communi altitudine AB , ut Re¬
ctangulum A H ad Rectangulum sub Ah
& portione abscissi* inter A & perpendi-
culajenij ideoque area DGqK ad aream

GEkq]
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Cop*po- Corol. i . Igitur velocitas maxima , quam corpus cadende
rom.  potest acquirere , est ad velocitatem dato quovis tempore ac¬

quisitam , ut vis data gravitatis , qua corpus illud perpetuo
urgetur , ad vim resistentiae, qua ( 1 ) in fine temporis illius
impeditur . Co-

GEkqut  vis gravitatis ad resistentiam si¬
ve velocitatem residuam in medio tempo¬
ris primi , cumque vis gravitatis sit ubique
eadem & are* DGqK , qKLr,  ubique
squales , are* GEkq , kqrl, &c . erunt
semper ut resistenti* in singulis temporibus
sive ut velocitates , ideoque ut spatia sin¬
gulis tempusculis descripta , ac per conse¬
quens are* tot * GEnt,  erunt ut spatia
toto tempore GONt  descripta , dum are*
ABN n erunt ut velocitates in fine eorum
temporum residu* .

;r . Si asymptoto A Z descripta sit Lo-
garithmica qu* vis LST,  ad asymptotum
versus Z accedens , & ordinata A L ex¬
ponat velocitatem corporis initio motus,

abscHT*que AH , A K , exponant tempo¬
ra ; erunt ( 50y  ordinat * HS , K T , ut
velocitates residu* elapsis temporibus A H,
A K , & ideb ducta per punctum L recta
LQ , asymptoto A Z parallela , & or¬
dinatas productas H S , K T secante in
P , Q , erunt PS , QT ut velocitates
am ist* , atque etiam ut spatia descripta,
temporibus AH , A H , vel LP , LQ.
Ducta ordinata , hs , alteri HS , infinite
propinqua , spatium velocitate uniformi
AL , tempusculo hH descrip .um in va¬
cuo, erit ad spatium eodem tempore cum
velocitate HS , confectum in medio resi¬
stente > ut rectangulum H P X H h , ad re¬
ctangulum S H X H h , seu aream H S s h
(n ) & ideb si totum tempus A H in
particulas innumeras ut hH divisum sit,
erit spatium cum velocitate A L , in va¬
cuo descriptum toto tempore AH , ad
spatium eodem tempore percursum in me¬
dio resistente ut rectangulum A P ad a-
ream Logarithmicain ALSH;  sed area
A L S H , * qualis est rectangulo subtan-
gentis Logarithmic * in PS , ($9) & ideb
si assumpta sit AL subtangenti * qualis,
est area A L S H , *qualis rectangulo
A L X PS ; Quare in hac hypothesi , erit
spatium prius ad posterius ut L P, ad P S.

b:K 1 m st

ActK L * MN
(q ) * in fine temporis illius impeditur.

Est enim velocitas dato tempore , A B r L
acquisita , ad velocitatem alio quovis tem¬
pore ABtJN acquisitam, ut rectangulum Ai adre-
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oa, summa velocitatis illius maxima: ac velocitatis in alcenfu, at- î iio i.
que etiam earundem differentia in deseensii ( r) decrescit in pro- Pf.oi. m.

rr .a  1 ' RGBl . 1.greflione geometrica.
Coro!, z . (0 Sed & differentia: spatiorum, qua: in tequalibus

rectangulum A n, sive ut linea data AL, ad li¬
neant A N , ( ex dem. ) > & ideo velocitas
corporis cadentis cum area AlltN , seu cum
tempore conrinuö crescit . Sed coinciden-
tibus puncto N cum puncto C & ordi¬
nata N t cum alymptoto C H, area A 151N
insinita evadit > hoc est , tempus fit infi¬
nitum & velocitas maxima; Quare veloci¬
tas maxinta quae etiam terminalis  dicitur,
est ad velocitatem dato quovis temporeA BrL, acquisitam ut AC. ad A L, seu
ut rectangulum A H , ad rectangulum A 1,
hoc est , ( ex dem. ) ut vis gravitatis ad
•vim resistentia; in fine temporis A B r L.

(r ) * Decrescit in f rogreßlone geome¬
trica.  In ascensu corporis temporibus
DGqk , DGrl , DGsM  Ac . in ari¬
thmetica progressione crescentibus , abs¬
cissae CD , C K, C L, &c. in progressione
geometrica decrescunt ( jSo . lib . i . ) sed
ungulx abscisis illae sunt ( ex dem. ) ut
summa velocitatis maximae quam exponit

linea CA , & velocitatis residuae quam ex¬
ponit linea A K vel A L, vel A M Ac. , in
fine temporis DGqk , vel DGrL , vel
DGsM &c . Quare tempore aucto in
progressione arithmetica , summa velocita¬
tis maximae ac velocitatis in ascensu re¬
sidua; decrescit in progressione geometri¬
ca. Simili modo in descensu corporis pa¬
tet quod crescentibus temporibus ( vid fig.
notae super. )ABqk , ABrL,  ABsM &c.,
in progressione arithmetica , abscislaeC A,
CK, CL , C M Ac., decrescunt in progres¬
sione geometrica (380. lib . 1.) , sed abscislaeillae sunt ut differentiae velocitatis maximae
quam exhibet linea AC & velocitatis ac¬
quisitae quam exponit linea A K , vel A L,
vel A M Ac. , crescente igitur tempore in
progressione arithmetica , disterentia ve¬
locitatis maximae , & velocitatis dato
quovis tempore in descensu acquisitae, de¬
crescit in progressione geometrica . Hincsi summa illa in ascensu & distet entia in
descensu numeris exprimantur , eri nt tem¬
pora ut eorum numerorum Logarithmi.

{1 ) * Sed & aijseremict sfatierum,Tom. 1 I.

Nam si in ascensu corporis capiantur tem 51.
pora D G q K , KqrL . LtsM , MstN
Sic.  xqnalia , erit spatium primo tempo¬
re descriptuiTfc utGEkqrcDKxDE
—D Gq  K; spatium tempore secundo des¬
criptum ut q k 1 x—  K L x D E —Kq r L
(sive quia K q r L —DG q K) = KL x DE—
DGqK , & ita de exteris . Quare diffe¬
rentia spatiorum prin o & secundo tem¬
pore descriptorum est ut DKxDE —KL
X D E , id eil , ob datam DE , ut D K—
K L ; & sin iti argumento disterentia spa¬
tiorum secundi & tertii temporis est ut

K L —L M ; differentia spatiorum tertii &
quarti temporis ut L M - M N. Erunt
igitur diffeientix lpatiorim qi x in xqua-
libus temporum differentiis desciibuntur
ut disterentix DK - KL , KL —LM,
LM —M  N &c. j sed ( ex dem. ) termini
DK , KL , LM , MN Ac. , deciescunt
ut tern ini pregreffenis gecn .etricx D C,
KC , LC , MC Ac. Eigö disterentix
DK —KL , KL —LM, LM —MN  Ac .,
descrecunt ut D K , K L, LM , M N Ac.,
seu ut termini progressionis geometricx
DC , KC , LC , MC Ac. Ladem est
demonstratio pro descensu.

D * AI-
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temporum differentiis describuntur , decrescunt in eadem pro¬
gressione geometrica.

Corol.  4 . Spatium vero a corpore descriptum differentia est
duorum spatiorum quorum alterum est ut tempus sumptum ab
initio descensus , & ( c ) alterum ut velocitas , qux etiam ip¬
so ( u) descensus initio requantur inter se. P R O-

(t ) * Alterum ut velocitas.  Nam spa¬
tium tempore quovis A B t N», in descen¬
su descriptum , est ut area B t n , est au¬
tem area Btn = ABtN - ABnN,  &
est A B n N ut velocitas tempore A B t N
acquisita.

( u ) * Descensos initio aquantur.  Des¬
census initio est area nascens ABqK
squalis rectangulo A B X It.

52. Seholium.  Ex demonstratis non so¬
lum corporis ascendentis aut e quiete des¬
cendentis motus determinatur , sed etiam
motus ejusdem data cum velocitate deor¬
sum projecti facile inveniri potest . Nam
velocitas projectionis vel xqualis est ve¬
locitati maximx, quam in figuris superiori¬
bus exponit linea AC , sive rectangulum
AH , aut velocitate maxima minor est , aut
ea major . Si 1"" . motus corporis deor¬
sum verticaliter projecti xquabilis est,
oh resistentiam gravitati squalem & con¬
trariam . Si i ui". in linea A C ( vid. fig.
prop . 5. ) capiatur AL , ad AC , ut ve¬
locitas projectionis data ad maximam , sive
ut resistentia ad gravitatem , & tempore
quovis LrtN,  corpus describet , spatium
lrtn, & in fine illius temporis habebit
velocitatem LlnN,  eodem modo ac si
e quiete cadendo tempore ABrL,  ac-
quisivisset datam projectionis velocita¬
tem AB 1L , & deinde in motu perseve-
rasset.

51- Verum si velocitas projectionis ma¬
jor sit velocitate maxima quam corpus ca¬
dendo acquirere potest, mutanda erit New¬
ton ! constructio . Cxteris enim manenti¬
bus ut in constructione pro corporum des¬
censu , producantur rect* AC , & BH,
ad a & b , ut sit rectangulum A B b a ad
rectangulum CHba , ut resistentia tota ini¬
tio motus ad vim gravitatis : velocitas
projectionis exponi poterit per rectangu¬
lum A B b a , cum resistentia sit ipsi sem-
per proportionalis , & corpus descendendo
tempore quovis A B t N, describet spatium

AB b a x A N 4 - C a XB t n, & velocitatem
habebit Nnba, & tempore infinito describet
spatium infinitum , velocitatemque habebit
xqualem terminali sive maximx velocitati
quam corpus e quiete cadendo acquirere
potest . Resolvatur enim rectangulum AH
in rectangula innumera Ak , Kl , Lm,
M11, &c. quas sint ut decrementa veloci¬
tatum xqualibus totidem temporibus facta.
(cum enim resistentia gravitatem lupe-
ret , velocitas decrescit ) Lt erunt , nihil
Ak , AI , Am , An , &c. ut velocitates
amissae, & ide6 rectangula a B , ak , al,
am , an , &c. , ut velocitates residuae resi¬
stentiis proportionales , principio singulorum
temporum aequalium. Quoniam vero gra¬
vitas motum accelerat quem resistentia re¬
tardat , de vi resistenti* subducatur gra¬
vitas CHba , & manebunt rectangula ABHC,
KkHC,  L 1HC,  M111HC , ctc . ut vires
absolut * quibus corpus in principio sin¬
gulorum temporum squalium retardatur >
atque iueb ut decrementa velocitatum , id
est , ut rectangula A k , Kl , Lm , M n, &
proptereä per Leni. 1. Lib . 2. in progres¬
sione geometrica . Quare ( ; 8o. lib . 1. )
erunt arete ABqK , KqrL , LrsM,
MstN, &c . xquales , idedque tempo¬
ribus semper aequalibus analogse. Elapso
igitur tempore quovis ABtN,  corporis
velocitas residua erit ut rectangulum
Nnba,  sive ut recta N a,  sed spatia
sunt ut velocitas tk  tempus conjunctim,

ergo
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PROPOSITIO IV . PROBLEMA II.

Posito quod vis gravitatis in medio aliquo fimilari uniformis fit ,
ac tendat perpendiculariter ad planum horizontis -, definire motum
projeSfilis in eodem, refifientiam velocitati proportionalem patientis.
E loco quovis D  egre¬

diatur projectile secundum
lineam quamvis rectam
DP, per longitudinem
D P exponatur ejusdem
velocitas sub initio mo¬
tus . A puncto P ad li¬
neam horizontalem D C
( x) demittatur perpendi¬
culum PC , Sc  secetur
D C in A , ut (y ) sit
DA  ad AC  ut resi¬
stentia medii , ex motu
in altitudinem sub initio
orta , &: vim gravitatis;
vel (z) (quod perinde est)
ut sit rectangulum sub
DA & DP ad rectan¬
gulum sub A C & C P
ut resistentia tota sub ini¬
tio motus ad vim gravi¬
tatis . Alymptotis D C,
C P describatur hyperbo-
]a quXvis GTBS  secans
ergo spatia singulis tenipusculis descripta,
sunt ut ea velocitas N a duda in tempus
M s t N , id est ut N C X t N X MN + s a
XtN x MN = ABHCxMN + CaX
M s t N , (ob NCxtNrABxCA,  per
theor. 4. de Hyp.) Quate (componendo)
spatium totum tempore A BtN descriptum,
erit ut ABHCxAN -f - CaxAhtN =
AUbaxAN -f- CaxBtn,  ob A U t N
= Ali xAN + ßtn . Q . E. D.

(x ) * Demittatur perpendiculumPC,

&quoniam D P exponit velocitatem proje¬
ctionis CP exponet velocitatem verticalem,
& DC velocitatem horizontalem , per leg.
motus cor. i . & z.

(y ) * Lt fit D A ad AC ut reßßentia
&t , aut, quod idem est ( per cor. i.
prop. ni . ) ut lit DA ad AC  ut velo¬
citas verticalis CP ad velocitatem maxi¬
mam seu terminalem.

(z ) * Vel  ( quod perinde  e/1) ut fit re-
angulum & c.  Nam dum sit D P ad C P

,1) z ut

Libix
Secohd.
SlCTIO I.
Prop . IV.

Proel.
11 .
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perpendicula D G , AB
in G & B; & compleatur
parallelogrammum DGKC
cujus latus G K sccet AB
in Capiatur linea N
in ratione ad QB  quä
DC dt ad CP ; & ad
recta: DC punctum quod-
vis R erecto perpendiculo
RT, quod hyperbola: in
T, & rectis EH , G K ,
D P in I, t & V occur¬
rat ; in eo cape Vr x-

qualem , vel ( a )

Naturalis

N
quod perinde est , cape

GT1E
Rr aqualem

N
&

N

X/

projectile tempore DRTG
perveniet ad punctum r,
deseribens curvam lineam
DraF, quam punctumr
femper tangit , perveniens
autem ad maximam altitudinem a in perpendiculo AB, & po¬
stea femper appropinquans ad alymptoton P C.  Estque velocitas
ejus in puncto quovis r ut curva: tangens rL . Q . E. L

r
B \r t a \

ut velocitas tota projectionis ad velocita¬
tem verticalem , ac proinde ex le ê re¬sistentia" ut resistentia tota sub initio ad
resistentiam ex motu in altitudinem, & cum
fit DA ad AC ut resistentia medii ex mo¬
tu in altitudinem ad vim gravitatis ( per
bypoihesim ) , erit per compositionem
rationum & ex atquo D A X D P ad AC
xCP ut resistentia tota ex motu proje¬
ctionis ad vim gravitatis.

( a ) * Vel quod perinde est, cape Rr
aqualem €rc.  Cum enim sit ( per hyp. )
N : QB = DC : CP, . &DC : CP = DRr

R V > ob triangula similia DRV,  D C P;
erit N : QB = DR : RV, & ideo RV -
D R x Q B , ^ T

- . Sed rectangulum G E 1 1 =
GtxGE = DRxQB = GTIE + tGT,
& ideo £ Il £ - DRxQB -̂ -GT -N “ N -

R V-
t G T

N '

Quare si capiatur V r =
tGT

N '

erit - I / E = RV - Vr = Rr.N

*
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Est enim N ad p B ut D C ad CP seu D R ad R V>

ideoque RV  xqualis ' > & R* (id est RV —Vr  seu

D R x p B —t G T. .. . DRxAB - RDGT „- < - ) ( b) aequalis - Ex-N N
ponatur jam tempus per aream RDGT, & (per legum co-
rol 2. ) distinguatur motus corporis in duos , unum ascensos,
alterum ad latus. Et cum resistentia sit ut motus , ( c ) distin¬
guetur etiam haec in partes duas partibus motus proportionales
& contrarias: ideoque longitudo , a motu ad latus descripta,
erit (per prop. 11. hujus) ut ( d) linea DR , ( e) altitudo ve¬
ro ( per prop. 111.  hujus ) ut area DRxAB —RDGT,
hoc est , ut linea R r.  Ipso autem motus initio atea RDGT
( { ) aequalis est rectanguloD Rx A p,  ideoque linea illa R r
.r DRxAB — DRxAQ . a ~ „ *_ * ^
(seu - —- L ) tunc est ad DR ut AB —AQ

seu pB  ad N , id est , ut C P ad D C-, atque ideo ut motus
in altitudinem ad motum in longitudinem sob initio. Cum igi¬
tur Rr  scmpcr sit ut altitudo , ac DR  semper ut longitudo,
atque Rr  ad O K sob initio ut altitudo ad longitudinem : necesse

est

Liber
Sec  rt 'o.
Sectio I.

Prop.
I V.

Probi,
II.

(b ) * JEqualit

&c. Est enim

DR XAB - RDGT
N

DRxAB - RDGT
N

D R XRI - RDGT G T I E
N N

R V - V r.
(c ) * Distinguetur etiam ktec &c.

In ea , quam tractamus, resistentia: hypo-
thesi motus componere ac dividere licet
eodem modo quo componuntur & divi¬
duntur in vacuo; quod in aliis resisten¬
tiae hypothesibus fieri non potest. Cum
enim resistentia velocitati proportionalis
est, spatia velocitatibus separatis & con¬
junctis eodem temporis momento descri¬benda vi resistentia: minuuntur in eadem
quam habent inter se ratione.

( d ) * Ut linea DR.  Exponitur enim
xorporjs vesctitas horizQnfalis suj? motus

initio per lineam D C. Unde tempus
exponi poterit per aream hyperbolicam
D R G T , & spatium hoc tempore des¬
criptum per lineam DR , per cor. prop.11. hujus.

(e ) * Altitudo vero &e . Cum enim
sit D A ad A C ut resistentia verticalis ad
gravitatem ( per hyp. ) ; area G TI E, seu
ei aequalis DRxAB — RDGT , er(t ut al¬
titudo motu verticali descripta ( per prop.
in . hujus ) ; & quia ( per construct. ) est
„ _DRxAB —RDGT . t
tsr - jq- , ideoque ob
datum N , R rut D R XAB —RDGT,
erit altitudo ut R r.

( f ) * Aiqualis efi re£}angulo& c.  Nam
coincidente puncto t cum G , evanescitT t
respectu R t seu A Q, fitque area evanes¬
cens RDGT  asqualis R D G t seu D R x
AQ.

D

53-

54- Ve.tr
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est ut Rr  semper sit ad DR  ut altitudo ad longitudinem , &
propterca ut corpus moveatur in linea DraF i quam punctum
r (S ) perpetuo tangit . A E . D.

Co-

(g ) 54. Perpetito tangit.  Quoniam au¬
tem D A est ad A C ut resistentia ex mo¬
tu verticali sub initio orta ad vim gravi¬
tatis , tempus totius ascensus corporis erit
DAliG ( per Prop . III . hujus ) , quo
etiam tempore percurrit corpus longitu¬
dinem DA » & ideo ad maximam suam
altitudinem a perveniet ubi erit in per¬
pendiculo ABa, & postea semper appro¬
pinquat ad asymptoton P C ( per Cor.
Prop . II ) . Per punctum quodvis traje*
ctorite r agatur r T horizontali D C pa¬
rallela & verticali C P occurrens in T,
verticalis Mm ipli Rr infinite propinqua
secet r T in n & tangentem r L seu cur¬
vam in m : & quoniam motus corporis in
loco r per arcum rm dividi potest in mo¬
tum horizontalem rn & verticalem nm,
erit velocitas horizontalis ad verticalem
ut r n ad n m , & ad obliquam secundum
tangentem curv* ut rn ad rm . Sed ob
limilittidinem triangulorum rnm , rTL,
est r n : 111n —r T vel R C : T L , & r n:
rm = RC : rL.  Quare cum RC sit ut
velocitas horizontalis corpori in loco r
residua ex velocitate D C quam sub ini¬
tio motus habebat in loco D ( per Cor.
Prop . II . ) ; erit T L ut velocitas verti¬
calis corpori residua ex velocitate initiali
C P , & r 1. ut velocitas obliqua in arcu
rm ex duabus rT & TL composita . Est
itaque velocitas & proinde resistentia cor¬
poris in puncto quovis trajectori * r ut
curva; tangens ' r L.

Hinc per datum trajectori * punctum r
duci potest tangens r L. Nam velocitas
verticalis LT in loco r est ad velocitatem
verticalem C P in loco D > ut rectangu-
lum R B ad rectangulum D B ( vide figu¬
ram textus ) sive ut R A ad DA ( per
O VT\ J , _ CPXRA
Prop .. II ) ; ideoque LT = - — .

;6 . Ex superiori constructione facile dedu¬
citur aquatio ad trajectoriam D r a E. Po¬
sitis enim D P —ö, DLcti  C P —f, AC
t= g , ABzzh , R i~ y, & DK ; r , erit ( per
theor . 4um. de byperb . lih. 1. ) D C (e ) ;

ylP

AC (£ ) = AB ( /r) : GD = ^ , & RC

(t - , ) : AC ( j ) rAB ( li) : RT = ^ -‘e—x

ideoque QB = AB - GD =; iAlL £ i j &e
are* hyperbolica ? R D G T elementum

- ghd x
natcens KI Xdx ——- , ac proinde

area R D G T z: gh.  S . , Praetereae—x
( per constr . ) est C P ( / ) ; D C ( e ) '—

q B . N= ± !LZl !L, 8tKr = y
DR xA B - RDGT *

- - ^ - . Est & DRxAB
, _ . f x fg d x

—n x.  Quare erit v - - - — xS . - .
' e- g t- g t- x

Est etiam (per constr .) D A seu e—g ad
A C seu g  ut resistentia inedii ex motu
in altitudinem ad vim gravitatis , & iJeo
per (. or . I. Prop . III . ut velocitas verrica-
iU, quam exponit recta C P seu / , ad ve-
lotvatan terminalem ; & ideo si velocitas
terminalis exponatur per lineam « , habe¬

bitur
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rn . . n I - D R xAB RDGT . 1
Lst igitur Kr  xqualis - —_ : idco-N

DRxAB
Nque si producatur RT ad X ut ( h) sit RX xqualis

id est , si compleatur parallelogrammum ACPY , jungatur DY
secans CP in & producatur RT donec occurrat DY in
v . v RDGT a
X ; ent X r aequalis - —- , & propterea tempori propor-N
tionalis.

Co-

bitur  a — Undesity =- a.  S. -t—g y e—x
. a d x

Si  sumptis fluxionibus d y —

fv aev bi
re habebitur —;- r —- — —4.L.— ,

b bg b—v
Sc

a d
g

- - Si ponatur RC five =e —x ’
, . . adx adz . ,erit —dx = dz , Si - — — , ideo-

e—x_ 'z *
c d x drque —a. S. - -a. S. — =a .L.z= a.L.e- xe—x z

( 40 \ Quare erit » = — ■-+- a.  L. e—x
+ Ô conß. Et quia evanescente y , eva¬
nescit quoque x , invenitur constans

——a. L. e j & hinc y ——- a . L. e—x
a x e

—a. L. e—- a.L.- . Est enim L.e—L.e—x
g e—x

—L. - > & signis mutatis E. e —x —L. e

z — aJX -f - a. L——.8ed (ex demon-
bg L—v

slr.) <?= — > atque ideo ae - agzzfg,  &
V—g  •

fg
a.L

-g
—ae ——ag

b a v
b—v b

i quare ent etiam z —

- - L.e—x
17.  Ex hac atquatione alia deducitur inter

D V & V r. Si enim dicantur D V = »
& Vr —z,  erit ob triangula D C P, DRV
similia, DP ( 4 ) : D \ ( v ) =  DC ( O •

e xi eb —ev
D R ( *) = -£- ■ & meo e- x- — ^-

e b
& -^ c =  T ~v '> similiter ent DC (e ) :

C P (/ ) —D R ( -̂ ) : VR = £ p  ideo-

que y —Rr —VR —Vr ——r —z.  Qua-

n R v A R
(h ) * Ut sit RX aqualis

&c.  Hoc enim facto, erit R X ad D R ut
data A K ad datam A , ideoque locus
punctorum X linea recta quae transit per
punctum D , ubi evanescente D R evaneG
cit quoque R X. Coincidente puncto R
cum A sit R X seu AY : DAc ; Al ) : N,
& ( per theor. 4. de hyperb. ) D C ; A C
= A B : G D seu Ä Q ; & divisim DC ; DA
= A B : B Q i per constructionem vero C P:
DC —BQ : A,  ideoque ex aequo CP:
DA = A B; K = A Y : D A , ac proinde
AV —C P. Unde si compleatur paralle¬
logrammum A CP Y, jungaturque D Y se¬
cans CP in Z, erit DZ linea redta quam
punctum X perpetub tangit. QuoniamD R y A B
igitur RX —- - - , & X r= RX—Rr

D R X A B
A'

DR xAB + R DGT
A '

. „ RDGT
erit X r— —— , & propterea, ob da¬
tam AT, X r est ut area RDGT , ideo¬
que ut tempus quo corpus ex loco D
pervenis in locum r.

Lib H R
SiCtlKU.
SlCTIO I.
Prop . IV.
Probi .II.
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Coro!. 2 . Unde si capiantur innumerae CR,  vel , quod pe¬

rinde est , innumera : ZX  in progressione geometrica ; erunt to¬
tidem Xr  in ( ’) progressione arithmetica . Et hinc curva DraF
( k) per tabulam logarithmorum facile delineatur.

Corol.  3 . Si vertice D , diametro DG  deorsom producta,
& latere recto quod sit
ad 2 DP ut resistentia to-

initio ad
parabola

construatur : velocitas qua-
cum corpus exire debet
de lo^o D  secundum re¬
ctam DP, ut in medio
uniformi resistente descri¬
bat curvam DraF , ea
ipse erit quäcum exire de¬
bet de eodem loco D ,
secundum eandem rectam
DP, ut in spatio non re-

sisten-

( i ) * In progressione arithmetica.  Nain
( ; 8o . lib . i .) temporibus seu areis RDGT
in progressione arithmetica crescentibus,
ablciss* R C in progressione geometrica
decrescunt , & vice versa. Quare verti¬
calibus X r , qua: sunt ut Ve * RDGT,
in progressione arithmetici crescentibus,
correfpondentes abscissi* R C decrescent
in progressione geometrica , & contra . Sed
ob triangulorum DRX, DCZ  similitu¬
dinem , eil D C ad D Z ut D R ad D X,
& divisim ut RC ad Z X : quate ob da¬
tas D C & D Z , est Z X ad R C in da¬
ta ratione , & ideo Z X crescit vel decres¬
cit in eadem ratione cum R C.

(k ) 58. Per tabulam Logarithmorum fa¬
cile delineatur.  Dicantur enim , ut suprl
n. J«. DC = e, CP - f.  AC =g , a - lSe S
DR - j , Rr = y; & evit (56')y= — ■—*L-i—y t—x
Ob triangula D A Y , Y P Z similia , est

D A seu e —g ad A Y vel CP seu / , ut
Y P vel A C seu g ad PZ , ideoqne P Zfz
— —a.  Triangula similia DRX,  YPZ

dant etiam YP seu F ad PZ seu a,  ut DR

de cum sit RCze - j , *quatio y~ dJf
Se DC

~ aL -—  fiet R r = RX - PZ x L.

D C
Verum cum P Z. L. -7— , sit Logarith -.K C
mus rationis DC ad RC in Logarithmica cu¬
jus subtangens est a sive PZ , dicendo ut tub-

D C
tangens tabularum ad P Z, ita L. , e ta¬

lis desumptus ad ejusdem quantitatis Lo-
garithmum in Logarithmica cujus subtan¬

gens estPZ . Invenietur itaque PZX
ope
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sistente describat parabolam . Nam ( *) latus rectum parabola:
hujus , Prop . IV.

Pr -oju . II.
ope tabui * vulgaris Logarithmorum , &
inde obtinebitur R r ordinata ad trajecto-
riam D raF, & sic punctum quodlibet r
in illa determinabitur.

59. Ex bis simplicissima deducitur tra-
jectoriae DraF  per Logarithmicam con-
ltructio . Iisdem enim positis quae in co¬
rollario i ° hujus pratscripta sunt , asymp-
toto CZ & lubtangente PZ describatur
per punctum D Legal ithmica D Kk G se¬
cans R X in K. Capiatur XrzRK , seu
RrrXK, & punctum r erit in trajecto-
ria quxsita DraF.  Nam si ex puncto K
ducatur ad C Z perpendiculum K E > erit
C E seu R K 1 ogarnhmus rationis D C
ad KE vel R C ( ?4% ideoque erit ( 58) R r
= RX - RK - XK, & hinc RX - RX
-Rr - Xr.  Q . E. D.

eo.  Haec constructio hoc etiam com¬
modi habet , quod statim inveniantur al¬
titudo maxima A a & horizontalis ampli¬
tudo DF . Est enim A a = Y k ; & si ex
puncto G intersectionis Logarithmic * cum
linea D Z demittatur ad D C perpendi¬
culum G F , erit D F amplitudo Jactus:
nam coincidente X cum G fit X K seu
Rr = o, & ideo coincidit punctum r cum
R in horizontali D C . Pariter punctum r,
quo trajectoria DraF  rectam quamlibet
D c ex puncto D ad C Z ductam secat,
invenitur , si capiatur C H » qualis c Z ,
jungatur DH Logarithmicam secans in K,
& ex puncto K demittatur ad D C per¬
pendiculi .m K R , quod lineam D c seca¬
bit in puncto quaesito r ; erit enim R K :
G H seu J.  c r : D r : D-c —Xr : Z c , ideo¬
que Xt —R K.

6r . Quoniam velocitas projectionis est
ad velocitatem terminalem , quae data est,
ut DP ad PZ ( ( 8 ) ; si manet velocitas
projectionis & linea DP , manebit quo¬
que Logarithmicae snbtangens PZ ; & ideo
una eaaemqie Logarithmicae species des.
cribendae trajectoriae DraF  sufficiet , ut¬
cumque mutetur projectionis angulus
P D C.

( 1) 61. Latus re[lum farabolx hujus& c.
Est enim V r spatium infinite parvum quod
corpus vi gravitatis descendetfdo describit
in medio resistente, quodque eodem tem-
pusculo dato describeret in medio non

lonu 1L

R A

resistente (n)> Sed corpus in medio non
resistente projectum vi gravitatis descri¬
beret arcum parabolae Dr , cujus tangens
DP , diameter GDE,  ab scilla DM:

V r , ordinata M r aequalis& parallela
D V ( 40. lib. r . ) , & ( per theor . 1. de
parabola lib . 1. ) rectangulum sub latere
recto & abscissa D M seu V r aequatur
quadrato ordinatae M r seu D V. Qua¬
re latus rectum parabolae hujus ipso mo-

. . . . D V 2
tus 1111110 est — — .V r

E * Et
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■ DV qttad.
hujus, ipso motus initio , est- pr - ; & Pr

tGT s DRyTt n
(m) est — leu - - — . Recta autem qux,N zN ^
si duceretur , hyperbolara GTS  tangeret in G,
(n) parallela est ipsi D K , ideoque T t est
CKxDR PB %DC
— & N erat ^p — . Et propterca
^ DRqyCKyCP  ,
srest iDfryQB ' (^ proportiona¬

les DR & DC , DVbc DP)
DVq y CKyCP KjSj

zDPq y £ B ’ 13  *
, DFqmd. , 2 DPqyQB  ,

&c  latus rectum- -p?--prodit ~~fKyCF ~ ^ (°) cst (ob propor-
zD PcyD A

tionales OB &i CK, DA & AC) C7 J ' I’^ eoclue a<̂ 2.E)? , ut
DPyDA  ad CPyAC, (?) hoc est, ut resistentia ad gravitatem. QE .D.

Corol. 4 . Unde li corpus de loco quovis D,  data cum ve¬
locitate , fecundum rectam quamvis politione datam D P pro¬
jiciatur j & resistentia medii ipso motus initio detur ; inveniri
potest curva DraF , quam corpus idem describet . Nam ex
data velocitate ( <I) datur latus rectum parabolae, ut notum est.

( m ) * Et Vr  est — COnflr.) seu
D R y T t
- sjj — ; evanescente enim D R seu G t,
triangulum t G T fit i GtxTt DRxTt,

t G T DRxTt
A hinc .. _ - ——.N 2 N

(n ) * Parallela eß ipsi DK, ob KC
= D G, & subtangentem hyperbcJse Tqua-
]em absJsiä» D C ( per theor . 1. de hyp.
lib . 1. ). Cum autem evanescit GTt,  sit
T t ad t G seu D R ut otdinara GD seu
C K ad subtangentem > sive ad D C , &
. . t CKxDR „ QBxDCideo Tt ——- 7- . Et A erat -Do C P
(per constr. ). Quare si loco A7 & Tt,
hi valoies subilituantur in quantitate

DRxTt „ . . „ DR ’ xCKxCP-t -— —Vr, mvenieturVm- ;-iN tDC - xQB
( 0 ) * ld eß ob proportionales OB &

CK, DA & AC & c.  Nam (per theor.
4. de hyp . ) A R est ad GD ( sive A Q
vel C K ) ut D C ad A C, & divisim QB
est ad CK ut DA ad AC , id est
QB _ DA
CK " aC'

( p) * Hoc eß , ut refßentta ad gra-
vitutun,  per conltruct . Probi . II . .

( q ) * Datur latus reflttm parabola &c.
Data velocitate secundum directionem
tangentis D P, datur tum spatium finitum
in medio non resistente tempore dato ae¬
quabiliter descriptum , tum ex effectu co¬
gnito gravitatis in tempori : dato , habe-
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Et sumendo 2 DP ad latus illud rectum , ut est vis gravitatis
ad vim resistentia: , datur D P. Dein secando D C in A,  ut
sit CP %AC  ad D P y. D A  in eadem illa ratione gravitatis ad
resistentiam , dabitur punctum A.  ( r) Et inde datur curva DraF.

Corot. 5. Et contra,
si datur curva D r a F t
dabitur &: velocitas cor¬
poris & resistentia medii
in locis singulis r. ( 4)
Nam ex data ratione CP
y.AC  ad D P x D A,  da¬
tur tum resistentia medii
sub initio motus , tum la¬
tus rectum parabola: : (c)
&: inde datur etiam ve¬
locitas sub initio motus.
Deinde ex longitudine tan¬
gentis rLj  datur &; huic
proportionalis velocitas ,
Lz velocitati proportionalis
resistentia in loco quovis r.

Corot. 6. Cum autem
longitudo 2 DP sit ad
latus rectum parabola: ut
gravitas ad resistentiam
in P ; & ex aucta velo¬
citate augeatur resistentia

tnr spatium verticale finitum Vr eodem
tempore vi gravitatis descriptum , id eil ,
dantur ordinata & abscisla parabolae, qui¬
bus datis datur illius latus rectum ( per
theor . 1. de parab. ) .

(r ) * Et inde datur curva DraF .
nori solum constructione per hyperbolam,
sed etiam constructione illi quae Logatith-
micam absolvitur ( 59). Nant inventi DP,
sumenda est Logarithmicae subtangens PZ
ad D P in ratione gravitatis ad iesisten-
tiatn sub initio motus, - & ideo logaritli-

micae subtangens P Z erit etiam ad D P
ut x D P ad latus rectum parabolae.

( s ) * Aim ex data ratione  C P X A C
ad D P X D A, id est ( per constr. ) ratio¬
ne gravitatis ad resistentiam totam lub
motus initio > dabitur resistentia , ob da¬
tam gravitatem (perhyp .); AquiaCPxAC
est ad DPxDA ut xDP ad latus rectum
parabola ( per cor , 3. ) , dabitur illud la¬
tus rectum.

( t ) * 63. Et inde datur etiam velocitas
sub initio mottis.  Nant dato latere recto

E x para-

Ltttit
SfCUND.
Sictio I.
Prop . IV.
Proci .. II.
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in eadem ratione , ( u) at latus rectum parabolas augeatur in ra¬
tione illa duplicata : ( x ) patet longitudinem zDP augeri in ra¬
tione illa simplici , ideoque velocitati scmper proportionalem es.
se, neque ex angulo CDP mutato augeri vel minui , nisi mute¬
tur quoque velocitas.

Corol.  7 . Unde liquet methodus determinandi curvam DraF
ex phaenomenis quamproxime , & inde colligendi resistentiam &
velocitatem quäcum corpus projicitur . Projiciantur corpora duo
similia & aequalia eadem cum velocitate , de loco D , secun¬
dum angulos diversos CDP , CDp & cognoscantur loca F,
/ , ubi incidunt in horizontale planum DC. Tum , assumpta
quacunque longitudine pro DP
stentia in D sit ad gravitatem i

parabolae D r Z, quam grave in medio non
resiliente describit , & data positione tan¬
gentis D P cum diametro D E , parabo¬
la describi potest ; datur autem in singu¬
lis locis velocitas corporis gravis parabo¬
lam datam describentis : Sit enim abscis¬
sa D M verticali V r xqualis & parallela,
& ordinata M r etiam xqualis & paral¬
lela tangenti D V ; datur tum velocitas
quam corpus grave e puncto V cadendo
per altitudinem datam Vr habet in r,
tum tempus quo altitudinem illam descri¬
bit , & hinc datur tempus idem quo mo¬
tu uniformi describit spatium datum D V
(40 . lib. 1. ) , ideoque datur velocitas
uniformis per tangentem DP , qux est
ipsa velocitas projectionis in D.

(u ) * At latus rettum parabolet au¬
geatur.  Nam cum velocitas secundum
tangentem D V unifotmis supponatur
(40 . lib . r . ) ; Si > dato tempore quo des¬
cribitur D V , velocitas illa crescat , cres¬
cet DV in eadem ratione , manent« spa¬
tio verticali V r hoc eodem tempore da¬
to descripto ; sed latus rectum parabola»

DV2
DrZ est (per cor . 3. ) & quantitas

D V 2
— manente V r , crescit ut DV 2,V r

Quare latus rectum parabola; DrZ auge¬
tur in latione tjuplîaja velocitatis.

vel D p , fingatur quod resi-
ratione qualibet , Sc  expona¬

tur

(x ) * Patet longitudinem t DP &c.
Gravitas dicatur G, resistentia initio mo¬
tus R , latus rectum parabola; , ut suprä ,D V 2 n V 2
—rr— ; & erit i DP : —- G : i?,ideo-V r V r

«ue i D P ^ O , hoc est , datis1 'KxVt

Vr & G, 2DP est ut . , & quia R
est ut velocitas , seu ut D V , erit etiam
2 D P ut D V , live ut velocitas ( per no¬
tam supeiiorcm )>

* S4- Deinz
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tur ratio illa per longitudinem quamvis SM . (y)  Deinde per
computationem , ex longitudine illa assumpta DP , inveniantur s tCct ° 1.

PROP. IV.
Probi .11 .

■X M
M M

longitudines DF , Df,  ac de ratione —per  calculum inven-D r
ta 3 ( z ) auferatur ratio eadem per experimentum inventa , &:

( y ) 64. Deinde fer computationem.
Data enim DP longitudine & positione,dantur CP & DC , & data ratione resi¬
stentiae in D ad gravitatem dantur D A
& AC per constructionem problematis
istius: His autem datis, curva DraF (vi¬
de figuras superiores ) desciibi potest , &
hinc invenitur amplitudo horizontalis DF
constructione per hyperbolam vel per Jo-
garithmicam ( 53). Si autem rem volue¬
rimus calculo tractare , uti poterimus ae¬
quatione — - a. L. ) in quag c—x
ut fit x aaD s, ponentia esty = 0 , Lt- -

• r ax t 1 « xyquatio siet— —Y- ~ ~ 3 ex ^t >2 per re- 64*'
gressum serierun , vel per alias approxi-
mationes invenieturx per g 8t e,  seu DF
per At & D C.

(z ) f j . Auferatur ratio eadem fer ex¬
perimentum inventai & si nihil est residui,
recte asitmptn siit ratio resilientia? ad
gravitatem ; si quid residui fuerit, expona¬
tur differentia fer  Mf . Nam si recte as¬
sumpta suit latio resistentia? ad gia>ita¬
tem, cuna DraF  per conllitcticr .tm vel
per computationem descripta similis est
tiajectpiia? quapi coipus in medio resisterw-

E 1
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exponatur differentia per perpendiculum M N.  Idem fac ite¬
rum ac tertio , assumendo semper novam resistentia: ad gravi¬
tatem rationem SM, & colligendo novam differentiam MIV.
Ducantur autem disterentia: affirmativa: ad unam partem rcctx

M M

SAI , & negativa: ad alteram ; 6c  per puncta N , N , N  aga¬
tur curva regularis NNN  secans rectam SMMM  in X y
& ( a) erit S X  vera ratio resistentia: ad gravitatem , quam
te revera describit, & hinc homologarumin illis curvis linearunt debet elfe ratio
data. Determinatur enim trajectoria ve¬
ra ex velocitate & angulo projectionis *-
quali P DC vel p DC , atque ex ratione
resistenti* ad gravitatem datam; & curva
per constructionem delineata determinatur
per longitudinem assumptamD P vel Dp,
qu* velocitatem datam semper potest exhi¬
bere , per angulum P D C vel p D C ■&
psr rationem linearum DA, A C , seu

rationem resistenti* ad gravitatem, si re¬
cte assumpta fuit : quare disterentia tota
inter veram trajectoriam & curvam hoc
modo per constructionem descriptam est
in magnitudine linearum homologarum,
quarum ratio est eadem in ur.aque curva.
Curv* igitur ili* similes sunt.

(a ) 66. Et erit  SX vera ratio refiflen-
tiee ad gravitatem. Nam ubi MN seu dif¬

ferentia rationum jj -p , qu* per computa¬
tio-
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Invenire oportuit . Ex ( b ) hac ratione colligenda est lon¬
gitudo D F per calculum ; & longitudo qua: sit ad assump¬
tam longitudinem DP, ut longitudo D F per experimentum
cognita ad longitudinem D F  modo inventam , erit vera lon¬
gitudo D P.  Qua inventa , habetur tum curva linea D r a F
quam corpus describit , tum corporis velocitas & resistentia in
locis singulis.

Sc holium.

Cxterum , resistentiam corporum esse in ratione velocitatis,
(t ) hypothesis est magis mathematica quam naturalis . Jn me¬
diis , qua: rigore omni vacant,

tionem & per experimentum inventa: sunt,
nulla est , ratio resistentiae ad gravitatem
recte assumpta fuit ( fj ). Quare cum SM
assumptam illam rationem exponat > &
evanescat M N ubi SM fit S X , patet in
lioc casu rationem resistentix ad gravita¬
tem recte exponi per lineam SX. Itaque
It innuaierx abscissx S M assumptx fuissent,
& innumerx ordinatx N M per experimen¬
ta determinatx , curva quam punctum N
perpetuA tangit , rationem accuratam re-
sistentix ad gravitatem determinaret per
ejus intersectionem X cum linea SMi
ideoque si multa fiunt tentamina > sicque
plura obtineantur puncta N , & per ea
ducatur curva regularis N N X N , illa
quam proxime punctum X quxsitum deter¬
minabit ; methodum autem ducendi cur¬
vam regularem per plura puncta data moxin Scholio fumus tradituri.

(b ) * Ex hac ratione colligenda efl & c.
Sit , exempli causa , ratio assumpta resi¬
stentix ad gravitatem i ad io , seu
inventa autem sit S X = i S M= — = 7 ; e-i ° i 1
rit resistentia ad gravitatem ut 1 ad 5.
Ex hac ratione & assumpta longitudine DP
colligenda est longitudo DF leu amplitu-
da jactus ( 64 ) ; & quoniam inventa veri
ratione resistentix ad gravitatem , traje-ctoria per calculum vel per constructio¬
nem inventa similis est trajectorix quam
corpus in medio resistente , revera descri¬
bit (f ;) , erit amplitudo DF p*r calcu*

resistentia: corporum sunt in du-
Pli-

lum inventa ad amplitudinem DF per ex¬
perimentum cognitam , ut assumpta longi¬
tudo D P ad veram longitudinem D P pro
trajectoria in medio resistente descripti.
Hic autem longitudine inventi , habetur
(per <;or . 4. ) tum curva linea D r aF
quam corpus reipsa describit , tum corporis
velocitas & resilientia in locis singulis (percor.

(1) 67. Ex supra demonstratis determina¬
ri possent motus corporis in medio quod
resistit partim uniformiter , partim in ra¬
tione velocitatis . Et quidem si corpus
sola vi insita in hoc medio feratur , pars
illa resistentix qux est uniformis , tanquam
vis constans gravitatis qua corporis ascen¬
dentis motus retardatur , consideranda est,
& in superioribus constructionibus pro cor¬
poris ascensu, non gravitas, sed ea resisten¬
tia uniformis data per lineam A C , vel
per rectangulum A H exponi debet . Si
vero corpus in prxdicto medio vi gravita¬
tis etiam urgeatur , linea AC gravitatem
& resistentix partem uniformem simul jun¬
ctas , si corpus ascendit , & excessum gra¬
vitatis supra eam resistentix partem uni¬
formem , si corpus descendit , exponet . Qua
ratione exteris manentibus, determinabun¬
tur motus corporis tum sola vi insi' a mo¬
ti , tum vi gravitatis urgente ascendentis
& descendentis in medio quod resistit par¬
tim' in ratione data , partim in ratione vs- -
locitatis , tum etiam corporis projecti.

£ « * -

1. 1 s r 1
SlClM >.
Srcno I.
l’Kt'r . IV.
Pr.oct .11.
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De Motu plicata ratione velocitatum . ( c ) Etenim actione corporis velo-

r -um.P'°" cioris comunicatur eidem medii quantitati , tempore minore,

motus major in ratione majoris velocitatis ; ideoque tempore
xquali , ob majorem medii quantitatem pemnbatam , commu¬

nicatur motus in duplicata ratione major ; estque resistentia (per

motus leg . 11- & ni . ) ut motus communicatus . Videamus

igitur quales oriantur motus ex häc lege resistenti« .

( c ) Etetim aCHone& c.  H * c patent
per demonstrata ( 8 ).

68. Scbolium . Ex aequatione ad curvam
Drat  j -quam ( 57) invenimus , deduci¬
tur hujus curvae per Logarithmicam fatis
elegans constructio > qua usi sunt Varigno-
nius & Hermanmis . Eam hic exponemus
breviter . Deinde cum in superioris pro¬
positionis corollario ultimo & alibi postea
describenda Kt curva regularis qua: per data
puncta transeat , hoc problema , quod New-
tonus in Epistola ad Oldenburgum anno
1676. data unum fere ex pulcherrimis di¬
cit quod solvere desideraverit , solvemus.

69. Iisdem positis qux in superiori con¬
structione Newtoni , litDPcs , D V —v-
Vm , & DP ad a ut velocitas proje¬
ctionis ad velocitatem terminalem ; & erit

(57 ) i = a.  L. Oportet curvam

DraF  ex hac aequatione per Logarith-
wiicam construere . In recta P O ad DP
normali capiatur PZ —a,  afymptoto PO
& fubtangente PZ describatur per pun¬
ctum D Logarithmica DHO,  cujus DZ
erit tangens , & per punctum quodvis V
in linea D P agatur V H parallela P O
Logarithmica : occurrens in H & tangenti
D Z i11I. , capiaturque verticalis VK pars
V r aequalis H L. Punctum r erit in tra-
jectoria quaasita DraF.  Nam ducto ex
H ad PO  perpendiculo HX , erit ( per
construct . ) VPrrH X —b—v , PZ - .t,

& hinc PXc= HV = PZxL . ^ = 4 . L. ,-LH X b—v
(14 ) Et ob triangula DVL, DPZ  si¬
milia , D P (fc ) : PZ ( a ) = D V (t/) : VL

= . Quare erit H V —L V = <j. L ~ ~
0 b —v

a v
~ ~f = z = V r. Q . E. D.

K A

70. Cor . 1. Si per punctum A New¬
toni coustructione determinatum erigatur
verticalis AB secans DP in B , & per H
erigatur ad D P perpendiculum BO se¬
cans D Z in E & Logarithmicam in G,
capiaturque Ba aequalis GE , erit A a
maxima altitudo Jactus.

71. Cor i . Punctum r quo trajecto-
ria rectam D c ex D ductam ad PC , se¬
cat , invenitur , si in linea: ZO capia¬
tur Z Q aequalis Pc , jungantur D Q lo¬
garithmicam secans in H , demittatur ex
FI ad DP , perpendiculum HV,S ex V
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ad T)C perpendiculum VR, quod rectamDc secabit in puncto quxsito r, atque hinc
determinatur etiam horizontalis amplitudo
DF , capiendo ZQ xqualem Pc , & re¬
liqua perficiendo ut tnodb diximus. Nam
ob parallelas Vr & P c , HV & QP , est
Pc : Vr = PD .- DVnDZ : DL =: QZ : HL5
led ( perconstr . ) QZ = Pc : ergo V r—
HL , ideoque punctum r est in trajecto-
ria D raF ( ).

72. Ex demonstratis inveniri potest an-fulus elevationis PDC,  sub quo corpusati velocitate DP projectum transibit per
punctum r in verticali V R datum. Dican¬
tur DR = c , Rr = e , D Z —f, DL = » ,
H L—V r~ z, V R —r -j- e —y; & ob trian¬
gula D L V , D Z P similia erit D Z (/ ) :

DP ( !i ) = DL ( r ) : DV= "JT > & an¬
gulum DRV rectum DV J = DR l +
VR 1 , hoc est, — *~ = cc -{-yy>  aequa¬
tio ad hyperbolavn, cujus diameter tranf-

■versa est ~js,  diameter cunjugata 1 e,
abscissa a centro sumpta x, & ordinata y
seu z- f- e, ut calculo inito liquet. In¬de autem deducitur hxc constructio Per
punctum D ducatur infra lineam D P re¬
cta D E parallela P Z & xqualis R r, per
E agatur F. K parallela DZ secans HV
in M ,• & erit LM = DErRr = t,  ideo¬
que HM = t + ery , atque E M= D L1:
x , & proinde centrum hyperbolx est in E;
cumque semidiameter transversa sit — '
D R x D Z „
- jjp — > si capiatur m linea DP pars
D N xqualis DR , & per punctumN eri¬
gatur ad DP perpendiculum NT , secans
E K in T & D Z in t , erit D P ad DZ
ut D N seu D R ad D t seu E T , ideo-

c _ D R x D Z o
que ET —- jj -p- , & proptereaET
semidiameter transversa, EM abscissa, &
MH ordinata hyperbolx THo,  cujus se¬
midiameter conjugata xquatur D R. Hxc
itaque hyperboia occursu suo cum Loga-
rithtnica DHo determinabit punctumH',
ex quo li demittatur ad D P perpendiculumHV secans DZ in L, dabuntur DV &
HL sequatis Vr , ideoque dabitur etiam
VRctVr + Rt.  His autem datis, da¬
tur angulus elevationis PDC,  cujus sinus-est V R , posito sinu toto D V,

73 . Si vero quxratur angulus projectjpnis2em. 1 1.

P D C , ut corpus per punctum R in 'ho¬
rizontali DC datum transeat, fiet R r —
e = o , & seqlratio ad hyperbolam evadetb b x x

■■jj. ~cc -\- zZ, ob y ~ z -\ - e —z.  In
constructione vero coincidet punctum E
cum puncto D , & T cum t , exteris ma¬
nentibus ut supra. Et quia fi per hyper-
bolse & Logarithmicx intersectionem H
ducatur recta D H secans P o in Q , est
Q Z = P C (71 . ) j liquet in eo casu esseQZ sinum anguli elevationis PDC, exi¬stente radio seu sinu toto DP . Obser¬
vandum porro est, quod si in his constru¬
ctionibus hyperboia Logarirhmicam nus¬
quam attingat , problema est impossibile-,
quod si eam bis secet , anguli duo satis¬
faciunt. Patet quoque datam semper esse
rationem diametrorum hyperbolae, ubi¬
cumque situm sit punctum r, vel R ; est

t ^ d . DRxDZ
emm DR ad - j-j-p - ln  ratione da¬
ta D ? ad.D Z,

.. . k 74- An-

73-
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74. Angulus elevationis PDC maxi¬
ma? omnium amplitudini horizontali con¬
veniens ita determinatur . Per punctum
D ducatur D X ipsi D P perpendicularis
qua? sit ad D P ut est DP ad PZ ; junga¬
tur ZX Logarithmicam secans in H , &

'ex D per H dncatur recta D H secans P O
in Q ; erit QZ sinus anguli qussiti , exi¬
stente sinu toto DP . Sit enim DR am¬
plitudo horizontalis maxima —c , DV —
v , VRzVr : t, & erit ob angulum
DRV rectum vv —zzzzc c, & sumptis
fluxionibus z v d v —z zdz — zcdc —o
(48 ) , ideoque v dv —z d z.  Sed ( 69  )

h av , , T .
z —a L -,- —aLb —aLb —vb —v b

av _ adv
—~ , & sumptis fluxionibus d z —[, —v

a d v av d v
~ - b- = WZTv Quare
azvdv
bb —b v ~ v ^ v ' & ^eo a z —bb —bv,
ac proinde DP ( t ) : PZ ( «) = HL ( ! ) :
PV ( &—v ) ; verum ob triangulumD VL,
D P Z simüitutjinem elt D P : D Z = P V;

erit zdz —

Z L; unde per compositionem rationum &
ex arquo DP ^ : PZxDZ —HE - ZE,
& quia DP J cDXxPZ ( per constr . ) >
erit DX : DZzHL : LZ.  Quapropter
punctum H per aequationem az —bb —bv
determinatum perpetuo tangit lineam re¬
ctam X Z ; cumque idem punctum in Lo-
garithmica esse oporteat ut determinetur
maxima amplitudo DR , si per intersectio¬
nem H recta? XZ & Logarithmica ? DHo
ducatur recta DQ secans P o in Q > ha¬
bebitur Q Z sinus anguli P D L ( 7; )
maxima? amplitudini D R convenientis.
Q . E. D.

75. Jam si oporteat curvam regularem
describere per data quotlibec puncta tran¬
seuntem , uti possumus generali methodo,
quam Newtonus in arithmetica universali
tradidit , quamque deinde in problematis ; s,
58 & 61.  adhibuit . Hxc sunt ipsius verba:
Cum curva non datur specie , sed deter¬
minanda proponitur , poliisque pro arbitrio
aquationem fingere qua?1 naturam eius gene¬
raliter contineat , & hanc pro ea designan¬
da tanquana fi daretur assumere, ut ex

ejus
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ejus assumptione quomodocumque per¬
veniatur ad aequationes ex quibus assump¬
ta tandem determinetur. Si itaque curva
generi» dati per data puncta delineanda
sit > assumatur generalis ad curvam illam
aequatio cum terminorum exefficientibus
indeterminatis > & curva ad rectam ali¬
quam positione datam relata , ex singulis
punctis datis in rectam illam demittantur
perpendicularesaut recta- alia: inter se pa¬
rallela:, quae data: erunt ut & earum abs¬
cissa: a dato in recta illa puncto compu¬
tatae; deinde in assumpta aequatione loco
abscissa: variabilis* & ordinata: etiam varia¬
bilis y scribantur abscissf & ordinatae per
puncta data determinatae, & tot inde obti¬
nebuntur aequationes quot sunt puncta da¬
ta per quae curva transire debet , atque ex
illis aequationibus, generalis aequationis
assumptae coefficientes determinabuntur.
Hujus methodi exemplum sit solutio Lem¬
matis 5' lib. 3. principiorum , quod ita
ptopositum est : invenire curvam generis
parabolici quae per data quotcumque pun¬
cta transibit; cujus Lemmatis solutionem
dedit ibidem Newtonus , sed fine demon¬
stratione quae tamen ex ejusdem auctoris
differentiali methodo colligi potest.

76.  I . Sunto puncta illa A , B , C,
D , E , F , &c. & ab iisdem ad rectam
quamvis positione datam H N demittantur
perpendicula quotcumque AH , BI , CI£,

DL , EM , F N, &c. ; positisque abscissa
variabili HS —* > & ordinata RScry , as¬
sumatur generalis ad parabolam ABDEF
»quatio j =zA + B* + C* 2 4 -D* 3-f-
E* 4-4- &c „ sintqueA , B, C , D , E , &c.
cum fui» signis indeterminata-. Dicantur
A H = a , B 1—f , C K—g,  DLtrfc , ME

& HI = / , HK - m, H L = n,
HMrt, &c . Ponantur r°. y —a & * —0;
2° . y =/ , & * = / ; j°. y —g & * = m ; 40.
yzzh, & x —rr, i° . y——k, § * —tatque ita
deinceps; & loco y& *seorsim substituantur
hi valore» in aequatione generali assump¬
ta , quae in has mutabitur:

II. a = A -- — ,
/ - A-f B/+ C / *+ D/i 4 - E/H - &c.
g—.A+hni- 4-C«iJ-f -Dn;3-j- F:w4-i -&c.
^A + Bk-f - C n2-j- D «3ss-EK4-j-&c.

—feA -j- B t ■+- ( t J-j- D t 34 -E r4-j- &c.
Subducantur aequationes inferiores ex su¬

perioribus , nimirum fecunda ex prinä ,
tertia ex secunda, A ita deinceps. Dif¬
ferentia primae ac fecum'* ordinati per pri¬
mum intervallum HI divisa dicatur b,

a —f
id est , b— —~  j secundae ac terti* dif¬
ferentia per secundum intervallum IK di¬
visa dicatur 2 b , id est , 2 b— , &m —l
ita de c* teris. Prodibunt aequationes se¬
quentes.

t F IIL

76.
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III . b — B—Cl —D/ 2— E / 3

2 b ^ f —̂ r—— B —C / —Cm—D/2—m~ l
Dlm - Dm 1-EI 1-El J m- E/m2—Em 3

3 b —- — B— Cm —C«—Dm2
n—̂ n

—Dmn—Dn2— Em 5— Em 2« —Emn 2— En 3

4 b = jjl ^ - - B - Cn - Ct-r —/i
Dn 2- D .it - D.2- E* 3- E« 21- Ens2- Et 3

Simili modo capiantur adhuc aequatio¬
num illarum differentiae, & dividantur per
intervallum inter duas ordinatas intercep¬
tum HK , I L , K M, & differentiae sic di¬
vitat dicantur c , ic , 3 c , ul hic factum
videtur.

IV . c = — rC + DI + Dm + El»

-V- Eim + Em 1.

1 c = zb ~ 7^ = C + D/+ Dm-fDnH-n —l
E/ 2+ E/m -+- Em 2+ E/w + + E«2<

3C= i ^Zl ^ = Ci |- Dm-}-Dn4-D;4-
Em 1-|- Emit -l- En l -(- F. m<-(- Ent 4 - Et2.

Harum aequationum differenti * per in¬
tervalla trium ordinatarum H L, I M, di¬
visa: dicantur d , id , & erunt aequatio¬
nes

V. d - — - - - D - E/ - EM - E»
n

2,d - — = - D - E l- Em- En- Ee
t —l

Harum tandem aequationum differentia
per intervallum quatuor ordinatarum H M
divisa dicatur e , & erit

Si plura fuissent puncta data pluresque
ideo luissent aequationes, eodem modo per¬
gendum esset usque ad differentiam ulti¬
mam : quxhiceit differentia quarta , & sic
tandem pervenitur ad valoiem coefficien-
tis ultimi termini aequationis generalis
assumptae, & deinde retrogrediendo inve¬
niuntur valores aiiarum coefficientium D,
C , B, & A hoc modo.

VII . Quoniam e —E , & ( V ) dc : —
D —E /—Em - Eu,  erit Dtc —d —e / —
e m —e « ; & quia (IV ) eit c —L 4 - D /
4 : D m4- Ei2+ E l m-f ;£ m2 z<j?oqueC

= c —D 1— D m — E l 2 — E / m — E m 2 si lo¬
co E & D subllituantur eorum valores mo¬
do inventi , habebitur L —c -Hdl -j- dm
4- e / m4- e 11/ 4- e mn. Et simili modo
si in aequatione ( III ) b = —K—Cl — D i *
—E/ 3, fubilituantur coefficientium E, D,
C valores , invenietur B= —b —c l —dlm
— e Imn.

VIII . Cum igitur sit (II . ) A —a,
aequatio assumpta y = A4 -; B * 4- C .*24-
D * 3 4 - E *4 , in hanc abit y —a —x. ( b
c/ 4 -d/m 4-eimn) 4-* 2. (c 4 "d/ 4-dni
4i elm + enl + e mn) — x 3. ( d4"el 4"
e >» 4 - e n) 4 " k v ^ —u —b * —c ! * 4 -cx*
—d/iiiAr4- dlit 24 ' dmir 2— d je3—eimnx
•̂ - elmx 2-\- enix 3-{- emnx 3— e/* 2 —
e m x * — ew* 3 4" e * 4 > seu y —a 4~ b.
( ~ * ) 4 -c . ( - xx~ x ) +d . ( - x X ~ x
Xm—x) 4-e . ( —xxl —xxm —x X n —x)
4- Ac. In qua xquatione patet termino¬
rum progreslus , & quomodo data abscis¬
si H > leu x inveniri compendiose poffit
correspondens ordinata SR . seu y.  Nain
si dicantu r —x  seu —HS = p ; —18  xp ,
feu —xXl —x = qi- 4 "S K X q>  seu —xX
l - * xm - » = ri 4 SLxr,  seu —x X
1—x X 111—x X n—x ~ s , ita scilicet per¬
gendo ad usque perpendiculum penulti-
mum,  quod hic eil D L ; erit RS leu
y ~  44 - bp4- c ?4 “ ^ ,'4" e3 4 ‘ Ac.

I X* Atque hxc ipsa ell regula quam
Nevvtonus casu secundo Lemmatis V. lib.
III . sic tradit : collige perpendiculorum
AH , BI , C K &c. differentias primas
per intervalla perpendiculorum divisas b,
2 b , 3 b , 4b &c ;^fecundas per intervalla
bina divisas c , 2 c > 3 c , 4 c &c ; tertias
per intervalla terna divisas d , 2 d > zd,
&c. ; quartas per intervalla quaterna divi¬
sas e , 2 e, &c. Et sic deinceps. Inventis
differentiis , dic AH —a , —HStrp , p
in —lS = q , q in 4 - b K=: r , rin + SL
~s,  pergendo scilicet ad usque perpendi¬
culum peniiltimnm . Et erit ordinatini appli¬
cata R S izct4-bp 4 *v 4̂-di*4” er 4 * &c. ubi
observandum elt, prxponenda esse signa ne¬
gativa terminis H S , I S &c. qui jacent
ad pattes puncti S vetius A , & signa affir¬
mativa terminis SK , SL &c. qui jacent
ad alteras partes puncti S.

X. Per hanc igitur regulam , assumptä
qualibet absciffä H S, invenietur valor or¬
dinat * conespondenjis SR , singulaque pa,

rabft;
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rabol * puncta determinabuntur . Si vero
m aquatione ponatur y= o , & deinde qua-
ratur valor abscissa: x,  cognoscetur pun¬
ctum X quo parabola rectam HN inter¬secat.

77* XI. Si perpendiculorunvHA ) IBj KC,
L D &c. aqualia sunt intervalla HI , IK,
K L &c. ; cateris ut supra ( I ) neminibus
servatis , positoque intervallo
erunt HKzmri,  H L t; —j , H M —
f —4> &c . & perpendiculorum differentia:per intervalla , j ?er intervalla bina , terna
quaterna & difnsx  erunt (III, IV, V,
VI)  qua secuntur.

Differentia : prim* per intervalla di-
vise , b = a - f , zb - s - g , 3 bz=g ~ h,4 b _ h k.

Differenti * secunda: per intervalla bina
divise , c = ^ll± £ , lC - / - *ss+ fe

2 2

Differentia? tertiae per intervalla terna
divise , d id =

h + k
6

Differenti » quartae per intervalla quater-
na divise, e = tIL± !±±LZ‘14

XII . Ponantur a —f ~ ß, a —zfArg —Hi, a-4f-\-6g-4l.-k=r3

& erit b —ß , c = l,  d _—, e —— . Qua-
2 6  24

re si hi valores substituantur in aquatione
supra (VIII . ) inventa , y —a *{- b. ( —* )
4 " c . (~ xXl —x) + d . (—x X / —x X m — a -)
+ e. xxl —xXm —xXn —x') + &c . ,
illa in hanc mutabitur yzza -{- ß ( —* )
4 . " ( " * * i —* ) . (- 2-x i - xXi - 4

1 2 X j

+ - rinfr . — " + * £ ■
Quapropter si in hac ultima aquatio¬

ne dicantur - H S, seu - x = f j jp  in - IS,

\

seu — * X i — *
—q > j q in -f- SK , seu

-r i \ r in + S X. , seu

& ita

— x X1 - rXt —*
2 xT

— x X I — x X 2 — iX ) - x-d- —S
2 X i X 4 —

pergajur ad usque perpendiculum penul-
timum, erit+ + s

&c. ut Newtonus m casu primo Lem¬matis V. lib . III . determinavit . De hoc-
problerrate Lector consulat clarissimos
auctores Heimannum in appendice ad
phoroncmiam , Craigium in tractatu de
calculo fluentium > maxime vero Stirling
in libro de interpolatione seriertm , in
quo totam hanc materiam copiose & sa~ -
gaciter explicat.

7 7*'

? 3 ' ' SE G-r
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