
www.e-rara.ch

Der barycentrische Calcul

Möbius, August Ferdinand

Leipzig, 1827

ETH-Bibliothek Zürich

Shelf Mark: Rar 1723

Persistent Link: https://doi.org/10.3931/e-rara-14538

Viertes Capitel. Von Ausdrücken gerader Linien und Ebenen.

www.e-rara.ch
Die Plattform e-rara.ch macht die in Schweizer Bibliotheken vorhandenen Drucke online verfügbar. Das Spektrum reicht von
Büchern über Karten bis zu illustrierten Materialien – von den Anfängen des Buchdrucks bis ins 20. Jahrhundert.

e-rara.ch provides online access to rare books available in Swiss libraries. The holdings extend from books and maps to illustrated
material – from the beginnings of printing to the 20th century.

e-rara.ch met en ligne des reproductions numériques d’imprimés conservés dans les bibliothèques de Suisse. L’éventail va des livres
aux documents iconographiques en passant par les cartes – des débuts de l’imprimerie jusqu’au 20e siècle.

e-rara.ch mette a disposizione in rete le edizioni antiche conservate nelle biblioteche svizzere. La collezione comprende libri, carte
geografiche e materiale illustrato che risalgono agli inizi della tipografia fino ad arrivare al XX secolo.

Nutzungsbedingungen Dieses Digitalisat kann kostenfrei heruntergeladen werden. Die Lizenzierungsart und die
Nutzungsbedingungen sind individuell zu jedem Dokument in den Titelinformationen angegeben. Für weitere Informationen siehe
auch [Link]

Terms of Use This digital copy can be downloaded free of charge. The type of licensing and the terms of use are indicated in the
title information for each document individually. For further information please refer to the terms of use on [Link]

Conditions d'utilisation Ce document numérique peut être téléchargé gratuitement. Son statut juridique et ses conditions
d'utilisation sont précisés dans sa notice détaillée. Pour de plus amples informations, voir [Link]

Condizioni di utilizzo Questo documento può essere scaricato gratuitamente. Il tipo di licenza e le condizioni di utilizzo sono
indicate nella notizia bibliografica del singolo documento. Per ulteriori informazioni vedi anche [Link]

https://doi.org/10.3931/e-rara-14538
https://www.e-rara.ch
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=de
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=en
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=fr
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=it


44

Durch <He drei ursprünglichen F .linien BC, . . uruf die drei
geilen wird die Ebene in sechszehn Thelie zerlegt , von
denen vier Theile endlich und zwölf unendlich sind , ln Verbin¬
dung der oben gegebenen Kennzeichen mcksiehflich der eisteru
F .l.inien n}it den jetzt aufgestellteu rücksichtKch der letztem lassen
sich nun leicht die Kennzeichen für jedes dieser sechszehn Felder
einzeln finden . Allein die weitere Ausführung hiervon , so wie auch
den Beweis für ' die ebeu gegebenen Regeln , muss ich , um nicht zi$
weitläufig zu werden , den Lesern selbst überlassen.

V i'c rtes Capitel,

Von Ausdrücken gerader Linien
und Ebenen.

§. 57. Bezeichnen E und E' zwei Punkte , so ist
E + wE‘ der Ausdruck eines Punktes in der durch E und
E‘ bestimmten geraden Pinie , und zwar jedes beliebigen
Punktes dieser Linie , wenn es frei stellt , dem Verhält¬
nisse i : w jeden beliebigen 'Werth beizulegen ( §, 29.).
Man kann daher den Ausdruck E -\ -wE‘, sobald darin
w als eine veränderliche Grösse genommen wird , den
Ausdruck der geraden Linie EE' selbst nennen,
indem die Construction desselben alle in dieser Linie
begriffenen Punkte giebt

I. Ausdrücke gerader Linien in einer Ebene.

§. 38. Seyen nun E und E'  zwei Punkte einerEbe-
ne ; die F .punkte derselben heissen A, B, C, und auf
diese bezogen sey:

eE — aA + bB + cC, e<E'z=za>AArb<B + e'C ;

$0  wird , \yen,n man statt die Veränderliche t> einführt,,
so dass

■ f ■



E *4- wFJ sE -}- ve'E*==*
(<i -f-a'v)A + (b+ Vo ) B -\- (cJr c'u) C.

Dieser letztere Ausdruck mit der Veränderlicher* v ist
also der Ausdruck einer Geraden , welche durch die
zweiPühkte aA-\-bB-\-cC  und a'A-\ -b'B -\ -c'C derEbenö
geht , und folglich der allgemeine Ausdruck für eine
gerade Linie in einer Ebene , weil die Ausdrücke der
beiden Punkte von ganz allgemeiner Form sind.

§-. 39- Zusätze, a.  Eine gerade Linie in einer
Ebene wird im Allgemeinen jede der drei F.Knien EC,
CA, AB  der Ebene schneiden. Es geschehe dies resp.
in den Punkten A', B', C‘. Für diese Punkte der Linie
sollen nun die specielien Werthe der Veränderlichen
in dem Ausdrucke der Linie , und somit die Ausdrücke
der Punkte selbst gefunden werden. — Ba der Punkt
A'  zugleich in der F.iime BC  liegt , so ist für ihn in
dem Ausdrucke der Linie der Coefficrent von A, a -Ya'i-

»rro ( §. 3a. ) , folglich v — — — . Substittlirt man die-
senXVerlh in den Goefficientcn von B und C,  so kommt*
A' = («/ '■'•i~ a'ü>) B — (ca' -—c‘ä) C.  Setzt man noch der
Kürze willen :

bc‘— b'c— Cc, ca' —c'a — ß, ab' ~ a’b= y, (1)

SO wird . . . . . . (y — ß ) A ' = yB — ß C, |
und eben so findet sich {a—y) B' — aC—yA,  v > (2)

(ß— «•) C'— ßA —aB .J
b. Da die drei Punkte B ', C‘  in einer Geraden

liegen, so muss auch zwischen ihnen allein eine Glei¬
chung statt finden. In der That dividirt man die drei
Gleichungen (2) resp. mit ßf , ya, aß,  und addirt sie
hierauf , so kommt:
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c.  Wenn man in dem Ausdrucke einer geraden Li¬
nie in einer Ebene , der Veränderlichen v einen solchen
Werth giebt , dass die Summe der drei Cöefficienten
null wird , so erhält man den Ausdruck für einen un¬
endlich entfernten Punkt der Linie ( §. 3aL Nun ist
jene Summe folglich , wenn

• ^ “j“^ 4*C ; ,
man sie = o setzt : - rrm — Diesen  Wörth Von

v in dem Ausdrucke substiluirt , ergiebt sich der Cöef-
. a (a ' b' c‘ ) — a ‘ ( a -\ - b -\- c ) y »—ß

ficient von A, = v - . , , ■= ■L7rrrr l
a ' -̂ -b' -y-c1 a '+w'+c*

und eben so die Cöefficienten von B u 1 C, a '

ß nund

a'-̂ b'-̂ c'

Hiernach wild , nachdem man züvor
u'-\-b<-\-c'

jeden Cöefficienten mit («' -{- ä' + c') multiplicift hat-,
der Ausdruck für den unendlich entfernten Punkt dei?
Linie i

Man begreift leicht , dass dieses Verfahren auf die
aA + bB + cC a'A + PB -kc 'C

Entwickelung Vöri , . —b a -j- 6 -f-c a' + b' + c'
hinausläufl . E —E'  ist aber der Ausdruck des in äst
Geraden EE'  unendlich entfernten Punktes.

Weil A', B', C'  ebenfalls Punkte der geraden Linie
sind , so werden auch O —A', A' ±- B‘  Aus¬
drücke des unendlich entfernten Punktes seyn und , nach
A, B, C entwickelt , zu demselben Ausdrucke hinführen
müssen. So ist z. Bi

yA—aö aB — ßAB'—Cr-
y — a a — p

et(y—,ß)A —;a (y — u) B ~Ce (fce— ß) C
(r —«)(« ■—ß)

•7) (r— a) B + O —i3) c(ß-
wie vorhin.
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Am einfachsten aber gelangt maü zu diesem Aus¬
drucke durch Addition der Gleichungen ( 2), Diese
giebt:

(y -ß )A' -+ (« - 7) ß 'Mß - ix) C' = '(ß- f) A-J-(y- a)Z?+ («-/5)C.
Da nun hierin ZU beiden Seiten des Gleichheitszei¬

chens die Summe derCoefficieniert — o ist , so sind auch
die Ausdrücke auf der einen und andern Seite entweder
==o, oder zeigen einen unendlich entfernten Punkt an.
Ersteres kann aber nicht seyn* weil die drei Punkte
A, B, C rechter Hand nicht in einer Geraden liegen:,
auch die Coefficientert derselben nicht einzeln ~ o sind
( §. 2’).) . Mithin wird durch beide Ausdrücke ein un¬
endlich entfernter Punkt dargeslellt , und zwar der in
der Geraden A'B 'C  enthaltene.

§» 4o; Der allgemeine Ausdruck einer geraden Li¬
nie in einer Ebene lässt sich, seiner Allgemeinheit un¬
beschadet, auf eine weit einfachere Form zürückbringert.
Er wurde erhalten , indem man die Ausdrücke irgend
zweier Punkte der Linie nahm , und den einen dersel¬
ben, mit einer Veränderlichen multiplicirt , dem andern
hinzufügte. Da nun die Wahl dieser zwei Punkte durch
nichts bedingt ist , so nehme inan hierzu zwei von den
Durchschnitten mit den F.linien selbst , indem die Aus¬
drücke der Durchschnitte nur aus zwei F.punkten zu¬
sammengesetzt sind. So geben z. B. die zwei Durch¬
schnitte A'  und JA  mit einander verbünden, den Aus*
druck der Linie:

yA~ aC4rx (yB —ßC) ^ A-\ .xB — -̂ ^ - C>7
Zu demselben vereinfachten Ausdrucke kann ibaii

aber auch mittelst blos analytischer Operationen * durch



Einführung einer andern Veränderlichen , gelangen. In

dieser Absicht setze man in dem allgemeinen Ausdrucke:

{a + aiv ) AJt -(b -ir b'v) BJ r (cJ s-c >v) C

zuerst afa 'r ^ i , so dass t die neue Veränderliche ist»

Hierdurch wird v
t — a und

f! • '

b + Wv-.
d'b — ab' -j - Vt 1/ 4 - i>'k

& 4 - c ' p z

a' ct‘

a'c — ac'  4 -c'i _ ß 4- c't
a' a'

Wenn wir zur Abkürzung Wiederurö die Buchs tähen
in der bisherigen Bedeutung genommen, anwündön; und
uer Ausdruck erhalt die Form:

tA t -±i J3± £±fl a
a< ~ a‘

Maxi dividire ihn durch t und setze —- == **,t
SO

wird ers
U+1 a< a'

Man nehme nun -- —zur  Veränderlichena'

so wird ü== -- — und

a -}-ßxc'  4-ß™_ c'y + biß  _ ßx _
a ' a 'y y y ’

Weil immer a 'a -j - b'ß 4- c>7 ==o -. Hierdurch .verwandelt
sich der Ausdruck in:

„ a -rßx
jl  4" ‘V.Z? —~’- - (B'i

V
wie vorhin: — Noch etwas einfacher wird <Sr,' weün fcnaü

—= /iind ———g  setzH
7 7

A -\- xB -{- lf Jr 'gx ) Q

Wo nur noch zwei Constanten vorkommeris
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■Sts

, j?',
und

§. 4i . Aufgabe . Die Ausdrücke zweier gerader
Linien in einer Ebene sind gegeben:

I. A + xB+ ta + bx) C,
II . A + yB + (a' + b>y) C.

Den Ausdruck für den Schneidungspunkt der Linien und
die Bedingungsgleichung für ihren Parallelismus zu finden.

Auflösung *. Da durch I. jeder Punkt der einen,
und durch II. jeder Punkt der andern Linie ausgedrückt
wird , so verlangt die Aufgabe nichts anders , als , für
x und y  solche Werthe zu finden , für welche der durch
I. ausgedrückte Punkt mit dem durch II. ausgedrückten
identisch wird. Für diese Werthe von x und y müssen
sich aber nach §. 24- «• verhalten:

1 :x :a -J - bx=  1 :y :a/ -|- b'y.
Hieraus folgt x= y, a -f bx= a‘ + b'y und x= y

a  , r • TP 1 ,“ — 7- ;— Diesen 'Werth für x oder y in I. oderb — b'
II. substituirt , erhält man den gesuchten Ausdruck für
den Schneidungspunkt:

(b—b') A —(a —a,') B -\-{a'b—ab') C.
Ist die Summe der Coefficienten dieses Ausdrucks

= 0, so liegt der den Linien gemeinschaftliche Punkt
unendlich entfernt , d. b. die Linien sind sich parallel.
Die Bedingungsgleichung für den Parallelismus der Li¬
nien I. und II. ist daher:

b — b' — a -f -a ' a ' b — ab ' = 0.

Dieselbe Relation lässt sich auch noch folgender-
inaii weise erhalten. Für den unendlich entfernten Punkt der

so

%

ndclt

Linie List : 1-j-# -J- « + Lr— o, also #= 1 -\ - a

1 -\ - b
durch wird der unendlich entfernte Punkt selbst:

( 1) ( i + a) .B+ (a —5) C.

Hier-
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Eben so findet sich der unendlich entfernte Punkt j
der Linie II . : 1 j e,

(a) (l + l ‘) A — (i ■\-a *) B -\ -(a ' — b>) C.  p u

Da nun zwei Parallellinien als solche angesehen
werden können , die in einem unendlich entfernten Punkte
sich schneiden, so wird bei stattfmdendem Parallelis-
mus der Punkt (i) mit dem Punkte (2) zusammcnfallen in
und mithin sich verhalten müssen:

I -|- 5 : 1-\-a -. a — b = l -]- b*: 1-f - a' :a' — b'. gnt

Dies giebt die Bedingungsgleichungen: häl

1 1 -f « ' I + « i - (- a ' h ( a
—— - r~77* - 7- :- t.  >1-j- 0 1 4-^ a — o a*—b*  ist.

die unter sich und mit der vorhin gefundenen identisch
sind. '

§. 42. Aufgabe.  Es sind die Ausdrücke dreier
gerader Linien in einer Ebene gegeben:

JL -J - xB -j - (a -f - bx) C,

A + yB + ia ' + b'y ^ C,

A -\ -zB -)- (a " -f- bnz) C.

Die Bedingungsgleichung zu finden, bei welcher sich die
Linien in einem Punkte schneiden.

Auflösung.  Hierzu ist nöthig , dass die gegebe¬
nen Ausdrücke für gewisse Werthe der Veränderlichen
x, y , z einen und denselben Punkt darstellen können.

Für diese Werthe muss also nach §. 24*
x = y = z

und a -\ -bx= a‘ -(- 5/y= a//

Eliminirt man daraus x, y, z,  so kommt:
a 'b" — a ub' -p a ^b — ab u -p ab 1—. a 'b= <

mus
ah -(

seyri

und

als 1

seyn:
ciell
hinz

durc
lieh

als che gesuchte Bedingungsgleichung.
sey :
+ b£
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unkt §. 47).  Aufgabe.  Die Bedingungsgleichung zu fin¬

den , bei welcher drei durch ihre Ausdrücke gegebene
Punkte einer Ebene

eben
nkle
elis—
illen

tisch

reier

1 die

;ehe-
chen
men.

P ~ aA + bB + C
P ' ~ a'A + b'B + C
P "= a"A + b"B + C

in einer Geraden liegen.
Auflösung.  Sollen P , P ',P"  in einer Geraden

enthalten seyn, so muss es ( §. 22. c.) drei solche Ver-
hältnisszahlen h, k>, k"  geben , dass
k(a + b+ 1 ) P + V {a>+ V + 1 ) P' + k" (a" + b"+ r ) pu ~ 0
ist . Setzt man hierein P , P 1, P"  durch A, B, C ausge¬
drückt , und ordnet gehörig , so kommt:
(ah + a'k*+ a"k")A + {bk+ b<k'+ b"k") B+ (k+ k'+ k") C— Q.

Da nun A, B, C nicht in gerader Linie liegen, so
muss nach §. 27.
ak-\ -a'k' -\ -a"k" = 0., bk-\- b'k*-\ -b"k"= k-̂ -k1-\ -k" =0
seyn. Aus den zwei ersten dieser Gleichungen folgt : ^

k : k' :k"— a'b" — a"b' \a"b— ab" : ab*— a'b,
• und hieraus in Yerbindung mit der dritten:

a'b"— a"b*-f a"b —ab"-f -ab'— a'b= 0,
als die gesuchte Bedingungsgleichung.

§. 44- Ich füge noch die Ausdrücke für einige spe-
cielle Lagen einer geraden Linie gegen das F.dreieck
hinzu.

Geht die Linie durch zwei F .punkte selbst , z. B.
durch A und B,  so ist ihr Ausdruck : A -f-pB, der mög¬
lich einfachste.

Geht die Linie nur durch einen F.punkt z. B. A,  so
sey irgend ein anderer in ihr liegender Punkt ~ aA
+ iA -f cC.  Der Ausdruck der Linie wird alsdann seyn:

D 2
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vAj -aA -\-bB+ cC= (p+ a)A -\ -bB+ cC,  oder , wenn man
die Veränderliche v \-a = x setzt t

xA + bB-l-cC.

Ist also die Veränderliche nur in einem der drei
Coefficienten enthalten , so gehört der Ausdruck einer
durch diesen Punkt gehenden Geraden an. — Der Punkt,
in welchem diese Gerade die F.linie BC  schneidet , ist
= &5 + eG. Für ihn selbst ist x= o,  und für den Punkt
A, x = co .

Läuft die Linie mit einer der F .linien z. B. mit BC

parallel , so kann man sie als eine solche betrachten,
welche BC  in dem Punkte B — C schneidet. Der allge¬
meine Ausdruck einer solchen ist daher : aA-\ -bB-\ -cC
+x (B —C), d . i.

—x)  C

Eine Parallele mit BC,  welche zugleich durch A
geht , hat den Ausdruck : xA-\ -B —C■ Eben so ist der
Ausdruck einer Parallele mit AC  durch B \ A -\ -yB — C.
Für x= i geht der erstere , und für i der letztere,
Ausdruck in A-\ -B—C über , welches mithin der Durch¬
schnitt beider Parallelen , d. h. derjenige Punkt ist, wel¬
cher mit A, C, B die Spitzen eines Parallelogramms bil¬
det. Vergl. §. 36.

II . Ausdrücke gerader Linien im Raume
ü b e r h a u p t.

§• 45. Seyen wiederum E und E‘  irgend zwei
Punkte der Linie , und als Punkte des Raumes gedacht
und auf die vier F.punkte A, B, C, D bezogen:

eE= <xA-\-bBcC -\-dD,
e'E' ~ a?A + b'B+ e 'C-f d'D ;
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n man

r drei
einer

Punkt,
et , ist
Punkt

nit BC
lebten,
allge-
B + cC

irch A
ist der
S — C.
:tztere,
Jurch-
t, wel-
ns bil-

lume

1 zwei
gedacht

so wird der Ausdruck der Linie ; eE -\ -ve'E‘—

{a-\ -a' i’) A -\ -(b b'p) B + (c -\- c' u)  C -}- (d -j- d'u) ID,

welches daher der allgemeine Ausdruck einer geraden
Linie im Raume ist,

§. 46- Zusätze, a.  Im Allgemeinen schneidet die
Linie jede der vier F.ebenen; heissen diese Durchschnitte
mit BCD, CDA, DAB, ABC  resp . A', JA, C, D'. Die
Ausdrücke derselben ergeben sich aus dem der Linie auf
ähnliche Art,  wie §. 3g. a.  So muss .z. B. für A*, als
einen Punkt in der Ebene BCD,  der Coefficient von A,

d. i. a -\-a'u= o,  folglich ^ — —~  seyn. Diesen Werth

von *> in den übrigen Coefficienten substituirt , und zur
Abkürzung

ab' — a'b= a, ac1— aJc = ß, ad' — ahl = y
bo' — b'c = S, bd' — b'd — e, cd —c'd — E,

gesetzt, erhält man :

(a + ß+ y) A ' = : aB + ßC + yD^
und eben so (5 -f «—a) B'— 8C-\ -eD—oiA

(ß + 8— !; ) CJ= ßA -\ -$B — t,D
(/ + «+ £) D' — yA -j- bE + £c)

b.  Weil die vier Punkte A', B‘, C , D'  in einer Ge¬

raden liegen, so muss zwischen je dreien derselben be¬
sonders eine Gleichung Statt haben. Um diejenige zu
finden, welche zwischen B', C‘, D'  obwaltet , multiplicire
man die drei letzten der Gleichungen (2) resp. mit
•—£, —b, 3,  addire sie hierauf , und es kommt:

Sir + e + QE ' — Z(.S+ e— a ) B ' -~ «QJ + Ä— S) C*
= («£—ßs+ yS)A.

Da aber B‘, C‘, D'  Punkte der geraden Linie sind,
und der F .punkt A im Allgemeinen ausserhalb dersel¬
ben liegt , so muss nach §. 27* der Coefficient von A
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«£—ßeJryŜ S(y+ £+ f ) —£(<5+ e— «) — «(/3+ S—£)
— o seyn. Diese durch geometrische Betrachtung erhal¬
tene Relation zwischen a,ß . . £ bestätigt sich auch durch
Rechnung. Denn multiplicirt man von den zwei aus ( i)
sehr leicht fliessenden Gleichungen ad — bß + ca = o,
a 'S— b'ß -\- c 'a =  o , die erste mit </ ' , die zweite mit d,
und zieht hierauf die eine von der andern ab, so kommt,
mit wiederholter Anwendung von (1) , dasselbe Resultat.

Es ist demnach:

£ (3+ fi—<0 B'+ * (ß+ S— g ) & = §(rH + Q .» /
u.eben so £(«+ /?+ y) -̂ '+ 7 (ß + S—QC ' — ß (y + £+ S) &

7 (Ä-f-e — a ) B <-\ -a (/ + e-f-£) -D' = £(et-f' /S-ky) -zP
- /?(3+ £—a) iS'+ a (/?+ S—£) (7 ' == ^(«+ ß+ y) AL*

c.  Um den Ausdruck des unendlich entfernten Punk¬
tes der Linie zu erhalten , hat man , wie §• 3g. c., im
Ausdrucke der Linie die Summe der Coefficienten = ozu

setzen. Dies giebt v — - - ■ ' , , ■, und hier-a' + i ' + c' + a' ’

mit nach gehöriger Reduction den Ausdruck des Punktes
selbst:

(« + ß + 7) A 4-(5+ £—a) B —(ß+ §—£)C—(7+ £+ £) D.
Denselben Ausdruck bekommt man auch durch Ent¬

wickelung von A*—B>, oder A>— C', u . s. w. , wenn
man dabei die identische Gleichung yS= ße  mit zu
Hülfe nimmt. — Am kürzesten endlich gelangt man zu
dem Ausdrucke , wenn man die Gleichungen (2) mit den
Zeichen + , + , —, — addirt , und hierauf eine ganz
ähnliche Schlussart , wie in §. 3g. e. , anwendet.

§. 47. Der allgemeine Ausdruck einer geraden Li¬
nie im Raume ( §- 45.) lässt sich, ähnlicherweise wie in
§- 4o. , dadurch vereinfachen, dass man statt den zwei
willkührlich in der Linie genommenen Punkten E xm<\.E'

«*
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zwei von den Durchschnitten tlerselben mit den vier
F .ebenen zu Grunde legt. So kann %. B . D', als ein
Punkt der F.ebene ABC, = fA -\ -gB -\-C,  und C\  als ein
Punkt der F .ebene ABD, = f ‘A -\ -g'B -\ -D gesetzt wer¬
den. Hiernach zieht sich der Ausdruck der Linie zu¬
sammen in:

(fx + ß ) AAr (gx -̂ g1) B -\ -xC-\ -I >.

Eben so , wie bei der geraden Linie in einer Ebene
gezeigt wurde , kann dieser vereinfachte Ausdruck aus
dem zusammengesetzteren auch durch analytische Um¬
formungen hergeleitet werden. Da aber der hier zu
nehmende Gang dem dortigen ganz ähnlich ist , so wol¬
len wir uns dabei nicht aufhalten.

§. 48. Aufgabe.  Die Ausdrücke zweier geraden
Linien im Raume sind gegeben:

(ax -p ß') A + {bx-p b') B + xC -p D
(ay -p o:') A -p (ßy+ ß' ) B-\ -yC-\ -D-

Die Bedingungsgleicbungcn zu finden, wenn die Li¬
nien in einer Ebene liegen, und darin einander parallel
sind.

Auflösung.  Angenommen , dass die zwei Linien
sich in einem Punkte begegnen , so müssen, eben für
diesen Punkt , die Veränderliche x im ersten, und die
Veränderliche y im zweiten Ausdrucke solche Werthe
erhalten können , dass dadurch die zwei Ausdrücke iden¬
tisch werden. Unter dieser Voraussetzung bat man nach
§. 26. a.  die Gleichungen :

l) axAra'= .ay \ a ' , 2 ) bx-\-b,= ßy -\-ß,  3 ) x.—y-
Eliminirt man daraus x und y,  so kommt:

(^ ) a — u _ b— ß
a‘ — a / b‘— ß'  ’
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als die Bedingungsgleichung , wenn die Linien einenPunkt gemein haben , mag dieser unendlich entferntseyn, oder nicht ; also überhaupt , wenn sich die Linienin einer Ebene befinden.
Soll nun überdies der den zwei Linien gemeinsamePunkt unendlich entfernt liegen , d. h. sollen die Linien

einander parallel seyn, so müssen für die bestimm¬ten Werthe , welche x und y für den gemeinsa¬men Punkt haben , die Summen der Coefficienten in den
Ausdrücken der Linien = o, also
4) («+ 5+ i)*,+ a /+ö ''+ 1= o, 5) («+ /3+ i)/ + os/+/5'-i-i ~ 0
seyn. Man hat somit fünf Gleichungen i) . . . 5) , welchefür den Parallelismus zugleich bestehen müssen, vondenen aber jede eine Folge der vier andern ist , so dassnach Elimination von x und y aus denselben nur zwei
von einander unabhängige Gleichungen übrig bleiben.Die eine dieser Gleichungen stellt (A) vor. Um einezweite zu erhalten , eliminire man x und y aus 3), 4), 5),.und es kommt:

(B) a ~1 *54 -1 __ ty. + ß Jn

(A) und ( B ) sind folglich die zum Parallelismus derbeiden Linien erforderlichen Bedingungsgleichungen.

III. Ausdrücke für Ebenen.
§■ 4g. Die Lage einer Ebene wird durch irgenddrei Punkte derselben bestimmt , die nicht in geraderLinie liegen. Seyen diese Punkte , auf die E.punkte desRaums A, B, C, D bezogen:

eE — aA + bB + cC + dD
e'E<= a<A \ - VB -f c'C+ d'D

e"E" = a"A + b“B + ct'C+ d'>Z>.
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Jeder Punkt aber, der mit E, E', E 11 in einer Ebene liegt,
hat nach §. 2 b.  einen Ausdruck von der Form eE
■\ -e' vE -\ - el 'u >E tl, wo (’ und alle beliebigen Werthe ha¬
ben können. Substituirt man darin die F .punkte , so
kommt:

I. [a -f a if tv) Af (b -f b*p-b bkiui)  B-b(c*bcV Cj‘(cfä-d*Pmbd*iU'') D*
Dies ist also , v und w als Veränderliche genommen,

der auf die F .punkte bezogene Ausdruck jedes Punktes
der Ebene , oder kürzer , der allgemeine Ausdruck
der Ebene  selbst.

§. 5o. Zusätze, a.  Im Allgemeinen wird von der
Ebene jede der sechsF.linien geschnitten. Man begreift
sogleich, dass , um den Ausdruck eines solchen Durch¬
schnitts zu erhalten , man in dem Ausdrucke der Ebene
v und w so zu bestimmen hat , dass die Coefficienten der
beiden F .punkte , durch welche die geschnittene F .linie
nicht  geht , gleich Null werden.

Um dieses auf die kürzeste Weise zu bewerkstelli¬
gen , setze man die Coefficienten der vier F .punkte

-(- atv -j - a ° w =/ >,
1 b -p b'p -f - b" w = q,
| c-j- c'v -j - c"w = r,
b d-\-d'v-f d"

und somit den Ausdruck der Ebene selbst:
II . pA -j - qB -\ -rC-\- sD.  ,

Man multiplicire nun die vier Gleichungen 1) resp.
mit «, ß, y, S,  addire sie hierauf und setze:

£aci -j - ßb -{- yo  4 - Sd =  o,
aa ' -{■ßb< yc1-j -Sd' — o,"

-j- ßb"-|-
so ist auch 3) up 4*ßq 4- yr + Ss= o,
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eine Gleichung zwischen den Coefficienten des Ausdrucks,
in welcher a, ß, y, 8 Zahlen vorstellen , deren gegenseiti¬
ges Verhältniss mittelst der Gleichungen 2) aus den
Constanten des Ausdrucks gefunden werden kann.* *)
Diese Gleichung besteht für alle beliebigen Werthe der
Veränderlichen -f  und *t>, und  vertritt daher in Verbin¬

dung mit dem Ausdrucke II . die Stelle des Ausdrucks I.
Nach dem Obigen sind nun für den Durchschnitt

der Ebene mit AB  die Coefficienten von C und D,  also
r  und s, — o zu setzen . Hierdurch wird ap + ßq — o,

mithin p : q = ß : — « , und der Ausdruck des Durch¬
schnittspunktes =pA -\ -qB~ ßA—aB.  Eben so leicht
finden sich die Ausdrücke auch für die übrigen Durch¬
schnitte , und man bekommt, wenn man den Durch¬
schnitt mit AB  durch (Aß ) , den mit AC  durch (AC),
u . s. w. bezeichnet, nachstehende sechs Gleichungen:

*) Dies geschieht am einfachsten folgenclergcstalt . ■—- Mau arfdire die

Gleichungen 2) , nachdem man sie zuvor resp . mit k , k u  mul-

tiplicirt hat , imd setze zur Bestimmung dieser neu eingeführten

Hülfsgrössen;
ck ~\- c 'k l -J - c ,4k u = o,

so wird :

« (ah -J -a lk l -J - a ^ k 1*) -\ - ß (bk -J - b lk f -\ - b it k ,l ) = o.

Hieraus folgt weiter :

k : k *: k li — c ' d " — c u d ‘ : c u cl — cd 11: cd 1 — c !d,

* a :ß ^ (bh.-\~b,k/ -j ~b u kii) : — (a/c ~| -ß '£y-J - a n kil') .
Substituirt man nun in letzterer Proportion die Veihältnisswertlie

von k , k l, ku aus der erstem und setzt zur Abkürzung

bcUV*— hc4,d* — Wed'* — i 'Vdrrr (bed),

die eben so aus c, d , a , c l,d ti . . . zusammengesetzte Function

z= . (cda ) , u . s . w . , so verhalt sich

a : ßz =z(bcd) : — (eda ),

und überhaupt:

a :ß :y : 5 — ( bed) : — ( eda) :(dab) :—(cz5c).
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(<*~ ß) (AT]) = *B — ßA, (ß — y) (Bq — ßC — yB,
(a — y) (AC) ^ aC — yA, (ß — 8) (BD) = ßD — SB,
(a — 8) (AD ) — uD — SA, (j — S) (CD) = yD — 8C.

b.  Aus diesen Gleichungen ergehen sich folgende,
zwischen den Durchschnitten seihst statt findende, Re¬
lationen. Zuerst zwischen je dreien , die in einer und
derselben F .ehene und mithin in gerader Linie liegen:

(H) (M,)+(K ) (BC)=■”
(K ) <̂ >+ (H ) ^ C)+ G- s) (CB)=»’
(H ) <̂ )+0 - J) m +G--;)
Q- }) < ßc>+(H) (AC)+(H ) {M)=°-

Da ferner alle sechs Durchschnitte in einer Ebene
enthalten sind , so muss auch zwischen je vieren, welche
nicht in einer Geraden liegen , eine Gleichung bestehen.
Diese Gleichungen sind:

und eben so noch zwei andere,
die eine zwischen (AB), (BD), (CD), (AC),
die andere zwischen (AC), (BC), (BD), (AD)t

c.  Im Allgemeinen schneidet die Ebene jede der
vier F .ebenen. Der Ausdruck einer solchen Durch¬
schnittslinie , z. B. der in BCD liegenden , wird gefun¬
den , wenn man in dem Ausdrucke der Ebene den Coef-
ficienten von A, a + a't>+ al'w =o setzt , und mittelst
der dadurch zwischen v und «■*hervorgehenden Relation
die eine dieser Veränderlichen aus den Coefficienten der
drei übrigen F .punkte eliminirt . — Noch leichter ge-
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langt man zum Zweck mit Hülfe des Ausdrucks II . und
der zugehörigen Gleichung 3) , die sich, für jP= o , auf

II *. qB -\-rC -\- sD  und 3 *) ßq+ yr + 8s =o

reduciren , und in dieser verkürzten Form dem Aus¬
drucke einer Geraden , der Durchschnittslinie mit BCD
nämlich , gleich zu achten sind. Denn eliminirt man s

mittelst 3*) aus II *. , und nimmt hierauf — == x zur
2

Veränderlichen , so kommt:

8B -\-8xC — (ß -\-yx) D,

derselbe Ausdruck , den man auch durch Verbindung der
in die F .ebene BCD  fallenden Durchschnittspunkte (BD)
und ( CD) erhält.

d.  Der unendlich entfernte Punkt dieser Linie ist:

(y — 8) B -f -(8— ß) C-f- (/3— y) D.  Eben so

sind : (<5—«) C-{-(« — y) D -j- (y—8) A
(a — ß)D -f (ß — 8)A -J - (8— a )B
(ß — 7) AJ r {y— a) BJ sr {a— ß) C

die unendlich entfernten Punkte der Durchschnittslinien
der Ebene mit den F .ebenen CDA, DAB, ABC.

§. 5i . Auf ähnliche Art , wie in §. 4°- und §. 47-
hei der geraden Linie geschah, lässt sich auch der all¬
gemeine Ausdruck der Ebene einfacher darstellen , in¬
dem man zu den drei sie bestimmenden Punkten drei
von den sechs Durchschnitten mit den F .linien wählt.

Seyen diese (AD), (BD) , ( CD) , so kommt , wenn man
dafür ihreAVerthe aus §. 5o. a.  nimmt , sie mit den Ver¬
änderlichen x und y verbindet und gehörig ordnet:

8A -j - SxB -J - SyC— (« ßx -f -yy) C,



oder noch einfacher , wenn man — y = / , = g,

- 'L- = . h setzt:
o

^ + .rZ?+ yC + (/ + ^ -+ Är ) JJ.

Dasselbe Resultat kann man auch auf analytischem
Wege mittelst des Ausdrucks IL und der zugehörigen
Gleichung 3) erhalten, wenn man aus ersterem mittelst
der letztem , s eliminirt , und hierauf q:p und r -.p zu
den Veränderlichen x und y nimmt.

§. 52. Wenn in dem Ausdrucke einer Ebene die
zwei Veränderlichen solche Werthe erhalten , dass die
Summe der Coefficienten null wird, so gilt der Ausdruck
für einen unendlich entfernten Punkt der Ebene. Setzt
man daher die Summe der Coefficienten = o, und eli-
minirt mittelst dieser Gleichung die eine der beiden
AVränderlichen, so bekommt man einen Ausdruck, wel¬
cher alle unendlich entfernten Punkte der Ebene in sich
begreift. In diesem Ausdrucke wird , unabhängig von der
darin noch vorkommenden Veränderlichen , die Summe
der Coefficienten immer null seyn, so dass sowohl der
von der Veränderlichen freie Thcil dieser Summe, als
der in sie multiplicirle , jeder für sich null ist. Ein
solcher Ausdruck wird daher seiner Form nach einer ge¬
raden Linie angehören , welche durch zwei unendlich
entfernte Punkte der Ebene gelegt ist , oder , wenn man
will , er wird der Ausdruck einer unendlich entfernten
Geraden seyn, von der sich aber eben so wenig bestim¬
men lässt , nach welcher Gegend der Ebene bin sie liegt,
als man bei dem unendlich entfernten Punkte in einer
Geraden die Seite der Geraden, nach welcher er liegt,
angeben kann.
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Zur Erläuterung diene der im vorigen §. gefundene
vereinfachte Ausdruck . Die Summe seiner Coefficienten

•1 3 - 064- (<5- 'ß) x — . .
= o gesetzt , giebt y ==.— - ^- . Eliminirtmany - O
hiermit y in dem Ausdrucke , so kommt nach einer leich¬
ten Reduction :

(y—b)A-\-(y — [A—a -̂- (S—ß'jxj  C+ [«—y-\ -(ß—y)  P] B>
der Ausdruck der unendlich entfernten Linie der Ebene.
Die in ihm durch die Yeränderliche x verbundenen Punkte
sind nach §. 5o. d.  die unendlich entfernten in den
Durchschnitten der Ebene mit BCD  und CDA.  Auf

erstem Punkt reducirt sich der Ausdruck für x = oo,

auf letztem für x — o.  Setzt man ferner x = — ^——
§~ ß

und — — - - —, so ergehen sich die Ausdrücke der
ß — 7

unendlich entfernten Punkte in den Durchschnitten mit
DAB  und ABC.

§. 53. Aufgabe.  Die Ausdrücke zweier Ebenen
sind gegeben:

I . A -\ -vB -\ -wC -\ - (a -\ -bp ^-cuj) D,
II . A -\ -xB -̂ c'y]  j 0.

Den Ausdruck ihrer Durchschnittslinie und die Be¬

dingungsgleichungen zu finden , wenn sie sich parallel
sind.

Auflösung.  Für einen gemeinschaftlichen Punkt
der beiden Ebenen ist:

i ) v ~ x, 2) 3) a -\ -bp^ cwz= .a' ■\ -Vx -\ -c*y -,

mithin , wenn man x und y aus diesen drei Gleichungen
eliminirt:

a — — b1') v -J " (c — c,)w = o.
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Dies ist demnach die Relation , welche zwischen den
Veränderlichen der Ebene I. für jeden Punkt , den sie
mit II. gemein hat , statt findet. Eliminirt man also
mittelst dieser Pcelation aus I. die eine der beiden Ver¬
änderlichen , z. B. w, so  erhält man den Ausdruck der
Durchschnittslinie:

(c —c')A -\ -{e—c‘~) vB— —a' -}- [b—&') A ] C
— [~ac'—a'c -|- (bc*—b'c) V] D.

Findet sich in diesem Ausdrucke die Summe der
Coefficienten, unabhängig von v, =o , so ist die den
beiden Ebenen gemeinschaftliche Linie unendlich ent¬
fernt , d. h. die Ebenen sind sich parallel . Die Bedin¬
gungsgleichungen fiir den Parallelismus sind daher:

e— c‘—a + a' —ac' -{- a'c— o
c — c' — b -\- b' —■bc' -J - b'c = z o.

Ohne vorher den Ausdruck für die Durchschnittsli¬
nie entwickelt zu haben , lassen sich diese Gleichungen
auch folgendergestalt leicht finden. Für einen unendlich
entfernten Punkt

der Ebene I . ist : 4) i + a + (i + &) *>+ (i + 0) ^ = 0,
— — II . — 5) 1+a /+( 1+ü ') .r + (1+ c ')y = °.

Sollen sich nun die Ebenen parallel seyn, so müs¬
sen alle gemeinschaftlichen Punkte derselben unendlich
entfernt liegen , oder analytisch ausgedrückt : alle Wer-
the der Veränderlichen v, w, x, y,  welche den Gleichun¬
gen 1), 2), 3) Genüge leisten , müssen auch die Gleichun¬
gen 4), 5) erfüllen. Da aber jede dieser fünf Gleichun¬
gen eine Folge der vier übrigen ist , und mithin eine
derselben, z. B. 3), immer unberücksichtigt bleiben kann,
so muss, wenn man aus 1), 2) und 5), x und y elimi-
öirt , nächst 4) zugleich

6) x+ «' + (1-p &') ^ + (i + c?')«' = o
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seyn, ohne dass dadurch v und w bestimmte Werthe er- (
halten . Es müssen folglich die Gleichungen Iß) und 6) j,
nicht zwei verschiedene, sondern eine und dieselbe Re¬
lation zwischen v und u> darstellen, und mithin dieCoef-
ficienten der einen in denselben Yerhältnissen zu einan- a.
der stehen, wie die der andern. Dies giebt: j

i -\- a  i + 6 i + ö A
I + « ' I -\ - b‘ 1 -pc ' 1 jjj

welches demnach die Bedingungsgleichungen für den
Parallclismus sind , die von den vorhin gefundenen sich di
nur der Form nach unterscheiden. W

§. 54-. Aufgabe.  Die Ausdrücke einer geraden sc
Linie und einer Ebene sind gegeben: ni

(aaf « ' ) A -f - (ßu + ß ' ) BA - u CA - D,

A -\ -pB ■\ -wC -\ - ( a -\ - bi' -\ - cu’) D.

Den Ausdruck für ihren Schneidungspunkt , so wie V
die Bedingungsgleichungen ihrer Coincidenz und ihres
Parallelismus zu finden. q

Auflösung.  Für diejenigen Werthe der Yerän- li
derlichen , bei welchen diese Ausdrücke einen und den-
selben Punkt darstellen , muss sich verhalten:

a * :ßuAr ß >; u : 1= : 1 : v : w :a -j - hu -p cw.

Dies giebt : (««+ u‘)v= ßu-5r ß ', (auA-aß ^ — u,
(au + a >) (ns + Äf' + cto ) = 1 ; si

und wenn man aus diesen drei Gleichungen v und n'
eliminirt:

x) a (azc + a') + b(/?«+ ß‘) +c « == 1, oder nu= m,
wenn man cia+ bß+ c = n,  1 —aa‘ —bß' ^ m setzt.

Den hieraus entspringenden Werth von u in dem di
Ausdrucke der Geraden substituirt , erhält man den, der CJ
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Geraden und der Ebene gemeinschaftlichen, Punkt , als»
im Allgemeinen den Durchschnittspunkt:

(am « '«) A -j - (ßm -J - ß 'ii) B -j - m CnD.
Soll die Gerade mit der Ebene zusammenfallen, soll

also jeder Punkt der erstem zugleich ein Punkt der
letztem seyn , so muss für jeden Werth von u in dem
Ausdrucke der Geraden die Gleichung i)  bestehen . Es
muss daher seyn s

aa -f - c = o, i — aa' — bß>= o,
die Bedingungsgleichungen für die Coincidenz, wodurch,
was man noch bemerke , in dem Ausdrucke des Durch-*
Schnittspunktes die Coefficienten sämmtlicher vierF .punkte
null werden.

Ist die Gerade der Ebene parallel , so liegt der ih¬
nen gemeinschaftliche Punkt unendlich entfernt . Es
muss daher für diesen Fall der sich aus i ) ergehende
Werth von u zugleich der Gleichung

2 ) 1 — 0

Genüge leisten. Die Bedingüngsgleichung des Paralle¬
lismus ist folglich das Resultat der Elimination von »
aus den Gleichungen 1) und 2):

ßcs ' 5/P — t
aa + bß -̂ - c

§. 55. Aufgabe.  Die Ausdrücke dreier Ebenen
sind gegeben:

I . A -\  ̂tJBbt -\ - cu) D
II. -// -p vB wC-\-(a'-̂ -b'v-̂ -c'w) D

III . A -̂ xB ■\ -yC -\-[a<,-\-b'lx-\ -cny) D,

Den Ausdruck ihres Durchschnittspünktes , so wie
die Eedingungsgleichungen für die dabei möglichen spe¬
ziellen Fälle zu finden,

1
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Auflösung , Für den Punkt , welchen diese drei
Ausdrücke gemeinschaftlich darstellen , muss seyn:

tz= U^L= X,  li — wznzy,

cii — q ' b,f -\ - c,w ĉza l*-{-bl,x + c"y.
Man setze daher

f a + bt -\ -cuz= S) so ist auch
j ) v a*+ 6 ^-+ c'u — a

^ a il-\ -b“t-\ -cllu = s.

Diese drei Gleichungen resp . mit e' — e", e" —~et,
*— e*  multiplicirt und hierauf addirt , ergxebt sich, wenn
man noch

fyc" — b^c' -\ -buc — bc" -f- 6c/ —b 'c mit ( bc ),

und , die eben so aus c,ct,e f, . . . und a, b, gebildeten
Functionen mit (ca) und (ab) bezeichnet s

(bc) t = (ca)

und auf gleiche Art . (bc) u =̂ (ab).
Die hieraus , fliessenden . Wcrthe für t und u in I,

»ubstituirt , kommt der Ausdruck des Durchschnitts^
punktes:

(bc) A + (ca ) B + (ab ) C -\ - [ a (bc) -\ -b (ca) + c (ab)) £).
Man bemerke dabei , dass , wenn man die Function

f a (bc) + b (ca) + c (ab) = (abc) setzt , auch
a) / a '\ bc) -j- b' (ca) -j- c' (ab) ==; (abc) und

\^a " (bc)-\ -bü (ca) Jf-c ll (ab ) = i (abc) ist.

Dies folgt unmittelbar aus den Gleichungen i ) , wenn
man darin für t und « die gefundenen Werthe substi-
tuirt . — Uebrigens ist die Function (abc) mit der in
§ . 5o. a. Anmerk , eben so bezeichnten dieselbe,

Ist nun in dem Ausdrucke des Durchschnittspunk¬
tes die Summe der Coefficienten
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3) (l + «) (£c) + ( i + £) («*) + (:i + e) («6)= Q,
so liegt dieser Punkt unendlich entfernt . Im Allgemei¬
nen sind alsdann die drei Durchschnittslinien der Ebe¬
nen mit einander parallel , so dass die drei Ebenen ein
unendlich langes dreiseitiges Prisma einscbliessen.

Es kann aber auch seyn, dass die drei Ebenen sich
in einer und derselben Geraden schneiden, oder mit an¬
dern Worten , dass die Durchschniltslinie zweier Ebenen
in die dritte Ebene fällt . Sucht man demnach den Aus¬
druck der Durchschnittslinie von zweien der Ebenen,
und hierauf den Ausdruck des Punktes , in welchem
diese Linie die dritte Ebene schneidet, so muss für ge¬
genwärtigen Fall in dem letztem Ausdrucke , d, h. in
dem für den DurchschnittSpunkt aller drei Ebenen , je¬
der der vier Coeffieienten = o seyn ( §. 54-. ) . Die Be¬
dingungsgleichungen , unter welchen sich die drei Ebe¬
nen in einer und derselben Geraden Schneiden, sind
demnach:

(6c) = o, (c«) ~ o, (a£) = o,
von denen im Allgemeinen jede eine Folge der beides
andern ist , wie sich leicht aus den Gleichungen 2) er-
giebt.

Anmerkung . Setzt mau a -\ - i ŝ= a n
u . a; w . und bezeichnet die eben so aus b , , c,,

zusammengesetzte Function , als es {bc) aus c,
ist , mit (b,c,) , u . a. w . : so sieht mau bald , dass (6,c, ) z=z (bc) t
{c,a, ) = z (ca ) , (a,b, ) ~ (ab ) . Hierdurch wird die Bedinguugsglei -*
chung dafür , dass sich die drei Ebenen in Par .-iUclÜnieu schneiden:
a , [bt ci)  4 “ (c t a f) -f - e, {a (h,) = o , also vermöge der ersten Glei -*
cliiing in 2) :

o,

wenn man die aits (abc)  gleicherweise hervorgchendö FnncüoU
durch (a tb,c f) ausdrückt . Man würde dies Resultat unmittelbar ge -*
fanden haben , hatte man , ohne vorher den DnrchschniUspUnkt zu
fluchen , die Summen der Coeffieienten iu den Ausdrücken der Ebe¬
nen einzelu “ o gesetzt«

E 2
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§. 56. Den Beschluss dieses Capitels soll eine Zu¬
sammenstellung von Ausdrücken machen , welche gera¬
den Linien und Ebenen in einigen hesondern Lagen ge¬
gen die F .pyramide zukommen . Von der Richtigkeit
dieser Ausdrücke wird man sich leicht überzeugen, wenn
man jeden derselben in den , von der oder den Verän¬
derlichen freien, Theil und den oder die damit behafteten
Theile zerlegt , und hierauf diese , bei Geraden zwei,
hei Ebenen drei , Theile einzeln betrachtet. Vergl . §. 44*

I. Ausdruck einer Geraden , welche

1) die gegenühersteh . F .linien AB  und CD  schneidet:
axA 4 xB -f -c C-\ -D-t

2 ) dieF . linie -^ Z? schneidet und mit CD  parallel läuft:

axA -\ -xB — C-\ -D-

3) durch A geht und mit BCD  parallel ist:
xA + bB — (i + b) C+ D ;

4) AB  schneidet und mit BCD  parallel ist i
axA -\ -(5 + x) B — ( i -f-5) C-\ -D .\

II. Ausdruck einer Ebene , welche

j ) durch BC  gelegt ist und mit AD  parallel läuft:

A -{■xB -Jr-yC —- D;

2 ) durch A  geht und mit BCD  parallel ist:

A -\ -xB -\ -yG — (x -\ -y) D ;

3) mit AB  und CD  parallel ist:

(a -̂cx ^A — xB -\ -yC- j- ( i —y) D.

Die Durchschnitte dieser Ebene mit den übrigen
F .linien sind:

aA -\- C,  für x = o, y=  l ; aB -\- C,  für * = — a, y =? i,

ciA-\-D,  für ;e= o, ^= o ; aB -\ -D,  für — «, ycao.



Hiernach ist der Ausdruck einer Geraden , welche
in einer , mit AB und CD parallelen , Ebene liegt und
zugleich AC und BD schneidet:

axA aß xC -\-D.

Fünftes C a p i t e 1.

Von Ausdrücken krummer Linien in
Ebenen.

§. 57. Wenn in dem Ausdrucke eines Punktes in ei¬
ner Ebene , pA -\-qB-\ - rC, die Coefficientenp, q, r, be¬
liebig gegebene Functionen einer veränderlichen Grosse
v sind , und man für v nach und nach alle Werthe sub-
stituirt , bei welchen die Exponenten der Verhältnisse
p : q -. r reell bleiben , so werden die Punkte aller der so¬
mit erhaltenen Ausdrücke, construirt , eine Linie in der
Ebene bilden , die im Allgemeinen krumm , und nur
dann gerade seyn wird , wenn, wie im vorigen Capitel,
die Functionen von lineärerForm sind , oder doch durch
Umformung darauf gebracht werden können. Heisse da¬
her der Ausdruck pA -f qB -j- r C mit der Veränderlichen
v,  der Ausdruck der Linie selbst.

§. 58. Wir wollen uns gegenwärtig auf die Cur-
ven beschränken , in deren Ausdrücken die Coefficienten
rationale  Functionen der Veränderlichen sind. Da cs
nun bei einem Ausdrucke nicht auf die absoluten Wer¬
the seiner Coefficienten, sondern bloss auf die gegensei¬
tigen Verhältnisse derselben ankommt , so können wir,
sollten der eine, oder zwei, oder alle drei Coefficienten
gebrochene Functionen seyn, dieselben durch Multipli-
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