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Durch die dred wrspriinglichen Flinlen BC,.. usd die dvex
“wewen B,Cy,.. wird die Ebene in sechszehn Theile zerlegt, vou
denen vier Theile endlich und 2wdlf unendlich sind.  In Yerbin- :
dung der oben gegebenen Kennzeichen ricksichtlich der ersteru T

F.linien mit den jetzt aufgestellten viicksichtlich dexr letateru lassen

a
sich nun leicht die Kenuzeichen fir jedes dieser sechszehn Felder
¢ einzeln finden. Allein die weitere Austiahrung hiervou, so wie auch Z
den Bewcis {iir' die ebea gegebenen Regeln, smuss ich, wm nicht zz B
i weitliufig zu werden, den Lesern selbst iiberlassen, "‘_‘
1 (o]
‘ ey | b
Viertes Gapitel, T
Von Ausdriicken gerader Linien g
: ir
und Ebenen. ¥
ir
§. 51 Bezeichnen E und 2 zwel Punkte, so 1st d
E+wl* der Ausdruck eines Punktes in der durch & und A
£/ bestimmien geraden Linie, und zwar jedes beliebigen d
Punktes dieser Linie, wenn es frei stehit, dem Verhilt- =
nisse 1:w jeden Lelichigen Werth beizulegen (§.2g.). ||
y 3 : St
Man kann daher den Ausdruck Z4-wY sobald darin .
. s R s " 2 .
w als eine veriinderliche Grisse genommen wird, den K
LR . = ; .
Ausdruck der geraden Linie ZE selbst nennen,
indem die Construction dessclben alle in dieser Linie o,
begriffenen Punkie gieht. &
I. Ausdriicke gerader Linien in einer Ebene.
§. 38. Seyen nun Z und %’ zwei Punkte ciner Ebe- i
1

ne; die F.punkte derselben heissen 4, B, C, und auf
diese bezogen sey: :

eli—ad+bB+cC, e'El=—=a'A+bB+e'C,
i so wird, wenn man statt w die Veyinderliche » einfithrt,

] vef
50 dass w =
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e

EdwBl = eFE 4= v/ ==
(@4a'v) A+ B +1%) B+ (4 e') C
Dieser letztere Ausdiuck mit der Verinderlichen » ist
also der Ausdruck einer Geraden, welche durch die
zwei Ponkte aAd+084+¢cC und a’4+40'B+¢'C derEbene
geht, und folglich der allgemeine Ausdiuck fiir eine
gerade Linte in einer Ebene, weil die Ausdriicke dex
beiden Punkte von ganz allgemeiner Form sind.

§ 39 Zusitze. a Eine gerade Linte in einer
Fhene wird im Allgemeinen jede der drei Fulinien B,
CA, 48 der Ebene schneiden. Es geschebe dies resp.
in den Punkten «#, B, /. Fiir diese Punkte der Linie
sollen nun die speciellen Werthe der Verinderlichen
in dem Ausdrucke der Linie, und somit die Ausdriicke
der Punkte selbst gefunden werden. = Pa der Punkt
A znglmch m der Flinte BC liegt, so ist fiir ihn in
dem Ausdrucke der Linie der Coéfficient von A, a+a%
=0(§. 32.), Dolglich » = — = Substitnirt man die-
sen YWerth in den Coifficienten von B und G so kommi:
A' = (abt i a’b) B —(ca’—c'a) C. Setzt man noch der
Kiirze willen:

bot - ble==@e, ca! —ela=, al’ == ab=y, (1)

0o wird .+ . .. . v (p—f) A'=yB—3C, )

und eben so findet sich (x—y) B'=—aC—y4, > (2)
(8— ) C’:.:[)’A'—ocB.j

5. Da dié drei Pankte 44, B, ¢’ in ciner Geraden
licgen, so muss auch zwischen ihnen allein eine Glei-
chung statt finden. In der That dividirt man die dvei
Gleichungen (2) resp. mit 8y, yay, ¢f, und addirt sie
hierauf, so kommi:

(3= D+ (e= 2w (2=3) 0 =
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c. Wenn man in dem Ausdrucke einer geraden Li-

nie in einer Ebene, der Verdnderlichen # einen solchen - dr
~ Werth giebt, dass dic Summe der drei Coéfficienten gic
nall wird, so erhilt man den Ausdruck fir einen un- o
endlich entfernten Punkt der Linie (§.32). Nun ist
‘ jene Summe =a+b4-c+(af4-b'4-c') v; folglich, wenn
g : dodbobe i ey che
i man sie ==o Setzl: ¥=— P T Diesen Werth von die
» in dem Ausdrucke substituirt, ergiebt sich der Coél= 2y
ﬁcjcnt g Jj i - ({z, +.l’}’ -!:l:‘;z ;':’;(:’.{_b + ‘.‘} L ;;;‘fcvt | | irs
und chen so dié Coéfficienten von B v 1 G :-{%i—}%—; ?zi:c:
und :u-{-;b':*—_c;i Hiernach wird, nachdem man zivor f'r?d
jeden Coéfficienten mit == (@’ 4-8’+¢’) multiplicitt hat, der
der Ausdruck fir den unendlich entfernien Punkt des
Linie: |4
@=nNA+(@—=e)B+(e=C i nie
Man begreift leicht, dass dieses Verfahren auf die best
eqyg o adybB4eC . ald4'Bhe'C ., Er
Entwickelung von atbte e A __,—Eth e
hinausliufi. E-—E’ ist aber der Ausdruck des in der b
Geraden ' ZZ uneéndlich entfernten Punktes. | hins
Weil 4, B, €' ebenfalls Punkte der geraden Linie vk
sind, so werden auch B!/—(/ ("= A4’ 4'—B' Aus- | Dy
driicke des unendlich entfernten Punktes seyn und; nach driic
A, B, C entwickelt, zu demsclben Ausdrucke hinfithren ot
miissen. So 1st z. B. schn
BreCiee yA—aC _ aB = ﬁ:/.f druc
) e il
_ely—pAd—ely—o)B—oa(@=F)C ot
e (7 —e)(e—p)
=@—nAdty—aBt(@=H)C
zber

wie vorhim
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Am einfachsten aber gelangt man zu diesem Aus-
drucke durch Addition der Gleichungen (2).  Diese

h giebt:
e L (- ) At (5 9) BB ) = (B- 1) 44 (7 - @) B4 (=) .

Da nun hierin zu beiden Seiten des Gleichheitszein

i | s :
chens die Summe der Coéfficienten ==o ist, so sind auch
on die Ausdriicke auf der cinen und andern Seite entweder
o ==0, oder zeigen einen unendlich entfernten Punkt an.
g | Erstéres kann aber nicht seyn, weil die drei Punkte
i A, B; C rechter Hand nicht in einer Geraden liegen,
L anch die Coéfficienten derselben nicht einzeln =0 sind
T8 | (8. 27.). Mithin wird durch beide Ausdriicke ¢in un-
4 endlich entfernter Punkt dargestellt, und zwar der in
at, der Geraden #/B'C’ enthaltene.
leg
§ 4o. Der allgemeine Ausdrick einer geraden Li-
' nie in einer Ebene lisst sich, seiner Allgemeinheit un-
die beschadet t, auf eine weit einfachere Form zuriickbringen, -
i Er wurde erhaltén, indem man die Ausdriicke irgend
gweier Punkte der Linie nahm, und den einen dersel~
ler ben, mit eiier Verinderlichen mllll.lpll(.‘lrt, dem andern
hinzufiigte. Da nun die Wahl dieser zwei Punkte durch
116 nichts bedingt ist, so nehme mnan hierza zwei von den
15+ Durchschnitten mit den F.linien selbst; indem die Aus~
ch driicke der Durchschnitte nur aus zwei F.punkten zu-
en Sammengesetzt sind. So geben z B. die zwei Durch-

schnitte 4 und B/ mit einander verbunden, den Auss
druck der Linie:

yd—-aC—]—x(yB—ﬁC}EA-[—meg%gﬁ G

Zu demselben vereinfachten Ausdrucke kaon mat
zber auch mittelst blos analytischer Operationen, durch
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e

Einfihrung einer andern Verdnderlichen, melangen. In
dieser Absicht setze man in dem allgemeinen Ausdrucke: = g

(a4 a's) A4 (b4=bv) B+ (e 4+ ¢y C
zuerst @ a'v==2, so dass ¢ dic neue Verinderliche ist:

. . ¢ ¥
Hierdurch wird » = AT und

. dic
il 3 5
! ath == abl L bt — =y LD
| bt bl == — 2 == L gl
3 B al e
d'c—aqe’ Lt flelt .
t‘—!— el — L__:{ 2 5 Wl
al al i
%
wenn wir zir Abkiirzung wiederum die Buchstaben &,8,% | I
in der bisherigen Bedeutung genommen, anwenden ; und e
dor Ausdruck erhili die Form: i
Dbl Aot
PP e, T e A \
@l Qi
Man dividire ihn durch ¢ und setze s e ik, sa
wird er: ‘
bY Wik 4 ! oA 1T
A e e B :
a’ a' (]01’]
s ! ‘l")’—--;‘-}'u S PO B0 L e Yl t
Wfan nchme nun e 2T Verinderlichen = %
: Dtds gt &
so wird = und
:(
8 of +‘6’H’ —— C’;’ + Z;{l — E =—'—_,___a -'r-ﬁ_\: . Ung
al a'y 7 7 g .
j = ¢ Die
wetl immer a'v 4 b8 4 e’y =0 Hierdurch _w:rwandelt ai

sich der Ausdruck in:

o+ fx e,
v

A} B

wie vorhin, — Noch etwas einfacher wird ¢f, wenn maf  wei

il o .
it i ——ﬁfll'nd aut e seizb Lin
| r Py

| ArsB+ (i) G dur

wo nur noch zwei Constanien vorkommen:
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§. 41. Aufgabe. Die Ausdriicke zweier gerader
Linien in einer Ebene sind gegeben : ;
L Ad4azB4(atbs)C
IL A4yB(a+by) C
Den Ausdruck fiir den Schneidungspunki der Liniea und
die Bedingungsgleichung fiir ihren Parallelismus zu finden.
Auflésung. Da durch I jeder Punkt der einen,
und durch IL jeder Punkt der andern Linie ausgedriicke
wird, so verlangt die Aufgabe nichts anders, als, fir
# und y solche Werthe zu finden, fiir welche der durch
I. ausgedriickte Punkt mit dem durch II ausgedriickten
identisch wird. Fiir diese Werthe von & und ¥ miissen
sich aber nach §. 24. @ verhalten:

1:0:abv=1:y:a'+b%.
Hieraus folgt v=—y, a4 br=a’ 4+ by und r=y

(S ! ~ ® -
s U@t ‘Werth fiir # oder ¥ in L oder

b—b"
IL substituirt, erhiilt man den gesuchten Ausdruck fiir
den Schneidungspunki:
(6—?)’).&(—((1——(1')3—}-((z’b-—rz?)’) C.

Ist die Summe der Coéfficienten dieses Ausdrucks
=0, s$o liegt der den Linien gemeinschaftliche Punkg
unendlich entfernt, d.h. die Linien sind sich parallel.
Die Bedingungsgleichung fiir den Parallelismus der Li-
nien L und IL ist daher:

b—b'—ad-a'+ab—ab'=o.

Dieselbe Relation lisst sich auch noch folgender-
weise erhalten. Fiir den unendlich entfernten Punkt der

LinieList: 1424 a4 br=—o, alsox:——iiz. Hier-

durch wird der unendlich entfernte Punkt selbst:

(1) (484~ (+a)B4(a=—b) C
D




0

Eben so findet sich der unendlich entfernte Punkt
der Linie IL.: 8
(2) (+)Ad—(14a’)B4(a'—b") C Pu

Da nun zwei Parallellinien als solche angeschen

werden konnen, die in einem unendlich entfernten Punkte
sich schneiden, so wird bei stattfindendem Parallclis—

1 mus der Punkt (1) mil dem Punkie (2) zusammenfallen in

und mithin sich verhalten miissen :

14b:1taia—b=14b 1} ia’ —Db ent
Dies giebt die Bedingungsgleichungen: hil
14+ 1+t al el 1ta  1+taf k(a
1+b—-1+{)’ i 2—b. atwbl ] ist.
drii

die unter sich und mit der vorhin gefundenen identisch

sind. (ak:
§. 42. Aufgabe. Es sind die Ausdriicke dreier

gerader Linien in einer Ebene gegehen: m

A 4B 4 (atb2)C, ak

A+ yB+(a'+by) G, | seyr

A4-zB - (at - bi'z) C.
Die Bedingungsgleichung zu finden, bei welcher sich die |~ und
Linien in einem Punkte schneiden.

Auflésung. Hierzu ist nothig, dass die gegebe— als
nen Ausdriicke fiir gewisse Werthe der Veridnderlichen
%, ¥,  ecinen und denselben Punkt darstellen kinnen. —ciell

Fiir diese Werthe muss also nach §. 24, a. seyn: hinz
i I ' B—y— ;

| und e+ dv—a’'t} b'y—a'’ 4 bz, ; durc
i lich

Eliminirt man daraus =, y, 2, so kommt:

il , a'&"—a”b’-{-a“b —ab”—I—ai’)" LB (t‘bﬂo, sey
als die gesuchte Bedingungsgleichung.
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8. 43. Aufgabe. Die Bedingungsgleichung zu fin-
den, bei welcher drei durch ihre Ausdriicke gegebene
Punkte einer Ebene

P=ad+bB + C

Pl=a’ A+ 'B+C

Plr=a"d+b00B4C
in einer Geraden licgen.

Auflésung, Sollen 2, P/, P in ciner Geraden
enthalten seyn, so muss es (§. 22. ¢.) drei solche Ver-
hillinisszahlen &, &, & geben, dass
k(atbo41) P+ (a0 1) Pt + kv (@b 1) Pru—q
ist. Setzt man hierein 2, P/, P4 Jurch HpnNiC ausge-
driickt, und ordnet gehirig, so kommi:

(ak @'kt~ a“t) A (k4 D+ bisbity BH-(bbe ot O o,

Da nun 4, B, C nicht in gerader Linie liegen, so
muss nach §. 27.
ak+a'k! ik =o, 4Ok bt =0, kR4 —¢
seyn. Aus den zwei ersten dieser Gleichungen folgt:

Bkl bt —=ald — '’ ot — ablf - all — a'b,

- und hieraus in Verbindung mit der dritien:

bt — atbf 4 at’h — abt - b’ — b — 0,
als die gesuchte Bedingungsgleichung.

8- 44 Ich fiige noch die Ausdriicke fiir einige spe-

cielle Lagen einer geraden Linie gegen das F.dreieck

hinzu, :

Geht die Linie durch zwei F.punkte sclbst, z B.
durch 4 und B, so ist ihr Ausdruck : A+vB, der mig-
lich einfachste.

Geht die Linie nur durch einen F.punkt z. B. 4, so
sey irgend ein anderer in ihr liegender Punkt =ad
T0B8+cC. Der Ausdruck der Linie wird alsdann seyn:

D 2
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vAY¥ad+bBHcC=(w+a)d+bB+cC, oder, wenn man
die Verinderliche »+4ae=ux setzt:
v A+ bB+cC.

Ist also die Verinderliche nur in einem der drei
| Coéfficienten enthalten, so gehort der Ausdruck einer
il durch diesen Punkt gehenden Geraden an. — Der P'unkt,
| in welchem diese Gerade die F.linie BC schneidet, ist
=pB+cC Fir ihn selbst ist ¥=o0, und fiir den Punkt
A r==0c0"

Liuft die Linie mit einer der F.linien z B. mit BC |
parallel, so kann man sie als eine solche betrachten,

welche BC in dem Punkte B— C schneidet. Der allge- :
meine Ausdruck einer solchen ist daher: ad4b6B+cC | |
R, TR N

azi-]—(b-l—x)B—}—(c—fr)C
Eine Parallele mit BC, welche zugleich durch 4 5
geht, hat den Ausdruck: vA+B—C. Eben so ist der
Ausdruck einer Parallele mit A4C durch B: A44-yB— ¢, 1
Fiir v==1 geht der erstere, und fiir y==1 der letztere,
Ausdruck in 44 2 —¢ iiber, welches mithin der Durch-
schnitt beider Parallelen, d. h. derjenige Punkt ist, wel-
cher mit 4, G, B die Spitzen eines Parallelogramms bil-
det. Vergl. §.36.

A

gy

II. Ausdriicke gérader Linien im Raume 1

il itberhaupt. -

i | § 45. Seyen wiederum Z und E' irgend zwei

'.Iiiu Punkte der Linie, und als Punkte des Raumes gedacht

und auf die vier F.punkte 4, B, C, D bezogen:
el=—ad+bB+cC+dD, : 5

ell=a' 4+ B+ clC+dD;



r dret

einer
Punkt,
et, ist
Punkt

nit BC
ichten,
allge-
B4eC

rch A
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B— C.
tzlere,
Jurch-
-, wel-

1s bil-

iume

i Z“"'Ci
redacht

5o wird der Ausdruck der Linie; eZ+ ve'B/=—
(@t alv) A4 (b+ b'e) B - (etc'v) C4 (d+d'v) D,
welches daher der allgemeine Ausdruck einer geraden

Linie im Raume ist. ;

§ 46. Zusitze. a. Im Allgemeinen schneidet die
Linie jede der vier F.ebenen; heissen diese Durchschnitte
mit BCD, CDA, DAB, ABC resp. 4y B', €', D'. Die
Ausdriicke derselben ergeben sich aus dem der Linie auf
ihnliche Art, wie §.39- @ So muss z B. fiir 4, als
einen Punkt in der Ebene BCD, der Coiéfficient von 4,

d. i. et a'v=0, folglich v:——-% seyn. Diesen Werth

von # in den iibrigen Coéfficienten substituirt, und zur
Abkiirzung
ab! —a'b=—uq0, ac!—a'c=p, ad'—ald—y
be! —ble=20, bd' —b'd=¢, cd"—c'd=}

(1)

gesetzt, erhilt man:
(e4pf+y)d'=0B+pC+yD

und ehen so (0 4e—a) B/'= 004D —ad ()
(B4+06—¢)C'=p4+ 6B —tD
(y+e+8) Di=yd+eB+ t0)

b. Weil die vier Punkte .4, B/, ¢’, D' in einer Ge-
raden liegen, so muss zwischen je dreien derselben be-
sonders eine Gleichung Statt haben. Um. diejenige zu
finden, welche zwischen BY, ¢/, D’ obwaltet, multiplicire
man die drei letzten der Gleichungen (2) resp. mit
—t, —e& &8, addire sie hierauf, und es kommt:

St ett)y D —t(+e—a) B—e(f+0—1)C

— (at—Qs+78) A.

Da aber B/, ¢/, 1’ Punkte der geraden Linie sind,
und der F.punkt 4 im Allgemeinen ausserhalb dersel-
ben liegt, so muss nach §. 27. der Coéfficient von 4
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el —Petyd=0(y+et+ &) —E(@te—ea)—e(f+56—0)

=—o seyn. Diese durch geometrische Betrachtung erhal-
tene Relation zwischen o, $..& bestitigt sich auch durch
Rechnung. Denn multiplicirt man von den zwei aus (r)
schr leicht fliessenden Gleichungen «d — 58+ ce = o,
a'§—b'B+cla=o0, die erste mit d’, die zweite mit d,
und zieht hierauf die eine von der andern ab, so kommt,
mit wiederholter Anwendung von (1), dasselbe Resultat.
Es 1st demnach:

§(0te—o) B4e (B+0—10) € =6 (ytetl) Dv

w.ebenso ¢(atfty) A4y (B+0—8) €' =p(ytett) D/

¥ (tH-é‘ — o) B'to (ytet+ D = (fx-l-p-l-y) A

- B(0te— a) Bito (B+0—8C" =0 (etp+y) A

¢. Um den Ausdruck des unendlich entfernten Punk-

tes der Linie zu erhalten, hat man, wie §. 3q. ¢., im

Ausdrucke der Linie die Summe der Coéfficienten =—o zu

atbtctd ’

T RpT R  a und hier-

mit nach gehdriger Reduction den Ausdruck des Punktes
selbst :

(e tB+9) A+ (@+e—a) B—(p+é—C—(y+e+0) D

Denselben Ausdruck bekommt man auch durch Ent-
wickelung von 4 —B/, oder 4—C/ u.s.w., wenn
man dabei die identische Gleichung af+yd=ps mit zu

Hiilfe nimmt. — Am kiirzesten endlich gelangt man zu

setzen. Dies giebt v = —

dem Ausdrucke, wenn man die Gleichungen (2) mit den
Zeichen +, +, —, — addirt, und hierauf eine ganz
iihnliche Schlussart, wie in §. 3g. e., anwendet.

§. 47. Der allgemeine Ausdruck einer geraden Li-
nie im Raume (§.45.) lisst sich, dhnlicherweise wie in
§- 4o., dadurch vereinfachen, dass man statt den zwei

willkiibrlich in der Linie genommenenPunkten Z und £

Sad Bl Lt AW

—

At e et

)
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zwer von den Durchschnitten derselben mit den vier
F.chenen zu Grunde legt. So kann z. B. D/, als ein
Punkt der F.ebene 4BC, =fd+gB+4C, und ¢, als ein
Punkt der F.chene A4BD, =f'd+g'B+D gesetzt wer-
den. Hiernach zieht sich der Ausdruck der Linie zu-
sammen in:

(fe+f) A+ (gx+g') BL++Ct+D.

Eben so, wie bei der geraden Linie in einer Ebene
gezeigt wurde, kann dieser vereinfachte Ausdruck aus
dem zusammengesetzteren auch durch analytische Um-
formungen hergeleitet werden.  Da aber der hier zu
nchmende Gang dem dortigen ganz dhnlich ist, so wol-

len wir uns dabei nicht aufhalten.

§. 48. Aufgahe. Die Ausdriicke zweier geraden
Linien im Raume sind gegeben:

({m‘-!—a") A+ (bx+0) B+ xC+ D
(ay+a)) 4+ By + ) B+yC+ D

Die Bedingungsgleichungen zu finden, wenn die Li-
nien in einer Ebene liegen, und darin einander parallel
sind.

Auflsung. Angenommen, dass die zwel Linien
sich in cinem Punkte begegnen, so miissen, chen fiir
diesen Punkt, die Verinderliche » im ersten, und die
Verinderliche y im zweiten Ausdrucke solche Werthe
erhalten konnen, dass dadurch die zwei Ausdriicke iden-
tisch werden. Unter dieser Voraussetzung hat man nach

§. 26. a. die Gleichungen: :
1) avta'=oyta’;, 2) bx+b/=py+p, 3) ¥=y.
Eliminirt man daraus * und y, so kommt:

a—o __ b—8
(‘1) a’—a‘“l)’wﬁ”
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——

als die Bedingungsgleichung, wenn die Linien einen
Punkt gemein haben, mag  dieser unendlich entfernt
seyn, oder nicht; also itberhaupt, wenn sich die Linien
in einer Ebene befinden,

Soll nun iiberdies der den zwei Linjen gemeinsame
Punkg unendlich entfernt liegen, d. h. sollen die Linien
einander parallel seyn,  so miissen fiir die bestimm-
ten 'Werthe , welche # wund y fir den gemeinsa-
men Punkt haben, die Summen der Coéflicienten in den
Ausdriicken der Linien =0, also
B atbta)ahatt bt =o, 5 (estiybathi o
seyn. Man hat somit finf Gleichungen 1)...5), welche
fir den Parallelismus zugleich bestehen miissen, * von
denen aber jede cine Folge der vier andern ist, so dass
nach Elimination von x und ¥ aus denselben nur zwei
von ecinander unabhiingige Gleichungen iibrig bleiben.
Die eine dieser Gleichungen stellt (4) vor. Um eine

zweite zu erhalten, eliminire man & und y aus 3), 4), 5),
und es kommt:

(B) IO L ekt
@ +b't1 . a gy
(4) und (B) sind folglich die zum Parallelismus der
beiden Linien erforderlichen Bedingungsglcichungen.

II. Ausdriicke Ffiir Ebenen,

§. 49. Die Lage einer Ebene wird durch irgend
drei Punkte derselben bestimmt, die nicht in gerader
Linie liegen. Seyen diese Punkte, auf dje F.punkte des
Raums 4, B, ¢, » bezogen :

e.[s"_—_a/_!+5B+CC+a’_D
el —qal 44+ 0B +ec'c+aip
c“E”:a”d'{-b"’B-i-c”C-!-CZ”_D.
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' Jeder Punkt aber, der mit Z, £ B/ in einer Ebene liegt,

hat nach §. 24. 5. cinen Ausdruck von der Form eZ
+elvlitewh, wo v und w alle beliebigen Werthe ha-

ben konnen. Substituirt man darin die F.punkie, so

- kommt:

L (ata'vtallu) At (b+blv+b1w) BE (c+clv +c'tw) Ct(dtdivtdlis) D,

Dies 1st also, # und w als Veriinderliche genommen,

' der auf die F.punkte bezogene Ausdruck jedes Punktes

der Ebene, oder kiirzer, der allgemeine Ausdruck
der Ebene sclbst.

§. 50. Zusitze. a Im Allgemeinen wird von der
Ebene jede der sechs F.linien geschnitten. Man begreift
sogleich, dass, um den Ausdruck eines solchen Durch-
schnitts zu erhalten, man in dem Ausdrucke der Ebene
» und » $o zu bestimmen hat, dass die Coéfficienten der
beiden F.punkie, durch welche die geschnittene F.linie
nicht geht, gleich Null werden.

Um dieses auf die kiirzeste Weise zu bewerkstelli-
gen, setze man die Coéfficienten der vier F.punkie
atalv 4 al'w —p,
b bt bt —g,
5 { etcvdclw — 7,
ld-]- dlp - ditp—s,
und somit den Ausdruck der Ebene selbst:
II. pd4¢BLrCLsD. .
Man multiplicire nun die vier Gleichungen 1) resp.
mit e, 8, 7, §, addire sie’ hicrauf und sctze:

(aa.}.ﬁé—[-yc-[-(ﬁd: 0,
2)( aa!+- 36! - yel 4+ 84 — o,
[aa” + Bb L yott - Sdi—o,
soistauch 3) op 4 B¢ 4 yr 4+ 8s = o,
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eine Gleichung zwischen den Coéfficienten des Ausdrucks,
in welcher e, 8, 7, 8 Zahlen vorstellen, deren gegenseiti-
ges Verhiltniss mittelst der Gleichungen 2) aus den
Constanten des Ausdrucks gefunden werden kann. *)
Diese Gleichung besteht fiir alle beliebigen Werthe der
Verinderlichen » und w, und vertritt daher in Verbin-
dung mit dem Ausdrucke IL die Stelle des Ausdrucks I

Nach dem Obigen sind nun fiir den Durchschnitt
der Ebene mit 48 die Coéfficienten von € und 2, also
r und s, =— o zu setzen. Hierdurch wird ap + p7=o,
mithin p:¢=p:— a, und der Ausdruck des Durch-
schniLtsPunkta =pd+t+gB=pA—aB. Eben so leicht
finden sich die Ausdriicke auch fiir die iibrigen Durch-
schnitte, und man bekommt, wenn man den Durch-
schnitt mit 4B durch (4B), den mit A4C durch (AC),
. s. w. bezeichnet, nachsichende sechs Gleichungen:

*) Dies geschicht am ecinfachsten folgendergestalt. — = Mau addire die
Gleichungen 2), nachdem man sie zuvor resp, mit &, &/, £/ mul-
tiplicitt hat, und setze zur Bestimmung dieser neu eingelithrten
Hilfsgrossen:
ck +Clkt +cfl’klf ==0;
dk4-d'kt - drikit =nq,
so wird :
o (ak Lalkl 4-atki) -8 ok - b/k! -0k ) =o0.
Hieraus folgt weiter:
b b Rt = gtdt —etidl: ¢Vid —ed! :ed! — c'd,
o: f= (kA4 bik! - b1k): — (ak - a'k! - attk!).
Substituirt man nun in letzterer Proportion die Verhiiltnisswerthe
von &, &4 & aus der erstern und setzt zur Abkiirzung
betdt — bet1dr d-ble''d — bled - blied! — bVe'd = (bed) ,
die ¢ben so aus ¢, d, a, ¢!, d'; ... zusammengesetzle Function
=(cda), u. s. w., so verhilt sich
o:f=(bed) : — (cda),
und tiberhaupt:

a:f:y:0=(bed) : — (cda) :(dab): — (abc).

s T = 7 . |

A, &, =
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(e—f) (4B) =aB—pd,  (§=3) (BO) —pC—y3,
(€ —7) (4C) =aC—yd, = (B—0) (BD) —ED—5B,
(6—8) (AD)=aD—384,  (y—08) (CD) —yD—6C.

0. Aus diesen Gleichungen ergeben sich folgende,
zwischen den Durchschnitten selbst statt findende, Re-
lationen. Zuerst zwischen je dreien, die in einer und
derselben F.ebene und mithin in gerader Linie liegen:

1 1

(;——-% (€D) + S'—B) (BD) + (z_;;_";’) (BC) =o,

I

=) et (&) vor G=3) n -

G-3) o+ (G—3) @0+ (3-2) 0y =o,

é‘;") (BO)+ G-i) (40) + Gﬁ;} s
Da ferner alle sechs Durchschnitte in einer Ebene
enthalten sind, so muss auch zwischen je vieren, welche
nicht in einer Geraden liegen, eine Gleichung: bestchen.
Diese Gleichungen sind:
) ot (5=) Bat+ (C-5) o+ (5-7) (p) =,

und eben so noch zwei andere,

die eine zwischen (4B), (BD), (CD), (AC),

die andere zwischen (AC), (BC), (BD), (D).

e. Im Allgemeinen schneidet die Ebene jede der
vier F.chbenen. Der Ausdruck einer solchen Durch-
schnittslinie, z B. der in BCD liegenden, wird gefun-
den, wenn man in dem Ausdrucke der Ebene den Coif-
ficienten von 4, ata'vda‘w=—o setzt, und mittelst
der dadurch zwischen » und w» hervorgehenden Relation
die cine dieser Veriinderlichen aus den Coéfficienten der
drei iibrigen F.punkte eliminirt. — Noch leichter ge-
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langt man zum Zweck mit Hiilfe des Ausdrucks IL. und

der zugehorigen Gleichung 3), die sich, fir p==o, auf
1%, g¢B+rCt+sD und 3%) Bg+yr438s =o

reduciren, und in dieser verkiirzten Form dem Aus-
drucke einer Geraden, der Durchschnittslinie mit BCD

nimlich, gleich zu achten sind. Denn eliminirt man s
mittelst 3%) aus I1%,, und nimmt hierauf ic_/_ ==& zur
Veriinderlichen, so kommt:

5B +8:C— (B+y%) D,
derselbe Ausdruck, den man auch durch Verbindung der

in die F.ebene BCD fallenden Durchschnittspunkte (BD)
und (CD) erhilt.

d. Der unendlich entfernte Punkt dieser Linie ist:

(y—8) B4 @—p) C+(@E—7)D. Eben so
sind: (§—e) Cy(a—7) D+ (y—29) 4

(¢ —B) D+ (3—0) A+ (6—a)B

=N A+G—a)B+(@—p)C

die unendlich entfernten Punkte der Durchschnittslinien
_ der Ebene mit den F.ebenen CDA, DAB, ABC.

_ § 51, Auf ibnlicke Art, wie in §. 4o. und §. 47.
bei der geraden Linie geschah, lisst sich auch der all-
gemeine Ausdruck der Ehene cinfacher darstellen, in-
dem man za den drei sic bestimmenden Punkien drei
von den sechs Durchschnitten mit den F.linien wihlt.
Seyen diese (AD), (BD), (CD), so kommt, wenn man
dafiic ihre Werthe aus §. 50. @ nimmt, sie mit den Ver-

dnderlichen » und y verbindet und gehorig ordnet:

0A+ 6xB 48y C— (a4 fr+77) G,

>

-~

I B B~ R = S S . |

A eed
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. o
oder noch einfacher, wenn man — —=7, —---% = g,

— % = /% setzt:

A4xB4yC4(f+gv+1y) D.

Dasselbe Resultat kann man auch auf analytischem
‘Wege mittelst des Ausdrucks II. und der zugechirigen
Gleichung 3) erhalten, wenn man aus ersterem mittelst
der letztern, s eliminirt, und Lierauf ¢:p und r:p zu
den Verinderlichen » und y nimmt.

§. 52. 'Wenn in dem Ausdrucke einer Ebene die
zwei Verinderlichen solche Werthe erhalten, dass die
Summe der Coifficienten null wird, so gilt der Ausdruck
fiir einen unendlich entfernten Punkt der Ebene. Setzt
man daher die Summe der Coéfficienien =—o, und eli-
minirt mittelst dieser Gleichung die eine der beiden
Verinderlichen, so bekommt man einen Ausdruck, wel-
cher alle unendlich entfernten Punkte der Ebene in sich
begreift. In diesem Ausdrucke wird, unabhingig von der
darin noch vorkommenden Veriinderlichen, die Summe
der Coéfficienten immer null seyn, so dass sowohl der
von der Verinderlichen freie Theil dieser Summe, als
der in sie multiplicirte, jeder fiir sich null ist. Ein
solcher Ausdruck wird daher seiner Form nach eciner ge-
raden Linie angehoren, welche durch zwei unendlich
entfernte Punkte der Ebene gelegt ist, oder, wenn man
will, er wird der Ausdruck einer unendlich entfernien
Geraden seyn, von der sich aber chen so wenig bestim-
men lisst, nach welcher Gegend der Ebene hin sie liegt,
als man bei dem unendlich entfernten Punkte in ciner
Geraden die Seite der Geraden, mach welcher er liegt,
angeben kann,
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Zur Erliuterung diene der im vorigen §. gefundene
vereinfachte Ausdruck., Die Summe seiner Coiéfficienten

e . Eliminiri man

=o geselzt, gieht y —

hiermit y in dem Ausdrucke, so kommt nach einer leich-
ten Reduction :

(y—0)A+(y—0)eB+[d—at (6—f) ] C+[a—p+(B—p) ] D
der Ausdruck der unendlich entfernten Linie der Ebene.
Die in ihm durch die Verinderliche » verbundenen Punkie
sind nach §. 50. d. die unendlich entfernten in den
Durchschnitten der Ebene mit BCD und CDA.  Auf
erstern Punkt reducirt sich der Ausdruck fir #+ = o,

& Sin
auf letztern fir & ==o. Setzt man ferner & —— - %

—p

o —— . - .
, 50 ergeben sich die Ausdriicke der

 B—7
unendlich entfernten Punkte in den Durchschnitten mit
DAB und ABC.

und =

§. 53. Aufgabe. Die Ausdriicke zweier Ebenen
sind gegeben :

I. A4+vB4wCH(a+4bprtcew) D,
1. A+xB+4yCH (@ blx f-ely) D.

Den Ausdruck ihrer Durchschnitislinie und die Be-
dingungsgleichungen zu finden, wenn sie sich parallel
sind.

" Auflésung. Fiir einen gemeinschaftlichen Punkt
der beiden Ebenen ist:

1) v=v, 2) w=y, 3) atbrtew=a'tblxtecly,;
mithin, wenn man x und y aus diesen drei Gleichungen
eliminirt:

g—al ;- (b—0)pr+(c—e)w=o.
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Dies ist demnach die Relation, welche zwischen den
Veriinderlichen der Ebene I. fiir jeden Punkt, den sie
mit Il gemein hat, statt findet. Eliminirt man also
mittelst dieser Relation aus I. die eine der beiden Ver—
iinderlichen, z. B. w, so erhilt man den Ausdruck der
Durchschnittslinie:

(¢c—c)d+t (c—ehvB—[a—a’} (b —bv] C

— |ac! —a’e - (be! —b'e) ] D.
Findet sich in diesem Ausdrucke die Summe der

Coélficienten, - unabhiingig von », =o, so ist die den

. beiden Ebenen gemeinschaftliche Linie unendlich ent-

fernt, d. h. die Ebenen sind sich parallel. Die Bedin.

gungsgleichungen fiir den Parallelismus sind daher:
c—cl—ata'—actale—o
c—c! — b0/ — be!+ ble —o.

Ohne vorher den Ausdruck fir die Durchschnitisli-

- nie entwickelt zu haben, lassen sich diese Gleichungen

auch folgendergestalt leicht finden. Fiir einen unendlich
entfernten Punkt
der Ebene I ist: 4) s+e+(1+8)2+(1+e)w=o,
— =i ML =5k el (e RiDw G +e) y=o.
Sollen sich nun die Ebenen parallel seyn, so miis-
sen alle geineinschaftlichen Punkte derselben unendlich
entfernt liegen, oder analytisch ausgedriickt: alle Wer-

the der Veriinderlichen #, w, v, y, welche den Gleichun—

" gen 1), 2),3) Geniige leisten, miissen auch die Gleichun-
gen 4), 5) erfiilllen. Da aber jede dieser fiinf Gleichun-

gen eine Folge der vier iibrigen ist, wund mithin eine
dersclben, z. B. 3), immer unberiicksichtigt bleiben kann,
S0 muss, wenn man aus 1), 2) und 5), 2 und y elimi-

nirt, niichst 4) zugleich

6) t+a'+ (1t )+ (te)w=o
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seyn, ohne dass dadurch » und w bestimmte Werthe er- |

halten. Es miissen folglich die Gleichungen 4) und 6)
nicht zwel verschiedene, sondern eine und dieselbe Re-
lation zwischen # und w darstellen, und mithin die Co@f-
ficienten der einen in denselben Verhiilinissen zu einan-

der stehen, wie die der andern. Dies giebt:

itea 144 " i
1 146 1de?

welches demnach die Bedingungsgleichungen fiir den
Parallelismus sind, die von den vorhin gefundenen sich

nur der Form nach unterscheiden.

§. 54. Aufgabe. Die Ausdriicke einer geraden
Linie und einer Ebene sind gegeben:

(oot A4 (Bud- ) B4u C+ D,
A4 o8B +wC(a+tbe+tew) D.

Den Ausdruck fiir ihren Schneidungspunkt, so wie
die Bedingungsgleichungen ihrer Coincidenz und ihres
Parallelismus zu finden.

Auflbsung. Fiir diejeﬁigen ‘Werthe der Veriin-
derlichen, bei welchen diese Ausdriicke einen und den-
selben Punkt darstellen, muss sich verhalten:

cutof fut fru1i=1:v:w:atbotow.
Dies giebt: (eu+to!)r=pgu+p', (auta)w=1u,
(et o) (at+brtew)y=1;
und wenn man aus diesen drer Gleichungen ¢ und w,
eliminirt :

1) aleuta)+b(But ) tew=1, oder nu=mn,
wenn man atx-l-hﬁ’—l—c#n, 1 —ae' — b’ =m selzt.

Den hieraus entspringenden Werth von # in dem
Ausdrucke der Geraden substituirt, erhilt man den, der
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Geraden und der Ebene gemeinschaftlichen, Punke, alse
im Allgemeinen den Durchschnittspunkt :
(em +-o'n) A 4 (fm 4 g'n) B+ mC 4 aD.

Soll die Gerade mit der Ebene zusammenfallen, soll
also jeder Punkt der erstern zugleich ecin Punkt der
letztern seyn, so muss fiir jeden Werth von # in dem
Ausdrucke der Geraden die Gleichung 1) bestchen. Es
muss daher seyn:

tm-}~b§—]—- e=—o0, 1= a(x’—-bﬂ*‘mo,
die Bedingungsgleichungen fiir die Coincidenz, wodurch,
was man noch bemerke, in dem Ausdrucke des Durch-
schnittspunktes die Coéfficienten simmtlicher vier F.punkte
null werden.

Ist die Gerade der Ebene parallel, so liegt der ih-
nen gemeinschaftliche Punkt unendlich enifernt. Eg
muss daher fiir diesen Fall der sich aus 1) ergebende
Werth von z zugleich der Gleichung

2) avto' L futpfldnd1=—¢
Geniige leisten. Die Bedingungsgleichung des Paralle-
lismus ist folglich das Resultat der Elimination von %
aus den Gleichungen 1) und 2):

ac! 45— 1l
actbftec T atftar
§. 55. Aufgabe. Die Ausdriicke dreier Ebenen
sind gegeben :
L A4eBLuCd(atbit ¢is) D
. A4+eB4wC+ (a'+b'vtc'w) D
UL Ad+2B4yC(a''tbtatetly) D,
Den Ausdruck ihres Durchschnittspunktes, so wie

die Bedingungsgleichungen fiir die dabei miglichen spe-
ciellen Fille zu finden,

E
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Auflésung PFir den Punkt, welchen diese drei
Ansdriicke gemeinschafilich darstellen, muss seyn:
t==p=n8; U=mHi==Y,
atbiteou=—a! Loy tchw=altblztcl.
Man sctze daher

(a4 bt4cu=s, so ist auch
1) al +b'ttclu=—s
al+b' 'ttt —s,

Diese drei Gleichungen resp. mit e/ —mcf, ¢t—e,
o= ¢ multiplicirt und hierauf addirt, ergicht sich, wenn
man noch

bl —Blle! 3 blle — beH 4 bo! — b'c mit (be),
und die cben so aus ¢,a,¢',... und a,b;a... gebildeten
Functionen mit (¢z) und («b) Lezeichnets

; (be) £==(ca)
und auf gleiche Art. (b0) u== (ab).

Die hicraus fliessenden Werthe fiir # und = in I,
substituirt, kommt der Ausdruck des Durchschaitts~
punktes:

(20) A+ (ca) B+(ab) C+ [a(be)+b (ca)+o(at)] B.

Man bemerke dabei, dass, wenn man die Funclion

(@ (56)+b (ca)+ ¢ (ab) = (abe) sctzt, auch
'3)_ - af(be)+ b (ca)+ ef (ab) == («be) und
a''(be)+b(ca)tc'’(ab) = (abe) ist.

Dies folgt unmittelbar aus den Gleichifigen 1), wenn
man darin fir # und # die gefundenen Werthe substi-
tuirt, — Uebrigens ist die Function (abe) mit der in
§. 50. @ Anmerk. ehen so bezeichneien dicselbe,

Ist nun in dem Ausdrucke des Durchschnittspunk=~
tes die Summe der Coéfficienten
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3) G+t (1 +8)(ca)+ (1 +¢) (ab)=o,
0 liegt dieser Punkt unendlich entfernt. Im Allgemei-
nen sind alsdann die drei Durchschnittslinien der Ebe-
nen mit einander parallel, so dass die drei Ebenen ein
unendlich langes dreiseitiges Prisma einschliessen.

Es kann aber auch seyn, dass die drei Ebenen sich
in einer und derselben Geraden schneiden, oder mit an-
dern 'Worten, dass die Durchschnittslinie zweier Ebenen
n die dritte Ebene fillt. Sucht man demnach den Aus-
druck der Durchschnitislinie von zweien der Ebenen,
und hicrauf den Ausdruck des Puaktes, in welchem
diese Linie die dritte Ebene schneidet, so muss fiir go-
genwirtigen Fall in dem letztern Ausdrucke, d. h. in
dem fiir den Durchschnittspunkt aller drei Ebenen, je-
der der vier Coilficienten ==o seyn (§.54.). Dic Be-
dingungsgleichungen, unter welchen sich die drei Ebe-
nen in einer und derselhen Geraden schneiden, sind
demnach:

(be)=o, (ca) =0, (ab)=e,

von denen im Allgemeinen jede eine Folge der beiden

giebt. =
Anmerkung, Setzt man a-t1=a,, bj1=0b,, c¢-t1 =gy
a'--1=a’,, u, 5; w. und bezeichnet die ehen. so ans byy e,
blyas zusammengesetzte Function, als es (bc) ans b5 ¢, 8',...
ist, mit (b,c,), u. & ww.! so sieht man bald; dass (8,¢,) = (bc),
(eia)) = (ca), (2/6,)==(ab). Hierdurch wird die Bedingungsglei=
chung dafiir, dass sich die drei Ebenen fn Parallellinieu schueiden :
a,(b,e))+ b, (era;) ¢ (4,8,) =0, also vermige der ersten Glei-
chung in 2):
(aibie) =0,
wenn man die aiis (@bs) gleicherweise hervorgchends Functiod
durch (a,b,¢,) ausdriickt, Man wiirde dies Resultat unmittelbar ge-

funden haben, hitte man, ochne vorker den Dnrchschuittspunkt zu
suchen, dic Summen der Coéfficienten in den Atiedriichen der Ebe
nen einzeln == o0 gesefzt.

E 2
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§. 56. Den Beschluss dieses Capitels soll eine Za-
sammenstellung von Ausdriicken machen, welche gera-
den Linien und Ebenen in einigen besondern Lagen ge-
gen die F.pyramide zukommen. Von der Richtigkeit
dieser Ausdriicke wird man sich leicht iiberzeugen, wenn
man jeden derselben in den, von der oder den Verin-
derlichen freien, Theil und den oder die damit behafteten
Theile zerlegt, und hierauf diese, bei Geraden zwei,
bei Ebenen drei, Theile einzeln betrachtet. Vergl. §. 44.

I. Ausdruck einer Geraden, welche

1) die gegeniibersteh. F.linien 4B und CD schneidet:
axd+4aB+eC+D;

2) die F.linie 4B schneidet und mit CD parallel lduft:
ax A+ 2B~ C+D;

3) durch 4 geht und mit BCD parallel ist:

wd+bB — (i1 +8) C+D;
4) 4B schneidet und mit BCD parallel ist:
av A4 (b4x) B—(140) C+ D

II. Ausdruck einer Ebene, welche

1) durch BC gelegt ist und mit 4D parallel Liuft:

A+xB+yC—D,
2) durch 4 geht und mit BCD parallel ist:
A+ 2B+yC— (x+y) D;
3) mit 4B und CD parallel ist:
(a-i—x)A-——xB-l-yC—-l-(l —y) D.
Die Durchschnitte dieser Ebene mit den iibrigen
F.linien sind:

ad+ C, fir x=o0, y=1; aB+C, fiir r=—a, y=1,
ad+D, fiir x==0, y=—=0; aB+D, fir x==—a, y==o.
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Hiernach ist der Ausdruck einer Geraden, welche
in einer, mit 5 und CD parallelen, Ebene licgt und
zugleich 4C und BD schneidet:
axd+4 aB+xC4D.

Finftes Capitel

Von Ausdriicken krummer Linien in

Ebenen.

§. 57. Wenn in dem Ausdrucke eines Panktes in ei-
ner Ebene, pA+4¢B4-rC, die Coéfficienten p, ¢, r, be-
lichig gegebene Funclionen einer verdnderlichen Grisse
¢ sind, und man fiir # nach und nach alle Werthe sub-
stituirt, bei welchen die Exponenten der Verhilinisse
p:q:r reell bleiben, so werden die Punkte aller der so-
mit erhaltenen Ausdriicke, construirt, eine Linie in der
Ebene bilden, ' die im Allgemeinen krumm, und nur
dann gerade seyn wird, wenn, wie im vorigen Capitel,

' die Functionen von lineiirer Form sind, oder doch durch

Umformung darauf gebracht werden konnen.  Heisse da-
her der Ausdruck pA4-+4 ¢B4rC mit der Verinderlichen
¢, der Ausdruck der Linie selbst.

§. 58. Wir wollen uns gegenwirtig auf die Cur-
ven beschriinken, in deren Ausdriicken die Coéfficienten
rationale Functionen der Verinderlichen sind. Da cs
nun bei einem Ausdrucke nicht auf die absolulen Wer-
the seiner Cotfficienten, sondern bloss auf die gegensei-
tigen Verhiltnisse derselben ankommt, so kinnen wir,
sollten der ecine, ader zwei, oder alle drei Coéfficienten
gebrochene Functionen seyn, dieselben durch Multipli-
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