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Kidg. Tochaivcho Hochschle
Ziirich
Bibliothek
des Mathematischen Seminars

Zwei allgemeine Sitze tiber linedre Differentialgleichungen
mit algebraischen Coefficienten.
20. Febr. 1857.

Bekanntlich lisst sich jede Lisung einer lineiiren homogenen
Differentialgleichung nter Ordnung in » von einander unabhiingige
particulare Liésungen linelir mit constanten Coefficienten ausdriicken.
Sind die Coefficienten der Differentialgleichung rationale Functionen
der unabhiingigen Veriinderlichen #, so wird jeder Zweig der, allgemein
zu reden, vielwerthigen Functionen, welche ihr geniigen, sich lineiir
mit constanten Coefficienten in » fiir jeden Werth von 2 eindeutig
bestimmte Functionen ausdriicken lassen, welche freilich dann liings
eines gewissen Liniensystems unstetig sein miissen. Sind die Coef-
ficienten aber algebraische Functionen von #, welche sich rational in
« und eine u-werthige algebraische Function von x ausdriicken lassen,
so gehort zu jedem Zweig dieser w-werthigen Function eine Gruppe
von n von einander unabhiingigen particularen Losungen, so dass in
diesem Falle jeder Zweig einer Lisung der Differentialgleichung als
ein linefirer Ausdruck von hochstens wn eindeutigen Funectionen sich
darstellen lisst, welcher aber von ihnen immer nur 2 einer (';l‘tl}nlm
angehorige enthalten wird. Aus diesen Vorbemerkungen wird man,
da sich jede nicht homogene lineiire Differentialgleichung leicht in eine
homogene von der niichst hohern Ordnung verwandeln lisst, ersehen,
dass die folgenden Siitze alle lineiiren Differentialgleichungen mit al-
gebraischen Coefficienten umfassen.

Es selen 3, #,..., ¥, Functionen von #, welche fiir alle com-
plexen Werthe dieser Grisse einiindrig und endlich sind, ausser fiir
a, b, ¢, .., g, und welche durch einen Umlauf des # um einen dieser
Verzweigungswerthe in lineiire Functionen mit constanten Coefficienten
von ihren fritheren Werthen iibergehen.

Zu ihrer niheren Bestimmung scheide man die Gesammtheit der
complexen Werthe in zwei Gebiete durch eine in sich zuriicklaufende




die der Reihe nach durch simmtliche Verzweigungswerthe

iy a0 oeht., so dass in j"ll:'lll dieser Gebiete die Functionen
vollic cesondert und stetig verlaufen, und betrachte die Werthe der

Functionen in dem auf der positiven Seite dieser Linie liegenden Ge-

hiete als gegeben. Durch einen positiven Umlanf des # um a gehe
— 1 - e 4] ' 3 ? e =
nun y; in T Ay y m DAY, .. Yo in T A7 y; liber und dhn-

lich durch einen positiven Umlauf oem & », in By, ete, durch

einen positiven Umlauf um g , m XG, i,
Bezeichnet man nun zur Abkiirzung das System der »n Werthe

(4ys Ysy -y Un) durch (y) das System der nn Coefficienten
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durch (4), das System der B durch (B), ..., der & durch (&), und
die aus (y) mittelst des Coefficientensystems (A) gebildeten Werthe
l’.!‘_i yi, ZA i, ..., ZA y: durch (A)(yy, Yo, .-, ¥n) = (4) (), s0
findet zwischen diesen Coefficientensystemen die Gleichung

ll (G(F)...(B)(A) = (0)

statt, wenn man durch (0) ein Coefficientensystem bezeichnet, das
nichts #indert, oder in welchem die Coefficienten der abwirts nach
rechts gehenden Diagonale = 1 und alle iibrigen = 0 sind. In der
That, durchliiuft # die ganze Grenzlinie so, dass es sich von einem
Verzweigungswerth zum folgenden auf der positiven Seite bewegt, dann
aber jedesmal um diesen Verzweigungswerth positiv herum, so gehen
die Funetionen () nach und nach in (G)(y), (G)(F")(y), schliesslich in
(GY(F)..(B)(A)(y) iiber. Es hat aber denselben Erfolg, wenn z die
necative Seite der Grenzlinie oder die ganze Begrenzung des negativer-

seits liecenden Gebiets durchliuft. wobei (Y1; Yoy <5 Yn) ihre fritheren

Werthe wieder annehmen miissen, da sie in diesem Gebiet allenthalben
einiindrig. sind.
Ein System von # Functionen, welches die eben angegebenen Eigen-

schaften hat, werde durch

hezeichnet.

Man betrachte nun als zu einer Klasse gehorig simmtliche Systeme,

fiir welche die Verzweigungswerthe und die um sie stattfindenden
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Substitutionen gegebene der Gleichung (1) geniicende Werthe haben,
was, wie sich bald ergeben wird, fiir unendlich viele Systeme der Fall
ist. Nach einem leicht zu beweisenden, von Jacobi vielfach ance-
wandten Satze lisst sich jede Substitution, allgemein zu reden, in drei
Substitutionen zerlegen, von denen die letzte die inverse der ersten ist,
und in der mittleren die Coefficienten ausser der Diagonale siimmtlich

- () sind, so dass durch sie jede von den Grossen, auf welche sie

»

angewandt wird, nur einen Factor erhiilt. Es liisst sich also z. B.

FEIRC 0
i
2 0. A. ()
A) = (&) > o)t
|". 0 y

setzen, wenn (¢)~' die inverse Substitution von (&) bezeichnet. Die

Grossen 4 werden dabel die » Wurzeln einer durch (A) vollig bestimm-
ten Gleichung nten Grades. Fiir den Fall, dass diese Gleichune gleiche
Wurzeln hiitte, miisste man der mittleren Substitution eine etwas ab-
geiinderte Form geben; wir wollen aber zur Vereinfachung diesen Fall
vorlinfig ansschliessen und annehmen, dass er bei der Zerlegung der Sub-

stitutionen (4), (B), ..., (G) nicht eintritt. Die Substitution (¢) kann in

LA

| X
v

durch Hinzufiigung einer nur multiplicirenden Substitution verwandelt
werden; in dieser Form aber sind, wie die Gleichungen, durch welche
sie bestimmt wird, zeigen, alle moglichen Werthe derselben enthalten.

Durch einen positiven Umlauf des # um « gehen die Werthe der
Functionen y aus (p,, ps, -, po) In (A) (p) iiber. Die Werthe der durch

die Substitution («)=! aus (y) gebildeten Functionen
:.1' 2 i ol )}
gehen daher aus (a)~!(p) in
,'_‘ 0, ()
o Lot o 4 e :
(G _1\_1\1; == ' i&‘l__'_fa
‘ 0. 0 ,’
iiber; oder! (2, 2y, = 8y) 1 (A 2., A2 3 Ry B Jo

Wenn eine Function z durch einen positiven Umlauf des 2 um a
den constanten Factor 4 erhiilt, so kann sie durch Multiplication mit
emmer Potenz von (# — @) in eine Funection verwandelt werden, die in
der Umgebung von a einiindrig ist. In der That erhilt (# — a)* durch
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einen positiven Umlauf des # um @ den Factor ¢“*7; bestimmt man
logi
4

also w so dass ¢“*7' = ], oder setzt man u = — =, so wird z(z — a)—*
- J 2m

eine fiir # =— a einiindrige Function. Diese Function lisst sich also
nach ganzen Potenzen von (z — @) entwickeln, und z selbst nach Po-
tenzen, die sich von u um ganze Zahlen unterscheiden.

Demnach sind 2, 2,,.., 2, nach Potenzen von a entwickel-
bar, deren Exponenten in der Form

log i, logi, log
=t Lm, =21 m, ..., =—+m
s 2w 2w

enthalten sind, wenn m eine ganze Zahl bedeutet. Wir wollen nun
annehmen, dass die Functionen y nirgends unendlich von unendlich
grosser Ordnung werden, so dass diese Reihen auf der Seite der fallen-
den Potenzen abbrechen miissen, und bezeichnen durch By ays sy hn

die niedrigsten Potenzen in diesen Reihen, so dass
B — BT vy i ay ¥

endliche von 0 verschiedene Werthe haben. Offenbar kann die Diffe-
renz zweier von den Grissen w,, w,, .., g, nie eine ganze Zahl sein,
da die Werthe der Grossen 4;, 4,, .., 4, simmtlich von einander ver-
schieden sind; dagegen werden die Werthe der entsprechenden Ex-
ponenten bei zwei zu derselben Klasse gehorigen Systemen sich nur
um ganze Zahlen unterscheiden konnen, da die Grossen 4, 4., .., 4,
durch (4) vollig bestimmt sind. Diese Exponenten kinnen dazu die-
nen, die verschiedenen Functionensysteme derselben Klasse von einan-
der zu unterscheiden, oder doch sie zu gruppiren, und es geniigt, wenn
sie bekannt sind, statt (A) die Substitution (¢) anzugeben, da die
Grossen 4., 4y, .., 4, schon durch sie bestimmt sind: wir werden uns
daher zur genaueren Charakteristik des Systems (y,, ¥, .., #.) des Aus-
drucks

(a b ...{."

l(f..' ';i"...'

@y u v 0, &
s 050

bedienen, in welchem die Grissen der iibrigen Verticalreihen fiir die
Verzweigungswerthe b, .., g die analoge Bedeutung haben sollen, wie
die der ersten fiir @«. Es liegt dabei auf der Hand, dass jedes System
als ein specieller Fall eines andern betrachtet werden kann, in welchem
die entsprechenden Exponenten zum Theil oder siimmtlich niedriger sind.

Es ist nun nicht schwer zu beweisen, dass zwischen je n 4 1 Sy-

stemen, die derselben Klasse angehiren, eine lineare homogene Glei-
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chung mit ganzen Functionen von z als Coefficienten stattfindet. Wir
unterscheiden die entsprechenden Grossen in diesen n 4 1 Systemen
durch obere Indices. Nehmen wir an, dass zwischen ihnen die n Glei-
chungen stattfinden:

(1

a, ¥ + a 'ffl _’r -4 a, .,a,r“" = ()

2) as + a9, 4+ ay" =0

| (BN : (n)
Gylin T G Y. —+ TGy =0

so miissen die Grissen a,, a,, .., @, proportional sein den Determinanten

e
der Systeme, welche man erhilt, wenn man in dem Systeme der
n(n + 1) Grossen y der Reihe nach die 1te, 2te,..,n 4 1te Vertical-

reihe wegliisst.  Eine solche Determinante X - 4"y .. 4" erhiilt

durch einen positiven Umlauf des # um a den Factor Det. (4) und

kann fiir # = a nicht unendlich von unendlich grosser Ordnung wer-
den; sie lisst sich also nach um 1 steigenden Potenzen von = — a

entwickeln. Um den niedrigsten Exponenten in dieser Entwicklung zu
bestimmen kann diese Determinante in die Form gesetzt werden

o

4 v 1) (2) n)
Det. (e) Z+-2"'¢," .. %

In letzterer Determinante ist das erste Glied
= |\r — a)

multiplicirt in eine Function, die fiir # == 0 einen endlichen und von 0
verschiedenen Werth hat. Der niedrigste Exponent in der Entwick-
lung dieses Gliedes nach Potenzen von (z — a) ist daher

(L) (2) n
—— Tl g Bus
bl Ve ol e

und hieraus erhiilt man durch Permutation der oberen Indices die nie-
drigsten Exponenten in den Entwicklungen der iibrigen Glieder. Offenbar
ist der gesuchte Exponent allgemein zu reden gleich dem kleinsten von
diesen Werthen und jedenfalls nicht kleiner. Bezeichnen wir den klein-

sten dieser Werthe durch w, den ihnlichen Werth fiir den zweiten

Verzweigungswerth durch v,..., fiir den letzten durch o, so ist
-y ) (2) h S
P2 '{* _f,f]] ..‘i,f.)“.',fl“ vl —ag) P (. —DbYF .. (- - )¢

eine Function von x, welche fiir alle endlichen complexen Werthe ein-
indrig und endlich bleibt und fiir » = oo unendlich gross hochstens

von der Ordnung — (u + » - - ) wird, folglich eine ganze Function

hichstens vom Grade — (« + v 4 -+ 4 9). Diese Grosse muss daher,
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wenn die Funetion nicht identisch verschwindet, eine ganze, nicht
negative Zahl sein.

Die partiellen Determinanten, welchen die Grossen a,, a,, . ., a, pro-
portional sind, verhalten sich demnach wie ganze Functionen, multipli-
cirt mit Potenzen von & — a, & — b, .., — ¢, deren Exponenten in
den verschiedenen Determinanten sich um ganze Zahlen unterscheiden,
Die Grissen a,, a,,.., #, verhalten sich daher selbst wie ganze
Funetionen und kémnen in den Gleichungen (2) durch diese ersetzt
werden, wodurch man den zu beweisenden Satz erhiilt.

Die Derivirten der Functionen #,, 7., .., 4, nach = bilden offenbar
ein derselben Klasse angehoriges System, denn die Differentialquotienten
der Functionen (4)(y,, ¥, - -, ¥a), in welche (v, ¥,,- ., ¥») durch einen

yositiven Umlauf des # um @ iibergehen, sind
D

dy, du., din
f('.f -’!’.r' rfr-
da die Coefficienten in (A) constant sind. Durch diese Bemerkung

erhiilt man aus dem eben bewiesenen Satz die beiden Corollare:
wDie Functionen y eines Systems geniigen emer Differentialgleiching
nter ”;'ff’w"ﬂ{,f‘ deven ('“"r'lf""f' nten ganze Functionen von x sind.”

und:
Jedes derselben Klasse angehirige System lisst sich in diese Functionen
und ithre n — 1 ersten ])fff}i'aH."_n‘rr/'flurr,fr'riif!.ip linedir mit rationalen
Coefficienten ausdriicken.’

Mit Hilfe des letzteren liisst sich ein allgemeiner Ausdruck fiir
simmtliche Systeme einer Klasse bilden, aus welchen man .sofort sehen
wiirde, dass die Anzahl simmtlicher Systeme, wie oben behauptet,
unendlich ist: es soll indess hier nur angewandt werden zur Aufsuchung
aller Systeme, in welchen nicht bloss die Substitutionen, sondern auch
die Exponenten dieselben sind. Fiir ein beliebiges System Y., ¥,,..., ¥,
mit denselben Substitutionen und denselben Exponenten wie u,, #s, .., ¥a
hat man nach demselben, wenu man die Derivirten nach Lagrange

bezeichnet, #lineiire Gleichungen von der Form:

¢, Y, = by, + i.]k,,r': -+ .-+ b, ;j."]‘:
Co }': = le“: - Li W’ + .+ b, ;ff:.l 2

¢ } e L:r,f__ —J.— ”i ij‘ Y —;— b A l.”‘.

'\I 1
wobei die Coefficienten ganze Functionen von # sind. Die Function
¢, hingt nur von den Functionen y ab, und fiir den Grad der

Functionen b ergiebt sich ein endliches Maximum, so dass sie nur eine
endliche Anzahl von Coefficienten haben. Damit umgekehrt die ans
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diesen Gleichungen sich ergebenden Functionen Y, Y,, .., ¥, die ver-
langten Kigenschaften haben, miissen diese (Coefficienten so beschaffen
sein, dass fiir die Verzweigungswerthe ihre Exponenten nicht niedriger

sind als die der Functionen y und dass sie fiir alle anderen Werthe

= S ¥a
1 1

von 2z endlich bleiben. Diese Bedingungen liefern fiir die Coetficienten
der Potenzen von # in den.Functionen b ein System linefirer homogener
Gleichungen. Die Auflosung dieser Gleichungen ergiebt, wenn sie zur
Bestimmune der Coefficienten hinreichen. als allgemeinsten Werth der
Functionen (YY) den Werth const.(y), wenn dies nicht der Fall ist,

aber einen Ausdruck von der Form:

mit den willkiirlichen Constanten k&, %, ..., %,. Von diesen willkiir-
lichen Constanten kann man eine nach der andern als Funetion der
iibrigen so bestimmen, dass das Anfangsglied in der Entwicklung einer
der Functionen (&)= (Y), ()~ 4Y),..., (@) (Y) Null wird, wodurch
die Exponentensumme jedesmal wenigstens um eine Einheit erhisht
wird, so dass schliesslich die Exponentensumme wenigstens um m er-
hoht und die Anzahl der willkiirlichen Constanten um ebenso viel ver-
mindert ist. Auf diese Weise kann man aus jedem Systeme von
n Functionen ein anderes mit hiheren Exponenten ableiten, welches
durch die Substitutionen und die Exponenten in seiner Charakteristik
-bis auf einen allen Functionen gemeinschaftlichen constanten Factor
vollig bestimmt ist. Es werde nun auch dieser Factor dadurch be-
stimmt, dass man den Coefficienten der niedrigsten Potenz von z — a
in der Entwicklung der ersten von den Functionen (&)—!(y) gleich 1
setzt, so dass die Functionen y eindeutig bestimmt sind.#®)

Man hat dann nur nothig scharf aufzufassen, wie sich der Verlauf dieser

Functionen der Lage eines der Verzwelguneswerthe, z. B. a iindert, um

zn dem Satz zun gelange dass die Grissen y ein iibnliches System von

Functionen wie von » auch von a bilden mit den Verzweigungswerthen

b, ¢, d, ..., g, * und Substitutionen die aus (A), (B),..., (F) zusammengesetzt
. .

dass es unmoglich ist, die Functionen mit a so zu iin-

Bis. hierher reicht ein vollstiindig ausgearbeitetes Manuscript Riemann’s.
Da wo die kleingedruckten Worte beginnen, steht am Rande die Bemerkung ..von
hier an micht richtig®. Ich glaubte aber trotzdem nicht, diese Stelle ganz unter-
driicken zu diirfen, weil sie doch die Keime zu einer Weiterentwicklung der darin
angedeuteten wichtigen Theorie enthiilt. — Auf einigen Blittern, welche Entwiirfe
zu der vorstehenden Abhandlung enthalten, finden sich die Grundziige zu einer
Weiterfithrung der vorstehenden Untersuchungen, die ich im Nachfolgenden in mog-

lichst unveriinderter Form mittheile, W
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bleiber il die Anzahl der

in ihnen enthaltenen willkiirlichen Constanten geringer ist als die Anzahl der

dern, dass simmtliche Substitutionen const

hierfiir zu erfiillenden Bedingungen — . ki man das System als einen be-
sonderen Fall eines Systems mit niedrigeren Exponenten betrachten, in welchem
fiir diese speciellen Werthe von a, b, ..., g die ( oefficienten einiger Anfangs-
glieder in den Reihen fiir («)—1(y), (B)—1(¥) #)—1(y) verschwinden.

In Folge dieses Satzes bilden die Gr yn Functionen von

1y Yay - o

p Veriinderlichen a, b, .., g, @, welche, wenn siimmtliche veriinderliche Grossen

wieder ihre fritherens Werthe annehmen, entweder die friitheren Werthe wieder

erhalten, oder in lineire Ausdriicke ihrer fritheren Werthe iibergehen, mit
einem constanten Coefficientensystem, das aus den p — 2 beliebig gegebenen

¥

Systemen (A4), (B), (C) (F) irgendwie zusammengesetzt ist.

Auf eine weitere Untersuchung dieser Functionen von mehreren Verii
lichen und der ”fi.]f_—-]]]lifn‘i_ welche der letzte Satz fiir die EI:&t'L’l‘H“HH lineiirer
Differentialgleichungen bietet, muss ich fiir jetzt verzichten und bemerke nur
noch, dass ein Integral einer algebraischen Function als ein specieller Fall der
hier behandelten Functionen betrachtet werden kann, und dass man durch An-
wendung dieser Principien auf ein solches Integral auf Functionen gefiihrt
wird, welche die alleemeinen &-Reihen mit beliebigen Periodicititsmoduln dar-

stellen.

Bestimmung der Form der Differentialgleichung.

Es wird die niichste Aufgabe der auf diese Principien zu griinden-
den Theorie der lineiiren Differentialgleichungen sein, die einfachsten
Systeme jeder Klasse aufzusuchen, und zu diesen Ende zuniichst die
Form der Differentialgleichung nither zu bestimmen. Verstehen wir
unter den obigen Functionen U, y® ... »" jetzt, wie Lagrange, die
successiven Derivirten der Function y so werden die Gleichungen (2)
die Differentialoleichung, welcher sie geniigen, darstellen. Der Grad”
der ganzen Functionen, welche fiir die Coefficienten gesetzt werden
komnen, bestimmt sich folgendermassen: durch jede Differentiation nach
2 werden simmtliche Exponenten der Charakteristik, vorausgesetzt dass
keiner eine ganze Zahl ist, um die Einheit erniedrigt. Es bleibt daher:

= (1 n—1 ; .
'> = (Y - U, V(z—a)—#(z—0)""...(x — gy ¢ = X

allenthalben endlich und einiindrig, wenn man

0

5 - n.n - 1 = n.n—1 = n.n 1

W=y — —; v=2v, — 1.0 = 20— —

\ ! 3 i 5 ¢ 0 3

setzt. TFiir # = oo wird, da die Functionen y endlich und einiindrig
. e f 1) fo-—1 . .

bleiben, X 4+ ¥, 4, .. ¥, unendlich klein von der Ordnung: n.(n—1).

Der Grad der ganzen Function X ist daher

o TN T |
r={(m — 2) AT R
2
wenn m die Anzahl der Verzweigungswerthe und s die Summe der

Exponenten in der Charakteristik bezeichnet.
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Wenn in dem System der n.n 4 1 Grissen y statt der letzten
Verticalreihe die n 4 1 — fte weggelassen wird, so muss die aus ihnen

gebildete Determinante allgemein zu reden mit um £ hitheren Potenzen

von & — a, x — b, ..., @« — g multiplicirt werden und wird dadurch
eine ganze Function vom Grade » <4 (m — 1)¢ [nur filr { =n ist dieser
Grad » -+ (m — 2)n].

Die Differentialgleichung liisst sich daher, wenn man das Produect
(x —a)(z —b)...(x — g) durch @ bezeichnet in die Form:

X+ oX, 4+ -0 X,y” =20

setzen, so dass die Grossen X, ganze rationale Functionen vom Grade
r 4+ (m — 1)t sind. [X, vom Grade » - (m 2)nl.

Man untersuche jetzt, welchen Bedingungen die Coefficienten die-
ser Functionen geniigen miissen, damit nur fiir die Werthe a, b, ..., ¢
eine Verzweigung eintritt und die Unstetigkeitsexponenten fiir sie die
gegebenen Werthe haben. Eine Verzweigung findet so lange und nur
so lange nicht statt, als sich alle Losungen der Differentialgleichung
nach ganzen Potenzen der Aenderung von u entwickeln lassen, oder
so lange die Entwicklung von y nach dem Mac-Laurin’schen Satz
n willkiirliche Constanten enthiilt. Dies ist immer der Fall, wenn a,
von O verschieden ist. Man hat daher nur den Fall ¢, = O zu unter-

suchen. Setzt man die Differentialgleichung in die Form:
b,y + f;] (x a .’f’ + b, (z — H‘-!:‘l,‘” + i+ 0, (2 — a)yy™ =0

so miissen, damit um 2 = a die Function y den vorgeschriebenen

Charakter hat, p,, w., .., w, simmtlich Wurzeln der Gleichung

et Fbhuw—1)...(p—n+4+1)=0

b, 4+ b
sein. Dieses liefert # Bedingungen fiir die Functionen X und erfor-
dert iiberdies, da alle Grissen p endlich und unter einander ungleich
sind, dass b, fiir & = a nicht 0 sei. Aehnliches gilt fiir die iibrigen
Wurzeln b, ¢, .., 9 von @ = 0. Es kann sonach X, =0 mit o = 0
keine Wurzel gemeinschaftlich haben.

Ist nun (fiir eine Wurzel von X, = 0) @, = 0, a,_ aber von 0
verschieden, so konnen (fiir diese) y, v,..., ¥ —% willkiirlich ange-
nommen werden, dann aber ist y” ' durch die Differentialgleichung

a1 l f L Y 1 —II- S + Y = ()
bestimmt, so dass n — 1 willkiirliche Constanten in den » — 1 ersten

Gliedern der Mac-Laurin’schen Reihe auftreten, die letzte Constante
aber frithestens im # 4 lten. Man nehme an, dass sie zuerst im
n + hiten erscheine,
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Eliminirt man dann aber in der Aten Derivirten der Differential-
gleichung:

Ay Yy T " HLJH!I,_——!— ( ) YT A B PR R )

die ‘Grossen gy rh=—2 L i, ¥ ) mittelst der vorhereehenden Deri-
virten und der Differentialgleichung selbst, so miissen die Coefficienten
von yrtAh—D y—2 =5y simmtlich verschwinden, da diese
Grossen von einander unabhiingig sind. Man erhiilt also
ha,+ a,—1 =20,

also @, von O.verschieden und ausserdem noch n — 1 Gleichungen,
und es ergeben sich » Bedingungsgleichungen fiir die Coefficienten der
Funetionen X.

Man setze nun zweitens voraus, dass @, und a, ; gleichzeitig

verschwinden, @, . aber endlich bleibt, so dass die n — 2 ersten
Glieder der Mac-Laurin’'sche Reihe #n — 2 willkiirliche Constanten
enthalten, und nehme an, dass die folgende im »n -+ 4 — lten, die
letzte im 7 - ' — lten zuerst auftrete. Alsdann ergeben sich, damit
yot+r—2 ynd y* 2) yon den Werthen der niedrigeren Differential-

quotienten unabhiingig werden, die Gleichungen:

' h.h—1 . | :
;r;:ll_ = Ay T /ru‘,. _I-Fr[_ g =4,
hoaN. 1. w Py
fl:+f(!f: 1-—{—”\ Jl';("l
also @’ und a,_, von Null verschieden, und ausserdem 2n — 3 Glei-
chuncen. Es werden also zwei Linearfactoren von a, =0 und man

Auf ihnliche Art findet man fiir den Fall wenn a@,, @, —1, @ —2
;|,.i._-l|;.;gi1i}__!_‘ \‘l_’[':;'t_‘h\\'il}tll“ll__ s —8 aber [']].l_“ir]l bleibt, und die drei letzten

erhiilt 2n Bedingungen fiir die Functionen X.

willkiirlichen Constanten zuerst im n -4k — 2ten, n 4 I — 2ten,
n + I’ — 2ten Gliede auftreten, die Bedingungen:

Jf‘_r-—-'—_{l‘ r.f._;:Hq a ==,
h.:h 1.4 2 e Beilt—1 o . ., :
—a, + a1+ ha,_ s+ a — 0
1,98 1.2 S -
fiir . K. k" und ausserdem noch 3n — 6 Gleichungen, so dass @, drei

und nur drei gleiche Wurzeln hat, und 3» Bedingungen erfiillt wer-
den miissen. Durch Verallgemeinerung dieser Schliisse ergiebt sich
offenbar, dass jeder Linearfactor von X, » Bedingungen zwischen den
Functionen X zur Folge hat.®)

sichung fiir unendliche Werthe von

Ueber das Verhalten der Differential

» fndet sich im Riemann’schen Manuseript nichts; die Abzihlung der Constanten
ist nur angedeutet; das Folgende ist daher so gut als moglich vom Herausgeber
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mit :Klg:r_'Z-L\th”-'l. Loellicienten oL

Fiir unendlich grosse Werthe von # sind die Functionen y endlich
und stetig vorausgesetzt; um die hieraus fliessenden Bedingungen zu

erhalten, transformire man die Differentialgleichung durch Einfithrung

einer neuen Variablen - fiir . Dadurch erhiilt man:

—1
4 & ay +9 ol 7l
(— 1)yt = E* =+ (t— 1)tE**—1 T
c J; 3 ag
t{t—1 7 iy
{1 — O < 2 A
@~ 1) =D s B0
- d§
und die Differentialgleichung erhiilt die Form:
PR ) 1 1 e TR Yy
a, 8" =2 4 (n M. G £ A -
: n TES
dg d&
. 1 R 2 n—1 w 9 d”
n—1.n—2 i A am n—2 a1 & +a, —g E32— 1)
2 1 g dE"
>
+- 4 ay=0.
Nun ist @, vom Grade » 4 mn, a, vom Grade + mn — n -4
a, vom Grade » 4 mn — 2n in . Wenn man also die vorstehende

n— 2y

Gleichung mit

e

multiplicirt, so bleiben der erste und der
letzte Coefficient fiir £ = 0 endlich und dieselbe erhiilt die Form:

n 1 - 2
I 'y | o1 9 y 4 on—2d Vi e S0 00 o o,y =0
U 2 " E£E2 — 9 1 TE )« ?
ag® [l e A e dfrT e it
worin @,, ¢, _y, ..., ¢, Functionen sind, welche fiir & =0 endlich

bleiben. Nun lisst sich aber, wenigstens unter der Voraussetzung
dass X, nur ungleiche Factoren, und die oben mit / bezeichnete oanze
Zahl den Werth 1 hat, nachweisen, dass «,_; durch & theilbar ist.

Dies ist bewiesen, wenn man gezeigt hat, dass in dem Ausdruck

n— 1)na, s

sich die (r 4+ mn)te Potenz von z forthebt. Zu diesem Zweck zerlege
. ) . An —1 X > < =
man die echt gebrochene Function =—= in Partialbriiche :
an 0 A,
7 1ol s X, W) A ) A
-~ & .

An wX, r a =

worin sich die erste Summe auf alle Wurzeln a, b,.. der Gleichung
@ =0, die zweite auf alle Wurzeln «, 8,.. von X, = 0 erstreckt.
Nun muss in Folge der oben fiir den Punkt a aufgestellten Bedingungs-

gleichung” fiir # = a

erginzt. Ich bemerke noch, dass man etwas einfacher und allgemeiner zum Ziel
gelangt, wenn man von vorn herein einen der gegebenen Verzweigungswerthe ins
Unendliche verlegt. W.
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— — - 2

2 3 ; n.n—1 g ‘
sein, woraus sich fiir A4 der Werth A = = — Xu ergiebt.

Ebenso folgt aus der fiir den Punkt « giiltigen Bedingung:

an + @  =0:A=—1,
woraus man erhilt:
o T8 L
fo SERYTE 2 ‘ ok
@ B r— @ =l —
T n 1

Lisst man nun in ¢ unendlich werden, so ergiebt sich, wenn

man die Coefficienten der hiichsten Potenzen von z in @, und a,_
durch 4,, 4, _, bezeichnet:

An —1 n.n—1
= M. — S —Tr=nin S
A 2
womit der Nachweis der obigen Behauptung gefiihrt ist.

Damit also fiir unendliche Werthe von x die Functionen y end-
lich und stetig bleiben, miissen wir noch die Bedingungen stellen,
dass @, durch £% .., @ durch £"—! theilbar seien, deren Zahl
n.n—1

= — 1 betriigt.

Hiernach miissen die Coefficienten der Functionen X im Ganzen

i : : .
(m + ») n+ —— — 1 Bedingungen erfiillen. Die Anzahl dieser
Coefficienten betriigt, wenn man, avas freisteht, einen derselben = 1|
annimmt :
= n.n—1
Gt b il e () N 2) ¢ -+— ] + R 1
n.n -1 n.n 1
S AN (73 el JEIRE ST S o
=0+ 1)n+4+1)4 (m—2) E ‘ 3 1

Es bleiben also, wenn man fiir » seinen Werth setzt,
(m — 2) nw —s—mn.(m—1)4+1

von ihnen willkiirlich. Nun involviren die Functionen y, als Integrale
einer Differentialgleichung nter Ordnung #.n Integrationsconstanten.
Von diesen kann, da ein gemeinschaftlicher constanter Factor aller
Functionen y unbestimmt bleiben muss, eine = 1 gesetzt werden, so
dass im Ganzen in dem Functionensystem (y) (m — l)n(n — 1) — s
willkiirliche Constanten bleiben, die Verzweigungswerthe und die Un-
stetigkeitsexponenten, die als gegeben betrachtet werden, nicht mit-

gerechnet,
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Um nun die Frage zu entscheiden, in wie weit das Functionen-
system (y) durch die in seiner Charakteristik enthaltenen Grissen be-
stimmt ist, miissen wir die Anzahl der dadurch gestellten Bedingungen
bestimmen und diese mit der Anzahl der verfiigharen Constanten ver-
gleichen. Diese Bedingungen hestehen, nachdem die Verzweigungs-
punkte und die Unstetigkeitsexponenten gegeben sind, nur noch darin,
dass um die Verzweigungspunkte herum die gegebenen Substitutionen
(@), (B), ..., () stattfinden. Jede dieser Substitutionen enthiilt aber, da
man in jeder Horizontalreihe Einen Coefficienten beliebig wiihlen kann,

n.n I unbestimmte Coefficienten, zwischen denen in Folge der Re-

Eine eine identische Fo

lation (1) »* Bedingungsgleichungen bestehen. Von diesen letzteren ist

Ige der Annahme, dass s eine ganze Zahl sei,
(vgl. die Abhandlung , Beitriige zur Theorie etc.“ Art. 3. S. 67) und
demnach haben die in dem Functionensystem (y) enthaltenen Con-

stanten. m.n.(n — 1) — n 4 1 Bedingungen zu befriedigen. Diese
Zahl darf also nicht grisser sein als (m — 1).n.(n — 1) — s, woraus
sich ergiebt, dass s im Allgemeinen nicht grosser sein darf als n — 1.
Fiir den Fall s=n — 1 ist die. Anzahl der Bedingungsgleichungen

ebenso gross als die Anzahl der verfiigharen Constanten.

Riemaxs’s gesammelte mathematische Werke, 1. 24




	Seite 357
	Seite 358
	Seite 359
	Seite 360
	Seite 361
	Seite 362
	Seite 363
	Seite 364
	Seite 365
	Seite 366
	Seite 367
	Seite 368
	Seite 369

