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AB CURVAS INVENIENDAS ABSOLUTA . iip

functione ipsarum x 'y , p , q , r , &c . sive determinata sive indeter¬
minata . Functio autem determinata nobis est , quae, si alicubi dentur
valores litterarum x, y, r &c . ipsa assignari potest , sive algebrai-
ce sive transcendenter . Functio autem indeterminata est,quae per da¬
tos istarum litterarum valores , quos uno in loco obtinent , assignari
nequit , sed omnes valores praecedentes simul involvit , quemad¬
modum hoc evenit , si signa integralia occurrant . In Capite
igitur secundo Methodum tradidimus omnia Problemata resol¬
vendi , in quibus Z est functio determinata ; in tertio vero hoc
Capite persecuti sumus eas formulas , in quibus Z , vel ipsa est
functio indefinita , vel talium unam pluresve involvit ; simulque
Methodum exhibuimus pro iis casibus , quibus functio illa inde¬
finita nequidem per formulas integrales reprafentari potest , ve¬
rum resolutionem aquationis diflferentialis requirit . Nunc igi¬
tur eos casus evolvamus , in quibus expressio , qua maximum
minimumve esse debet , non simplex est formula integralis , uti
hactenus posuimus , sed ex pluribus ejusmodi formulis utcun¬
que composita : atque simul Methodum aperiemus plura alia
Problemata , qua non ad coordinatas orthogonales spectant , ex¬
pedite resolvendi.

CAPUT IV.

De Ußt Methodi hactenus tradita in refilutione
‘varii generis quaflionum.

Propositio I. Problema.

'f . T Nvenire aquationem inter binas variabiles  x &  v , ita ut p̂ro
X dato ipsius  x valore, puta pofito  x —•=a , formula  sZdx ob¬

tineat maximum minimumve valorem, exißente Z functione ipsarum
X, y , p , q , r , £jrc.five determinata five indeterminata.

SOLUTIO.

Ex quacunque consideratione variabiles x & y sint nata , ea
Euleri De Max . £ Mi ». R semper
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semper tanquam coordinato orthogonales cujuspiam cukVL Cbn?
siderari possunt : atque hanc ob rem quostio proposita huc revo¬
catur , ut determinetur curva abscissam habens =x & appli¬
catam = _? , in qua valor sZdx 3 si ad abscistam dato magni¬
tudinis , puta a: a , applicetur , siat omnium maximus vel mi¬
nimus. Quod ' si autem Problema hoc modo proponatur , tum
ejus solutio in procedentibus Capitibus fatis superque est tradi¬
ta. Quamobrem formula: proposito / '2 dx 3 secundum Metho¬
dos ante expositas , capi oportet valorem disserentialem , qui
dato abscisso x = a conveniat , isque nihilo oqualis positus da¬
bit oquationem inter x & y desideratam , quo pro data abscissu
x = a 3 producet formulo sZdx  maximum minimumve valo¬
rem . CL £ . I.

C O R O L L. I.

2. Methodus ergo ante tradita multo latius patet '3 quam ad
oquationes inter coordinatas curvarum inveniendas , ut quo¬
piam expressio sZ dx  fiat maximum minimumve . Extenditur
scilicet qd binas ^quascunque variabiles , sive eo ad curvam ali¬
quam pertineant quomodocunque , sive in sola analytica abslrac-
tione versentur.

Cor o - l l:  II.

z. Inter binas autem variabiles propositas discrimen ingens
intercedit , eo quod proposita formula sZdx  pro determinato
quodam alterius variabilis valore maximum minimumve obtine¬
re debeat . Isthanc ergo variabilem constanter litera x , alteram
vero littera y denotari convenit.

C O R O L L. III.

4 . Litteris igitur x & y debito modo (binis ' quantitatibus
variabilibus impositis , erit p  =
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s = z j - See. His scilicet Jitreris disserentialia cujuscunque
gradus , quae forte in maximi minimive formula insint , tolli
poterunt , ita ut Z futura sit functio litterarum x , y , p , q >r 3 &c.

COROLL . IV.

5. Cum ergo maximi minimive formula ad talem formam
s L̂dx  fuerit reducta , in qua Z sit functio ipsiirum x , y , p,
q , r , See. sive definita sive indefinita * tum ex superioribus prae¬
ceptis formulae szdx  valor diffcrentialis , respondens toti abs¬
cissae proposit « x = = d,  debet investigari , qui nihilo aequalis
positus praebebit aequationem inter x & y quaesitam.

C O R O L L. V•

6. Si Z est functio definita ipsarum x , y , p , q , r , &c. tum
valor diiferentialis formula:sZdx  non pendet a praescripto abs¬
cissae valore x =± = a ; & hanc ob rem aequatio inter x Sc y in¬
venta pro qualibet abscissa praebebit maximum vel minimum
formulae sZdx.

I

SCH0L1QN 1. '

*j.  Quia in hoc negotio valores disserentiales , quos ante pro
omni genere formularum sparsim eruimus , in promtu este opor¬
tet , eos hic conjunctim in conspectum producemus , ut sit un¬
de , quovis casu oblato , valores disserentiales, 'quibus opus fuerit,
conquiri ac depromi queant . Exhibebimus igitur formulae/ ’zdx
pro varia functionis Z indole valorem disserentialem , qui perpe¬
tuo determinat « variabilis x quantitati , puta x ~ a,  relpondeat.

K L - I.
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I.

Maximi minimivc formula
sZdx.

z = Mdx -f - Ndy + + & c*
Valor d.’ficrentiaiis erit

7iv, dx ( N dj>
d X

d dQ
\x+

J* K , d* S
dx 1 dx i d x* - & C. )4_;3 ^ dx+

qui valor differentialis pro omni variabilis.v magnitudine «que
valet.

I I.

Maximi mini mi ve formula
sZdx ..

d Z= =hdn ~’r Add x Ndy -f - jVdp ^ Css q *4 - &C.
& n = f [ Z] dx

existente
d \ z ~± == fM3 dx + [N]dy+ mdp + [QJdq + [,S ] dr  +

Jam posito post integrationem x = a,  sitsLdx = .H T po -̂
naturque H — sL d x = V ,

Valor differentialis erst

a v, dx ( N + [ N }V-
d.(p+ [p]vy , «fi. (jg+ fg.m

;/* ***~ ^
. ^ . ( il + [A ] T ) . ^4. ( S4 - [ S ] V)

7? i - d xvrix3 &C . )

I T T.

Maximi minimive formula
sZdx.

dZz = Ldn -f - Mdx + Ndy + Pdp + Qjsf  +
& n ■= s \_ Z ~\ dx

d [Z ] — [L ] dv + [As] dx+ [_N] dy+ [P ] dp + \_Qs\ dq + &C.
& 7T= / ”[ £]

» J dy + [/ >] dp -{- [_q~\ dq + \f \ dr + & C.

Sit iterum, posito post integrationem x == ■a ut ante , sL d x

I



'1 M RESOLVENDIS gVMSTIOXlBVS. 133

= H , ac ponatur H — /Ldx = F.  Jam integretur / [L] Vdx,
sitque integrale , eo casu quo x == a ponitur , = G , ac po¬
natur G — f [L) Vdx = [ V~] = G —f [L~\ dxQ H — sLdx );
His positis, Valor differentialis erit

*, . dx ( N + lW } V-K » ] C^ ] —

+ r + MIT ] ) _
d\ ( S + [S ] V+ [s ] \ V'\ ) 0

+ ^ CvC.. -

unde simul lex progressionis patet , si adhuc plura integralia
involvantur.

I V.

Maximi minimivc formula
sZdx.

d Z = Ldn + Mdx  4 - Ndy + Pdp + Qd q + &C.
& n = sZdx

Abeat , positox = a , h«c expressio ^ * in H , denotante

e numerum cujus Logarithmus est= 1, sitqueH e
Valor differentialis erit

-sLdx -V:

„ . AcWy — trZ + dJgVdx*
d3 RV , d+SV

"+ * Id X3 &c. )

V.

Maximi minimivc formula
sZdx.

dZ = L dn -\-Mdx ~pNdy + • P dp JQdq + Rdr + &C.
& n = s \_z ~] dx

d [Z] ■= [L> n 4-[Myx + [VJ4 + [P]^ + [a ]^ + m ^ + &c.
Sit , si ponatur x = a , post integrationem

s/lLld * Ldx == H
atque ponatur

R 3 e
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e— dx CH ~ se sl L^dx Ldx ) = Vi
Valor differentialis erit

m. dx (N + [ Äs] V
d}. ( K+ [ K.] V)

d. ( P + [ P] f ) dd . ( jQ+ [ Q] y )
d x d x1

a x
. d+. ( S + [Sl V)
‘ dx* &C. ) .

In his igitur quinque casibus continentur omnes regul« , quas in
Capitibus praecedentibus invenimus . Iique tam late patent,
ut omnes casus qui quidem occurrere queant , in iis vel actu
contineantur , vel saltem per eos non difficulter resolvi possint.
Iis igitur hic in compendium redactis , eorum usum monstrabi¬
mus , in resolvendis quaestionibus, in quibus x dc y non deno«
tant coordinatas orthogonales.

Exemplum I.

^L- 7- 8. Ex dato centro  C ductis radiis  C A , CM , invenire lineam
A M , qua inter omnes alias lineas intra angulum  ACM conten¬
tas fit brevissima.

Patet quidem hanc lineam quaesitam este rectam : interim tamen
hanc quaestionem secundum praecepta data resolvi conveniet , ut
consensus Methodi cum veritate luculentius perspiciatur .Cum igitur
longitudo linea:A M pro dato angulo ACM debeat este minima;
ponamus angulum hunc ACM esse =x -, seu centro C , radio
CB — i j describamus circulum , sitque arcus BS = x.  Tum
sit radius C M altera variabilis =y , aquatione enim inter has
variabiles x & y inventa , innotescet natura linere qua?sita?AM.
Jam autem ducto radio proximo C m erit Ss = dx, & mn
= dy , sumro Cn = CM : ob triangula vero similia CSs
& CMn erit i : dx =CM [y ] : Mn \_ydx ~\ . Ex his ita¬
que erit M m = \l (dy 1-\-y idx l ) ; & quia perpetuo poni¬
mus dy ^ =pdx,  erit Mm == dx V ( yy -Epp ) i unde linea?
A M longitudo erit = sdx \J (yy -\-pp ) , qua? debet esse mi¬
nima pro dato ipsius x yalore , puta x = a.  At quia ha?c for¬

mula
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mula ad casum primum pertinet , linea satisfaciens erit pro quo¬
vis valore ipsius x minima . Cum igitur sit Z = \/ (yy -hpp ') ,

er!t ' Z = Vfir + Z» + vs + E) ' & !n CasU1’tim° *“
Af = o , AT= „ - , Q = = 6 ,

jR= o , &c. ideoque = Ndy -j - P dp. Habebitur ergo

iste valor disterentialis nv . dx ( N >— js ) , indeque pro solu-
^ p

tione ista tequatio , o = N — — : quae , multiplicata per pdx

= dy , dat A dy = p dP;  quo in tequatione dZ = Ndy + Pdp
substituto , prodibit dZ=  P dp pdP , & integrando z -pC

= Pp,  seu C+ vOy + tf ) — y (| -̂ -r  Quocirca
= Confl. = b.  At est Mm [Vat y/ (yy -\ -pp ) ] : Mn [ js/xJ

= MC Q ]: ’ stOX quarta proportionalis probet
perpendiculum C P , quod ex C in tangentem lineae quaesitae
MP demittitur . Cum igitur hoc perpendiculum CP sit cons¬
tans , intelligitur lineam quaesitam este rectam : & quia , in ae¬
quatione inventa prima Ndx = dP , duae insunt potentia cons¬
tantes arbitrariae , conditio haec quaestioni est addenda , ut linea
quaesita per data duo puncta transeat ; tum igitur linea recta per
illa duo puncta ducta quaesito satisfaciet.

Exeüplüm II.

9 . Super axe  AP construere lineam  BM , ita comparatam, ut, Fig. %.
abscisa area  A B M P data magnitudinis , arem curva  B M illi
area respondens fit omnium minimus.

Quia pro data area ABMP  minima longitudo arcus B M
requiritur , area ABMP  nobis designanda erit variabili x : al¬
tera variabili y autem indicemus applicatam curvae P M . Jam
sit abscista A P = / , erit x = sydt 3 ideoque dt =

dx
y : atque

arcus



Fig. 9
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arcus BM longitudo erit = /V (dy z 4 - Posito ergo

'dy=/> dx , minimum effe debet hsec formula + / '/ ’)yy

== s talll + mil.  Erit itaque Z= '-LLL+ jäti , &

dz = - rTJ3- r^, + -JJOif,  unde M=  o
73 y ( I + ?Y ) ^ jy V7( I + 3 Y ) '

N.
yy  v ( i + jy Y)

;P jv^
v' ( i + Yi' ) ) o &c. Per¬

tinet ergo ha?c questio ad casum primum, ac solutio praebebit
lineam curvam, qux pro area quacunqueA P MB abscisse erit
brevissima. Pervenietur autem , uti in praecedente Exemplo ,
ad aequationem hanc 2 ~ C+  P/ , atque curva quassita per

data duo puncta describi poterit . Erit itaque ~~~

= C + y p p seu
+„ n y — ‘ ^C ^ < t+ W ) : veU

hinc fit b b = "P Y P p 3 />
V (b b- yy) _ djy

d xyy ydy
■■ , ob d x
ydt '

Erit igitur dt- ydt .

— x, &t =̂ c + \J ( bb — yv) . Quare linea
V( !>b— yy)  —

quassita erit 'Circulus , centro alicubi in axe AP , puta in C,
assumto: isque inter omnes alias curvas per eadem duo quacun¬
que puncta ductas , pro data resecta area A B M P , habebit ar¬
cum B M brevissimum.

Exemplum III.

io . Eduftis ex punctofixo  C radiis CA , CM ; intra eos
deßribere curvam AM, qua pro dato spatio ACM habeat arcum
AM brevijfmum.

Qjia arcus A M minimus esse debet , si spatium ACM da¬
rre magnitudinis abscindatur; ponatur area hrec ACM = * ,
atque radius CM designetur altera variabilis . Jam ponaturarcus
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arcus B S , radio GB = i descriptus, = t ; erit , ut ante vidi¬
mus, Mn = ydty & area M.Cm = ~yydt = dx,  unde sit
dt= — . Quia porro est M m = \/ ( dy1 4 - yxdt l ) =

V̂ Cdy' + 4^ ! ) j7 21

/yV ( 4 + ?ny )-

sit dy = pdx , minimumque este debet

Cum igitur sitZ = ~ ~ ? p ) , erit

A/ — o , N -.
22 ^( 4 +2Y ) ’

& P yp
V C4 + 2 *t %)

Q — o , &c. Hinc resultat ista »quatio Z = C + Pp;  propterea

quod sit M ==  o : ideoque — ^ p- —C- 4- y—rrrrr >^ 2 v- 4 -ry ? )
seu 4 = C7 ^ ( 4 -PyyPP ') ve* 2^ =yi/ (4 +yypp ') i hincquc
■fy _ 2 y/ ( ^ - yy  ) _ dj - 2dy . . _ ^7 _ .

* ,77 dx yydt ^ V(ßb -77)
itemque integrando t = A sin. 4- A sin. = A sin.

—cc )4 - <V (W — w) * a r 1 "
^In AC ex S demittatur perpendicu¬

lum QS = sin.A/ , erit QS = ^ {bb~ cc '+ -ĉ — yy). M

ex »quatione 14 - Const.— A sin. colligitur curva qu»sita
este Circulus A M E per punctum fixum C transiens. Describa- Fig.  9.
tur enim super diametro quacunque CE in C terminata Circu¬
lus CAME,  arcus A M interceptus inter radios ACM pro
data area ACM erit minimus. Scilicet si alia qu»cunque curva
per duo quacunque puncta in hoc Circulo sita describatur, bi-
nisque radiis ex C ductis area »qualis are» ACM abscindatur,
arcus illius curv» respondens perpetuo major erit quam arcus
A M . Quod ut appareat, ducatur ex C ad CE normalis CD,
in eamque ex S perpendiculum S Q demittatur : erit triangu¬
lum S C Qsimile triangulo CEM , hincqueCE : CM [ ; ]

= *CS [ i ] : S Q seuSQ = ^ = sin. A. DBS, vel DBS
Euleri de Max. & Min.  S =
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= A sin. Posita ergo diametro CE — & quia est

D BS= BS-siBD — t-\ - Const,  erit?-si Confl.— Afin .-̂ :
qua? est ipsa illa proprietas , qua curvam qu«fitam pnedicam este
oportere invenimus.

Exemplum IV.

ii . In fitperscie quacunque, sive ''convexa sive concavA, ducere
lineam , qua sit intra suos terminos omnium brevissima.

Sumatur planum quodcunque ad quod superficies referatur,’
A P Q , in eoque capiatur recta A P pro axe. Jam ex linea?
qu« sita? singulis punctis concipiantur perpendicula in hoc planum
demitti , quibus describatur linea A Q _, qua» erit projectio line«
brevissima? in hoc planum ; qua cognita , simul ipsa linea brevis¬
sima in superficie proposita innotescet . Vocetur AP = *
P Qj = j  j atque cum natura superficiei detur , ex datis AP = x
& P M = y definiri poterit longitudo perpendicularis Q _M in
planum A P Q _, donec superficiem in M secet, Quod si ergo
ponatur QM = « , longitudo hujus line« & dabitur per * &
y,  ita ut L sit functio definita ipsarum x 8cy.  Cum igitur sit
z  functio ipsarum * & y , qua ? ex « quatione locali ad superfi¬
ciem datur , ponamus esse dz = Tdx -si Vdy ; cruntque T  &
V ejusmodi functiones ipsarum .xr&j , ut Tdx -b Vdy  sit for¬
mula differentialis definita : posito nempe dT = Edx -si F dyy
erit dV = Fdx- j- Gdy , existente littera F  utrique disserentia-
li communi . Nunc elementum line« in superficie ducta? est =
>/( dx 1,-j —dy 1—si dzP ) = V ( dx l -f - dy1 -j - i 1 dx -j - Vdy ) ).
Posito ergo dy — : pdx , minimum esse debet ha?c formula
sdx Vi * -r p * -t- T 1 ~h zT Vp -\- V *p* ) ; ita ut sit Z  =
VC1 -si T\ -si zT Vp -si V1pz) 3 unde fit

-si
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d Z  =

4~ T Edx -4 - TFdy -f - pdp
4 - VEpdx  4 - VFpdy  4 - T Vdp

^ 4- TFpdx  4 - TGpdy  4 - V *pdp
j 4- VFp d̂x  4 - VGppdy
L v Cj ~irpp  4 - T14~ i T Vp+ V7 px)

Quae formula cum ad casum primum pertineat , proveniet ista
aequatio inter x & y }
T F d x 4 " V F p d x 4 - T G p d x 4 ~ V G p p d x ^

/ ( i -fTT + T* + zTVp +  F ‘ f ‘ )

* vo + „ + r + l^ T + rTT- * * « * >" - + */"

Fdx  4- Gdy = dV,  unde erit
Tdv 4 - Vpd V

tfO+ » (r + Fi ' )1 )
, _ * + *7 + *̂ _

v(i + pp+ ( T+ vpy)

s 4- ^ ( i4 -r *4- ^ >
| + dT ( V — Tp >

s= 'i 4 - ^ r4 -r }+3r ^ 4 - 3T ,̂ y + ^ /4 -2 ^ 4-^ 3X

^ C1+// + ( r4 - ,T ) 3 z

Aquatione autem ordinata , resultabit haec dp ( i + T 1-h V 1 }
4_ d T ( V — Tp ) 4- d V ( Vp — Tpp) = o,k \x dp

=  C- T£= W ™ 2 . Cum verofit , = ^ , erit ^
ddy ^ c . j , , (Tdf - VJx) ( dxJT+ dydV)

= - hincque fiet dxddy = K—^— -

quae, est « quatio differentio - difserentialis pro projectione A Q
lineae brevissimae in superficie qu^ sita ; ideoque indicat , eam per
duo quaeque puncta duci poste . ^Equario haec inventa in varias
formas transmutari potest , quae saepius majore commodo usur¬
pari poterunt . Ac primo quidem expediet eliminari difserentia-
lia dV  ek dV \ cum enim sit dz, = = Tdx  4 - Vdy -> erit ddz,
= d x dT  4- dy d V  4 - V ddy i ideoque dx dT  4- dy dV  =

S 2 ddz,
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ddz — Vddy,  quo valore substituto prodibit ista «equatiodxddy T' dxd dy+ V1 dxddy = Tdy ddz — Vd xddz
- T Vdyd dy + V1 dxddy,  seu d x d dy -f - T d zddy ==T dy ddz, — V d x ddz -, hincque d dy :ddz = Tdy - Vdx:dx + Tdz.  Multiplicetur tequatio inventa per dz , ac in pri¬mo termino scribatur Tdx -\- VdyXoco dz,  erit Tdx ' ddy~h Vdx dyd dy -f - Tdz 1 ddy = Tdy dzdd z — Vdxdzddz.
Addatur utrimque Tdy ' ddy — Vdxdyddy,  erit Tddy{d x1 4- dy' -f ~dz' ) = (dzddz + dy ddy} ( T dy Vdx )r d y ddy -\~dzddz

dx' -t-dy+ dz*
T d dy Tddz Vel mul-Tdy ~— Vdx d ac-f- Tdz

tiplicetur aquatio per dx,  ac loco T dx scribatur dz — V dy,obtinebitur d x ' d dy-\~dz ' ddy -— V dy dzddy = dy dzddz
— Vdy ' ddz — - Vdx 1 ddz.  Addatur utrimque dy 2ddy- Vdz'  ddz,  erit d dy { d x' + dy' + d z ' ) - V d zs dyddy + dzddz ) = dyidy ddy -b dzddz)  -
Vdd^ + dj' + d, ' ); ideoque =
ddy 4 - Vddz . . r . rf.~dy + Vd'z"' ’ °l U2e aquationes omnes in lequenti expressione
continentur i ydlAl + Alll3 - T.JJ? __ — TJdz _
ddy- f- Vddz

dx 2~i- dy 1-f - dz 1 T dy Vdx dx -f - Tdz

dy _j _ j/dz’ "orandum est, quia quantitatumT &cV  disse-
renrialia nusquam occurrunt, perinde este, sive in T & /^contineatur
e , sive minus. Quovis igitur casu oblato , conveniet eam aqua¬tionem assumere, qua?facillime integrationem admittat. Velu-ti si superficies proposita sit solidi rotundi conversione cujuscun-
que figura? circa axem A P nati , erit yy -j- zz —  quadrato func¬tionis ipsius .v , qua? sit = X, estque applicata illius curva?
genitricis abscissa? x respondens. Erit itaque zdz = XdX —

— unde siet T = &F=Z Z zdxy
y dy , Sc dz

Sumatur jam , commodi ergo , atquatio in qua T  non
occur-
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ddy -f - Vd dz  ,

7 7 + > ■/«  ■ qug ’ ob
7 , tranft in hanc ,ä 3 dx. 4-A2. z dy y d Z 5

lZdy_

. , dy ddy dz dd z
OCCUmt, hxc -Z - rfayzpji

S± ~ ,ka

2 ' dx2-\ ~dy2-j— dz1

cujus integrale est / y/ (V**-j- q- ^ L2) b
zdy  — y dz = b \J (̂ dx ~-f- dy2-f ~ dz 2). Quoniam nunc est

s = V ( -Y2—^ 2) a ponatur = vdx , erit dz = ~EZjJp̂ }

Sc zdy — ydz = x ' Jy „— £ ULj * , &V ( ^ l+ /̂ + ^ *)
_ i/( X*dx* -y *̂ x* + XV? 1 + X ' v ' dx* — 2 Xyvdxdy)
“ / ( A2 — y») •
Ergo X+dy2- 2X'y <v d x dy X2y2v 2dx 2 -= bb X2d x2
bby 2dx 2 b bX2dy2 b 2X2v 2dx 2 - 2b2Xyvdxdy , (eüdy 2,

2'Jb2—X 2 jXyvdxdy-)rX2y v 1, dx2— b2X2dx2-i-b2y2dx2—b2X2v2dx
X2Cbb — XX) ~ 3

quae, extracta radice, probet ^
Quod si ponatur 7 = Y/ , ut sit dy = Xdt -j - tv dx 3 fiet

^ / b d x d ( i -j- 'i’-v ) » . . -ty
v ttt — Ij = x, (H — XX) ; “ V» aquatione , qtua X
& n sunt functiones ipsius at, variabiles t & * a se invicem sunt
separata?.

Exemplum V.

12. Super axe  APN construere curvam  A M ejusmodi, , abs- Fig. m.
cijsa per normalem  M N area  A N M data magnitudinis, arcus
AM fit minimus.

Quia , pro definita are* A M N magnitudine, arcus A M
minimus esse debet , ponatur area AMN = ax,  positoque \
x = a , quo casu area AMN fit = aa,  fiat arcus AM mi¬
nimus. Ponatur porro applicata orthogonalis M P = y , abscis¬
sa A P = t , & subnormalis PN = » j erit a x = fydt -\ ~
i & » == •—? .r elementum vero arcus AM erit =

8 3 dy
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W HU Porro cum sit adx = ydt + ■̂ +ydn 'y

& dt -= P̂ -y erit *udx z= yydy + Luudy + {yudttyfk. dd
= —- ~ - Jam ponatur dy =z=j?dx>  mini-

rc  j  i i • />? d x sf (y y + u u ) .
mum eue debebit ^ - , atque u est quantitas cu¬
jus valor ex hac aequatione du = dx{ — —M ? — ,lil > <je-

y n y '
finiri debet. Pertinet itaque haec quaestio ad Casum quintum cum
quo si comparatio instituatur, fit u = n & 2 = V/Sw+ n,2) ,
undeL = ■fyy M == o , N 9t o &n ^ ^ + n 1) ’ nv/Cjjy + n 1)
P = Deinde cum sit n =isdx ( — — *2Ln

) j 6t ^2J & disterentiando erit

&LPJ

.22?.
' n1 [M ] = o . [W]

Es' .

■2a_ 2j . np_
3?  n yy

Jam erits [ L] dx ^= / 2-^ -

ly , & e

n s'
:n n

— - - - > at est LctJv

unde fetf e^ L^ x L dx "At-
slydy : nn

- - yy*sy  ^
n *v( y.y+ nn ) 5
ydy-t ~T7- 1r—r\ , cujus valorn d ( yy + n ) J

posito x = ^. fiat = H } sitque V = e ^ ' nn y ( H
/zydy .- nn  .

+f ~ n z ^ ) . His praeparatis, erit aequatio satisfa¬
ciens (N + t NJ V ') dx = d. ( P -f- [P ] V") y sive substitutioni-

__ 2 a Vd  x 2 Fdy _ nVdy  _
n ^iyy + nn.) ~yy  ir yy

J. ( Ul 3± 3Ji) — iÜ ,— — AteU z «Jx = , Jnn n .y J J
+

bus factis, —y
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'+ .ml2 +  n dy; unde erit - - ? ''i — r, —ZÄB — HÄ2
~ " 1 ' nv (j>y+ n ) jy nn

d.  ( ^(jyjy+ n 1) nF

_ yy du
n

_ 2 Fjy
n jy

2 Fijy _ 2jyd V
n n

)
+

ydy

+

2 Vdy , 2ydV
h +  n

n 1 n *)

+- ~ J y- hinc<iue

— 5-^ = o. Verum , est generaliter «'F
y yy
V [L ] dx ; unde erit d/F— - PJ ŷ

n VCyy  4 *n 1)
2Vydn _ udV Vdn

n1 y * jy
_ iVydn

n 1
- — Ldx
2 V y d y

V~P - ; hincque
y y d u

n 1 ^ ( y y + n n ) n'

+ n-i7 '{„ + nn)

quo substituto oritur
_ V_d n _ n F dy

y yy

dvdn , 2 V y du
~ r H—^
2V  dy , zydv , ndv

n n y

oi  hoc est dVC r̂ + ^ + — )dy  n y

v ( *? + & + ¥/ ’>= Ĉ r̂ + ^ + O) *n dy ' y

quX aquatio , cum sit divisibilis per ~ 4- dupli¬

cem dat solutionem. Quarum prima erit ~ =  qua ? pro¬

bet V = cy\  quoniam vero V evanescere debet in casu mi¬
nimi , eodem casu erit y = o ; scilicet posito x = fiet
y ~ o.  Cum nunc sit V— cy, facta substitutione in aquatione
j i/ _ jyjŷ _ 2 4 ? _l  ILi ? erit_ PP.il _

~ nV (, ‘ + n ' ) r > ^ jy ’ nb ' (/ + n ' )

_ _ 2cyydy_. h] nCqUe vel ^ — o , vel ^ o , quo casu pro¬

dit linea recta axi parallela; vel n 22, quo casu prodit linea
recta ad axem normalis: vel etiam V( yy + nn ) =  MN =
Conß. qua? aequatio dat Circulum ; atque integer semicirculus, ob
y = o in casu minimi, quadlto satisfaciet. Secunda solutio pro¬

dit ex divisore + • + -iP=  o , seu n ^ nq - -L-~ Z
*b*
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-f- 2 ydy = o , qua? multiplicata per yy > &t yyndn -{- nnydy
+ 2y *dy ~ o,  cujus integrale est n zy z -\ -y * ~ C^ hincque

yi __ 5,-4)
n = — -—— ; qua? aquatio , quia non pendet ab V,  pro
quocunque valore ipsius x satisfaciet . Erit autem introducta abs¬
cissa A P = t , ob u = n = 3 aquatio =

unde dt  = yy dy
ex qua aequatione intel-

ligitur 'Elasticam rectangulam quaesito satisfacere ; ita ut pro areaAN M inter normales A N & MN arcus curva? A M sit bre¬
vissimus. Ha ?c autem curva per data duo puncta , siquidem
axis A P sit positione datus , describi potest.

S C H 0 L 1 0 N II.

13 . Ex bis Exemplis eximius usus, quem habet nostra Me¬
thodus in Problematis etiam diversi generis resolvendis , abun¬
de patet ; inprimis autem ultimum Exemplum nonnullas nota¬
tu maxime dignas suppeditat circumstantias , ex quibus natura
solutionis illustrari poterit . Quoniam enim duplex aequatio ob
factores duos nata est, duplex quoque solutio prodiit ; quarum prior
lineam satisfacientem absolute determinat , ita ut ea per data duo
puncta duci nequeat : dat enim vel lineam rectam , vel semicir¬
culum , Linea recta duplici modo questionem solvit , dum est vel
normalis ad axem AP «, vel eidem parallela ; & quemadmodum
utraque satisfaciat manifestum est : nam in ea , que est normalis
ad axem , portio que cum axe & normali datum spatium com¬
prehendit perpetuo est infinite parva , ideoque revera minima:
altera recta axi parallela aliquanto latius patet , cum ea per da¬
tum punctum duci postit ; & quia ipsa? applicata? ad eam sunt
normales , ac spatium abscissum sit ut ipsa abscissa, ejus respec¬
tu linea illa recta utique erit brevissima. Semicirculus deinde,
qui ex prima solutione prodiit , ita absolute satisfacit , ut , pro¬
posita spatii abscindendi quantitate , ipse semircirculus determi¬

netur ,
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Oetur , ejus enim area esse debet —aa. Secunda autem folutio>
quae curvam Elasticam rectangulam praebuit , latius patet : nam
per data duo quaecunque puncta ejusmodi curva traduci potest,
eaque , inter omnes alias curvas per eadem puncta transeuntes,
hac gaudebit praerogativa , ut si, in omnibus curvis , per norma¬
les , are* aequales abscindantur , arcus Elasticae futurus sit om¬
nium minimus. His igitur expositis pergamus ad usum Metho-
di tradit * ostendendum , in iis maximi minimive investigationi¬
bus , in quibus maximi minimive formula non est talis expres¬
sio integralis simplex fzdx 3 qualem formam hactenus perpetuo
tractavimus, - verum est composita ex duabus pluribufve hujusmo¬
di formulis quomodocunque . Ac primo quidem , si maxi¬
mum minimumve esse debeat aggregatum duarum pluriumvc
formularum , integralium , puta fZdx -\- sTdx —sXdx  ,
operatio nulla difficultate laborat : quia enim formula maximi
minimive est sdx { Z -\- Y — Y ) , haec tanquam simplex
formula integralis tractari , ejusque valor disserentialis assignari
poterit . Operatio aurem eo redibit , ut pro singulis formulis

jszdx , sTdx Sc sXdx,  earum valores disserentiales quaeran¬
tur ; earumque loco in formula sZdx + sTdx — sXdx
substituantur j & quod oritur nihilo aequale ponatur : sicque ha¬
bebitur aequatio quaesito satisfaciens. ^

Propositio II . Problema.

14 . Invenire aquationem inter  x y , ut , posito  x = a , fat
hac exprejfio  sZ d x X s Y d x , qua eß productum ex duabus formu¬
lis integrahbus EZ d x <jr  sYd x , maximum vel minimum.

SOLUTIO.

Ponamus istam aequationem inter x & y jam esse inventam ,
foreque ex ea , posito x = a 3 valorem Formul * fZdx = A,
& sTdx = Bj  erunt hae quantitates A & B constantes ; at¬
que earum productum A B maximum vel minimum . Jam po¬
natur apud valorem indefinitum x variabilem y augeri particula

Euleri De Max . d “Min,  T n v*
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n* } ex ea utraque quantitas A & B incrementum accipiet , una¬
quaeque scilicet augebitur valore difterentiali ex procedentibus
definiendo . Sit igitur dA  valor differentialis ipsius A , qui res¬
pondet formulae integrali sZdx,  posito x a,  simiiique mo¬
do sit dB  valor differentialis ipsius B  oriundus ex formula sTdx,
posito x = a.  Cum ergo , ex adjecta particula nv variabili
y, abeat A  in A -\ - dA, & B in Bi - dB,  productum AB
transmutabitur in AB + - AdB + BdA  4 - dAdB i quare
cum A B elfe debeat maximum vel minimum , oportebit este
A B = AB  ct - A d B 4 - Bd A 4- dAdB.  Ideoque o =
A d B ~h B d A , ob evanescentem terminum dAdB  pra? reli¬
quis . Ex his itaque oritur sequens Problematis solutio ; Qua ?-
ratur fotmulxsZdx  valor differentialis qui sit dA,  sitque A
valor formulxsZdx,  quem obtinet posito x — a.  Deinde
quaeratur formula:/Xdx  valor differentialis , quillt dB,  ac B
denotet valorem formula: sTdx , quem recipit posito x =a:
quibus factis habebitur ista aequatio o = A iB  4 - BdA , iq
qua relatio satisfaciens inter x & y continebitur . Q± E. /.

C O R O L L. I.

15 . Quanquam in aquatione 0 = AdB  4 - BdA  insunt
quantitates constantes A & B , tamen ea: non sunt arbitraria?,
sed utraque per ipsam hanc arquationem definierur. Scilicet si
ex hac aquatione eliciantur valores sZdx & sTdx,  ponatur
que x = d,  prodire debent illae quantitates A 8c B ; unde hae
determinabuntur per 4 , & per reliquas constantes arbitrarias
qua: per integrationem ingredientur.

C O R O L L. II.
\6.  Si Z & T fuerint functiones determinata: quantitatum

x , y , p , q, r, &c . tum valores difFerentialesd A & dB  non
pendebunt ab a ; interim tamen quantitas a ingreditur in aequa¬
tionem + BdA:  ex quo curva inventa , tantum
pro definito abscissaex valore x = a,  quaesito satisfaciet. Co*
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COROLL . III.

17. Ex aquatione autem o = AdB + Bd A  particula
nv omnino egredietur : nam quia uterque valor differentialis
dAfkdB  per n v multiplicatus prodiit , iterum n K per divi¬
sionem exterminabitur : hocque modo «quatio inter x & y atque
constantes nascetur , qua Problemati satisfiet.

SCHOLIQN I.

18 . Neminem hic forma aequationis o = AdB + BdA  in¬
ventae offendat , eo quod speciem formulae differentialis desini¬
te prae se ferat , neque hinc etiam quisquam concludat aequatio¬
nis o = AdB -f - BdA integralem fumi posse hanc , Cmst.
= AB.  Jam enim significationes explicavimus , quas tribui¬
mus cum litteris A & J 5, tum etiam formis disserentialibus dA
& dB:  ex quo intelligere licet , vulgarem notandi modum hic
non locum habere . Ideo autem hunc notandi modum , etsi
a consueto disientientem , hic adhibere visuni est , ut nexus «qua-
tionis o — AdB -f - BdA  cum formula maximi minimive
sZdx . sTdx  melius perspieiatur . Cum enim maximum mi-
nimumve respondere debeat valor ! x = a ; ponamus hoc casu
abire /2 dx  in A & sTdx in J3 ; quo facto , maximum mini-
mumve erit AB.  Hinc autem sponte nascitur « quatio inventa
o == A dB  + BdA , siquidem AB , litteris A Sc B tan-
quam variabilibus spectatis , disserentietur . Quod cum fuerit
factum , in memoriam revocari oportet , pro disserentialibus dA
& dB  accipiendos esse valores difterentiales eos , qui conve¬
niunt formulis integralibus fZdx & sTdx,  ex quibus ipf«
quantitates A & B constantes prodiere . Hunc nexum ideo an¬
notasse juvabit , quod infra eundem ad quemcunque composi¬
tionis modum , quo formula maximi minimive ex formulis in¬
tegralibus composita fuerit , « que patere ; similique modo ex ipsa
maximi minimive expressione per disserentiationem «quationem
qusesitam obtineri ostendemus.

T 2 E X E M-
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Exemplum I.

19. Invenire aquationem inter  x & y , ut , posto  x = a ^fat
ißa exprejso  sy d x xsxdy maximum.

¥iztsydx = A , Stsxdy = B , posito x =z=a, & qiKt-
rantur formularum sy dx 8csx dy,  seu sxpdx,  valores dif-
ferentiales : ac formula / js^x valor differentialis est nv, dx.  i,
formulae autem sxdy , {ensxpdx,  est nv. dx ( — ~ d. x )
= — x k. ^ x.  Erit ergo = nv . dx , 8c dB = — »y.

unde aequatioo = AdB + abibit in hanc o =
— A . nv. dx -f - nv. dx,  seu ^ =*= F . Quaesito ergo
Omnes aequationes inter x 8c y «que satisfaciunt, dummodo , ca¬
sux = a,  fuerit sydx = sxdy,  hoc est area curvae= 4 xy.

Exemplum II.

20. Invenire aquationem inter  x & y,ut , casu  x = 2 ,fat mfc
nimum hac exprejfto sydxxsdx V ( 1 -hpp ).

Casu x = a,  Eat sydx = A, & sdxs/ ( 1 +pp) = B.
Porro sumendis valoribus differentialibus erit dA = n v. dx.  i,
SzdB = nv. dx  f- - d. - 1—,—£-- - ) = -—nv.dt

Hinc prodit sequens aequatio o == — A . nv. d
+ B. nv. dx,  seu Bdx = z Ad.

V(i + ff)
P

v' ( 1-i- ?? )'

V ( 1 + ? ? )
Quae integrata

dat x + h = ubi —•  denotat rationem , quam
tenet sydx  ad sdx^ (1 4-/ */ ) tum cum sit x = a.  Sit bre-
vitatis gratia — = c,  erit ( x -f- £) s ( 1 -f-pp ) = cp,  &

=^ . Integrata ergo hac aequa-
t » -}- £v (cc—

tione,
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tione ; resultabit y= / ’■+• *J( ce — ( •’<r4 -^ >)* ) > lta ut sit

(y — fy -f - ( x -f - b y = c * , unde patet curvam satisfacien¬
tem esse Circulum , radio c descriptum , axe ubicunque accep¬

to . Hujusmodi vero Circuli non quivis arcus satisfaciet , ve>

rum is tantum qui per c radium Circuli multiplicatus producit,
aream ; est enim A — Bc.  Ergo vel radius Circuli c pro lubi-

tu accipi potest , ex eoque definietur illa abscissa? x magnitudo
determinata a ‘y vel si a detur , ut ponimus , inde vicissim radius
c determinabitur . Perspicuum autem est arcum Circuli , qui sa¬
tisfacit , convexitate sua axem respicere debere ; hoc enim ca¬

su area fit minor , ideoque productum ex area in arcum mini¬
mum.

Exemplum III.

21 . Invenire curvam , in yuay pro data abfiijsa x = a, minimum

jiat bac exprejßo syxdxxsxdxVC 1 + PP ) *

Posito x = rf, fiat sy xdx = A , & sxdx  y ' ( i 4 -//>

5= B.  Erit autem d A »y. dx . x & dB=  — m. d x.

d. Xp-j-.- r  i unde obtinebitur ista aequatio Bxdx
y/Ci + pp) . ^

AJ - TTjifFsy i uiE!ntcsrata mT + tf)
x x 4- b b2 Cpx posito —- — c. Hincp — .

^ ( l + ) ’ r B r \Z (4ccxx— (xx-t-b&yX

= ^ , ideoque pro curva habebitur hac aequatio , y =

s
V C4CCXX——{xx -\ - b by ) xdxV ( 4CCXX——(xx -\ - bbj

b=  o , tum prodire xquationem pro Circulo y *1̂
cujus radius sit 2 c.

T z SCffO -
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S C H 0 L I 0 N II.

22 . Eadem hac Exempla omnia quoque resolvi possunt per
Methodum supra jam traditam j quare cum utraque via eadem
solutio obtineatur , juvabit solutionem per alteram viam uno
Exemplo exhiberi . Sumamus igitur tertium Exemplum , in quo
maximi minimive formula fy x dx xfx d x \/ ( i +pp) > disse-
rentiando iterumque integrando per partes , reducitur ad hanc
formam fy x dx fx dx \ ' pp)  4 - fx dx (14 - //0 ßxdx i
cujus utrumque membrum in Casu secundo supra §. 7. expolito
continetur . Quaratur itaque utri usque valor disserentialis , eo¬
rum enim summa , posita = 0 , dabit aquationem pro curva
quasita . Formula autem fyxdxsxdx *J { x -\ -pp)  cum Casu
secundo collata , dabit n = -fx dx \f ( 1 + ■/ »/>) & Z ~-= yxn  ;
unde fit L -= y x ; M — y n , N = xn , P =  o , &c. De¬
inde erit [Zj = x y/ ( 1 ~Ppp ) i indeque [ M ~\ .== \/ (1 -f- pp) .
lN ] = o , & [ F ] =
cujus valor . posito x

X P Porro o&fLdx  = ßxdx ,v c 14-ppy
—a,  quem generaliter posuimus H,

hic in solutione Exempli est A;  ita ut sit V = A — fyxdx.
Quare hujus formula valor disserentialis erit = n v. dx ( x n
_ _l_ 1 xp ( A - / yxdx)  )  '

dx  V ( t + pp)  ^
,, -f  ; + i - d. V " *?* ). Altera formn-V ( I + P? ) dx  V (! 4 -pp)

la fx d x sj (1 -|-pp ) fy x dx, cum Casu secundo §. 7. colla¬
ta , dat n = fyx dx & Z = x n v' ( i -pp p ) , unde erit L
= x y/ ( 1 -h pp ) > M = n ( 14 -pp ) , N =  o , & P —

/ d.

= nv\ d x ( */* xdx \I ( I -f- pp)
xpfyxdx  ,

JJf + fsy ^^ ncclue f ^ dx z= ßxd x s/ ( 1 4 -pp ) : quare cum
H  sit valor ipsius fL dx,  posito x = a,  erit H -= B, & V

%= B — fx dx \/ ( 1 -\- pp ). Porro est [ Z ] — y x,  hineque [A/j
= 7 5 & £Fj] = o . Ex his prodit valor disse¬

rentialis = nv. d x ( Bx — xfx dx ^ (i 4- p p) — j~  X
d.
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X d. -- -- ) . His igitur valoribus disserentialibus ambobus
VO +PPJ . .

addicis , emerge ! hujus expressionis composita? syxdxsxdx
\/ ( 1 ) -h sxdx  y^( i A-pp '/syxdx , seu hujus sy x dx 'A
sxdx y {i + pp ) , qua : in Exemplo erat proposita , valor dif-

ferentialis = n y. dx ( Bx
X p

VTJ+ 7F)) , ex quo

pro curva a?quatio erit ha?c Bx dx = A d.

eandem in solutione Exempli invenimus.
TTT + w • i “*”

Simiiis aurem con¬

sensus in genere deprehendetur , si quis expressionem/Z dxx
/Tdx  eodem modo tractate voluerit.

Propositio III . Problema.

23 . Invenire aquationem inter  x d*y ejus conditionis, ut, posto
S = r a , i/ia fractio—— - obtineat maximum minimumve valor em:

J J  1 X U x

exisentibus  Z & Y functionibus quibusunque ipsarum  X , y , p ,
q , r , &c . sue determinatis, sive indeterminatis.

SOLUTIO.

Casu quo fit # = * , sit sZ d x = A , atque sTdxe = rB\

eritque — maximum vel minimum , siquidem relatio inter

x & y recte suerit assignata- Erit igitur fractio ~  a?qualis ei¬

dem huic fractioni — , casu quo x = a>  si alicubi una ap¬

plicata ^ augeatur particula n », Tum vero si et szdx  requalis
ipsi A,  una cum valore disserentiali formula: sZdx , qui sit
= d A similique modo J Y dx  abibit in B auctum valore di£
ferentiali formula: sTdx , qui sit = dB ; sicque ex adjecta
particula nx ad applicatam ^ , casu quo x = a 3 transibit frac¬

tio sZdx
si 'dx

in hanc A -p d A
B-fdB quas aequalis esse debet fractioni

A
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—; unde nascitur ista « quatio BdA — AdB ; qu« pr« bebit
«quationem inter x & y qu « sitam. Q E . L

C O R O L L. I.

24 . Ad hanc igitur « quationem inter x 8c y  inveniendam ,
effici debet ut valores disserentiales ipsarum szdx & sTdx
proportionales fiant ipsis harum formularum valoribus , quos obti¬
nent posito x = a.

C O R O L L. Ii.

25 . Quanquam , in hac « quatione inventa BdA = AdB,
du « in este videantur constantes incognita ; A & B 3 tamen am¬
bas in unam compingere licet . Posito enim ~ =  C , erit
dA — CdBi  inventaque « quatione , ex valore a loco x subs¬
tituto determinabitur valor ipsius C.

SCHOLION.

2 5. Si hujus & procedentis Problematis solutiones Inter se
conferantur , ingens in iis deprehendetur consensus . Nam si
maximum minimumve esse debeat factum sZdxxfYdx , orta
est ista « quatio o =AdB + BdA;  sin autem quotus
debeat esse vel maximus vel minimus , inventa est ista « quatio
o =AdB — BdA -, utroque autem casu litter « A , B  &
dA , dB  eosdem retinent valores. Quare cum A & B sint
quantitates constantes , amb« « quationes tantum ratione signi
constantis disserunt ; posito enim — = C , priore casu habe-
tur dA = — CdB , posteriore vero dA = A - C dB.  Ex
quo pro utroque casu etiam eadem fere prodibit solutio ; quia
totum discrimen tantum in signo quantitatis constantis C situm
erit . Quod si ergo « quatio inter x 6cy  fuerit inventa , qu«

conti-
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Contineat , pro x = <*, factum fzdx xsTdx maximum vel mi¬

nimum ; eadem aequatio, levi adhibita mutatione , simul contis.
nebit quotum maximum vel minimum . Perspicuum

autem est , sive ~ 4 - debeat esse maximum vel minimum ,
J T dx

sive jjr , utroque casu eandem plane esse prodituram aqua¬
tionem . Hanc vero convenientiam ipsa rei natura postulat:

r  sz dx „ . . r . srdx . -
nam si tt- t—  est maximum , tum eo lplo erit 's mim-

/ 3 d x 1 sZ d x
mum & vicissim; unde utrique quzestioni eandem solutionem
satisfacere necesse est. Ca?terum hunc quoque nexum observas¬

se juvabit inter maximi minimive formulam , qua?, po-

sito x = a , abit in — , & inter aquationem inventam BdA

— A d B — o : ha?c enim aequatio oritur ex disscrentiationc

formulae — , ponendo ejus disserentiale = o ; istiusmodi au-

tcm nexum perpetuo locum habere in sequente Propositione de¬
monstrabimus.

Exemplum I. ■»

27 . Invenire curvam , cujus area coordinatis orthogonalibus abß-
ciffa ad arcum curva maximam teneat rationem , ß abfeijsa datus
valor  a tribuatur .

Posita curva? quaesitae abscissa= x , applicata = y ; erit area
= fydx , &. arcus = fd posito dy = pdx -.

maximum ergo esse debet 'jp  ^ , casu quo ponitur
x =3= a.  Sit igitur , casu x = a , valor tormula?sy dx,  seu area
= A ■, &csdx  yY i -f-//)  seu arcus abscissea respondens = B.
Deinde formula JJdx  valor diflerentialis dA  erit = nv. dx „

Euleri de Max , & Mia-  V 1 -1
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1, & formulae sdx \J ( 14 -pp ) seudB == nv. dx ( 1
d X

d. ;) nv. d. Quibus välori-V C1 +PP ) ' - V ( i4 -pp)
bus in aquatione B dA -= A d B substitutis , prodibit pro cur¬
va quaesita sequens aequatio : Bdx — — Ad. p-APonatur - — *

n

aqualis producto
d x = — ■c d.

cp

V ( i +
ita ut , pro abscissax = a,  area curvre fiat

ex arcu in hanc constantem c. Erit ergo

V ( , + t J) - & » «grando x '= i —
seu cp = ( £ — + / ’/ ’) > hincquc

b— x d y r  .
JZ Ent  ergo y = . . . .

( b — x ) *) seu

■* /)

V (l -E??) ’
P =

1 —f±  V ( <■
0 —/ >*+ o—

Fig.  12.

=c c i unde constat curvam quaesiitam esse Circulum radio c descriptum , ad rectam quamcun¬que tanquam axem relatum . Hujus aurem Circuli ea tantum -portio quaesito satisfacit , quae respondet abscissae=a -> a quo>valore pendet c , ita ut sumpta abscissa= a , area tequalis fiatproducto ex arcu in radium Circuli multiplicato . Quod si ergovicissim radius c detur , tanta in axe abicissa abscindi debet , utarcus per radium multiplicatus praebeat aream . Infinitis igiturmodis quaesito satisfieri potest ; quaestio autem erit determinata,si duo praescribantur puncta , per qua? curva quaesita fit tran¬seunda. Sumamus igitur radium c tanquam cognitum , co¬que describamus Circulum B M D centro C . Porro sumaturlinea quaecunque APD pro axe , in eaque A pro origine abs¬cissarum. Hoc jam fiicto , quaestioni satisfiet si applicata P Mtantum spatium AB MP abscindatur , ut id sit aquale produc¬to ex arcu B M in radium Circuli B C . Quia aurem sectorB C M est = i B M . B C , oportet aream A B M P esse du-plo majorem sectoreBCM . Apparet autem, sumto pro lu-
bitu,



IN XESOLFENDIS QUESTIONIBUS.

Situ , cum axe , tum ejus initio , sa?pe - numero conditionem
pra scriptam nequidem impleri posse. Nam si axis A D per
centrum transeat , tum area A BMP perpetuo minor erit quam
duplum sectoris BCM;  nisi , arcu BM infinite parvo , pri¬
ma applicata B A simul per centrum transeat : sin autem axis
AD supra centrum transiret , tum nullo modo conditioni in¬
ventae satisfieri potest . Quare necesle est , ut axis A D infra
centrum C ducatur , qua de re multa? egregiae observationes
geometrica ? fieri possent , si ratio instituti id permitteret . Ce¬
terum si haec Solutio cum Exemplo fecundo praeced. Prop . §.
20 comparetur ; apparebit eandem prorsus aequationem esse
inventam , üve fiy d x xfd x \f { i + / >/ >) debeat esse minimum,

sive sy d x
sdx\ (i + pp)

maximum. Discrimen tamen in hoc con¬

sistit ; quod radius Circuli c = — altero casu affirmative , alte¬

ro negative debeat accipi . Scilicet üfiy d x 'xfid x -{-pp)
debeat esse minimum,  arcus BM convexitate sua spatium
ABMP;  altero autem casu , concavitate claudere debet.

Exemplum II.

28 . Intra datum angulum ACM, curvam  A M conftruere Fig. j.
ita comparatam, ut arca ACM per arcum  A M divisa fit om¬
nium maxima.

Ponatur angulus ACM,  seu arcus circuli B S radio C B
— i ' descriptus = x , qui in casu proposito fiat = a , quo

■QL — fieri debet maximum . Ponatur porro C M —y , sit-

que dy = pdx , erit Mn = ydx , & area A CM —
xsjydx:  arcus autem AM reperitur =sdx s/ (y y •+■// ) :

unde ha?c fractio ^JdZsfi ^ + pp) ' scu C}ÜS duPlum

- syyj* — debebit esse maximum . Sit , casu quo x — a,
sdx <J(yy + pp) V 2 est,
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est, syy dx
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A , 8c sd x \/ (yy +/ >/>) = B; erit, six~ d,

area ACM = A , & arcus AM = ß, Jam formula?
/yydx = sl\ alor disserentialis dA est = n v. d x. 2 y , &
formula? sdx \J ( yy + pp) valor disterentiaiis dB est = nv.
dx  ( d _ l_

dx ' d (yy + pp) ) . Quare cumd ( yy + pp)
generaliter invenerimus pro curva hanc aquationem B dA
A dB, erit divisione per n? instituta, iBydx — —AlAl

P
Ad ' d ( yy+ pp ) '

erit 2Bydy == A  (

est d. ( yy+ pp)  =
y dy

V (yy + PP)
Multiplicetur ea per / , ob pdx = dy,
jjy_

V (yy + pp )

V ( yy + pp  ). ,y dy
V (yy + pp)

d- V( yy + pp ) —

- pd

+
V ( yy + pp)

) . At

V (yy + PP)
p

V ( yy + ppy dp\  un-

dc 15ct2Byd , = A ( d. </ Cjj + pp ) — d „) ?>
pob pd V(yy + pp)

d. pP

+ dp V (yy + pp ) d . p. V(yy+ pp)
■d (yy + ppy  Ql iare  integrando habebitur

ponatur , ista a?quatio yy + h b ~ c \/ (yy + pp)

— — cyy-f eu p

B ■c
cpp

V(yy+ pp)
hincque dx =

V(jy +pp)
_y y/ (c*y*— (yy + bb)*) _ dy

yy \_ bb ' d x 5
(yy + b b) d y

ne facile deduci potest, si sit c c + qbb  quantitas positiva,
constructionem per quadraturam Circuli absolvi posse. At idem
facilius patebit , si loco dx, vel />, introducamus perpendicu¬
lum C P , ex C in tangentem M P demissum. Quod si äu¬
ßern hoc perpendiculum CP ponatur = h,  erit y . u =
dxs/ ( yy + pp ) -. ydx,  hincque . = =# ; quamo-

brem
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brem cum esset yy+ bb= ^7 ent -?7 i ^^^ cu 5cluatn
constat esse aquationem ad ipsum Girculum. Hoc ut ostenda- f/g. ij
mus, sumatur Circulus quicunque, centro O , radio OM ~ -g
descriptus, punctumqueC sumrum/it in C 3 ita ut sit O C = h.
jam ducta recta CM = j, & CP — perpendiculari in tan¬
gentem MP , erit CP parallela radio OM . Ex M ducatur
diametroE F parallelaM R , erit M R = C O = h;  C R =
O M =g , P R a — g : quia igitur estM R 1= M P2-f-
PR 1—CM S—CP 2-b PR 2, erit h' ^ y'— u'+ Qu—g)1
= yl — 2g* -f-gg:  hincque yy-hgg — hh= ĝut  qua?com¬
parata cum inventa yy + .bb= cu> fietg = ~c , St -jrbb  =
^cc — hh , fe\x hh — ^cclsbb.  Erit itaque curva quaesita
Circulus, radio = ~ c descriptus, puncto C ubi libuerit ac¬
cepto. In tali Circulo quassito satisfaciet arcus AM , si fuerit
— =U~  radio O M ; hoc est si fuerit area ACM
AM 2 b i

= arc. AM . AO = duplici sectori AOM.  Hoc autem
fieri nequit, nisi punctumC extra Circulum accipiatur; quo casii
haec conditio infinitis modis adimpleri potestj atque adeo effi¬
ci ut curva satisfaciens per data duo puncta transeat.

Exemplum III.

29. Invenire curvam  DAD ^ axem  AC relatam, in ana Ftg.  14

pro data abscissa  AC — a, ßt ]p!pp)

Siponatur abscissa indefinitaA P = x , applicataP M = 7,

& dy - pdx -y exprimit ^ ant̂am  centri gravita¬

tis curvaeM AM , tanquam uniformiter gravis spectata?a punc¬
to infimo A ; qua? ergo distantia, translatoP in C , debet este
minima. Ad hoc inveniendum, positox = a, üt ftdx\/ (i -+-pp)
= A,  & sdxs (j + />/ ) = B : formulae autem sxdx^Qj-f -ppy

V z teperi-
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repcritur valor diffc-rentialis dA= — n v.d. - x s — , , & sor-V( i +PP)
mula: sdx\ / {i -{-pp')  valor disserentialis dB
qui!
Bd.

■nv. d. P
. , v ( i+ ?p) ’

quibus inj aquatione BdA — AdB  substitutis , prodibit

^ + S) ~ AJ -^ + ^y &P° ‘lt0  T = ' *cmd - 7U+ S
= cd - VO + 77) 1 und£ in,e Srändo ) =

b>  seu ^ ( 14 -/ '/ ' ) — (e — x )pi  hincquc eli¬
citur p = - ———■ — -2-

/ .77

V ( ( c
b d x

x /  - bb) d x Eric ergo y

V ( U' X) Txy quae aequatio indicat curvam quaesitam este
Catenariam , initio abscissarum pro x in loco axis A C quocun¬
que accepto : quin etiam pro axe fumi potest recta quaecunque dia¬
metro Catenariae A C parallela , in eaque punctum quodcunque
pro axis initio . Quomodocunque autem axis , ejusque initium
constituatur , quaestioni satisfiet ea tantum curvae portio , ubi fit

/xdx \ f(  i -H//0 = csdx  v (̂ i -+-,/>/ ) . Ponamus pro axe ip¬
sam diametrum AC , & verticem A pro initio abscissarum acci¬

pi . Quia in A , ubi est x = o , fit ^ ~p = = «>, necesse est
Ut sit cc — bb =z o j ideoque b = c.  Verum hoc casu fit
y = =/ —— —o  quae curva sursum directa fit imaginaria,
donec fiat x > z c.  Sit ergo x — %c+ / , erit t = abscissae A P,
&cy =  P M = / ~7 r rr-j curvaque D AD erit catenaria or-y 2 Ct 1t ) x
dinaria . Quo autem appareat quanta ejus portio quaestioni sa¬
tisfaciat , notandum est , ob dx = dt,  esse p = -j,— C—r— . ,\ \̂ ZCt “T 11)

c “b t
& v c i +tp ) — •ffztr + n ) ' hinc<5ue —

V(2ct+ >n.  At ipsi expressio
sit

/ ( c 4- t) dt
V Ẑot tt)

/

/■
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: ic  4 * i 't + tt ) * ^ UX ^ aqualis fieri nullo mo¬
do potest. Ex quo concluditur nullam curva; hujus portionem
quassito pr*e reliquis magis satisfacere. Quamobrem initium abs¬
cissarum non sumi potest in vertice A . Sumatur ergo in alio
quocunque puncto , positaque A P = / , fieri debet ibt tt
== ( c —x ) 1—bb  j unde fit , vel ^ 4 - / = x — c , vel b 4
t = -c — x.  Prior requatio x = b + e -{- t locum habere ne¬

quit j quia , ob dx = dt , fieri non potest seu

( l + c + sff ‘n' tn ? =C-E'gofiat*^ ^— quo
casu abscissae ab aliquo puncto axis A C superiori deorsum des¬

cendent : fierique deberet seu c — b — '^ 77^—7-^

= quod pariter fieri nequit j ex quo concludendum est,'
nullam portionem magis quam aliam quamvis satisfacere. Hoc
autem inde venire videtur , quod Catenaria duas habet partes
conjugatas veluti Hyperbola conica , hincque semper fieri po¬

test fxdK\r (  I 4 PP )
jdx ^ (1  4 ??)

confirmari potest ex valore invento p

unde sit \/ ( 14 pp ) =

qui est valor minimus . . Hoc clarius
b:

■X

»' ( (*- ' Xj

sito brevitatis gratia r
.rc-

V(( c- x/
•x ) xrd x

»' ((c- x )*- b1) *

( c— po-

Oporteret ergo—b1)

c seu s {c — x ) *rdxin casu quaffito esse' 77- ' > ,
n s ( c - xjrdx

= o , quod cum casu x = o evanescere debeat , alio insuper ca-
(c - x) 1 d x

~x *— b*)
su evanescere deberet . At ests (e—x ) Wat = ~/^ /^_

= - i

4 \/ ( cl — b% ) 3 qu « expreisioj cum semel suit —
ob ( c— x) 1 perpetuo affirmativum , continuo crescet neque de-

nuo

—» )
o , post,
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nuo fieri potest = o. Quamobrem ambos terminos integra¬
tionis formula;/ ’ inter se congruere oportet ;i Vi / ^ " - X j ~~™u J

quod evenit si fuerit at= c : quo casu curva satisfaciens abit in
lineam rectam axi normalem , qua? utique centrum suum gravi¬tatis a se minime habet remotum.

Exemplum IV.
\

zo . Invenire curvam > in qua , pro data dhscijfit  x = a , fit hacsy xd xexprejjio
sdxv ( i -f- pp)

maximum vel minimum.

Posito x = a 3 fiet syxdx z= A > &sdx \/ ( i + / >/ >) = B.
Jam formula? syxdx  valor differentialis est dA = . n v.dx . x =
nv . xdxy & formula? sdx / (i -\- pp)  valor differentialis est

Quare cum sit BdA = AdB 3
dB nv . d.

habebitur ista atquatio B x dx
P

d. , seu xdx ■VCI +PP)
c c d.  posito A = B e1. Unde integrando obtine-

W“* t= c - Ä 5*
= rq u*  est
aequatio generalis pro curva Elastica : cujus haec proprietas ,
quod radius osculi ubique abscissaex sit reciproce proportiona¬
lis : id quod patet ex aequatione xdx ==.— e cd . -̂—

qua? abit in
d.

dx
— , estque
X ^ ,d.

+ PP)
d x

P
/ ( I + pp  )VC' +PP)

- j~ - radius osculi in curva . Hujus autem curvae
tanta portio ab initio computando satisfecit , in qua erit syxdx
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=“&* v'(1+// )=»̂/V(¥>—(ix—£r?) > P- de'
terminatio eo revocatur , ut effici debeat fdx \J ( $c*— {bc —x *)1)

= ( * ‘ — i <-) s -j ( ^ _ ^ c_ xxyr «post integrationem
utramque ponatur x = <r . Hoc itaque modo constans illa e
per <r determinabitur.

Propositio IV. Problema.

31 . Invenire aquationem inter binas variabiles  x & y ita com-
paratam , ut , faßt a variabili x = a , maximum minimumveß at
»xprejfw  W , y?/ funffio quacunque formularum integralium ,
sZ d x , sY dx , fXdx, &c . in quibus denotent Z, Y,  X &c.
funttiones quafcunque ipsarum x, y, p, q, &c . five , determinatas,
y?vf indeterminatas.

SOLUTIO.

Ponamus idoneam aequationem inter x Sc y jam esse inven¬
tam , positoque x = a 3 fieri fZdx = A ;fTdx — B ; fXdx
= C &c . hisque valoribus in expressione W  substitutis , habe¬
bitur revera maximum vei minimum . Quod si igitur altera va¬
riabilis y in uno loco particula n v augeri ponatur , atque nascen¬
tes hinc mutationes in singulis formulis fZdx , fTdx , fXdx
&c . introducantur , idem pro W  valor prodire debet . At ab
illa particula nv formulazfZdx , fTdx , SefXdx See. quasque
suis valoribus disserentialibus augebuntur . Si ergo ponatur for¬
mula; fZdx  valor differentialis = dA,  formula ; fT dx = dB ,
formulae fXdx = d C, &c . loco quantitatum A, B,  C, &c.
orientur a particula n v ista; auctae A + d A , B -\- dB , C -f- dC
&c. qua; in W  substitutae eundem valorem producere debent >
quem ipsa; A, B,  C , See. Ponamus , A + dA , B -f- dB,  <7-4-
dC See. loco fZdx , fTdx , fXd x &c . substitutis , prodire bV
-f- dbVi  eritque W 4- dbV ~= PV,  ideoque d W = o . Hic
autem valor dPV,  ut ex differentiationis natura liquet , inveni-

Euleri De Max . & Min.  X tur,
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tur , si quantitas IV, postquam In Illa, loco formularum Integra«
lium , littera : A , B,C &c . sunt substituta?, disserentietur , his ipiis
litteris A , B , C , Scc.  tariquam variabilibus tractatis ; in hoc-
que disterentiali, dA , dB , dC Scc.  valores differentialcs formu¬
larum relpondentium szdx , sTdx,sXdx Scc.  designent . Hac
igitur significatione sumptum disserentiale quantitatis propositae
W,  si id nihilo aequale ponatur , dabit aequationem inter k &y quaesitam. Q . E. I.

C O R O L L. I.

Z2. Si ergo proposita fiierit ejusmodi expreslio IV  functio for¬
mularum integralium szdx , sT dx , sXdx &c . qua: , pro de¬
terminato ipsius x valore = 4 , debeat este maximum vel mi¬
nimum : tum loco formularum sZdx , sTdx , sXdx Scc.  scri¬
bantur littera : A , B , C, &c . quo facto , expressio IV disse-
rentietur his litteris A , B , C, &c . solis tanquam variabilibus trac¬
tatis , atque disterentiale ponatur = 0.

C O R O L L. II.

33 . In hoc disterentiali , in quo inerunt littera» A , B , C 1
Scc.  cum suis disterentialibus dA , dB , dC Scc.  littera A , B, C
Scc.  denotabunt relpective valores formularum szdx , sTdx  ,
sXdx Scc.  quos induunt posito x = * i at differentialia dA%
dB , dC , Scc.  exprimunt valores disterentiales carundem for¬
mularum integralium abscissa: x = a respondentes.

CoROLL . III.

34 . Ex praecedentibus autem apparet , si 2 , T , X Scc.  fuerint
functiones determinata : quantitatum x , y , / >, y , Scc.  tum va¬
lores disterentiales dA,dB,dC , Scc.  non a valore 4 pendere:contra vero si 2 , T , X Scc.  fuerint functiones indefinitae, tum
valores disterentiales dA , dB , dC &c . simul a valore 4 pende¬re debere.

C Cb
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c OROLl, IV.

jj . Cum igitur hoc modo PF siat functio litterarum A, B,C,
8cc.  ejus differentiale hujusmodi habebit formam FdA -\ - Gdh
4 - H d C+ &c . hincque »quatio qu » sita erit o = FdA + GdB
4 - HdC+ &c . ubi F , G , H &c . erunt quantitates constan¬
tes , per A , B , C &c . determinatae,

C o R o l L. V.

z6 . Aquatio ergo Problemati satisfaciens, constabit ex valo-
ribus differentialibus singularum formularum integralium in ma¬
ximi minimive expressione PV  contentarum , singulis per cons¬
tantes quantitates determinatas multiplicatis : horum scilicet pro¬
ductorum aggregatum nihilo » quale positum dabit aequationem
desideratam . , -

S C H O L l 0 N l.

37 . Potuissemus hanc Problema propositum resolvendi me¬
thodum , ex solutionibus binorum Problematum pr»cedentium,

‘perinductionem , jam concludere : quippe ex quibus jam pate¬
bat , si fuerit maximi minimive formula IV,  vel productum ex dua¬
bus formulis integralibus , vel quotus ex divisione unius per alte¬
ram ortus , tum differentiale expressionis W  modo exposito
fumtum pr»bere » quationem Problemati convenientem , Pros¬
titit autem hoc Problema , ob summam ejus extensionem , sin¬

gulari solutione munire . In hoc enim Problemate continentur
omnes omnino Qu » stione$ , qu» inhoc genere , quo expressio
quaepiam maxima minimave desideratur , unquam proponi atque
excogitari possunt : ideoque per istam Propositionem penitus
exhausta est methodus maximorum ac minimorum absoluta ,

quam primo pertractandam suscepimus. Praeterea hic notandum
est, si expressioW  non tantum formulas integrales, uti posui-

X z mus.
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mus j complectatur ; verum etiam functiones determinatas ipsa¬rum x, .? >/ >? ) &c . tum solutsonem nihilo difficiliorem reddi.
Nam pari modo , loco harum functionum determinatarum , quanti¬tates constantes poni debent , in quas scilicet abeunt politox = a;  at postmodum , in differentiatione ipsius fV,  has quan¬titates etiam tanquam constantes tractari oportet > eo quod func¬tiones determinatae nullos valores differentiales recipiunt . Quoautem clarius appareat , quomodo istiufmodi expressiones trac¬tari conveniat ; in sequentibus Exemplis nonnulla occurrent,qua ; hoc argumentum penitus illustrabunt.

Exemptum I.

3 8. Invenire curvam coordinatis orthogonalibut cantentAm , m
qua ßt maximum vel minimum ißa exprejfio (i -j- p p ) ' *sydx-f- y sdx V/(i -+- pp ) j fi ponatur abscijfiax — a.

Ponamus aequationem inter a; & y quaesito satisfacientem jamelfe inventam , atque posito x = a fieri y = f & V ( r -E/ '/ )e= g : iteinque sy dx = A , 8cfidxfi (i -f -pp) = B, eritdA = =z-
Expressio igitur , quae ma-

nv.d- Pnv.dx,&c dB = =-— —— - r.VC*Hh pp)
xima erit vel minima , hoc casu est gA + fB,  cujus difSwentialeest gdA + -fdB;  quod positum = o , dabit aequationem de¬
sideratam pro curva . Hic scilicet intelligitur litteras y &/ , quaeex functionibus determinaris sunt ortae, in differentiatione tan¬
quam quantitates constantes esse tractatas . Substitutis jam pro4 A & dB valoribus debitis»divisioneque per nv facta , orie¬
tur ista aequatio pro curva quaesitagdx ===fd . ^ ^fPonatur — c , ita ut sit -

x
i ' -¥PP)
erit integrando x 4- b =

(> casu quo est

SP
fi (i ) : atque p =
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- -}  ex qua fit y = h 4 - \J ( c* ——dx
radio c des-

pariterque

sj (cc — ( * + £) *)
C* + b) * ) * Curva igitur satisfaciens est Circulus.
criptus , abscissis super recta quacunque assumptis
abscissarum initio ubicumque statuto . Quantitas autem c , qure
radium Circuli constituit , ex definita abscissa x = 4 determina¬

tur i quia esse debet = c , casu quo x = a.  Fiti/ ( 1 -hpp)
autem hoc casu y == h + \J ( e' — ( 4 -f £ ) * ) , & \ / ( r

rp - : unde oritur c c = h s/ ( cc— ( 4 + by)
v' (cc -( a + b) *)

Hh ( ce  — ( perquam , vel c per a>  vel vicissim
4 per c determinari potest. Ponamus esse h = o , b = — c y
ita ut axis sit Circuli diameter , initiumque abscissarum sn verti¬
ce constituatur ; erit y= V ( 2 cx — x x ) , atque fiet (a — c) %= o,seuc= 4. Ex quo intelligitur, hoc casu quadrantem
Circuli qua?sito satisfacere . Sin autem initium abscissarum in lo¬
co diametri quocunque capiatur , fiet tantum h = o , & si ap¬
plicata?positivae sumantur fiet (a -\ ~by =0 , seu , b = -— a.-
Diameter Circuli ergo manet indeterminatus : portioque Cir¬
culi hoc modo furati questioni satisfaciet , qua? abscissa? a sua.
origine ad centrum Circuli usque productae relpondet ..

E x E M t l 0 h II.

39 . Invenire aquationem inter x &  y , ut pro v alore defnito x:

= a , batexprejßoy ^ ’F' PP̂ sydx ßat maximum vel mini¬
mum.

Posito x = a i fiat y =/ >/dx ^ (i + pp ') — A> & fydx

= B , erit dA = ■— nv. d. ——- — — & d B = n y. dx ..
A

Maximum ergo minimum ve esse oportet hanc quantitatem f B y
A A

cujus differentiale est/ 1 BdAlf -\ - f d jB; quod positum ~= o
dabit BdAtf^ — dB. Pro aequatione quadna igitur ha-

X 3 bctur
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detur Blf d.  7-7— - * = dx 3Sc  integrando x -\-b= zJ S ( 1 + pp) 6 V (i -Hip)

.= 7 ( j + pp) 3 P osito B 1f~ c- Habetur ergo p =
■jjssj + ^T ) u l = h ±  v ' («*— ( *+ *) *)• brit
igitur/ = + V Ccx — ( £+ ■4j *) , posito x = 4 , atque
B —/ } ^ x === ^ 4 ±/V x \/ ( c* — ( 6-f-x ) *) , posito post
integrationem x = 4 , Facto igitur £ // *= c , innotescet va-
lor 4 , cui si x aequalis capiatur in Circulo radii c3 portio abscin¬
detur Problemati satisfaciens. Caeterum ex his & Coroll . 5
colligere licet , quoties formula maximi minimive fuerit functio
quxcunque binarum harum formularum fy dx Scsdxy/Q  1 +pp ),
curvam satisfacientem perpetuo esse Circulum : tantum ex solu¬
tione quantitas portionis satisfacientis debet diligenter investi¬gari ac determinari.

Exemflum III . %

40 . Invenire aquationem inter x y , «/ ,positox ===a, maximum
minimumve fat ista expyejfwc n ĉlxV/(14 *PP) pensdxV'(i + pp) ^y

Ponamus , casu proposito quo x — a,  fieri nfdxs (1 + / /)
— A , atquef en̂ dx ^ 1 ^x -==.ß i jta ut maximum mi¬
nimumve sit haec quantitas e A B , cujus differentiale est
t A dB — e - ABdA\  quod positum = 0 dabit aequa¬tionem hanc dB = BdA . At eft d A valor differentialis for¬
mula: nfdxs(  1 4-// 0 j unde erit dA = — n v. d.  :y/U+ pp)
atque dBett  valor differentialis formulae se 1+ W ) dx
quae continetur in Casu secundo §. 7, ubi estZ — #»/2*v'(*+ # 0
& n ~sdx / ( 1 + pp ') , ita ut sit z — enn , & d 7*
tr^ enn  ndn 3 unde erit L = enn  n>dc reliquX littera: Ivs3 N,
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P , &c. sient----- o. Porro, ob n = zfdx \J (i -J-//0 » crit [z]

----- V ( r-i-??>7 & J [ ZJ= -̂( 7 +jfy  cxquocrit [A/J

= o, [ y3 = o , & [ P ] == ttt + TT)' Jam est/L ^

= nfe 1 dx 3 cujus valor, posito x

erit= nB hincqueV = n (£
j-  rn v

13t
)Per Regulam ergo datam fiet d B = n v. dx(  -

■ r n sdx V (1 •jrpp ') , -x
_ _ _ j ”P ( * — / * 1 erj  dx ') _----- ' n k» w» / / » x — ' **

^ ( r -p ? ? )

- r - f s  l  ob d B = B d s4. Integrando itaque eritv' (1 -t -5?)

*p ( B — sc” sdx '/ ( l + ,’t) </ * •> __ h Bp __ ni
V ( i 4-//0 . V( I 4- /70

hincque = se ns i *' ,( - 1 + tt ') dx.  Ex qua

aequatione , quia valor determinatus a excessit , perspicuum est
aequationem inventam pro quovis ipsius x  valore aeque valere.
Ut autem hanc aequationem evolvamus , erit , differentialibus

lumlli , ,. - 7" ^ ) = t” si * ‘' (I + W) dx : quas , per

V ( * + //)  multiplicata atque integrata , dat -j - + e = c

t , qui exponentialis quantitatis valor in illa
___ &̂ p

/vci + z/o*

seu dx — v . Commodior autem aequa-
p (nb + cp)  v' (i + pp ) ^

tio oritur , si ponatur sd x V ( = eritque j arcus
curvae, si fuerint x & j  coordinatae normales . Quare habebi¬

tur Ista aequatio nb c p ~ e n S p  ̂quae per d x multiplica¬

ta, ob dy s= pdx 9 abit in hanc nbdx  4- (dy = = c ns  dy.
Cum

aequatione substitutus, dabit ”■—* ■+■c d x
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Cum autem , posito , at = o , arcus s evanescere debeat , ne-u b
cesse est ut sit hoc casu — - 4- c = .o ; hinc itaque vel dato
curvae initio constans c determinabitur , vel viciilim ex c positio
primae tangentis innotescet . Caeterum si hanc quaestionem atten¬tius contemplemur , deprehendemus eam jam contineri in Exem¬
plo quodam Capitis praeced. §. 45 . Cum enim nostra expres¬
sio , quae maximum minimumve esse debeat,sit 9~~ttfix \/ Ki -bpp)r nfd x \/ ( i -f-p p ) . rrr . nfilxsj (1 *4- pp) TrrJe v v rifJ dx\ ponatur ea = PF , erit e

"= se ns^ x V (̂ 1 bpp ) jtque differentiando fiet dW4- n W dx s/ ( 1-b pp) = dx. Maximi igitur minimive ex¬
pressio W  datur per aequationem disserentialem , quae in Casiiquarto §. 7 continetur : atque methodo convenienti tractata
ad eandem perducit aequationem , quam hic invenimus . Quaes¬tionem autem illam in se complectentem supra in Cap . praec.
§ . 45 tractavimus , in quo huslc ipsum casum adjunctum spec¬
tare licet . Comparatione autem instituta , summus perspicie¬
tur consensus solutionum variarum ejusdem Problematis , quNquidem tentari queant.

Exempium IV*

41 . Invenire curvdm in qua p̂ro data abcifst = %fdt ifld exprejfosd x sin. A. y . vss* •+ • PP) ,
s dxeoir ^ y. vcr +iF ) vel mmmum.

Posito .v = a , fiat fdx  C1 4- pp)  sin . A y — A , &
fdx ( 1 +pp ) * cos . A y = B j erit , per valores differentiales,
dA = n, . dx ( ( , d. > &

dB — » >. dx( — ( 1 +Pf ) ' Zilli. Ay — -i . d. )•
Cum igitur — debeat este maximum vel minimum * erit BdA
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1 : 2

A dB -, posito ergo =  stet ( 1+ // ) dxcof . Ay

, pfin.  Ay _
' V(l + # )

■*»si e&sin.Av — ■
v J w ^ + pp) ,

1 : 2

1; L

Multiplicetur per / , erit ^ ob d. (1 + pp)  sin . A^1 =

^j ( i + // >) *' 2cos. Aj +^ 7 — & ^ ( I + //) 1’ 2 cos.

Ay = — dy( i + y>py -2 CmA. y -h p̂A £~ ^ ]d. Ci+ pf
(in. Ay — d. -7/ -1”" -̂ = *»$ . (1 + •/ ’/’) 2 cos. A^

y vCi +PP)
fin. Ajy

W . PP^ LJj;  q U£E integrata & reducta praebet - .7- °-^  .
v/( i +ppy 1 0 v ( * + PP)

----- cosTA + S , live £ / ( 1+pf) = sin. A jy— w cos. Ay ,•
V^ + pp) , ,

Ubi notandum est fieri debere , h x ----- ^ ponatur , «w-----
i:2,

fJ x ( t + p £ *sin. A y cv „ _ fin. AA _ . c  .
J- -- . oit m ---- - - ■ —= tang . An i net.1:2 coi. A n
sdx ( 1 ~hpp) ' cos . Ay

*V ( *+ ?? ') — finĉ 77 - , atquej = » + A siniCict-//») 1

cos. An.  Quia vero est dy= pdx,  erit dx ----- At est dy= .

77— ^ ^ - - > posito b cos . An
\/{ 1 4- P P) ( 1 -c c- ccpp) r

:*r. Ex

quibus conficitur x

y =/■

=//
c

erit
Vu + ; i»; ( ‘

Cdp

V'( i + ^ ) ( i - cc - ccpp ) - Atque

CP^ P ■  longitudo autem curvai

- - y Quare fi

CC ccpp)
--- A sin.

y^ 'f cc- — ccpp ) **“*\/ ( 1 cc
arcus curvae dicatur / ; habebitur ista concinna aequatiod x sin. A/

----- . — 2 . - Constructio vero ex anterioribus formulis foon-
V( l - cc) r

te consequitur.

Epleri de Max. & Min. y SCHO*
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42 . His igitur Capitibus penitus absolvimus eam Methodi
maximorum ac minimorum ad lineas curvas inveniendas ac¬
commodaro ? partem , quam absolutam vocavimus : in qua fem-
per linea curva requiri solet , qua? habeat , pro dato quodam
abscissa? seu alterius variabilis * valore , expressionem quamcun¬
que indeterminatam , maximum minimumve . Nam ista expres¬
sio , qua? maximum minimumve esse debet , vel erit una qua?-
dam formula integralis formaes 2tdx y ita ut Z lit functio quae¬
cunque ipsarum -v , ^ , &c. sive definita sive indefinita;
pro quibus casibus Methodum tradidimus in Capitibus praece¬
dentibus : Vel maximi minimive expressio illa continebit in fe
plures ejusmodi formulas integrales , ita ut sit duarum pluriumve
formularum integralium functio quaecunque; pro hocque casu Me¬
thodus idonea in isto Capite est exposita , atque Exemplis il¬
lustrata . Universa autem Methodus , quam hic dedimus , ni¬
titur inventione valorum differentialium , qui lingulis formulis
integralibus qua? \ el ipsae maximum minimumve esse debeant,
vel in maximi minimive expressione contineantur , atque ideo to¬
ta solvendi Methodus reducitur ad Casus illos , quos §. 7 hu¬
jus Capitis conjunctrm repraesentavimus. Qui igitur illos casus
in memoria tenet , vel in promtu habet , is ad omnia hujus
generis Problemata expedire resolvenda erit paratus . Neque
vero solum Casus ibi enumerati Methodum maximorum ac mi¬
nimorum absolutam constituunt ; verum etiam Methodum alte¬
ram relativam , quam in sequentibus aggrediemur , absolvent >.
ex quo illorum Casuum lummus usus in utraque Methodo abun¬
de perspicietur . Hanc autem tractationem duobus Capitibus
absolvemus , in quorum priori omnibus curvis ,, ex quibus qua?-
sita debet erui , un am -qnandam proprietatem communem . , ia
posteriori vero plures tribuemus*

C A-
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