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DE METHODO MAX . ET M 1N. REA ATIVA.  17*

CAPUT V.

Methodus , inter omnes cmvas eadem proprietate

praditas , inveniendi eam , qua maximi minimive

proprietate gaudeat.
Definitio.

i - V ) Roprietas communis est Formula integralis , seu expres-

X sio indefinita , quae in omnes curvas ex quibus qu«si-

tarn determinari oportet , « qualiter competit.

SCH0L10M 1.

1. Hactenus Methodum maximorum ac minimorum tradi¬

dimus absolutam , in qua perpetuo , inter omnes omnino curvas

eidem abscisi« respondentes , una requiri solebat , qu« maximi

minimive cujuspiam proprietate gauderet . Nunc autem pro¬

gredimur ad Methodum relativam . in qua unam lineam maximi

minimive proprietate pr«ditam determinare docebimus - non ex

omnibus omnino lineis eidem abscisi« respondentibus , verum

ex illis , innumerabilibus quidem , lineis curvis tantum , quibus

una qu« dam proprietas proposita pluresve sint communes . Ac pri¬

mo quidem , in hoc Capite , innumerabiles curvas eidem abscis¬

sa relpondentes contemplabimur , qu« unam qnandam proprie¬

tatem habeant communem j ex hisque unam lineam investiga¬

bimus , in qua expresiio qu« cunque indefinita maximum mini-

mumve obtineat valorem . Hoc in genere inprimis celebre est

Problema Ifoperimetricum, initio hujus feculi publice propositum,

in quo , inter omnes curvas ejusdem longitudinis qu« quidem

eidem abscisis« respondeant , eam definiri oportebat , qu« conti¬

neret maximi minimive cujuspiam proprietatem . Postmodum

autem h« c Qu «stio iij latiori sensu est accepta , ut ista deter-
“ Y % mina .-
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minatio non solum inter omnes curvas ejusdem longitudinis fie¬
ret , verum etiam inter omnes curvas alia quacunque proprietate
communi pr« ditas , quam ipsam quarftionem in hoc Capite per¬
tractare suscepimus. Cum igitur curva sit eligenda , non ex omnibus
omnino curvis eidem abscisse t e spondentibus , verum ex iis , innu¬
merabilibus duntaxat , in quas proprietas quaipiam proposita
«qualiter competathanc ipsam proprietatem ante omnia con¬
siderari oportet , quam hic nomine proprietatis communis indi¬
camus. Hac igitur proprietas communis , veluti aequalitas lon¬gitudinis curvarum , omnia puncta media afficere debet , & hanc
ob rem erit functio indefinita , quae, non ex unici curvae elemen¬ti , verum ex totius curv« positione determinetur . Quam
ob rem isliusmodi proprietas communis erit , vel Formula integralis
indefinita simplex, vel expressio plures ejusmodi formulas inte¬
grales complectens . Omnino igitur pari modo erit comparata,
quo ipsa maximi minimive formula , seu expressio. E «dem igi¬tur varietates atque divisiones , quas ante circa maximi minimi¬
ve expressionem fecimus & tractavimus , « que ad proprietatem;
communem pertinebunt ..

C O R O L L.  I.

3. Si igitur proprietas communis suerit proposita, qu« sit
tum omnes curv« sunt considerand « , qu« pro eadem data abs¬
cissa eundem valorem ipsius B continent ; atque ex his ea de¬bet definiri , qu« habeat maximum vel .minimum ..

C O R O L L. I L

4 . In Problematis ergö huc pertinentibus duas res datas esie
oportet , proprietatem communem B,ac  maximi minimive ex¬
pressionem A.  Quibus datis , inter omnes curvas pro data;abscissi eundem valorem B continentes , ea definiri debebit ,,
qu« pro eadem âbscissa valorem ipsius A habeat maximum velminimum.

C o-
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COROLL . III.

5. D <mtur autem non solum infinita? curva? , qua? pro data
abscissa eandem proprietatem communem habeant , sed etiam
dantur infinitis modis . Assumta enim curva quacunque pro
lubitu , ea determinatum habebit valorem proprietatis commu¬
nis proposita? ; pra?ter eam autem dabuntur innumerabiles aliae
eundem valorem proprietatis communis pro eadem abscissa con¬
tinentes.

COROLL . IV.

6 . Proposita igitur expressione quacunque indefinita , innu¬
merabilia infinitarum curvarum dabuntur genera ; quorum quod¬
libet genus infinitas in se complectitur curvas , quae pro eadem
data absciffiP eundem illius expressionis valorem contineant.

C O R O L I... V.

7 . Cum igitur infinita dentur genera , quorum singula innu¬
merabiles lineas curvas comprehendunt , in quas proposita pro>
proprietate communi expressio « qualiter competat ; in uno quoque
genere dabitur una curva , qua?, pro reliquis ejusdem generis,
curvis , alteram expressionem in maximo minimo ve gradu con¬
tineat.

COROLL . VI.

8- Quoniam ergo , ex quolibet genere , una eurva maximi
minimive proprietate prardita invenitur ; omnino ejusmodi cur¬
va? satisfacientes infinit« invenientur , quarum qua?vis ita erit
comparata , ut inter omnes alias eadem proprietate communi
gaudentes , maximi minimive proprietate sit pradita ..

y 3 S C H 0-
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S C H 0 L l 0 N II.

9 . Hsec omnia magis illustrabuntur , si proprietatem commu¬nem , de qua hactenus in genere fumus locuti , definiamus . Sitigitur proprietas communis , formula longitudinem arcus curva;exprimens , maximi minimive expressio autem sitf Zdx ; ita ut,inter omnes curvas quL habeant arcus eidem abscissa; responden¬tes inter fe a’quales , ea debeat determinari , in qua pro ea¬dem abscissa fiat sZ dx  maximum vel minimum . Manifestumautem est , non solum infinitas lineas curvas dari pro eademabscissa longitudine aquales , verum hoc etiam infinitis modisfieri poste. Sit enim abscissa communis = 4 , sumaturque qua¬cunque longitudo e major quam a , infinita; exhiberi poteruntlinere , tum recta; tum curva; , quarum singularum longitudo sits= c ; atque inter has definiri poterit una , in qua sit sZ d xmaximum vel minimum . Loco c autem infinita; aftipi possuntquantitates, - eo quod alia non adest conditio , nisi ut sit c ;atque quilibet valor pro c assumtus dabit unam curvam maxi¬mi minimive proprietate prseditam. Quamobrem , pro infinitisipsius c valoribus , infinita; reperientur linea; curva; quaestioni sa¬tisfacientes . Neque tamen idcirco Qureslio pro indetermina¬ta est habenda : nam solutio ipsa , infinitas curvas satisfacientespraebens , ita est interpretanda , ut unaquaeque harum curva¬rum inventarum inter omnes alias sque longas possideat valo-rem formula; sZ dx  in maximo minimove gradu . Perspicuumautem est , quod hic de aqualibus arcubus curvarum ostendi¬mus , idem de alia quacunque formula seu expressione indeter¬minata valere debere . Ita si , inter omnes curvas quae, pro dataabscissa x = 4 , valorem formulae sTdx  eundem continent,ea requiratur in qua ütsZdx maximum vel minimum j tuminfinita; quidem reperientur linea; satisfacientes : verum hse interfe ita discrepabunt , ut qualibet , inter omnes alias possibileslineas curvas fecum valorem formula; sTdx  communem haben¬tes , contineat formula;sZ dx  valorem maximum vel minimum.

Pro-
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Propositio I. Theorema.

*7S

10. Quo curva , inter omnes omnino curvas eidem abscissa res  .
pondentes , maximi minimive cujujpiam propositi proprietate gau¬
det ; eadem curva ßmus inter omnes curvas communi quacunque
cum ipsa proprietate proditas > eadem maximi minimive proprictat*

DEMONSTRATIO.

Sit maximi minimive expressio = A>  proprietas autem com¬
munis = Bi eritque tam A quam B , vel formula integraUs
indefinita , vel expressio ex hujusmodi pluribus formulis compo¬
sita. Ponamus jam curvam efle inventam , qua?, inter omnes
omnino curvas eidem abscissa? respondentes , expressionem A
contineat maximam vel minimam ; ea curva certum quemdam
expressionis B continebit valorem ; pra?ter eam autem dabun¬
tur innumerabiles aliae , in quas idem expressionis B valor com¬
petet ; hatque innumerabiles curvae omnes jam continentur in
illis omnibus omnino curvis , ex quibus ea , in qua ex¬
pressio A est maximum minimumve , est inventa * Cum igi¬
tur ha?c curva , inter omnes omnino curvas , proposita maximi
minimive proprietate gaudeat ; eadem quoque , inter illas infi¬
nitas curvas fecum expressionem B communem habentes , valo-
fem expressionis A maximum minimumve possidebit* E . D.

C O R O L L* I.

ii . Methodus igitur absoluta etiam Problematis Methodi
relativa? resolvendis inservit : dum unam femj er curvam satis¬
facientem exhibet » Verum tamen solutionem completam no®
largitur.

C O R O L L* II.

12» Curva ergo , quje , inter omnes , expressionem A  habet
maxir
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maximam vel minimam , erit una ex infinitis illis curvis , qua¬
rum singuUv, inter omnes alias fecum communi proprietate B
gaudentes , eandem exprdsionem A  maximam habent minimam-
ve.

CorolL. III.

13. Solutio igitur Problematis , quo , inter omnes cftrvas ea¬
dem communi proprietate B proditas , ea queritur in qua sit
A  maximum vel minimum , latius patebit , quam si absolute ,
inter omnes curvas , ea quereretur in qua est A maximum vel
minimum ; iliaque solutio hanc tanquam casum lpecialem in
se comprehendet.

Propositio II . Problema;

14 . Methodum resolvendi Problemata ■> in quibus , inter omnes
curvas communi quadam proprietate gaudentes , ea requiritur qua
maximi minimive cujuspiam propositi proprietate gaudeat , in ge¬
nere adumbrare,

SOLUTIO.

Omne maximum vel minimum ita est comparatum , ut , sae¬
ta mutatione infinite parva , valor ejus omnino non immute¬
tur . Quamobrem si curva az , inter omnes curvas eidem abs>
cissse AZ respondentes , qua: quidem communi proprietate B
gaudeant , habeat valorem expressionis A  maximum vel mini¬
mum ; eundem valorem retinebit , si ipsi talis mutatio infinite
parva inseratur , qua communis proprietas B non turbetur . Ad
hoc autem non sufficit, ut ante fecimus , unicam applicatam ,
puta Nn , particula infinite parva nv auxisie : quoniam enim
hoc modo ,tota mutatio unica conditione determinatur , per eam
effici nequit , ut tam proprietas communis B in ipsam curvam
& immutatam « qualiter competat , quam maximi minimiveex-
preffio A,  Quocirca mutationem adhibendam binis conditio¬

nibus
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nibus determinatum esse oportet » id quod obtinebitur , si bin«
applicat« Nn , & Oo particulis infinite parvis nx & ou augean¬
tur , Quod si ergo curva hoc modo immutari concipiatur ; pri¬
mum efficiendum est , ut proprietas communis cum in ipsam
curvam turn in mutatam « que competat ; deinde etiam maximi
minimive expressio in utraque curva eundem valorem retinere
debebit , Prius prostabitur , si expressionis, qua proprietas com¬
munis continetur , valor differentialis invessgetur , oriundus c%
translatione binorum n & o in rSc  41, isque evanescens pona¬
tur 5 posteriori vero conditioni satisfiet , si pari modo valordlf *?
ferentialis expressionis , qu« maximum minimumve esse debet,
quaeratur , oriundus ex binis particulis nv & o « , atque nihilo
«qualis ponatur . Hoc pacto , du« obtinebuntur aequationes ,
altera ex proprietate communi , altera ex maximi minimive ex->
pressione j utraque autem ejusmodi habebit formam $.  nr 4*
T. o ut  o i in qua S & T  erunt quantitates ad curvam perti¬
nentes . Ex binis autem ejusmodi aequationibus eliminabuntur
partkul « nt >& Qu;  provenictque « quatio pro curva qu« fita ,
qu « , inter omnes alias eadem communi proprietate B pr «dita$,
r * " "" •* w

c 0 r 0 1 1.

15, Solutio igitur hujusmodi Problematum quoque reduci
tut ad inventionem valorum disscrentialium : ipsi autem valo-
res differentiales ab iis quos ante dedimus in hoc discrepant ,
quod ex translatione duorum curv« punctorum definiri debeant,

COROLh II*

16. Ejusmodi valores differentiales ergo ex duabus particu¬
lis m»& ou oriundos , in quovis Problemate , binos investi¬
gari oportet» 1 alterum pro proprietate communi , .alterum pro
maximi minimive expressione,

Eule » de Max , & Mi *h Z C o-
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C o R o L L . I II.

X-7&-

17. Inventis autem in quovis Problemate his duobus valo-
ribus differentialibus , uterque nihilo aequalis poni debet ; ex quo
bina; nascentur aquationes , qua?, eliminandis particulis assura-
tis n v & o a , praebebunt unam aequationem naturam curvae quae¬
sitae exprimentem.

C O R O L L. IV.

i8 - . Si ergo , inter omnes curvas eidem abscissie responden¬
tes , quae communi proprietate B aequaliter sunt praeditae, ea >
requiratur , in qua expressio A  fiat maximum vel minimum ;
tum utriusque expressionis A & £ valores differentiales, ex bi¬
nis particulis n v & ou  oriundi , quaeri, & nihilo a’quales poni
debent ; ex quibus duabus aequationibus si eliminentur particulae,
nr St  0 « , emerget aequatio pro curva quXfita,

C o R o L L. V.

ip . In hac itaque operatione , ambae expressiones A St B ,
omnino pariter tractantur ; neque in considerationem venit , utra ,
vel proprietatem communem vel maximum minimumve deno¬
tet . Ex  quoperlpicuum est, eandem solutionem prodire debere,si -
expressiones A St B inter se commutentur.

C O R O L L. VI.

20 . Eadem ergo solutio locum habebit , sive, inter omnes ^
curvas communi proprietate B gaudentes , ea quaeratur in qua '
sit A  maximum vel minimum : sive vicissim, inter omnes cur¬
vas communi proprietate ^ gaudentes , ea queratur in qua sit
Bjnaximum vel minimum . .

SCHO-,
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S C H 0 L I 0 K

21 . Ambas expressiones A & B,  licet in se spectatae res om¬
nino diversas significent , inter se commutabiles esse ipsa solu¬
tionis natura sponte patet . Quod si enim ad binas particulas
n v & ou  respiciamus , quibus applicat « Nn & Oo  augentur;
primum eas ita comparatas esse oportet , ut proprietas communis
B , tam in ipsa curva quam in mutata , eundem valorem ob¬
tineat ; scilicet proprietas communis B in curvam amnopz  &

in a m f co p z « que competere debet ; deinde pari modo per ea£

dem particulas n ? & o » efficiendum est , ut expressio A -, qu«
maximum minimumve este debet , tam pro curva amnopz  quam

pro amvwpz  eundem valorem recipiar . Atque adeo , tam pro¬
prietas communis , quam maximi rainimive natura , eandem pla¬
ne conditionem in calculum inducit ; ex quo manifestum est ambas

expressiones datas , quarum altera proprietatem communem , alte¬
ra maximi minimive rationem continet , inter se commutari at¬

que confundi posse, salva Solutione . Hanc ob rem ergo , in 'So¬
lutione hujusmodi Problematum , sufficit nosse ambas illas ex¬

pressiones ; neque ad Solutionem absolvendam nosse opus est,
utra proprietatem communem aut maximum minimumve signifi¬
cet . Sic si, inter omnes curvas longitudine « quales , qu« ra-
tur ea , qu« maximam aream comprehendat ; eadem reperirur
curva qu« prodit , si , inter omnes curvas « quales areas inclu¬
dentes , ea quaeratur qu« sit brevissima , vel minimam longitudi¬
nem habeat . Haec ita se habent , si maximi minimive quod quae¬
ritur natura ita fuerit comparata , ut ejus valor differentiatis sit

= 0. Jam supra autem animadvertimus , duplicis generis dari
maxima & minima , in quorum altero valor differentialis sit = 0, in

altero vero = 00. Hic vero tantum maxima ac minima prioris ge¬
neris contemplamur ; nam, in hac Methodo relativa,posterius genus
locum omnino habere nequit . Quod si enim valor differentia¬

lis , qui convenit maximi minimive expressioni, infinite magnus po¬
natur ; tum ex hoc solo «quatio pro curva reperitur ; neque ideo
proprietas communis in computum ingreditur . Quare , si hujus

Z a generis



*So ' r> e Methodo
generis maximum vel minimum in Methodo absoluta locum ha¬
bet , eadem curva in Methodo relativa eadem proprietate gau¬debit , quaxrunque proprietas communis adjungatur . Cum igi¬tur totum Solutionis hujusmodi Problematum momentum verse¬tur in inventione valorum differentialium , qui ex binis particu¬lis n v & o a oriuntur ; Methodum trademus , ejusmodi valoresdifserentiales pro quacunque expreslione indeterminata invenien¬di , eo modo , quo supra usi sumus ad inveniendos valores dik,ferentiales ex unica particula nv oriundos.

Propositio III . Problema:

Eig. ly. 22. Vroposita quacunque expressione indeterminata, qua ad datamabscissamA -Z reseraturi invenire ejus valorem dijferentialem, or¬sum ex translatione binorum curva punttorum n &  o in y & a,

SOLUTIO.

Ponamus abscissam AI = x , & applicatam I i = y,  eritKk — / , Ll = /, Mm ~j"  i‘ N n = yn' , Oo  ,Pp = / " &c . Harum applicatarum dua? tantum , nempe& y'  patiuntur alterationem a particulis nf & o « ipsis adjunctis.Erit igitur applicata; / w valor differentialis = nv , & applica¬ta; y'  valor differentialis = o u , reliquarum vero applicata¬rum omnium valor differentialis erit = o. Hinc reliquarumquantitatum ad curvam pertinentium p , q , r, / , &c , valoresdifferentiales habebuntur , quatenus ex  ab his binis applicatis
y*" & y'  pendent . Sic cum sit p = ^ , erit valor diffe¬
rentialis ipsius p — o > similiterque ipsius / , & f : at cum sic
p" = 2—ITA , erit ipsiusp"  valor differentialis= ^ ; &,
ob = j -~— 3 erit valor differentialis ipsius p ' v = “
7— porroque ipsius/ ' erit  Deinde cum sit
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erit valor differentialis ipsius q'
n y
dx‘ ipsius

OCi)
At1

Zu v
dx * 3 ipsius q V

2 o m . n v
dx l~ ~d^

ipsius'^v/- = Hocque modo similiter progredi licet ad
sequentes quantitates r , x, &c. cum suis derivativis ; hineque
nascetur sequens Tabella , qua singularum harum quantitatum va-
lores differentiales exhibentur.

d. r = nv
d. y =z 0 C*>

d. r _ n v
d X

d. r = - n v , 0 u
d x

d. / = - o ca
d x

d. = + n v
dx*

///

d, <f

d. q

d. q

d. qK'

n i>

2Mv 0 U
dx\

n y
dx*
ou

2 0 ca

d.  r"

d. r"

d.  r' v

d. r'

3 m > , o u
+ d^ 1

= +
dx l

d x*
n v

dx* J
_ _ o&»

dx\

3 0£k>
d x*

3 o co
d XJ

X

d. s'

d. s"

J '//^r. j

, /v

^ dx*
._ 4»  X

dx*
i 6 n v

+  7^
. _ 4 « v

<fx4
, n V

, +  j ? -

Hb

o&>
dx*
4 o u
d x4
6o
^ x4

4 Qa)
dx\

d.  x V

&C.

+ O L)

<k4

Ex hac Tabella perspicitur , in valoribus differentialibus totidem
terminos particula o u affectos occurrere , ac particula n y ; at¬
que in utrisque pares adesse coefficientes : discrimen vero in
hoc consistere , ut cuilibet termino particula o u affecto relpon-

Z 3 deati
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dcac quantitas immediate sequens eam , cui respondet similis ter¬
minus particula n v affectus . Sic dum terminus — f*re-
peritur in valore differentiali quantitatis q " , ita terminus
— adest in valore differentiali quantitatis sequentis q x'.
Deinceps , ob duplicis generis terminos in valoribus differen-
tialibus occurrentes , quorum alteri particulam n v , alteri parti¬
culam o a involvunt , valor differentialis cujuscunque expressio¬
nis indeterminatas hujusmodi habebit formam n -. / -j- oa . K i
de qua primum , manifestum est membrum prius n „. / esse ejus¬
dem expressionis valorem differentialem , qui oritur si sola parti¬
cula n * consideretur ; eritque ideo n v. / ille ipse valor diffe-
rentiaiis , quem supra pro quavis expressione oblata definire do¬
cuimus ; ita ut hoc membrum per praecepta supra tradita pro
quavis expressione indeterminata exhibere liceat . Quod ad al¬
terum membrum o u. K attinet , quia singuli termini in quibus
o a inest perpetuo respondent quantitatibus sequentibus eas ,
quibus respondent similes termini particulam tu  involventes,
palam est quantitatem K  fore valorem , quem quantkas / in pro¬
ximo sequente loco induit , atque idcirco este K = I' = / -f-
dI.  Quare cum membrum nv. /ex pratceptis jam supra datis
assignare queamus , ex eo porro alterum membrum o K  =
o w ( I -\- dV)  innotescet . Sit igitur V expressio qucecunque in¬
determinata , cujus valorem differentialem ex duabus particulis
m & osi oriundum definiri oporteat . Ponamus ejus valorem
differentialem ex unica particula tu  oriundum esse = n vt Ii
eritque valor differentialis, * qui cx ambabus particulis n « Lc
o a  oritur , = nv . I + o a . 1' , seu = ni/. I + o <w( / + ^ / ) ;
qui igitur ope regularum supra datarum facile assignari poterit,
£, £ . / .

C O R O L L.  I.

rz . Omnium ergo expressionum , quarum valoresdifferentia-
ies ex unica particula n v oriundos invenire docuimus , earundem

kvalo-
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valores disserentiales cx binis particulis n ? dco&  oriundos nunc
definire possumus.

C o R O L L. II.

24 , Hxc igitur Methodus valebit tam ad expressionum va-
lores differentiales inveniendos , qui non pendent a quantitate
abscisse proposita: AZ , quam qui ab istius abscisse longitudi¬
ne pendent . .

C O R O L L. III.

25 . Quin etiam si expressio proposita , quae vel proprieta - '
tem communem continet , vel maximum minimumve esse debet,

fuerit functio duarum pluriumve formularum intcgralium ; ejus -
valor disserentialis ex binis partipulis n v Sc  o « oriundus eadem 1
lege definietur . •

s c h 0 lio  jsr.r

Tn Capitibus superioribus vidimus valorem ''differentia - -
lern cujuscunque expressionis , qui ex unica particula n „ oritur1
hujusmodi habere formam n ?. dx . T,  seu n>. Tdx ; ubi T db-

notat quantitatem finitam r quare ejusdem expressionis valor dis- -
ferentialis ex binis particulis ni / 8c o u ortus erit *= nv . T dx -1
4 - 0 ce. T ' dx.  quemadmodum in Solutione ostendimus . Eadem 1
autem forma facile ad nunc modum potest evinci : Scilicet sipo - ~
natur o 00= o , tum prodire debet ipse valor disserentialis ex •
unica particula n y ortus , quem supra invenire docuimus , eritque ’
n v.  X ' d x.  Sin autem ponatur n v= o , ac sola particula o « eonside - •
ratur, vaLor disserentialis simili modo reperietur quosupra usi sumus: ;
non autem erit = oa - Tdx;  nam quia particula ©a in situ sequente 1
accipitur , loco X ejus valor sequens pariter fumi debet ; ita ut -
valor disserentialis verus futurus sir = o u. T ' dx.  Quod si er- -

go utraque particula ne & o ^ conjunctim consideretur , erit va¬
lor disserentialis = nv. Tdx 4- 0 « . T f.dx- } eo quod in ipso^

eai«̂
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calculo particula? nr & o « nusquam Inter se permiscentur , sed
ucraque perpetuo seorsim 'tractari postit. Ut aurem ha?c ad no-,
tandi modum in superiori capite receptum accommodemus j pona¬
mus V  esse exprestionem quamcunque indeterminatam , qua? ,
pro abscissa de^nita A Z <*, valorem recipiat ==s Ai  e )usquevalorem difrerentialem ex particula n r ortum este = n r, d A %
ubi d A  nobis denotet idem quod ante Tdx ; poteritque iste
valor dA  ex expresilotie V y modo in Capitibus procedentibus
exposito , inveniri , Hoc invento erit ejusdem exprestionis Vvalor difFerentialis ex binis particulis n * & o « oriundus =
nv dA -f - o &x dA  ubi dA f denotat valorem dA  suo disteren-
tiali auctum . Quanquam autem Ista valorum disserentiafium ex
binis particulis oriundorum ad nostrum institutum omnino est
necessaria,*tamen solutio ipsa Problematum huc pertinentiumeo iterum reducetur , ut per solos valores differentiales modo
supra exposito Inventos , qui scilicet ex unica particula n y nas.
cuntur , absolvi queat $ id quod ex sequente Propositione ryM

Propqsjtio IV , Problema;
Ä7. Inter omnes curvas ad eandem datam abfctsam  A Z = a

relatas , in suas idem valor expressionis indefinita IV competis, de*
terminare eam , in qua Jit expreffioV maximum vel minimum*

SOLUTIO,

Ponamus cutvam az quaesito satisfacere , atque expressionem
PV in ea obtinere valorem determinatum = Bi  erit ergo hwtccurva a z inter omnes alias curvas ad eandem abscissamA Z relatas,
in quibus exprestio PV eundem obtinet valorem , ira comparata ,
üt in ea exprestio V.  maximum minimumve valorem recipiat ,
qui sit A,  Ad curvam ergo hanc inveniendam , positis abs¬
cissa indefinita AI x , & applicata respondente Ii = y ;
binae applicata N n & O o particulis infinite parvis n > & oa  au¬
geri concipiamur : quo facto , tam ipsius PV quam ipsius V va-

\
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lor differentialis , qui ex his duabus particulis n » & oa  adjunc¬
tis nascetur nihilo aqualis poni debebit , uti in Propositione fe¬
cunda ostendimus . Sit jam expressionis V  valor differentialis ex
unica particula nv ortus = nv. dA>  atque expressionis alterius
IV  valor differentialis ex eadem unica particula n v ortus =
n >-. dB,  quos valores differentiales ex praeceptis in superioribus
Capitibus datis invenire licebit . Nunc igitur , dum binas par¬
ticulas nv & oa  contemplamur , erit expressionis V  valor dif¬
ferentialis = nr . dA- j- oa . dA ' i alterius vero expressionis
W  valor differentialis erit = n v. dB  4 - oa . dB.  Quocir¬
ca , ad quaesitam curvam inveniendam , neri oportet cum
n v. d A + o a- d A’ = o . tum etiam n/ . dB  4- o a . d Bl = o.

Multiplicentur ambae aequationes per quantitates quascunque,
ita ut prodeat

nv , ad A + Oa . ad A = O
nv. GdB 4- oa . £ dB ’ = o.

Fiatque ad particulas n v & o a  eliminandas tam ad A  4 - GdB
= o , quam ad A  4 -GdB’ = o ; eruntque a & € ejusmodi
quantitates , sive constantes , sive variabiles , quae utrique aequatio¬
ni satisfaciunt. Quoniam vero est ad A 4 - GdB =  o , erit
quoque d dA  4 - G dB' = o > quae aequatio , cum ad A  +
€ dB! = o comparata , monstrat esse debere d = a, & £ =  5;
ex quo quantitates hae a & £ debebunt esse constantes , & qui¬
dem quaecunque. Sumtis itaque pro a & £ quantitatibus qui¬
buscunque constantibus , «quatio pro curva erit a dA  4 -GdB
= o. Haec eadem « quatio prodit , si methodo consueta par¬

ticulas n v& o a  eliminemus . Erit nempe — = ^ A
dB! . , dA’
-r- , ideoque

dB! (
dB ’ ^ eU dA

oa
d d A d dB

d A

ob dAd B '
Aquatio autem

dB ’ n dA
d A 4~ d dA , & dB! = d B 4- d dB.

= ^  integrata datldA -b IdB + lC. Seu dA -----
ii A UtO

Euleri de Max. & Min. A a Cd B ;
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CdB;  qu« , positoC—— — , transit in *dA + GdB = o;
4

quam ipsam ante invenimus . Quamobrem ad Problema resol¬
vendum oportet , tam expressionis proprietatem communem con¬
tinentis fV,  quam expressionis qua? maximum minimumve es¬
se debet valores differentiales , methodo in superioribus .Ca¬
pitibus tradita , investigari , eosque per quantitates constantes
quascunque multiplicare , summamque = o ponere ; quo facto,
resultabit « quatio naturam curva? quaesita? exprimens . Q . E. /.

C O R O L L. I.

28 . Nunc igitur , ad Quaestiones in hac Propositione conten¬
tas resolvendas , sufficit noslse valores differentiales ex unica par¬
ticula n v oriundos ; quos supra jam expedite invenire docuimus.

' C O R O L L. II.

29 . Quare ad hoc negotium in subsidium vocari debebit Ca¬
put praecedens IV , ex eoque cum §. 7 tum §. 31.  In loco
priore enim continentur pra?cepta valores differentiales inve¬
niendi , si expressiones indeterminata ? proposita?suerint formula?in¬
tegrales singularis, in altero vero , si sint functiones duarum
pluriumve ejusmodi formularum integralium.

C O R O L L. III.

30 . Proposita ergo proprietate communi IV^ & maximi mi-
nimive expressione F , utriusque expressionis valorem differentia-
lem ex his praeceptis quaeri oportet : fquibus inventis , & per
constantes arbitrarias mulplicatis , eorum aggregatum nihilo « qua¬
le positum dabit a?quationem pro curva quaesita.

C O R O L L. IV.

31. Si, inter omnes omnino curvas eidem abseist« A Z res-
ponr
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pondentes , qua?raturea , in qua expressio V maximum minimum«

ve obtineat valorem » pro ea habetur ista aequatio dA = 0 j

denotante dA  valorem differentialem expressionis V.

C0R0LL. V.

zr . Quod si autem , inter omnes curvas eidem abscissa? AZ

respondentes , it^ quas expressio IV a?qualiter competat , quaera¬

tur ea in qua expressio V  maximum minimumve habeat valorem;

invenitur pro ea ista aequatio *dA + GdB = zo.

C O R O L L. VI.

33 . Perspicuum ergo est , curvam , quae, inter omnes omnino

curvas , habeat V  maximum vel minimum , cujus aequatio est d A

= 0 , contineri in aequatione <tdA + &dB =0 , qua expri¬

mitur curva , qua?, inter omnes eadem communi proprietate ^

gaudentes , habeat V  maximum vel minimum.

C O R O L L. VII.

34 . In ipsa igitur prima aequatione , quam Solutio ptxbek,

udA +G */j3 =o;  jam inest una constans arbitraria; quae

autem per id determinari debet , ut valor expressionis W  datum

obtineat valorem.

s CoROLL.  VIII.

35 . Problema itaque sic solvi poterit , ut , inter orares cur¬

vas eidem absciflä? AZ respondentes , in quibus expressio V/

eundem datum obtineat valorem , definiatur ea in qua sit va¬

lor ipsius V  maximus vel minimus.

COROLL . IX.

3 6 . Ex his denique intelligitur , Solutionem Problematis pro-
A a 2 politi,
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positi . convenire cum Solutione hujus Problematis , quo , interomnes omnino curvas eidem abscissaeA Z respondentes , requi¬ratur ea quae habeat «. V + £ W  maximum vel minimum.Quae quaestio, etsi ad Methodum absolutam pertineat , tamendat aequationem *d A  4 - £ dB = o , quam ipsam invenimus.

S C H 0 L I 0 N I.

37 . Ex his igitur non solum Methodus facilis atque expeditacolligitur , omnes Quaestiones huc pertinentes resolvendi ; verumetiam natura hujus generis Problematum penitius cognoscitur.Primo enim apparet , quod jam supra demonstravimus , Solutionemeandem tore , sive , inter omnes curvas communi proprietate IVprxdiras , queratur ea quae habeat V  maximum vel minimum»sive inverse , inter omnes curvas communi proprietate V  prae¬ditas , ea requiratur in qua sit W  maximum vel minimum . De¬
inde etiam intelligitur , Questionem ita proponi posse , ut ejusSolutio ad Methodum maximorum ac minimorum absolutam
pertineat ; congruit enim Problema propositum cum hoc , quo ,inter omnes omnino curvas ad eandem abscissam AZ relatas,
requiritur ea in qua sit ista expresso *V &W  maximum velminimum ; atque haec Problematis transformatio in causa est »quod Solutio per valores disserentiales ex unica particula n v ori¬undos perfici queat , neque Amplius opus sit duas hujusmodiparticulas considerare , prout ! primo intuitu natura Quaestionispostulare videbatur . Hanc autem convenientiam postmodum ,per se , ac suie ista Methodo qua binae particulae considerantur»
demonstrabimus j quo veritas haec, summi in isto negotio mo¬menti , magis confirmetur . Ad solvendas caeterum hujusmodi
Quaestiones , ante oculos habere oportet praecepta Capite prae¬cedente in compendium redacta » quorum ope valores disseren¬tiales quarumcunque expressionum inveniri poterunt . Primoenim , §. 7 illius Capitis recensentur Casiis , quibus formula¬rum integralium solitariarum valores exhibentur : tum vero§. 3,1 traditur Methodus inveniendi valores disserentiales ex-
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pressionum , qua? ex duabus pluribufve formulis integralibus ut¬

cunque sint compositas. Ex his itaque subsidiis, pro quavis

Questione oblata , tam maximi minimive expressionis quam

proprietatis communis valor differentialis assignari poterit : utro¬

que autem invento , aequatio pro Curva quaesita nullo negotio

formabitur ; cum tantum opus sit aggregatum quorumcunque

multiplorum illorum binorum valorum differentialium nihilo ae¬

quale poni . Hascque aequatio inventa , deinceps pari modo

erit tractanda , quo supra , cum in reductione ad construendum,

tum in integratione usi sumus.

S C H 0 L I O X II.

z8 - Jam observavimus In aequatione ad A -f -GdB =o,

quam Solutio immediate suppeditat , unam inesse quantitatem 1

constantem ; quae autem non omnino sit arbitraria , sed ex con¬

ditione proposita debeat determinari . Scilicet , cum in omnes cur¬

vas ex quibus quaesitam definiri oportet , eadem expressio IV  aequa¬

liter competere debeat , seu in omnibus eundem valorem , pu¬

ta B , obtinere ; haec quantitas B tanquam data spectari potest ;

atque cum ipsa in calculum non ingrediatur , ita constantes « & £ de¬

finire licebit , ut valor expressionis IV,  abscissae A Z = a res¬

pondens , ipsi B requalis fiat ; hocque pacto , Quaestio alioquin
indeterminata determinabitur . Eatenus autem tantum determi¬

nabitur , quatenus , per integrationes post instituendas , novas

constantes arbitrariae etiam per totidem puncta definiuntur . Pror¬

sus nimirum ut ante , totidem puncta praescribi poterunt , per

quae curva quaesita transeat . quot nova? constantes per integra¬

tiones ingredi censendae sunt. Horum autem numerus innotescet

ex gradu disserentialium summo , qui in aequatione inerit . Quo¬

niam vero tota Quaestio ad Methodum absolutam revocari po¬

test , numerus istiusmodi constantium perpetuo erit par ; seu

»quatio resultans ad A G>dB = o , erit vel finita , vel dif¬

ferentiatis secundi gradus , vel differentialis quarti gradus , vel

differentialis sexti gradus » vel octavi , vel ita porro . Quod
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sia?quatio prodit finita, tum quoque curva penitus jam erit determi¬
nata ; siquidem ratio inter « & 6 ita definiatur , ut expressio W
datum recipiat valorem B in curva inventa , quam determina¬
tionem perpetuo adhiberi ponimus . Si aequatio inveniatur dif-
serentialis fecundi gradus, tum duobus punctis curva inventa de¬
terminabitur j congruum autem ac more receptum est ipsos cur¬
vae terminos a & z praescribi, hisque casibus Problema determi¬
nabitur , si conditio ista adjungatur , ut curva quaesita intra datos
terminos a & z contineatur . Sin autem aequatio prodeat diffe-
rcntialis quarti gradus , tum quatuor punctis pro lubitu assigna¬
tis , curva satisfaciens determinabitur > haec igitur definiri ita con¬
veniet , ut , praeter terminos extremos a & z , simul positio tan¬
gentium in his terminis praescribatur. Sin perveniatur ad
aequationem difserentialem sexti gradus , tum curva per fex quae¬
cunque puncta determinabitur : eorum autem loco praescribi po¬
terunt primo ambo termini a & z , tum positio tangentium in
his terminis , ac tertio curvedo in his ipsis locis seu radii oscu¬
li quantitas . His igitur notatis , intelligetur ex ipsa Solutione
cujusmodi conditio ad Problematis cujusque propositionem ad¬
jungi debeat , ut id fiat penitus determinatum : ha?cque admo¬
nitio , non solum hic , sed etiam in Methodo absoluta atque
reliqua Methodo relativa , locum habet,

o SCH0L10K 111.

Z9- Discrimen hic etiam maximi momenti inprimis est no¬
tandum , ex quo in Methodo absoluta primariam tractationis
partitionem desumsimus. Consistit id autem in modo , quo cur¬
va inventa Qua ?stioni satisfacit. Fieri enim potest , ut ejus qua¬
cunque portio ad abscissam indefinitam relata requisita proprie¬
tate gaudeat ; deinde etiam dantur casus , quibus nonnisi ea
portio qua? definita? abscissa? A Z == a respondet , conditioni
Problematis satisfaciat. Illud scilicet evenit , si quantitas hac
a in aquationem, quam Solutio suppeditat, vel omnino non
ingreditur , vel in quantitates arbitrarias <*. & 6 comprehendi

queat.
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queat . Ex quo manifestum est , si amba? formula? PV & V  in
casu primo §. 7 Capitis procedentis recensito contineantur »
tum curva? inventa ? quamlibet portionem ad Quaestionem esse
acommodatam . Deinde vero etiam fieri potest , ut licet quan¬
titas F, seu quantitates ab ea pendentes , vel in alterutro valore
disserentiali insint , vel in utroque ; tamen eo vel fe mutuo tol¬
lant in oquatione ad A -j - Gd B = 0 , vel sub arbitrariis « &
€ comprehendi queant ; quo casu pariter quamvis curvo inven¬
to portionem satisfacere oportet . Hoc autem tantum locum
habet , si non datus ac determinatus proscribatur valor , quem
proprietas communis PV  in portione satisfaciente obtinere de¬
beat : tum enim fieri nequit , ut in quavis portione eundem va-
lorem sortiatur . Ex Solutione autem unius cujusque Quostio-
nis facile intelligetur , qua conditione , sive tota curva a z , si¬
ve quovis portio , satisfacere queat » id quod commodissime ia
Exemplis ostendi poterit*

Exemplum I.

40 . Inter omnes curvas ad abscisam  AZ relatas, in quibus fer -*
mula syxdx eundem obtinet valor em, invenire eam in qua fit va¬
lor formula  sy y dx minimus.

Erit igitur proprietas communis IV = fxydx , cujus , ob
dxy = ydx + xdy,  valor differentialis est =n >. dx . x.
Maximi autem minimive formula est V = fyy d x 3 cujus , ob
d. yy = 2 y dy f valor differentialis est = nv. dx . zy.  Ob¬
tinebitur ergo , divisione per nv. dx  instituta , ha?c oquatio ax
+ 2 £ y = o i ex qua patet Quostioni satisfacere lineam reo*
tam in A cum axe A Z angulum quemcunque constituentem.
Et quia longitudo abscisso A Z = a non in computum ingre¬
ditur , quovis hujus recto portio oque satisfaciet. Quod si
autem postuletur , ut pro data abscissaA Z =a,  formula syxdx-
datum obtineat valorem , putaUj tum oby = m x, fetfyxdx
c= j mx i i ideoque j ma\ = B } ex quo positio lineo recto
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ita definietur , ut esse debeat ^ = Haec igitur recta
jam ista proprietate gaudebit , ut ea inter omnes lineas , sive
rectas , sive curvas , qua; pro data abscissa A Z = a habeant
formula ;sxydx  valorem — B,  producat formula -syydx  mi¬
nimum valorem.

Exemplum II.

41 . Inter omnes curvas ejusdem longitudinis punfta  a &  z jun¬
gentes , invenire eam qua maximam vel minimam aream  a A Z Z
.(comprehendat.

Quoniam proprietas communis est longitudo arcus = sd x
V C1 + / ’/ ’) > erit ejus valor differentialis = — n v. d.  —
Deinde maximi minimive formula est sy dx , cujus valor difi-
ferentaalis est nv. dxi unde pro curva quaesita ista habebitur
aequatio dx = b d. - . , & integrando x -H * =n d (1 -tpp) & +pp) i
ideoquc/ = Hinc ergo inte-
grando fit y =f + V (b 1 — ( * + r) 1 ),  seu b1 —Q — / ) *.
•+- ( * + / ) *> quee est aequatio generalis pro Circulo . Qua-
mobrem arcus Circuli quicunque per puncta a & z ductus , in¬
ter omnes alias lineas curvas ejusdem longitudinis , vel maxi¬
mam vel minimam aream aAZz  includet . Duplici autem
modo Circuli arcus datae longitudinis intra terminos a & z conf¬

ectui potest ; altero , quo concavitatem axi A Z obvertit ; altero,
quo convexitatem . Priori casu manifestum est aream fore ma¬
ximam , posteriore vero minimam . Atque hinc si dentur ter¬
mini a & z , una cum longitudine curvae intra hos terminos 'cons¬
titutae, quam majorem quidem este oportet lineam rectam hos ter¬
minos jungentem j Solutio penitus erit determinata : arcus Cir¬
culi enim hujus longitudinis per hos terminos poterit describi

unicus,
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unicus , qui , prout vel concavitatem vel convexitatem axi A Z
obvertat , aream formabit vel maximam vel minimam.

Corollarium.

42 . Hinc etiam patet arcum circularem az , per terminos a Hg.  1$.
Sc  z ductum , non solum maximam aream a A Z z , inter omnes
alias lineas ejusdem longitudinis formare ; sed etiam quacun¬
que linea a C E D z a termino a ad terminum z ducta detur ,
cum ea arcus circularis a z maximam includet aream . Nam

si area a AZz est: maxima , erit quoque area aAZz — a AC
— zZD -j- CED, ob area-s aAQzZD & CED  constantis
magnitudinis quacunque linea pro az capiatur , maxima.

Exemplum 111.

43 . Inter omnes curvas ejusdem longitudinis punffa  A & M
jungentes , invenire eam qua , cum reffis  AC &  M C ad punffum
fixum  C duffis , maximam vel minimam comprehendat aream
ACM.

Quoniam , ob data puncta A , C , M , recta? AC & MC
positione dantur , ponatur angulus ACM = * , seu descripto.
centro C , radio CB = i , arcu circulari BS , sit hic arcus
B S = x , & ponatur C M =y ; erit S s = dx , M n =y d x,
& area ACM = Psyydx.  Porro ob mn = dy,  erit Mm
= VO 1dx * + dy *) — dx  Hh posito dy ~
pdx.  Quare inter omnes aequationes relationem ipsarum x &
y continentes , qua? , pro dato ipsius x valore , eandem praebent
quantitatem sdx d ( yy pp ) , eam definiri oportet , quae , pro
eodem ipsius*  valore , praebeat formulae {syydx  quantitatem
vel maximam vel minimam . Cum igitur formula?sdx y/ ( yy -{-

(s)  valor differentialis fit = m . dx ( ^ (y j + pp) - hc

d. -t , ■-- £- 1 ) & formula : syydx  valor differentialis =
\/ (yy + PP) , t,
Euleri De Max . & Min.  B b tty.
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n v<dx . y,  habebitur pro curva quaesita ista a’quatio y dx -----

JUJTnJ — bd- vuhtfy ql“ ’ k" ,mu,chUc-m.
abit in hanc y dy by dy

bp d.^ ( yy + pp ) ~r ~' V (yy + pp)

U . VO , + ?? ■) — ^ss+ Jp) — *f d- - £
cujus integrale est { yy

bc =r - _ ^

^ (yy + pp)
b i/Cy 7*+-pp) - kf P.— . 4»y ^yj ^ PP) v' Cyy + pp ) ^

y/"Qy+  'fp ) + ^ s* Ducatur in tangentem M P ex
yy ha-C perpendiculum CP = » j erit u = -j—.- .- v1 r v (yy + pp)

bebiturque yy = ibu + Ic : quam aquationem supra jam os¬
tendimus este ad Circulum . Quamobrem arcus Circuli 'per ter¬
minos A & M ductus hanc habebit proprietatem , ut , inter
omnes alias curvas ejusdem fecum longitudinis terminos A & M
jungentes , aream A C M exhibeat vel maximam vel minimam;
prout ille arcus , vel concavitatem , vel convexitatem intra an¬
gulum ACM vertat . Quo ipso id confirmatur , quod §. prX-
ced . in genere adnotavimus.

Exemplum IV.

fig j .. 44 . Inter omnes curvas punfla  a &  z jungentes , qua circa axem
A Z rotata generant solida ejusdem superßciei ; determinare eam
yy.£ stmul producat volumen solidi hoc mode generati maximum.

Superficies solidi hoc modo generati , prpportionalis inveni¬
tur formube integral ! huic sydxi/ ^ i + pp ) , cujus valor diffe-
rentialis ctt nv . dx ( \l ( i -+-pp) — ?- \ ). . . rr}  dx  V ( i + pp)  '
Volumen vero solidi hoc modo generati est ut syydx  ,
cujus valor distcrentialis est = nv. dx.  2 y.  Quocirca resulta¬
bit ista aquatio 2 y dx = bdx s ( i -fr pp) — bd. yp

v (1+ppy
Malri-

O
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Multiplicetur htcc per/ >, ut prodeat 2 y dy = bdy \/ ( 1 + //)

— b p d.  - — ^ ^ —r - = kd . y /̂Ci - \ - pp ') — . \ytAz —
r  V v / v Vv V ( r -E ? ? )

— h ? d' Ti + if ) ' CÛUS inte Srale estj7 — by V (.1+ PP)

_ bypp  _ y c __ by —f- b c. Erit ergo

by

y!(I 4 -pp) ’ " V ( 1 + PP)

~  C jy — b£ )v / ( 1 +// ’)>&p =~ ^ by — —

dy3-,  Quare erit d x (y y
yy~

•b c) dy
•b c

. > L.

)

Dc
</x ‘ . . sj ( bbyy - (yy  —

hac aequatione primo notandum est , si fuerit c = o fore dx = z

■, ■- -7 ; ideoque curvam este Circulum , cuius centrum in
V ( bb - yy ) *
axe A Z sit positum ; ille igitur arcus circularis , centro in axe
A N sumpto descriptus & per data duo puncta a & z transiens
Quaestioni satisfaciet ; erit autem is unicus , ideoque solidum de¬
finitae superficiei generabit . Quare si, inter omnes curvas quae
solida alius atque diverse superficiei generant , quadratur ea qua?
maximum volumen producat , ea non erit Circulus , sed alia

f yy - bc ) dy  ) con¬
curva in « quatione dx —

n y/ibbyy - (yy  - bcj)
tenta . Non solum enim , ob binas constantes b & c , effici po¬

test , ut curva per praescripta duo puncta a & z transeat ; sed
etiam ut longitudo curvae a z existat data? magnitudinis . Ce¬

terum longitudo curva?, ob fdx \s ( 1 +pp) = f  ^

fiet ~ /
bydy

V' ( ftyy - (yy - bc¥Y

yy — bc

cujus integrale a quadratura

Circuli pendet , estque = ~ A  cos . +

Conß. Quod si autem b ponatur — 00,casus oritur singularis ; arqua-

tio namque prodit ha?c dx = — 3 st uae  P r0

curva Catenaria convexitatem axi A Z obvertente.

B b r Exem-
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Exemplum V.

45 . Inter omnes curvas  az aquales areas  a AZ z" continentes,
determinare eam, qua circa axem  A Z rotata generet solidum mi-

supersciei.,

Quoniam proprietas communis in area = sydx  constituitur;
erit ejus valor differentialis = nv. dx.  Deinde formula , quae
minimum este debet , est sy dx  V ( 1 -+-/ >/>) , cujus valor diffe-
rentialis est = n y. (dx  V ( 1 -spp ) — d. yp ) ; un-V ( 1 + pp )
de orietur , pro curva quaesita, ista aequatio ndx = dx -j ^i + ppj
■— d. , qu -e , per p multiplicata & integrata , praebet

y„ _se » J r. - -5Lny b

de fit p
-vo +«0’ WCl+ " ° :
, V (y l — (ny -b by ) dy  ,

( y *4 ~ b ) dy

n y + b
zz dx  =

un-

V ( rjij - Ex qua patet , si sit i = 0,
tum curvam este abituram in lineam rectam puncta a & z jun-

Deinde si sit » ~ o , ob dx = ~ - kAl.gentem cur*
^ {yy — bb ),

va erit Catenaria concavitatem axiA Z obvertens. Quod si au-
( b - y ) d y-- ^ ; ex qua Mie¬tern sit n = —

grando oritur x

, fiet dx ~ , - , , vv ( 2 by - bb  )

= c + • ~ gs ~ V Ĉ by .— bb) ;, quae est
pro curvaalgebraica , & in rationalibus praebet9 b ( x — c )*=
O b —yY ( *y — ^ )• Est ideo linea tertii ordinis & per¬
tinet ad speciem <>8 New toni ..

Exemplum  VI.

45 . liarer omnes curvas  az ejusdem longitudinis; deßnire eam
qua circa axem  A Z ri?/**/* producat maximum solidum.

Inter.
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Inter omnes igitur curvas proprietate communi sdx s/ ( i + -pp)

gaudentes , ea quaeritur in qua sit syydx maximum . Quo¬
niam ergo formulae sdx s ( i + PP) va ôr  ilisserentialis esi =

— »v - d*  formulae vero syydx  valor disserentia-

= 2 nv . y dx i habebitur pro curva qussita ista aequatiolis est -

2 y dx -

tegrata,
4 - b b

4 - bbd.
V ( i +pp) , qure , multiplicata per p & in-

dabit yy + • bc■

j hincqüe / >—

4- bb
seu ' / (j + w ) =

tr + ^ V) = p . , ex
yy 4 * b c dxyy + bc

fit v = s yy- is b ds~Tr \ • Haec curva hanc habet pro-
J <J( b+ — Qyy + bc) 1) 1

prietatem ut ejus radius osculi , qui generaliter est dx
bb

<̂ v/(,T4 - pp) ’ ^ at = = i y S' est , proportionalis est applica-
caey inverse ; unde patet curvam quaesitam esse Elasticam. Non
solum autem per constantes £ & c arbitrarias effici potest , ut cur¬
va per datos terminos a & z transeat , sed etiam ut ejus arcus
intra hos terminos interceptus fiat datae magnitudinis . Si sit:
c =  o , prodit Elastica rectangula . Caeterum nullo casu cons¬
tructio per quadraturam vel Circuli vel Hyperbolae absolvi po¬
test j nisi sint vel b infinita , quo quidem casu linea a z pro¬
dit recta , vel b = =c.  Hoc enim casu , habebitur x ==

(yy 4 - bb ) dy
y s/ -

(yy
( 2 bb - yy

— bb ) dy

, seu , fumto b b negativo , erit x

=/ — V ( 2bb— yy') — bbs- dy

s

s y <) ( '2,bb- yy ) J v v. jj j J y<) (ibb -—•yy)
& integratione per logarithmos absoluta , fiet x = s — s ( 2bb>

yy)  4 - blX 4 yy) . jpf a vero eurva?  longitudo ,y
b b dy

qu* generaliter e« -

_ ^ _ yi b+ d ( 2bb-—yy).

erit hoc casui

B b 3 EXEMr
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Exemplum VII.

7J?S

47 - Invenire curvam , qua , inter omnes alias ejusdem longitu¬
dinis , circa axem A Z retat a ^ producat solidum cujus superficies
pt vel maxima vel minima.

Quoniam proprietas communis est = sdx  V ( * +/ >/ ’ ) *
cujus valor differentialis est — n d. ——?--vc*-t-ppy;maximi mimmi-
ve formulae autem sydx / ( i 4 - pp ') valor differentialis est
= nv. ( dx p ( 1 +ppj — d.

va quaesita ista « quatio b d.

)habebitur  pro cur-

— dx s ( I + />/>)

V ( 1+ PP)

VC 1+PP)
qua? per p multiplicata & integrata prtebet

= Tr yjr -̂ .f ™ <= , ' v Hincv/ C1 -i-pp)  V( l ~i~pp)
b + y o _ Ä_ V ( C^ - cc) _ dy

V ( i + pp)

V C1 ri"? ? )
fiet VC i d-? /)

ex hacque » qua? est « quatio generaV”( ( b+ y)

VC 1

Iis pro Catenaria , & satisfacit , dummodo axis respectu cate¬
na? suspense situm teneat horizontalem . Fieri igitur potest , ut
curva vel convexitatem vel concavitatem axi A Z obvertat »
priori casu superficies solidi fiet minima , posteriori maxima.

Exemplum VIII.

fig.  17. 48 . Inter omnes curvas per punBa K & Q,  transeuntes , qua om¬
nes aquales areas  ABC comprehendant; definire eam qua in fluido

fi eundum direflionem axis Bsl mota minimam patiatur refiflentiam.

Positis abscissaA P =x, applicata PM = 7 , proprietas com¬
munis est sydx, ejufque valor differentialis = ny. dx. Resis¬
tentia autem totalis , quam figura in directione AB sentit , est

ut

4
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uts £-■/ —— , cujus valor disterentialis — nv. d.

his emergit pro curva ista aequatio dx — bd. ; quae

integrata dat x — c + Aquatio autem diste-

rentialis per / >multiplicata, abit in hanc dy — ,

qu* in hanc formam^ —

* ir + Tfy ' »nsinutata , habet integrale, = /q -^ l±fÜ
— — seu y = f  4- r ~ '\~ > cum  iZltur sit x — c 4-

i 4- ?? ' J (l 4- ??) . 0

*^ i + yfy*' 5 curva erit algebraica. Efficiendum est aurem ,
ut , quo casu fit * = o [ quod fieri nequit , nisi veb b vel c
capiatur negativum 3 simul y evanescat . Quo autem curva co¬
gnoscatur, ponatur * — c = / & y — f = u , erit t =

bpp(l+ pp) & *± £ _ . unJe — b(p++ 2p*  y/3 4 - 3pp)
(T+ jfr ’ o + tp)' ,mehu+ '/ 3~ ( ! + » )*,
atque t — « V 3 = —C ' Zp_1d nld' • Extrahendis^ 14-fl¬

igitur radicibus quadratis habebitur V — PJd^ P^ 3 ,

& V ■mV3 PP ~~ ldl 3

4 - V
b

■H /3
I

2^^  o , . r 4- 7r
i + pp’ V

; hineque

£ 1 +pp’ T i>

: Atest -f = | .i + ff * ^ 4 -? ?

f + 11̂ 3
b "

t — u s/ 3

Ti* J 4 4

, ,, -4 -rrx/ 3 , ? 3
s V — r- H s v — 1—

go 4< —: 3V 4- 3 V -

c1+ tfy
3””).Er-

u*d P) 2\J ( tt - 3«s)
L (If4_ 2v/ !£_2 ^ y T  v y y

J ' ' 6 * 3 ¥ b b '

quae rationalis lacta probet aequationem hanc quarti ordinis
1' 4
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4*+ 4 - %ttuu f̂  4 u* =4 h *■+ • 3 6btuu — zqb luu ^seu 4(V/-f »«) *
= 4^ 5 4 - ^öltsi ’' — 2 'jb z u 1 .

Ad curvam autem per infinita puncta construendam , expedit
adhibere has formulas , t = t —L.̂ zßPPj & u = ~ j -- ^ a. Pri-
‘ , ( 1 + ppr , OH ^ /v
mum autem patet curvam habere diametrum in positione abscis¬
sarum t sitam , duobusque locis fieri u = o , nempe cafu/ >= o ,
quo simul fit t = o , & casu p =  cx>, quo fit t = b.  Quod fi
ponatur £= 4<r , atque f = jt + r , orietur ista aequatio ('rr \ -uu )*
4 - 8c ( r 3— 3 ?-»1) 4- i8ce ( r 24 -# 1 ) — ?7c 4 =o quX eum
fit functio ipsarum rr -\ - uu & r 3— zrs « , declarat curvam hanc
habere tres diametros scfe m initio abscislarum harum r decus-
sontes.. Gurva ergo qu.rsita triangulo tequilatero AB Cita erit
infcriptibilis , ut constet ex tribus ramis A D B , A E C & BFC
inter fe similibus & ecqualibus , qui in punctis A , B , & C cuso
pides forment acutissimos. Ejus igitur diametri erunt tres rec¬
ta; AI , BH & CGj  fefe in centro trianguli O decussantibus.
Erit autem A O = zc , OE = c , & OI = ~ c , ita ut sit
AI = ~ c & FI = =l e = ^ O F. Hujus jam curva; quacun¬
que portio a b c rectis a b & b c parall elis ipsis AI & BI & arcu
.curva; a c comprehenso , ita erit comparata , ut ar^usacinter omnes
alios puncta a & c jungentes , & tequalem aream a b c continentes,
in fluido fecundum directionem b a mota minimam patiatur resis¬
tentiam . Porro autem hsc curva erit rectificabilis , reperiturque
arcus ADB = c;  ex -quo erit ADB: AI — ^ — zr  r
£7 , atque ADB : AB = 32 : 18^ 3 = 16:

ExfiMPLUM IX-

4g . Inter omnes curvas  A M aquales areas  A P M includentes;
invenire eam, qua fit ita comparata , ut , fi perpetuo a centro circuli
osculantis  O ad applicatam  M P produSlam ducatur perpendicularis
O N i curva a punftis  N formata minimam comprehendat aream,
APN.  •

Positis abscissa A P = .v , & applicata PM = r ; erit area
APM
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AP M = sydx, quae est proprietas communis, ejusque valor
disserentialis— n*. dx. Deinde , cum sit radius osculi MO

= * — i l ± pp)-— , siet MN = — (±±112 5c PN =
q

—y;  ex quo area APN erit == — sy dx
(i + pp)

—~s  - - y- P  ̂d * > qua : debet esse minima, cujus valor dif¬

ferentiatis est = n v. (- dx -s - d. ~ -f - -i - dd.  ;
q dx qq

unde ista nascitur aquatio ndx 1 = d x d.  — 4- ddS l ~̂~~  ;
q q q

quae integrata dat nxdx = ^P_dx  4 , ^LAlPJL  4 - 6«sv. Illa
. ? . . qq

vero eadem aequatio, per p multiplicata , dat ndxdy  =
dyd.  4 - pdd . 1 Att  j cujus integrale c& ay dx = cdx

.— 4 . pd.  His aequationibus conjungendis ,

cdx 4 - ^ 2 4 - a - ~
q q

z dy ponatur# x —b = »/,&

dtt ) &'dx = dt } atque ndp ==
, seu 2 dt %4“ idt du ’ = nt dudd u

oritur »xdy — nydx

bdy —cdx  4 - d
ny — c = ftui  erit dy
zdt l -\ - zdu % n ddu

bdy

t du - udt d t
— nudtddu , posito dt  constante. Sit » = st^  erit dn —~
sdt  4 - tdi) & ddu = tdds  4 - zdtds ; hisque substitutis
prodibit ista Jaequatio: z ( i s s ') d V 4 ~ %stdt l ds -\r
r ( i— n 'yttdt ds 1 = »/ *dsdds.  Ponatur t == eJ , erit
dt = rds t & = o = e^ r ^ s (rdds  4 ~ dr ds

dr d s
4~rrds x )\  unde Et dds == - ; ex quibus
tandem emergit2 ( 14-" ) r }ds  4 - 4s r *ds  4 - 2 ( 1-— n ) rds

t! dr
nrdsy  seu 4 ~ ( 2 '

Eulcri de Max . & Aim. C <;
« ) rds  4*

4.sr *ds
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v - JfiCCr4 sr * ds + 2 y3ds -f - 2 r 5sz ds = o . Sit j

+ rrdv = z +fi v) ' ^UX «quatio integrationem sä-
mittit , quoties est « = 2/0 — r ) denotante i numerum in¬
tegrum quemcunque : ut si sit n = 4 , fiet r ■== ■ 4-

; ex qua retrogrediendo constructio
il + VvY fr —^ --J (i + v » ;
absolvi poterit.

Exemplum X.

yo. //*/0* omnes curvas3 in quibus sxTdx eundem obtinet
valorem; invenire eam in qua fit  sy T d x maximum vel minimum,
existente T fimclione quacunque ipfius  p , ita ut fit dT = P dp.

Ad formulcB sxT dx valorem differentiâem inveniendum,
notandum est esse d. x T = Tdx -bxPdp, ex quo illius va-lor diffcrentialis erit = ■— n d. xP. Ex altera autem for¬
mula syTdx habetur d. y T = = Tdy -f - yP dp , unde ejus
valor disserent’alis erit n r. ( Tdx — d. y P ') . Quare , pro
curva qu«sita orietur ista « quatio nd . xP = Tdx — d.yP.
Ergo sTdx = nxP -\-y P 4- b.  Porro si illa «quatio per />
multiplicetur, habebitur np d. xP = Tdj — p d. yP =
d.yX  I p . — pd .y P = d. yT d.yPp. At est
pd . x P = Ppdx + px dP + xP d p 4- Tdx — d. xT  =
d. xPp -\- Tdx — dxT. Quamobrem orietur d. y T —
d. y P p nd . x P p st- nTdx — nd . xT -, hineque sn T dx
= =yT — y Pp — nxP p + nxT 4- r* Quia vero, ex su¬
periori integratione habemus snT dx = nnx P 4 - nyP -\- nb ,
erit , eliminando/’nT dx , ista «quatio nnx P -{- nyP -i- nb
■= y T — y P p — n x P p -4- n x T  4 - cy seu y
_ nx ( nP + Pp — T ) - pc , ' §

' «— n P — Pp - ir T 3  VC % ^ — nX “P t — nP — Pp'

' Ergo.
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d F

Ergo prodit tandem x = cs ^ r ppj* > at<luc J =

r  pd P_ _ _ c_ _

€ J ( T — n F- Fps T- }iF- PP
r  dP

(T nP- — Fps'

Exemplum XI.

5 1. Invenire curvam , qua , inter omnes alias intra eosdem termi¬

nos contentas, & eundem formula sxdxv / (i -f -pp ) valorem con¬

tinentes> habeat sydxV ^ i + pp ) maximum vel minimum.

Exemplum hoc est Casus procedentis , atque ex illo manat,

ponendo T = V ( i +pp ) , ex quo erit P — y( i +pp ) ?

& dP = = - ^Porro vero erit T  — nP — Pp
Ci +ppf z

* nP Ex his jam surrogatis , prodibit x —
V i 1 ~vpp)

, '4 *n - . & r = itUjtSt ) _ » i„.
(i- np ) ^ -\ - pp ) J ■  i- npcf,  -^ . . . . . .. . . .

tegratione autem per logarithmos instituta fiet
x »c (p + 4 ( i 4 - pp ) )■ 4-

( I + KMj( i + nn) ( i - np )

/ » 4- ( 1+ V ( i 4 - qn ) ) ( p -j - y/ ( i +pp ) ) , , &
n+ C1- V( 1+nn ) ) ( p -f -y1( 1 + pp ) )

nc ^~c( 4 ( l ~{~pp) - nnp ) nc
y “ ~

i
(i + n » ) ( i — np) - (I + B)) f 3

w-p f T4 - V C-I -f- M» ) ) ( F + V ( 1~i~;Pp))  _ ny ex qui-
n 4- ( I - V( 1 4 - nn) ) ( p -p s/ ( t + PP ))

bus valoribus curva construi poterit per logarithmos. Genera¬
liter autem , quamcunque T functionem ipsiusp denotet , cons¬

tructio semper per quadraturas absolvi potest. Coterum hoc

Exemplum sine subsidio procedentis multo difficilius solutu fuis-
C c z feti
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sctj non tam facile enim perspicere liculffet , quomodo aequa»tio inventa integrabilis redderetur quam in casu generali»
Propositio V . Problema.

s 2. Inter ornes curvas ad eandem abscissam= a rdatas , qua
eundem formula  n = ssZ ] dx v alorem recipiunt; invenire eam ,
in qua fit sZdx maximum vel minimum> exißente Z funllwnefi-
rnul ipsius n , ita ut fit  d Z — L d n 4- M d x + N d y + P d p
+ Qdq  4 - &c. atque d [Z] = [M] dx -h [N ] dy + •[P ] dp4 - [ QJ dq 4- &c»

SOLUTIO,

Quoniam est d [_Z ~\ = [_M ^ dx  4 - \_N ~\ dy 4- \_P ~\ dp 4-[ Q ] dq  4 - Scc. erit formulte f \ Z ] dx^ quae hic quantitatem om¬
nibus curvis communem repraesentat , valor differentialis =
n t. dx ( [ Nj — ffp' “P ^ » ffui ex Casu pri¬
mo §. 7 Cap . praeced. sequitur . At formula fZdx , maximum
minimumve exprimens , quia Z involvit formulam integralemn = / *[ 2 ] dx,  pertinet ad ' Casum secundum loci citati : e)us¬
que adeo valor differentialis erit = n v. dx ( N  4 - [[ V —-

+ a-^ Tx ^ ~ —' &c -) 5 denotante V=
II — fihdx 3 ubi H  est quantitas determinata, quae oritur si in
integrali fiLdx  ponatur x = a. Atque , ob hanc ipsam quan¬
titatem H , iste valor differentialis a praescripta longitudine abs-cislaex — a pendet . Ex his igitur duobus vaioribus differentia-
libus ambarum formularum propositarum , quarum altera proprie¬
tatem communem , altera maximum minimumve exponit , fe¬
cundum regulam datam , nascitur aequatio procurva lequens :
0= + *ALj H0 — &c. + » + [» ] *'■

d ( p + r p] v
d x Hbd d ( Q 4 - [ £ ] V)

di«» ■&c. qua;, ob V-
H-
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H— sLdx, transit in hanco = N -f - ( a, H  — /LdxXN]—
AsP + U + H - sLdx ) \ f ] ) , dd(Q+ ( « + H- sLdx)[,Ql>

d x dx*

- &c -

Cum jam « fit quantitas constans arbitraria ; etiamsi H  sit

quantitas constans determinata , tamen a -f - H  fiet quantitas ar¬

bitraria : ideoque non amplius a definita abfeilst longitudine a

pendet . Quare si , loco « -st H,  scribamus C , habebimus pro

curva quaesita hanc aequationem :

p == JV-+- CC*— sLdx ')  [ N] — d ( P + ( C ~ xsL -— - P~

+ ^ f L/ x. ] )- &c. quE ergo pro quacun-

que abscista exhibet Curvam , qua; , inter omnes alias eundem

formula; s[ Z ] dx valorem recipientes , continebit sormulre szdx

maximum minimumve valorem . Q . E . I.

C O R O L L. L

53. Si igitur proprietas communis suerit ea ipsa formula in-

tegralis , quee in maximi minimive formula implicatur ; tum

consideratio determinata ; abscissce magnitudinis ex calculo egre¬

ditur , & Curva inventa pro quavis abscista quxsito satisfaciet. '

C O R O L i . II.

54. In hac aquatione inventa , duL adhuc inerunt formu¬

la; integrales ; primo nempe formula shdx, ac deinde formu¬

la n == s [ Z ] dx , quX cum ea in Z contineatur , inerit in quan¬

titatibus L , M x N , P  Ac.

COROLL . III.

55. Si igitur haec integralia per differentiationem tollere 1li¬

beat ; pervenietur ad disterentialia binis gradibus altiora , simu *

que exibit constans arbitraria C. Interim tamen numerus conf-
C c 3 tan-
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tantium arbitrariarum unitate minor erit quam gradus iste d 'ffe-
rentialium ; eo quod integrale n = / [ Z J dx  definitum obtine¬
re debet valorem , eum ipsum scilicet , quem in maximi minimi-ve formula / ’£ d x habet.

;C O R O L L. I V.
56 . Hinc igitur in arquatione inventa , ob constantem arbi¬

trariam C , potestate una plures inerunt constantes , quam dif-
ferentialium gradus indicat . Quarum una eo determinabitur,
.ut valor formula? communis ri =zs [_Z ~\ dx  fiat .pro curva in¬
venta data? magnitudinis ; reliqua vero per data puncta vel tan¬
gentium poiitionem datam determinabuntur.

C O R O L L. V.

57. Si Z fuerit functio cum quantitatum x,y,p,  7 , &c.
tum arcus curva? s : atque inter omnes Curvas isoperimetras.queratur ea , in qua sit sZdx  maximum vel minimum ; tum fiet
n — s == / [_ZJ dx & [Z ] = V ( 1 + pp ') , ita ut sit

. = 0, [ A'] ==° >& [P] =y (/ +n y .
C O R O L L. VJ.

58 . Hoc igitur casu , si fuerit dZ — Lds  st- Mdx  st- Ndy
.st- Pdp -j - Qdq + &c . habebitur pro Curva qua?, inter omnes
isoperimetras , babeat/Zi/x maximum vel minimum , istaa?quatio:
o N~  +dx

-s L d x ') p ) + &C.

seu N

&e

il -p.d x dx 1

Lp
V ( 1 st-??) st - $f-

d d Q
V ( 1 st- ?? ) J dx 1
_ sC- sLdx ) dp Lp

y ( j -fpp)
( C- fLdx ) dp

dx ( i st- ?? ) *'*

dx ( I st- pp)
- &c.i£ + il£dx dx\
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C O- R O L L- VI I.

59. Cum fit C quantitas arbitraria in genere notari conve-

nit , quod si pro C accipiatur ille formula? sL dx  valor , quem

inducit si ponatur x = a , tum prodituram este curvam , quae in¬

ter omnes omnino curvas eidem abscissiex = = a respondentes,

habeat valorem formulae sZ dx  maximum vel minimum.

S C H 0 L I 0 N r.

60.  Casus Coroll . 6 , quia is ab Auctoribus potissimum trac¬

tari est solitus , peculiarem evolutionem meretur , ut ejus ope

Problemata quae forte occurrere queant , facilius & expeditius

resolvi possint. Inter omnes igitur Curvas isoperimetras , seu qua:

eandem habeant longitudinem s = sdxsj { 1 Hb/ / *) , queratur

ea , in qua sir/zS maximum vel minimum , existente Z func¬

tione cum quantitatum definitarum x , y , p , y &e . tum arcus

curva? s ; ita ut sit dZ = Lds + hi d x -+- N dp -f- P dp -\ - &c.

Pro curva hac proprietate gaudente jam inventa est ha?c aequatio r

dem, in hoc latissimo sensu nec integrari nec ad simpliciorem

formam se reduci patitur . At casus notasse juvabit , quibus eam

integrare licebit . Ac primo quidem si-fit N =  o sponte pro¬

dit ista pro curva aquatio ::

A -p — P + ~ß — 6cc. jam semel inte-
v O 4- p/0 dx i

grara . Secundo ponamus esse M —o ; atque aequatio per

pdx ■= ■dy multiplicata abibit in hanc
sL d x, ) p

V ( 1 + t>P ) N dy — P dp — &c. ad

quam si addatur Lds — Ldx / ( 1 +pp ') — dZ — Ndy -

P dp — Qdq &c . ; integratione instituta prodibit/ ^ Ldx \/(  14 pp)
j L. a x ) p Z ~ Pp

Prius
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Prius vero membrum si evolvatur, transit ms \ Ldx \/ ( i

(C s[Jx )pdp Lp p dx s. _ Ldx4 ~
(i + ppf 2 V ( i+ PP)

) = /<
•fLdx

V(l~f pp)
. (C—sLdx'pdp

(l + pp ) ' .

cujus integrale est — ~^ sT + JpJ ~* Ql iare>ca û cluo  A/ — o,
q _ rp

habebitur ista atquatio ^ ssf j s ) ~ A — Z Jr ?p + Qjj
tAQ.dx

V( i + pp)
Sin autem tertio fuerit tam M- o quam N = o , ha¬

bebitur primum, ob JSf= ■ o , hxx aquatio : A -f -^ ^ i ^ pp)
== —- P -f - —2-j qua , multiplicata per dp = qdx,  abit in

hanc A dp + ( ? dp = — P df + QJf • Cum au¬
tem fit dZ ~ Ldx s ( i pp } p dp -j_ Qd q , habebitur

jz + AJf — LJxjit + frt + tcrpp^ ptAi = ?da
H\- Qdq ; quae integrata dabit , Z + B -{- Ap4 ~CC— sLdx )
VCI + // ) — Cl9 , seu C — sLdx = —

At ex priore aquatione est C — / X d x = — ^ v̂ -- 1 ^ $$  *

— Ia!. ( l̂ i ~Ppy _j _ i sld/S *&JLZ)  •  ex quibus conjungen¬
dis elicitur : Adx — Bdy = Zdy Pdx -— Ppdy -f - dQ^

ppdQ — Qpdp , in qua non amplius inest formula inte-
gralis sLdx.  Usum igitur horum casuum in Exemplis monstra¬
bimus.

Exemplum I.

6 1. luter omnes curvas ifoperimetras, defnire eam , \in qua fit
f s n d x maximum vel minimum, denotante  s anum curva abs¬

cissa  x respondentem.
Quo-
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Quoniam proprietas communis longitudinem arcus / -= sdx
+ respicit , atque in maximi minimi ve formula

j ' s n dx inest ipse arcus, solutio pertinebit ad Casum in Scholio
pertractatum . Comparata ergo formula fs n dx cum generali

/Zdx , fiet Z = s n & dZ = : n s 71 1ds\ hincque L>  =
n s ” 1, Af = o , N = o , P = o &c. Quare ex Scholii
Casu ultimo , quo posueramus Af = o & N = o,  habebitur

ista arquatio — Bdy = 2 ^ = s ndy , ex qua ori¬

tur Adx = dy ( 5 + ■ ) & -* *</ * * + A 1 dy ' ^A ' ds'

= + ) * ) ideoque dy = ---

unde Curva * constructio

__ ^ Bp,

(L + / j>̂atque </at= -
VĈ + OH-O 1 )

perfici poterit. Vei posito dy = p d x3 erit j

atque ^ '

_ A dp ( A — B » 'J

: ex quo fiet ds ~ dxs/ ( i + pp')
(i — m) : w

7/ ^ i r » j : n Atque hinc per p coordinata*

Bp )

n
(l — »):«

curv® at & j ita determinabuntur , ut sit at =
„Cr — « ) : n .

r dp (A — Bp) _ k V— — A r * » ( A —

p a rd - p? )
Videntur hic quidem quatuor constantes , duce scilicet nova? ,
praeter A fk B,  ingredi , ob duplicem integrationem ^ & x

At cum posito x — o , simul arcus curva? / = $ - -- -

evanescere debeat ; hinc vicissim constans in integratione ipsius x
orta definietur . Nimirum si n fuerit numerus affirmativus , ar-

Euleri De Max . & Ahn. D d cus
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ens s evanescit , posito p = ~ ~ ; ex quo vaior ipsiusx itade-
A
B fiat — o.

habebitur ex priore constructio--
; ideoque x = V ( AB

terminari debet , ut positop
Quod si ponatur n = i ;

ne. statim Jx=
V( A + ( B+ s) )

+ Bz -f - 2 B s -f - ss ) — V (A 3,+ B 1) , seu posito ö— A.
& V' ( ./4*+ B 1) = c , erit at + e = \ / fc * + 2 bs + s j ) .
Ex posteriore autem construendi modo , oritur x = —

- 1^0 ±Pf) +1  scu _ b)f _
PP ^ iiA -pp ) p

e ^‘  Q- uarecum

sit ; =
naria..

/ C^ iXI*/ ( — b)' ~ c' y

Exemplum II.

b? — c*y
curva satisfaciens erit Cate-

62 . Inter omnes curvas ejusdem longitudinis, eam determina¬
re, in qua fit  sSdx maximum vel minimum, exißenteSfunffio-
ne quacunque arcus  5.

Quia proprietas communis arcu s = fdx / ( r 4 -pp)  con¬
tinetur i solutio ex Scholio peti poterit» Scilicet cum sit Z =
S=  functioni ipsiusF, erit Lds = dS, & M = N = P = Q^
&c. = o. Quare , per tertium Scholii Casum, habebitur pro
curva quaesita ista aequatio Adx —Bdy = Sdy , & Adx = z
dy { B -\~S ') . Hinc ergo erit A 1 dx l A - A xdy *= A zds z ===■

W '+ <P + S)‘-) ecj= f ^ + *a+ -s7)  ‘ erit autein
abscissax — f [z » unde curvae constructio ab-
solvi poterit.

Ponamus esse$ = es, positoqueV>=zpdx 3 eritA ~ ~ B-p
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e , & e ds- ■Adp .

dx- A dp
pp

( A — Bp ) py/(  i fy-pp )

_ (A - Bp~) dx y/ ( t -f - ttii)
~ P

& dy -

, hincque
A dp

Bdy
(A - Bp ) v' ( i -hpp)
—“ 'At— & jn re-

Componendo vero fiet dx - -^ (l +pp)

grando Ax — By = A l sV-PsJl~  4 - C, feti

Cum autem ,

— Bp _ s

P
1 4 - V ( I + PP  ) _ C-d X By - C j : A

P
facto j=  o , evanescere debeatx , atque ob "

facto s , fiat p

est3 ut facto/:

A +
fiat x

- , per integrationes efficiendum

o.
J3+ 1

Exemplum III.

6 z. Inter omnes curvas ejusdem longitudinis, determinare eam
in qua fit  fs ydx maximum vel minimum, denotante  s arcum
curva.

Solutio hujus Questionis iterum petenda est ex Scholio ; erit
namque Z = sy & dz -= yds + s dy  ,  ex quo fit L = ŷ ,
M =  o St N ~= s,  reliqua lirtcr* F , &c. evanescent.
Cum igitur sitii / — o , Casus Scholii secundus hanc suppedi¬

tabit solutionem: Cs =L(^ -̂ .™ A — y s ; immediate vero pro-

J . . J_ J ( C - sydxjp _ ( C - sydx ) dp _ ypdx  .

dlt Sdx—  d . - vTYTW) (I +pp) V*  v '(l +pp )'
Quare , cum sit C —fydx =A \t (1 +// ) — yW( i +// ) ,

erit sdx = :T > feu sdxfy -spdy -\-ysdp -̂
1 -rfp „ f

ydy = Adp.  Sin autem lubueric arcum j eliminare , habebitur
. . . . A f C — fydx ) ( C — fydx ) dp

" b.ms aquationibus , , =
D d 2 —



DE METHODO2H

yp
-y  hincque

A d x

(
i/ ( i + ?pj * y

dp . d
+ yp dx

■CC— sydx)V( I + pp)
-2 + 'S ) ' *n utr0Sue autem casu diffi-(i + ppy ’ ' ^ • pp)

eile est ad aquationem ad curvam construendum accommoda¬
tam pertingere.

Exemplum IV.

64. Inter omnes cnrvas eandem aream n = sy d x continentes,
definire eam , in qua fit  s ^  maximum vel minimum.

Si hanc Questionem cum Solutione generali comparemus,
habebimus fi {_Z ^dx = .sydx -, hincque — 1;
reliquis litteris sA/j ] [ P ]| CQDj &c.  c \ a ;eicentibus. Porro erit
z = 'tt ' + TP * & dz ==1— *R >L .' ±lti . _ pdpn 3 n * n v (1 +ppj y
unde eritL = — , M = o 3 N = o, & P =

Quocirca pro curva quaesita sequens emerget
«quatio:

C + fi dx  y/ CT+pp} d.n * dx n «'( i ~hppy
Multiplicetur hate «quatio perdy = p dx , erit o — C dy

+ dyf ^ L̂ l + M>—/ >̂ , quX integrata dabit:
o

n d ( 1 +pp ) '
^ _j_ yj- Jx \’ (1 + p p  i _ j> dn J(  1 + p p)

PP +f : pdp
n

_ _ . + + £ £)n ^ {i + PP ) ' J n /̂ { ifpp ) ^ ) JJ sl*
— - JLL- -j- Hinc itaque istam obtinebi-n v ( itw ) n ^D . ynr ■ y dx.d̂ + pp) . I
mus «quationemo =5 + C _y+ j/ - ^ - b»
a qua si prior pery multiplicata subtrahatur, erit
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o = B +

o = B dx -f-

_I_
n v' ( i +pp)
_ dx_
nt ' Ci -h i' p)

+ d.  — jTTZü — >>^ udx  n f ( i + ppj
y d p _ yl pdxHh

n ( . + » ) , :> n ' m + n)
9

ex nna aequatione (i dcnuo n = sy dx exterminare velimus ,
prodret a?qnacio d 'sseremia is tertii ordinis , ex qua multo mi*
nus quicquam ad Curvam cognoscendam deduci posset.

S C H 0 L 1 0 N II.

65 . Quanquam , in hac Propositione posuimus [ 2 ] esse func¬
tionem determinatam quantitatum x , y ->p , q, &c . tamen Me¬
thodus solvend’ patet , si hec ipsa quantitas [Z] fuerit functio
irdesinita tbrmulas integrales in se complectens. Ponamus enim
in formula n = f [_Z ^ d x,  quas omnibus curvis debet esse
communis , esse
d l Z ] — [L ] dn+ [Af ] ^ + [3n ^ + [P ]^ + [Q ] ^ -f &c.

existente w ■==■/[ a] dx,  &
d £ &]] = \_m~\ dx [_n~\ dy \_p ~\ d p \_q ~\ d q SiC.

Maximum minimumve autem esse oportere formulam sZdx t
existente : dZ = Ldn 4- Mdx, 4- Ndy 4- P d p 4- Ac.
Jam formula f \_Z ~\ dx  continetur in Casu secundo §. 7 Cap.
praec: inde ergo si cap ia cur integrale / 'iLjdx e)u{quc  valor res¬
pondens abscisse x ~ a y ad quam solutio debet accommoda¬
ri , ponatur = [ ff ] , atque [// ] — /1LJ dx = [ V] i ha¬
bebitur formulasf \_z ] dx va'or disserentiaus= n r. dx ( [ N]
. r „~\ryi _ diL £ L+ M Q1> + dd.Clk.  3+ MLvl)d x dx *

— &c. \  Deinde vero maximi•minimive formula sZdx  con¬
tinetur in Casu tertio loci citati ; ad ejusque valorem disserentia-
lcm inveniendum, ponatur formale /Ldx  valor abscissex =̂ a
respondens ac H — /Ldx ~ - V.  J tm capiatur integrale
s {L \ Vdx ■= Hs [ L ] dx  — s [L }dxsLdx  sitque , posito
x — 4,  valor formule s [ L ) dx/Ldx “ K,  eodem autem
casu formulas siL } dx  valor est — s H] , ex quo form sie

Dd i j \ Li
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s [ L] Vdx,  casu x ~= a,  valor erit = H [ Hj — J5f , &■voretur
H [ H ] ~ K—  HslLldx + slL -] dxsLdx = W,  ira ut
lit IV = H [ V\ — K -\ -s {h \ dx shdx 3 critque formulae
proposita; szdx  valor diffcrentialis■= n v. dx ( N V -f-
rpirv M-rn**0 + ^c -g+ r-gi +̂ Cj] m*- -* dx dx %
— &rc. ) . Quod si jam ad hunc valorem differentialem adda¬
tur praecedens per quantitatem constantem arbitrariam a multi¬
plicatus , summaque ponatur = o , prodibit aequatio pro cur¬
va quaesita haec:
o= v+ [V] («+ V) + Z»1 «n + w) — -a . ,-
<̂ ( p + c/,] (« + ^ )+ [^] (« [n + «o + -p-
" ( tL + CQJO + ^ + EfK ^ Vl + tf) — See. Est
vero hic * V = a,H — sh  dx unde ii ponatur « + H
= C , erit C constans arbitraria , & « +V = C — sh dx 3
atque * [ F ] + W = C [ H ] — K — C/ [ L ] </*
shdx.  Hoc igitur pacto , pervenietur ad curvam quaesitam>
in cujus aequatione, quia ob [iQ & K adhuc inest constans da¬
ta a,  ea quaesito satisfaciet tantum pro proposita abfcislax = a.
.Quod si autem formularum ambarum altera ad Casum 4 , al¬
tera ad Casum 5 pertineat , tum iterum consideratio data? abs-
■ciiTaea ex calculo egreditur , eademque curva pro omni absciifa
satisfaciet , id quod unico sequenti Exemplo declarasse suffi¬
ciet.

Exemplum V.

66 . Inter omnes curvas eidem abfiijsa respondentes, qua eundem

formula  v valorem recipiunt; invenire eam,
-j- ->n)

vV
maximum vel minimum, exißented v = g d x + W dxi/ ( i -spp)
& functione quacunque ipfius V.

Solutio hujus Quaestionis exhibebit curvam super qua corpus
dpfcen-
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descendens a gravitate uniformis deorsum, in directione abscis¬

sorum sollicitatum in medio quocunque resistente celerrime de-

labitur , inter omnes alias curvas super quibus descendendo

eandem acquirit celeritatem. Est enim s <v celeritas corporis

in quocunque curva? puncto , & W  exprimit resistentiam medii.

Quod nunc primum ad proprietatem communem v =

sdx (g -̂ PV\/(  i + / ’/ ' ) ) > ponamus esle dfV = Ud v,  atque

haec formula ad Casum quartum pertinebit ; erit namque n =

v, & z ~ g~f- W \/ ( j + -pp) ,ac dz = Udv- / (I + pp  )

+ — , unde erit L — W (i + pp) , M <=  o , N= OjJV±dp
v' ( i Hrpp)

& P = 5 ■— Sumatur ergo integrale fXJdx \f {i -spp ),-
f ( t ri- ??) .
r . sUdx  v’ ( I “E PP ) _ _ TT

sitque, casu quo x = d ponitur , e — "

ac ponatur V = He sUdx  v ( 1+pp \  Ex his erit formu¬

laev valor differentialis= ny,ix( di wvp

n v. d. wvp
dx V( i -f- pp  )

Porro maximi minimive formula

)

\‘( i + ppy

s dxy  Ojf- pp)  pertinebit ac} Casum quintum*, eritque Z

yc t -f • pp)
y"v

, &
ideoque n — D, ZcE

^ I q- ? ? )

VOin ] . . M = o , N = C,,

& P

äd y

. Deinde vero , oh v ~ sdx ( g +

Wty( i + p/>S )TemZzy ^ g + W  v (I + pp ) ,& d LZ 1

ürf« Vf < + PP ) + -js + tJ ) ! unde [H = W O + 7P) . ■

[W ] = o . cJri = o , & CP ] = .7r l^ F) • si

JUdxy1(i + ?p)dxy/(i+ pp) _ r

post integrationem fiat x— a.—Je Hy y — ’’
sitqu<f
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fitqce T-.
atque erit formula?s  valor differentiatis

nv. dx ( d(  - -r -—vK d x 1 + ?|>)

>fv

+ JVTp) m.d(V. i+ i?/ * v< i
-E r—?- v- ~ ) . Ex his duobus valoribus differentiaiibus inventis1+ j 7̂ )
nascitur pro curva qu&sita sequens cequatio, o — « d.

4 * 77?? i/ ^ )'^ lntegrando, L

IVJP _ _
ss( i + pp)

v'®(i + ??)
sUdx V( I -E ? ? )

ergo

' ^(i + ?//

+ * & £ « ? • Aecst - r + r

( • / / + K + f/' JiX H ' +n ^j Lg .F+1/ ) ) . Quodfi
ponatur * H -\- K = C , erit C*constans arbitraria , atque quan¬
titas definita 4 omnino ex aequatione evanelcet ; ideoque cur¬
va qua?sita defideratam proprietatem pro quavis abscissa posti-
debit . Pro curva quaesita habebitur erg© ista aequatio:

sUdx \l ( i + pp ) B \? pp) _ 1 y ^ l
l¥ p W 'J v

/VJ XS( , + » )i£ vn ±a ? 4 d;foent !ando
A Zv V v ■ Wf  V ( 1+PP)

E Udv </ ( x -{- pp)  U .-iu . BU dx(  1 - j~<'/;)
WWv ^ zlVvSv * ' H

dJili± - ±U±.  Cum autem fit Ä2 v v v

IV1 p
Udx / ( x~\- pp)

X/  t V

zgdx -̂r Wd x \J ( 1 -pp ') , habebimus facta substitutione
hanc aequationem B dp gdx + g U dx

JVp1 / C + / ’/ ’) Z JT® / -y ‘ /-f * Vv
gBUd ^ jl + tt) sive  ; stjm gWp ‘ JxJFlp v ^( i + /’p) yvy
2̂ lf~ dx— tgBUpdxs/ (1 + / / ) . Multiplicetur ha?cxqua-

• tio per ^ 2/ ^ & in primo termino loco d v scribatur gdx -j-
Wdx
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Wdx *s ( i -hpp ) , ac dIV  loco Udv;  quo facto , habebitur

ista aequatio ^ + 1 B d p - JLL-JjL ..  —

2j PP d IV __  zgBpilVV Ci + tl ) ; qua ; divisa r er p'  fit in-IV V.v ' W 1 1 1
2 B

tegralis ; eritque aequatio integrata haec, 2 C — , -- =
a «B V( i + pp)

JVp w V v
■j dx

sive W- gB \sv( i + pp)— gp
Cp \f v — B Vv

.v -
—, —- 7-. Unde nascitur aequatio a resistentia W  libera

d » V.( I +pp ) ^

hxc, (iCp ~ B ) dv = gCpdx + gBppdx~ gpd̂ (v* lv+ ^
Cum autem IV  sit functio ipsius v data , ope aequationis W \Jv

= - i £ , dabitur p per v ; qui valor si in

praecedente aquatione substituatur , dabitur d x per v & d v i
hincque curva quaesita poterit construi.

Propositio VI . Problema.

67 . Inter omnes cttrvjts propriet/ite communi A pr/editus , de¬
terminare eum, in qua fit funtfio quacunque , cum ipfius il/ius expreß
fionit  A , tum ulius cujufcunque  B , maximum vel minimum.

I
S 9 L U T I O.

Sit dA  valor differentialis expressionis A,  atque dB  valor dif-
ferentialis expressionis B > habebit functionis illius ipsarum A Sc
B ,quam maximum minimumve esse oportet , valor differentialis
hujusmodi formam adA + ^ dB ; in qua constantes * & £ 1
ratione compositionis qua expressiones A Sc B in illa functione
inter se permiscentur pendent ; ita ut valores obtineant deter¬
minatos ab abscisse quantitate , cui solutionem accomodatam
esse oportet pendentes . Quoniam vero expressionis A , qux
proprietatem communem complectitur , valor differentialis est

Euleri ck Mux . & Mi », E e dA -,
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d A > hujus multiplum qnodcunque ydA  addatur ad valoreni
dift'erentialem ad A + QdB  expressionis , qua? maximum mini¬
mum ve esse debet , ac summa ( a -f - y ) dA + £dB  nihilo aqua¬
lis potita dabit aquationem pro curva quassta. Habebitur igi¬
tur ista «quatio s « -f-y ') d A ~ SdB = o , seu (a -j - y) -dA
-h £ ddB -= o i in qua , etiamsi <*,& € sint quantitates constan¬
tes determinata ? , tamen , ob y & d quantitates constantes ar-
bi ' ra:ias , coesscientes valorum dAtk dB , qui sunt (a + y ) «P
& 6 d evadent constantes arbitrariae magnitudinis . Harum igi¬
tur loco si scribantur littera: £ & habebitur pro curva qu«titz
ta ista « quatio %dA + *idB = o . Qpo -circa ad Problema
solvendum , exprestionum A & B , quarum altera proprietatem
communem continet , utri usque autem functio quamunque ma¬
ximum minimumve esse debet , fingulatim valores disserentiales
dA &cdB  capi oportet , eosque , per quantitates constantes ar¬
bitrarias , quasque multiplicatos nihilo aequales poni , quo pacto
resultabit ista «quatio %dA -+- >?^5 = o , qu« naturam curvae
quaesitae exprimet . Ch E. L

C O R O L L. I.

68 . Natura igitur curvae satisfacientis tantum ab expressioni¬
bus A & B pendet ; neque ratio functionis ipsarum A & B} qu«
maximum minimumve esse debet , ullo modo in computo ma¬
net ; sed quaecunque sit functio , eadem solutio prodibit.

C O R O L L. II.

69 . Quaecunque itaque ipsarum A & B functio , inter om¬
nes curvas eadem proprietate A  gaudentes , debeat esse maxi¬
mum vel minimum ; solutio perinde se habebit , ac si , inter
omnes curvas eadem communi proprietate A  gaudentes , ea re*
quiratur , in qua expresso altera B maximum minimumve obti¬
neat valorem.

C 0-



MAX . ET M 2 N. RELATIVA . ilp

C O R O L L.  III.

70 . Qiiod si ergo expressiones A & B ejusmodi fuerint for¬
mier , quarum valores differentiales dA 6t dB  non pendeanta

magnitudine abscissis x cui respondent ; quod evenit , si illae

formulx pertineant ad Casum vel primum vel quartum , secun¬

dum nostram enumerationem Capite procedente §<7 factam ,

tum curva inventa pro quacunque abfeissia aeque satisfaciet.

C O R O L L. IV .,

71 . Eadem Solutio locum habebit si , inter omnes curvas

quarum corr munis sit proprietas functio qunecunque ipsarum A  &

B , ea requiratur in qua alia quaepiam earundem A & B func¬
tio sit maximum vel minimum . Hoc enim quoque casu perve¬

nitur ad aequationem %d A + - ydB •= o , in qua £ 8c *i sint quan¬

titates constantes ad arbitrium accipienda?.

Exemplum I.

72 . Inter omnes curvas  a M b cum axe AB eandem aream Fig. r».
fyy dx

fy dx continentes , invenire eam in qua fit mimmum.

Quaestio haec initur , si inter omnes areas squales quae intra

ordinatas extremas A a & B b atque basi A B formari possunt,

desideretur ea , quae habeat suum centrum grav itatis in loco infi¬

mo positum . Sumpta enim curva quacunque a M b , positifque

abscissa AP — v , applicata PM -- ; , erit portionis a A P M

centrum gravitatis a basi A P remotum intervallo — j * ;

quod adeo fiet minimum , si reddatur haec expressio

minima » Habemus ergo binas has formulas fjdx 5zfyydx ,

quarum valores differentiales sunt nv . dx . 1 & nv . dx . iy , ex
E e r qui-
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quibus pro curva quaesita ista colligitur aquatio | -f- 2 *;y = b\
seu y = c. Questioni igitur satisfacit linea reda « S basi A B
parallela seu horizontalis , atque parallelogrammum rcdangulum
A « € B , prae omnibus aliis figuris ut A a b B ejusdem areae, hac
gaudebit praerogativa , ut ejus centrum gravitatis ad* basin A B
proxime accedat . Quod si ergo <* A B £ concipiatur tanquam vas
aqua repletum , si suprema aquae superficies « £ sesc  ad situm
hoiizontalem composuerit , tum aqua habebit suum centrum gra¬
vitatis profundius situm,  quam si ejus suprema superficies alium
quemcunque situm teneret.

Exemplum II.

Fi&  14. 73 . Inter omnes curvas ejusdem longitudinis DAD , invenire
eam qua habeat suum gravitatis centrum quam profundissime jhutn,
r  .  sxdx ^ ( i -st- op)

seu w qua Jit ( p '4 ^p p)

Jam intelligitur Solutio hujus Quaestionis datura este curvam
Catenariam ; namque secundum leges Staticas catena ex pundis
D & D suspensa ejusmodi induet figuram ut ejus centrum gra¬
vitatis maxime descendat . Quamobrem inter omnes figuras ,
quas catena inducere potest , quae quidem omnes ejusdem sunt
longitudinis , curva Catenaria orietur , si quaeratur ea , in qua sit

+ pp) min m̂llrn ' quippe quae exprestio dat distantiam
centri gravitatis G ab abscissarum initio A . Cum igitur habean¬
tur bin * istae formulae sdxs ( 1 4 -pp ') , Scsxdxs (1 -bpp ')  »
quaerantur earum valores disserentiales 5 qui erunt , primae = —
n y; d. -? - ? , & alterius — — »v . d.

quibus nascitur pro curva quaesita ista arquatio

xp
v( 1+ppy ex

c d.
V C1 ~bpp)

x? ... &VO + m’ integrando x p _ _ cp
V Ci -bpp) ? (i + PP)

-b
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— hd ^- Hinc-\ -b, feu x — e- by/Ci+ pp)  o . j —_
- 3ecax — ^ i + j)j)y

ergo fiet y = sp dx ^ — bs ; ex quibus aqua¬
tionibus curva construetur5 eritque curva longitudoq -//)

/ = Conß.= -^-+ f  Hinc alia Constructio, dcfi-
b? ' P

mendis x & y per s formari poterit : erit nempe / s — f
& , si initium capiatur in A , ubi fit p = oo , ponendum est

f = .o , ita ut sit ~ i unde sit V(

+/ >/ ) = * = hincque/̂r= ~ ~ -^ .
&X — V7( ^ + " ) — b.  Porro erit= -A —— ,

atque 7 t= b l fi "V,(^ ~b-s ./Equatio  autem inter coor-
dinatas orthogonales * & y deducetur ex tequationc x -—<•=

j quae si desideretur super axe A P , qui est dia¬

meter , & pro initio abscissarum in A sumpto , ubi est p = oo,
poni oportet c = — b ; eritque ( x -j- ^ ) >̂= b \l ( i + / / ) »

hincque ( x + O ’pp = bb+ bbpp, & ^ ideo-

quc dy == ^£x) 9 <Iuae  Quatio pro Catenaria
nota.

E i t h r i u m III.

74. Jtf/er omnes curvas ejusdem longitudinis, determinare eant

in qua fit minimumi denotante  S fetnfliottcm-

quamcunque arcus curva  s = sdx V (1 + pp ) .

In hoc Exemplo continetur inventio curva? Catenaria? , si ca¬
tena non fuerit ubique uniformiter crassa, sed cujus crassuies ar-

E e 3. cui
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cui s respondens est ut § functio ipsius/ , Tum enim exprimet
fSd x \/ ( i hujus catena? pondus , & \
altitudinem centri gravitatis supra abfeistarum initium ; quae elfe
debet minima. Principio quidem hic casus in Problemate pro¬
cedente non contineri videtur , quia formula arcum exprimens ip¬
sa fdxsj ( , T -//0  non inest- in maximi minimive exprdlione

^sS ’ T 'PPe st U3e  est functio duarum aliarum for¬
mularum intcgralium. At cum sit S  functio arcus curvae/ , at¬
que ds = dx \/ { i -\ -pp ~) , erit sSdx 'J ( i -\~pp ) ~ =sSds ,

ideoque functio ipsius/:  ex quo expressio *+ ^ ]’ er*C
functio formularum fdx \/ { \ -\ -pp ') &fSxdxs / ( i +pp ), qua¬
rum illa proprietatem communem continet. Idem igitur est ac
si quaerere deberemus inter omnes curvas teque longas eam in
qua sit fSxssx \/ fi ~\~pp ')  minimum. Cum jam S sit functio
ipsius s -= fdx / (i pertinebit haec Quaestio ad Propo¬
sitionem praecedentem, cumque casum qui §. 60  est pertractatus.
Scilicet erit Z r= z Sx  V ( i + pp)  J unde , si ponamus d S —
T ds , siet dZ = xT ds >/ { i + pp) •+* Sdx \J ( i + pp ') +
S—'- dx ) ita ut sit L = zx T  v' ( i +pp ) i M — Sy/( r-Ypp)  >V s i +pp )

N ~ o8cP o , obtinemus exJam ob N .v( i + pp) J
eodem loco citato statim hanc aequationem . .
_4-p_ (C fxTdx  y/f i -f 'Pp ) ) p Sxp  s cu 1+U)y/( i + pp)  VO -KWO’* P
-f-C — fxTdx v'si -f pp) + Sx —o . At dkTdx V'Ct -i~pp)
— Tds = dS ; unde habetur^ XL±i £_) + C + £ * —-

fxdS ~ o , ubi A & C sunt quantitates arbitrariae. Dltferentic-
tur haec aequatio, fietque + S d x = o , seuM ^ppV ( * + Pp)
Sdx V( i +// >) cdp

PP Sds.  Quare cum sit S functio
ipsiu«
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ipsius integretur Sds , ■ eritque integrale , quod sit— E , pon¬

dus catenae longitudini s respondens . F:et ergo integrando -~-

= i? + C ; & , si initium curvas capere placeat in loco A , ubi

curvae tangens esi; horizontalis , erit C — o - atque / ==
TT* . , , , > V ( CC+ R. R ) d s
Hmc ergo porro erit V ( i -r -pp ) == ~ 1- qr- - = >

ideoque dx
Rd:

\/ s c c -4 - R R ) * atque dy
r:ds

ex oui-

bus aquationibus curva ita poterit construi , ut flarim a<Jquam¬
vis catenae longitudinem tam abscissa quam applicata respon¬
dens definiatur . Manifestum autem est casu quo R ^= s , hoc
est quo catena ponitur uniformis crassi dei , tum prodire Catena¬
riam curvam ordinariam.

S C H 0 L I O N ..

7j . Nisi hujus Exempli convenientia , tam cum ista Propo¬
sitione quam cum praecedente , esset observata , tum Solutio qui¬
dem per regulam generalem absolvi potuisset : verum tamen
multo prolixior evasisset. Quo autem nihilominus Methodi ge¬
neralis usus clarius ob oculos ponatur , idem hoc Exemplum
secundum generalia praecepta resolvere visum est. Quaeratur igi-
tur inter omnes curvas ejusdem longitudinis s = fdx ^ ^i +/p)

ca quae habeat valor em expressionis hujus j x / 'Z x,~̂~ ^
M r sSdxs/ { i + pp)

maximum vel minimum > existente S functione quacunque arcus
curvae s.  Et quoniam nondum sulpicari licet considerationem

datae abscissa?, a qua valor differentialis expressionis

pendet , ex calculo esse egressuram ; ponamus huic Quaestioni
tantum pro data abscistse longitudine x = a satisfieri oportere.
Ab bac longitudine quidem formulae communem proprietatem
continentis sdx \/ (i ) valor differentialis non pendet ,,

quippe:
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quippe qui constanter est

METBÖ 30

ttv. d. at in ma-
V ( 1 TPP )

. • -Y- sSxdx \f ( T -t- pT>I rximi minimi ve expreslione —- — ponamus , caiu* JSdxy/ ( l + pp) r
quo AT— 4 , fore fS x dx y'( I pp ) ~~ A SisSdx v/ (i + />/>)
= B : illius vero numeratoris fSx dxsj ( i -f-/>/>) valoren»dif-
serentialem esse = dA , denominatoris vero fS dx  y' ( i -\ pf)
valorem disscrentialem esse-— dB . JHnc igitur maximi mini-
mi ve exprestionis, qnar,cafu x = a , fit^= — , valor differen-
tialis erit B d A AdB

B B , qui multiplo cuicunque formula?

communis valoris differentialis -— nv. d. -t?—1-- - aequalis po-V( 1■+ pp) n r
situs dabit aequationem pro curva quaesita. Jam ad valoresdif-
ferentiales dAScdB  inveniendos , consideremus primum formu¬
lam fSdxs/ ( i + // >) , qua? secundum enumerationem §. 7
Cap . praeced. factam, pertinet ad Casum secundum : quo erit
Z ■= S \/ ( 1 -+- pp ) , &c posito dS = Tds , erit dZ =

Tds  y ( 1 -+-/>/ ) 4- ^ f *+ *ppmy Comparatione ergo facta, erit n—

£ = rvci + , / ;,A/= 0 .y = o, & r= ;rr; ^ 7 -
tum vero ob n = t = f̂dx ^ ( 1+ // ) , erit [[ z \ —  V̂C*+ //)
& .0 , [ # ] = o , & [ PJ - Jam su-
matur integrale shdx = /T dx \/{  1 +pp) = sTds = S ,
cujus valor , casu x -= a , fiat = G,  eritque V=G — S.
Quamobrem habebitur formulae fSdx \J ( i -f-pp)  valor differentialis
dB nv.d{ Sp + KG- 5) ) = n v. d. Gp

vss* +ppyV'A'f'pp) ' \/ (i+ pp)
Altera porro formula JSx dx \J ( 1 -\ ~pp ) pariter in eodem Ca¬
su secundo comprehenditur , eritque Z = Sx )/ ( 1 pp \ &

iinde sit n = / j L ~ Tx \f ( i + -// ) ; M — S \f ( i -i- pp ) i
N — o
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Deinde , ob rr = / = fdx y/( 1+//J,N-  W w. * - —T-—r  c.VC1-b ??)
erit 5 ut ante , [2 ] =  V' ( 1 +// >) , [ A/ ] = «>, [ # ] = 0,

& [ f ] = 7 (T + ^ unc  ^ umatur  i nt egfale fhdx  =
/T x dx i“+ />/>) = / 'T' = fx dS, cujus valor , posi¬
to at , sit =*= if ; erit V === H — J ’xdS,  hincque prodi¬
bit istius formula? valor differentialis dA = . . . . . . .

— m.d{ Sxp -\~f ( H fxdS) N_ tCH + fSJx) ' j n_)\/ ( i + pp) y " " "'VCi -Ppp)
ventis ergo valoribus dA 8cd B, aquatio pro curva quaesita erit

• - s — iAd ;. G* ^ + tBd. t<;" + W x\ =  o.V( i + pp ) v ( i + pp)

& integrando bh p+ SBjdlAA = Ci  i»

qua « , L, öc C sunt constantes arbitrariae , 8c G 8c H  constan-
n A G

tes determinatae . Quod si ergo ponatur ~ ■+> — + H ~ b8c
c

— — r , erunt £ & r constantes arbitraria? , atque constantes

determinatae G 8c H a. definito abscissa: valore x = a penden¬
tes omnino ex aequatione evanescenti ita ut Curva inventa pro
quavis abscissa gavisura sit desiderata proprietate : ejusque aequa-
tio erit haec c — , . , , seuv' (i + pp ) p

quae differentiata dabit Sdx -— — —
cdp
PP

■.Sds.

- b -f -sS d x ;

'itju +nr seu Sdx'J{l+ff '>
Ponatur , ut supra ^sSds — R,  ita ut R

pondus longitudinis catena: s repraesentet , erit K — — + Confi.

quae est ipsa aequatio , quam praecedenti Methodo elicuimus . Ex
hac itaque solutione intelligitur , quemadmodum per Methodum
generalem hujusmodi Questiones resolvi possint , si proprietas
communis non ingrediatur in maximi minimive expressionem ;
quod ut clarius intelligatur unum adhuc hujusmodi Exemplum
apposuisse sufficiet.

Euleri de Max . & Mi » . F f E X EM-

r
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Exemflum IV.

Fig. 14. 76. Inter omnes curvas ejusdem longitudinisD A D data abfcifi*
fx AC = a recondentes, eam defitiire qua comprehendas aream
DAD, cujus centrum gravitatis  G fit vel altijfime,vel profundis¬
sime positum, seu in qua fit maximum vel minimum.

Proprietas igitur communis est fdx \j cujus va-
lor differentialis cuicunque abscissa: x respondens est = —
n v. d.  77 —̂ - r. Maximi autem minimive expressionis -CldiAs

Vs + pp) ' ' 1 Jy * *
valor diflsei entialis pendebit a praescripta abscissae longitudine
x = a; qui ut inveniatur; casu quo x = a , fiat fqxdx = A y
hujusque formulae valor differentialis sit = dA ->qui per Regu¬
las supra datas invenitur = n v. dx . x nv . xdx. Porro , eo¬
dem casux = * , abeat altera formula fy d x in B, sitque ejus
valor differentialis = d B , qui per Regulas datas repetitur
= nv.  d x i ita ut sit d A = nv.  x dx & d B = nv . d x.  Ex

his, maximi minimive exprc{Tionh&0~ - , quar , casu x = a,y
abit in — , valor differentialis erit;B

BdA AdB
BB

nj ( B x dx̂ ^— A dx s * q L]j mu itjp| 0  valoris differentialis —

nv. d. , qui ex proprietate communi prodiit , aequa»

lis positus dabit pro curva quaesita istam aequationem ad.

= B-  siit = h , erit h quantitas constans de¬

terminata , quam praebet formula -CllsJA } si ponatur x = a>Jy a X
& ecB  ponatur = cc 3 erit cc quantitas arbitraria . Hinc ha¬
bebitur ista pro curva « quatio ccd . xdx- — hdx ,

quae
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quae integrata dat V( 1 +pp) = xx — ihx -\ - bb \ ergo qv4/ '/

= (xx — 2hx -\ -bbj 1 ( 1-\ -pp) 5 atque/ »=
x x 2 h x 4-bb

V'(4t+— (xx —2 hx-\ -bb)1)
Quocirca erit y = s (xx 2 h x + b b ) dx

V (4c4 —■( x x- zhx-{- £ iv1) '
constantem b b , pro arbitrio , sive affirmativam , sive negativam
accipere licet . Ha ?c autem curva Quaestioni satisfacit tantum
casu , quo x = a ; atque ut satisfaciat littera ; b is tribui debet va-

sy x dx
lor quem , casu x = .a,  recipiet expressio ex quo valor
h determinabitur . Caeterum notari convenit hanc curvam este
eam qua: vulgo sub nomine Elastica; est cognita.

CAPUT VI.

Methodus , inter omnes curvas proprietati¬
bus communibus gaudentes , eam determinandi
qua maximi minimive proprietate fit pradita.

Propositio I. Theorema.

Urva , qua inter omnes omnino curvas habet expressionem
«A + CB maximum vel minimum, eadem simul ita erit

comparata> ut inter omnes eadem proprietate A pruditas contineat

DEMONSTRA T I 0.

Ponamus inventam este curvam , in qua inter omnes alias ei¬
dem abscislae respondentes valor expressionis « A + CB sit ma¬
ximus ; quod enim de maximo demonstrabitur , idem mutatis
mutandis de minimo valebit . Denotant autem litterae A Sĉ B
hic nobis ejusmodi formula? vel expressiones indeteiminatae , in
quas Quaastio de maximis & minimis cadere queat ; tum vero

F f 2
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