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Methodus , inter omnes cuvvas eadem  proprictate
praditas , inveniends cam, qus maximi. minmive
proprictate gaudeat.

DErINITII OO

1. Roprietds communis eft Formula integralis , feu exprel-
(io indefinita, que in omnes curvas ex quibus quefi-
tam determinari oportet , @qualiter competit.

T ool N ¢ e P SN < A o AR

2. Hactenus Methodum maximorum ac minimorum tradi-
dimus abfolutam , in qua perpetuo, inter omnes omnino curvas
cidem ablciffe refpondentes, una requiri folebat, qu maximi
minimive cujuspiam proprietate gauderet. Nunc autem pro-
gredimur ad Methodum relativam, in qua unam lineam maximi
minimive proprietate praditam determinare docebimus , nonex
omnibus omnino lineis eidem abicifle refpondentibus, verum
ex illis, innumerabilibus quidem , lineis curvis tantum , quibus
una quedam proprictas propofita plurefve fint communes. Ac pri-
mo quidem, inhoc Capite , innumerabiles curvas eidem abicil-
{z refpondentes contemplabimur, qua unam quandam proprie-
tatem habeant communem; ex hisque unam lineam invelftiga-
bimus, in qua expreflio quacunque indefinita maximum mini-
mumve obtineat valorem. Hoc in genere inprimis celebre eft
Problema Ifoperimetricum 5 initio hujus {xculi publice propofitum,
in quo , inter omnes curvas ejufdem longitudinis qua quidem
cidem abfciffe refpondeant, cam definiri oportebat, qua conti-
neret maximi minimive cujuspiam proprictatem. Poftmodum

autem hee Quaftio in ladori fenfo cft accepta, ut ifta deter-
X minar
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minatio non folum inter omnes curvas cjufdem longitudinis fie:
ret, verum etiam inter omnes curvas alia quacunque progrietate
communi praditas ; quam ipfam quzRionem in hoc Capite per-
tractare fulcepimus. Cum igitur curva it eligenda, non ex omnibus
ommnino curvis eidem ab/{cifle : efpondentibus , veram ex iis 5 InNU~
merabilibus  duntaxat , in quas proprictas quapiam propofita
@qualiter compertat; hanc ipfam proprietatem ante omnia con-
fiderari oporter, quam hic nomine proprietatis communis indi-
camus. Huxe igitur proprietas communis, veluti @qualitas lon-
gitudinis curvarum , omnia pun@a media afficere deber, & hanc
ob rem erit fun&io indefinita, qu® , non ex unici curve elemen-
U, verum ex totius curva pofitione determinetur, Quam
ob rem iftinfmodi proprictas communis erit, vel formula integralis
indefinita fimplex, vel expreffio plures ejufmodi formulas inte-
grales comple&tens. Omnino igitur pari modo erit comparata,
quo ipfa maximi minimive formula, feu expreflio. Exdem igi-
tur varietates atque divifiones, quas ante circa maximi minimi-
ve expreflionem fecimus & traQavimus, aque ad proprictateny
communem pertinebunt.,

Cororxr L

3. Siigitur proprietas communis fuerit propofita, que fit B,
tum- omnes curve funt confideranda , qua pro eadem data abf-
ciffa eundem valorem ipfius B’ continent ; atque ex his. ea de-
bet definiri, qua habeat maximum vel minimum.

Cor'at's)"TE

4 In Problematis ergo: huc pertinentibus duas res datas effe
oportet, proprictatem communem B, ac maximi minimive €X-
preflionem 4. Quibus datis, inter omnes curvas pro data
abfcifla ecundem valorem B continentes , ea definiri debebit .
qux pro eadem abfciffa valorem ipfius 4 habeat magimum vel
minimum.

Co-




MAX ET MIM RELATIV A. 173
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5. Dantur autem non folum infinite curve , que pro data
abfciffa eandem proprietatem communem habeant, fed ctiam
dantur infinitis modis. Affumta enim curva quacunque pro
lubitu , ea determinatum habebit valorem proprictatis commu-
nis propofite ; praeter eam autem dabuntur innumerabiles alie
cundem valorem proprietatis communis pro eadem abfcifla con-
tinentes.

C ool LY

6. Propofita igitur expreffione quacunque indefinita, innu-
merabilia infinitarum curvarum dabuntur genera; quorum quod-
libet genus infinitas in fe comple&itur curvas , qua pro cadem
data abfcif®eundem illius expreffionis valorem contineant.

O .o R Bukdy o N

=, Cum igitur infinita dentur genera , quorum fingula innu-
merabiles lineas curvas comprehendunt , in quas propofita prov
proprietate communi expreffio 2qualiter competat ; in uno quoque
genere dabitur una curva, que, pro reliquis ejufdem generis
curvis , alteram expreffionem in maximo minimove gradu ¢on=
tineat.

COLDLE L VE

8. Quoniam ergo , ex quolibet genere, una curva maximi
minimive proprietate pradita invenitur; omnine cjufmodi cur-
va fatisfacientes infinite invenientur , quarum quavis ita crit
comparata , uc inter omnes alias eadem proprietate communk
gaudentes , maximi minimive proprietatc fit predita.

Y 13 SCH O
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9. Hec omnia magis illuftrabuncur, fi proprietatem commu-
fem, de qua hadtenus in genere fumus locuti » definiamus. Sit
igitur proprietas communis , formula longitudinem arcus curva
exprimens , maximi minimive expreflio antem fit /Zdx ; ita ue,
inter omnes curvas que habeant arcus eidem abfciflz refponden~
tes inter fe aquales, ea debeat determinari, in qua pro ea-
dem abfcifla fiat /Z 4% maximum vel minimum. (}Vlanifeﬁum
autem elt, non folum infinitas lincas curvas dari pro eadem
abfciffa longitudine @quales , verum hoc etiam infinitis modis
fieri pofle.  Sit enim abfciffa communis =4, fumaturque que-
cunque longitudo ¢ major quam «, infinitz exhiberi poterunt
linex, tum re@z tum curva, quarum fingularum longitudo fit
==¢; atque inter has definiri poterit una , in qua fic /Zdx
maximum vel minimum. Loco ¢ autem infinite alipi poffunt
quantitates; o quod alia non adeft conditio, nifi ut fit ¢ > ;
atque quiliber valor pro ¢ affumtus dabit unam curvam maxi-
mi minimive proprietate praditam, Quamobrem, pro infinitis
ipfius ¢ valoribus, infinitze reperientur linee curve quaftioni fz-
tisfacientes. Neque tamen idcirco Queftio pro indetermina-
ta eft habenda: nam folutio ipfa , infinitas curvas fatisficientes
prabens , ita eft interpretanda, ut unaqueque harum curva-
rum inventarum inter omnes alias xque longas poffidear valo-
rem formule /'Z 4x in maximo minimove gradu. Perfpicuum
autem eft, quod hic de xqualibus arcubus curvarum oftendi.
mus , idem de alia quacunque formula feu cxpreflione indeter-
minata valere debere. Ita fi, inter omnes curvas qua, pro data
ablcifla ¥ == 4, valorem formula ST dx eundem continent,
ca_requitamr in qua fit /' Zdx maximum vel minimum; tum
infinitz _quidem reperientur linex fatisfacientes : verum ha inter
fe ita difcrepabunt , ut qualibet , inter omnes alias poffibiles
lineas curvas {fecum valorem formula JTdx communem haben-
tes, contineat formule /'Z 4~ valorem maximum vel minimum,

PRro-
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10. Que eurva, inter omues omnine curvas eidem abfeifle ref-
pondentes , maximi minimive cujufpiam propefiti proprietate gaw
det; eadem curva fimul, inter omnes Curvas communi qUACHAqUE
cum ipfa propriciate praditas , eadem maximi minimive proprictaté

g:.udcé;’t.
DEMONSTRATIO

Sit maximi minimive expreffio = 4, proprietas autem com-
munis = B; eritque tam A4 quam B, vel formula integralis
indefinita, vel expreffio ex hujufmodi pluribus formulis compo-
fita. Ponamus jam curvam efle inventam, qua, inter omnes
omnino curvas eidem ablciff refpondentes, expreffionem A4
contineat maximam vel minimam; ea curva certum quemdam
expreflionis B continebit valorem; prater eam autem dabun-
tur innumerabiles alie , in quas idem expreffionis B valor com-
petet; hxque innumerabiles curva omnes jam continentur in
illis omnibus omnino curvis, ex quibus ea, in qua ex-
preflio A eft maximum minimumve , eft inventa. Cum igi-
tur hac curva, iater omnes omnino curvas, propofita maximi
minimive proprictate gaudear ; eadem quoque, inter illas infi-
nitas curvas fecum expreffioncm B communem habentes, valo-
tem expreflionis .4 maximum minimumve poflidebit. Q. E. D

Conrneoei1 L L

r1. Methodus igitur abfoluta etiam Problematis Metlod?
relative refolvendis infervit : dum unam femper curvam fatis—

facientem exhibet. Verum tamen folutionem completam nom
largitar.

CorxorLr [L

12. Curva crgo, qua, inter omnes, exprefiionem 4 habet
maxik
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maximam vel minimam, erit una ex infinitis illis curvis, qua-
rum. fingule , inter omnes alias fecum communi proprictate B
gaudentes, candem expreflionem .4 maximam habent minimams-

ve.
C o R 181

13. Solutio igitur Problematis, quo, inter omnes cuitvas eas
dem communi proprietate B praditas, ea queritur in qua fit
A maximum vel minimum, latius patebit, quam fi abfolute ,
inter omnes curvas , ca quereretur in qua- eft 4 maximum vel
minimum ; illaque folutio hanc tanquam cafum fpecialem in
{e comprehendet.

ProrosiTio Il. PROBLEMA:

14. Methodum refolvendi Problemata , in quibus, inter omnes
cHrvas communs quadam propriciate gawdentes, ea reguiritur gue
maximi minimive cujMspiam propofits prapriciate gandeat , in ge=
nere adumbrare, '

ol IO 7t & @ G B s

Omne maximum vel mipimum ita eft comparatum, ut, fac-
ta mutatione infinite parva, valor ejus omnino non immute-
tur. Quamobtrem fi curva az, inter omnes curvas eidem abf~
ciffe AZ refpondentes, quz quidem communi proprictate B
gaudeant, habeat valorem expreffionis /4 maximum vel mini-
mum ; eundem valorem retinebit, fi ipfi talis muratio infinite
parva inferatur, qua communis proprietas B non turberur. Ad
hoc autem non fufficit, ur ante fecimus, unicam applicatam ,
puta N n, particula infinite parva ny auxiffe : quoniam enim
hoc modo tota mutatio unica conditione determinatur, per eam
effici nequit, ut tam proprictas communis B in ipfam curvam
& immutatam zqualiter competat, quam maximi minimive €x-
preflio 4, Quocirca mutationcm adhibendam binis ¢onditio-

gibus
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nibus determinatum effe oportet; id quod obtinebitur, fi bina
applicate N n, & O oparticulis infinite parvis ny & o« augean-
tur, Quod fi ergo curva hoc modo immutari concipiatur ; pri-
mum efficiendum eft , ut proprictas communis cum in ipfam
curvam tum in mutatam gque competat; deinde etiam maximi
minimive expreffio in utraque curva eundem valorem retinere
debebit, Prius praftabitur, fi' expreflionis, qua proprictas coms-
wunis continetur, valor differentialis inveftigerur, oriundus ex
translatione binorum n & o in v & &, ifque evanefcens pona-
tur 3 poifteriori vero conditioni fatisfier, fi pari modo valor difs
ferentialis expreffionis, que maximum minimumve effe debet ,
queratur, oriundus ex binis particulis nv & 04, atque nihilo
gqualis ponatur. Hoce patto, due obtinebuntur zquationes ,
altera ex proprigtate communi, aitera ex maximi minimive €xs
preflione ;3 utraque autem ejufmodi habebit formam S, ny «s
T.ou==o0; in qua § & T erunt quantitat¢s ad curvam pertis
nentes.  Ex binis autem ejufmodi ®quationibus eliminabuntug
particule ny & ow; provenietque ®quatio pro curva qufia ,
que, inter omnes alias eadem communi proprietate B praditas,
habeat valorem expreffionis ¢f maximum vel minimum, @ E,

I
CC‘ROLL- In

15. Solutio igitur hujofmodi Problematum quoque teducls
eur ad inventionem valorum differeptialium : ipfi autem valo-
res differentiales ab iis quos ante dedimus in hoc difcrepant
quod ¢x translatione duorum curve punétorum definiri debean.

Corotry 1

16. Ejufinadi valores differentiales ergo ex duabus particu-
lis ny & ow oriundos, in quovis Problemate, binos invefti
gari oportet; alterum pro proprictate communi, alterum pro
maximi minimive expreflione,

Euleri de Max, ¢ Min, Z Co-
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17. Inventis autem in quovis Problemate his duobus vale<
ribus differentialibus, uterque nihilo 2qualis poeni debet; ex quo
binz nafcentur xquationes, qua, eliminandis particulis affum-
tis nv & o @, prebebunt unam xquationem naturam curva qua-
firw exprimentem.

CoroLi IV

18: Si ergo, inter omnes curvas eidem - ablciffe refponden-
tes, qux communi proprietate B mqualiter funt predite, ea:
requiratur, in qua expreflio A4 fiat maximum vel minimum ;
tum utriufque expreffionis A4 & B valores differentiales, ex bi-
nis particulis nv & ow oriundi, quari, & nihilo aquales poni
debent; ex quibus duabus quarionibus fieliminentur particul .
nv & ow, emerget ®quatio pro curva quafita,

CoR oLl Y.

10, In hac itaque operatione, ambzx exprefliones 4 & B:

omnino pariter traltantur; neque in confiderationem venit, utra
vel proprietatem communem vel maximum minimumve deno-
tet. Ex quoperfpicuum eft, eandem folutionem prodire debere, fi -
exprefliones 4 & B inter fe commutentur,

CoxrorL:. VI8

20. Eadem ergo folutio locum habebit, five, inter omnes -
curvas communi proprietate B gaudentes, ea quzratur- in qua -
fit A maximum vel minimum : five viciffim, inter omnes cur- -
vas communi proprietate A gaudentes, ea quxratur  in qua - fit -
B maximum vel minimum. .
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21. Ambas exprefliones A & B, licet in fe fpectate res om-
mino diverfas fignificent, inter fe commutabiles effe ipfa folu-
tionis natura fponte patet. Quodfi enim ad binas particulas
nv & ow relpiciamus, quibus applicatz N n & O o avgentur ;
primum eas ita compararas effe oportet, utproprictas communis
B, tam in ipfa curva quam in mutata, cundem valorem ob-
tineat; fcilicet proprietas communis B in curvam amnopz &
in amy wp z 2que competere debet: deinde pari modo per cal-
dem particulas nv & o@ efficiendum eft, ut expreflio 4, qu®
maximum minimumve effe debet, tam pro curva amnopz quam
pro amywpz eundem valorem recipiat, Atque adeo, tam pro=
prietas communis , quam maximi minimive natura, eandem pla-
ne conditionem in calculum inducit; ex quo manifeftum cft ambas
exprefliones daras, quarum altera proprietatem communem , alte-
ra maximi minimive rationem continet , inter {fe commutari at-
que confundi pofie, falva Solutione. Hanc obremergo, inSo-
jutione hujufmodi Problematum, fufficit noflfe ambas illas ex«
preffiones; neque ad Solutionem abfolvendam noffe opus eft,
utra proprietatcm communem aut maximum minimumve fignifis
cet. Sic i, inter omnes curvas longitudine xquales, quara-
tur ea, qua maximam aream comprehendat; eadem reperitur
curva qua prodit, fi, inter omnes curvas zquales areas -inclu-
dentes, ca quaratur que fic breviffima , vel minimam longitudi-
nem habeat. Haec ita fe habent, {i maximi minimive quod quee.
ritur natura ita fuerit comparata , ut ejus valor differentialis fir
—o. Jam fupra autem animadvertimus, duplicis generis dari
maxima & minima, in quorum altero valor differentialis fit ==o, in
altero vero = oo . Hic vero tantum maxima ac minima prioris ge-
neris contemplamur; nam, in hac Methodo relativa,pofterius genus
locum omnino habere nequit. Quod fi enim valor differentia-
lis , qui convenit maximi minimive expreflioni, infinite magnus po-
natur; tum ‘ex hac folo zquatio pro cutva reperitur ; neque ideo
proprietas communis in computum ingreditur, Quare, fi hujus

Z 2 generis
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generis maximum vel minimum in Methodo abfoluta locum ha-
bet, eadem curva in Methodo relativa cadem proprietate gau-
debit, quacunque proprietas communis adjungatur. Cuym igi=
tur totum Solutionis hujufmodi Problematum momentum verfe«
tur in inventione valorum differentialium > qui ex binis particu-
lisny & o« oriuntur ; Methodum trademus, ejuimodi valores
differentiales pro quacunque expreflione indeterminata invenien-
di, eo modo, quo fupra ufi fumus ad inveniendos valores difs
ferentiales ex unica particula n» oriundos.

Prorosrtio IIL PROBLEMA.

32. Propofita gHacKRGuE expreflione indeterminata | gre ad datam
abfiiffam A Z referatnr ; invenire Jus valorem differentialem , gy
Fum ex translatione binoruam curvae Punciorum n & 0 in v & w,

S oL U T o

Ponamus abfcifim Al — x, & applicatam Ii ==y, erie
Kk::j-', Li==1%"y Nim ==y "N n =g % 2 50e ==y
Pp—14" &c. Harum applicatarum dug tantum, nempe 5 ”
& 5" patiuntur alterationem a particulis n» & o w ipfis adjunéis,
Erit igitur applicat® y' " valor differentialis — n, » & applica-
tz j" valor differentialis =— o , reliquarum vero applicatae
‘um omnium valor differentialis erit =—o. Hinc reliquarum
quantitatum ad curvam pertinentium P> 97, s, &, valores
differentiales habebuntur , quatenus ez ab his binis applicatis

! 4
V& 4" endent, Sic cumfit p — 22— , erit valor diffe-
4 " 4 dx

rentialis ipfius » = o ; fimiliterque ipfius ', & p” : at cum fig

A’ 4
4 7

4
i &,

IR EYET G i svs | AL "o - e gt it
P == T, crit ipfius »"” valor differentialis — =

1/ s
IRy, }' ———-j . A . L r\ 0w
ob V= ——=—, erit valor differentialis ipfius p'¥ = o

ny - v . 0w .
—~— — ; potroqu = 2 cum fit
~— 7’ porroque ipfius 2" erit 4y Deinde

7:
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L.

V—0r,

- e . fa . i mny T o
— alor differentialis ipfius ¢' =— —% ; ipfius
q T 8 Cfit valo F q Tt 3 I
(17 0% 21y . AT 20w Wy
— — i ) T m—— St S
ax* dx*? '} fius 7 dx* o 4% P
ipfius 4 = —*-, Hocque modo fimiliter progredi licet ad
aX =

fequentes quantitates 7, 5, &c. cum fuis derivativis; hincque
nafcetur fequens Tabella, qua fingularum harum quantitatum va-
lores differentiales exhibentur. '

d v — ny P iy
)I'-i' d.‘l ? = " ;-'
d. _} — (f.‘i.
2uy 0w
r Hy d ] — + i
d ‘p” _ — s ? W 2 7 =A
’ dx ax )
d vV Wy 0w a. ?’ Yo BV A0
v = E—‘f"_ 5 RS - o dx*
x X = E
v 0w d iR TR
P e o %, d?
A = = AT <
2 i dx* dx*
PRI GO i e TR )
dx? * dx? dx* dx*
e Jny 3 0@ i Guy 40
d.r + dx? dx' d. s e d x* dx*
iy Jow 7] 4 1y 60w
d M::__ 39 d. P! i
d:r."' + dx’ rfa;* dx*
T 0w 1 ny .q_ 0 &
dl r — Y d' J — e I S——
dx>, dx* dx¥
0w
d ¥ = —_
dx*
&c.

Ex hac Tabella perfpicitar, in valoribus differentialibus totidem
terminos particula o« affectos occurrere, ac particula ny ; at-
que in utrifque pares adefle coefficientes : difcrimen vero in
hoc confiftere , ut cuilibet termino particula o w affe@o refpon-

L 3 deat,
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deat quantitas immediate fequens cam, cuirefpondet fimilis ter=

ANy .
== Yre-
dx* b

peritur in valore differentiali  quantitatis 47, ita terminus

— 222 adelt in valore differentiali quantitatis fequentis 4.
X

Deinceps, ob duplicis generis terminos in valoribus differen-
tialibus occurrentes, quorum alteri particulam n v , alteri parti-
culam ow involvunt, valor differentialis cujufcunque expreflio-
nis indeterminatz hujufmodi habebit formam ns. I+ oo K;
de qua primum, manifeftum eft membrum prius ny. I effe cjuif-
dem expreffionis valorem differentialem, qui oritur fi fola parti-
cula ny confideretur; eritque ideo nw. I ille ipfe valor diffe-
rentialis, quem fupra pro quavis expreffione oblata definire do-
cuimus; ita ut hoc membrum per pracepra fupra tradita pro
quavis expreffione indeterminata exhibere licear. Quod ad al-
terum membrum .o w. K attinet, quia finguli termini in quibus
0w inelt perpctuo refpondent quantitatibus fequentibus eas ,
quibus refpondent fimiles termini particulam ny involventes,
palam eft quantitatem X fore valorem, quem quantitas I in pro=
ximo fequente loco induit, atque idcirco efle K — I' — J 4~
41 Quare cum membrum ny. Iex pracceptis jam fupra datis
affignare queamus, ex co potro alterum membrum o w, K —
0w (I+41I) innotefcet. ~ Sit igitur ¥ expreflio quecunque in-
determinata , cujus valorem differentialem ex duabus particulis
ny & ow oriundum definiri oporteat, Ponamus ejus valorem
differentialem ex unica particula ny oriandum efle = ny, I;
eritque valor differentialis,’ qui ex ambabus particulis ny &
ow oritur, =nv. I 40w I', feu=—=nv. I4+o0w (I4-4I);
qui igitur ope regularum fupra datarum facile affignari poterit,

Q.E I

minus particula ny affeGtus. Sic dum terminus —

C0ROE LI

23. Omnium ergo expreflionum , quarum valores differentia-
les ex unica particula nv oriundos invenire docuimus, earundem
valo-

L
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valores differentiales ex binis particulis nv & o w oriundos nunc
definire poflumus.

€ or 0¥ L L

24. Hzc igitur Methodus valebit tam ad expreflionum va-
lores differentiales inveniendos, qui non pendent 2 quantitate
abliffe propofite A Z, quam qui ab iftius abfciffz longitudi-
ne pendent. .

C.06 4 0.1 %L

25. Quin etiam fi cxpreffio propofita, quz vel proprieta--
tem communem continet, vel maximum minimumve efle debet,
fuerit funtio duarum pluriumve formularum integralium; ejus”
valor differentialis ex binis partigulis ny & o« oriundus’ cadem!
lege definietur. .

SLC IO O NS

26. In Capitibus fiiperioribus :vidimus valorem  differentia-
lem cujufcunque expreflionis, qui ex unica particula n y oritur 5
hajufmodi habere formam ny. 4x. T, feu nv. Tdx; ubt T de-
notat quantitatem finitam ¢ quare ejufdem-expreflionis valor dif- -
ferentialis ex binis particulis ny & o w ortus eriv = nv. Td¥~
+ ow. T'dx. quemadmodum in Solutidne oftendimus. Eadem !
autem forma facile ad hiinc modum poteft evinci : Scilicet i po--
natur 0w — o, tum prodire debet ipfe valor differentialis -ex
unica particula n, ortus , . quem fupra invenire docuimus, eritque*
ny. T' d x, Sin autem ponatur n v == o, acfola particula 0w confide- -
ratur, valor differentialis fimili modo reperietur quo {fupra ufi fumus: :
non autem erit = o »- T'dx; nam quia particula o« in fitufequente *
accipitur, loco T ejus valor fequens pariter fumi debet;; - ita ut -
valor differentialis verus futurus fit' — ow. 1" dx. Quod fi er=-
go utraque particula ny & ow conjunctim confideretur , erit va-
lor differentialis = ny. Tdx -+ ow. T'dx; co quod 'inipfo-

€l
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1 1 3 r [} A
calculo particule nv & o« nulquam incer fo permifcentur, fed
utraque perpetuo feotfim ‘tradlari poffit. Ut autem hae ad no-
tandi modum in fuperiori capite receptum accommodenus 3 pona-
mus ¥ efle exprefonem quameunque indeterminatam s quE ,

pro abicifla definita A Z = 2, valorem recipiat === A; ejufque
valorem differentialem ex particula nv ortum effe = 1 4, dA,;

ubi & A nobis denotet idem quod ante Tdx; poteritque ifte
valor dA4 ex expreffione 7, modo in Capitibus prazcedentibus
expolito, inveniri.  Hoe invento erit ejufdem exprefionis P
valor differentialis ex binis particulis ny & ow oriundus =
ne. dA 4 ow, dA' ubi &4 denotar valorem 4.4 fuo differeri-
tiali auctum. Quanquam avtem ifta valorum difierentialium es
binis parriculis oriundorum ad noftrum inftitntum omnino eft
1eceflaria ; tamen folutia ipfa Problematum huc pertinentium
eo iterum reducetur, ut per folos valores differentiales moda
fupra expofito inventos, qui filicer ex unica particula ny nals -
cuntur , abfolvi queat ; id quod ex fequente Propofitione mox

patebit,
ProrosiTio IV, PROBLEMA;

2y, Tnter emnes cnrvas ad eandem datam abfcifam AZ —==3
velatas , in quas idem wvalor espreflonis indefinite WV compeiit 5 dea
Fermisare cam , in gua fit expreffio V' masimpum vel minimum,

A B0 AR S B AN

Ponamus curvam a z quafito fatisfacere , atque expreffionem
FV in ea obtinere valorem determinatum == B erit ergo hazg
curva az inter omnes alias curvas ad eandem abfciffim A 7, relatas,
in quibus exprefiio A cundem obtinet valorem , ira comparata ,
ut in ea expreflio V. maximum minimumve valorem recipiac ,
qui fit == A Ad curvam ergo hanc inveniendamn , pofitis abfs
ciffa indefinita Al == &, & applicsta refpondente i == y ;
binz applicate Nn & Qo particulis infinite parvis iy & 0 » aue
geri congiplantur 4 quo facto, tamn iplius }¥ quam ipfius ¥/ 'i’a-

10§
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for differentialis, qui ex his duabus particulis ny & o adjunc
tis nafcetur nihilo qualis poni debebit, uti in Propofitione fe-
cunda oftendimus.  Sit jam expreffionis J/ valor differentialis ex
unica particula ny ortus = ny. 4.4, atque expreflionis alterius
W valor differentialis ex eadem unica particula ny ortus =
nv. 4B, quos valores differentiales ex praceptis in fuperioribus
Capitibus datis invenire liccbit. Nunc igitur, dum binaspar-
ticulas ny & ow contemplamur, erit expreflionis ¥ valor dif-
ferentialis = nv. 44 + 0w dA'; alterius vero expreflionis
W valor differentialis erit = nv. 4B + ow. dB'. Quocir-
ca, ad quafitam curvam inveniendam , fieri oportet cum
nv.dA+ow d.A = o, tum etiam nv. dB+ow dB —o.
Multiplicentur ambz zquationes per quantitates quafcunque .,
ita ut prodeat

nr. adA 4+ ow adAd = o
nv. €dB + ow EdB = o.

Fiatque ad particulas n» & 0w eliminandas tam « dA+CdB
—o, quam «dA + EdB ==o; eruntquea & € ejulmodi
quantitates, {ive conftantes, five variabiles, qua utrique aquatio-
ni fatisfaciunt. Quoniam vero eft e d A + 64 B—o, erit
quoque « dA' + € dB =o; que zquatio, cum add +
€ dB —o comparata, montrat efle debere & —a, & € ==¢;
ex quo quantitates he « & € debebunt efle conftantes , & qui-
dem quacunque. Sumtis itaque pro « & € quantitatibus qui-
bufcunque conftantibus , 2quatio pro curva erite d.A +6dB
— o. Haxc eadem zquatio prodit, fi methodo confueta par-

v
ticulasny & 0 @ eliminemus.  Erit nempe E = — j%- =
B. Ll ’

dA + ddA, & dB — dB + ddB. /Equatio autem.

‘%:% integrata dat /d A+ ldB+ {C. Seu d A =

Euleri de Max. & Min. Aa CdB;
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CdB; que, pofito C—=— % stranfitin ed A4+ € dB—0;

quam ipfam ante invenimus. Quamobrem ad Problema refol-
vendum oportet, tam expreflionis proprietatem communem con-
tinentis /¥, quam expreflionis quz maximum minimumve ef-
fe debet V7, valores differentiales , methodo in fuperioribus Ca-
pitibus tradita, inveftigare , eofque per quantitates conftantes
quafcunque multiplicare , fummamque = o ponere; quo facto,
refluleabit zquatio naturam curva quafite exprimens. Q. E. L

CoR oL "8

28. Nunc igitur, ad Quaftiones in hac Propofitione conten-
tas refolvendas, fufficit noffe valores differentiales ex unica par-
ticula ny oriundos; quos fupra jam expedite invenire docuimus.

CoroLr “IL

29. Quare ad hoc negotium in fubfidium vocari debebit Ca<
put przcedens IV, ex eoque cum §. 7 tum §. 31. In loco
priore enim continentur pracepta valores differentiales inve-
niendi, fiexpreffiones indeterminate propofitz fuerint formulz in-
tegrales fingularis, in altero vero, fi fint fun&iones duarum
pluriumve ejufmodi formularum integralium.

C'é¢'roO1LE IIL

30. Propofita ergo proprietate communi ¥, & maximi mi-
nimive expreffione V7, utriufque expreffionis valorem differentia-
lem ex his przceptis quari oportet : |quibus inventis, & per
conftantes arbitrarias mulplicatis , eorum aggregatum nihilo 2qua-
le pofitum dabit 2quationem pro curva quafita.

CoRGEL 1TV

31. Si, inter omnes omnino curvas eidem abfcifle A Z ref-
' pone-
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pondentes , quaraturea , in qua expreffio J/ maximum minimum-
ve obtineat valorem; pro ea habetur ifta zquatio 44 =03
denotante 4.4 valorem differentialem expreflionis V.

Ceo ol N

32. Quodfi autem, inter omnes CUrvas eidem abfciffe AZ
refpondentes , ingquas expreffio W zqualiter competat, qura-
tur ea in qua expreflio ¥/ maximum minimumve habeat valorem;
invenitur pro ea ifta zquatio «d 4 + €dB == o.

CoroLL VL

23. Perfpicuum ergo eft, curvam, qu, inter omnes omning
curvas, habeat ¥/ maximum vel minimum , cujus zquatio eft 4 4
— o, contineri in zquatione ad A+ 6dB =—o0, qua expri=
mitur curva, qu, inter omnes eadem communi proprictatc W
gaudentes, habeat 7/ maximum vel minimum.

Conrdtrty. VIL

34. In ipfa igitur prima zquatione , quam Solutio prebet;
edA + CdB —o; jam ineft una conftans arbitraria ; qu
autem per id determinari debet, ut valor expreffionis ¥ datum
obtineat valorem.

CororL VIIL

35. Problema itaque fic folvi poterit, ut, inter omnes cur-
vas eidem abfcifie AZ refpondentes, in quibus exprefiio £/
eundem datum obtineat valorem, definiatur ca in qua fi va-
lor ipfius I/ maximus vel minimus.

Clomo Ll 1%

36. Ex his denique intclligitur, Solutioncam Problematis pro=
Aa 2 pofiti,
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pofiti, convenire cum Solutione hujus Problematis » quo, inter
omnes omnino curvas cidem abfciffe A Z refpondentes, requi-
ratur €a que habeat 2 V' 4 € IV maximum vel minimum.
Qua quxftio, etfi ad Methodum abfoluram pertineat, tamen
dat ®quationem «d. 4 4 ¢ 4B — 0, quam ipfam invenimus.

SCHOLTION 1

37. Ex his igitur non folum Methodus Faciti.s atque expedita
colligitur, omnes Quaftiones huc pertinentes refolvendi; verum
etiam natura hujus generis Problematum penitius cognofcitur.
Primo enim apparet , quod jam fupra demonftravimus, Solutionem
eandem fore, five, inter omnes curvas communi proprictate W/
preditas, queratur ea qua habeat ¥ maximum vel minimum ;
five inverfe, inter omnes curvas communj proprietate V' pra-
ditas , ea requiratur in qua fic 2% maximum vel minimum, De-
inde etiam intelligitur, Quaftionem ita proponi pofle, ut ejus
Solutio ad Methodum maximorum ac minimorum abfolutam
pertineat; congruit enim Problema propofitum cum hoc, quo ,
inter omnes omnino curvas ad eandem abfciffam AZ relatas,
requiritur €a in qua fit ifta expteflio @ V' 4 & W maximum vel
minimum ; atque hac Problematis transformatio in caufa eft >
quod Solutio per valores differentiales ex unica particula n» ori-
undos perfici queat, neque gmplius opus fit duas hujufmodi
particulas confiderare, prouti primo intuitu natura Quzftionis
poftulare videbatur. Hanc autem convenientiam poftmodum ,
per fe, ac fiae ifta Methodo qua bine particulz confiderantur,
demonftrabimus; quo veritas hac, fummi in ifto negotio mo-
menti, magis confirmetur. Ad folvendas cxterum hujufmodi
Quxftiones, ante oculos habere oportet precepta Capite prae-
cedente in compendium redacta ; quorum ope valores differen-
tiales quarumcunque expreffionum inveniri poterunt. Primo
enim, 8.7 illius Capitis recenfentur Cafus, quibus formula-
rum integralium folitariarum valores exhibentur : tum vero
§. 31 waditur Methodus inveniendi valores differentiales ex-

preflies
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preffionum, que ex duabus pluribufve formulis integralibus ut-
cunque fint compofitz. Ex his itaque fubfidiis, pro quavis
Quaftione oblata , tam maximi minimive expreffionis quam
proprietatis communis valor differentialis affignari poterit: utro-
que antem invento, ®quatio pro Curva quafita nullo negotio
formabitur; cum tantum opus fit aggregatum quorumeunguc
multiplorum illorum binorum valorum differentialium nihilo -
quale poni. Hacque =zquatio inventa , deinceps pari modo
erit tractanda, quo fupra, cum in reductione ad conftruendum,

tum in integratione ufi fumus.

SCHOLION IL

38. Jam obfervavimus in @quatione adA+CdB=o0,
quam Solutio immediate fuppeditar, unam ineffe quantitateny
conftantem; qua autem non emnino fit arbitraria, fed ex con-
ditione propofita debeat determinari. Scilicet , cum in omnes cur=
vas ex quibus quafitam definiri oportet, eadem expreflio /¥ zqua-
liter competere debeat, feu in omnibus eundem valorem, pu-
ta B, obtinere; hac quantitas B tanquam data fpecari poteft 5
atque cum ipfa in calculum non ingrediatur, ita conftantes« & de-
finire licebit , ut valor expreffionis M, abfcifle AZ ==« ref-
pondens, ipfi B ®qualis fiar; hocque pacto, Quaftio alioquin
indeterminata determinabitur.  Eatenus autem tantum determi-
nabitur , quatenus, per integrationes poft inftituendas, nova
conftantes arbitrariz etiam per totidem punta definiuntur. Pror-
fus nimirum ut ante, totidem punéta prafcribi poterunt, per
que curva quafita tranfeat , quot nova conftantes per integra-
tiones. ingredi cenfend funt.  Horum autemnumerus innotefcet
ex gradu differentialium fummo, qui in zquatione inerit. (Quo-
niam vero tota Quaftio ad Methodum abfolutam revocari. po-
teft, numerus iftinfmodi conftantium  perpetuo erit par; fen
zquatio refultans a4 4 + ¢dB — o, erit vel finita, vel dif-
ferentialis fecundi gradus, vel differentialis quarti gradus, vel
differentialis fexti gradus, vel o&tavi, vel ita porro. Quod

f

Aas 3
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fizquatio prodit finita, tum quoque curva penitus jam eritdetermi-
nata; fiquidem ratio inter « & € jta definiatur, ut expreflio W
datum recipiat valorem B in curva inventa, quam determina-
tionem perpetuo adhiberi ponimus.  Si @quatio inveniatur dif-
ferentialis {fecundi gradus, tum duobus punétis curva inventa de-
terminabitur ; congruum autem ac more receptum eft ipfos cur-
va terminos 2 & z praferibi, hifque cafibus Problema determi-
nabitur, fi conditio ifta adjungatur , ut curva quafita intra datos
terminos a & z contineatur.  Sin autem zquatio prodeat diffe-
rentialis quarti gradus , tum quatuor punétis pro lubitu affigna-
tis, curva fatisfaciens determinabitur ; hac igitur definiri ita con-
veniet, ut, prater terminos extremos a & z, fimul pofitio tan-
gentium in  his terminis prafcribatur.  Sin perveniatur  ad
zquationem differentialem fexti gradus, tum curva per fex quae
cunque puncta determinabitur : éorum autem loco preefcribi po-
terunt primo ambo termini a & z, tum pofitio tangentium in
his terminis , ac tertio curvedo in his ipfis locis feu radii ofcu-
li quantitas. His igitur notatis , intelligetur ex ipfa Solutione
cujufmodi conditio ad Problematis cujufque propofitionem ad-
jungi debeat , ut id fiar penitus determinatum : hacque admo-
nitio, non folum hic, fed etiam in Methodo abfoluta atque
reliqua Methodo relativa, locum habet,

¢ SCHOLION [IL

39. Difcrimen hic etiam maximi momenti inprimis eft no<
tandum, ex quo in Methodo abfoluta primariam tra&ationis
partitionem defumfimus. ~ Confiftic id autem in modo, quo cur-
va inventa Quaftioni fatisfacit. Fieri enim poteft, ut ejus qua-
cunque portio ad abfciffam indefinitam relata requifita proprie=
tate gaudeat; deinde etiam dantur cafus, quibus nonnifi ea
portio qua definitz abfciffe AZ == a refpondet, conditioni
Problemais fatisfaciat. Illud fcilicet evenit, fi quantitas hac
# in aquationem, quam Solutio fuppeditat, vel omnino non

ingreditur, vel in quantitates arbitrarias « & ¢ comprehendi
queat,

O
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queat. Ex quo manifeftum eft, fi ambe formule W & V in
cafu primo §. 7 Capitis preecedentis recenfito contineantur ,
tum curve inventz quamlibet portionem ad Quaftionem cffe
acommodatam. Deinde vero etiam fieri poteft, ut licet quan-
titas 4, feu quantitates ab ea pendentes, vel in alterutro valore
differentiali infint , vel in utroque ; tamen ez vel fe mutuo tol-
lant in 2quatione «d.A + 64 B =—o, vel fub arbitrariis « &
¢ comprehendi queant; quo cafu pariter quamvis curva inven-
tz portionem fatisfacere oportet. Hoc autem tantum locum
habet , fi non datus ac determinatus prafcribatur valor, quem
proprietas communis /4 in portione fatisfaciente obtinere de-
beat: tum enim fieri nequit, ut in quavis portione eundem va-
lorem fortiatur., Ex Solutione autem unius cujufque Quaftio-
nis facile intelligetur, qua conditione , five tota curva a z, fi-
ve quavis portio, fatisfacere queat; id quod commodiffime in
Exemplis oftendi poterit.

Exegmrruon L

40. Inter omnes curvas ad abfCiffam AZ relatas, in quibus for-*
mula (yxdx eundem obtinet valarem , imvenire eam in qua fit var
lor formule {yy dx mininous.

Erit igitur proprictas communis ¥ = [xydx, cujus, ob
dxy=—ydx + xdy, valor differentialis eft = n. dx. x.
Maximi autem minimive formula eft ¥ = /yy 4 x, cujus, ob
d. yy = 2y dy, valor differentialis eft = n». dx. 2. Ob-
tinebitur ergo, divifione per ny. #x inftitura, hac 2quatio « x
4 28y =o; ex qua patet Quaftioni fatisfacere lineam rec-®
tam in A cum axe A Z angulum quemcunque conftituentem.
Et quia longitudo abiciffe AZ =4 non in computum ingre-
ditur, quzvis hujus re@e portio zque fatisfaciet. Quod fi
autem poftuletur, ut pro data abfciffa AZ =4, formula/y xd x
datum obtineat valorem, puta B; tum oby ==m x, fiet /[y x dx
=} mx*; ideoque 5 m4> = B; ex quo pofitio lincz recte

ita
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ita definietur, ut efle debeat y — 3 B,x . Hxc igitur re@a

i
jam ifta proprietate gaudebit, ut ea inter omnes lineas, five
refas, five curvas, que pro data ablciffa A Z — 4 habeant
formulz [xyd x valorem = B, producat formula‘f)'}-dx mi=
nimum valorem. .

Exemrrum IL

41. Inter omnes curvas ejufdem longitudinis punia a & z jun.
gentes , invenire eam qua maximam vel minimam aream a A Zz
comprebendat.

Quoniam proprietas communis eft longitudo arcus = /4 x
4

: e e TR g

Deinde maximi minimive formula eft fydx, cujus valor dif-

ferentialis eft nv. dx: unde pro curva quafita ifta habebitur

«/ (14 pp); erit ejus valor differentialis == — ny. 4.

equatio dx = b4

ALY [ A
R TR V()
x4+

ideoque p = SN T Th 5 i ‘j—i, Hinc ergo inte-

grando fit g == 7 v (5" — (s40)* ), feu b* = (y—f)*
+ (¥+¢)%; qua eft xquatio generalis pro Circulo. Qua-
mobrem arcus Circuli quicunque per punéta a & z du@us, in-
ter omnes alias lineas ‘curvas ejufdem longitudinis, vel maxi-
mam vel minimam aream a A Z z includet. Duplici autem
modo Circuli arcus datz longitudinis intra terminos a & z conf-
otitui poteft; altero, quo concavitatem axi A Z obvertit; altero,
quo convexitatem. Priori cafu manifeftum eft aream fore ma-
ximam , pofteriore vero minimam. Atque hinc fi dentur ter-
mini a &z, una cum longitudine curve intra hos terminosconf-
titute, quam majorem quidem effe oportet lineam reétam hos ter-
minos jungentem ; Solutio penitus erit determinata: arcus Cir-
¢uli enim hujus longitudinis per hos terminos poterit defcribi
unicus,

& integrando x +¢=—
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unicus, qui, prout vel concavitatem vel convesitatem axi AZ
obvertat, aream formabit vel maximam vel minimam.

COROLLARIUM

s, Hinc etiam patet arcum circularem az, per terminos a Fig- 5.
& 7z du&um , non folum maximam aream a A Z z, inter omnes
alias lineas ejufdem longitudinis formare; fed ctiam quacun-
que linea 2 C E D z a termino a ad terminum z du@a detur ,
cum ea arcus circularis a2z maximam includet aream. Nam
fi area 2 A Z z eft maxima, erit quoque area aAZz —aAC
—2ZD +CED, obareasa AC,z7ZD & CE D conftantis

magnitudinis quacunque linea pro az capiatur, maxima,

ExeEMrPruoMm 1L

43. Inter omnes curvas ejufdem longitwdinis punita A & M g, 7
jungentes , invenire eam gue , Cum reitis AC & M C ad punctum
fixum  C  ductis, maximam vl minimam comprehendas  arean:

ACM.

Quoniam, ob data pun&a A, C, M, reQe AC& MC
pofitione dantur, ponatur angulus A C M ==, feu defcripto,
centro C, radio CB = 1, arcu circulari BS, fit hic arcus
BS ==x, & ponatur CM ==j; erit Ss = dx, Mn=ydx,
& area ACM =1 [yydx. Porro ob mn== dy, erit Mm
= y(y*dx* +dy*) = dx vV (yy+pp), polfito dy =
pdx. Quare inter omnes @quationes relationem ipfarum x &
y continentes , qua , pro dato ipfius ¥ valore, eandem prabent
quantitatem /dx V¥ (39 + pp), eam definiri oportet, qu& , pro
eodem ipfius x valore, przbeat formule i /jydx quantitatem
vel maximam vel minimam. Cum igitur formule /@x v ( 7y +

/ ifferentialis fit = #. SR e
pp ) valor differentialis fit = #v. dx ( TS, -
d'v./{yyp-i—rp) p §L-.- for.mula: [yydx valor differentialis ==

Euleti De Max. & Min. B b T
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#zy. dx. y; habebitur pro curva quafita ifta zquatio y ds ==
_bydx AR RET P Axe
VOr+p) " VOr4rpp)? U*> per p multiplicata,

1 - - v -—-____!’3]_._2__ — -...—---—___.._._...P S
abit in hanc ydy = "-(';9’:5'”) bpd. T
i i pap 14 o ? }
SN HIR) PACTE =7 i Ak CRE IR
CU}US inrcgralc eft ;jj:b\/(yy_}_’P)___ Wﬁ__}_}iﬁj +
be =— w?———-_m + éc. Ducatur in tangentem MP ex
C perpendiculum CP = #; erit # — V’__(#::W ; ha-
bebiturque yy = 264 + éc : quam aquationem fupra jam of:

tendimus efle ad Circulum. Quamobrem arcus Circuli per ter-
minos A & M dutus hanc habebit proprictatem , ut, inter
omnes alias curvas ejuldem fecum longitudinis terminos A & M
jungentes , aream A CM exhibeat vel maximam vel minimam;
prout ille arcus, vel concavitatem, vel convexitatem intra an-
gulum ACM vertat.  Quo ipfo id confirmatur, quod §. pra-
ced. in genere adnotavimus,

Exemrrum IV.

44. Inter ommes curvas punita a & z Jangenies o gue circa axem

AZ rorae gemerant folida ejufdem  [uperficiei ; determinare eam

gue [imul producar wolumen folidi hoc mode generati maximun.

Superficies folidi hoc modo generati, proportionalis inveni-
tur formule integrali huic f3dx+/ (x “+22), cujus valor diffe-
rfntialis mf‘t #V. d:«: ( V(x4pp) — 2!—:‘:— d. m-’.’i_},;_) )
Volumen vero folidi hoc modo generati eft ut /° yydx,
cujus valor differentialis et = #». 4x. 2y. Quocirca refulta-
bit ifta xquatio 2 y dx == bdx /(1 +pp) — bd. 1/_(1%%

ulri-
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Multiplicetur hac per 2, ut prodeat 2 ydy==bdy y (1+pp)

— bpd 2P~ =14d LppyiisrHIper

P4 TTi%5p) AR/ 2l g ETTY
— bpd F(—_,:_‘;ET, cujus integrale eftyy ==&yv (1+22)
e b i Sig by : S e

v (14pp) ¢ v(1+pp) ; f”' E“t;ifg
by== (yy—bedV (1 +ppr&p== ‘E"‘;y__‘:‘ff 28
mALE " S e i (py——bec)dy .
= 7o Quare erit 4x = el Cys—hal " De

hac zquatione primo notandum eft, i fuerit ¢ == o fore dx ==
ydy
v (bb—>»y)
axe A Z fit pofitum; ille igitur arcus circularis, centro in axe
A N fumpto defcriptus & per data duo punéta a2 & z tranfiens
Queftioni fatisfaciet ; erit autem is unicus , ideoque folidum de-
finite fuperficiei generabit. Quare fi, inter omnes curvas qua
folida alius atque diverfze fuperficiel generant, quaratur €2 qu&
maximum volumen producat, ea non eric Circulus, fed alia
(yy=——bc)dy)

Vi bbyy — (py —be)")

tenta. Non folum enim, ob binas conftantes é & ¢, effici po-
teft, ut curva per prefcripta duo pundta a & z tranfeat ; fed
etiam ut longitudo curva az exiftar darz magnitudinis. Ca-

terum longitudo curve, eb fdx v (1+pp) = r bydx

yy — be
2. bydy .o
flet= /"5 e bcﬁ‘ 52 o JHS;?tng; )a quadratura
. . 2 z EEES 22’_2
— - -.—l—-_______._‘_-
Circuli perdet, eftque 5 A col — T (i b abe) +

Conft. Quod fiaurem b ponatur == oo ,cafus oritur fingularis; 2qua-

tio namque prodit hec dx — — 7T r;iiﬂ 5 > W eft pro
L

; ideoque curvam efle Circulum, cujus centrum in

con-

* curva in quatione dx ==

curva Catenaria convexitatem axi A Z obvertente.

'B h 2 EXEM-
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ExeEnmeprunm V.

45. Luter omnes curvas az wquales areas aAZ 2" continentes,
determinare eam , que circa axem AL rotata generet folidums mi-
zima [uperficiei.,

Quoniam proprietas communis in area == /yd'x conflituitur;

erit ejus valor differentialis = #v. 4x. Deinde formula , qua
minimum cfle debet, eft /ydx v/ (1 4+2p), cujus valor diffe-

iali it ARG SRt o EEE N
rentialis et = #v. (dxy/ (1 +pp) d'v’(f+m>) )sun

de orietur, pro curva quefita, ifta xquatio #dx = dxy/ (1 + 2)
yp "t -
= VG+7p)° e, perp multiplicata & integrata, prabet

b = ——-——‘—T—-—-—-, f e y——-_; un-
o (yt—(ny LUNEe it .
de fit p = s =ahsacdx = .
(ny-+b)dy Loyl
b e e iy Ex qua patet, fific 6 =0,
tum curvam cfle abituram in lineam re@am pun&a a & z jun-
gentem. Dﬁil:lde fifit :vx::o 3 ::)b A== Wg@if—%hm, cur-
va erit Catenaria concavitatem axi A Z obvertens.  Quod fi ay-
(b—n)dy
V(2by—bb)
grando oritur ¥ 73 4- 3—"”;3' V(2by—0bb); qua eft
pro curvaalgebraica, & in rationalibus prabet 9 6 (¥ — ¢)* =
(26 —y)* (29 —4&). Ef ideo linea tertii ordinis & per-
tinet ad fpeciem 68 NEwW TONI

tem fit w =——1 5 fiet dx — 3 ex qua inte-

o Exemrrum VL

45. Inter omnes curvas az cjufdem longitudinis 5 definire eam
qua circa axem AL rotata producat maximum. [oliduin,

Inter
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Inter omnes igitur curvas proprietate communi [dx ¢/ (14-p)
gaudentes, ea quaritur in qua fit [yydx maximum. Quo-.
niam ergo formule /dx 4/ ( 1+ pp) valor differentialis eft —
— ny. d, mﬂ—_—ﬁ—)s &}rmulae.vem Syydx valor. diﬁcremi:.:.-
lis eft == 2 #y. y4 % ; habebitur pro curva quafita ifta @quatio

2 ydx =+ bbd. 7(_—1_3-1-_1’,?)’ qua, multiplicata per p & in-

tegrata, dabit yy+4 be=+ s fen (1 Fpp) =

T e L 0T s
e incque p = T == -=; ex qua
fic xzf;{_{}giitjtidf?j‘_)' Hzc curva hanc habet pro-
prictatem ut ejus radius ofculi , qui generaliter eft = dx :
d. v {r_'i'}@ , fat = i—j;- hoc eft, proportionalis eft applica-

cx y inverfe; unde patet curvam quefitam effe Elafticam. Non
folum autem per conftantes & & ¢ arbitrarias effici poteft, ut cur-
va per datos terminos a & z tranfeat, fed etiam ut ¢jus arcus
intra hos. terminos interceptus fiat datz magnitudinis. Si fic
¢ = o, prodit Elaftica reGtangula, Caterum nullo calu conf~
tructio per quadraturam vel Circuli vel Hyperbolz abfolvi po-
teft; nififint vel ¢ & ¢ infinita, quo quidem cafu linea a z pro-
dit re&ta , vel é==¢. Heoc enim cafu, habebitur ¥ —
(Lo dbdy
; }'(}/—(iigd—yﬂi)’ 3

AR TR AR EL N 300 I AR, ’
L5V Cali—y) =/ VB0 B e, =550
& integratione per logarithmos abfoluta, fiet x ==/— /(26 b
—) + HB+"/(=;‘5_-}3' ), Ipfa vero eurvae Jongitudo ,

bbdy
— (y+ &
bV (2bb-—yy)

JI

feu , fumto 44 negativo , erit x =

qua generaliter eft :fv’f-‘-" 3oy 5 Ctit hoc cafu

=g—=0bl

Bb 3 I':XEML-"
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ExErxMerovxn ViL

il 47 Tnvenire cupvam , que, inter ommes alius efufdem longitu-
i dints , circa axem AZ reata, producar filidum cufus Supercics
l ) [it vel maxima vel minima.

I £

1 Quoniam proprictas communis eft — fdx v (1 4+pp),
' cujus valor differentialis eft — 2y, 4. 1lT/—{f:-i_el-)}?);maximi minimi-
ve formulz autem fydx v (1 + pp)\ valor differentialis eft

=arn(dsy(14pp) — d-v-r(—%-——m ) 5 habebitur pro cur-

e

ey 1 T 1 —
va quafita ifta xquatio 4 4. ‘7——?——-—( Ty dx ¥V C1+pp)

e \/_(_1}1:10'-_?}“)’ quz per p multiplicata & integrata prabet
b

gL ARSI NEC [N NGRS L -, AU &
| v(1+pp) b_r’_(r+pp) v’((fa-i‘-/ ()fz—i-ppg .

. R gl 2 — o Mgl (e
b bt V(TP =T S p = ; et
! ex hacque dx == e b-:-jtjffj"—cc)’ que eft ;zquatio genera-
lis pro Catenaria, & fatisfacit, dummodo axis refpedtu cate-
nz {ufpenfz fitum teneat horizontalem. Fieri igitur poteft, ut
curva vel convexitatem vel concavitatem axi Z. obvertat ,
priori cafu fuperficies folidi fiet minima, pofteriori maxima.

I 5 ¢

18 Exenrruomu VIIL

4 ¥ig 17 48. Iwer omnes curvas per punita A & C tranfeuntes , que om-
wes aguales areas ABC comprehendant s definire cam gue in fluids
! Jeeundum directionem axis B A mota minimam patiatur refiffentiam.

| Pofitis abfciffa AP ==, applicara PM ==y, proprietas com-
munis eft [ydx, ejulque valor differentialis = ). x. Refil
, tentia autem totalis , quam figura in direGtione A B fentit, eft

ut
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urff’_:"

his emergit pro curva ifta 2quatio dx = ¢ 4.

, cujus valor differentialis — #v. 4. agpde
P {ii—+ p)*
3pp+ 97
GEaP que

integrata dat ¥ — ¢+ 2 ) (P f_i::; ; j’ 2 Aquatio autem diffe-
rentialis per 2 multiplicata, abit in hanc dy == épd. (31’%!;};:’_‘
quz in hanc formam dy = Lpdrh + bdp. gi’f}-i:;
bdp. (-afﬂ_%_-t-;Jmnfmutara, habet mtEgraIc y=f+ a_lj_i_"_l"_’;?_z
1_1_ feu y=f+ (iﬂipp y 5 cum igitur fit x = ¢ 4

b (P - _3_+P 2D, curva erit algebraica. Efficiendum eft autem ,
ut, quo cafu fit x =o [ quod fieri nequit, nifi vel'b vel ¢
capiatur negativam 7 fimul y evanefcat. Quo autem curva co-

gnofcatur, ponatur ¥ — ¢ =1 & y — f = w , erit z =
bpp(3pp) s 2bpt b0t 2r V3 4 3pp)
mu&ﬂ (I-H ),,undcﬁ:r-i-n\@_ s

ol s o DEPS e BYUALS o 3300 ;
atque z ~—# ¢/ 3 T, . Extrahendis

igitur radicibus quadratis habebitur ¢/ . +";; 2o PP ‘*;P\/ gl

At L ? 3
& ’——ﬁ--""’g — lid?__——_—i-fﬁi‘ 2 5 hincque yf ——% +;";-L.

t—u v'a _2pp gy < t—uyv3

v 5% i v :+pp’&", b v b
14pp VI-I'-PF (1_}.”)

iv,?'i"l"\.f’a_}_ ‘, “ 3,_,_|( + 2 V( '-HH-‘)EI.

&E““av’ *_:tjf_'-_’.?.k}. 34/ t:_"ip_'_-v'(”‘b—auh').

g0

quz rationalis fa&a prazbet zquationem hanc quarki ordinis

7
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4 + Qttun - au* = 4bt’ 2 36btun— 276 uw , feu 4(1t+uu)*,
= 4!: + 3 26btn® — 276%u*

Ad curvam autem per infinita pun&ta conftruendam , expedic
—its-‘v‘?l,); & #:_z_bp_'. Pri-
: (ieg=pp) (1=pp)
mum antem patet curvam habere diametrum in pofitione abfcif-
farum ¢ fitam, duobufque locis fieri ¥ ==o0, nempe calup—o,
quo fimul fitz=o0, & cafu p=1o, quo firr=24. Quod fi
-pOn:]tUI' é:4c , atque # == 3¢}, orietur ifta a:quatio (rrt-wu)?
-+ ¢ 374 ) -+ 18¢cc (r*—}-ﬂ‘)——* 27¢* ==0 qua 'cum
fit *um.t'o lpﬁrum rr —+ uu & r® — 3rau, declarat corvam hanc
habere tres diametros fefe in initio abfeiffarum harum » decuf~
fantes. Curva ergo quafita riangulo 2quilatero A B C ita erit
inferiptibilis , ut conftet ex tribus ramisAD B, AE C & BFC
inter fe fimilibus & mqualibus , qui in punctis A, B, & C cuf-
pides forment acutiffimos. Ejus igitur diametri erunt tres rec-
@ Al, BH & CG, fefe in centro trianguli O decuffantibus.
Erit autem AO = 3¢, OF Gty O OI ==3¢, ita ut fic
Al=2 ¢ & Pl — '
que portio ab ¢ redtis ab & b c parallclls ipfis Al& BI & arcu
curvae ac comprchenfa , ita erit comparata, ut arcus ac inter omnes
alios pun&taa & c jungentes, & aqualem aream ab c continentes,
in fluido fecundum direétionem b a mota minimam patlarur refif-
tentiam. Porro autem hzc curva erit retificabilis 3 rcpenturquc
arcus ADB== '¢¢; ex-quoerit ADB: Al =%:3 = 31
37atque:ADB: AB==33: 18V3 = 16: 9\/3

adhibere has formulas, z=—=

Exemrrunm IX

49. Inter omnes ewrvas AM equales areas AP M includentes ;
inventre eam, gue it ita comparata , ut, [i perpetno & centro cireuls
ofculantis O dd applicatam MP proguiiam ducatur perpendicularis
'ON; cwrva « puniiis N formara minimam comprehendat aream,

APN.*

Pofitis abfcifla AP = x, & applicata PM =y; erit area
APM
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APM = [ydx, que eft proprictas communis, c;uﬂmc valor
differentialis == »v, dx, Deinde, cum fit radius ofculi M O

— — e MN = — (20 g PN =
(—l-_-f;-ff-’—'z — 95 ex quo area APN erit = — [ydx
—f (1 ':_"""_) dx; qua debet effe minima, cujus valor dif-
ferentialis et ==nv. (— dx 4 4. %f oI .El: FPAGS: 10, '+PF ))
unde ifta nafcitur @quatio #dx* — zp+ dd.¢ '; ) ;
qua integrata dat #xdx = 2—‘”;-'? + 4. '—;%fﬂ + bdx. lla

vero eadem =zquatio, per p multiplicata, dat #dxdy =
d}d :'-‘—P + pdd. - :_;P ; cujus integrale eft #y dx == cd x

_— —]—p I+”. His aquationibus conjungendis ,
oritur # x dy — Byzz’x = fdy — cdx + ——= Zde -+ 2;” —
bdy — cdx + M_ Ponatur wx — &6 — mt, &

dp
ny — ¢ == nu; erit dy = du, &dx==dt, atquendp ==

2;{;:{11{:; :ij" » feuzdi+2dtdu’ ==ntduddu

— nudtddu, polito d¢ conftante. Sit w = s¢, erit du==
sdt+tds, & ddu =— tdds " 24dtds; hqullc fubftitucis
prodibit ifta @quatio: 2 (1 4 s¢) d2' + 4stdt*ds |

2 (1—n)trdtds* =unt' dsdds. Ponatur gl erit
dr s ey s s s e TRy A ds

+ rrds* ); unde fit dds — — drd: — rds*; ex qmbus
tandem emergit 2 (14-s5) 7’ ds + 4.”' ds42 (1—n)rds
ndry ndr

— —

_..;:rd.r, rfu -i"_ -+ (2"—'#) rds 4=

Bulerl de Moo My Cq 2
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sr*dsd2rids 4 2ristds =o. Sits=o — L fier
4 Y -

JU . - * (]
~“——; qua @quatio integrationem ad-

AR R T E ey :

mittit,, quoties eft » ==24(#— 1) denotante i numerum in-
2v

tegrum quemcunque : ut fi fit » = 4, fietr = cowier e

I

i) M ian

abfolvi poterit.

; €x qua retrogrediendo conftrudtio

Exk®eruor X

so. Inter omnes curvas, in quibus {xT dx eundem obtiner
valorem ; invenire eam in gua fit {y T d x maximum vel minimum ,

exiffente T funitione quacungue ipfius p itaut fit AT =P d p-

Ad formule fx T'dx valorem differentialem inveniendum p
notandum et effe d x T=—=Tdx+ x P dp, ex quo illius va-
lor differentialis erit == — ny, 4. xP. Ex altera autem for-
mula /3T dx habetur d. y T ==Tdy + y Pdp , unde cjus
valor differentialis erit ny. (Tdx — d. y P). Quare , pro
curva quafica orictur ifta ®quatio #d.xP = Tdx — d.yP,
Ergo /T dx — nxP4yP + b Porro fiilla xquatio per p
multiplicetur, habebitur #pd.xP = Tdy — pd. yP ==
d'.yT——:rP.d’)—pd._y P = 4. gy T — dyPp. At eft
4. xP=—=Ppdx +pxdP+4xPdp + Tdx — 4. xT —
4d.xPp+Tdx — dxT. Quamobrem orietur dyT —
d.yPp=nd. xPp + »Tdx — nd.x T’; hincque [» T dx
== )T —yPp—nxPp+ nxT +¢. Quiavero, ex fu-
periori integratione habemus /# Tdx == nnx P 4 2y P 4 »b,
erit, eliminando/%» T dx, ifta xquatio s x P’ 4 nyP 4 nb
== )T — 9 Pp — #2xPp + 2xT + ¢, feu y
nx(nPt-Pp—T)4e¢ : ¢

ol

1. P Pprpe TP vel 3 == ~— nx '-I%-mp:
- Ergo_,
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' iy dP Pl
Ergo prodit tandem x == cj‘( i atque y =
: _____f.,_d_:'li_..__——-—-— s e e ol
. f(?‘-—u p— Pp)? A e i

wef T r—Pp*
Exeguererupm Xi

s1. Invenire curvam , que ., inter omnes alias intra eofdem teyimi-
sos contentas, ¢ eundem formule {xdxy (1+4pp) valoremcon-
sinentes , habeat {ydxy (14pp Y maximum vel minimam.

Exemplum hoc eft Cafus pracedentis, atque cx illo manat,

iaoncndo T — v (14pp) > cx quo crit P = \,—{"T_":-_‘}JF) ,
& 4P = —-—d—P——-?-q Porro vero erit T — #P — Pp
(14 pp)
s SRw—np bela : R
V(Iv-l-_f»'::)' Ex his jam furrog{au: pr)od; it ¥
? SN e o & 1D (NP
q{(f_—_“PJzV‘C__I -i—pp‘)&-?__" 1—np o In.
tegratione autem per logarithmos inftituta fict
Nl 10 TUE TR o RO
2 (I-[-,‘;J:)(I——-—J-'ﬁ} (14 H!if:z
f:Ir-l-fI+1.f'(l+iut))(p+v'(l+w))+é &
ﬂ+(l-—v(1+rm})(11+v‘(1+PP}) ’
) :fc—l—-cr’tf([-i-pp)u—n?:rﬂ e 2
v i (14nun)(1—mn T iiih
( a r) (1 F=nn)
‘N+’T+~’f1+=i"))fﬂ+v’(I+PP)J o .
S r V(T e ™

bus valoribus curva conftrui poterit per logarichmos. Genera-
licer autem , quamcunque T functionem ipfius 2 denotet , conf-
tructio femper per quadraturas abfolvi poteft. Caterum hoc
Exemplum fine fubfidio pracedentis multo difficilius folutu fuif-

€2 fer;
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fet; non tam facile enim perfpicere licuidet , quomodo xqua-
tio inventa integrabilis redderetur quam in cafl generali,

ProrPosiTio V. PROBLEMA.

52. Inter omes curvas ad eandem abfiiffam == a relatas g
exndemn formule 1 — ([ 7,1 dx valorem Yecipiknt s invenive eam
in gua fir {2, dx maximuns vel minimum ; exiftente 7, funttione [i-
mul ipfius 1, ita ut firt dZ —Ldn+ Mdx + Ndy + Pd p
+Qdq+ & argue d[Z] =[M]dx+[N] dy+[P]dp
+[Q]dq + &

SO LUTTo

Quoniam et [ 2] == [ M ]dx + [N]dy+ [P]dp 4
LQ]dg - c. erit formule /T Z] dx, qua hic quantitatem om-
nibus curvis communem reprafentat , valor differentialis —

K A[P 14[Q ) S
Nrveax ( L_‘L"\?] T —dl-;l + E'TE—;J ——&C. ) s QUL €x Calu pri-

mo §. 7 Cap. preced. fequitur. At formula /Zdx, maximum
minimumve exprimens, quia Z involvit formulam integralem
n =/ £]dx, pertinet ad Cafum fecundum loci citatj - ejuf=
que adeo valor differentialis erit ==ny. 4x (N + [N]V—
208 '-*,';} L AL ('Qj: Lelv) —&¢.), denotante V=
ax 3

H-— [(Ldx, ubi H eft quantitas determinata » que oritur {1 in
integrali /"Ldx ponatur x ==4. Atque, ob hanc ipfam quan-
titatem H, ifte valor differentialis a preeferipta longitudine abf
cifie ¥==4 pendet. Ex his igitur duobus valoribus differcntia.
libus ambarum formularum propofitarum , quarum altera propric-
tatem communein, altera maxi i

Imum minimumve exponit , fe-
cundum regulam datam, mafcitur @quatio pro curva lequens :

o:a[N]———g—f}a—K’* +ﬂi{};£‘{fj ~= . §C. +N+[N:|V

__d(P+[P]lV) . dd(Q-+[2] V)—-._&c.qu:r,ob Ve=
e

dx dx*




M .ff X. B T .ﬂf I N— R E L ('f T }’ I" /f, ZC.T-

H—[Ldx , tranfit in hanc o =N+ (a+ H—ILJ#)ZNJ*—
A0 P4 (ot H—[Ldx)[P]) +rﬂg,+-(q+ff—__—ff-:f~ﬂ?._€i_}

4x dx*

2
— €.

Cum jam e fir quantitas conftans atbitraria; etiamfi H fit
quantitas conftans determinata , tamen @ - H fier quantitas ar-
bitraria : ideoque non amplius 2 definita abfcifle longitudine #
pendet. Quare fi, loco 2+ H, fcribamus C , habebimus pro
curva quafita hanc =quationem :
o N (Csf L Y[ NY—

0 — x)[Q]
-}*'M("*--—_}—(C P z@j:l_:_}_ — &c. quee ergo pro quacun-
x
que abicifla exhibet Curvam, qua, inter omnes alias eundem
formulz /[ Z] dx valorem recipientes , continebit formula /Zdx
maximum minimumve valorem. Q. E.-L

d(P 4(C -—*_:_foIx)[P])
dx :

Cra Ko By K

s3. Siigitur proprietas communis fuerit ea ipfa formula in-
tegralis , qua in maximi minimive formula implicatur ; tum
confideratio determinate abiciffe magnitudinis ex calculo egre-
ditur, & Curva inventa pro quavis abfciffa quafito fatisfaciet. -

C.ox 6% %" .

s4. In hac ®quatione inventa , dux adhuc inerunt formu-
jx integraless primo nempe formula /L d x, ac deinde formu-
la m=—/12]dx, quecum ¢ca in Z contineatur , inerit in quan-

vitatibus L, M. N, P &c.

Caoronr  HL

ss. Si igitur heee integralia per differentiationem tollere lu-
beat; pervenietur ad differentialia binis gradibus altiora, fimw -
que exibit copftans arbitraria C Interim tamen numerus con{-
e s tan-
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tantium arbitrariarum  unitate minor erit quam gradus ifte diffe-
rentialium; co quod integrale n == /1 Z ] dx definitum obtine-
re deber valorem, eum ipfum feilicer quem in maximi minimi-
ve formula /'Z 4 x habct.

£ 0RO LELETIV,

56. Hinc igitur in wquatione inventa, ob conftantem arbi-
trariam C, poteftate una plures inerunt conftantes, quam dif-
ferentialinm gradus indicat. Quarum una eo determinabitur 2
At valor formula communis m = /[ Z7)dx fiat pro curva in-
venta date magnitudinis ; relique vero per data pun&ta vel tan-
gentium pofitionem datam  determinabuntur.

L0 R0 Lt Y.

s7. Si Z fuerit functio cum quanticatum X, 9. 054, &
tum arcus curve s: atque inter omnes Curvas ifoperimetras
quaratur ea, in qua it /Z4x maximum vel minimum ; tum. fiet

Bie=s== 12 dx &[Z) =y (1+pp), ita ut fir [M]

=P [N]—_—“Os&[PJ:‘?—(—'I—{m. :

£10 % 0L iV

s8. Hoc igitur cafu, fi foerit d Z — L ds 4+ Mdx + Ndy
4 Pdp -+ Q d g+ &c. habebitur pro Curva qua, inter omnes
Aloperimetras, habeat /' Z4x maximum vel minimum , ifta xquatio:
o=N—Lap4 (C—[Ldx)py , ddQ_ ..

v(i14pp) dx*
ddQ . (C—[Ldw)dp . o, L

W dx(iqpp)t YOFR)

. d
icuN-—-——P-!-
d x

s Ly 4B Vidgp s NN N Ol i
AR TGRSy sl ot e gl e e ¢ R = 58 Lol

K de(x14pp)*"

{08
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s9. Cum fit C quantitas arbitraria; in genere notari conve~
nit, quod fi pro € accipiatur ille formule fZdx valor, quen
inducit {i ponatur ¥ ==, tum prodituram effe curvam , qu in-
ter omnes omnino curvas cidem abiciffe x = « refpondentes ,
habeat valorem formulz /Z 4 x maximum vel minimum.

SCHO'LIONI.

6o. Cafus Coroll. 6, quia is ab Auctoribus potiffimuni trac-
tari eft folitus , peculiarem evolurionem meretur, ut ejus Ope
Problemata qua forte occurrere queant, facilius & expeditius
refolvi poffint. Inter omnes igitur Curvasifoperimetras, {eu qua
eandem habeant longitudinem s=/dx v (1+4pp) , quaratur
ea, in qua fit [Z4dx maximum vel minimum, exiftente Z func-
tione cum quantitatum definitarum %, 5, p~ 4 &c. tum arcus
curvee 55 ita ut it d2=Lds+ Mdx-+Ndp -+ Pdp+ &c.
Pro curva hac proprictate gaudente jam inventa eft haec xquatio

L ) o 7% [ VRN AP . ddQ Y
i dix %f(‘f—l"ﬁf’)_ _.N—-n-l— ?-f;--—-—&c. qu'qui=
dem , in hoc latifimo fenfit nec integrari nec ad fimpliciorem

formam fe reduci patitur. At cafus notafle juvabit, quibus eam
integrare licebit. Ac primo quidem {i. it N == o fponte pro-
dit ifta pro curva xquatio: :

-v'!"-i-({?v (ffl_d:))‘ﬂ = —P+%f—g- — &c. jam femel inte=
grara. Secundo ponamus effe M — o; atque @quatio per
pdx = dy multiplicata abibit in hanc '

(C—[Ldx)p ___w L pddQ
2% i rr) = Nidg s Rappif gt o & 2 ad

quam fi addatur Lds = Ld x V(1+4pp)—dz— Ndy—
Pdp— Qg &c.; integratione inftituta prodibit /( Ldxy (14 p2)

Pd'(c-—ff-dx}p ly »d 0
Frl e = TPy — Qg R ¥
Prius
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Prius vero membrum {i evolvatur, tranficin /(L4 x v/ (1 ++ 22)

__J'r‘fa"’r- \F‘{ 15 dx Ld: C—- dx
g CfLdpdp  Lpp Nt x4 (C—fLdx pr{p))

A PR V(l-f'PP) v (1t pp) E bt
cujus integrale eft — —%?‘I—_{_LP'% . Quare, cafu quo M==o,
habebitur ifta aequano 7T -fl-ijS A—2z+Pp+Qqg—

4 :
P—(;f Sin autem tertio fuerit tam M=o quam N=o, ha-

bebitur primum, ob N==o0, hac aquatio: 4 + (5 (_;f-i{ ;;))

=P -Q que, multiplicata per dp =— gdx, abit in
T
tem fit dZ = Ldx (1 +PP) +Pdp+Q_dg, habebitur
dz-i-Aa’P—dey/(:+,;)+(C\/({_L!_‘ix 24— 440
+ Q44 quz integrata dabit, Z+B+AP+(C——dex)
Y (1 +pp) =R, feu c—-dex—fiﬁ'j(*i:‘;;PD_‘z.
At ex priore xquatione eft C — fLdx ==~ A8C1 b re)

P
cong PNL - pp) Mﬂl’) ; ex quibus conjungen-

r pd
dis clicitur : Adx —Ba’y_-ﬂzdy———de————Ppa’y—-}-dQ‘
+ppdQ — Qpdp , in qua non amplius ineft formula inte-
gralis [Ldx~. Ulum igitur horum cafuum in Exemplis monftra-
bimus. ~

hanc 4 dp 4~

ExegwMme g ok

6 1’. Tuter omnes carvas ifoperimetras; definive eam , lin gua fic

£s " dx maximum wel mipimum , denotante s arcum curve abj-

Quo-

ciffe X refpondentem.
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Quoniaa proprietas communis longitudinem arcns s == [dx

¢ (1 <4 pp) refpicit, atque in maximi minimive formula
[ " dx ineft ipfe arcus, folutio pertinebit ad Cafum in Scholio
perrractatum.  Comparata ergo formula /[ "dx cum generali
[Zdx, fiet Z=s" & dZ=—ns""" "dshincque L =

ns" " M=—0,N=—o0, P—0&c. Quareex Scholii
Cafuultimo, quo pofueramus M==o0 & N —o, habebitur

ifta xquatio Adx — Bdy = Zdy = s"dy, ex quaori-
tur Adx=—=dy (B + s" )& A'dx* + A" dy' = A*ds*

= dy* (4* 4+ (B4 > )* ) ideoque 4y — Ads -
V (A* 4 (B+s5 )%)

; unde Curvae conftruio

A g e ot L
V(LB ) )
perfici poterit. Vel pofito dy = pdx, erits" =

atque dx =
A— By

P ¥
: ex quo fiet ds=dxy/ (14pp) =

(T}t

atque s==y 452

__ Adp(4-—B»)

Atque hinc per p coordinatz

VA Tm)im

np
curve ¥ & y ita determinabuntur , ut fit x — — —‘E-
.JP{‘J{-.-_BP)QI_j!):n& i i (IP(A"‘"“HIP)(E_H}”‘
f i‘I'IHJ.‘M 'y___u_ n 1:7 -
V(tpp) p V(1i+pp)

Videntur hic quidem quatuor conftantes, dux fcilicet nova ,

prater A4 & B, ingredi, ob duplicem integrationem y & x.
At cum pofito ¥ = o, fimul arcus curve s = - el 2 4

evanelcere debeat ; hinc viciffim conftans in integratione ipfius ¥
otta definictur. Nimirum f{i » fuerit numerus athrmativus, ar-

Euleri De Max. ¢ Min. Dd cus
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cus s evanefcit, pofito p — -;—;— 5 ex quo valor ipfius » itade-

terminari debet, ut pofito p — -’—E- hat = o,

Quod fi ponatur # = 1 ; habebitur ex priore conftrutio-
ﬁ_i(‘i{-(_:;ji_yj’ ideoque ¥ =¥ (A"
+ B* 4+ 2Bs +4s55) — ¢/ (A* + B*), feu pofito B==54,
& V(A +B*)=c¢,erit x4+ 6=+ (¢* + 2bs+s5).

Ex pofteriore autem conftruendi modo , oritur ¥ = —

ne, ftatim 4 x —

dp Av(i+tpp) - o

A —_— b ==t =
f?ﬂ(l-ﬂ-m) ? * e 1 (; <

¢v/(14p2p); hincque p= \/((x-——cbf—a_"s == ﬁ Quare cum

S Cdx f . - . &

fit y=F (=t )} urva facisfaciens erit Cate

\naria..
ExemMmrruMm IL

62, Inter omnes curvas efufdem longitudinis , eam determina-
re, in gua fir {Sdx maximnm wvel minimum , exiffente S funition
7€ GHACHNGNE AYCHS S..

Quia proprietas communis arcu s =/dx ¥ (r-pp) con-
tinetur ; folutio- ex Scholio peti poterit. Scilicet cum fit 2=

§— fon&ioni ipfius s, erit Lds—4d§, & M —=N—P—Q

&c. = o. Quare, per tertium Scholii Cafum, habebitur pro
curva qufita ifta xquatio Adx — Bdy =84y, & Adx=
dy(B+8). Hinc ergo erit 4* dx* + A*dy* = A'ds* =
Y 2y 2 s Ads " .
ay*(A*+(B+S) )&j_f\/;'d‘ (B 57 ©t autem

Cr. Ty (B4S)ds 3 :
abfciffa x = [ AL BES unde curvae conftrucio ab-

folvi poterit..

Ponamus effc §==e¢’; pofitoquedy==pdx, erit SR

—
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: SEREE — Y { o 3
e y & ds— P/;dp = (4—Bp };J Rire) , ‘hincque
= = ddp dt‘lf-“- '__“_A_if’

— & i >
(4— Bp)pv(i+rp) (A—Bp)v C1+1p)
S 8¢ . .8 Intee

Componendo vero fict dx — === Try 157 »

orando Ax — By = A1 LEY f; + 20 i i
1y (rdpp) . (dse=By=—C):4 .

Cum autem ,

P
2 —
fa&o s=——o, evanelcerc debeat x, atque ob ___p_ﬂ_p“ — ¢,
fato s=—o, flat p— ﬁ—i , per integrationes efficiendum
A
eft, ut fa&op:B+ - fiar x == o.

Exemrirum IIL

63. Inter omnes curvas ejufdem longitudinis y determindre eam
in qua fis {sydx maximum wel minimum o denotanie S arcum
curve,

Solutio hujus Quaftionis iterum petenda cft ex Scholio; erit
namque Z =—sy & dZ=—yds+ sdy. ex quo fiv L =292
M—o & N—=1, reliqua littere P, Q , &c. evanelcent.
Cum igitur fit M — o, Cafus Scholii fecundus hanc fuppedi-

tabit {olutionem : 5,%_{—_5:;% «= A — y s ; immediate vero pro-
dit sdx—=d. ¢ C—[ypdx)y__ (C—[ydx)dp _ ypdx .
AL D) ('+PP);:= vt +pp)

Quare, cum fit C—fyde =AY (1 +pp)— V(1 +22),
erit sdx — Adp —-"ylf_f”’_-”'v JJeu sdx+spdy+ysdp4=
ydy==Adp. Sin autem lubuerit arcum s eliminare , habebitur
(Colde) o (L Dde) dp

de(1 )]

- - - . ‘FI
ex binis zquationibus, s== - —

y V(i)
a2
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yr ddx yrdx

o F(‘?-i—ﬁ); hmcqjc = m=(0—-ﬁdx)
C - SR 8 D« In utroque autem cafu diff-
R IV(Ipp)

cile ¢ft ad zquationem ad curvam conftruendum accommoda-
tam pertingere,

ExemrpLuwm IV.
64. Inter omnes cnrvas candem areamn — { ydx continentes

2 3 ~ ~dxy/ (¥ pp . ol
definire eam , in qua S { L—‘/‘—ni—J-L) maximum vel minimum,

Si hanc Quaftionem cum Solutione generali comparemus ,
habebimus /| Z7] dx — [y dx; hincque [Z2 )=y, & [N] =1;
reliquis Iitteris[M] LP][Q], &c. evanelcentibus, Porro erit

(x+pp) dnyii4pp) . pdp

£ Y y&dz—e—"Y"T ST iy
1 n’ ny(atpp) 2

unde critL:-_.——-—‘—/-—-t-I-;—L—'-ﬂf-), M-—=o0,N=o0, & P =

mf—mj Quocirca pro curva quafita fequens emerget
quatio : ( }
234 dxy/(14pp) 1 ?
OHc+f n: dx . I VI(I-}—_PP)'
Multiplicetur hac @quatio per oy =pdx, erit o = Cdy
dx V(1 +pp) . ? 2 2
+dy [ S = V4 (d I_];_ WET T ,dqt.t :ntcgrara d)abu :
$38 U @ PPl 5 1 I+pp S
oHB+CJ+de L* f“‘——"—nl—p
¢ 2dp g AxV(1+4pp)
I (I+Pﬁ)+fnv’(1-:-w) B Cydi/s o’
re 4 YCi+pp)
oy (1+pp) I Finbis
. e /(1 4-pp) 1 ;
mus @quationem o =B+ Cy 4y s = T
aqua fi prior per y multiplicata fubtrahatur , eric

—

Hinc itaque iftam obtinebi-

o ==
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— 1 e 4
o = B + ﬂ"-’_"'",(] +_'FP) + 4% d- I ’l"(l +PIP)){.CH
i By qu e Ty ) YE) yrdx

v sl S 7 S 1 T
{1 (lq+pp) (1) o v ( -l?.wf)
ex aua equatione {i denuo m== [y d x exterminare velimus ,
prodiret zquatio d'fferentiaiis tertii ordinis , ex qua multo mi-
nus quicquam ad Curvam cognofcendam deduci poffet.

SCHOLION I

65. Quanquam, in hac Propofitione pofuimus [ Z] eflc func-
tionem dcterminatam quantitatum x, y, 2, ¢, &c. tamen Me-
thodus folvead! patet, fi hac ipfa quantitas [ 2] fuerit functio
indefinita formulas integrales in fe complectens. Ponamus enim
in formula 0 == /[ Z]dx, quz omnibus curvis deber efle
communis , cfle
d( Z)=[L)dx + [ M]dx+[Ndy+ [P]dp-+[Q) 4y +&c.

exiftente » — [z ]dx,

dlz] =[m]dx +[»]dy+[pldp + [7]14d7+ &c.

aximum minimumve autem efle oportere formulam [Z4x,
exiftente : dZ— Ldn 4+ Mdx + Ndy +~ Pdp + &c.
Jam formula /[ Z27]dx continetur in Cafu fecundo §. 7 Cap.
prec: inde ergo fi capiatur integrale /| L ]dx ejulque valorref-
pondens abicifle ¥ —= 2, ad quam folutio debet accommoda-
ri . ponatur == [H], arque [H] — (L] dx ={[V]; ha-
bebitur formulz /[ Z]4x valor differentiaiis = nv. dx ([ N]

S [21[¥]) — M‘EJ—LM[”} ' dJ([.gflijsz] [¥1)

— &c.). Deinde vero maximi-minimive formula /'Z Zx con-
tinetar in Cafu rertio loci citati; ad ejufque valorem differentia-
lem inveniendum , ponatur formula / L4x valor abfciflr x —4
refpondens = H, ac H— [ Ldx — V. Jim capiatur integrale
[IL]Vdx = Hf[L]ldx — [[L1dx fLdx fitque, pofito
x —a, valor formula [[L]dx (Ldx — K, eodem autem
cafu formul@® /TL Jdx valor e¢ft =—H] , ex quo formnle

Dd 3 S1L]
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[TL1V dx, calu x — 4, valor erit =— H[ H]— K, & vocetut
HH\—K — H/[L)dx+/[L]dx fLdx — W, ita ut
it W—H[V]|— K+ /(L]dx[Ldx, eritque formule
propofitx /Zdx valor differentialis=n. dx (N + [ N]V +
[ ] W— d.'P+.fP‘li]mV+[r] w) g dd(Q-i—f%_g_—'r[qI w)
——&c. ). Quod fi jam ad hunc valorem differentialem adda-
tur precedens per quantitatem conftantem arbitrariam « multi-
plicatus , fummaque ponatur == o, prodibit xquatio pro cur-
va quafita hzec :
I

o=N+ [N](2+V)+[s](2[VI+ W) —

dx
I

TP LPICe+R) 2l (€ LP] + &) = =5
4d(Q+[Q1(a+ V) + [g](«[V]+ W) — & Et
vero hic @ 4+ V/ == a+ H — (L dx; unde {i ponatur « 4+ H
— C, erit C conftans arbitraria, & 2 +V =C — [L dx,
atque « [V14+W = C[H] K — C/TL}dx+ /| L]dx
[ Ldx. Hoc igitur patto, pervenietur ad curvam quefiram ,
in cujus zquatione, quia ob [ H] & K adhuc ineft conftans da-
ta «, ea quafito fatisfaciet tantum pro propofita ablciffa x =a.
Quod fi autem formularum ambarum altera ad Cafum 4, al-
tera ad Cafum 5 pertineat, tum iterum confideratio date abl-
ciffr 4 ex calculo egreditur , eademque curva pro omni abfciffa
fatisfacier , id quod unico fequenti Exemplo declaraffe fuffi-
cict.

ExesmPrruwM V.

66. Inier omues curvas cidem abfciffe refpondentes, que eundem

T . | i dx V71 4= 9n)
formule v valorem rvecipiunt ; invenire eam , in guafit { —————

maximum vel minimum, exiffente dv—gdx+Wdxy (14 pp)
¢ W funclione quacungue ipfius .

Solutio hujus Queaftionis exhibebit curvam fuper qua corpus
Hff[‘n_
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defcendens 2 gravitate uniformi £ deorfum , in dire&ione ablcif-
{arum follicitatum in medio quecunquc refiftente celerrime de-
labitur , inter omnes alias curvas fuper quibus defcendendo
candem acquirit celeritatem. Eft enim / v celeritas corporis
in quocunque Curv punéto , & W exprimit refiftentiam medii.
Quod nunc primum ad proprictatem communem T ==
[fdx -'_g+Wv'( 1 +pp))s ponamus effe AW/ —Ud v, atque
hae formula ad Cafum quartum pertinebit; erit namque It ==
v, & Z=£+ W¢(1+pp),acd2:ﬂdv V(1 2p)
-+ -‘%:i{}j_-fﬂl) s unde erit L= Uy(142p); M=—o, N==o,
Wp__ Sumatur crgo integrale fUd¥ T /%

&P=v05m
fitque, call quo ¥ ==4 ponitur , f ARy +r)—H,
—[Udxs v (xF2P), Ex his erit formu-

1z w valor differentialis = nr dx (— f; d. 7(_?%??53 )

Rl ¢ I d aidle ¥
& V(i)
j-dx v i{ !v+P12) pertinebit ad Cafum quintum’, eritque 2 ==

ac ponatar V' == He

Porro maximi minimive formula

V1 pp) duy(1+pp) pdp :

—e 7 om—— —— S sl GRS -

yu ’&d 2'&1\-”0 +\'IU(I+PP),

ideoque =7, &L:——”—{%'i—_f’ﬁ s M=o, N=o0,
*d

&P=VTE_1P+_;T)' Deinde vero, ob v= fdx (g +

Wy—"(:—-l—fp)),crit[z]:g—{—W«/'(x +rp)&d[2]=
Wpd

Udvy (x-+pp) + Fﬁ;};undc [L1=Uy (1420,

[M]=—o,[N]=0,; &[P] e T e Ponatur, fi
poftintegrationem fiat x==4,—/¢ LIJN(I_HP)%‘E_E@ — K,

fitque
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—[Udxy/ (1 pp) Udy/ (14-0P) 1. 17
ﬁtq'.'.e e : 7 (K_-h/"gf 7 P i{.‘}_/__‘_'}:fﬁ\’) — T-

Q2vy v

' e o

atque erit formule / anig ‘r‘v'." 2P ) valor differentialis ==
. g™ RRE AR R Y PSR P

prael o ST st by e Okl V(i =pp)

it P [ _ \

L ). Ex his duobus valoribus differentialibus inventis
Vii=pp) ;

nafcitur pro curva quefita fequensequatio, o == a d. ; (J:{ _.;_ %_)

F el AN PR 0 i Ty
T mnam T W Vi +77)

WplaV41T) vl S Udx i G 2 pn)

SR +PP)J:UJAruc;ﬁ :_V_i; Eihe
x I |44

(e H+ K+ fe x V2P, Quod fiergo
ponatur « H+ K = C, erit C conftans arbitraria , arque quan-
titas definita 4 omnino ex @quatione evanelcet ; ideoque cut-
va quafita defideratam proprietatem pro quavis abfcifla poffi-
debit. Pro curva quafita habebitur erge ifta 2quatio :

JUdxV(14pp) Ryr
By LXsbipp)in s r i .
: ( W W ) ¢ +
TREERAQE o 72 T FIR N S " i
fe ST T , & differentiando e V,f&.f{x +PP§
__ BUdvv(1+4pp) Udw dv BUdx( 1 =pp
; it p T tawmn T Wp
Ie Vo
= 'I+p'p):(£f—v—l+*p-f~). Cum autem.fit dv
Ry 2v /v

==gdx+ Wdxy(1+4pp), habebimus fa®a fubflitutione,

: . Bdp TS 4L gUdx
hanc ®quationem TIIE I Ry e -+ W,:;U
gBUdxV(14pp) . 2BWdp __ g Wptdax

vty , five iftam G -+
20U

T{’bﬁ— 22 BUpdxy/ (14 pp). Multiplicetur heczqua-

‘ tio per dv, & in primo termino loco 4w fcxibaturg;’/; ;—
N

)& integrando, B—
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WdsV(14+pp), ac dW loco Udv; quo fa&o, habebitur
. g 22Bdyp S0 gtide .
ifta zquatio 7T 75) 4+ 2Bdp WL—.—.-U — =
z;{;:;:f{zvfr\rﬁ_* 2gBpd W,;j t+pp) que divifa per p* fit in-
tegralis ; eritque ®quatio integrata hac, 2 C —. 28

P
2sBV(1+pp) . 32 ’ﬁ‘_cW:g};-,-w{l-{-_fp)-*—gj’ s
v

Wp w v Cp Vuv— BV
dv— d_x_ i i - ‘ A
J__—_g;x I ST Unde nafcitur aquatio a refiftentia (FV libera

Cum autem F¥ fit fun&io ipfius v data, ope xquationis #y'v
BV ) p ) — A : ¥
= £t ""rt'.ﬁi-%} £7 | dabitur p per v; qui valor fiin
precedente @quatione fubftituatur , dabitur dx per v & dv ;
hincque curva quafita poterit conftrui.
\

ProrosiTIO VI. PROBLEMA.

67. Inter omnes curvas proprictate communi A preditas , de-
germinare cam, ingua fit funiio quacanque , cum ipfins illius expref~
fionis A 5 s1um alins cujufcungue B 5 maximum vel minimum.

e ]

5 9.k v a1 0

Sit 4 Avalor differentialis expteffionis A, atque 4B valor dif-
ferentialis expreffionis B ; habebit functionis illius ipfarum A &
B , quam maximum minimumve effe oportet , valor diflerentialis
hujufmodi formam ad A + €4B; in qua conftantes « & € 2
ratione compofitionis qua exprefliones 4 & B in illa functione
inter fe permifcentur pendent ; ita ut valores obtincant deter-
minatos ab abfciffe quantitate , cui folutionem accomedaiam
effe oportet pendentes. Quoniam vero expreffionis A, qua
proprictatem communem complectitur, valor dificrentialis eft

wleri de Max. & Min. Ee d 4;
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d 4; hujus multiplum quodcunque y 4.4 addatur ad valorem
differentialem «d ,1‘ + €dD cx} “““ eflionis , q*n’ maxinum minis
mumve efle deber, ac fumma (24- 4 ) dA - + 64 B nihilo xqua.
lis pofita dabit aquationem pro curva quafita. Habebitur igi-

tur ifta xquatio (2 +v) dAd +6dB —o, feu (2+7) zz'A
+6JdB —=o; inqua, etiamfi « & € {int quantitates conftan=
tes determinate, tamen, ob y & J quantitates conftantes ar-
bitra:ias, coefficientes valoram 4 A& 4B, qui funt (a4 y)d
& 64 evadent conftantes arbitrarie magnitudinis. Harum igi-
tur loco {1 {eribantur littere £ & », habebitur pro curva qua (%
ta ifta ®quatio £4 4 +2dB — o. Quo-circa ad Problema
folvendum, r.xp:uronum A & B, quarum altera proprietatem
communem continet , utrinfque autem functio quacunque ma-
ximum minimumve efle debet, fingulatim valores differentiales
d A & dB capi oportet, eofque, per quantitates conflantes ar-
bitrarias , quaﬁ]ue multiplicatos nihilo ®quales poni, quo palto
refultabit ifta ®quatio £d A + »d B==0, qux naturam curva
quafite exprimet. Q. E. L

CHORID L

68. Natura igitur curve fatisfacientis tantum ab expreffioni«
bus 4 & B pendet; neque ratio fun&ionis ipfarum 4 & B, que
maximum minimumve efle debet, ullo modo in computo ma-
net ; fed quacunque fit funétio , eadem folutio prodibit.

Conorn -tk

69. Quzcunque itaque iplarum A & B fun&tio, inter om=
nes curvas eadem proprietate .4 gaudentes, debeat effe maxi-
mum vel minimum ; folutio perinde fe habebit, ac fi, inter
omnes curvas cadem communi proprietate A gaudentes, ea ree
quiratur, in qua expreffio alrera B maximum minimumve obti-
neat valorem.

Co-
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#6. Quod fi ergo expreffiones A & B ejufmodi fuerint for-
mulx , quarum valores differentiales 4 A & 4B non pendeant a
magnitudine ablciffe » cui refpondent ; quod evenit, fi illae
formule pertineant ad Cafum vel primum vel quartum, fecun-
dum noftram enumerationem Capite pracedente §.7 factam ,
tum curva inventa pro quacunquc abfcida aque fatisfaciet.

COROLI;. 1V..

=1. Eadem Solutio locum habebit fi , inter omnes curvas
quarum communis (it proprietas funétio quecunque ipfarum A &
B, ea requiratur in qua alia quepiam carundem A & B func-
tio {it maximum vel minimum. Hoc enim quoque cafu perve-

nitur ad 2quationem £ 4 A+ ndB =0, in quaé & 1 fint quan-

titates conftantes ad arbitrium accipiende,
Exegmerum L

72, Inter omnes curvas 2 Mb cum axe AB eandem aream

: : : ! rydx | -
{'y dx continentes , invenire eam in gua Jit ‘[‘yy Lo minimums,

Quaftio hzc initur, fi inter omnes arcas zquales quz intra
ordinatas extremas Aa & Bb atque bafi A B tormari poffunt,
defidereturea , qua habeat fuum centrum gravitatis in loco infi-
mo pofitum. Sumpta enim curva quacunque & M b, pofitilque
abfciffa AP ==, applicata PM =y, erit portionis aAPM
(yadx
2[ydx
[rydx
Jydx
minima, Habemus ergo binas has formulas /yd & [yydx,
quarum valores differentiales funt #v. dx. 1 & #y, dx. 3y, €X

Ee 2 quis

centrum gravitatis a bafi AP remotum intervallo =

quod adeo fiet minimum , fi reddatur haxc exprefio

Fig. ae.
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quibus pro curva quefit2 ifta colligitur @quatio £ 4- 2 5 y=—b}
feu y =¢. Queftioni igitur fatisfacit linea recta =€ bafi AB
parallela feu horizontalis, atque parallelogrammum reCtangulum
A 2C B, pre omnibus aliis figuris ut AabB ejufdem arex, hac
gaudebit prerogativa, ut ejus centrum gravitatis ad” bafin A B
proxime accedat. Quod fi ergo« A B¢ concipiatur tanquam vas
aqua repletum, fi fuprema aque fuperficies «€ fefe ad fium
hoiizontalem compofuerit, tum aqua habebit fuum centrum gra-
vitatis profundius fitum, quam [i ejus fuprema fuperficies alium
quemcunque fitum tencret.

Ex g st 2y L

Fig. 14. 3. Inter omues curvas ejufdem lonzitudinis D AD |, invenire
- } . -
cam gua habeat [fuum gravitatis centrum quam profundifime [iium,

- {xdxV(14-pp) ..
Jfeu in qua fit Liﬁm—_}—_—lj—up—j IRIBLIK I

Jam intelligitur Solutio hujus Quaftionis datura effe curvam

Catenariam ; namque fecundum leges Staticas catena ex punéis

| D & D fulpenfa ejufmodi induet figuram ut ejus centrum gra-
| vitatis maxime defcendat. Quamobrem inter omnes figuras ,
quas catena inducere poteft, qua quidem omnes ejufdem funt

longitudinis , curva Catenaria orietur, fi quaratur ea, in qua fit

il LA D, minimum; quippe qua expreflio dat diftantiam

[dx V(1 +pp) \ gt :
centri gravitatis G ab abfciffarum initio A. Cum igitur habean-

tur binz iftz formule [dxv (14pp), & [xdxy (1 +27);

quzrantur earum valores differentiales ; qui erunt ; prime ——
? P

2y d ————
Ty (1 +pp)

quibus nafcitur pro curva quafita ifta 2quatio ¢ 4.

. & alterius — — 2, 4,

1 TXD gy
v(i4pp)’ e
BHEOE A
v(i+4pp)
T R S, i B OB e SRR L
\ =4 ¥(14pp)® Siictezmdo v(i+pp) V(1 -Huz
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btV (a+pp) BCAES TN -
44, feu x—e= s o dx_PP\’(l'i'PP}. Hinc
ergo fict y=/pdx = —ﬁfp 7 ji—_-m; ex quibus qua-

tionibus curva conftruetur , eritque curve longitudo /a@xy/(1 4 pp)
—_—y = -—;— 4 Conft. — -f;— + £ Hinc alia Conftruétio, defi-

o < s : b
niendis * & y per s formari poterit: erit nempe p = ——
&, {i initium capiatur in A, ubi fit p== oo , ponendum elt

f=o, ita ut fit p=— b ; unde fir y( 14+pp) = ﬁﬂ"iif.)

T;
A (bbds5) 1« d
& dx \f( 1 +,P)= e R =2 3 hmcque dx:g"(%&—:—ﬂ) 3
. b
& x— \f(éér{—;.r)-—“. Porro erit dy =;»dx == Wiﬁ;) >

atque y==¥6/ $+‘ij’+”}. Zquatio autem inter coor-

dinatas orthogonales x & ¥ deducetur ex zquatione x — ¢ ==

ﬂg;:ﬂl'l ; quz fi defideretur fuper axe AP, qui eft dia
meter, & pro initio abfciffarum in A fumpto, ubi eft p = oo,

poni oportct ¢ == — b ; eritque (x+6)p=by (14pp).
hincque (x+44)* pp=—=1th+bbpp , & p == ;!%(xx-:-_"m % ideo-

que dy = »Tj:;{i—?!?} > quz eft xquatio pro Catenaria

nota.

Fxeurruwm IIL

74. Inter omnmes curvas ejufdem longitudinis , determinare cam

: fot[xsf(i+PP) aLo } T :
in qua fit v o) minimum; denotante S fanclionem

quancungue arcus curvae s==1{dx v (1 +pp).

In hoc Exemgplo continetur inventio curva Carenarie , fi ca-
tena non fuerit ubique uniformiter crafla, fed cujus craffities ar-
; Ee 3 cui




tr
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cui s refpondens eft ut § fundtio ipfius &, Tum enim exprimet
Sxdx V(1 4pp)
[Sdx V(1 4pp)
alticudinem ceneri gravitatis fupra ablciffarum initium; que effe
deber minima. Principio quidem hic cafus in Problemate pra-
ccdente non contineri videtur , quia formula arcum exprimens ip-
fa fdxy (i +pp) non ineft-in maximi minimive expreffione
fj 55\!1“7‘(21 _:; }’; :‘; <, quippe que eft functio duarum aliarum fot-
mularum integralivm. - At cum fit § funétio arcus curve s, at-
que ds==dxy/(1+4pp), erit [Sdx V (14pp) =—/(S8ds,
ideoque finctio ipfius s : ex quo expreffio LSX4* V(X F1P) i
q e R B dxl (o 1p
funétio formularum fdx v/ (14-pp) & [Sxdxv (14 pp), qua-
rum illa proprictatem communem continet. Idem igitur eft ac
fi quarere deberemus inter omnes curvas @que longas cam in
il - qua fit [Sxdxy/ (1= pp) minimum. Cum jam § fit funétio
L iplius s==/dx V' (14 pp), pertinebic hzc Quaftio ad Propo-
fiionem pracedentem, eumque cafum qui §. 6o eft pertra&atus.
Scilicet erit Z—=—=58x v (1 +pp)s unde , fi ponamus 4§ =
Tds, fiet dZ=xTdsy/ (1 +pp)+ Sdxv (1 +pp) +

2z2 D

S8dxy (14pp) hujus catenz pondus, &

i
‘

| ng;\llﬂipi‘p) yitaut it L=xTV(1-pp); M= 8V(1-+pp),
N—= o & P =— Sxp Jam ob N—o $ obtinemus ex : |

eodem loco citato ftatim hanc zquationem . . .. .. ..
A+(C-——fde_»c\/{r+vp}ﬁ-p: — Sxp {-cuA\/{r-!-pp)

V(1=pp) v (14pp)s ?
)} +C—[xTdx V(1 +pp)+ Sx ==o0. AteltTdx V(1 +pp)
=—Tds=—4d5; unde habc:ur‘i‘-ﬁ(}jii}’—) + C+ §x —

fxd§ —=o,ubi4 & C funt quantitates arbitrariz. Differentie-

‘ — ddp oy
tur hec quatio, ﬁctgue Prave e g + §dx = o, feu
i ; Sdxy (1+pp)—=— % =J§ds. Quare cum fic § funétio

ipfiug
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ipfius s, integretar $ds, eritque integrale, quod fit== R, pon-
dus catenz longitudini s refpoudens.  Fiet ergodntegrando —

= R+ C; &, [i initium curve capere placeat in loco A, ubt

. | F s
curva tangens eft horizontalis, ent C==op, atque p== —p=x
Bioin g ) L\ 0% b WhCce RR) . Lds ]
Hinc ergo pofroeit VGEhpp ) — 75 i de i’
. R -.'.r.'-' (# 4’ 5 .
ideoque dx = ————, atque dy == ————— ;EX quI-
1 Voo KRy PIRE) i

bus @quationibus curva ita poterit conftrui, ut flatim ad quam-
vis catena longitudinem tany abfcifla quam applicara refpon-
dens definiatur.  Manifeltum avtem eft cafu quo R==s, hoc
eft quo catena ponitur uniformis craffitici, twm prodire Cateng-
riam curvam ordinariam.

SCHOLION.

25. Nifi hujus Exempli convenientia, tam cum ifta Propo-
fitione quam cum prazcedente, eflet obfervata, tam Solutio qui-
dem per regulam generalem ablolvi potuifiet : verum tamen
multo prolixior evafifiet. Quo autem nihilominus Methodi ge-
neralis ufus clarius ob oculos ponatur , idem hoc Exemplum
fecundum generalia pracepta refolvere vifum eft. Queratur igi-
ur inter omnes curvas ejuldem longitudinis 5= /@xv'(1+2p);

[Sxdxy/(1+tpp)
SSdxv (13pp)
maximum vel minimum; exiftente § functione quacunque arcus
curve 5. Et quoniam nondum fufpicari licet confiderationem
datee abfcifl , a qua valor differentialis expreffionis }gz;—x{f;—:]_-:g
pendet , ex calculo efle egreffuram; ponamus huic Quzltioni
tantum pro data abfciffe Jongitudine x—= « fatisheri oporrere.
Ab hac lengirudine quidem formule communem proprietatem
continentis /dx v (1—4pp) valor difficrentialis nop pender ,
(]_LHPP'E

t

ca que habeat valorem expreffionis hujus
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quippe qui conltanter et =~—nr.d. —L —; 2t in ma-

V.il-pp)
[8xdx/ (1 4pp)
! JSdxy/(1+4pp)
quo x —u, fore [Sxdxy(1+pp) =A&SSdx v (1 +pp)
== B: illius vero numeratoris [3x dxy (14 pp) valorem dif-
ferentialem effe =— #4, denominatoris vero /8 4x v/ (1 -+ pP)

valorem differentialem eflfe =4 B. . Hic igitur maximi mini-

* . - * - .
ximi minimive expreffione ponamus , cafu

mive expreflionis, qna, cafu ¥ ==«, fit=—= —% , valor differen-
- . . (I — » - "

tialis erit — MB'_B oo , qui multiplo cuicunque formule
communis valoris differentialis — #v. d. L__ xqualis po-

V(I + )
fitus dabit ®quarionem pro curva quafita.  Jam ad valores dif-
ferentiales 4 A & 4 B inveniendos, confideremus primum formu-
lam [§dxy (14-pp), quz fecundum enumerationem §. 9
Cap. praced. fattam, pertinet ad Cafum fecundum : quo erit
L =S8V (14pp), &pofito dS =— Tds , erit dZ =—
Tds /(1 +pp) + \sz-l{%ﬂ Comparatione ergo fa&a, erit m—s;
L=Ty(14pp), M=o, N=o, &sz(—ffﬁ :
tum vero obn=—=s==/dxy/ (14pp), etit [ 2] = V(1+pp)

& [M]=o, [N]==o0, & [P] = le-i-“?})' Jam fu-
matur integrale /Ldx = [Tdx /(1 d-pp) =) Tdr ==&,
cujus valor , cafu x—u«, flat — G, eritque V'=—G — §.
Quamobrem habebitur formule /Sdvy/(14-2p) valor differentialis
geir:e: TP eSS I D LBOp
ik m'd(W+P.P) v’(l—i—pf))_ m:' . V(i ey
itera porro formula /Sxdxy (1+4-pp ) pariter in codem Ca-
fu fecundo comprehenditur , eritque Z=—=28xV (1 +pp) &

dz-_——:Txa’:'/(I'F)P‘)+de‘/(3+f’)+v ff-‘:’P_P—j

unde fit n=—=y; L= Txy/( I+[ﬁ);M‘-=S1/(I"3‘TPf)5

=9
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N:O& P— ;-(—f—ftf—?}—j- Deindc, Dbﬂﬁ.r:—::ﬂx‘f([{_ﬂp),'
erit, utante, [ Z]= vV (1 +2p), [ MAi==5 T Nle=q,"

& LB = v'_(_f%-}_p_)' Nunc fumatur integrale /L 4 x ==

ST xdxy/(i4pp) =/ Txds=/[xd§, cujus valor, pofi-
t0 X =4, fit = H; erit V= H-— [x4dJ§, hincque prodi-
bit iftius formule valor differentialis dA4 — . .. . ...
" Sxp4p( H— [xdS) p(H4[Sdx)
md( SEERCH—fdS)y L, g 2O [Sdx) g
Ll e TR T T T A
ventis ergo valoribus 4.4 & 4 B, =quatio pro curva quafita erit
B 2o somagogn 1 G  pHE[Sd) &
BhTirm A T P ra e
& integrando a5 "'_”GA”;%E};—?—;}'—QL‘ZL&} = C; in
qua«,6, & C funt conftantes arbicrariz, & G & H conftan-
tes determinate, Quod fi ergo ponatur “Eﬁ + ’%?+H =b&

A
€B
determinatz G & H a definito abfciffe valore ¥ =« penden-
tes omnino ex equatione evanefcent; ita ut Curva inventa pro
quavis abfciffa gavifura fit defiderata proprietate: ejulque @qua-
bp+p[Sdx e/Ct=pp) __ P
LT R sk e

= ¢, erunt # & ¢ conftantes arbitrariz , atque conftantes

tio erit hac ¢ =

ifferenti i S NS :
qua differentiata dabit §'dx o e feu Sdxy/(1+2p)
== Sds=— - —C}:ipg. Ponatur, ut fupra, /§4ds= R, itaut R

. o - ¢
pondus longitudinis caten s reprefentet , erit R = — + Confk.

quz eft ipfa zquatio, quam pracedenti Methodo elicuimus. Ex
hac itaque folutione intelligitur , quemadmodum per Methodum
generalem hujufimodi Quaftiones refolvi poflint, fi proprictas
communis non ingrediatur in maximi minimive expreflionem ;
quod ut clarius intelligatur unum adhuc hujufmodi Exemplum
appofuifle fufficiet.

Eoleri de Max. ¢ Min. Ft EXEM-




18 Fig. xy.

e —— e

228 DWDE METHODO
Eix e winizio v~ IV,

76. Inter omnes curvas cjufdem longitudinis D AD date abfeifa
f& AC==a reffondentes , eam defitire que comprehendat’| aream
DAD, cujus centrum gravitatis G fit vel altiffime vel profundif-
Jfime pofitum , [en in qua fit {—;}T\f{% maximum vel minimuin.

Proprictas igitur communis eft /dxy (1 +pp). cujusva-
lor differentialis cuicunque abfciffe x refpondens eft = —

P o L L Ty xdn
#2y.d. —+—, Maximi autem minimi flionis “=
Ko ve exprefii i

valor differentialis pendebit a prafcripta abfciffe longitudine
x==a; qui ut inveniatur; cafu quo x=—=4, fiat {yxdx=—=24,
hujufque formule valor differentialis fit = 4.4, qui per Regu-
las fupra datas invenitur == #y..d x. ¥ = 2 y. xdx. Porro, eo-
dem cafu x==4, abeat altera formula /y Zx in B, fitque ejus

valor differentialis =— 4 B, qui per Regulas datas reperitur

== av.dx;itaut{itdAd=— 5. xdx X dB —nv.dx. Ex
- . . . . . . d‘_

his, maximi minimive cxprcfﬁomsff.;xd: , que, cafu x =4,

abit in % , valor differentialis erit =— Bd4 ;’; 448

ny( Bxdx — Adx)
BB

A L R L : . o
2 de 7> QUi ex proprietate communi prodiit , 2quae

» qui multiplo valoris differentialis ——

lis pofitus dabit pro curva quefitaiftam zquationem ad. o7 o
. Brdx——ddx Sie 4

= B b , erit b quantitas conftans de-

i g

terminata, quam prabet f'ormula% ’;‘ix > fi ponatur ¥ =4,

& « B ponatur == ¢¢, erit ¢¢ quantitas arbitraria, Hinc ha-
bebitur ifta pro curva @quatio ¢¢d, —L—
: 2 EEY)

= xdX — éd’x,

qua




R ————

' MAX BET-MIN RELATIy A 227.

que integrata dat — i :P Sl 2hx+bb;ergo 4cpp

o a1 b S xx——-zh:c:{-bﬁ
== (xx—2hx+0b)*(1+pp) , atquep— b i B e TR )

. Quocirca erit y == h‘f — 2, b_x+ M,) g = ubi
Vg —(xx— 2hc4-b4")
conftantem &4, pro arbitrio, five affirmativam, five negativam
accipere licet. Hac autem curva Queftioni fatisfacit tantum -
cafu, quo ¥ ==«; atque ut fatisfaciathtmrl :fv is tribui debet va-

lor quem , cafu x =—u«, recipiet exprcfﬁo

il d » €x quo valor pi

4 determinabitur. Caterum notari convenir hanc curvam efle
eam qua vulgo fub nomine Elaftice eft cognira.

Gk PR Vi o

>

Methodus , inter omnes curvas Pa’uwém proprietati-
bus  communibus g.mdeme: , eam determinands
qu& maximi minimive proprictate [it pradita.

ProrosiTio I, THEOREMA.

o Urve , gue inter omnes omnine curvas habet expreffionem

a A+ EB maximum vel minimam, eadem [imul itaerit
compardta , ut inter omnes eadem proprictate A praditas contineat
valorem formule B maximum vel minimum.

DEMONSTRATIO.

Ponamus inventam efle curvam , in qua inter omnes alias ei=
dem ablciflz relfpondentes valor expreflionis « 4 + € B fit ma-
ximus ; quod enim de maximo demonftrabitur , idem mutatis
mutandis de minimo valebit, Denctant autem licterz A &.B
hic nobis ejufmodi formulze vel exp refliones indeterminate,’ in
quas Quaftio de maximis & minimis cadere queat; tum vero

ks
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