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Erstes Capitel.
Einleitende Untersuchungen.

Schon Gauss hat daranf hingewiesen, dass das Newlon'sche

£,
fiir sehr kleine Buntfernungen einer gewissen Modification bedarf #)

(ieselz, bei seiner Anwendung auf die Erscheinungen der Capillaritiit

Und genau dasselbe ist offenbar zu sagen mit Bezug aunf die Kr
schemungen der Elasticitif, der Krystallisation, der chemischen
Actionen, n. s. w.

Aber nicht nur fiir sehr kleine, sondern auch fiir sehr gross
Entfernungen diirfte eine Modification des Newton’schen (esetzes
geboten sein, wenigstens, falls man der gewdhnlichen Vorstellung
sich hingiebt, dass der ganze Weltraum ins Unendliche hin, in
einigermassen  gleichformiger Vertheilung, von Sternen erfiillt sei.
Denn alsdann wiirde das Universum der Hauptsache nach anzusehen
sein als eine unendlich grosse Kugel von einigermassen constanter
Dichtigkeit. Und diese das Universum im Grossen und Ganzer
repriisentirende unendlich grosse homogene Kugel wiirde offenbar,
bei Zugrundelegung des Newton’schen Gesetzes, die einzelnen Him
melskorper, wie z B. Sonne, Mercur, Venus, Erde. Mars, u. s. w.,
nach ihrem Centrum hinznziehen bhestrebt sein. Auch wiirden die
Intensitiiten der betreffenden Kriifte proportional sein mit den Ab-
stinden der einzelnen Himmelskérper von jenem Centrum.

Nun liegt aber die Oberfliche der in Rede stehenden Universal-
kugel iiberall im Unendlichen. Folglich hat ihr Centram eine villig
unbestimmte Lage. Und es wiirden daher jene von dieser Universal-

kugel auf die einzelnen Himmelskirper ausgeiibten Kriifte, ihrer

) Gauss Ges. Werke, Bd. 5, Seite 31. Daselbst heisst es mit Bezug aut
das Newton'sche Gesetz: Reete concluditur, illam attractionis legem in
distantiis minimis naturae frra’:rrl"-‘m.lpfe'tr.-i consentaneam esse, sed “,-.-,r.l’,'lr-',- catronem
quandam postulare, sive, quod eodem redit, corporum particulas praeter illam
vim altractivam exerecere aliam, in distantils minimes tantum coi sSpewam

Neumann, Fernwirkungen 1
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Richtung und Stiirke nach, ebenfalls vollig wnbestimmi sein was
offenbar absurd wiire®),

Andererseits scheinen gewisse Thatsachen der Elektrostatik und
Elektrodynamik darauf hinzudeuten, dass das Newton'sche Gesetz
auch in diesen Gebieten keine ganz unbedingte Herrschaft in An-
spruch nehmen darf. Wiiren niimlich die elektrischen Kriifte in
aller Strenge, selbst bei sehr kleinen Entfernungen, umgekehrt pro-
portional mit den Quadraten der Entfernungen, so miisste z B. die
magnetische oder elektrodynamische Drehung der Polarisationsebene
des Lichtes, ihrem Winkelbetrage nach, von allen Dimensionen der
durchlaufenen Platte abhiingen; wiihrend sie doch in Wirklichkeit
(nach den bisherigen Beobachtungen zu urtheilen) nur von einer
Dimension der Platte, niimlich nur von ihrer Dicke abhiingt.

Aus diesem Grunde habe ich schon im Jahre 1858, bei meinen
Untersuchungen iiber die magnetische Drehung der Polarisations-
ebene des Lichtes

), mich gezwungen gesehen, die Newton'sche
Potentialfunction durch eine andere Function ¢(i) zu ersetzen,
T N i

welche fiir grissere Werthe von » mit jener in Uebereinstimmung,
tiir sehr kleine Werthe von # aber von noch unbekannter Beschaffen-
heit sein sollte. Auch habe ich an dieser Abiinderung in meinen
spiiteren Publicationen, z B. in meiner Theorie der elektrischen
Kriifte (Leipzig, 1873), festgehalten.

Ferner werden — um ein weiteres Argument fiir die Noth-
wendigkeit einer Modification des Newton’schen Gesetzes beizu-
bringen — jene unendlich diinnen elektrischen Schichten, zu denen
die auf Grund des Newton'schen (oder Coulomb’schen) Gesetzes con-
struirte Poisson’sche Theorie mit Nothwendigkeit hinfithrt, doch
wohl stets mit mehr oder weniger Misstrauen anzusehen sein.

Und noch grisser diirfte unser Misstrauen sein gegeniiber jenen
unendlich diinnen elektrischen Doppelschichten, welche an den Contact-
flichen heterogener Metalle vorhanden sein sollen. Auch ist z D.
die auf Grund des Newton’schen Gesetzes von Poisdbn fiir die elek-

]

*) Schon vor langer Zeit ist von mir auf diese Dinge aufmerksam ge-
macht worden, in den Abhandl. der K. Siichs. Ges. d. Wiss., 1874, Seite 97, 98.
Uebrigens ist Aehnliches neuerdings auch von dem Astronomen Seeliger (in
Miinchen) bemerkt worden, in den Astron. Nachrichten, 1394, Bd. 137, Seite 3272.

*#) Man vgl. meine kleine Schrift: e magnetische Drehung der Polari-
sationsebene des Lichtes, Halle, Verlag der Buchhandlung des Waisenhauses,
1863; daselbst Seite 16—19,
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trische Vertheilung in zwei einander berithrenden Kugeln gegebene
Theorie, so meisterhaft und bewundernswerth sie sonst auch sein
mag, nicht mehr anwendbar auf den Fall, dass die beiden Kugeln
aus heterogenen Metallen (etwa die eine aus Zink, die andere aus
Kupfer) bestehen. Denn jene Theorie fithrt in diesem Fall zu un-
endlich grossen oder unbestimmten Ausdriicken, kurz zu keinem
irgendwie befriedigenden Resultat.

Es kann keinem Zweifel unterliegen, dass jene uns anstissigen
unendlich diinnen elektrischen Schichten mit mathematischer Noth-
wendigkeit sich ergeben miissen, solange wir festhalten am Newton-
schen Gesetz oder (was auf dasselbe hinauskommt) an der Newton-
schen Potentialfunction:

P (r) =

Zugleich driingt sich die Vermuthung auf, dass das Auftreten jener
unendlich diinnen Schichten vielleicht in causalem Zusammenhange
stehen mbechte mit dem Umstande, dass diese Newton’sche Potential-
function (I.) die Higenthiimlichkeit hat, fir r = O unendlich gross
zu werden. Somit entsteht die Frage, ob man jene Schichten von
der anstossigen Eigenschaft, wnendlich diinn zu sein, nicht vielleicht
dadurch befreien konnte, dass man die Newton’sche Potentialfunction
(L) durch eine fiir 7 =0 endlich bleibende Function, z B. durch
folgende Function ersetzt:

; = =

@(r) = : el =)

Auch diirfte diese specielle Function (IL), falls man auf jene
Frage niher eingehen will, zu einem ersten vorliufigen Versuch
sich einigermassen empfehlen, einmal deswegen, weil sie der mathe-
matischen Behandlung keine gar zu grossen Schwierigkeiten bereitet,
dann aber andererseits auch deswegen, weil sie, falls man die Con-
stante « positiv und enorm gross sich denkt, mit der Newton’schen
Potentialfunction (L) fast zusammenfillt, von ihr nur abweichend
fiir sehr kleine Werthe von r.

Demgemiiss wollen wir im gegenwirtigen Capitel diese ganz
specielle Function (IL) einer niiheren Untersuchung unterwerfen,
und dabei namentlich die Umgestaltung ins Auge fassen, welche die
Theorie der Elektrostatik erfahren wird, wenn man, an Stelle der
Newton'schen (oder Coulomb’schen) Potentialfunction (I.), diese neue
Potentialfunction (IL) der Betrachtung zu Grunde legt.

1




4 Erstes Capitel. § 1.

Zuvor aber wird es gut sein, an gewisse schon von Laplace
angestellte, und spiiter von Berfrand vervollstiindigte Untersuchungen
A1 i'f'il]lll'Hl, um i soleher Weise nicht bloss fiixr die |h'11‘;u-]|tr1:|j_{==[|

des gegenwiirtigen Capitels, sondern auch fiir die weiterhin foluen-

den Capitel ein festes und bequemes Fundament zu gewinnen. Bei
der Reproduction dieser theils von Laplace, theils von Bertrand her
rithrenden Untersuchungen werden wir eine etwas orissere Einlach-
heit und Uebersichtlichkeit dadurech zu gewinnen suchen, dass wir
die von Laplace und Bertrand in Betracht gezogenen Krifte sanz
bei Neite setzen, und an Stelle dieser Krifte immer nur das Pofential
ins Auce fassen.

i

b

Ueber die Einwirkung einer homogenen Kugelschaale auf iussere
und innere Punkte. Die Siitze von Laplace und Eertrand.

[st eine unendlich diinne homogene Kugelschaale®) aunf alle
immern Punkte ohme Wirkung, so folgt daraus bekanntlich, dass je
zwei Massenpunkte nach dem Newton'schen Gesetz aunfeinander ein-
wirken. Dieser berithmte, schon von Laplace anfgestellte Satz be-
darf indessen einer gewissen Einschriinkung, respective einer etwas
genaueren Formulirung. Die Dinge liegen niimlich folgendermassen:

Weiss man, dass eime gang bestimmle, individuell gegebene
unendlich diinne homogene Kugelschaale die  Eigenschaft besitzt, auf
alle imern Punlkte olme Wirkung zu sein, so folgt hieraus noch
keineswegs das Newlow'sche Gesetz.

Weiss man hingegen, dass alle derartigen Schaalen, wie gross
oder wie Llem ilwe Radien auch scin maogen, mit jener Figenschaft
behaftet sind, so folgt hieraus in der That das Newton'sche Geselz,

Um niher auf den Gegenstand einzugehen, wollen wir uns eine
unendlich diinne homogene Kugelschaale vom Radius ¢, von der
Dicke d¢ und von der Dichtigkeit ¢ gegeben denken, und die Ein-
wirkung dieser Schaale auf irgend einen beliebigen Punkt zu be-
rechnen suchen, indem wir dabei von der Vorstellung ansgehen,
dass das gegenseitige Potential zweier Massenpunkte m

den Werth besitzt:

, und m,

s wird im gegenwiirtigen Paragraph immer nur von solchen Kugel-
schinalen die Rede sein, die begrenzt sind von zwei zu einander concentrischen

Kueelflichen,
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Wy I _qu_\.-"l,

wo g(r) eine beliebig gegebene Function der Entfernung » sein soll.

Nehmen wir das Centrum der Kugelschaale zum Anfangspunkt
eines Polarcoordinatensystems, und die von jenem Centrum nach
dem sollicitirten Punkt hinlanfende Linie zur Axe dieses Systems,
und bezeichuen wir iiberdies die Polarcoordinaten irgend eines Fle
mentes der gegebenen Schaale mit ¢, &, ¢, mithin die Masse des
Elementes mit eg®ds sin @d8&dy, so wird das Pofential v der Schaale
auf jenen sollicitirten Punkt oftenbar dem Werth haben:

 ;
»

T

v =¢-¢dg-f [ (r) sin ddody;

i ]
vorausgesetzt, dass wir die Masse des sollicitivten Punktes (wie stets
aeschehen soll) Il uns denken. Daber bezeichnet » den Abstand
dieses Punktes von jenem bei (g, &, ¢) gelegenen Klement; sodass

also z. B. die Formel stattfindet:

I 87 iy 4 205 cos &

wo o den Centralabstand des sollicitirten Punktes bhezeichnet.
Wir kénnen nun den Ausdruck (2.) offenbar auch so schreiben:

tmec de

Iq (1) sin Hd

oder, indem wir mittelst (3.) die Variable », an Stelle von &, als

Intecrationsvariable einfiithren, auch so:

iwgide [ ; i ‘ .
e !q‘(‘mi'ﬂr’r T qu&‘__u“u’a‘.

wo s die Gesammbmasse der gegebenen Kugelschaale vorstellt:
m = & dmwg-dsg.

Dabei bezeichnen & und ¢ den kleinsten und grissten Werth von r,
d. 1. diejenigen Werthe, welche r annimmt respective fiiv & == 0,
und fiir & = =

Wir fiithren jetzt eine neue Function £(r) in unsere Betrach
tungen ein. Sie mag die zn @(r) adjungirte Function heissen, und
definirt sem durch folgende Formel:

E(r ’ @(r) - rdr,

Ty
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wo 7, eine beliebig gewiihlte positive Constante sein soll. Alsdann

ergiebt sich aus (4.):

= Qe 6 AG rpy 1N M. \ v £1\
(7.) Hi= o h|;l.r,f|—;(_/c]]r_,”‘]_‘E(‘rf_} - E(k)].
J;il’g" der sollicitirte Punkt ausserlhalb der Kug.-lm-]:;:;:l.-. 1st

mithin ¢ > ¢, so wird, wie aus der geometrischen Anschauung so-
fort sich ergiebt, g =90 + ¢ und & = 0 — ¢ sein; so dass also in
diesem Fall die Formel (7.) iibergeht in:

ot OmE - gde o o ot !
(Ba.) v= ﬂ“-i|;(_g—1—g!—;lg—~:)1--—-

\ 2/ ]

Liegt hingegen der sollicitivte Punkt inmerhalb der Schaale, ist mit-

hin ¢ < ¢, so wird g = ¢ + 0 und & = ¢ — p; folglich:
2me - gdg . : . m - :
3 Chh B Efa T [ o g i LR
AD v 0= = l‘nlh'—.'gj"":\{.-‘_f"]""..{“\ib[h o) —E(s—o)l-
Bemerkung. — Auf Grund der Formeln (8a, j.) liisst sich leicht das

Potential ¥ einer wvoillen Kugel auf irgend welchen Punkt berechnen, vor-
ausgesetzt dass die Massenvertheilung der Kugel symmetrisch 1st in Bezng
auf ihr Centrum, dass also ihre Dichtigkeit & eine blosse Function des
Centralabstandes ist.

In der That wird das Potential ¥ einer solchen vollen Kugel vom
Radius Kt in Bezug aunf irgend welchen dusseren Punkt folgenden Werth

haben:
" . 2r S .
(A) V= [[Ee + §) — &0 — )] &(®) - sdls;
o /"
wie sich aus (8a.) sofort ergiebt. Dabei bezeichnet £(¢) die Dichtickeit
der Kugel im Centralabstand ¢; wihrend andrerseits o den Centralabstand
des sollicitirten idussern Punktes repriisentirt.
Ferner erhiilt man aus (Sa.. j.) fiir das Potential dieser Kugel aunf
irgend einen innern Punkt den Werth:
(.1_\ G
e —i0)]| ELL) - ._."-’r;.
wo alsdann o den Centralabstand dieses innern Punktes vorstellt. Von

diesen Formeln (A.), (J.) wird spiter Gebranch zu machen sein.

Ks sel nun, um zu unserer eigentlichen Untersuchung zuriick-
zukehren, irgend eine wnendlich diimne homogene Kugelschaale vom
Radius ¢ gegeben; und es sei bekannt, dass diec Wirkung dieser
Schaale auf alle innern Punkle = O ist. Alsdann wird das Potential



(10.)

(1 555

(14.)
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dieser Schaale auf alle innern Punkte consfant sein, und also nach
(33.) die Formel stattfinden:

E(c 4+ o)

20 = A, firg=0.-.3,

wo A eine Constante, d. h. eine von o unabhiingige Grisse hezeichnet
Diese Formel (9.) ist offenbar auch so darstellbar:

Ec+ o) — & — @ =24e, fire=0---g,
oder auch so:

E(g+0) — Ao=E(c — 9) + Ao, firg=0.--

oy

Hieraus folgt, dass der Ausdruck

eine gerade Function von g ist fiir das Intervall o =0-.-¢, mit-

hin auch fiir das Intervall p = 0 -.. — g; sodass man also schreiben
kann:
(g + ¢) — A == [einer geraden Funct. von o], firg=—g¢ - 4 g

Differenzirt man eine gerade Function von o nach ¢, so wird die
so entstehende neue Function stets eine wumgerade Function von o
sein. Demgemiiss ergiebt sich aus (10.) durch Differentiation nach g:

oy

£’ (s + o) — A =[einer ungeraden Funct. von ¢], tirg=— g+

Und hieraus folgt, falls man g 4 ¢ = » setzt, und in solcher Weise,
an Stelle von g, eine neue Variable » einfiihrt:

£'(r) — A = [einer ungeraden Funct. von (r — ¢)], firr=0-..2g

Diese letzte Formel aber kann, weil [nach (6.)] &'(r) = ro(r) ist,
auch so geschrieben werden:
4 [ungerade Fancet. von (r — ¢]

@lr) — e - ., firy =00 - .

Lo

o

sodass wir also zu folgendem Resultat gelangen:

Theorem. — Ist dic Wirkung irgend einer individuell gegebenen
unendlich diinnen homogenen Kugelschaale auf alle innern Punkte = 0,
so folgt hieraus, dass die Potentialfunction @(r) einen Werth haben
muss von folgender Gestalt:

; A+ T
et
Dabei kann A irgend eine Constante, und F irgend cine Function
von r sein. Nur muss F die Eigenschaft besitzen, ausdriickbar zu
sein als eine ungerade Function von (r — g), two g den Radius der
gegebenen Schaale bezeichnet.
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Die Funetion F' muss also entyegengesetzte: Werthe haben fiin

je zwel einander entgegengesetzie: Werthe des Argumentes (i c)
. 1. fiir je zwei Argumente (ry —¢) und (r, — o), die zu einander
in der Beziehune stehen:

1 — ¢) + (r, ¢) = (.
Diese Beziehung ist aber offenbar auch so darstellbar:

)‘! —E ."__. 2¢.

Somit sehen wir, dass I entgegengesetzte Werthe haben muss fiir

je zwei Argumente », und »,, deren Summe eben so gross ist wie

der Durchmesser 25 der gegebenen Kugelschaale, Demgemiiss kinnen
wir unser Theorem auch so aussprechen:

Andere Gestalt des Theorems. Ist die li];'f.'uug.f wrgend ciner
ndividuell gegebenen wnendlich ditnnen homogenen Rugelschaale auf
1l .uu'r.r! J!'H:-’J,.'J’a‘ U, 80 f;fl{"fl’- !Jrlf',l'r!i-':x'_ Jff.\.;' ai‘.rlr f'u!fr ;J."li‘”.'rlln"p’.r,'”'.lra.ruﬁ

| folgende Gestalt besitzen muss :

D5 @ () _.| D

Dabei kann A drgend eine Constante, und F(r) irgend cine Function
on » scin.  Nur muss diese Function F(r) die Eigenschaft besitzen,
ntgegengeselzte Werthe anzunclmen fiir je zwei Argumente ry und ry,,
lie zu f-.fir—‘mfrrﬁ"i' !_'--Ht‘}l-"lf'nifrJr’t"rh‘ .simf" _ﬂ..‘-.’ .”F.l”j,f auf r!’{H J’”H'['f&”r’—i‘.\'o’ti'
der eqe benen Schaale.

&
=5

Leicht {ibersieht man, dass das Theorem (14. oder (15 wmkehrbas
ist. Hat niimlich die Potentialfunction ¢ () die in (15.) oder (14.) an-

gegebene Gestalt, so ergeben sich hieraus riickwirts die Formeln 13

12.), (11 (10.), (9.); woraus alsdann folgt, dass die Wirkune jener ge

gebenen Schaale vom Radius ¢ auf alle innern 1

vird diese Wirkune 0 sein, falls man setzt:
A -~ B gin flr — ¢
| air =
']

wo A, B, B beliebige Constanten sein di

Leicht kann man sich iibrigens von der Richtigkeit dicser letzten

uptung auch direct iiberzeugen. Es ist nimlich nach (6.
rop E"(r)
mithin die Formel (U.) auch so davstellbar:
£ !-’_ = _.! lJ"' 81N :[)'_J ;.
Hieraus folgt durch Intecration:

B cos [B(r — ¢

E(r) A Uonst,

Bildet man aber diese Formel successive fiir » — ¢ 4o und fiir »
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und subtrabirt die so entstehenden beiden Gleichungen von einander, so

erhilt man:

Elc 0 s\E o o |rJ
und daher nach (8)
n m A
240
200 o
d. i. » = Const Q.cd
Beispielsweise kann man in (U.) die Constante 4 —= 0 und B 1
machen, und gelangt alsdann zu folgendem
Spﬂciﬂ]sat:’,_ Leat man der L'r_f;'m_-fafu.-_-; i ;J'.ll!if_'u!';frij'ri;n'.f-||.' 214
(rrunde:
i? (4
- €1n (1 g
V. pir) £
o
wnd verstelt man dabei unter ¢ eine J;.-u\.'-"r.-"-'_ andrerseits wunter kJ Cirne ganz

..,,r',..-',.-..Jr gewdhlte Constante, so wird die lI';',-',"'gf.--_,_( einer unendlieh diinner
haomogenen Kugelschaale uef alle tnnern Punkie 0 sernr, sobald man den
Radius dieser Schaale gleich Jener Constanten g sich denlt.

Wir kehren zuriick zu unserm Theorem (14.). Die dortige

g

oeht, falls man nach » diffevenzirct, iiber in:
. PR N
r.F % ‘u_'

Hieraus folgt durch nochmalige Differentiation nach i:

. 2(4 F) 2B Bl
q 3 = :

I ] 2 I

2 und »,

Multiplicirt man die beiden letzten Formeln respective mit

und addivt, so erhiilt man sofort:

2q "+ rg = )
Das hier auftretende F'* wird offenbar (ebenso wie F' selbst) eine
ungerade Function von (r — ¢) sein, mithin (ebenso wie [) die
Eigenschaft haben, entgegengesetzte Werthe anzunehmen fiir je zwei
\rgumente r, und r,, die zu einander complementar sind in Bezug
auf den Durchmesser 25 der cecebenen Kugelscha®le. Auf Grund

der Formel (16.) konnen wir daher unserm Theorem folgende dritte
Gestalt geben:

Dritte Gestalt des Theorems (Bertrand'scher Satz). — ZDie Ab-
leitungen der Polentialfunction @ (r) migen mit @' (r), ¢”(r), < be
seichnet sein.

Ist nun die Wirkung irgend ciner individuell gegebenen wnend-
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lich ditnnen homogenen Kugelschaale auf alle inern Punkfe 0. so
folyl hieraus, dass der Ausdruclk
(17.) 29 (r) 4+ ro”(»)
dic Ligenschaft besilzt, enlgegengesetzte Wertlhe anzunclanen fir je zwei
Argumente vy und vy, die zu cinander complementlar sind in Bezug
auf" den Durchmesser 2¢ der gegebenen Kugelschaale.

In dieser Gestalt | 175) ist der Satz schon vor langer Zeit von Bertrand
in seinen Vorlesungen ausgesprochen worden; wie sich solches aus dem
bekannten Werke von Jullien ergiebt: Problémes de Mécanique, Paris 1555,
Tome I. Man vgl. daselbst die dritte Formel auf Seite 51, wo tibrigens
statt meiner Bezeichnungen r, ¢, ¢ respective die Buchstaben w, r, J
gebrancht sind.

Wir kehren nochmals zuriick zu unserm Theorem (14.). In

der dortigen Formel:

(18) o(r) =

-
soll A4 eme Constante, und F' eine ungerade Function von (r )
sein. Hine ungerade Function von 2 ist aber, wie man leicht iiber-
sieht, stets darstellbar in der Gestalt V(x) — Y(— z), wo ¥ eine

ganz willkitrliche Function sein kamn. Folglich ist ' in die Ge-

stalt versetzbar: W(r — ¢) — W(g¢ — »); wodurch die Formel (18’
die Gestalt erhiilt:
1 + ¥ L &) = ;‘:I'-_:' =it

(19.) e(r) =" i

Die Grosse der Constanten .4 und die Beschaffenheit der un-
geraden Function W(» — g) — W(¢ — ») kOnnen verschieden sein,

je nach dem Radius ¢ der gegebenen Kugelschaale. Demgemiiss wird

A durech ¢(¢), und
[W(r —¢) — Y¥(s — r)] durch |¥(r —g,5) —¥(c —r,g)]

zu ersetzen sein, wo & () und ¥ (w, y) vollig wellkiirliche Functionen
vorstellen. Somit konnen wir also unserm Theorem (14.) auch
folgende Gestalt zuertheilen:

Vierte Gestalt des Theorems. [Ist dic Wirkung cincr unendlich
diinnen homogenen Kugelschaale auf alle innern Punkte = 0, so folgt
daraus, dass dic Potentialfunction o(r) dic Form besitzen muss:

D)+ Yor—s,8) — ¥ —r, ¢

(20) L= ; )

wo ¢ den Radius der Kugelschaale vorstellt. Dabei sind unter & (z
und V(x,y) ganz willkiirliche Functionen zu verstehen.
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Wir wollen jetzt annehmen, die in Rede stehende Higenschaft
der Wirkungslosigkeit auf innere Punkte sei eine Kigenschaft, die
allen unendlich ditnnen homogenen Kugelschaalen zukommt, wie
klein oder wie gross die Radien derselben auch sein mogen. Zufolge
unseres Theorems (15.) muss alsdann die im Ausdruck
(N (b — 2 :1 )

7

enthaltene Function F'(r) entgegengesetzte Werthe annehmen fiir
je zwei Argumente »r, und r,, die der Relation » + 7, = 2g ent-
sprechen. Dabei™) aber ist 1m gvgf\n\\lirtigvll Fall die Grosse 2g,
weil sie die Durchmesser aller iiberhaupt denkbaren Schaalen re-
priisentirt, eine vollig wnbestimmte. Die Relation », + 7y, = 2¢ hort
daher auf, eine Relation zu sein; so dass also r, und 7, yon emer
gegenseitigen Fesselung frei, mithin vollkommen wallkiirlich werden.
Wir sehen somif, dass F'(r) entgegengesetzte Werthe besitzen muss
fiv je zwei vollig willkiiilich zn wihlende Argumente », und 7,.
Hieraus aber folgt, dass F'(») identisch mit Null sein muss.

Dieses Risonnement scheint durchaus einwandsfrei. Zrofzdem

ist dasselbe fehlerhaft. Denn es konnte z B.

A=54T¢ und F(r)=T(r—3g)
sein. In der That wiirde alsdann F(r) fir je zwei der Bedingung
7, +7r,=2¢ entsprechende Argumente »,, r, entgegengesetzte Werthe
annehmen, zugleich aber auch das Binom 4 - I'(») ein von g un-
abhiingiger Ausdruck sein.

Um einen besseren Weg zu gewinnen, geben wir der Formel
(21.) die Gestalt

(22.) o() ="7,
indem wir unter f(») das Binom verstehen:
fr)= 4 4+ F(r).
Alsdann ist offenbar:
f(r) + f(r) =24 4+ F(r,) + F(ry)
Nun sollen aber F(r,) und F(r,) entgegengesetzte Werthe haben,
sobald 7, 4 r, = 2g ist. Somit ergiebt sich:
(23.)

f(r) + f(r,) =24, sobald » + r,=2g ist.

* Will man mehr oder weniger Ueberfliissiges vermeiden, so diirfte es
sich empfehlen, diese Zeile und die vierzehn folgenden Zeilen zu iiberspringen,
und sofort den alsdann beginnenden ,besseren Weg* zu betreten.
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Mit andern Worten: Es ergiebt sich, dass fiir jedes beliebige Ar

gument », die Formel stattfinden muss:
for) 4+ f(2¢ —»,) = 2 4.

Hieraus folgt durch Differentiation nach s;:

() =r@s—r)
Folglich wird stets die Formel stattfinden:
() =/f"(ry), falls nur 2 4 r, = 2¢ ist.
Die Function ["(r) wird also einerlei Werth haben fiir je zwei
der Relation », 4 r, = 2g entsprechende Argumente »,, 7. Im

gegenwirtigen Fall ist aber die Constante 2¢, weil sie die Durch-

?
messer aller {tberhaupt denkbaren Kugelschaalen repriisentiven soll,
eine vollig unbestimmte. Die Relation r, 4 », = 2¢ hort also auf,
eme Relation zu sein. D. h. », und », sind vollig willkiirlich. Wir
sehen somit, dass die Function /' (») einerlei Werth haben wird fiir
je zwel ganz willkiirlich zu wiihlende Argumente », und »,. Hieraus
folgt, dass diese Function eine Constante ist. Somit erhalten wir:
[(r)=C;
und hieraus durch Integration:
f(r) = Cr+ D,

wo € und D Constanten sind. Dies in (22.) substituirt, ergiebt sich:

: D
p(r)=0C-++
; =
sodass wir also schliesslich zu folgendem Resultat gelangen:
Laplace’sches Theorem. — Ist dic Wirkung ciner unendlich
ditnnen  homogenen Kugelschaale auf innere Punkte stets = 0, wie
gross oder klein der Radius der Schaale auch sein mag; — so folgt
lieraus, dass die Polentialfunction ¢(r) dic Gestalt haben muss:
D
p(r) O - 3
F =

wo C und D Constanten sind.
S22
Ueber ein ecigenthiimliches perpetirient mobile, nimlich tiber
ein Grundgesetz, bei dessen Annahme die in einer isolirten
Metallkugel enthaltene Elektricitit niemals zur Ruhe kommen
wiirde.
Eine isolirte Metallkugel sei mit einer gegebenen Elekbrieitiits
menge M geladen; und zwar mag diese Menge M, um die Vor-
stellung zu fixirven, 1 sein.



Kinleitende Untersuchungen. 15

Alsdann wird bei Zugrundelesung des Newton- Couloml’schen
Gieselzes, d. 1. bei Annahme der Potentialfunetion:
. 1
@(r) = >
ein bestimmter elektrischer Gleicheewichtszustand existiven. Nach
Eintritt dieses Zustandes wird jene Elektricitiitsmenge M = 1 an
der Oberfliiche der Kugel abgelagert sein, in Gestalt einer unend-
lich diinnen elektrischen Schicht, mithin im Imern der Kugel nur
noch neutrale Elektricitiit sich vorfinden. Das sind bekannte Dinge.
Wir wollen nun untersuchen, welchen Effect eine kleine Ab-
inderung des Grundgesetzes (1.) auf diesen Gleichgewichtszastand
ausiiben wird, wie niimlich dieser Zustand sich gestalten wird, so
bald man jene Function (1.) durch die schon frither (Seite 3) ge-

nannte Kunetion:

@ (r)
ersetzt.

Die Constante « soll positiv und dusserst gross sein; so dass
also die Ausdriicke (1.) und (2.) nur wenig von einander abweichen.
Demgemiiss steht zn erwarten, dass es ziemlich einerlei sein werde,
ob man das Gesetz (1.) oder das Gesetz (2.) der Betrachtung zu
Grunde legt. Es dringt sich uns also die Vermuthung anf, dass
bei Annahme des Gesetzes (2.), wenn auch nicht alle Elektricitiit,
so doch ein sehr grosser Theil derselben an der Oberfliiche sich ab-
lagern werde, und dass die Dicke dieser elektrischen Oberfliichen-
schicht, wenn aueh nicht wunendlich klein, so doch wenigstens ausser-
ordentlich klein sein werde. Aber all' diese Vermuthungen sind
hinfillig, wie sich in wenig Augenblicken heransstellen wird.

Um nither auf die Sache einzugehen, wollen wir uns zuvirderst

Jene in der Kugel enthaltene Elektricititsmenge M = 1 theils im

[nnern der Kugel, theils an der Oberfliche derselben gang belichig
vertheilt denken. Das von dieser beliebigen Vertheilung auf irgend
einen innern Punkt (z, y, 2) ausgeiibte Potential bezeichnen wir mit:

T’::-'[q_.[;r)edr —- /q){'_;_‘lrj:ha,
die Integrationen ausgedehnt gedacht iiber alle Volumelemente dr,

respective iiber alle Oberfliichenelemente do der gegebenen Kugel.

Dabei soll & die riiumliche Dichtigkeit der in dz enthaltenen Elek-
tricitiit, und » die Flichendichtigkeit der anf deo vorhandenen Elek
tricitiit vorstellen. Ferner soll » die Abstiinde dieser Elemente edr
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und ;'-rr’(-j vom sollicitirten Punlkt |:‘J', Y, z) bezeichnen. Endlich soll

@(r) die gegenwiirtig von uns adoptirte Potentialfunction (2.) re

priseutiren:

N 1 e
(4. (Jrk;] .
Diese Function () ist offenbar aunch so darstellbar:
o’ a’r® a'rt

= 5 (14
(H) Q)= s T e, A 5

wo Tin=1-2.3-..5n Der eine Endpunkt von » ist der solli-
citirte innere Punkt (z, y, #). Unterwirft man nun den Ausdruck
(H.) mit Bezug aunf diesen Punkt (z, y, z) der Laplace’schen Opera-
tion A, so erhiilt man:

- SA(rY atAlr?

N = — - e

Ao, ﬁ’_+ T3 Td

oder weil A(G™) = n(n -+ 1)r"—2 ist:

o ety ot w'r

S pre g e i3 = sl o

S s e v RS 7 I 7 WL
also mit Riicksicht auf (5

G.) Ag(r)=- 'j_'—,‘— «(r).

Will man jetzt, mit Bezug auf den sollicitirten Punkt (x, y, 2),
das Potential V, n]. i. die Integralsumme (3.) t']JtlILl“‘i der Opera
tion A unterwerfen, so wird man offenbar — in Anbetracht des
soeben fiir Ag(r) erhaltenen Ausdruckes (6.) — diese Operation
anter den Integralzeichen auszufithren berechtigt sein. Somit er-
git'hl sich:

AV -———._I'Ar; (r) - edz —l] Ag(r) ndae,
oder, falls man fiir Ag(#) seinen Werth (6.) einsetzt:
AV =—dt (‘“:r— —E—."J'f“} 4+ & (Iq (r) - edr '—J,f.]‘;; (r) - nde).

Hieraus aber folgt mit Hinblick auf (3.)
T o ft"'( I (r{t X { n’(u) 1 of f
. ¥
oder besser geordnet:
(1) AV — (cflv—]—r.z"'('l

oder, falls man mit Bezug auf den sollicitirten innern Punkt (z, y, 2)

% | sy,

r . T

von Neuem die Operation A zur Ausfithrung bringt:

AAV — AV — dma”e = (),
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Nach Aufstellung dieser allgemeinen Formeln wollen wir nun
Nitheres festsetzen iiber den Anfungszustand der in der Kugel ent-
haltenen elektrischen Materie. Dieser, etwa der Zeit { = 0 ent-
sprechende, Anfangszustand mag synometriseh in Bezng auf das Kugel-
centrum gedacht werden; so dass also im Augenblick { = 0 die
Dichtigeit ¢ cine blosse Function des Centralabstandes, und die
Dichtigkeit # an allen Stellen der Kugeloberfliche von ein und dem-
selben Werthe sein soll.

Diese Symmetrie des Anfangszustandes wird sich offenbar ver-
erben auf alle spiiteren Zustiinde, mithin z. B. sich auch vererben
auf den schliesslich eintretenden Gleichgewichtszustand.  Zur Zeit
dieses symmetrischen Gleichgewichtszustandes muss aber bekannt-
lich das Potential 7 im ganzen Raume der Kugel eonstant, und
folglich, wie aus (8.) sich ergiebt, die Dichtigkeit

¢ iiberall = 0

sein; sodass also im Innern der Kugel nur noch neutrale Elek-
tricitiit sich vorfinden kann. Die in der Kugel enthaltene freie
Klektricitiit M == 1 wird also, nach Kintritt dieses symmetrischen
Gleichgewichtszustandes, in symmetrischer Weise an der Kugel-
oberfliiche abgelagert sein, in Gestalt einer elektrischen Belegung
von fiiberall gleicher l"lilchwndirhtij__’;!u.'it:

M 1

"= 1zR* = 4zR"

wo It den Radins der Kugel bezeichnet.

Die Emwirkung, welche diese gleichformige elektrische Ober-

{=l)
flichenbelegung von der Gesammtmasse M = 1 auf die neutrale
Elektricitit im Innern ausiibt, kann aber unmiglich = 0 sein. Denn
wire sie — 0, so miisste die der Betrachtung zu Grunde gelegte

Potentialfunction (4.), je nachdem unsere Untersuchungen ganz all-
gemein fiir Kugeln belichiger Grosse, oder nur fiir eine einzige in-
dividuell gegebene Kugel gelten sollen, entweder dem Laplace’schen
Theorem Seite 12, oder doch wenigstens dem Theorem (15.) Seite
entsprechen; — was nicht der Fall ist.

Die Wirkung jener gleichformigen elektrischen Oberflichen-
belegung auf die neutrale Elektricitiit im Innern ist also nicht = 0.
Folglich wird diese neutrale Elektricitiit nicht in Ruhe sein konmnen,
sondern in Bewegung gerathen, der betrachtete Zustand also kein
Gileicheewichtszustand sein.

Hinerseits sind wir also zu der Einsicht gelangt, dass der
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Gleichgewichtszustand charakterisirt sein muss durch die Formeln

(9.), (10.). Und andererseits haben wir soeben erkannt, dass der

durch diese Formeln (9.), (10.) charakterisirte Zustand unmboglich

s
ein Gleicheewichtszustand sein kann, Hieraus folet, dass ein Gleich

gowichtszustand {iberhaupt nicht existirt, dass also die Klektrieitiit

im Immern der Kugel in unaufhirlicher Bewegung sich  befinden

wird. Demgemiiss gelangen wir zu folgendem Satz:
Erster Satz. — Die Masse M der in emer isolirten Metalllugel
enthaltenen Flektricitil sei gegeben = 1.

Man denle sich nun diese Elektricititsmenge M =1 zu Anfang

im Inmern der Kugel belicbig vertheilt, jedoch symmetriseh in Bezug

auf” das Kugelcentrum. Alsdann wivd diese Fleltricitit, bei Zugrunde-

lequng des Gesetzes:

q ()

niemals zuwr Ruhe Fommen Ebnnen, sondern in unaufhorlicher Bewegung
sich befinden sodass man also hier ein wirkliches perpetuwm mobile
vor sich hat.

NB. Nwr der Bequemlichleit willen ist von uns M = 1 gesetzl
worden.  Der Satz gilt offenbar ganz allgemein fiir jeden belicbigen
Werth von M, ausser fiir M = 0.

Von selber driingt sich die Frage anf nach der Beschaffenheit
der in Rede stehenden unaufhorlichen Bewegung, nmamentlich die
Frage, ob dieselbe eine stationdre sein kann. — Um hierauf niher
rewohnlichen Gleichuneen:

«
__‘1

einzngehen, bedienen wir uns der

cl

AU
0 a
: oV
5] v 3
(1125) oy
¥
R - ;
U %

wo i, v, w die elektrischen Stromungscomponenten vorstellen, wiih-
rend » eme Constante, niimlich den .‘-\illfl'iliﬁl']!i'il Widerstand des
jenigen Metalles bezeichnet, aus welchem die Kugel besteht.

Aus diesen Gleichungen (12.) ergiebt sich sofort:

) et L) AV.

\i:ll-;] N oy b

hier eingeklammerte Trinom st aber bekamnthich =



(14.)

(15.)

(lt.}
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wo ¢ die elektrische Dichtigkeit an der Stelle (255 2)5 und ¢ die
Zeit bezeichnet. Somit folat:
G E =
oo AT

und hieraus folgt weiter:

m:;' — AN

Multiplicirt man die beiden letzten Formeln respective mit ¢ und
-1, und addirt, so erhilt man:
9 0 €
xo” r|’ e

ZA;?;H:AI' ANV,

also mit Riicksicht auf (R.):

g OF

xnt"“‘w—xA:j = 4ms,

Diese fiir & geltende particlle Differentialgleichung dritter Ordnung
entspricht unsern augenblicklichen Bediirfnissen, ohne dass es dabei
nithig wire, dieselbe zu integriren.

Um niher auf die Dinge einzugehen, wollen wir annehmen, die
zu untersuchende elektrische Bewegung sei von irgend einem Augenblick
ab eine stationdire, und die aus dieser Annalme sich ergebenden
Consequenzen zu entwickeln suchen.

Zur Zeit dieses stationfiren Zustandes ist offenbar :: = (), und
also, nach (16.), ¢ selbst ebenfalls iiberall = 0; sodass also im Innern
der Kugel nur noch neutrale Elektricitit vorhanden sein kann, die
in der Kugel enthaltene freie Elektricitit M = 1 also an ihrer
Oberfliche abgelagert sein muss, in Gestalt emer gleichformigen
elekfrischen Belegung. Mit andern Worten: Wir gelangen zu der
Einsicht, dass zur Zeit des stationiiren Zustandes fiir die Dichtig-
keiten & und % folgende Formeln gelten miissen:

M 1

gsed ."'l:-lrrj':'::: "

, und

wo I den Radius der Kugel bezeichnet.

Somit gewinnt die Formel (3.) die einfachere Gestalt:

’ 1 ¥
Fi— -w_h’i‘.lq (r) - da.
Hieraus folgt weiter, mit Riicksicht auf (6.):
- S e ar et 50
N l:'rh""'r’ (r — q.{lrj) do,
also mit Riicksicht aunf (4.):

Neumann, Fernwirkungen
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(18.) AV =2 () do.
Nach (14.) und (17.) ist aber AV = 0. Folglich muss das in (18.)
enthaltene Integral ebenfalls = 0 sein, mithin die Formel statt

finden:

ey

(19.) (= ) e =D,

. \ i

Offenbar repriisentirt dieses Integral (19.) dasjenige Potential,

welches eine gleichformige elektrische Belegung von der Flichen-

dichtigkeit 1 auf irgend einen innern Punkt (z, ¥, z) ausiithen wiirde
bei Zugrundelegung der Potentialfunction:

e F_(‘I-
(20.) W(r) =
g =
Dieses Integral oder Potential (19.) kann daher unmiglich = 0
sein.  Denn wiire es = 0, so miisste die soeben genannte Potential-

function (20.) entweder dem Laplace’schen Theorem Seite 12, oder
doch wenigstens dem Theorem (15.) Seite 8 entsprechen; — was
nicht der Fall ist.

Die von uns gemachte Annahme fithrt also zu einer Gleichung
(19.), die nicht stattfinden kann. Folglich ist jene Annahme un-
halthar. Und wir gelangen daher zu folgendem Satz:

Zweiter Satz. — Die unaufhirliche Bewegung, von welcher im
ersten Satz (Seite 16) die Rede war, wird niemals, wieviel Zeit auch
verstreichen mag, einen stationdren Charalkter anzunehmen im Stande sein.

Allerdings hat dieser zweite Satz, weil er auf die mehr oder
weniger  hypothetischen Gleichungen (12.) sich stiitzt, nicht dieselbe
Sicherheil, wie jener erste Satz.

3 0y
L~ 1

Angabe anderer Grundgesetze, die ebenfalls in Widerspruch stehen
mit der Vorstellung des elektrostatischen Gleichgewichts.

Die Gesetze, von denen hier die Rede sein soll, werden ganz
aus der Luft gegriffen sein, und weit abseits liegen von der Wirk-
lichkeit. Trotzdem diirften sie einigermassen von Interesse sein als
em Argument dafiir, dass, ausser dem Gesetz des vorigen Para-
graphs, noch andere Gesetze denkbar sind, die ebenfalls in Wider-
spruch stehen mit der Vorstellung des elektrostatischen Gleich
oewichts.

Der Kiirze halber werde ich den eicentlichen Inhalt des gegen-
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wiirtigen Paragraphs sofort, in Form eines bestimmten Satzes, hin-
stellen, und sodann den Beweis dieses Satzes folgen lassen.

Satz. — Die Masse M der in einer isolirten Metallkugel ent-
hallenen Elektricitit sei gegeben — 1,

Man denke sich nun diese Elel:tricititsmenge M = 1 zu Anfang
im Inmern der Kugel beliebig vertheilt, jedoch symmetriseh in Bezug
auf das Kugelcentrum. Alsdann wird diese Elektricitit, bei Zugrunde-
legung des Geselzes:

Q)= Ar% (N=1,3,5T1,--,

niemals zur Buhe kommen kinnen. Dabei soll A eine beliebig ge-
gebene Constante sein.

NB. Der Satz gilt nicht mur fiir M = 1, sondern ganz all-
gemein fiir jeden beliebigen Werth von M, ausser fiir M = 0.

Beweis des Satzes fiir N =1 — Tiir den Specialfall N = |
lautet unsere Potentialfunetion (1.) folgendermassen:

o) = Ar:

sodass also das Potential 77 [Seite 13 (3.)] in diesem Fall den
Werth hat:

Nun ist, wie schon friither erwiihnt wurde, A(r") = n(n 4 1)»"
mithin z. B. Ar = 1.2 .»~% Somit folgt aus (3.):
AV 04 [ 2981 04[22,
o o e
und hieraus folgt weiter:
AAV = — 8n A

Wir wollen nun die Annahme machen, dass die zu Anfang in
der Kugel symmetrisch vertheilte Elektricitiit irgend welchen Gleich-
gewichtszustand anzonehmen fihig sei, und die aus dieser Annahme
sich ergebenden Consequenzen ins Auge fassen.

Jur Zeit jenes Gleichgewichtszustandes muss ¥ im Raume der
Kugel constant, und also nach (5.) die Dichtigkeit & iiberall = 0
sein. Folglich muss zur Zeit jenes Zustandes die in der Kugel
enthaltene Elektricitit M = 1 an ihrer Oberfliche abgelagert sein,
in Gestalt einer gleichformigen elektrischen Belegung. Die Ein-
wirkung dieser Belegung auf die neutrale Elektricitit im Innern

lkann aber unmoglich = 0 sein, weil sonst die Potentialfunction (2.):
@(r) = Ar dem Laplace'schen Theorem Seite 12 oder wenigstens
dem Theorem (15.) Seite S entsprechen miisste, — was nicht der

[all ist.
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Folglich wird zur Zeit des Gleichgewichtszustandes jene inner

halb der Kugel vorhandene neutrale Elektricitiit in Beweguie ge-
rathen; was dem Begrift des Gleichgewichtszustandes widerspricht.

Somit sehen wir, dass jene Annahme, von der wir ausgingen,
unhaltbar ist. — Q. e. d.

Beweis des Satzes fiir N = 3. Alsdann ist
sodass also das Potential V [Seite 13 (3.)] lauten wird:
E‘-H.\'r ey ‘ . edr + A ’ 5 . 'f"jm'

Hieraus folgt, unter Anwendung der schon mehrfach benatzten
Formel: A(r") = n(n 4+ 1)1 3, sofort:

(C.) AV =124 [r-ede + 124 [r-ydw,
Y pr it tdt c ; ‘ndw

(D.) AAV =244 | — 244 [,

() AAAV — — 96z Ae.

Dass aber an diese letzte Formel (E.) genau dieselbe Schlussfolge
sich anreihen lisst, wie vorhin an die Formel (5.), iibersich: man
leicht. U.s w. — @Q.e d

Der Beweis des Satzes fir N =25,7,9, ... wird offenlar in
analoger Art zu fithren sein, und bedarf also keiner weiteren An-

deutung.

Bemerkung., — Hingegen wiirde die hier angewendete Baweis-
methode wversagen, falls man N == 0, 2, 4, G, 8, ... machen wollte.

So z B, wiirde

filr N =0: AV = 0,

fir N=2: AAV =0,

fiir N=dANANY — )

ete. ete. ete.

sich ergeben; so dass man in all' diesen Fillen aus der Counstanz
von ¥ keinen Schluss machen konnte auf die Beschaffenheit von &
Wir werden spiiter (auf Seite 59) eine Methode kennen lernen, die

von ganz anderer Art ist, und die fiir diese Fille N=10,2 4, (, 8, ...

? ! ? ]
sich eignet. Und dabei werden wir zu der Erkenntniss gelangen,
dass das Gesetz (1.) in den Fillen N = 2, 4, 6, 8, ... mit der Vor-
stellung des elektrostatischen Gleichgewichts i Widerspruch steht.
Der Fall N = 0 erledigt sich von selber, und bedarf keiner wzitern
“t':-i]ll'i’.i'illlll‘r_‘;_. weil 1n diesem Fall die Potentialfunction constant,

mithin die Kiiifte alle = 0 werden,
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§ 4
Sich anschliessende Ueberlegungen.

Unsere bisherigen Betrachtungen zeigen, dass man der Poten-
tialfunction @(7) vielerlei Gestalten beizulegen vermag, die mit der
Vorstellung eines elektrostatischen Gleichgewichtszustandes in Wider-
spruch stehen wiirden. Ja sie erwecken die Vermuthung, dass im
Ganzen vielleicht nur wenige Gestalten von ¢(r) existiren mochten,
die mit jener Vorstellung vertriiglich sind. Sollte es nicht mdglich
sein, diese wenigen wirklich zu finden?

Bei einem niihern Eingehen auf diese Frage wiirden, was z. B.
die Functionen von der Form

Lol .r':l —g
anbetrifft, der Reihe nach s@mmtliche Werthe von N zu durch-
mustern sein, die positiven wie die negativen, die rationalen wie
die irrationalen.

Dabei aber tritt uns von selber eine gewisse Schranke entgegen.
Ohne besondere Miihe ergiebt sich niimlich, dass man bei einer

solchen Durchmusterung nur allein diejenigen Werthe von N in

Betracht zu ziehen braucht, die > — 2, respective > 1 sind.
Welche von diesen beiden Schranken (— 2 oder — 1) die eigentlich
richtige, die in Wirklichkeit gebotene sei, — das hiingt wesentlich

1

ab von den Vorstellungen, die man mit den Worten Kraff und
Potential verbindet. In der That wird jene Schranke (wie sogleich
gezeigt werden soll) = — 2 oder — — 1 sein, je nachdem man
das Potential oder aber die Kraft als das eigentlich Primiire ansieht.

Um diese Dinge an irgend einem Beispiel zu erlintern, wollen
wir annehmen, die in einem gegebenen Conductor enthaltene Elek-
tricitiit sei daselbst in Deliebiger Weise vertheilt, jedoch nur in seinem
ass die riumliche Dichtig-

Innern, nicht an der Oberfliche; der Art,
keit & eine beliebige Function der Coordinaten, hingegen die Ober-
flichendichtigkeit n iberall = 0 ist. Die in dem Conductor ent-
haltene Elektricitiit wird alsdann in Bezug auf irgend welchen Punkt

(z, y, #) das Potential besitzen:
V= [@().edr, [vgl (3.) Seite 13],

wo 7 den Abstand der einzelnen Elemente edz von jenem Punkte

(z, y, 2) bezeichnet. Auch wollen wir annehmen, der sollicitirte
Punkt (z, y, 2z) liege innerhalb des Conductors. Wir haben nun die

Wahl zwischen zwelerlel Vorstellungen.
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Erste Vorstellungsweise. — Wir werden niimlich entweder
das Potential als das eigentlich Primdre (mithin die Kraft als
einen blossen Appendix, als den negativen Differentialquotienten

des Potentials) ansehen. Alsdann gilt die Regel, dass ein solches

Potential aus seinen einzelnen Bestandtheilen durch Addition

respective Infegration) entsteht, entsprechend der Formel: |
(a) V = I;Pl‘a'/i - edr. |

Gleichzeitig wird alsdann aber eine solche Regel der Ad-
dition tiir die Kriitte im Allgemeinen nichi existiven. Denn bei
der genannten Vorstellungsweise wird allerdings die in der
Richtung der x-Axe auf den Punkt (z, y, 2) ausgeiibte Kraft
X den Werth haben:

[ I"-

[

X = —
woraus mittelst der Formel («.) sich ergiebt:

ox

Keineswegs aber wird man hieraus weiter folgern diirfen, dass
diese Kraft X unter allen Umstinden

Cq r
—_ — [ — &dt

. G

sei; was doch der Fall sein miisste, wenn die in der Richtung
der z-Axe auf den Punkt (z, y, 2) ausgeiibten Kiiifte unter
allen Umstiinden sich schlechtweg addirten.

Zweite Vorstellungsweise. — Oder aber wir werden um-
gekehrt die Nraft als das eigentlich Primdire (mithin das Po-
tential als einen blossen Appendix, als das negative Integral
der Kraft) uns vorstellen. Alsdann werden wir an der alther-
gebrachten Regel, dass Kriifte von einerlei Richtung sich ad

diren, festzuhalten haben. Und es wird also in diesem Fall der
Regel der Addition der Kriifte, mithin z. B. auch der Formel
o X—— [P0,

(7. :
ganz allgememe Giiltigheit beizulegen sein.

Bei der ersten Vorstellungsweise wird man, was die Beschaffen-

heit von @(») betrifft, dafiir sorgen miissen, dass das in (&) und

(p.) enthaltene Integral einen Sinn hat. Bei der zweifen hingegen

wird darauf zu achten sein, dass das Integral (3.) einen Sinn hat.
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Setzt man also z B.:
@(r) = Ar®,
co wird die Zahl N bei der ersten Vorstellungsweise > 2, bei

der ziweiten hingegen > 1 sein miissen. Mit andern Worten: Die

Zahl N wird bei der ersten Vorstellungsweise ant den Spielraum:

—-‘)-‘----”--------—-!--Y

wei der zweiten aber auf den etwas engeren Spielraum:

SR ROl ) WS e RO G it

i
zu beschriinken sein.

Festsetzung. — Um den Gegenstand wunserer kLiinftigen Unter-
suchungen nicht gar zu schr zu zersplittern, wund wunseve CGedanken
gleich von vornherein besser zu fiziven, wollen wir durchwey die erste
Vorstellungsweise uns aneignen, also das Potential als das eigentlich
Primére ansehen. Demgemdiss werden wir, was die zw unlersuchende
Potentialfunction @(r) betrifft, muwr darauf zu achten haben, dass fir
sie das Integral (e.):

a
[:f\_\. I(f{r)-éu{‘r

inen bestimmten Sinn hat. Und wir werden also, was z. DB. dic spe-
ciellere Potentialfunction
(d.) q:'l\r‘} = Ar¥

betrifft, die Zahl N> — 2 uns zu denken haben.

Bemerkung. — Die berithmte und grossartige Poisson’sche
Theorie der magnetischen Induction leidet bekanntlich an dem Uebel-
stande, dass die von den magnetischen Molekiilen herrithrenden Kriifte
, sobald der sollicitirte Punkt
inmitten dieser Molekiile liegt. Und die nach dem Vorbilde dieser
Poisson’schen Theorie construirte Theorie der Dielectrica leidet an

nicht ohne Weiteres integrirbar sind

genan demselben Uebelstande.

Seit etwa 1850 bis in unsere Zeit hinein sind vielfach Ver-
suche gemacht zur Beseitigung dieses Uebelstandes. Aber all’ diese
Versuche sind, wie ich spiiter einmal niiher darzulegen gedenke, als
mehr oder weniger misslungen zu bezeichnen. Der einzige Aus-
weg in hoc discrimine rerum diirfte vielleicht der sein, dass man,
entsprechend der soeben getroffenen Festsetzung, das Potential in
den Vordergrund stellt, und dieses als das eigentlich Primiire, die

Kriifte aber als einen blossen Appendix des Potentials ansieht
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Zweite Bemerkung. — Die obige Festsetzung ist genau dieselbe,
deren ich mich schon frither bei einer ganz andern (Gelegenheit be-
dient habe, niimlich bei meinen Bemiithungen, das Weber'sche Gesetz
durch eine zeitliche Fortpflanzung der ausgeiibten Wirkung zu
erkliiven,

Q 9.

Ueber ein Grundgesetz, welches unendlich viele elektrische
Gleichgewichtszustinde zulassen wiirde.

Nachdem wir Gesetze kennen gelernt haben, die dadurch aus-
gezeichnet sind, dass sie leinen elektrischen Gleichgewichtszustand
zulassen, diirfte es wohl von Interesse sein, auch Gesetze kennen
zu lernen, die gewissermassen die entgegengesetzie Absonderlichkeit
darbieten, niimlich solcher Art sind, dass sie umendlich viele elek-

trische (leichgewichtszustiinde zulassen. Selbstverstiindlich soll es

sich dabel nur um ein Beispiel handeln.
Ein solches Beispiel bietet sich uns dar in folgender Potential-
funection:

(1.) pr) =4 o |

wo A und « beliebig gegebene Constanten sind. Die dieser Po-

tentialfunction @ (r) adjungirte Function E(»), [vgl. Seite 5 (6.)]

lautet:
) o e N : < <{‘.,_‘ e ] ,—-«r} = ¥ 4 R [ e,
(2)) ?[:)-_'Iq:‘,u-n;—ﬁ {er -+ ¢ cahen Ll g .
Setzt man hier successive r = ¢ + ¢ und » =9 — g, so erhiilt man:
£lo ~+- "A} — = (e4lets) L g—ale+:) 4 (%70 + &= %)
AL 2/ e B o \ : ?
(o0 — g) = — (g#le—9) - g— @—9) — 2 (g L ¢g—ar),
Z s E o
und hieraus durch Subtraction:
LR ¢ 13 o Hrees St m as
(3.) Eo+5) —E&(0—35) = (e*® — ¢—20) (e¢ — ¢—¢
e < B (4
also, falls man ¢ und ¢ mit einander vertauscht:
4) B+ e) —E(— ) =5 (et — ) (¢ — o).

Substituirt man diese Werthe (3.), (4.) in die fiir das Potential
v einer Kugelschaale crhaltenen Ausdriicke (8a., j.) Seite G:




Ba. )

;‘}j.‘]
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m . . A ‘
et c L T - 3
J_-_:i,:l”“k-\o | -‘] s\Q 2/12
[ o
L9 g iy ]
t 2og |'.'.|L.Vf‘ T~ @) &is o 1:

so erkennt man sofort, dass dieses Potential v cin und diesclbe ana-
Iytische Gestalt besitzt, einerlei ob der sollicitirte Punkt ausserhalb
oder immerhalb der Schaale liegt. Im einen wie im andern Iall
erhiilt man nimlich;:
m A, A Fa il
«\{I.-'.:- —_—C eo) (g5 - g ARy
206 « )
oder besser l_"‘i_‘nl‘llnL'tI

= (e o,

0 4

Dabei bezeichnet m die Gesammtmasse der gegebenen unendlich
diinnen homogenen Schaale, ¢ ihren Radius, und o den Central-
abstand des sollicitirten Punktes.

tricitiittsmenge M geladene Metalllugel. Alle iiberhaupt in der Kugel
enthaltene Elektricitiit mag vorliufig beliebig vertheilt sein, jedoch

Es sei nun gegeben eine isolirte und mit irgend welcher Elek-

symmetrisch in Bezug auf das Kugelcentrum.

Denkt man sich nun die gegebene Metallkugel in lanter un-
endlich diinne concentrische Schichten zerlegt, und bezeichnet man
die in diesen einzelnen Schichten enthaltenen Elektricititsmengen
mit m,, My, My, ..., ferner die Radien der einzelnen Schichten mit
iy 84y 8y - - -, S0 wird das von der ganzen Kugel auf irgend einen
imnern Punkt ausgeiibte elektrische Potential V, zufolge der Formel
(6.), folgendermassen lauten:

I"‘z (v_li e“s > ,.—'“\”‘) (3”1 :, : ,."_ = _f_ “J“‘ g% fa e - (£ Sy ke ),

(1 o [ :

wo o den CUentralabstand jenes innern Punktes bezeichnet. Ueber-
dies werden die soeben genannten Massen m,, m,, mg, ... zu der
gegebenen Gesammtmasse M in der Beziehung stehen:

my + my +my, + - =M

I
Soll nun die hier betrachtete elektrische Vertheilung einen
Gileichgewichisaustand repriisentiven, so muss V constant, d. 1. unab
hiingig von ¢ sein. Ein Blick auf die vorstehende Formel (7.) zeigh
daher, dass wir einen solchen Gleichgewichtszustand erhalten wer-
den, wenn wir jene von Hause aus schon der Bedingung (8.) unter-
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worfenen Massen o, ay, My, ... iiberdies noch folgender Bedingung

unterwerfen:

' T 4 | _
+ g : + =0
1 1

Offenbar aber werden die unendlich vielen Grossen m,, my,m,, ...

auf wnendlich viele Arfen sich so bestimmen lassen, dass sie diesen

beiden Bedingungen (8.) und (9.) gleichzeitig Geniige leisten. So-

mit ist also nachgewiesen, dass cine gegebene Elektricititsmenge M
i eimer isolivten Metalllugel, bei Zugrundelequng des Gesetzes (1.),
unendlich vieler Gleichgewichtszustande fihig ist.

Fin anderes Gesetz, von welchem genau dasselbe zu sagen
wire, und zwar mit Bezug auf jeden belichigen Conductor, ist offen-
bar das Gesetz: ¢(r) = 47" = A. Uebrigens sind derartige Gesetze

=

einstweilen nur als ein Curiosum anzusehen, und ohne Belang fiir
unsere weiteren Untersnchungen.

§ 6.
Ueber eine gewisse Gattung gewodhnlicher Differentialgleichungen.

Da wir im gegenwiirtizen Capitel allerhand Betrachtungen an-
gestellt haben, die zum Theil nur lose mit einander zusammen-
hiingen, so wird es kaum noch Anstoss erregen, wenn der Zu-
sammenhang beim Uebergang zu diesem letzten Paragraph jetst
vollig verschawvinden wird.

Ebenso aber wie die vorhergehenden Paragraphen, ebenso soll
auch dieser letzte Paragraph dazu dienen, die Expositionen in den
weiter folgenden Capiteln vor stirenden Unterbrechungen zu be-
wahren, und denselben eine moglichst einheitliche und iibersicht-
liche Gestalt zu verleihen,

Die Ableitungen einer unbekannten Function f= f(2) seien
bezeichnet mit f/, f”, .... Soll nun diese Funection f=f(v) der
Differentialgleichung

) oder ff"—fFff" =0

Geniige leisten, so muss sein:

Hieraus folgt durch Integration sofort:

]ult__r\‘ f”' = It_i:__{ 'f —{- 2 ]u;__{ f.'__
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wo e eine willliirliche Constante vorstellt, — Aus der letzten Formel
folat aber offenbar:

[*=1f;
und hieraus folet weiter:

= f.’lf;j"" -+ {le.' """,

wo &, und h, ebenfalls willkiirliche Constanten sind.
Somit gelangen wir zu dem Satz, dass das vollstindige Integral
der Differentialgleiclamg dritter Ordnung:
| @) (=)
) 7

‘”:/ = j,lt,'_._J L b J.?

den Werth besitzt :
wo v, hy, hy willkiivliche Constanten sind.
In Anbetracht dieses Satzes dringt sich die Vermuthung auf;

D

dass das wollstindige Integral der Differentialyleichung sechster
Ordnung:

3

@ @
(@) @ @ =0
%) £V (&) (@)
dargestellt sein werde durch folgenden mit den sechs willkiirlichen Con
stanten I, hy, ., j, i, J» behafteten Ausdruck:

£(2) = (= + hye=7) + (ju* + jyer2).
Und diese Vermuthung bestiitigt sich. Denn man iiberzeugt sich
leicht davon, dass die vorgelegte Differentialgleichung durch diesen
Ausdruck 1dentisch erfiillt wird.

Auch kann man leicht auf rationelle Weise zur Integration
der vorgelegten Differentialgleichung (2.) gelangen, indem man be
merkt, dass sie, unter Hinzuziehung zweier nener unbekannten
Functionen @(x) und ¢(z), fquivalent ist mit folgenden drei Glei-
chungen:

: f&) -+ p(@)f () +v@f (&) =0,

(@) + o@f” (@ + s@F @) =0,

£17(@) + 9@ ¥ (2) + $(@)f (@) = 0.
Doch wiirde es zu weit fithren, auf solche elementare Dinge hier
niiher eingehen zu wollen.

In analoger Weise findet man nun weiter, dass das vollstandige
Integral der Differentialgleichung neunter Ordnung:
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@) @ 1@ (@)
9y @) @) @) )
" 7@ @) ) )
frie) [T Ez) T (z) F ()
[olgendermassen lautel:
(3a) f(&) = (M 4+ hye= %) 4 (4% + Joc77) + (k% + kye=*2),
wo by by, hyy 3, Gy Jay By Ky, ks willkiivliche Constanten sind.

Diese Sitze (1.), (2.), (3.) sind offenbar nur die Anfangsglieder
einer Rethe von unendlich vielen Siitzen. Es wiirde leicht sein, all’
diese Nitze zu einem einzigen Generalsatz zu veremmigen. Doch scheint
es iiberfliissig, bei so nahe liegenden Dingen uns noch linger auf-
zuhalten.

e
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