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Viertes Ca ]}[lt'!.

Ueber die Entwicklung des exponentiellen Grundgesetzes nach
Kugelfunctionen.

Das von uns gefundene exponentielle Grundgesetz lautet, was
seine Potentialfunction ¢(r) betrifft, folgendermassen (vgl. Seite 48):
7, LN e O
q’.-.,«) — - e - _+_. _!_
!

Fibenso wie man nun die dem Newton’schen Gesetz entsprechende

: : : 1 } : ) :
Potentialfunction ¢(») = — (unter Anwendung der Polarcoordinaten)

¥

m eme nach Kugeltfunetionen tortschreitende Reihe zu entwickeln

im Stande ist, — ebenso wollen wir im cecenwiirticen Capitel eine
geg \

analoge Entwicklung zu finden suchen fiir die hier in (E.) ange-
aebene viel allcemeinere Potentialfunction @(r), oder, was auf das-
selbe hinauskommt, fiir die einzelnen Glieder dieser Function.

7,'.1 L_'i]:v]‘ \'fl]i_ll\']i f‘j!il\\jn.’kfill]u" w\L'l'L].t‘]l \\'ir _t_"t:lz.’l]j__-‘r.‘ll ]t:l ersten
Theorem des zweiten Paragraphs (Seite 99). Sodann aber werden
wir in den weiter folgenden Paragraphen die in dieser Entwicklung
auftretenden neuen Functionen (&, T, €, D) einer nitheren Unter-
suchung unterwerfen™),

In der Theorie der Kugelfunctionen sind bekanntlich die Be-
zeichnungsweisen sehr verschieden bei verschiedenen Autoren. Ich
werde (wie ich es auch sonst gethan habe) im hier vorliegenden
Werke durchweg der Bezeichnungsweise meines Vaters mich an-
schliessen, und demgemiiss an mehreren Stellen auf das betreffende
Werk meines Vaters verweisen’

Eine kurze Mittheilung tiber diesen Gegenstand ist von mir bereits vor

langer Z

gemacht worden in den Berichten der K. Sichs, Ges, der Wiss,
1886, Seite 7TH—82.
#8y I Neumann: Vorl. 1ib. d. Theorie des Potentials und der )F'l-_rrru_'|"l,n"uur_'.'J'.uuf';.’_b

Leipzig 1887, Verlag von Teubner,




(0.)

0() Viertes Capitel. § 1
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Ueber die Differentialgleichung A F' — F.
Die partielle Differentialgleichung:
AF=F di Sa+5o 45 =F
wird erfiillt werden durch

F=%, ebenso durch F="*

i ¥ ?
vorausgesetzt, dass man unter » den Abstand des Punktes (z, y, 2)
von irgend welchem andern Punkte (z,, y,, #z,) versteht. Ks ist
das ein ziemlich bekannter Satz, der iibrigens auch im Laufe unserer
eigenen Untersuchungen schon von selber zu Tage getreten ist. [Vgl
die Formel (12.) Seite 70].

Demgemiiss wird die partielle Differentialgleichung (1.) erfiillt

werden, wenn man fiir 7' einen der vier Ausdriicke nimmt:

¢ = ¢ ¢
W= — I =
i ar
— | —_—
{ -

Setzt man nun, was die beiden Endpunkte (2, y, #) und

(%, ¥y, &) der Entfernung » betrifft:

& = pcos Yy, Ly, = 0,
Y= psinycos y, y, = 0,
= g sin ysin ¢, g =)

und iiberdies

COS v = U

so nimmt bekanntlich®) die Differentialgleichung (1.) die Gestalt an:
20 ¢ on G 1 c: K o o
0% 5%—) <+ ((1 ) =) - S=—in® Il

A i O 1 — u 2 d-

f

¢ 0

withrend gleichzeitic » den Werth besitzen wird:

r= Vo + 9 — 2p0,u.
Dies vorangeschickt, wollen wir nun zuvérderst die Ausdriicke
U, V einer genaueren Untersuchung unterwerfen. Diese Ausdriicke
U, ¥V (2) sind offenbar entwickelbar in die convergenten Reihen:

¥ Man vel. F. Newmann: Vorl. iib. d. Theorie des Potentials ete., |,<.‘i!|)’i‘_”.

1887, Seite 2:

]
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Demgemiiss 1st z. B. U eine sfefige Function von » und also nach
(6.) auch eine xfr'!x'_rft' Funetion von 0, 01y W I‘.O]g‘“l']l wird {/ ganz
allgemein, d. h. fiir beliebige Werthe der Argumente o, o,, w, ent-
wickelbar sein in eine nach den Kugelfunctionen P, (@) fortschrei-

tende Reihe:

U= ;\ I-_(QIJ 91\ P, [itll}, 0 und 0, EJL-iit‘]li;':l.
=0
Auch werden die hier auftretenden neuen Functionen U, (9, 9,).
ebenso wie (/ selbst, stetig sein fiir beliebige Werthe von g, o,,
mithin z. B. auch stetig sein fiir o = 0.

Andrerseits ist der Ausdruck V (8.) eine stetige Function von 7,
exclusive: r = 0. Nach (6.) wird daher dieser Ausdruck V nur
dann eine stetige Function der drei Argumente o, o,, w sein, wenn
man diese drei Argumente in ihrer Beweglichkeit der Art beschriinkt,
dass » niemals = O werden kann. Eine derartige Beschriinkung kann
aber offenbar am Hinfachsten dadurch erreicht werden, dass man
festsetzt, es solle @ stets < g, bleiben. Somit ergiebt sich, dass
der Ausdruck V fiir o <o

L |

eine stefige Function von o, o,, w, und
folglich fiir ¢ < @, in eine nach den P,(u) fortschreitende Reihe

entwickelbar ist; so dass man also zu folgender Formel gelangt:

0

V= J3TV.lo,0)P:(n), (o<o)

Auch werden die hier auftretenden Functionen V, (o, o,), ebenso

wie V selbst, fiir alle der Bedingung ¢ <C o, entsprechenden Werthe

von 9, 0, stetig sein, within z. B. auch stetig sein fiir ¢ = 0.

Der Ausdruck U ist, wie schon erwiihnt, ein Integral der

Differentialgleichung (1.) oder (5.). Die in (9.) angegebene Ent-

wicklung dieses Ausdruckes ¢/ muss daher ebenfalls jener Differen-

o
o

tialgleichung Geniige

leisten. Somit folgt:

S (o2 Uy Heoay 4 Qe Pl ¢ P (1)
_\I : (o® )—[J'n"_..,|f‘,,{g(:- + U, -Lll—u") : )}--—H
g =0 g o I ‘ 0 W % P LA 4

Diese Formel aber kann, weil bekanntlich®)

*) Vgl. das genannte I. Newmann'sche Werk, Seite 34, Formel (4 )
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8 ¢ P (u)y
(|1 — ) ); =—n(n 4+ 1) P, (n)
el S O / :
auch so geschrieben werden:

18t,

$(0 (220 _

o° + n(n + 1] !'_.;J"__llul =)

und hieraus folgt sofort:

d U
(e) : (4\)"‘-_-':)-—19-'%—:41”—}— 1Y U= 0.
>/ . .

g0 M C0

Nun ist I/ [nach (7.)] eine blosse Function von », und » seinerseits
[nach (6.)] eine symmetrische Function von g, ¢,. Und diese Sym-
metrie wird offenbar [nach (9.)] auch auf die Functionen U,=U,(9,0,)
sich iibertragen. Folglich wird U/, nicht nur der Differentialgleichung
(e.), sondern ebenso auch der analogen Differentialgleichung

ST
(B.) “ (o ") — o +n(n+ 1T, =0
co, o,

Geniige leisten.

Einicermassen Aehnliches®) ist zn bemerken mit Bezug auf V

und ¥,. Kurz man gelangt zu der Eiusicht, dass jede der beiden
Functionen U, = U, (0, 0,) und V, = V,.(0, 0,) sowohl der Differen-
L \5 &1 i W 51 I

-"r.-r.f,I:JHr.rwlt‘J{fJH?J;,‘
g [ o gl a ’ ! '
(02 ) — [0 4+ n(n + 1)] F=0,
o \ co/ > - -

wie auch der f’}f.rlf'r i'r'ur'f'm"a_;-'x ich ung:

{ , 0.8 9 .
(12.) i()""'—}—--l().'—‘—jf n—4+1)] F=0
A ooy \° ¢ 0; S
Gewiige leistet. Und diese Differentialgleichungen kinnen nun dienen
- da s ans A A " . e 7 2 ] 1 27 A - iy 7 i T 1 17
sur nidheren Bestinimung JEREY NOCH U fannten Functionen U, und V.

Die Gleichung (11.) ist offenbar eine gewohnliche Differential-
aleichung zweiter Ordnung. IThre beiden particularen Integrale sind
durch Reihenentwicklung leicht zu finden. In der That ergiebt sich,
dass die Gleichung erfiillt wird, wenn man fiir ' eine der beiden

Funetionen nimmt:

Vollkommene Aehnlichkeit ist keineswegs vorhanden: schon deswegen

nicht, weil bei der Behandlung von U, U die Argumente ¢, o, ganz belichiyg

sein sollen, withrend dieselben bei der Behandlung von ¥, V_ der Bedingung
t-1 n (=1 3

unterworfen zu denken sind. Hiemit hiingt z. B. zusammen, dass U

-/
=@

in der That symmetrisch

1 n

g auf (g, o,), V. aber nicht. [Vgl. die

in Besz

weiterhin folgenden Forme
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b RALY 1 i 1 '-.’” L e 1 I
|ln) Sn(0) =0 (\] Fo@n48) T 2-4@n8)Cn+ b -~ }
~ 1 o 0 A
4, T (0) = —5 (1 — 555 ik ,7.‘.J.
(14.) n\@ 1 J 9@n—1) T 2.4(2n—1)(2n—3) |

Demgemiiss miissen die jener Differentialgleichung (11.) Geniige

leistenden Funetionen U, = U, (g, ¢,) und ¥V, =V, (g, 9,) von folgen-
der Gestalt sein:

(15.) U(e, 0) = Pale)) - ©ule) + Xuley) - Tule),

(16.) Fa [;9; 9,) = Ya (91:' - ©a(0) + (o) Tn (QJ ;

Die Functionen U,(g, 9,) und V,(g, 0,) bleiben, wie bei (9.)

€
und (10.) bemerkt wurde, stetig fir ¢ = 0. Folglich darf in ihren
Ausdriicken (15.), (16.) die fir @ = 0 ins Unendliche aufspringende
¢ 0., ¢ .
Function T,(¢), (14.), nicht vorkommen. Folglich miissen X, (o)

identisch gleich Null sein; so dass also jene Formeln

und Q. (o,
(15.), (16.) sich reduciren auf’:

-~

(17.) U.(9, 0;) = Pa(01) - ©ul@),
(18.) Va(e, @) = Yale)) - Gule) -

Nun wissen wir aber, dass U,(g, 0,) und V,(o,e,) auch der
Differentialgleichung (12.) Geniige leisten. Hieraus folgt, dass die
in (17.), (18.) auftretenden Functionen ®,(g,) und V. (o,) in linearer
Weise ausdriickbar sind durch die beiden particularen Integrale

S, (9,) und T,(g,) der Gleichung (12.). Somit ergiebt sich:

~n\

(19.) U.(o, ) = a,S.(0,) + 0aZn (0,)1©.(0),

(20).) V. ['u‘ 0,) = [e, \5-_.,5 o) A (i) S.(0) -
b il %S N1/, \9)

WO @y, U, Cu, d, unbekannte Constanten sind. Und es handelt sich
jetzt also nur noch um die Bestimmung dieser Constanten.
Die Function U,(e, @,) ist, wie bei (9.) bemerkt wurde, stetig
fiir ganz beliebige Werthe von g, ¢,; mithin z. B. auch fiir o, == 0.
Folglich darf die fiir ¢, = O ins Unendliche aufspringende Function
T.(o,) i der Formel (19.) nicht vorkommen. Folglich muss die
Constante
(A) by =0
. H"i[l,
Weniger einfach liegen die Dinge bei der Betrachtung von
Valo, 0;). Denn bei dieser Betrachtung ist die bei (10.) festgesetate

Ungleichung ¢ < g, im Auge zu behalten, der zufolge wohl ¢, nie-
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mals aber g, zu 0 herabsinken dart®). Um nun trotzdem iiber den

Werth Va Aufschluss zu gewinnen, greifen wir

zuriick zur Formel (10.).

von (0, 0,) nitheren

Diese nimmt mit Riicksicht auf (8.) und
(20.) die Gestalt an:

v i ! I

- o = AR
1 'TT'_"TT-IiTTi‘-'
i
- _\ |_."..C‘S,,l_.y1:] + d,%.(0,)]©.(0) Pu(p), (0 <o)
n 1)
Ohne Verletzung der getroffenen Festsetzung: o < ¢,, kann man

o und g, respective durch 1¢ und Ag, er

&

nun in dieser Formel
setzen, falls man nur unter 1 irgend welchen posifiven Factor ver-

steht. Alsdann aber wird in dieser Formel (B.) das » in A» iiber-
gehen [vgl. (6.)]; sodass also auf der linken Seite der Formel folgende
Potenzen von A auftreten werden:

) A5 A7

1 1 3
Ay, A

Und gleichzeitic werden alsdann auf der rechlen Seite der Formel

in den Producten ©,&, und T,©, t'ulf_f:-m]u- Potenzen von A auf-
treten [vgl (13.), (14.)]:

IS, S S ganct 2 R inES 6

s : < ¢ 2 5

i B Cy a =L i e Y R

Hieraus folgt sofort, dass auf der rechten Seite der Formel (B.)

das Product &,©, nicht vorkommen dart, dass mithin die Con-
stante
Felet — ]
sein muss.
In Anbetracht dieser Resultate (A.) und (('.) reduciren sich

unsere Ausdriicke (19.), (20.) auf:

{ nl0,; Q) = a,iéﬂ :_94}3-,41;9]_}.

Val0; 0)) = d.5.(0) 2al0,);

wodurch die Entwicklungen (9.) und (10.) iibergehen in:

Ee
U= >a, S.(0) ©,(9,) Pu(n), (o und g, beliebig),
n ]
"
V — ‘: d, E,ri_gi) I_.Atg.“a I’_.:.‘u:}. pi<= QI_IJ.
] (1}

#) In der That folet aus p < 0,4 dass stets grdsser bleiben muss als

der kleinste Werth von ¢. Dieser kleinste Werth von ¢ aber ist die 0.

0,
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Es handelt sich jetzt also nur noch um die Ermittelung der beiden
Constanten «a, und d,,.
Zur Bestimmung der a, betrachten wir den H;n-vl-u]l';lll 0 = o,

Alsdann 1st nach (6.): »* = p*(2 — 2u), also nach (7.):
s R > M2 —2u)
Ao Tent ) = TEn+1)

sodass also fiir diesen Fall die Formel (23.) iibergeht in:
£ 9n n o
- 0 (Z2—2p) GRS

TT2n-41)

a, [S, ('_yt"a]"" P,(n).

n=0 0

Denkt man sich hier beide Seiten geordnet nach Potenzen von u.

so wird das mit u* behaftete Glied auf der linken Seite lauten:
L i.— ) n S { 20 | 9 = p :r_i_[ HEe )
“ (I'T\:,.- ¢ 1 Ge TC% |
und das auf der reehden Seite mit u" behaftete Glied folgende G-
stalt besitzen:
; TT(2n) & e AT A ;
w" (H., 5 " -+ Uy“"”' ® 4 D e T - . )
2" [TT()]* :
dabei bezeichnen €, €', ... und D, D', ... gewisse Constanten,
auf deren Werthe es hier nicht weiter ankommt. Der hier soeben
aufgefithrte Ausdruck (R.) ergiebt sich sofort, falls man nur die Be
deutung von &,(g), d. i. die Formel (13.), im Auge behiilt, und
iiberdies beachtet, dass die Kugelfunction P,(u) den Werth besitzt®)
TT(2n)

P,(u) = — :
2" [TT(m)]?

utr + Kpr—2 - RK'pr—4 4 ...,

wo K, K, ... gewisse Constanten vorstellen,
Da nun jene Glieder (L.) und (R.) untereinander identisch sein

miissen, so ergiebt sich sofort:

Mm@y (— )"

&= Ti@en) TEn+1)’
d. 1
(=1 (ST
T Y g ( TT(2n) i
*) Vgl. das F'. Newmann'sche Werk, daselbst Seite 34, Formel (7.). Dabei

ist zu bemerken, dass jene Formel (7.) mit einem Druckfehler behaftet ist,
[m Nenner derselben muss niimlich, statt 2TT*(x), gesetzt werden 2"TT%(n),

d. i. 2" [T
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Zur Bestimmung der d, benutzen wir die aus (8.) und (24.)
entstehende Formel:
= 1 r ; ~ ~
iy r i T2 —|_. T:I‘l _i_ b iy ‘:Ut{” Onl0) 2u(0y) j,-.-l\.“ ), (@ <g)
n
Ersetzt man hier die Argumente g, o, durch A9, ig,, mithin 1

durch ir, wo 4 elnen positiven Factor vorstellen .un[l_\ so erhilt man:

' &
SH 1 AT Aty -7 . pa N e \ 7 ’ \
(27.) 7 -+ T3 - i e e =:I_”rf_\.\.‘_,"_.¢{‘r.g_}l.; Ag,) P, (), (0e<e)
Nach (13.), (14) ist aber:
~ i - fa o”" . T X
(28.) C(le)Zu(do) = 57—z (1 + 2 el A S )
&
wo f, fi" Functionen von 0, 0 sind, auf deren Werthe es hier
nicht weiter ankommt. Da nun die Formel (27.) g‘l"l]lf;_r‘ sein  muss
fiir ‘)l']ivhif_‘\'l' \\.U]‘Hw des ]I(I_\i:\li\'i'll Factors A4, so miissen in 1hr
7. B. die Coefficienten von — auf beiden Seiten eimmander oleich sein.
A &
Demgemiiss ergiebt sich mit Riicksicht auf (28.):
\ 1 ‘\r 0" -
(29.) - = Jd. 2 P.(u),
4 n=>~0 Py
d. 1
o1 \ 1 ‘I\ 7 0" )
(29a.) == 2 Oy P,(u
' Vo*~+o0,"— 200, & =10 UL ! ;
und hieraus folgt sofort, dass die Constanten o, simmtlich 1
sind.  Also:
(50.) d, = 1.
Wir konnen einstweilen die Ergebnisse unserer Untersuchung
folgendermassen zusammenfassen:
I. Versteht man unter r den gegenseitigen Abstand zweier Punkt
(%, y, 2) und (x4, ¥y, 2,), so wird der particllen Differentialgleichung
A F .8 0 S =
(31) s+ =+ 55 =F
ot Y py
(Geniige geleistel, falls man fir I eimen der vier Ausdriicke nimmi:
e - (r. f
= — _—
== J al ?
(32.) e ) i
ar [+ . vy t ‘i' %
g r ? prss g

I[1. Man bezeiclae m}_ _I,J;.-n"r}'hrf{: der f’?e‘!ra":'!"{' f:f', i,

£

) URE (X, Yy, %)

vom Anfangspunit des Coordinatensystems mit o wund o,, und den
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4.)
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g (

“ n’-n’f"rlfl. unter H'H"ra"ff!.“ H'.flf." bewden f,.ﬂifrru 0, 0, grgen -’."-}U-'.h(!.l!' ge-
H{'z'_r;(( sind, mat 1) sodass also » den Werth hat:

r = Vo' + 0,2 — 200, cos .
Denlt man sich diesen Werth von » in den Ausdriicken U, V' sub-
xfx'f’m'r'."_. so verwandeln sich dieselben m Funetionen von 0, 04, 7 Und
diese Functionen sind folgendermassen entwickelbar [vgl. (23.), (24.)

7 LY ‘".’n x
und (26.), (30.)]:

= ;
- f { =5 S == . o - v Y =
U= - == > 1,6,(0)8,( 0,) P.(cos ), (o und o, belichiy),
Al 0 - b o o 2 e
7 e+ e £ Y = (.0-_’-;. {\.U \] P (I“;; 3 Eanlsog
9y _U‘-—-,! V)~a\P1) Ln\LUS V], O << 04¢),

wo die Conslante a, den Werth hat:
(— 1" (2"TT(n)\
& == t . ) :
241 \TT(2n)/
wihrend ©, und T, die in (13.), (14.) angegebenen Functionen wvor
stellen.
[11. Hinzuzufiigen sind noch die aus (34.) durch Addition und

Subtraction entstehenden Formeln:

r "
¢ < ~ \ [ s 3 = \
h— —— :_.,.I._(JJ(E=,{1)11I’_,-'t'HH v), (<o),
g arm— \ Fy N\ P 4
n o
— .
r T &
N S e o e
P = S (0)D.(0,) Py (cos ), (o< o0y),
7 _I"-'-‘-“‘--nl e\ t) \& ~ &1/

=
w0 /.rrlr.ff"(r;m L\"H‘Ql rf}.‘zf ‘F:_,Ilijl\ s rfr',u f‘lr{j:‘f_‘f.;ru.rf'i.f '-5,,-{&),\], ':‘:,I._ul\)
und aus der socben genannten Constanten a, (35.) folgendermassen zu-

sammenqgesetzt sind:

B,(0,) = %alo) + a.©.(0,),
™ T ~
D.(0,) = Z,(0;,) — @ Sa(o))

I'V. Dabei ist mit _Hr,:‘u‘r,r auf* die vier f!'_-j{f.fr't-f'f_F‘rh(lrff.:.-’ (34.), (36.)
besonders zu betonen, dass die erste derselben ganz allgemein brauch-
) ] /
bar st fiir belichige Werthe von @ wnd g, dass hingegen die drei
wbrigen nur gelten fiir o < o,.
V. Setzt man endlich:

L == Q COS 1,

Yy = g s 9 cos ¥,
Zz=gsindsmv, und cos =y,
7

Nenmann, Fernwirkungen
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so wird der particllen Differentialyleichung (31.), wie sogleich bewiesen
werden soll, Geniige geleistet werden, sobald man in thr fiir I einen

der f“;-r / o ‘lﬂ,\ra"fﬂ‘;“lf'z\'!' nemmlt :

3_..{'9] .}-_.__I‘{!‘ v), T, (o) Y (u, i,-‘].
C.(0) Yaulu, v), D, (o) Yalu, v),

,r‘u)'r”t-":r_,.'f:{e"f.i'f? dass man unter Y, (e, ¥) i nd eine /\'ff‘r_.f;'r'f’:’r}r('[f'rm
n'®* Ordnung versteht. 3
Der Beweis dieser in (38.), (39.) gemachten Behauptung ergiebt

sich folgendermassen. Man setze:

& = o cos i, x, = 0, cos i,
i —0p sin & cos 1, Y, = 0, sin -ﬂ’l cos ¥, ,
£ = p sin & sin ¥, 2, = 0, Sin &, sin Y, ,
und zugleich:
COS af = u, cos ), = u,.

Ueberdies bezeichne man den gegenseitigen Neigungswinkel der

beiden Strahlen ¢ und ¢, mit . Alsdann 1st bekanntlich:

€08 ¥ = cos & cos 4, - sin 4 sin 4, cos (¥ — ¥, ),

1
und*):

P, (cos 9) = > & = Pos(w) Pu; () cos j (¥ — ¥,),

w0 &, =1, und &, = g = & =+ - - = 2 ist. Substituirt man diesen
Werth von P, (cosy) in (34.), so erhiilt man eine Formel von
folgender Gestalt:

!

: s = e e
Q,_,\_.'“_.,'_.- (w) cosjv + L,.; S, (o) 1" u)sm L‘) .

®

U=

n

> (x

) j=0 "

;I/f-*

wo K,; und L,; Functionen von g,, g, %, sind, hingegen unab-
]l.lals_',l\_; sind von 0, U, ¥.

Nun ist aber U ein Integral der partiellen Differentialgleichung
(31.). Gleiches gilt daher, zufolge der Formel (e.), auch von

E,.,l.\g_)f’” (w) cos j und &,(o) P.;(u) sinja.

Folglich##) gilt Gleiches auch von dem Ausdruck:
Sae) Y. (u, v),

Vel. das F. Newmannw'sche Werk Seite 69, Formel (2.), (4.), (5.).

##) Denn jedwede Kugelfunction #t* Ordnung Y (u, 9) besitzt die Gestalt:

Y (w, v) = >|A4Y P .(w) cos ju - BY) P . (u) sin _,rr:
j =0 = : - -

Vel. das genannte Werk, namentlich daselbst den Satz auf Seite 76.




(40.)

(42.)

(45.

(44.)
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vorausgesetzt, dass man unter Y, (u, ¢) irgend eine Kugelfunction
1" Ordnung versteht.

In analoger Art wird sich, wie man leicht iibersieht, Gleiches
auch erweisen lassen von den drei iibrigen in (39.) angegebenen
\usdriicken, falls man nur beachtet, dass die Functionen w, », U, V
32.) nicht nur der Gleichung (31.), sondern ebenso auch folgender

Differentialgleichung Geniige leisten:

2 r ARl )
ML I = ) Q. e d.
o, ” CE -
88

Ueber die Differentialgleichung Al = ¢*F', wo « eine positive
Constante sein soll.

Um die soeben erhaltenen Resultate fiir unsere spiitern Be-

diirfnisse besser einzurichten, wollen wir schliesslich x. Y, 8, D
durch ez, ay, ez, ag, ferner z,, y,, 2,, ¢, durch ez, ay,, az, «o,,
mithin z. B. auch » durch @r ersetzen, wo « eine positive Con-
stante sem soll. Alsdann gelangen wir auf Grund der auf Seite 96
in I, II, ITI, IV, V ausgesprochenen Resultate zu folgenden
beiden Theoremen:

Erstes Theorem. — s bezeichne r den gegenseitigen Abstand

der beiden Punkte:

l.;' = 0 coS 1, (2, = 9, COS ),
‘u = @ sin & cos Y, wund qu =g sin &, cos ¢,
; = g sin i s ¢, \z, = @, sln ¢, s ¥,
ferner werde gesetzt:
g = cos & wnd i, = cos i, .

Ueberdies Dezeichne y den gegenseitigen Neigungswinkel der beiden

Strahlen o und o,; sodass also jener Abstand » den Werth hat:
r=1Veo'+ e* — 200, cos y.
Endlich sei a eine beliebig gegebene positive Constante.
Alsdann wird der partiellen Differentialgleichung:
r.‘_’ 1,' Y :},' F'.'_' ]." 2 .
— =+ = = F
[/ i { .-',f' (A
gentigl werden, wenn man in thr fiir I' einen der beiden Ausdriicke
ninmt :




tl':J

(46.)

(4%.)

(48.

(49,

.ful_
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Auch werden diese Ausdriicke (44.) folgendermassen entwickelbar sein:
F |'f

Iy o
€ T [ P S N
als _\ ;;_,:((-\QTU_||'1,|_|[’,__|_\ru_\- ¥)s (0 < @y);
4 n=="0 . k :
e o8
\ — :‘ ©,(eo)V,(no, Y P (m 'S ;\ (0 < Ul\l,
T 9, \ & ¢ ) g €
n=>0

Die hier auftretenden Functionew €,(X) und D,(X) sind ganz all-
gemein, fiir jedes beliebige Avgqument X, definirt zu denken durch die
Ausdriicke :

C.(X)=T,(X) + a,6,(X

:_“\,_ :\\J =93, (X)— ;'S ( X e

{

(3]

3

und dabei sind unter ©,(X) und T,(X) folgende Functionen zu ver-
stehen |'."i,f.?, r."]_",,‘}! (14.) Seite ['.".|:

A o x? '
oy & L | - I « 5
CX)=X" 1+t e g Trmm e+ + ),

) “lait - o) a4 Faf T o) \alt -0 /
2! Sig x* ! X . :
"!-ul-\)_':; = 1[ — e - - )

! b, G, 2(2n 1 vod e &lan 1) (2n 3 L /
iberdiess st in (47.) unter a, folgende Constante zu verstehen [vgl. (55.)]:

‘ : (— 1) (_‘_],;ﬁ“ )

. = .

’ V= on - 1\ TT(2%)

Zweites Theorem. — Der particllen Differentialgleichung (43.)
wird Geniige geleistet, wenn man in ihr fir I einen der vier Aus-
driicke nimmi:

E__\'{-_ o) }-_.[U-!f. v), T \'_(cg," }-_.,i';i. ),
) 5 : ; Z :
C.(ao) Y.(u, ¥), D,(xg) Y, (e, ¥),
vorausgesetzt, dass man unter Y,(u, ¥) irgend welche Kugelfunction
n'* Ordnung versteht.
8 3.
Darstellung der Functionen & und T in geschlossener Gestalt.

Die Functionen &,(z) und T,(z) sind definirt durch die soeben
n (48.) :1!1'___;'1-gwlj-'||:'11 Formeln:

I SN )= “ T 902, + 3 == 2-42n-+3) (2n-45H) + _}_ &5 )

— 5\ 1 I I
— - " £ |
= i) : ]ﬂ‘l 2(2n—1) ' 2 .42 2n — 8 ‘ )

Hieraus folgt z. B. fiir n — 0:
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X (r) = {1{ e T - o (b
; H e Y Tr4 'V Trg !

d. 1
a3\ ~ e — e
\¥:) \__.[._r) 2 )
- e | e
(4.) L&) = P
Wie man sofort erkennt, geht der Ausdruck (1.), falls man in
ithm die Zahl » durch — (n -+ 1) ersetzt, ilber in den Ausdruck
(2.) Somit 1ist also:
(5.) T, k’l = & _; _‘-_“...,-"';'_
also z B.:
(6.) T,(x) = C_i(z), T,(@)=6_s(x), T(x)=G_s(z), ebc. etc.

Recurrente Relationen. — Auf Grund der Formel (1.) ergeben
sich. was hier weiter auszufithren iiberfliissig sein wiirde, fiir die =
functionen © folgende beiden recurrenten Relationen:

| Ty S W)= (_! i) ~L :;} {E 7 |.‘r') — \.“.’:',4 :__,:'\) } 5

- 1 [ 3 1 et )
(8.) ©i—1() =3 n -+ 1 {\: --f‘,] s - .:.:l_.-{‘}_):

WO li_ii‘ Accente die .\l1ll_‘:\1.1tilt_‘,'n'.'|. at'!:-tl'lll'L‘Il. Die letzte Relation ist

mit Riicksicht auf (5.) auch so darstellbar:

1

in 4+ 1

Az 1 = : ! —
(8a.) 2_ulZ) = i (;!...A.‘...i,”l_r ) L (n41) ,\) 5
oder, falls man n = m setzt, auch so:
~ 1 ~ m 1 = \
(8b T (@) = — 50— (Tu—1(2) — Tu—1(2))

Noch sei, um auf einen ganz speciellen Iall niher einzugehen,
die Bemerkung hinzugefiict, dass die Formel (8.) fiir n =0 die

Gestalt anmimmt:
i

(8¢.) S_1(#) = G, (&) T = Sy(%).
Nach (6.) ist aber &_;(x) = T, (). Somit folet:
1 =
B LR B s S
(8d.) 3o (z) =8, (z) + — ©,(2).

Die Werthe der © in geschlossener Gestalt. — Setzt man in

(7.) die Zahl n successive =, 1, 2, 3, 4, ..., so erhilt man:
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©,(r) =36, (»),
=i AN SR et
D) = 9 (_-::l (&) — = O, (X _1),
— 3 3 o~
( L. (V=TI (x — @&, (2 ')
( g {\,_ k ) " \._._[
S, (z) =9 &, (z) LG :|)
2, (1) (\-'., e
ete. ete.

Setzt man nun ferner zur Abkiirzung:

10.) =) =—- , mithiniz. B 7 = Fifx) = .
so 1st nach (3.): &,(x) = ’l__- Und hieraus ergeben sich, durch
Anwendung der Relationen (9.), fiir &, @) 3_1__::"', ... folgende end-
liche Ausdriicke:
> ] eh B
2, (& s d. 1. g\ & 5
= 3 ey j__ o ! \
D)\%) =0 lr pec )
E \ :v 3 "I ! :‘ll'( 'I‘l'r
(11 \} ]I 2 \% ; ( ( b AR )
s ol f i 151 151"
&) —3.5.7(L 8 4 1 wry
~ Sl [t W i 10£ 3 bt 105F ., 106"
etc. etc. "1[',

Das Gesetz der hier auftretenden Zahlencoefficienten ist leicht zu
iibersehen. Es sind ndamlich diese Zahlencoefficienten 1'1T'|:_‘,‘1'IH1L'I‘-

W
ssen ausdriickbar:

1.2
1 ] =
: 2-3 , 1-2-3-4
l ‘; ¥ == -k i
11a.) ; e
N 52348 .. 123456
LR s g B ) 2.4-6
4.5 = 3-4-5-6 - 2.5.4.-5.6-7 1:2-3+4 6-7-8
1,10=", 40= S 10— g o= 9.4.6.-8
ete. ete. ete.

Die Werthe der T in geschlossener Gestalt. — Setzt man in
(8b.) die Zahl m successive = 1, 2, 3, 4, 5, .. ., so erhilt man:




\_1:';‘\\
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"“1 I —— i \\-” \Z) ,

= | (o it A

"“—'”:—-_.T[-"“ (&) —-;-.ll\.f}_,

= | o B = \

(@)= — = (%, @) —=%, (),

) . T 2\ )

~ S Fi

] = — — (T (z)— —%.(z)),

...._,K..l ) - (,,' (X = J)

ete ete. ete.

Nun ist unter Anwendung der in (10.) eingefithrten Function f
i} : . i S / S
die Formel (4.) folgendermassen darstellbar: & (z) = . Anf

ZX
Grund dieses Werthes von T (z) fithren sodann aber die Formeln

(12.) zua Y:ﬂ;z‘i.‘];lll-n endlichen Darstellungen:

& ot
A~y L v T 3
— 1 / J
- (e ( Fl..iy
A )
- 1 1 3 f [ }
~9 \ %) 1 .{ e T g ),
18 | Jr" o B .,'\f' . 15 f
$a (1) _ | - .
- 1-3-5 b
o 1 10 Lo l['.'nll.’"' . 105f)
T, (2) el + - - ),
1 3« D T X 1 i T
ete. etc. ete.

Hier sind die Zahlencoefficienten dieselben wie in (11.), sodass also

wiederum das in (11a.) angegebene Gesetz gilt.

§ 4.

Darstellung der Functionen € und © in geschlossener Gestalt.
g2

Die Functionen €, © sind von uns eingefithrt worden mittelst

der Formeln:

T.(x) + a,

(Y]

,l‘_..!'.J :
(%),
a, den Werth hat:

(=
|

L\‘_:l (\11—.: Seite l‘-‘i"l.

(Y}

— T.(2) — a,

wo die Constante

, =

o

1\""]_ -Z_-l'.'.) Seite ]“"|,

Demgemiiss sind also unter «,, a,, ... folgende Zahlen zu

( ff__._‘ r:.i‘

verstehen:




(19.)

Vierle

Capitel

s -+ 1
1 1
o = E
3 1 18
1 1
i, -
& Vel-i8 1-8.1572
1 1
(f 2 =
o 1-.3-5 1 §is hiafy
1 1
a, — + =y
> ; 1 O 3 (R | SRS RO )
ete. l‘[t', ele.

Substituirt man nun in (14) fir &, (2), T,(z) und @, die
Werthe (1 1._\:_, (13.) und
Funetion f (10.) durch den Ausdruck

17.), und beachtet man dabei, dass die

dargestellt ist, so findet man ohne besondere Miihe:

[ e : 1

15.), zu folgenden Ausdriicken:

- 5 1 3 3 )

ek S e B
< g

. 1 1 6 15 15

Cy(x) = 5 + = - .

ke | B - o 1 (i

- 1 1 10 L5 105 105

O, (x) = — —- ik

ik 1-8-5-7 ( ok ) | ;
etc. ene. ete.

wo die Zahlencoefficienten dieselben sind, wie in (11.) oder (11a.).

In analoger Art gelangt man endlich, aut Grund der Formel
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wo die Zahlencoetficienten wiedernm dieselben sind, wie in (11.)
oder (1la.); sodass also z B. die Zahlencoefficienten der letzten
Zeile folgendermassen darstellbar sind:
4. = 3.4.5.6 = 9.8.4.5.6-7 ol 1280056
20) () = 4H = (D = (==
(Ui S a7 P 5iE 2 10P 2.4.6.8
Demgemiiss kann man, auf Grund der Formeln (2()), sofort ganz

alleemein den Werth von D,(2) hinschreiben. Derselbe wird lauten:

T [ 1 nin 4+ 1) (n— Dnln 4+ 1) (n 4+ 2)
9 T —_— 21 I \ =T L |
(21.) Val®) = TiEn) ( SR o ih 2.4.29 3
i} 2) Dnn41 e 2) ( 7F 24
I ). 4.6 gt I
1.2.3.4 (2m)
e e . ),—i
i 3 |
2:4.6 ). ™Y

Schliesslich sei noch ]Tl‘I]it‘l']\'l} dass zwischen den Functionen
€ und ®© der einfache Zusammenhang besteht:
(22.) D, (z) = ( 1)»+10 (— a);

wie sich solches dureh Vercleichung der Formeln (19.) und (20.)
sofort ergiebt.

] O.

Darstellung der Functionen © und T mittelst bestimmter
Integrale.

setzt man

1.) r=1VYo*+ 0,°— 200,¢,

und versteht man unter « irgend eine positive Constante, so gilt
fiir ¢ <o, die Entwicklung:

2.) — = S, (eo)D, (apo,) Pale), fo<ey);

wie sich solches sofort ergiebt aus dem ersten Theorem Seite 99,
falls man das ilnl'tif_r‘v cos ¥ mit ¢ bezeichnet.

Wir wollen nun den Abstand o, ganz ausserordentlich gross

uns denken, so gross, dass ¢ dagegen so gut wie verschwindet.
Alsdann kann man in (1.) das ¢° nach Belichen entweder sanz

fortlassen, oder auch durch p?¢® ersetzen. Im letztern Fall geht
die Formel (1.) iiber in: » = o, — o¢; sodass also die Entwicklung
(2.) die Gestalt erhiilt:

— (o, —pc) ‘;
€ b 0 L \ T )

=t o Onlap), |_\(fg|,]1,.lr."=
@ = Q« =)
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Aus dieser letzten Formel ergiebt sich, falls man fiir den Aus-
druck D,(eg,) seinen aus (21.) Seite 105 entspringenden Werth
substituirt:

—elo—e9 O L LR

«p, (ag,)* (eo,)

oder, falls man mit g,e*® multiplicirt:

% ORTT (s / N T’ ]
e Ep e LI 1 = { 2 rT\”'I ( N ‘-\ ) b .
0, ——OL{' ; :-__”\l_vl \&Q) T(2n) Lt o, (xo0,)? _I_ ) j(‘ II ?

Dabei sind N, N', ... gewisse von n abhiingende Zahlen, auf deren
Werthe es hier nicht weiter ankommt.

Lisst man nun schliesslich dass ausserordentlich grosse o, ins
Unendliche anwachsen, so redueirt sich die letzte Formel auf:

SO0 \{: [.')'TT ) = (a D Y,
e P e &, (e0) P, rjl

=0

Unter o haben wir stets eine Entfernung, d. i. eine positive
Grosse verstanden. Ferner sollte « ebenfalls positiv sein, zufolge
unserer ausdriicklichen zu Anfang dieses Paragraphs getroffenen
Festsetzung; so dass also das Product ag, welches wir I'ni't-m mit

bezeichnen wollen, ebenfalls stets posifiv ist. Endlich sei darm

erinnert, dass ¢ fiir cos y gesetzt wurde, mithin zwischen — 1 1:!ul
4+ 1 ht‘;_ft. Wir gelangen somit, wp = # gesetzt, zu folgender
Formel:
:
S0 g o )
ctimd l TT(2n ~1 \' H

und 2ugleich zu der Einsicht, dass diese Formel stets giiltig sein wirds
g ? guig

falls nur x positiv, und c zwischen — 1 und - 1 gelegen ist.
Multiplicirt man nun diese Formel (4.) mit P, (¢)de, und inte-
grirt itber ¢ = — 1... 4 1, so erhiilt man sofort:
5 i A B E () P, a
ca I N\ = \ -
¢ P.(c)dec = =S ) —
’ m{C. TEm) "\ 2m 4 1

—1
oder, was dasselbe ist:
a1

f ‘r,:""f’_..rf.r'\_ de,

-._-)- e T l‘l
( '."\J T( .u ]-
=5 (m) R

&
g \

cine Formel, die cbenso wie die Formel (4.), immer gelten wird, falls

nur « positiv ist, Aus derselben ergiebt sich z B.:
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41 -+1
_:E“f\-' ) 1 ’ 2P, (¢)de = { e
sy _'_1
S -1
_)E’ k,""r - 1 A ;'I 1"‘1}1|r H'I:‘ = .‘).’ e f.'ff"‘\
—1 —1
41 7
—~ r ? “ - b 3c- — 1
'_)::zf,:') =1.3.D / r"'-'])z{\{')'l{fg = 15 l gre 28 = ;h_'_‘
=y i -
-+ 1 +-1 2
26;(2) =1:8:5-T ’ e2¢Py(c)de = 105 f eve 28 . ke de,
1 —1 ¥
ete. ete. ete.

Dies sind die Integraldarstellungen der Functionen ©.
Was nun ferner die Functionen T betrifft, so wollen wir, um
fiir dieselben zu einigermassen analogen Integraldarstellungen zu

gelangen, die Formel (8d.) Seite 101 benutzen:

¥ (Y = & (Y ] o -
1 () 1
L, 2 = Ds\& ).

Substituiren wir hier fiir &, (2) den soeben in (6.) cefundenen

Werth, so erhalten wir:

L3 +1
| »
2 ...!_‘.Il,‘! | = I et '('({r_‘ —:— [ e p
g | 1
oder, was dasselbe 1st:

-1

OF ey ') /

2%, (2) = [ e (e +
-1

Auf Grund dieser Formel ergeben sich nun aber, unter Anwendung

der recurrenten Relationen (12.), Seite 103 folgende Darstellungen:

03 Lo il L ’ { o '} I o
ZA,\2) = s ¢ o] @C,
i J
-1

<4 i_.f_‘_'l ]

|
|
|
|
——
e
"o
|
|
e

-4 1
o 1 ( 3 3
25 (x) i3 If‘ (.f;--ll-— -:, _J.{rt,
£ o I 0 &£
-1
-1
] / ) g 1
o i [ 2¢ sl A BT b
2%, (x) 1-3 :.I e (¢ TR . A E N E
-1
1 r i 5P 30¢* 105¢ Hr.’})
51 | | : :
.,.L:{‘.r} Hig ;-";_"’ (r b S I TYH SRR de,
- 1
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[ch habe diese Formeln (9.), von denen weiterhin fein Gebranch
cemacht werden wird, hier nur canz beiliufic angegeben. Sie sind
schon deswegen unbefriedigend, weil das Gesetz der in ihnen auf-

tretenden Zahlencoefficienten nicht gut ersichtlich ist.

§ 6.
Weitere Eigenschaften der Funectionen &, T, €, D.

Bevor wir dieses ('n]1itl'l abschliessen, ist es nothwendig, noch
auf eimige Formeln aufmerksam zu machen, die weiterhin von be-
sonderem Nutzen sein werden.

Die Functionen:

= " i Il ’ ! |
”"J_'J(zl T 2@n+3) " 2. 4@n+3)@2nF5) ),
(1)
r y
X, (x) = a—n—1 (1 =1 %
A ¢ ( (@n— 1 2. 4(2n—1) (2 3 ' )

sind [vel. (13.), (14.) Seite 93] in unsere Betrachtungen hinein
oetreten als particulare Integrale der Differentialgleichung:
R e
(< 3 e el Mo ‘
(2.) (@25 ) = [&® + n(n + 1)]F;

und diese Gleichung ist offenbar auch so darstellbar:

, A F dIr e 4 3
2a.) ' == 4+ 20— =[2" 1+ n(n 4 1)] F.

\ : : \ x : [ o WU ;
Ferner sind die Funectionen €, © von uns definirt worden durch

die Formeln (47.), (49.) Seite 100:
: Sk S
e Qu(x) =&, (2) + .S, (7), :
(D) . Fis . (—1 (25 TT(m)\~
\ 9 N e e S e Al 2 :
o t.-’) = -\._;l__-'.| " i WO ]._ WO d,= eEET (.—[ 3, ]

-

Folglich sind diese Functionen €, ®© ebentalls particulare Integral
der Differentialgleichung (2.) oder (2a.

Substituirt man in der Gleichung (2a.) zuvirderst die parti-
cularen Integrale (1.), so erhilt man:

28, (z) + 226, (z) = [2*+ n(n 4+ 1)]S.(z),
-‘3.'!) —‘: 24 I._.IIIJ,' = |.?.'f —{—- H(I‘ —|- 1 11{1‘

Multiplicirt man nun diese beiden Formeln respective mit T, (2)

ud — &, (z), und addirt, so ergiebt sich:
?[T(2) 8, () — ©,(2) T, ()] + 22[T.(2) S, () — &, (2) T, ()] =0,

und hieraus durch Integration:

(4.) 2 [,(2) &, (2) S, () E, ()] = Const.
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Die hier auftretende Const. ist leicht angebbar, niimlich 4 (22 4-1):

wie sich solches sofort ergiebt, falls man die Werthe (1.) in (4.)

substituirt Somit erhilt man die erste Formel des folgenden
Systems:
o R 2n -1
Ry l'\_r'h:__ () — Sp(2) &, W) = :
- e g ~ 7 i~ e Zn -1
(.) C.(2) &, (z) — &, (\.J'___IQJ. (&) = —r—,
as ~ rr A o 2n 41
),_,.\',a',‘);:,_. () — &,(2)D, (z) = —

Die beiden andern Formeln ergeben sich aus der ersten sofort,
falls man nur einen Blick wirft auf die Gleichungen (o)

Weitere Formeln. — Die Function &, (z) geniigt der Differential-
gleichung (2.) Folglich ist:

1 ; \ — ~
(g2 3, () = [2* 4+ n(n 4 1)] . (2).

dx \

Vertauscht man hier die Variable z mit ez, wo « eine belichine

Constante sein soll, so erhiilt man:

d S s e
- (:c.r"c,,. (az)) = [a*z® + nn 4+ 1)] 8, (az),
o \ / '
oder, falls man fiir den Augenblick &,(az) = U setzt:
o o @ U\ 5.4 ; R,
(6.) i (2° = ) = la*2* 4+ n(n + 1)] U,

oder ein wenig anders geschrieben:
: A Ly AR T 3
() e e 2 - = [e"a® + n(n 4+ 1] 0.

E ol

In analoger Art wird sich offenbar fir &,(8z) = 7~ die analoge
Formel ergeben:

; _..:"'I“I-J_.) g f o S \1 17

[\‘} o dxt | =X I — Ifj C e A '_+' l'| ly
wo 8 eine zweite Constante vorstellt, die ebenfalls ganz beliebig zu

wiihlen ist. Multiplicirt man die Formeln (7.) und (8.) respective

mit — 7 und 4+ U, und addirt, so erhilt man:
o L T Ol (k) 2 =adth)
P 2 . Jiat GYRE, - : CREREP
[.H'.} = E\{ da* I dzt ’ I g2 l{ dax I ( _r') l'l) - ; " ]

oder, was dasselbe ist:

A T ol L d U\
i‘“]'\:l da “ (IJ dax : ! da ]

| = k,lJ" —a)x*UV.

Diese Formeln (6.), (7., (8), (9., (10.) werden offenbar nicht
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nur fiir die Funection &,, sondern fiir sdammtliche Intecrale der
Differentialgleichung (2.) gelten, also z. B. auch giiltig sein fiir T,

ogelangen wir, aul Grund der beiden Formeln

C,, D,. Demgemiiss
(6.) und (10.), zu folgendem Satz:
Satz. Fs seien o und B beliebige Constanten. Ferner be-

zeichne U irgend eine der Functionen

(11.) Galax), FTi(ez), Cilax), Dy(az),

und V irgend eine der Functionen:
(12.) S.(Bz), T.(Bz), C.(Bz), D.(B2)
Dabei mag dahingestelll bletben, ob U und V emander entsprechende
Functionen der beiden Reihen (11.) und (12.) sind, oder nichi.
Alsdann werden fiir U wund V stets folgende Formeln gelten:

5 d [, dl) S el ;
(13) = {r = ) =[e®2® + n(n 4+ 1)] U,

. CRIpeR sy (e G -

(14.) =& (\r‘ e )| = (B

von denen die eme nwr U, die andere aber gleichzeitiy U wund
enthalt.

Setzt man z. B. U =

R L 9 9 ~ :
T (J.'“a S, ‘.“-*'j) = [’z n(n 4 1)] ©(ez),

v

S, (ax), so ergiebt sich aus (13.):

oder. was dasselbe 1st:

1 (28, (ax) s S (L1
, LJ - )=(J._ i ot 1)

(15.) e = Aez).

®

In ganz analoger Weise wird man offenbar erhalten:

a !’

4 (@D, (ax) /72 Alh AN L :
(16.) -~ (——) = (#* + =——) Du(ex).
. / da \ s / \ o /

U. s. w. — Dabei sei noch bemerkt, dass die Formeln (15.), (16.)

z. B. fiir n = 0 folgende besonders emfache Gestalt annehmen:
(17.) el ) =28 (an),

d (2D, (ax))
3 A GRS R SR

(18.) dx t « ) & "“"‘(“‘

Setzen wir nun ferner, um zu einer andern Anwendung unseres
Satzes iiberzugehen, U = €,(ez) und V = &,(f«), so erhalten wir

aus (14.):
d [

7 J_(.r':] S («z)BS, (fz)—S,(fr)e S, (aa ']]- - (" —a”)a

28, (ax)S,(Bx),



Entwicklung nach Kueelfunctionen

oder, was dasselbe ist:

d (.r 1S, (ex)p&, (B S (fr)as,
dmx P‘- o
1 D (e \BE AR+ = o
i (ol | ) 0T P, (Pd =i ey g
r.f'.a' ( i“ [
Formeln (15.)

- w. — Diese
werden uns im folgenden Capitel

fiihrung gewisser Integrationen.

)\ N | 55r
} = "o,lax)o,(px).

Ebenso wird sich offenbar z, B. auch folgende Formel ergeben :

ax)S,(fa

CLE L SEEE Y, (CER) - (19,
leisten zur

j_fllt'l' Dienste

} ;

(20))

Aus
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