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Neuntes Capitel.

Ueber die Infegration der Differentialgleichung: AW = «*V
unter Anwendung der Methode des arithmetischen Mittels.

Durch Anwendung meiner Methode des arithmetischen Mittels
kann man bekanntlich eine Function W = W(z, y, z) construiren,
welche innerhalb einer geschlossenen Fliche o die Gleichung

(1. AY =0,
und zugleich anch gewisse Stetigkeitsbedingungen erfiillt, und welche
itberdies auf jener Fliche o \'l'l'\'_’:!_‘ﬁi']‘ll'if'llll_']ll' Werthe besitat: VOr-
ausgesetzt, dass die Fliche o (mit etwaiger Ausnahme irgend welcher
ebener Theile) iiberall convex ist.

Im Folgenden werde ich nun zeigen, dass man mittelst der
genannten Methode auch eine gewisse allgemeinere Aufsabe zu losen
im Stande 1st.  Diese alloemeinere Aufgabe unterscheidet sich von
der soeben genannten nur dadurch, dass an Stelle der Gleichung (I.)
folgende Gleichung tritt:

@y AY = 'Y,
wo a eine gegebene Constante sein soll. Ja es ergiebt sich sogar,
dass diese neue Aufgabe, falls ¢ wirklich > 0 ist, weniger Schwierig-
keilen darbietet, als jene frithere Aufgabe.

Noch sei bemerkt, dass die in Rede stehende allgemeinere
Anfgabe im Folgenden nicht nur fiic den Imnenrawm der gegehenen
Fliche o, sondern ebenso auch fiir den Aussenrawm derselben bhe-
handelt werden soll. Ausser dem A wird iibrigens in diesem Capitel
auch das Zeichen O angewendet werden. [Vgl. (f) Seite 62].

L.

cor

Definition der Fundamentalfunctionen des Raumes (.

Der ganze unendliche Raum T sei durch eine geschlossene
Fliche o in zwel Theile zerlegt, in einen iiussern Theil 2 und
einen innern Theil J:




(1.)

-
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Die Fliche o mag weder Ecken noch Kanten besitzen, vielmehr
iiberall von stetiger Diegqung sein, Auch mag sie mit all’ ihren
Punkten ém Endlichen liegen.

Der Raum A erstreckt sich nach aussen hin iiberall ins Un-
endliche, und ist also nach aussen hin unbegrenzf. Demgemiiss be-
sitzt der Raum U nur eine einzige Begrenzungsfliche oder Ober-
fliche; und diese ist repriisentirt durch jene gegebene IFliche o.
Desgleichen besitzt offenbar anch der Raum J nur eme einzige
Oberfliiche, die ebenfalls identisch sein wird mit jener gegebenen
Fliiche o.

Durch die Fliiche o zerfallen alle iiberhaupt vorhandenen Raum-
punkte in drei Kategorieen, niimlich erstens in die auf o befindlichen
Punkte s, zweitens in die iunerhalb U befindlichen Punkte a, und
drittens in die nnerhalh § liegenden Punkte j. Wir verstehen also
unter den innerhalb A liecenden Punkten a diejenigen dem Raum
A zugehdrigen Punkte, welche von seiner Oberfliiche o durch irgend
welche (wenn auch noch so kleine) Entfernungen getrennt sind.
Desgleichen verstehen wir unter den dnnerhalhd J liegenden Punkten j
diejenigen dem Raum J angehorigen Punkte, welche von seiner
Oberfliche o durch irgend welche (wenn auch noch so kleine) Knt-
fernungen getrennt sind.

Hin und wieder wird es nothwendig sein, die beiden Kategorieen
a und s zusammenzufassen, auf einmal in Betracht zu ziehen. Und
dabei erscheint es zweckmiissig, diese Punkte a, s kurzweg als die
(Gesammtheit derjenigen Punkte zu bezeichnen, welche in Lrstrechung
oder in ganzer Erstreckung des Raumes U sich befinden. Desgleichen
migen die Punkte j, s in ihrer Gesammtheit als diejenigen bezeichnet
werden, welche in Erstreckung oder in ganzer Erstreckung des Raumes
S sich befinden.

Definition. — Wir wollen nun im  gegenwirtigen Capitel unter
eimer Fundamentalfunction des Rawmes U jedwede Function
U= U(z,y,z) verstchen, dic folgenden drei Bedingungen entspricht:

Erstens. — In ganzer Erstreckung des Rawmes A soll dic

Function U= U(z,y,z) ecindeulig und stetig sein.

Zweitens. — Innerhalb U sollen die nach x, y, z genommenen
Ableitungen der Function U idiberall stetig sein. Und ausserdem soll
innerhalb W diberall die Differentialgleichung: AU = «* U erfiillt
sein, wo « eine beliebig gegebene positive und von Null verschiedene
Constante bezeichnet.
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Drittens. — Die Function U soll in allen wnendlich fernen
Punkten des Rawmes U cin und denselben endlichen Werth be-
sttzen.  Oder genaver ausgedriickt: Denlt man sich wm irgend einen
festen Punlit (als Centrum) eine sehr grosse Kugel beschrieben, so soll
die Function ausserhalbd dieser Kugel Werthe besitzen, deren gegen-
seitige Differenzen durch Vergrosserung des Kugelradius unter jeden
beliebigen Kleinheitsqrad hinabdriickbar sind.

Wir werden uns im Folgenden die Aufgabe stellen, diejenige
Fundamentalfunction des Raumes A zu finden, welche auf der
Oberfliche dieses Raumes, d. i. auf der gegebenen Fliche o, vor-

geschricbene Werthe besitzt, Zuvorderst aber wollen wir im folgen-

den Paragraph die Fundamentalfunctionen des Raumes I definiren.

el
Definition der Fundamentalfunctionen des Raumes 3.

Diese Definition mag genau ebenso lauten, wie die filr den
Raum Y, nur mit dem Unterschiede, dass die dritte Bedingung
fortfiillt.

Definition. — Wir wollen nimlich unter einer Fundamental-
function des Raumes 3 jedwede Function U= U(z,y, 2) verstehen,

die folgenden beiden Bedingungen enispricht :

Erstens. — In ganzer Erstreckung des Raumes X soll die
Function U= U(z,y, 2) cindeutiy und stetig scin.
Zweitens. — Innerhald I sollen die nach =z, i, 2 gebildeten

Ableitungen der Function U idiberall stetig sein. Und ausserdem soll
innerhalb J iiberall die Differentialgleichung: AU = «*U  erfiillt
sein, wo e ene beliehiy gegebene positive und von Null verschie-
dene Constante vorstellt.

Wir werden uns im Folgenden die Aufgabe stellen, diejenige
Fundamentalfunction &/ des Raumes § zu finden, welche auf der
Oberfliiche o dieses Raumes irgend welche vorgeschricbenen Werthe f
besitzt. Dabei kommt zuvirderst die Frage in Betracht, ob diese

Aufgabe nur eine Liosung zulisst.

Existirten zwei Fundamentalfunctionen des Raumes 3, etwa U

und U’, welche heide jene vorgeschriebenen Oberflichenwerthe f

besitzen, so wiirde offenbar die Differenz

o R

eine Fundamentalfunction des Raumes J sein, welche auf der Ober-
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fliche o allenthalben = O ist. Bringt man daher auf diese Function
u die bekannte Green'sche Formel®):

. * du :
(4. I (O - uldwdr = l " do

. dn

in Anwendung (in welcher die Integrale iiber alle Volumelemente
dr, resp. iither alle Oberfliichenelemente do des Raumes § aus-
_‘_“l'dt'}lllt sind, und in welcher n die innere Normale des Elementes
do bezeichnet), so werden rechter Hand die den Elementen do ent-
sprechenden Werthe » alle = 0 sein. Auch wird das links be-
findliche Awu nach (2.) identisch sein mit «’u; sodass also die
Formel iibergeht in:

(5.) ’ ‘(Du + o*uw¥)dr = 0.

Hieraus folgt sofort, dass u im Integrationsraum I iiberall constant,
und zwar = 0 sein muss. Somit ergiebt sich aus (3.), dass im
Raume  iiberall U= U 1ist.

Existirten also zwe: Ldosungen U und U’ der gestellten Auf
gabe, so miissten dieselben unter einander identisch sein. D. h.

6.) s kann in Wirklichkeit nwr eine Lisung cxistiren.

Diese einfachen Ueberlegungen leiden indessen an dem Uebel-
stande, dass die Ableitungen der hier betrachteten Fundamental
functionen U, U and u = U— U’ [pach der in (1.), (2.) gegebenen
Definition]| nur énmerhalb 5, nicht aber in ganzer Lrstreckung von
3 als stetig anzusehen sind, und dass daher die Anwendung der
(ireen’schen Formel (4.) auf diesen Raum J nicht ohne Weiteres
zuliissig  erscheint. Wollen wir diesen Uebelstand beseitigen, so
sind wir gezwungen einen wesentlich andern Weg einzuschlagen;

was im folgenden Paragraph geschehen soll.

(3]

§ 3.

Allgemeine Eigenschaften der Fundamentalfunctionen des
Raumes 3.

Es sei U= U(x,y,#) irgend eine Fundamentalfunction des
Raumes . Man markire nun innerhald § irgend einen Punkt p,
und beschreibe um p (als Centrum) eine ebenfalls mnerhall
liegende Kugel, d. h. eine Kugel, deren siimmtliche Punkte inner-

*) Vgl. C. Newmann: Theorie des Logarithmischen und Newton'schen Po-
|’C}f|’¢“tl£$_, [‘!_‘i]JKig, I-‘i?:, Seite 18, Nr. -IUPII.
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halb 3 sich befinden. Alsdann sind @7 selbst, sowie auch seine
Ableitungen, i ganger Erstrechung dieser Kugel stetig: sodass man
also auf diese Kugel mit vollem Recht die Green’sche Formel®):

/ -

'l AUdr -Tf.’ :j,‘ d O

dnzuwenden vermag. Dabei sind die Integrationen iiber alle Volum-
elemente dr dieser Kugel, respective iiber alle Oberfliichenelemente
dO derselben ausgedehnt zu denken. Ueberdies repriisentivt I den
Radius der Kugel, und zugleich auch die Richtung der dussern
Normale des Ilementes (.

Nach (2.) Seite 2064 ist A U= «*U. Ferner ergiebt sich bei
Anwendung der Polarcoordinaten g, #, ¢, und falls man cos & — g
setzt: dr = o*dodudy. Yolglich kann man die Formel (1.) auch
so schreiben:

I

o ]l ’ Ug*dodudy = I : j ao,
0

oder, falls man o*dudy¢ = do setzt, auch so:
’
= /2 s S 21T
(f."l (\”{9,’ {:.fm') —_I SR d 0.

o

Hier bezeichnet offenbar do das Element einer um den Punkt
p mit dem Radins o beschriebenen Kugelfliche @:; withrend dO
das Element einer concentrischen Kugelfliche O vom Radius I
vorstellt, Um nun der Formel (2) eine etwas einfachere Gestalt
su geben, wollen wir das arithmetische Mittel aller auf der Kugel-
Hi'u-lw w 1[1‘}__{1’]!!11']1 v"- \\l‘[l']:fm \’!’t'.-‘t'}l[l’l.l!'ll S:-ill \\'\']'II ]l Jl:ll']| !!l‘l[l

Radius o dieser Fliche o, mit (o) bezeichnen, also setzen:

& ’jlf-r:’l: .]..Il‘f'y'rr".'arf P .,.}.{Irf‘.{[,g’::u

{ = == P A= — '\
x’('Q; ]' dmwo* 4
dom »

Alsdann ist offenbar:

TN e Ll . L H':j.'.l‘Jl g P U 7
4xf(0) —]] Ududy, mithin: 4= do If T dudy,
oder, falls man mit ¢* multiplicirt:
9 e 7 2 H{]':r_ﬁ- *cU
-I:rg',u'tlg)—-’[ Udw, uwnd 4mp do =I e do,

* \'_"I C. Neumann: Th. des Log. w. Newt. Potentials, |.l‘i11:f.]_l_{ 1877,
Seite 18, Nro. 40«.
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oder, falls man diese Formeln auf die Kugelfiiche O anwendet,
mithin ¢ und dw respective in B und d 0O iibergehen lisst:

3 = \ 2 oo
4R f(R) = [Ua0, wd 4xp @ _ (100 40

Mittelst dieser Formeln (4.), (5.) gewinnt nun die Gleichung
(2.) folgende Gestalt:
Fid

Pt Qs % g G (R)
o« [ do-4moif(o) = 4n 2" ’; 5
[ 2 o

U

Hieraus ergiebt sich, falls man nach R differenzirt:

e o A2f(R o df(R
(6.) eI f(R)= K aRE T 20 50
d. 1
9T Ty .,HI"._H.' lr.f‘[!lz:r"
25 hl{ LL) i h .rfjlffl"' _{ ey
|l. 1
St M R R
e[ Rf(R)] = R
Nunmehr ergiebt sich durch Integration:
(7.) Rf(R) = Ge=® 4+ Heok,

oder ein wenig anders geschrieben:
—

aR__ —aR ot
(8.) [(Ry= K <—— |- T,

_}. e R
»
wo G, H und K, L unbekannte Constanten sind.

Fibenso wie diese Formel (8.) fiir die um den Punkt p mit dem
Radius R beschriebene Kugelfliche O gilt, ebenso wird offenbar
fiir die um jenen Punkt p mit dem Radius o beschriebene Kugel-
fiche @ die analoge Formel gelten:

L

0 — &0 ap | @0
. X g N == g .

(2:) f=K*° = S s

0 0

Nun sollte aber U eine Kundamentalfunction des Raumes
sein. Demgemiiss ist U selbst, und ebenso auch das in (3.) mit
f(@) bezeichnete arithmetische Mittel, im Innenraum der (innerhalb
J liegenden) Kugel O iiberall sfefig, mithin daselbst auch iiberall
endlich. Folglich muss der in (9.) fiir f(o) erhaltene Werth endlich
bleiben fiir ¢ — 0. Folglich muss die dortige Constante 7, =0
sein. Man erhilt daher:

@ @ i

€ —

(10-) o) =K

Neumann, Fernwirkungen 17

(4]
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12.)

(15.)
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Hieraus ergiebt sich z. B.: f(0) = 2e K, d. i

U,= 2aK.

Denn £(0) ist, zufolge der in (3.) fiir f(o) gegebenen Definition,
nichts Anderes als derjenige Werth U,, den die Iunction U im
Centrum p der betrachteten Kugel besitzt. Aus (10.) und (11.) folgt

durch Elimination von K sofort:

AP . &8N — g
fle)= U, Ses

so dass man also zu folgendem Satz gelangt:

Erster Satz. — FEs sei U irgend eine Fundamentalfunction des
Raumes I, [vgl. die Definition Seite 254). Markirt man alsdann
irgendwo innerhalb I einen Punkt p, und beschredbt man wm p (als
Centrum) eine vollig innerhalb I liegende Kugel, deren Oberfliche o

heissen mayg, so wird das arithmetische Dittel :
I Udw

Ja-
aller auf o liegenden U’s den Werth haben :
[Uvie an g
Jdo ‘

2ao

wo o den Radius jener Kugelfliche, und U, den Werth von U im
Punlite p vorstellt.

Man kann die Gleichung (14.) offenbar auch so schreiben:
ot s Nl J Uda

\ - e e e ‘].rf‘u

und hieraus ergiebt sich, was die absoluten Werthe der U’s be-
trifft, foleende Formel:

: ool Aot ' ..--‘1},_-: Dde
(1+ TT] “':_r'[‘|_:‘,+"')ilbi"j U, < ,_l__ ] sl
. o w

Nach unserer Voraussetzung [vgl. (2.) Seite 254] ist a« eine
von O verschiedene Constante. Denkt man sich nun den Radius ¢
ebenfalls von 0 verschieden, so wird die linke Seite der Formel
-:\]i').} wirklich verkleinert werden, sobald man die dol‘tigt‘ RReihe

1 4 ozt Yhictpt
BT T




Die Methode des arithmetischen Mittels, 2569

auf ihr erstes Glied, d. i. anf 1 redueirt, — worausgesetzt, dass
abs -‘"}, >0

Somit ergiebt sich also aus der Formel (12.):

3 I (abs U)dw G J
abs U, < +——— , vorausgesetzt, dass abs U, > 0 ist;

.; ”rl.'i
die Zeichen << und > im strengen Sinne genommen.

Das abs U, wird also, wie die Formel (16.) zeigt, wirklich
kleiner sein als das arvithmetische Mittel aller auf der Fliche o
vorhandenen abs . Folglich wird jenes abs f,‘.,, an Grosse wirklich
ibertroffen werden von einem gewissen auf der Fliche o liegenden
abs U, d. 1. von einem gewissen innerhalb J liegendem abs (. Doch

gilt das immer nur unter der bei (16.) genannten Voraussetzung,

dass abs U, > 0 ist. Wir gelangen daher zu folgendem Resultat:
Zweiter Satz. — Es sei U wgend eine Fundamentalfunction des

Raumes J.  Markirt man alsdavn irgendwo innerhald I einen
Punlt p, und sefst man voraus, das daselbst vorhandene abs U, sei
> 0, so wird dieses abs U, seiner Grosse nach stels iibertrofien werden
von einem gewissen andern chenfalls innerhalb J liegenden abs U,

Wahrscheinlich wird daher der grisste Werth, den das abs U
in ganzer Erstreckung von J besitzt, niemals innerhalb J, sondern
immer nur anf der Oberfliche von I anzutreffen sein. Um auf der-
artige Vermuthungen niiher einzugehen, wollen wir irgend eine be-
liebige Fundamentalfunction [/ des Raumes I in Betracht ziehen,
dabei aber wvorauwssctzen, dass dieselbe in Erstreckung von I nicht
allenthalben = 0 sei. Markiren wir nun irgendwo innerhalb J einen
Punkt p, so sind, was den dort vorhandenen Werth U, betrifft,
zwel Fiille moglich:

I. Fall: Das abs U, ist = 0. Alsdann muss dieses abs {f
nothwendiger Weise an Grisse iibertroffen werden von einem ge-
wissen andern in Erstreckung von § liegenden abs U Denn an-
dernfalls wiirde das abs U, mithin auch U selbst, in ganzer Er-
streckung von JJ iiberall = 0 sein; was unserer Voraussetzung [_IZ)
widerspricht.

II. Fall: Das abs U, ist > 0. Alsdann wird dieses abs U,
zufolge des Satzes (17.), an Griosse iibertroffen werden von einem
gewissen andern innerhalb J befindlichen abs (7

*) Wiire niimlich abs ( .,«- = 0, s0 wiirde durch die in Itede stehende Re-
duction eine wirkliche Verkleinerung jener linken Seite nicht erfolgen. Viel-
mehr wiirde alsdann jene linke Seite, {rotz der genannten Reduction, bei ihrem
urspriinglichen Werthe, d. 1. beim Werthe 0 wverharren.

1
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In beiden Fidllen gelangen wir also zu demselben Resultat,
niimlich zn der Einsicht, dass das in jenem #nunern Punkte p vor-
handene abs U, an Grisse iibertroffen wird von einem andern in
Erstreckung des Raumes 3 liegenden abs {7, dass mithin jenes
abs UJ, niemals den grissien Werth repriisentiren kann, den das
abs U in Erstreckung von J anzunehmen im Stande ist. Und
zwar wird (weil p nnerhalb § beliebig gewiihlt war) solches stets
gelten, welche Lage wir dem Punkte p innerhalb J aunch zuertheilen
mogen.

Der grisste Werth, den das abs U in Erstreckung des Raumes
3 anzunehmen vermag, liegt also niemals innerhalb dieses Raumes.
Folglich muss er sich befinden auf der Oberfliche desselben. Be-
achten wir, dass dieses Resultat auf Grund der Voraussetzung (f.)
erhalten wurde, so gelangen wir zu folgendem Satz:

Dritter Satz. — FEs sei U iwrgend eime Fundamentalfunction des
Raumes J, und es sei vorausgesetzl, dass diese Iunction nicht etwa
in ganzer Irstreckung von X allenthalben = 0 sei.  Alsdann wird
der grisste Werth, den das abs U in Lrstreckung des Laumes
anzunehmen vermayg, niemals innerhalb dieses Rawmes, sondern immer
nur an seiner Oberfliche o anzutreffen sein.

Diesem Satz kann man, falls es beliebt, offenbar anch folgende
Ausdrucksweise geben:

Andere Gestalt des dritten Satzes. — Dezeichnet U irgend eine
beliebige Fundamentalfunction des Raumes J, so wird der grisste
Werth, den das abs U in Erstreckung von J besitzt, unter allen Um-
stinden auf der Oberfliche von I anzulreffen sein.

Ist insbesondere U in Erstreckung von I nicht allenthalben — 0,
so wird jener grosste Werth nur auf der Oberfliche (niemals im In -
nern von 3) anzutreffen sein.

Ist also z B. U auf der Oberfliche des Raumes I constant,
etwa = (, so wird das abs IJ im Innern dieses Raumes iiberall
< abs C sein. Ist mithin jene Constante € = 0, so wird das abs U
im Innern von :\ iiberall < ”, d. 1. = 0 semn; sodass sich also
folgender Satz ergiebt:

Vierter Satz. — Ist eine Fundamentalfunction U des Rawnies
S auf der Oberfliche von J tiberall = 0, so wird sie auch im
Innern von J allenthalben = O scin.

Sind mithin zwe: Fundamentalfunctionen des Raumes § unter-

einander gleichwerthig fiir alle Oberflachenpunikic dieses Raumes,
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so werden sie auch gleichwerthig sein in allen inmern Punkten des-

selben. So ergiebt sich folgender
Fiinfter Satz. — IFine Fundamentalfunction des Raumes J wird

durch Angabe ihrer Oberflichenwerthe villig bestimmt sein.

Hiemit haben wir endlich den strengen Beweis desjenigen Satzes

erlangt, der zu Ende des vorigen Paragraphs, auf Grund einer ge-

wissen Green'schen Formel, nur -sehr mangelhaft bewiesen war.

Bemerkung_ — l.r'ﬁl'tr-flf;f Sf!'r”.lilr,.fr werden die “‘-.'t'.';u_']:‘.ll]lf,l‘l-ll des
gegenwiirtigen Paragraphs besitzen, wenn man, was die auf Seite 254

cgecebene Definition der Fundamentalfunctionen betriftt, daselbst unter

den Ableitungen von U/ nicht nur die ersten, sondern die ersten und

ziceiten. Ableitungen versteht. Denn alsdann muss jt.'i.lf‘.‘ Bedenken

cecen die an die Spitze dieses Paragraphs gestellte Formel (1.)

Seite 206 verschwinden.

<

Das Analogon eines Gauss’schen Integrals.

Im Jahre 1813 hat Gauss in seiner Theoria Attractionis Corporum
sphaeroidicorum  ellipticorum homogeneorum ein Theorem aufgestellt
(das dortice Theorema quartum, Gauss' Ges. Werke Bd. 5, Seite 9),
welches, unter Anwendung der im gegenwiirtigen Capitel (auf
Seite 253) adoptirten Vorstellungen und Bezeichnungen, folgender-
massen :H'l:-'f_':l'b!pl'Ul'}]t‘ll werden kanu:

Gauss’sches Theorem. — Bezeichnet do cin Ilement der gegebenen
Fliiche o, ferner n die innere Normale des Elementes do, und end-
lich » den Abstand dieses Elementes von ecinem belicbig gegebenen
Rawmpunkt p, so wird das iber die ganze Fliiche o ausyedehnle

Integral :
i
+ iU T
’ ""'[I—rirf.l
. dn
= 0, oder = 2x, oder = 4n sein, je nachdem jener Punkt p inner-

halb A, auf o, oder innerhald I liegl.
Uebrigens werden wir dieses Gauss’sche Integral (1.) in Zu-

kunft mit 2z - w, bezeichnen, also setzen:

|
”f

W, = : 'I. r ({U.

P 29 . dn
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Auch wollen wir, wo es nothic sein sol

die Schreibweise des

Integrals etwas genauer und umstindlicher gestalten, niimlich foloen-
dermassen :
i)

3' Wy — :_':'r-'f .-",: = fl'll".
Daber soll der Index p andeuten, dass unter » der Abstand des
Elementes do von demjenigen Punkte p zu verstehen ist, mit Bezug
auf welchen man diesen Ausdruck e, sich gebildet denkt.

Alsdann wird das Theorem (1.) dargestelit sein durch die Formeln :

(4.) i — U, w., — 1., g — %)

wo a, s, j die auf Seile 253 festgesetzlen Dedeutungen besitzen.
Bemerkung. — In der hier angegebenen Weise lautet das Theorem,
falls man festhilt an der friiher (auf Seite 253 ein fiir allemal cemachten

Voraussetzung, dass die gegebene Fliche o allenthal

>n von steliger
Biequng ist,

Wollte man diese Voraussetzung fallen lassen, also die Fliiche o mit
irgend welchen Ecken und Kanten behaftet sich denken, so wiirde das

fen. Es wiirde

Gauss’sche Theorem einer gewissen Abiinderung bedi
nitmlich alsdann das Integral (1.) filr einen auf o liegenden Punikt p nicht
mehr = 27, sondern = K sein. Dabei ist unter K derjenige Werth zu
verstehen, den die l_h-ﬂ'nuf:;;_f des von irgend einem dussern Punkt an die
Fliche o gelegten Tangentenkegels in dem Augenblick annimmt, in
welchem man diesen iussern Punkt (durch eine geeignete Verschiebung)
in jenen anf o liegenden Punkt p hine

::;lf]t']\ lillh‘:{.

Wir wollen nun die in (1.) enthaltene Function 2 durch

(9.) p(r) = : — . (x> 0),

ersetzen, und fiir diese neue Function ein analoges Theorem auf-

zustellen suchen. Dabel ist zu beachten [vg

. Seite ﬂﬁ[, dass diese
Function ¢(r) der Differentialgleichung:
("'q. -‘.l' G* Qi a1 11

- = ale(r)

(5d.) Ap(r) =c*p(r) d. 1 o e
Geniige leistet, vorausgesetzt, dass man den einen Endpunkt der
Linie » als fest betrachtet, und den andern Endpunkt derselben mit
(#, y, ) bezeichnet. Um niiher auf die Dinge einzugehen, unter-
scheiden wir, je nach der Lage jenes festen Punktes, drei Fille:
Erster Fall: Der feste Endpunkt der Linie r — er may p
heissen. — liegt innerhalb A.  Alsdann ist nach einem bekannten

Green'schen Satz#):

*) Es ist dies dieselbe Green'sche Formel, die schon vorhin in (1.) Seite 256
benutzt wurde.




|,!:"-.
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» ST
[ Aglryde = — [322 g,
oder mit Riicksicht auf (54.):

A *de ()
t-:".’\(p{_)'\frf'r = — I r;r“ do.
N

Hier ist das Integral links ausgedehnt iber alle Volumelemente dz
des Raumes : wiihrend das Integral rechts vollig analog ist mit
dem Gauss’schen Integral (1.

Zweiter Fall: Der feste Punkt p liegt innerhalb §. Man denke
sich um diesen Punkt p (als Centrum) eine vollig inmerhalb J liegende
Kugel & construirt; so dass also der ganze Raum J jetzt in zwel
Theile zerfallen wird, nimlich in den Kugelraum X, und in den
schaalenformigen Raum J — ®. Der vorhin benutzte Green'sche
Qatz ist alsdann allerdings nicht auf J selbst, wohl aber auf I — &
anwendbar. Man erhiilt in solcher Weise:

/ 'llilf"f'l ‘Ji‘_.f.‘l

o nga— 950 g - (28
Die beiden Integrale rechts sind wiedernm analog dem Gauss’schen
Integrale (1.), unterscheiden sich aber dadurch von einander, dass
das eine iiber die Oberfliche o des Raumes J, das andere aber iiber
die Oberfliiche ® der Kugel & ausgedehnt ist. Auch ist im einen
anter n die inmere Normale von do, im andern hingegen unter »
die iussere Normale von dw zu verstehen. Die Normale v ist daher
identisch mit der Richtung der vom Kugelecentrum p nach de
laufenden Linie ». Folglich ist

do(r) de() 14 ar

) (—er, [\.J\l |;_),)i.

TR T ¥ R !
Substituirt man dies in (8., so erhilt man, unter gleichzeitiger

Riicksichtnahme auf (5.4.):

@f_ gmde =— [150do + 15 e [ da,

oder, weil das letzte Integral gleich der Oberfliche der Kugel 8,

d. i, = 4m+*® ist:

D.': I‘ I q:.:.'.j_.\.]{;r Nt ’,I-J(J r r!“ + _1__‘[ 1 _'i_ arle—ar,

dn

Nachtriglich kann nun offenbar die um p beschriebene Kugel

§t beliebig verkleinert werden. Lisst man ihren Radius #» bis zu

(0 abnehmen, so geht J — & iiber in &: sodass man also erhilt:

. P

r - deo(r)
o’ ’: p(r)dr = — I P\ do + 4n.

[
. dn




D
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Dritter Fall: Der Punlit p liegt auf der Fliche o. Von Nenem
denke man sich nm p (als Centrum) eine kleine Kugel §t construirt,
und den den beiden Rinmen I und § gemeinschaftlichen Theil mit
& bezeichnet. Alsdann wird der vorhin benutzte Green’sche Satz
nicht anf I selber, wohl aber auf J — @ anwendbar sein. so dass
man also, an Stelle von (8.), gegenwiirtig folgende Formel erhiilt:

I_ \. .f_\q u‘_:i'_\jn"r —_— — I"rfr{ \7) o — l‘rh‘ B4 rftdj

. dn dv

wo die Integrale rechts dieselben Bedeutungen haben wie in (82,
nur mit dem Unterschiede, dass die Integrationen gegenwiirtig he-
schriinkt zu denken sind auf diejenigen Theile der Flichen o und @,
welche die Hi'_'_'_'t‘!‘]l?’.llltj.;' des Raumes § — & ausmachen.

Man kann nun diese Formel (11.) Schritt fir Schritt in genau
derselben Weise behandeln, wie vorhin die Formel (8), und ge-
langt in solcher Art, wie leicht zu iibersehen ist, schliesslich
folgendem Resultat:

YAl

a . *do(r
o l q.(_r'JEKT = l g {j ! do —:'— 2x

/O 0 o

Denn die gegebene Fliche o soll nach unserer ein fiir allemal ge-
troffenen Festsetzung [vgl. den Anfang des § 1, Seite 253] allent-
halben, also z B. auch an der Stelle des Punktes p, von stetiger
Diegung gedacht werden.

Bemerkung, — Wollte man diese Festsetzung fallen lassen, so wiirde
die Formel (12) ebenfalls noch richtie bleiben. Nur miisste man alsdann
ihr letztes Glied 2z durch K ersetzen, wo K die friiher (Bemerkung,
Seite 262) genannte Bedeutung besitzt. a

Die Resultate (7)), (10.), (12.) der soeben hehandelten drei
Fille lassen sich leicht zusammenfassen. Eine solche Zusammen-
fassnng fithrt zu folagendem Satz:

Neues Theorem. (Analogon des Gauss’'schen Theorems). —
Irgendwo im Rawme sei ein fester Punlit p gegeben. Mit ;’;’r:,:‘uy auf
dicsen Punkt p bilde man unter --Imrf.-udu;q; der Function :

e
€

o (f) ST (@ > "}:}’

das dem Gauss'schen Integral [(1.) Seite 261) analoge Inltegral:

*dolr) Tdo(r)] ,
I do oder l | J | do 3
. dn o L dn

sowie auch folgendes iiber alle Volumelemente dv des Raumes S sich
ausdelmende Integral:




(15.)

(19.)

(20.)
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] 'l

«* I P ?'j:fr oder «F l\ .'T'("' "|."{T'

Hier soll der Index L |_r'r’-*f.i!.-'r1 wie in (3.) Seile _'_‘Fa"_’f rmr](afr’:'n, dass
der cine /',-aaffjm.‘}h{." der Linie r in I,u'r'nr.-r.f fff.t-fr.u Punlkte P eu denken
ist; so dass also diese Linie r den Abstand der Elemente do und dv
von jenem festen Punkt p vorstellt.

Alsdann wird die Swmme der beiden Ausdriicke (14.) und (15.)
entweder = 0, oder = 2, oder = 4x sein, je nachdem jener Punkt
p immerhal A, oder auf o, oder inmerhalb J lieyt. Bedient man sich
also der Buchslaben a, s, j in dem friiher (Seite 233) festgeselzlen
Sinne, so werden die Formeln stattfinden:

l Babdes 'fi(u + @ I.\|_f‘[-.1'l|.f1.?’f=”,

. . dn
l‘.iff (1) lo - / (o). d .6}
J Uan |0+ ) [p(r)ldr = 2=,
(‘Tdg(r) - s . j
, dr |_{!!fa == (¥l /.lq"'._'i”_rﬂt — 4.
- - b va

§ b,
Sich anschliessende Betrachtungen.

Irgendwo im Raume sei ein fester Punkt p markirt; und mit
Bezug auf diesen Punkt p sei das Integral gebildet:

/\ [p(?)], dr.

Der Werth dieses Integrals (19.) wiirde sich offenbar, weil die
Funetion ¢ (), (13.), durchweg positiv ist, verkleinern, falls man den
Raum I verkleinern, z B. denselben auf Null reduciren wollte.
Andrerseits wiirde der Werth des Integrals (19.) sich vergrissern,
sobald man den Raum J vergrissern, z B. denselben iibergehen

lassen wollte in den ganzen unendlichen Rawm T. Somit ergiebt sich:
0< J [p()]dz < J_[9()],dr,

die Zeichen < < im strengen Sinne gedacht.

Das letzte der beiden Integrale (20.) ist aber, anf Grund unserer
fritheren Untersuchungen [vgl. Seite 121 (15.)] leicht angebbar.
Beachtet man niimlich, dass die Constante « im gegenwiirtigen
Capitel stets > 0 (niemals = 0) sein soll [vgl. Seite 254 (2.)], so
ergiebt sich aus jenen Untersuchungen, dass das in Rede stehende
Integral




(21.)

(23.

(24.)

(20a.)
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4

ot

ist. Somit gewinnt unsere Formel (20.), falls man sie noch mit «?
multiplicirt, die Gestalt:

0 < ¢? l\ [p(r)],dr < 4=.

ef 5

Und zwar wird diese Formel giiltic sein, welche Lage man dem
festen Punkt p auch immer geben mag.

Wir wollen nun fiir p einen auf der Fliche o [d. 1. auf der
Oberfliiche des Raumes J] liegenden Punkt s nehmen. Alsdann

1st nach (21.):

0 < @ /\ ()], dr < 4=,

wo der Index s andeutet, dass unter » die Abstinde der Elemente

dr von diesem Punkte s zu verstehen sind. Aus (22.) folgt sofort:

2x% > 2% — o f [o()]dz > — 27,

also nach (17.):

X Tdo()]
S, - o
4T > l ‘ 0 we——s]

iy L dn .|< d = &

oder einfacher geschrieben:

abs _]] ’ |th{' % [ do < 1.

“Te

Und zwar sind in all’ diesen Formeln (21.), (22.) (23.), ebenso wie

) oy \=0.),
in (20.), die Zeichen << und > im sfrengen Sinne zu verstehen.

Welche Lage man also auch dem festen Punkte s auf der ge-
gebenen Fliche o zuertheilen mag, stets wird der in (23.) ange-
gebene Ausdruck wirklieh kleiner als 1 sein. Es wird mithin dieser
Ausdruck, falls man den Punkt s auf der Fliche o beliebig herum-
wandern liisst, fortdauernd wirklich kleiner als 1 bleiben. Und es
wird daher solches z. B. auch gelten von dem grassten Werth A,
den dieser Ausdruck bei einer derartigen Wandernng anzunehmen
im Stande ist. Somit ergiebt sich:

=51

sodass also jener griosste Werth 2 zu bezeichnen ist als ein posi-
tiver dchter Bruch. Demgemiss gelangen wir zu folgendem

Satz. — Unler Anwendung der Function:

—ar

p(r) = s = (¢ > 0),
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bilde man fiir irgend cinen auf der Fliche o liegenden Punkt s den
Ausdruch:

- 1 / e g(r)] 7
HA RS | [ 0,
27/ dn : '

wo n die innere Normale des Elementes do bezeichnet, wund wo der
Index s andeuten soll, dass unter r die Abstinde der Ilemente do
von jenem Punlkte s zu verstehen sind.

Der Werth des Ausdrucks (26.) st offenbar abhingig von der
Beschaffenheit der Flicle o, ferner von der Grisse der in @(r) ent-
haltenen Constanten e, und endlich von der Lage des avf o markirten
Punlites s.  Es wird mithin der Werth dieses Ausdrucks (26.) sich
dndern, sobald man den Punkt s auf der Fliche o herumwandern
lisst.  Und der grisste Werth A, den der Ausdruck (26.) bei einer
solchen Wanderung anzunehmen im Stande ist,
abhéiingen von der DBeschaffenheit der Fliche o und von der Grisse

wird daher nur noch

der Constante «; sodass also dieser grisste Werth 4, falls e in be-
stimmter Weise gegeben ist, zu bezeichnen sein wird als eine der
Fliche o zugehirige Constante.

Aus dieser Definition der Constante A folgt sofort, dass fir alle
auf o gelegenen Punkte s die Formel stattfindet:

1 Tdoe(r)] .
abs | ——<|'do < 7.
PUE '_’rr.l L dn e

Insbesondre aber ist zw bemerken [vgl. (24.)], dass diese Constante A
ein positiver dchter Bruch ist.

NB. Die Constante « soll, wie z. B. in i‘_if:‘l,'J von Neuem mar-
kirt ist, im gegenwiirtigen Capitel stets > 0 (niemals = 0) sein.
Val. Seite 254 (2.). Fiir « = 0 wiirde der vorstehende Satz nichi
mehr gelten; wie man leicht erkennt, falls man nur beachtet, dass
die zur Ableitung dieses Satzes benutzten Formeln (20a.), (21.),

(22.) ete. auf den Fall « = O nicht ohne Weiteres anwendbar sind.

o

Ueber gewisse Oberflichenintegrale, die analog sind mit dem
Gauss’schen Integral. (Theorem fiir den Raum ).

Irgendwo 1m Raume sei ein Punkt p markirt. Das demselben

entsprechende Gauss’sche Integral [Seite 261 (1.), (2.), (3.)] lautet:

1
| d
1

ro|
Wy = ~ I litseda
- 29 e dn |p




(4.)

(4a.)

(4Dh.)
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Neben diesem Integral wollen wir gegenwiirtic noch folgende Inte-
grale in Betracht ziehen:

1 *rdo(r)

p == ] : do

£ 2T e ~ dn Jp

und LR
W, =5 | |Z%2]| fudo,
wo ¢(r) die Function vorstellen soll:
o(r) =", («>0).
Das Integral w, soll in genau derselben Weise gebildet sein,
wie das Gauss'sche Integral w,, (1.), nur mit dem Unterschiede, dass

: : 1 . 3 ; N :
dabei, an Stelle von -, die Function ¢(r) benutzt wird.
. : )

Was ferner das Integral W, betrifft, so denke man sich auf
der Fliche o irgend eine bestimmi gegebene Function [ ausgebreitet.

genau derselben Weise gebildet

Alsdann soll dieses Integral W, in
sein wie das Integral w,, nur mit dem Unterschiede, dass jedem
Element do noch derjenige Werth f, als Factor beigefiict wird,
den jene Function f im Elemente do besitat.

Dabei sei bemerkt, dass die Function ¢(r) folgendermassen
darstellbar ist [vgl. Seite 69, (3.)]:

p(r) = : + a(r),

wo alsdann 6(r) eine dwrchweyg stefige Function repriisentirt:
: ] .3 YA

Liisst man den Punkt p durch die Fliche o hindurchgehen,
also etwa von einem Punkt a zu einem Punkt s, und dann weiter
zu einem Punkt j iibergehen, so #indert sich w, in wunstetiger Weise.
Iis ist niimlich nach dem Gauss'schen Theorem (Seite 261, 262):

we =0, wy=1, w=2.

Und demgemiiss steht zu erwarten, dass jene neuen Functionen w,
und W, mit analogen Unstetigkeiten behaftet sein werden. Wir
stellen uns die Aufeabe, diese Unstetigkeiten genauer zu unter-
suchen. Daber wollen wir voraussetzen, dass jene auf o ausgebreiteten
Werthe [ auf der Fliche o allenthalben stetig sind.

Wir denken uns auf der Fliche o irgend einen fesften Punlit »
markirt, bezeichnen den daselbst vorhandenen Functionswerth f mit
f» oder kiirzer mit &, bilden aus W, und w, die Zusammensetzung:




9.)

(10.)
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Q =W, — kw,,
und wollen nun zuvbrderst das Verhalten dieser neuen Function Q,,
und zwar in unmittelbarer Nithe jenes festen Punktes x, in Betracht
zil'ht'h.
Substituirt man in (7.) fiir W, den ans (3.) und (4a.) sich er-

gebenden Werth:

N e e
- 1 I | 4G () S
W, = .’T-l l| {!I.'-E-_:‘.. = L dn J,,,J fodo
und zugleich fiir w, den Werth (1.), so erhilt man:
el el iR
i . 3 | @aaGir) .
Q‘J' o= ‘..’:T-I I :hﬁ_i;.u”_;{hf” + ..'"r’ I dn _:i..‘("r!”'

Die Function ¢(r), (4)h.), ist, wie schon bemerkt wurde, eine
durclhweg stetige.  Folglich wird das zweife Integral der Formel (8.)
eine Function von p sein, welche (hei einer Bewegung dieses
Punktes p) im ganzen unendlichen Raum allenthalben stetig bleibt,
und welche daher z. B. auch stetig ist in unmittelbarer Niihe des
festen Oberfliichenpunktes #, d. i. innerhalb einer um x beschriebenen
kleinen Kugel.

(Gtenau dasselbe aber gilt mit Bezug auf eine solche um % be-
schriebene Kugel aunch vom ersten Integral der Formel (8.). Denn
die innerhalb einer solchen Kugel befindlichen Elemente do liefern

zu dem Integral Beitriige, die proportional sind mit f, — k= f, — f,,

und die also — in Anbetracht der vorausgesetzten Stetigkeit von f,
(6.) — werschwindend klein sein werden, falls man den Radius der

Kugel ganz ausserordentlich klein sich vorstellt. Andrerseits aber
unterliegt es keinem Zweifel, dass die ausserhall der kleinen Kugel
liegenden Elemente do zu dem Integral einen Beitrag liefern, der
fiir alle inmerhalb der Kugel befindlichen Punkte p stetig ist.

Beide Integrale, das erste wie das zweite, sind daher stetig
imnerhalb einer solechen um # beschriebenen klemnen Kugel. Gleiches
gilt somit nach (8.) anch von Q,.

Genauer ausgedriickt, wird zu sagen sein, dass Q, innerhalb
einer um # beschriebenen Kugel Werthe besitze, deren gegenseitige
Differenzen durch Verkleinerung des Kugelradius unter jeden belicbigen
Kleinheitsgrad hinabdriickbar sind.  Oder Tiirzer: Die Tumction Q,
sei stetig im Punkie ». Diese Function Q, ist aber definirt durch

die Formel (7.):

Q, =W, — kuw,,
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und wird also, wie aus (5.) ersichtlich ist, in den Punkten a, s, j
folgende Werthe haben:

[0 =W
(L QW 2%
\_ Q= W; — 2k.

Um einen Schritt vorwiirts zu kommen, zichen wir jetzt zwei
neue Functionen H, und Z, in Betracht, welche definirt sein sollen
durch die Formeln:

IH{.-__UI‘ IZ,_.-:BJ’.‘,
(12.) Hit= = Z, =k,
lH_, = 0, lZJ.:;j,u’;_
Die Function H, besitzt innerhalb einer nm x beschriebenen kleinen
Kugel Werthe, deren gegenseitige Differenzen durch Verkleinerung
des Kugelradius unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad hinabdriick-
bar sind; wie sich solches leicht ergiebt, falls man nur wiederum
beachtet, dass &t — f, = f, — [, ist, und dass die Function f, nach
unserer Voraussetzung (6.), anf der gegebenen Fliiche o allenthalben
stetig sein soll. Die Function H, ist daher, ebenso wie die Function
Q,, im Punkte x als sfefig zn bezeichnen. Und Gleiches gilt offen-
bar auch von der Function Z,.
Gleiches gilt daher auch von den Functionen:
(13.) Q=9+ H, und ¥Y,=9Q,4+ Z,.
Diese Functionen &, und ¥V, sind also (ebenso wie Q,, H,, Z,) im
Punkte = stetig. D. h. jede derselben besitzt innerhall eimer kleinen
um # beschrichenen Kugel Werthe, deren Differenzen durch Ver-
kleinerung des Kugelradius unter jedweden Kleinheitsgrad hinabdriick-
bar sind. Zugleich sei bemerkt, dass diese Functionen ®,, ¥,, [wie
aus (11.), (12.) ersichtlich ist] in den Punkten a, s, j folgende
Werthe haben:
I‘ D= W,, I‘I',, =W, 2F,
(14) O=W,—f, (=W, +f,
l(D == \\j - 2;.", .W_,- = “

Einigermassen stirend ist, dass die Functionen @,, ¥, speciell
mit Bezug auf den Punkt » gebildet, niimlich mit dem Parameter

I = [, behaftet sind. Markirt man z. B. auf der gegebenen Fliiche
o beliebig viele Punkte %, %, %, ..., so werden die mit Bezug

auf » gebildeten Functionen ®,, Y, stetig sein in = Ebenso
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werden die mit Bezug auf x, gebildeten Functionen ®,, ¥, stetig
sein in %,. U. 8 w.

Diese Unterschiede verschwinden, wenn man, was z B. ®, be-
trifft, statt der ganzen Function &, nur einen 7%eil derselben, nim-
lich nur die Werthe:

(€ — W,

|o, =W, —f,
ins Auge fasst. Denn diese Werthe sind von #, & ganz unabhiingig.
Demgemiiss repriisentiren diese @,, &, ein im Punkte z stetiges
Werthsystem, welches zugleich die Eigenschaft hat, immer em und
dasselbe zu Dbleiben, welche Lage man jenem Punkte z auf der
Fliche o auch zuertheilen mag. Denkt man sich also dieses Werth-
system O, G, (15.), wirklich gebildet, so wird dasselbe in allen auf
o liegenden Punkten =, oder (kiireer ausgedriickt) in allen Punklen s
stetig sein.

Andrerseits ergiebt sich aber sofort, das diescs Werthsystem
by, O, auch in allen Punkten a stetig ist. Denn bei einem solchen
Punkt ¢ kommen nur allein die Werthe &, —= W, in Betracht;

und dass diese Werthe W, in jedem Punkt e stetig sind, folgt
sofort ans der in (3.) fir W, gegebenen Definition.

Die Werthe &,, &, repriisentiren somit ein Werthsystem,
welches in jedem Punkt s, und ebenso auch in jedem Punkt a stetig
ist. D. h. sie repriisentiren ein Werthsystem, welches stetig ist in
ganzer Lrstrechung des Rawmes . Liisst man also den Buchstaben
® ganz fallen, indem man @, und ¢, durch ihre eigentlichen Be-
deutungen (15.) ersetzt, so gelangt man zu folgendem Resultat:

Theorem. — Man halte fest an den 2u Anfang des § 1 (Seite 253)
eingefithrten Vorstellungen und DBezeichnungen, und denke sich auf der
Fliche o irgend eine Function [ ausgebreitet. Diese Function f sei
in bestimmter Weise gegeben, und auf der Fliche o iiberall stetig.

Auf Grund dieser Function f, und auf Grund der Exponential-
function :

—ar

[

o) =", (@>0),
bilde man nun folgendes iiber die Fliche o sich ausdehmendes Integral :
: 1 CTd )]
W= 27«[ L dn J_,,"”“ru’

wo f, den Werth von [ im Elemente do vorstellt, iibrigens aber die Be-
zeichnungsweise genaw dieselbe sein soll, wie im Gauss'schen Integral
(3.) Seite 262,




(19.)

(20.)

(21)

(22))
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Alsdann werden die Werthe:
W., W, —#
in threr  Gesammtheit cine Function bilden, die in ganzer Er-
streckung des Raumes U stetig ist. Auch wird die in solcher
Weise definirte Function, wie unmittelbar aus (17.) hervorgeht, in den
unendlich fernen Punkten verschwinden.

Da nun die Werthe (18.) ein stetiges (Ganzes bilden, nimlich
allenthalben stetig mit einander zusammenhiingen, so wird offenbar
Gleiches auch gelten von einem 7Theil dieser Werthe, also z B.
von den Werthen W, — f,. Es werden mithin die W, — £, auf
der gegebenen Fliche o allenthalben stetig sein. Genan dasselbe
gilt, nach der gemachten Voraussetzung, aber auch von den f oder f,.
Folglich wird genau dasselbe auch gelten von den W,. Somit er-
l_'_‘il!l_!l sich ﬂ}]g\‘lull'l'

Erster Zusatz. — Die Werthe W, sind, ebenso wie die wvon
Hause aus gegebenen Werthe [ oder [, auf der Iliche o allent-
halben stetig.

Fine gewisse andere Folgerung aus dem Satze (18.) liect so
klar zu Tage, dass es kaum noch nothwendig ist, auf dieselbe be-
sonders aufmerksam zu machen. Da niimlich jene Werthe (18.
ein stetiges Ganzes bilden, so folgt hieraus sofort, dass die Werthe

W., W

in ihrer Gesammtheit kein stetiges Ganzes bilden. In der That
werden diese Werthe (20.) in ihrer Gesammtheit eine Function re.
priisentiren, welche allerdings innerhall U iiberall stetig ist, welche
aber eme plitzliche sprungweise Aenderung (vom Betrage f.) dar-
bietet, sobald man von einem dicht an der Oberfliche o gelegenem
Punkte zur Oberfliche selbst iibergeht.

Die Exponentialfunction @(r) (16.), leistet bekanntlich, falls
man den einen Endpunkt der Linie » als fest betrachtet, den andern
i‘:!ll]}lllllkt derselben aber mit (z, y, 2) ‘_I{"/,l'il'lllli.‘l_‘ der Differential
gleichung Geniige [vgl. (54.) Seite 262]:

o (1) ¢2olr) ¢ o(r) & \
o SRR+ D — ate(r).

&q (r) =« o@r), d. 1. pe 3y p
Bezeichnet man daher in W, (17.) die Coordinaten des variablen

Raumpunktes p mit (z, y, 2), so wird, wie man sofort iibersielt,

dieser Ausdruck W, oder W, , ., ebenderselben Differentialgleichung
Gentige leisten. Ks wird also

AWe o= Wiy o




((23.)

(24.)

[‘_‘,’:—L_\_

(26.)
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sein. Ueberdies aber ergiebt sich aus (17.), dass sammiliche nach
@, Y, 2 genommenen Ableitungen dieses Ausdruckes W, oder W,
sowohl die ersten, wie auch die zweiten, die dritten u. s. w., in allen
Punkten, die von der Fliche o durch irgend welche Entfernungen
getrennt sind, sfetig sein werden, dass sie also stetig sein werden
innerhalhb J, und ebenso auch innerhalh 9.
Die durch die Werthe:
Wy W —F

repriisentirte Funetion besitzt somit folgende Eigenschaften: Erstens
ist sie nach (18.) in ganzer Erstreckung des Raumes ¥ stetig. Zweitens
sind, wie soeben constatirt wurde, all’ ihre Ableitungen stetig inner-
halb A; auch ist innerhalb A iiberall die Differentialgleichung (2

erfiilll. Drittens endlich verschwindet die Function, zufolge des bei
(18.) ausgesprochenen Satzes, in den unendlich fernen Punkten des
Raumes . Anf Grund dieser drei Eigenschaften aber wird die
Fuanetion zu bezeichnen sein als eine Fundamentalfunction des Raumes
A. (Vgl. die Definition Seite 253). Somit ergiebt sich folgender
Zweiter Zusatz. — Die in (18.) genannten Werthe
W., W.—Ff
bilden in ihrer Gesammtheit eine Fundamentalfunction des
Raumes .

e

Fortsetzung,. [\'Theorem fiir den Raum :\_‘.

Fiir den Raum J gilt ein Theorem, welches dem soeben fiir
den Raum A aunfgestellten Theorem (Seite 271) vollig analog ist.
Um nither hierauf einzugehen, greifen wir zuriick zu den Werthen (14.):

"PI- = W;,

Yo=W, 1,

l.'F' = W, + 2k.
Diese Werthe Y, Y, ¥, bilden, wie damals constatirt wurde, in
ihrer Gesammtheit eine Function, welche im Punkte x stetig ist.
Gleiches gilt daher auch von einem Zheil dieser Function, z B.
von den Werthen:

1 e - ¥

| },-‘ b= “J‘J

| T o 5

W, = W, +f..
Diese sWerthe W;, ¥, sind aber von #, L unabhiingig. U. s. w.

Noumann, Fernwirkungen 18
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Kurz man gelangt, auf Grund dieser Werthe (26.), [durch ganz
ihnliche Ueberlegungen, wie im vorigen Paragraph|, zu folgendem
Resultat:

Theorem. Man halte fest an den Vorstellungen des vorhergehenden
Theorems (Seite 271). Ebenso wie dort, sollen also die gegebenen
Werthe /i rwf der Fliche o allenthalben stetig gedacht werden. Und
ebenso wie dort, soll \'\":., den Integralausdruck vorstellen:

1:_)_,| - 1 v t.lrr[ r e e
: W A '_’-.'r-’ dn [o@0.
Alsdann werden die Werthe:
(28.) W, W,4+

in ihrer Gesammitheit eine Function reprisentiren, welche in FEy-
.~‘f.‘f‘r'r'}’.'{rnlr; des Rawumes J iiberall stetig 1st.
Erster Zusatz, - Hieraus folgt sofort [vgl. den Ucbergang von
(29.) L':_Ih',) 2u (H_],"}}__ dass die \-\"_: ebenso wie die [ oder fi, auf der ge-
gebenen Iliche o allenthalben stetig sind.
Auch ergiebt sich aus dem Satze (28.) sofort, dass die Werthe

30.) \\ . W

in ihrer Gesammtheit Lemn stetiges Ganzes bilden, vielmehr eine
funetion i'\.'}ll'f;ral_‘lliil'l'.ll‘ die ;i“vi‘i“ll;'n imnerhalb des Raumes § stetig
ist,

plitzlichen Sprung (vom Betrage f,) darbietet.

die aber beim Uebergang zur Oberfliche dieses Raumes einen

Endlich ergiebt sich, auf Grund des Satzes (28.), [vgl. den
Uebergang von (18.) zu (24.)], sofort noch folgender
Zweiter Zusatz. — Die in (28.) aufyefiihrten Werthe:
(o1.) W;, W.4f
reprasentiven in threr Gesammiheit eine Fundamentalfunetion des

Raumes 3.
S o.

Herstellung derjenigen Fundamentalfunction des Raumes <3,
welche auf der Oberfliche o dieses Raumes vorgeschriebene
Werthe besitzat.

Man markire auf der gegebenen Fliche o irgend einen festen
Punkt s, und bilde fiir diesen Punkt s und mit Bezug auf irgend
ein Fliichenelement do den Differentialausdruck:

do(r)
(a.) do
. I’J'IH -




1=

I_I.‘I
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wo n die dnnere Normale des Elementes do bezeichnet. Dabei soll
der Index s (wie gewthnlich) andeuten, dass unter » der Abstand
des Elementes do von jenem festen Punkte s zu verstehen ist.
Ueberdies soll @(r) die Exponentialfunction vorstellen:

p(r) = : . e =>0)

Alsdann 1st offenbar:
do(r) do(r) dr dg(r)

s Pay et v L L2

wo 0 den Winkel vorstellt, unter welchem die Normale n geneigt

ist gegen die von do nach s laufende Linie ». Ueberdies ist nach (b.):

do(r) 1+ ar
e g—ar
dr T®
Dies in (e.) substituirt, giebt:
,
do(r 1 - wr
— I t ( " C08 ﬂ;
I"fl " r-

sodass also der Ausdruck (a.) die Gestalt erhiilt:

dar 1 4 ar
{frj = — g
dn s r

cos 0 - do.

Folglich wird dieser Aunsdruck (f.) stets positiv sein, so lange § < 90"
ist. Und hieraus folgt weiter, dass der Ausdruck (1".] fiir alle Lagen,
die man dem Punkte s auf der Fliche o zuertheilen kann, positiv
bleiben wird, falls diese Fliche o (mit ctwaiger Ausnahme irgend
welcher ebenflichiger Theile) iiberall convex ist.

Solches vorangeschickt, wollen wir uns nun auf der Fliche o
irgend welche Werthe f in bestimmter Weise vorgeschricben denken,
und anf Grund dieser Werthe f, mit Bezug auf einen beliebigen
Raumpunkt p, folgenden Integralausdruck bilden:

W, == [ [229] £.do, [vgl (21.) Seite 274]

27 e L dn
Dementsprechend ist z. B. unter W, derjenige Werth zu verstehen,
den der Ausdruck W, annimmt, sobald man fiir p irgend welchen
auf o liegenden Punkt s eintreten liisst. Dieser Werth W, mag
was allerdings ein Pleonasmus ist) mit f,” bezeichnet werden:
W. = e

Diesen Werth W, oder f; denken wir uns der Reihe nach ge-
bildet fiir siimmtliche auf der Fliche o iiberhaupt vorhandenen
Punkte s. Und auf Grund all’ dieser Werthe /, wollen wir nun,

15*
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wiederum mit Bezug auf eimen ganz beliebigen Raumpunkt p, fol
genden neuen Integralausdruck construirven:

W, = I I |'”'f_1 II.__|I_f..I.frfr;.

! 2xe L dn

WO J.r'( den Werth von f 1m _l':]l'l!]l‘ilit' do bezeichnen soll. Alll'h
wollen wir die aus (3.) fiir die Oberfliichenpunkte s sich ergebenden
Werthe W, mat f,” bezeichnen:
W, =7
In solcher Weise weiter und weiter fortschreitend, gelangen
wir zu folgendem Formelsystem:

7 E!'q,l\,l"l' _. el e
W, = T’ = L‘;”{;n'_ W, =£,

g 1 CTde(r)] »» .o "
\\ == ] |f ¥ lo (:ru’ W, = Tgls

1 e

I owe L dn Jp
= 1 2 n"-;--_a'_ g o et
W p = = 'l r 5= : fo do W.” = i
ete. ete. euc.

Dabei sei bemerkt, dass aus den heiden Formeln erster Zeile sich

. |_’.1'gil.‘1_1t-:

” 1 *Tde(r)] .
£ =gz [T 1ode.

27 «

Wir lassen jetzt die Voraussetzung eintreten, dass die gegebene
Fliche o (mit etwaiger Ausnalme irgend welcher ebenflichiger Theile)
tberall convex ist. Alsdann werden die Werthe des Ausdrucks

[deg(r) -
| y  ado

dn _p

durchweg positiv sein, zufolge des Hiilfssatzes (g.) Seite 275. DBe-

zeichnet man also die absolut grissten Werthe, welche die Functionen
fo 15 1, ... auf der ganzen Fliche o besitzen, respective mit M,
M oM o 8o ergiebt sich aus (6.) sofort:

d (1
dn

ao .,

*. M *T
abs [, < o ’ |_

also nach dem Satz (27.) Seite 267:
abs f; < MA.
Und zwar wird diese Formel giiltig sein fiir alle auf o gelegenen
Punkte s, also z. B. auch fiir denjenigen Punkt s, in welchem die
Function £ ihren absolut grossten Werth M° hat. Somit folgt:
M'< M.

In analoger Art wird man offenbar finden:




(9.)

(10.)

(LK)
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M"'< M4, u s w;
sodass man also zu folgendem Formelsystem gelangt:
M < Ma
IBI" < M2
‘ M < Ma%
ete. etc.
Dabei bezeichnet A eine Consfanfe, und zwar einen positiven dchten
DBruch, dessen Werth lediglich abhiingt von der Constante « und
von der Grosse und Gestalt der Fliiche 0. [Vgl den Satz Seite 266].
Nach der Definition der Constanten M, M', M" ist fiir jed-
weden auf o liegenden Punkt s: abs f,.<< M, ebenso: abs £/ <M, u.s.w.;
so dass man also, auf Grund der Formeln (8.), z. B. auch zu folgen-
den Formeln gelangt:
absf; <M,
abs i’ < M,
abs f," < M2%
abs £, < M4,
ete. ete.
Demgemiiss wird man, weil 4 ein positiver dchter Bruch ist, die
Zahl n so gross machen konnen, dass simmtliche auf der Fliche o
vorhandenen Werthe der F'unction £ beliebig wenig von Null ver-
schieden sind. Mit andern Worten: Die Function £ wird mit
wachsendem n gegen Null convergiren, mithin verschwinden fiir
Hi— oo
Setzt man jetzt:
n=h— L+ =6 =%
so ergiebt sich, auf Grund der Formeln (9.), sofort, dass diese
Reihe eonvergirt. Bezeichnet man niimlich das Restglied der Reihe
mit RB,™ :
}{‘_\,(.-J] — __I[: [;f".«} Sndi fl +-1) + J(::-e—i—:s = _l_ cee),
so ist nach (9.):
abs R < Jfl'\-);" 4 Antl L AndE L. -)_,
g1

My

abs R < e

- — . e d.

Ebenso wie nun die Ausdriicke ['1) \\"I__, \\rf,,” \YI.“, . v auk
Grund gewisser Oberfliichenfunctionen f;, f/, £, ... gebildet sind,




(12.)

(13.)
y

(14a.)

(14y)

(15.)
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ebenso mag jetzt ein neuer Ausdruck ¥, gebildet werden auf Grund

der durch (10.) definirten Oberfliichenfunction st

f— 213“/ dj'}'_f ' i;J N.do,
wo 75, den Werth von 7, im Elemente do vorstellt.

Solches ausgefiihrt gedacht, wollen wir jetzt endlich zu unserer
in (7.) gemachten Voraussetzung noch eine gewisse zweite Voraus-
setzung hinzutreten lassen, niimlich annehmen, dass die auf der
Fliche o gegebenen Werthe f oder f, daselbst iiberall stetig mit ein-
ander zusammenhingen.

Alsdann 1st auf den Ausdruck W, (5.) ohne Weiteres das all-
gemeine Theorem Seite 274 anwendbar. Und zwar werden, zufolge
jenes '['lu'u]‘e]urﬁ_, die Werthe W;, W, 4/, in ihrer Gesammtheit
eine Function bilden, die in Erstreckung des Raumes I idiberall stetig
ist. Auch werden, zufolge des jenem Theorem beigefiigten ersten
Zusatzes, die Werthe W, auf der Fliche o iiberall stetig sein. Diese
Werthe W, sind aber nach (5.) identisch mit den f: sodass man
also zu folgendem Resultat gelanot:

(W;, W, 4 f) stetig in Erstreckung von :3 fi stetig auf o.
Fine wesentliche Vervollstindigung erhiilt dieses Resultat, wenn
man auch den zweiten Zusatz jenes allgemeinen Theorems zur An-
wendung bringt. Alsdann niimlich ergiebt sich:

(W;, W, - f)) Fundf. des Raumes I, [/ stetig auf o.

Aus der hier constatirten Stetigkeit der Werthe £, ergiebt sich
nun sofort, dass jenes allgemeine Theorem nebst seinen beiden Zu-
sitzen auch auf den Ausdruck W, (5.) anwendbar ist; sodass man
also zu folgendem mit (14e.) analogem Resultat gelangt:

(W), W, 4 ) Fundf. des Raumes J, [, stetig auf o.
Sodann wird sich offenbar in analoger Weise ergeben:

(W', W' 4 1) Fundf. des Rawmes 3, [,” stetig auf o.

U. 8 w. Uisiw

Da nun nach (13.) und (14e, 8, y, ...) die f;, f

i i

auf o allenthalben stetig sind, so ergiebt sich aus der Reihe (10.)
in Anbetracht ihrer durch (11.) constatirten Convergenz — so
fort, dass Gleiches anch von 7%, gilt:
s stetig auf o.

Hieraus aber ergiebt sich die Anwendbarkeit jenes allgemeinen

Theorems Seite 274 auf den Ausdruck ¥, (12.), sodass man also




(16.)

(19.)
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zu folgendem mit (14 «, §, ) analogem Resultat getiihrt

wird:
(¥;, ¥, 4+ n,) Fundf. des Rawmes 3.

Was die Werthe ¥; und ¥, betrifft, so ist nach (12.):

1 ‘“-J’r; r
N :
= _”f ;s N.do.

Substituirt man aber hier fiir #, die aus (10.) sich ergebende Reihe:

o ="to — £+ 1 — f" A —

so erhiilt man mit Riicksicht auf (5.):

Y, =W, — W,/ + W), W,” +
Unter p ist aber jeder belichige Raumpunkt zu verstehen. Somid
erciebt sich aus (17.):

[‘I’}, = W, W. 4+ W.' W, 4+ —=..-

VY, =W W, + W' — W/ 4+ —

\‘[’ W W, 4+ W) — W

Nun sind nach (5.) die W,, W/, W.,”, ... respective identisch
T Y S B ST

(18.) auch so geschrieben werden:

Folglich kann die mittlere der Formeln

W f L If-"” -} J,"_”' — FY 4 — ..

Hieraus ergiebt sich, falls man die Formel (10.) hinzuaddirt, sofort:

Yot 9, = Tals

gewinnt die Formel (16.) folgende einfachere Gestalt:

Hierdurch
(¥;, f.) Fundf. des Raumes 3J.

Und diese Fundamentalfunction (¥;, f.) besitzt offenbar, wie direct

aus ihrer Schreibweise ersichtlich ist, an der Oberfliche o des

Raumes 3 die wvorgeschricbenen Werthe f;. Somit gelangen wir, mit

Riicksicht auf (18.), zu folgendem Resultat:

Theorem. — Man halte fest an den zu Anfang dieses Capitels
‘.':‘5'-'1'!'{.' 252, 253) F'f-ic\r.rr'}"r-ffru"‘r n Vorstellungen, f:r,l'f'r-"ff}r.””yfJ_F und Defini-
tionen, und nehme iiberdies an, dass die gegebene Fliche o (abgesehen
ctwa von einzelnen ebenflichigen Theilen) iiberall convez sei. i

Auf dieser I'liiche o seien nun irgend welche Werthe f oder f,
vorgeschricben, die daselbst iiberall stetig sind. Bildet man als-
dann, von diesen Werthen (Uf.‘-‘:’;r.‘;ﬂ'irt!’) die in (.'-!._‘) Seite 276 angegebenen,
auf eimander folgenden Integralausdriicke W,, W,', W,”, W™
und setzt man ferner:

I‘II_, \\ ‘\ 1 \\ \\ _;_ e




(C)

(D)
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s0 wird das aus diesen W; und jenen f, bestchende Werthsystem :

(lp_“ f=)
eme Fundamentalfunction des Raumes  sein, und zwar diejenige,
welche auf der Oberfliiche o dieses Rawmes jene vorgeschricbenen Werthe
fs Desitzt.

§ 9.

Das Verhalten der Fundamentalfunetionen des Raumes 9 in den
unendlich fernen Punkten.

Um irgend einen festen Punkt p (als Centrum) beschreibe man

zwei Kugelflichen O und O mit den Radien R, und B,

R R
Und zwar mogen diese Radien so gross sein, dass der Raum J
vollig innerhalb O, liegt; so dass also der zwischen den beiden
Kugelflichen 0, und O befindliche schaalenformige Rawm mit all’
seinen Punkten dem Gebiete U angehort.

Ist nun U= U(z,y, ) irgend eine Fundamentalfunction des
Giebietes A [vgl. die Definition Seite 253], so wird nach einem schon
mehrfach benutzten Green’schen Satz*) die Formel stattfinden:

., o e
Javii=["Tao— | 7 40,
die Integration links ausgedehnt gedacht iiber alle Volumelemente
dr jenes schaalenférmigen Raumes. Nach der Definition der Fun-
damentalfunction [vgl. (2.) Seite 253] ist aber A U= «* U/ Somit
folgt:

. (3 - riy
g ldz = 10 — | —= dO
a.f Udr ‘frh,fF_ -/é"h‘_,f""‘

Bedient man sich nun der Polarcoordinaten o, 9, ¥, und setazt
man zugleich cos & = u, so ist: dr = p*dodudy, also dr =dg dw,
falls g*dudy = do gesetzt wird, Somit ergiebt sich aus (C.):

R

R ; T

Hier repriisentirt offenbar deo das Element einer zu O, und O con-
centrischen Kugelfliche @, deren Radius ¢ zwischen R, und R liegt:

B R

5

)

*) Nimlich nach demjenigen Satz, der z. B. in (1.) Seite 256 benutzt
wurde.
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(J)

(K.)
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Es sei nun, ebenso wie friiher [(3.) Seite 2561, f (o) das arith-

J

metische Miltel aller anf o liegenden U's:

J' Udw
J‘ft’w

Alsdanm ergeben sich, ebenso wie damals [vgl. (4.) Seite 256], die

flo) =

Gleichungen:

2oty — [ Ude 2 df@) _ (0U ;.
4m0*f(0) ——'/ Udo und 4mg do -«-I Pe dw;
wodurch die Formel (D.) folgende Gestalt erhilt:
2 A / 2L/ Sor 3 df (k) ) 2 f” (B,)
o ,.-./ de - 4mg’f(e) = 4nR* 37 — dm B! T

Hieraus ergiebt ‘\1111 durch Differentiation nach R sofort:

im0y ,? (R) 1 f(R)
(('j}..'fl r‘f_l == H - ;;j, -!—' i’-r.::j:

Dies aber ist genau dieselbe Differentialgleichung wie friither in

(6.) Seite 257. Aus derselben ergiebt sich sofort die damals in

(7.) erhaltene Formel:

e a

f(R) = —|~ H®
wo G und H unbekannte Constanten sind.

Es sel nun A jener bestimmie endliche Werth, den die Funda-
mentalfunction U [vgl. (3.) Seite 254] in den unendlich fernen
Punkten besitzt. Alsdann muss das arithmetische Mittel /(&) der
auf O liegenden U’s fiir R = o0 in A4 iibergehen. Folglich muss

(J.) die Constante G = 0 sein; sodass sich also ergiebt:

—aR —aR,
i ¢ P e
f(R) = 7 » und ebenso z. B: f(R,) = H R, ?
falls R, > R. — Liisst man jetzt R ins Unendliche wachsen, so

wird, wie schon bemerkt wurde, /(R) in A4 iibergehen; sodass als-
dann die Formel (K.) iibergeht in:
W
Somit gelangt man zu folgendem Satz:
Satz. — Ist U= Uz, y, #) irgend eine Fundamentalfunction
des Rauwmes A, so wird der Werth dieser Fumction U in den wnend-
lich fernen Punkten des Raumes U stets = O sein.




Neuntes Capitel. § 10,

Oder Ir_.rf_'l?({.?-‘r_"f' ”llf.\_rfi?ff!'ﬂ-!lf_'}‘,[‘::I:. e ]}U.rf.'f Mg .L'J.r’,i'.r 1 ,f_-“:;r-';_r:f e :r.r_-fp;r,
festen DPunkt (als Centrum) eine Kugel construirt, so werden alle
Werthe, welche U ausserhalb dieser Kugel besitzt, durch Vergrisserung
des Kugelradius unter jeden beliebigen Kl inheitsgrad hinabdriickbar sein.

Aus den heiden Formeln (K.) folgt durch Elimination von //

solort:

Reeh I “.} — R

1 Bf(R,);
sodass man also folgenden zweiten Satz erhiilt:
Satz. — Lis ser U irgend eine Fundamentalfunction des Ravmes 2.
Man constrivire nun wgend gwei concentrische f\'-_'t_:;r'fﬂ.-'{;_-fu;.r O und
0, von solcher Lage und Grosse, dass die Oberfliche o des Rawmes
A innerhalb der einen, und cbenso auch inmerhalb der andern liegt.
Alsdann wird stets die Formel stattfinden:
wo ,"I das arithmetische Mittel aller ”-”In".l O wvorhandenen Werthe der
Function U, und ebenso f; das arithmetische Mittel aller anf 0, vor
handenen Werthe derselben bezeichnet.

8 10.

Allgemeine Eigenschaften der Fundamentalfunctionen des
Raumes .

Ebenso wie fiir die Fundamentalfunctionen des Raumes J fiinf
Nitze angegeben sind, ebenso sollen hier fiint entsprechende Siitze
aufgestellt werden fiir die 'undamentalfunctionen des Raumes .

Der erste und zweite Satz fiir den Raum U sind, sowohl ihrem
Inhalt wie auch threr Ableitung nach, vollig identisch mit denen fiir
u"r n I’.’r.rHJJ! :\ mmJ r’}#_'t!’fr‘.r'ﬁ'n f.r{n‘fru' J;I'l.(.,'l;ff'r'f. re"f'r'tlr'f'r.'u L’r‘r{;”'r'r .”!'Uf.-"'. 11},!_;,
Seite 258 und 259].

Bezeichnet ferner [/ irgend eine nicht iiberall verschwindende
Fundamentalfunction des Raumes 9, so lisst sich genau ebenso,
wie damals [vel. (g.) Seite 260] nachweisen, dass der grisste Werth
des abs U niemals dnnerhalb A liegen kaun. Folglich wird [hier
st das Risonnement ein etwas anderes als damals] dieses grosste
abs U enfweder auf der Oberfliiche dieses Raumes

d. 1. auf der

Fliche o, oder aber in unendlicher Ferne liegen. Letzteres ist in-

) Diese genauere Ausdrucksweise ergiebt sich sofort, falls man nur die
fiir die Fundamentalfunctionen des Raumes 9 gegebene Definition (Seite 253,
254) 1im Auge behiilt,
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dessen unmoglich. Denn sonst wiirde dieses grosste abs U [weil U
nach dem Satze (M.) Seite 281 in den unendlich fernen Punkten
= () 1ist] ebenfalls = 0 sein; folglich wiirden alsdann alle Werthe
des abs U in ganzer Krstreckung von 2 identisch mit O sein; was
unserer Voraussetzung, dass die Function U auf 2 nicht iiberall
verschwinden solle, widerspricht.

Von jenen beiden Fiillen bleibt mithin nur der erste iibrig.
Ist also irgend eine 1m Raume 9 nicht iiberall verschwindende
[F'undamentalfunction {7 gegeben, so wird der grosste Werth des
abs U nothwendig auf der Oberfliche des Raumes A, d. i. auf der
Fliiche o h(‘f__‘:!.’il. Und es l'l‘_‘_jil_"ir[' sich also folgender Satz:

Dritter Satz. — FEs sei U irgend eine Fundamentalfunction des
Rawmes A, und es sei vorausgesetzt, dass diese Function nicht etwa
in ganzer Erstreckung von U allenthalben = 0 ist. Alsdann wird der
grisste Werth, den das abs U in Erstreckung des Raumes U an-
zunchmen vermag, niemals innerhalb dieses Rawmes, sondern immer
nur an seiner Oberfliche o anzutreflfen sein.

Der Satz ist also ebenfalls vollig gleichlautend mit dem da

maligen dritten Satz (Seite 260). Solches constatirt, iibersieht man

nun leicht, dass auch
Der vierte und fiinfte Satz gleichlautend sein werden mit den
entsprechenden damaligen Siitzen (Seite 260, 201); sodass man also
z. B. sagen kann: Eine Fundamentalfunction des Rawmes U sei durch
Angabe ihrer Oberflichenwerthe villig bestimmt.
Solches constatirt, werden wir nun im folg

genden Paragraph
solche Oberflichenwerthe in willkiirlicher, aber bestimmter Weise
vorgeschrieben uns denken, und die denselben entsprechende Fun-

damentalfunction des Raumes 9 zu construiren suchen.

§ 11.
Herstellung einer Fundamentalfunction des Raumes 2(, welche

auf der Oberfliche ¢ dieses Raumes vorgeschriebene Werthe
besitzt.

Die entsprechende Aufgabe fiir den Raum 3 haben wir bereits
im achlen Paragraph behandelt. Und es wird zweckmiissig sein,
hier an simmtlichen Vorstellungen, Bezeichnungen und Vorawus-
setzungen jenes achten Paragraphs festzuhalten. Nur wollen wir,
an Stelle der damaligen beiden Ausdriicke 7 und Y,, hier gewisse

andere Ausdriicke & und &, in unsere Betrachtung einfithren.
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Nach wie vor haben wir dann also die Formeln I\'_r_-']. ..\."1_']
Seite 276]:
= 1 Tde(m)] - , A
\\fr:'-fff»l L tu"r.-__.J{. t{”r ‘\ =ff

! \_\:ﬁ; A 21.7 'I !-f(‘r;;}.-r,-;l..,}I.I, do " W ;

Wo'=m o 229 g a0,  Wr=frm,

2 L odn 4y

efc. ete. ete.,

sowle auch folgende Formeln [val (8.), (9.) Seite 277

M =M, absf, <M,
M < M, abs £/ < Ma,
(3.) M < M3 abs £, < M2,
M < M3, V<< MAS,

etc. ete. ete.  ete.

Statt des damaligen Ausdrucks s [(10.) Seite 2771, fithren wir
nun aber einen etwas andern Ausdruck £ ein, definirt durch fol
gende Reihe:

(4) St e R
Die Convergenz dieser Reihe kann keinem Zweifel unterliegen.
Denn fiir ihr Restglied:
]().‘l_'“: i [ . J|l-':.---}' 1 == 2)

ergiebt sich, mittelst der Relationen (3.), die Formel:

() M7
(5.) abs R < - — Q. e d.
1 — 2
Auf Grund der durch (4.) definirten Oberfliichenwerthe g, bilden
wir nun endlich’ noch folgenden Ausdruck:

1 (ldo(] . .,
(6.) b, =— [ | =22 &, do.

Noch sei daran erinnert, dass jene Voraussetzungen, von denen in
(1) die Rede war, folgende sind [vgl (7.) Seite 276 und (13.)
Seite 278]:

(7.) Erstens: Die gegebene Fliiche o soll (abgeschen etwa wvon ein-
zelnen ebenflichigen Theilen) iiberall convex sein.

(8.) Zweitens: Die auf dieser Fliiche o von Hause aus vorgeschriebenen

Werthe f oder f, sollen auf der Fliche o allenthalben stetig sein.
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[n Anbetracht dieser letzten Voraussetzung ist unser allgemeines
Theorem Seite 271, nebst seinen beiden Zusiitzen, ohne Weiteres
anwendbar auf den Ausdruck W, (2.); wodurch sich ergiebt [man
vgl. die Ableitung der Formeln (14«.) Seite 278]:

(9e.) (Wo, W, —f)) Fundf. des Raumes N, [, stetig auf o.

so constatirten n“"ti:tig](t'it der Werthe £, ist

In Anbetracht der :
lgemeine Theorem von Neuem anwendbar auf den

alsdann jenes all;
Ausdruck W, (2.); wodurch sich ergiebt:

(96.) (W, W) — ) Fundf. des Rawmes U, [ stetig auf o.
Sodann ergiebt sich in analoger Weise:

(97.) (W.", W' — £") Fundf. des Raumes A, [ stetig auf o.
U s w U s w

Nunmehr ergiebt sich aus der die Function £, definirenden

Reihe (4.), in Anbetracht ihrer durch (5.) constatirten Convergenz
und mit Riicksicht auf die in (8.) und in Ve, B, », ...) erwithnte
Stetigkeit der fi, £, ", £/, ..., dass jene Function & auf der ge
gebenen Fliche o iiberall sletig ist:

(10.) g stetig auf o.
Folglich wird das vorhin genannte allgemeine Theorem Seite 271
nebst seinen beiden Zusitzen auch anwendbar sein auf den in (6.)
angegebenen Integralausdruck ®,. Und hierdurch ergiebt sich sofort:

(11.) (D,, &, — &) Fundf. des Eawmes .
Was die Werthe &, betrifft, so ist nach (6.):
0 =gz J [ e do.
Substituirt man hier fiir & die aus (4.) entspringende Reihe:
E=—f—f—=f"—f"—— -,
so erhiilt man mit Riicksicht aunf (2.):
(12.) o=—W,-W —-W —-W ——...

oder ausfiihrlicher geschrieben:

[ @, W, — W, — W W — —
(13.) O =—W,— W, —W,”"— W." — ;
ch_- =—W, — W/ — W,/ — W, — — ...

Nun sind nach (2.) die W,, W/, W,”, ... respective identisch
mit £, £, £, ... Folglich kann die mittlere der Formeln (13.)

auch so geschrieben werden:
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e, A i S
Subtrahirt man von dieser Formel die Formel (4.), so folgt sofort:
(14.) b, — E=T1..
Hierdurch aber gewinnt die Formel (11.) die einfachere Gestalt:
(15.) (Pz, f2) Fundf. des Raumes .
Diese 'undamentalfunction besitzt aber, wie direct aus ihrer Schreib-
weise ersichtlich ist, an der Oberfliiche des Raumes 9, d. i. auf der
Fliche o, die vorgeschriebenen Werthe f,. Demgemiiss gelangen
wir, mit Riicksicht auf (13.), zu folgendem
Theorem. — Man halte fest an den zu Anfang dieses Capitels
(auf Seite 252—254) eingefiihrten Vorstellungen, Bezeichnungen und
Definitionen, und nehme iiberdies an, dass die gegebene Fliche o (ab-
gesehen etwa von einzelnen ebenflichigen Theilen) iiberall convex sei.
Auf dieser Fliche o scien nun irgend welche Werthe f oder f,
vorgeschricben, die daselbst iberall stetig sind. Bildet man als-
dann, von diesen Werthen ausgehend, die in (2.) Seile 2584 angegebenen

Integralausdriicke: 'W,, W,’, W,”, W,”

P ..., und setet man ferner:

2

(16.) ¢, =—W,— W, —W,” — W, —

so wird das aus dicsen P, und jenen [, susammnengeseizic Werlh-
system

(17.) (®ay 1)
emne Fundamentalfunction des Raumes U sein, und zwar diejenige,
welche auf der  Oberfliche o dieses Raumes jene wvorgeschriebenen
Werthe f, besitzt.

3 19
8§ 12.

Beildaufiges, namentlich auch iiber ein sehr merkwiirdiges
Kirchhoff’sches Theorem.

Es sei J ein beliebig gegebener Raum, der mit all’ seinen
Punkten im Endlichen liegt. Sind nun irgend zwei Functionen
f=1[f(z,y,2) wnd ¢ =@z, y, #), sammt ihren Ableitungen, in
ganzer Krstreckung von J stetig, so gilt bekanntlich die Green’sche
[Formel :

e o o on

o of)
@r ’- ‘i [ :‘I o,

die Integrationen ausgedehnt gedacht iiber alle Volumelemente dz
und iiber alle Oberfliichenelemente do des Raumes 3. Dabei be-
zeichnet »# die auf do errichtete imnere Normale.
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Man markire jetzt mmerhalb J iregend einen Punkt p, bezeichne
den Abstand des variablen Punktes (z, y, 2) von diesem festen
Punkte p mit », und setze:

q = q;.r'__l —

Alsdann wird offenbar die Formel (1.), weil @ im Punkt p unstetig

o

ist, fiir den Raum 3 nicht mehr gelten, wohl aber giiltic sein fiir
denjenmigen schaalenformigen Raum J — &, in welchen J

sich ver-
wandelt durch Absonderung einer kleinen um p heschriebenen
Kugel &. Somit ergiebt sich:

'l a

O

on ¢ ¥ (

I (fAp—gplf)dr=- ’ (f - ~J f) do I (f iﬂr[ — 3 :’) do,

RE

s letzte Integral ausgedehnt gedacht iiber alle Oberfliichenelemente
deo der Kugel & Dabel bezeichnet v die dussere Normale dieser
Kugel, mithin eine in jenen schaalenférmigen Raum hineinlaufende
Richtung
Bekanntlich ist |vgl. Seite 262 (54.)]:

Ap = o g.

Nimmt man nun an, dass [ in Erstreckung des Raumes J eben
derselben Differentialgleichung, d. i. der Formel:

ANfi=aif
Geniige leistet, so verschwindet in (2.) das Integral linker Hand,

sodass man also erhiilt:

(f iy o - : ~OQ of :
L5 AT ) —0
| U” q.”é){ru | ‘}(;”. (p”_l)r{(a :
. Wiy v 0q do(r) deo(r) - \_ dg(r)
Hier ist offenbar: -~ — = - Auch sind @(r) und
(A 4 oy d."

auf der Kugeloberfliche constant. Demgemiiss ergiebt sich:

¢ n 1]

O af\ - dolor 2 . rof
'i tf on q )r!-’- _‘:_ .’:’ﬂ ,’ J'IIHEUJ = l.j),.l o1 f!{(d == !'_'
wo r den Radius der Kugel vorstellt. Diese Formel (4.) kann offen-

bar auch so geschrieben werden:

/ (f, ri_. ‘F;i) do + - P dmre M — @) 4mxr*l =0,

wo alsdann M und M’ die arithmetischen Mittel derjenigen Werthe

vorstellen, welche f und :; auf der Kugeloberfliiche besitzen. Be-
achtet man, dass
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—ar

p(r) = g ot mithin

rJ'lf| r [ o)
dr

ist, so :__r,'L'ht die Formel ( f}._l iiber in:

VB a1 : o

J (/'r‘r e i Jf)H’U —4x(l + ar)e "M —dgre—r M = 0,

L s e ogn %

Lisst man jetzt den Radius » der um p beschriebenen Kugel
8¢ zu Null herabsinken, und beachtet man, dass hiebei 3 in den-
jenigen Werth U, sich verwandelt, den die Function U im Punkte
p besitzt, so erhiilt man sofort:

({02 or BN
tl (‘II{ :;i’ i ‘p(:”) do — ‘1‘2’(}'!. = U;

sodass man also zu folgendem Resultat gelangt:

Satz. — Es sei I ein beliebig gegebener Rawm, der mit all
seinen Punkten im Endlichen liegt. Ferner sei [ = [ (z,y, 2) irgend
eine Function, die sammt ihren Ableitungen in Erstrechung des Rawmes
S stetig ist, wnd die daselbst auch iiberall der Differentialgleichung :

Af = o*f
Geniige leistet.  Dabei soll « eine belicbig gegebene (positive oder ne-
gative) Constante vorstellen.

Alsdann wird der- Werth, den die Function f in irgend einem
Punlkte p innerhalb I besitet, darstllbar sein durch folgendes iiber alle
Oberfléichenelemente do des Raumes I ausgedehnte Integral:

P 1 00 LA
v = Irr-’ (/{ " 9 ¢ H.J this
wo
‘:__‘{!.
¢ =—

]
wt. Dabei bezeichnet n die innere Normale des Flementes do, und
r den Abstand dieses Elementes do von jenem Punkte p.
Dass dieser Satz fiir « = 0 in einen bekannten Green’schen

patz itbergeht, bedarf kaum der Bemerkung. Beachtenswerth aber
erscheint, dass dieser Satz (9.) als Specialfall enthalten ist in einem
sehr merkwiirdigen und sehr allgemeinen Kirchhoff schen Theorem™®).
Dieses letztere kann, wie man ohne sonderliche Miihe finden wird,

foleendermassen ausgesprochen werden:
o D

*) Kirchhoff’s Vorlesungen iiber mathematische Optik, Leipzig, 1891,
Daselbst Seite 27.




(11.)

(14))

Die Methode des arithmetischen Mittels.

289

Das Kirchhoff'sche Theorem. — FEs sei gegeben eine von den

Coordinaten z, 4, z und von der Zeit t abhingende Function:
F= _FI(:I-', Y, ‘)J

welche an  allen Stellen des Rawmes und fiir jeden beliebigen Zeit-
augenblick der Differentialgleichung Gendige leistet:
el
AF = A% —,
ct*
wo A eine gegebene Constante sein soll. Alsdann wird der Werth
dieser Function F in irgend einem Punkte (z,, yp, 2,) 2ur Zeit ¢
folgendermassen darstellbar sein:

F(25, Yp, 2}'-'f) T -Ilzrrc/ {;(ur e, ‘r-’f B =) CJ:U l = :F ; A}"}
die Integration ausgedelmt gedacht iiber alle Oberflidchenclemente do
irgend eines den Punkt (z,, y,, 2,) in sich enthaltenden ERaumes J.
Dabei bezeichnen (x, y, ) die Coordinaten eines auf do liegenden
Punktes, » den Abstand dieses Punltes von dem festen Punkt (z,, Yy, 2,),
und n die auf do errichtete innere Normale.

Die Differentiation on begieht sich auf eine Verschiebung jenes
T

Oberflichenpunktes (z, y, z) lings der Normale n. Was die dem on
beigefiigten Indices r und zyz betrifft, so soll das Symbol on, an-
deulen, dass die Differentiation so auseufiihren ist, als ob bei jener
Verschiebung nur allein r sich dnderte (nicht aber z,y, z). Und andrer-
seits soll das Symbol én.,. andeuten, dass bei der betreffenden Differen-
tiation so zu verfahren ist, als ob umgekehrt bei jener Verschicbung
nur allein z, y, 2 sich dnderten (nicht aber r).

Selbstverstindlich sind zur Giiltigheit des Theorems noch gewisse
Stetigkeitsbedingungen erforderlich, auf dic ich aber (ebenso wie Kirch-
hoff) Iier micht niher eingehen michte.

Giebt man nun der Function (11.) die speciellere Gestalt:

Ié“:Ir Y, %, ” T f['."-’-'i Y, 2) -‘.’f”:)
wo B eine Constante sein soll, so verwandelt sich die Differential-
gleichung (12.) in

Af(x,y, ) = A2B*f(z, 9, 2);
withrend gleichzeitig die Formel (13.) iihergeht in:

eB—4r) gBt—4n)

ko X 1 ) 0 of(x,y,2))
(" o pB i T s L e —— e et ol
f l\‘(‘.ﬁ) y,it) 3?') € = 4 J {lr(‘{'! y}'z) 6"?3«!. r r ; “_r ] “f_u *

usz

Hier sind jetzt offenbar die Indices » und zyz nicht weiter noth-

Neumann, Fernwirkungen. 19

do,
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wendig. Lisst man dieselben fort, und dividirt man zugleich durch

e#t so erhiilt man:

.l‘ |' r,.,—.H’-." '__—.-! Br (;-__J_‘ y, 2)

: 1 : \ : |
@y Yoy 20) = . | [ 9, 2) — — 20 do,

T on 1 r on

Diese Formeln (14.), (15.) repriisentiren aber (abgesehen von den
fehlenden Stetigkeitsvoraussetzungen) den vorhin aufgestellten Satz
(8.), (9.), wobei AB fiir e steht. Somit ist dargethan, dass das
Kirchhoff’sche Theorem jenen vorhin aufgestellten Satz als speciellen
Fall in sich enthilt.

Das Kirchhoff sche Theorem représentirt also eine Erweiterung der
Greew'schen Untersuchungen, und zwar eine Erweilerung derselben nacl
eimer ganz newen Seite hin. Demgemiiss habe ich mich im gegen-
wiirtigen Paragraph bemitht, den eigentlichen Inhalt dieses Kirch-

hoff’schen Theorems zur deutlichen Anschauung zu bringen.
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