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PRAEFATIO.

Amplitudo fcientiarum ftatlco - mechanicarum eft unum e

praecipuis impedimentis , quae in illarum ftudio progredi cu¬

pientibus iter jam retardant ac remorantur , jam penitus inter¬
cludunt . Tot enim inventis funt hae fcientiae hactenus am¬

plificatae , totcpie novis progrefiibus et accehlonibus illae

indies adaugentur et promoventur , ut , qui vel primos ordines

in iis ducere ftbi propofuerit , in latiflime patentem cam¬

pum debeat excurrere ; tot opera diversa et diaria confidere,

ut raro unus fit futurus , qui illa conquirere poffit et pervol¬

vere . In hac porro inventorum ubertate multa occurrunt

peculiari ftudio exquirenda ; multa ad criticae normam expen¬

denda , et recto acutoque examine diiudicanda , quo minus

utilia ab utilibus , falfa a veris , et incerta a certis probe dis¬
cernantur.

a 3 Indu-



IV PRAEFATIO.

Indubium eft , partem puram feientiarum ftatico - mecha¬
nicarum ad tantum perfectionis gradum jam efle perductam,
ut fere nihil fit , quod expectari polfit aut debeat : feu eniM
aequilibrii , feu motus principia confideres , ad tantam funt ea
liniverfalitatem promota , ut nihil amplius defiderandum videa¬
tur . Interea certum eft , pleraque principia a multis harum
feientiarum doctoribus aut ex alienis et minus genuinis prin -.
cipiis efle derivata , aut methodo inconvenienti expolita : apud
omnes vero invenies univerfam motus theoriam indeterminatis

et vacillantibus infinite parvorum notionibus principiisque fu-
perftructam , confequenter evidentia illa et certitudine deftitu-
tam , qua difquifitiones mathematicae fe tantopere folent
commendare.

Quodfi autem partem adplicatam feientiarum ftatico - me¬
chanicarum feorfnn attentius - expendamus , in qua generalia
principia aequilibrii et motus in parte pura ftabilita ad vires in
natura re ipfa exiftentes applicantur ; imperfectio ejus omnem
expectationem fuperabit , nili nos ad difficultates fere infupera-
biles continuo reflectamus , quae in excolenda hac parte fe
perpetuo offerunt . Tot fane tantisque tenebris veritas involuta
hic delitefcit , tam abdita , et ab oculis noftris tam longe re¬

mota , ut , fi vel adproximare ad illam cupias , multo pluribus
nobilioribusque obfervationibus et experientiis te opus habere
facillime fentias , quam ad hunc ufque diem facere capereque
licuit . Atque hinc factum eft , quod pleraeque adplicationes

hypothe-



PRAEFATIO . v

hypothelibus phyficis fint fuperftructae , quae jam nulli genui¬
no , jam admodum levi fundamento innituntur , jam etiam

inter fe plurimum diffentiunt , et faepenumero cum veritatibus

et principiis extra omne dubium politis evidenter videntur

pugnare.
Haec funt , quae me ad elaborationem hujus operis exci¬

tarunt , in quo quaecunque hactenus in univerlis scientiis

ftatico - mechanicis praeclare acta funt , ita exponere conftitui,

ut inde plurimum et utilitatis tyrones , primam , ut ajunt , ha¬
rum scientiarum ftudio manum admoventes , et commodi

Doctores , lucrique ipfae scientiae queant capere , unde se¬

quens totius operis ratio et oeconomia fponte fe obtulit.

1. Praemitto in hoc primo opusculorum volumine ele¬

menta calculi differendo - integralis , et geometriae sublimioris,
in quorum expolitione ita verior , ut cuncta ex evidentiffimis

analyfeos linitorum notionibus et principiis elementaribus de¬

ducam , notionibusque infinite parvorum , quorum jufti olores
funt recentiflimi geometrae , perfectiffime exclulis , omnia ad

genuina principia methodi exhaufiionis veterum revocem , qua
de re uberius in introductione differo.

2 . His jam elementis fuperftruam omnes difquiiitiones

ftatico - mechanicas , quas sequentia volumina complectentur.

Dabo operam , ut , inchoando a primis ftaticae et mechanicae >4

principiis , quaecunque ufu aliquo et utilitate fe commendare

vifa fuerint , in diveriis dissertationibus criticisque commenta-
a 3 tionibus



vr PRAEFA TIO.

tionibus folide aeque ac fuccincte exponantur illufirenturque.
Et ideo , aibicunque per naturam objecti licuerit , conabor or¬
dinem notionum propofitionumque fcientificum , et rigorem
in condendis demonftrationibus geometricum fervare . In or¬
dinandis vero diflertationibus ad id folum attendamne  ulla

innitatur principiis , quae nondum lint expolita et evicta . Non
enim aedificium hic ad omnes leges architecturae ' exactum

ftruere , fed materiam duntaxat conquirere mihi propofui , qua¬
lem amplitudo et dignitas ejusmodi aedificii poftulat : nihil
ergo refert , quo ordine lingulae ejus partes expendantur , modo
materia pro lingulis , quoad licuerit , folida determinetur.

5 . Eapropter adplicatam ftatico - mechanicarum fcientiarum
partem , et in fpccie doctrinam de aequilibrio virium in ma¬
chinis machinarumque motu peculiariter decutiam . Sjftemata
hypotheJibus phy .ficis .fuperftruCta , ne fine heceffitate lim in¬
finitus , breviter recenfebo ; tum fingula tali examini fubiiciam,
.quod ad explorandam veritatem fulficiat . Quamobrem non
illa folum , quae hactenus funt infiituta , experimenta confu¬
tatu , fed .alia quoq .ue r copiofa ' et exquifita in fubfithum vo¬
cabo , quorum pleraque in machinis jam exftructis capere
conftitui.

4- In fecundo itaque volumine , quo ad omnis generis
difquifition .es, tyrones praeparem , agam de generalibus corpor
rum viriumque in illa , agentium proprietatibus ; virium aequi¬
librio , earumque compofitione et refoludone ; centro aequilibrii

in
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in genere , et centro gravitatis ejusque invefiigatione in fpecie;

motu punctorum aequabili et inaequabili ; motu maflarum pro-

grelhvo pendente a datis viribus ; lapfu corporum gravium per
plana inclinata , et lineas curvas ; denique de momento iner¬
tiae , motuque mallarum circa axes fixos , et motu oscillato-

rio pendulorum . In tertio autem volumine evolvam , ob ean¬

dem caufam , principia generalia tam aequilibrii , quam motus

in machinis fimplicibus et compotitis , ita ut hinc ad aequili¬
brium et motum pro determinatis viribus facillimum fit tranfi-

re , felicifihnoque fuccefiii principia utri usque confiabilire,

modo leges virium in natura exiftentium , quas eae libi nullis

calculis praefcribi patiuntur , ex obfervalionibus et experimen¬
tis colligere liceat.

Tuum jam erit Lector benevole judicare , utrum haec

aliquid , an nihil meriti habeant . Si nihil inter ea novi , quod
meum fit , inveneris ; fpero tamen fore , ut ob ferves , me alio¬

rum meditationes haud temere congeffiiTe , fed plerasque ita
excoxifle , ut meae efie videantur.

Dabam Lipfiae ipma . yhiis.  An . 1799.
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INTRODUCTIO
IN CALCULUM DIFFERENTIO - INTEGRALEM.

I.

.Theorema elementare , cujus demonftrationem in ( 129. § .) dedi , eft
unum e praecipuis principiis generalibus methodi exhauftionis  veterum
geometrarum . Demonftratio aequalitatis duorum quantorum illi princi¬
pio rite fuperftructa tantam parit evidentiam et certitudinem , tantamque
habet vim in intellectu de veritate convincendo , ut ea major desiderari
non poflit . Qui aliter fentiunt , non fatis mihi videntur naturam ejusmodi
demonftrationum expendiffe . Inter hos Micheljenus  eft , qui negat,
methodum exhauftionis veterum per fe ad veritates maximo , qui pollit
defiderari , rigore evincendas fufficere (a) : aft non eft , cur in confutanda
ejus opinionis levitate diutius immorer ; unico exemplo utar , quo clarius
tyrones naturam demonftrationum hujus generis perfpiciant . Sit nimirum
demonftranda aequalitas inter aream circuli et produ &um ex ejus femi-
peripheria in radium.

A) Radius circuli fit r et ir  ejus peripheria , X autem area . Si p de¬
notet perimetrum cujuscunque polygoni regularis circulo infcripti , et P
perimetrum - polygoni fimilis eidem circulo circumscripti ; erit evidenter
tam ir > p et ir < P , quam X > ■£-p r et X < i P r.

B) Sint D = P — ir  et d— v — p differentiae inter peripheriam cir¬
culi et perimetros polygonorum in (A) ; erit P = D+ 7r, et p — 7r— d:

et X < Jigitur in ( A) erit etiam X,j>
Dr

2

C) Cia-

(a) Beytriige zirr Bcfiirderung des Studiuois der Matliematik. Jtes Stiick. S. 195. 194,



X INTRODUCTIO.

C) Clarum porro eft , reftas aequales differentiis D , d in (B) eo
minores fieri , quo propius polygona in (A) accedunt ad circulum , neque
difficulter demonftrntur , pro quavis cogitabili lineola retia z talia poly¬
gona in (A) effe poilibilia , pro quibus quaevis retiarum D, d minor fit

. . Dr , zr dr , zrlineola z , consequenter etiam - < : - , - - -2 ^ 2 2 2

D) Porro nulla eft cogitabilis tam parva superficies e , pro qua et
quovis dato radio r non fit podibilis ejusmodi tineola retia z , quae det
2 rz < e. Cum enim abfurdum fit de superficie e cogitare , quin in hac
tria punfra exiftant , quae nec in una retia jaceant , neque in unum pun-
tiurn confluant ; evidenter patet , pro quavis quantumlibet parva superficie
e poifibile effe triangulum , puta altitudinis a et bafeos b, quod minus fit
superficie e , nimirum \  ab <3 e. Quantumcunque porro parvae fint lineo¬
lae b, a , cum illas cum puntiis confundere non liceat ; nece fie eft , ut
pro dato quovis radio, r polii bilis fit quarta proportionalis z ad r, b, a,
quo fiat r : br= a : z , hinc rz — ba , et 2, r z — ^ ba ; proinde etiam
i r z < e.

E) Quare evidens eft , femper effe poffibilem lineolam retiam z,
pro qua dimidium | rz retianguli rz minus fit quavis utcunque parva
superficie e per (D) : igitur erunt polfibiles retias D,d,  pro quibus fit
tam dimidium ^ Dr retianguli Dr , quam dimidium ^ dr retianguli dr
minus quavis cogitabili superficie e per (C) , quod eft impofiibile , quin
fit X ~ -i7rr ob (B) per ( 129. §.).

2. Hoc modo procedes , quotiescunquc principium in ( 129. § .) de-
monftratum ad evincendam aequalitatem duorum quantorum Z, X applicare
volueris . Quaere ante omnia , an non dentur duo quanta variabilia U, V,
pro quibus femper fit Z > X — U et Z < X + V vel Z < X — V , quos¬
cunque valores quanta U , V obtineant : tum disquire sedulo , utrum haec
quanta ejus naturae fint , ut quodvis illorum quolibet quanto utcunque
parvo minus pofiit fieri. Si enim haec evifta fuerint , conft .b t eo ipfo,
qnanta Z , X inter fe debere aequari , ita ut abfurdum fit differentiam ali¬
quam inter illa ftatuere , utcunque parva ea effe dicatur , determinabilis,
vel indeterminabilis ( 129 § .) , qualem Micheljtnus  in praecedente exem¬
plo a circulo petito fini imagina mr. Videamus jam , quanta fit hujus
methodi vis in promovenda methodo inventionis , fi ilia ad differentias

funtlio-
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funCtionum rite applicetur , quae difquifitio eo plus utilitatis habere cen-
fenda elt , quo evidentius inde et genuinum objeCtum calculi differentio-
integralis , .et fufficientia methodi exhaultionis veterum ad conltabilienda
hujus calculi principia poteft colligi.

z . Plerique analyftae , duce Leibnizio  calculi differentialis inven¬
tore , universum hunc calculum circa infinite parvas differentias quantita¬
tum variabilium er funCtionum verfari arbitrantur , cujus fyftematis prin¬
cipia palmaria ad sequentia capita poliunt revocari.

A) Si a denotet quamcunque quantitatem finitam,  qua et major et mi¬

nor fit aflignabilis ; et m fit numerus integer quiscunque ; erit “ x

pars inta quantitatis a , eaque eo minor , quo major fuerit numerus m.
Data jam utcunque parva quantitate e poflibilis erit numerus integer m»

pro quo valor fiaftionis x —consequenter  etiam quaevis fraftionum
a 'a a ^

—etc.  fiat minor quantitate e : fi ergo cogitetur nume¬

rus m indefinenter crescere , licebit hac via ad numerum infinite magnum
m ~ oo , nimirum omni dabili majorem , et quantitates infinite parvas

a a a a
- , - —, - - , - - , etc . , feu omni dabili minores , mente ad-
00 . 00 00 oc
proximare , inter quas idcirco et finitas quantitates ejusmodi intercedet

relatio , ut quaelibet quantitas Infinite parva ——- tam refpe&u quantita-

tis cujuscunque finitae , quam respectu infinitae parvae inferioris ordinis
- -- perfefte debeat evanescere.
00 n r

B) Quamobrem licebit etiam datam quamennque quantitatem varia¬

bilem x incremento infinite parvo augere , quo quaevis ejus functio y

certa quantitate mutetur , nimirum crescat vel decrescat : quantitatem

hanc vocant Differentiate fiun&icmis  y , et incrementum variabilis x

Differentiate variabilis  x , illudque defignant figno dy , et iftud figno dx.
Calculus differentiatis  compleftitur methodum inveniendi differentialia fun¬
ctionum , et Calculus integratis  methodum inveltigandi fundtiones , qua¬
rum data fint differentialia.

C) Facillimum vero eIt in hoe fyltemate differentialia quarumvis
funftionum inveltigare . Cogitetur enim variabilis x augeri incremento

b 3 infinite



XII INTROD UCTIO.

infinite parvo dx — “ > et a valore , y ' quem funCtlo y induat, varia¬
bili x in x+ dx abeunte, fubtrahatur ipfa functio y ; reOduumy ' — y
dabit differentiafe dy functionis y per ( B) , quod limpliciiUme exprimes,
fi , peraCta reduftione refidui y1— y , fummis formae a.+ ,8 dx + y d x*
+ ddx3+ etc . quantitates finitas a , et fummis formae /3  d x + y d x^+ dd x3
+ etc. quantitates infinite parvas Sdx fubftituas, ob (B et A).

E. gr. Si petas diflerentiale dy funCtionis y = ax 3; erit
y 1= a (x+ d x)3= a x3+ 3 axa d x + 3ax d x2 4 -a dx3:
igitur y1—y — 3ax2 dx -f 3 axd x2+ a dx1,
feu dy — 3ax 2dx
_ x
Fro y — - -— autem eritJ 1 — x2

x-4- d x

igitur dy —

feu dy

I — (x +  dX) 2 I - X
. ( l -t- x2)dx + xdx

—y 1—y— d >,;

(1 — X2) 2 — 2 x ( 1 — X2) d x — fi — x 2J dx*

_ ( i -f- x2)dx
~~ C1—x2) :

4. “Nihil hoc calculo fimplicius poterat excogitari , feu inventionem
differentialium datarum funCtionum, feu illarum, quae incognitis fun¬
ctionibus competant, inveftigationem confideres : verum fundamenta ejus
acerrimo inter ipfos illorum patronos bello occationem praebuere, ad
quod generatim inter analyftas excitandum fovendumque notiones infi¬
nite parvorum aptiffimae effe videntur. Sunt , qui duce Eulero  omnes
quantitates infinite parvas nihilo aequari judicant , ita tamen, ut eo non
obftante diverfae rationes geometricae inter ipfas poliint intercedere,
Aliis contra abfurdus effe videtur nihilorum calculus , abfurdumque, ut
una duarum quantitatum infinite parvarum, inter quas, utpote aequales
nihilo , nulla intercedat magnitudinis differentia, ntupla  pofiit effe alterius.
Quamobrem propugnant ii , omnem quantitatem infinite parvam effe quan¬
tum fui generis , omni quidem dabili minus, non tamen aequale nihilo:
nec metuunt, ne ob neglectum infinite parvorum refpeftu linitorum in-
finiteque parvorum inferioris ordinis (3) calculus erroneus reddatur; error
enim , inquiunt, qui hic committi videtur, ' eft infinite parvus, confe-

quenter
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quenter omni dabili minor, et ideo nullus. Aft » ne nimiopere a fcopo
hujus introductionis abducamur, affumamus explorandam vim methodi
exhauftionis veterum in ufu differentiarum finitarum, quo evidentius
pateat, utrum et qua ratione calculi differendo - integralis principia ad
genuina methodi exhauftionis veterum principia poffint revocari, quod
unico exemplo illuftrafle sufficiet.

5- Pro quibuslibet duobus quantis  P , Q dabitur numerus integer  m,

quo fumma  P + Q fiat minor quavis utcunque parva quantitate  e.

Semper enim erit tertium quantum Z poflibile , quod majus fit quo¬
libet quanto P, Q feorfim fumto : erunt ergo quanta Z , P, Q fio com¬
parata, ut pro illis fit Z —— h Z b >- P — + Q —~  *r m mJ m m2

Cum vero fit Z — [> Z , adeoque Z— + Z — [> Z —+ Z — ;m r  m - ^ m m m m2

erit eo ipfo etiam 2Z - —̂!> • P — 4- Q — •m m m2

Quantumcunque porro magnum fit quantum 2 Z , et utcunque par¬

vum e , poflibilis erit numerus integer rn, pro quo fit 2 Z— < e : pro
1 1 meodem numero erit ergo a fortiori e >̂ P - 1- Q— •^ m r ^ m 2

6. Data aequatione  y 2= Ax + Bx 2 ad curvam  BPC (i8 -Eig.) *nter  Fig. 18
ejus coordinatas orthogonas  y = Pa,x ~ Ba , cujus revolutione circa axem
BE generetur corpus rotundum  CBD, - invenire foliditatem fiegmenti  BPP
plano  P mpn P ad axem  B E perpendiculari abfcijji.

Solutio.  I . Soliditas quaefita fit S — BPnpmP , quae variabilix — Ba
crefcente quacunque differentia Ax — ab crefcet differentia AS—
Pmpncserc : erit AS major cylindro bafeos P m p n et altitudinis ab—Ax,
et fimul minor cylindro bafeos resc et altitudinis ab— Ax : cum igitur, pro
ratione radii ad femiperipheriam— 1:v , fit ir . Paz.Ax foliditas cylindri
prioris, et ?r . rb7.Ax foliditas pofterioris; debebit effe femper

AS £> ir .Pa2.Axj et AS < ir,rb 2. Ax.

II. Sed
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II . Sed per hypothefim debent ordinatarum Pa,rb abfciflis xt = Ba>
x + Ax = Bb refpondentium quadrata ede Pa 2= Ax + Bx 2, rb 2 == A (x

4-Ax) + ^B(x -{- ix) 2; igitur erit femper etiam

AS )> ir (Ax + Bxz) Ax;
et A8 -< 7r( A (x4 - Ax ) 4^ B(x4- Ax)2) Ax.

III . Si porro haec omni cafu debent fubfiliere , quemcunque valorem
liabeat differentia Ax —ab ; neceffe ed‘, ut eadem locum habeant , fi, va¬

riabili x — B a in numero m partes aequales mente divifa, differentia

Ax = :ab uni catae  parti ejusdem variabilis aequetur , adeoque ponatur

IV. Quodfi autem Ba in numero m , et Bb in m+ i partes aequa¬

les mente dividatur , quarum quaevis fit " Ax , et per fingula punfta
divifionis cogitentur duci feftiones ad axem perpendiculares , ut PmpnP,

r -escr per punfta a,b;  dividetur eo ipfo S" BPnpmP  in numero m

partes , et Brcserr = S4 - AS  in partes numero m -p i , quae fie debebunt
ede comparatae , ut , fi in AS terminos seriei Ax . o , A x . i , A x. 2,-

Ax (m — i)  loco x succe dive fubftituas , numero m partes segmenti
S = BPnpmP  ordine fis obtenturus.

V. Hinc ergo (IV) et ex (11) evidenter elucet , soliditatem S pro

quovis podibili numero integro m in (111) majorem ede summa omnium
valorum , quos funftio

t (Ax + Bx 2) Ax

fuccefiive induet , fi in illa termini seriei Ax .o , Ax . i , Ax . 2,-

Ax (m— i)  loco x liicceffive fiibftituautur ; et firnul minorem fumma om¬

nium valorum , quos in eadem hypothed funftio

7r(A (x + Ax) + B (x4 - Ax) 2)Ax ,

debebit obtinere . Quare habebimus

( A ( i + 2 -}- 3 + - - f- (in —0)  Ax 2)
( + B(i 2+ 22+ 32+ - + (m— i) 2) Ax3)

_ . ( A ( i + 2 4- 3 4- -b ® ) A x2)
T (± B(i a+ 2 24- 32 4 - - - - - - 4 -nr ) Ax 3)

Et
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Et fumtis ferierum fammis fiet
S > ir (4  A (n? — m) Ax2+ \  B (3 m3— 3 m2-f m) Ax*)';
S <5* (2 A (m2+ m ) Ax2+ } B(2 m3+ 3 m2+ m )Ax3).

Cumque fit Ax = — ; erit etiamm

S > -4wAx 2j 2y 7rBx 3—U;
et S < l7rAx 2-j~fffBx 34- V:

pro U=i it  x’ (A + B x) — + § ir B x3—l—;r v — m m2

et V ^ ^ ffxVA + Bx) —— (- £ irBx 3~*

VI. Hinc , quia qilodvis quantorum U , V in (V) poteft fieri minus
quolibet utcunque parvo quanto e per (z) , neceffario feqoitur efle
Sn= i7r Ax*+ f tBx 3 per (2) .

7. Si utramque expressionem in (6. n. II .) per Ax dividamus , ob-
AS

tinebimus pro quotiente —- sequentes conditiones , pofita differentia
, x

in

[> ir (A x + Bx2);Ax

4 ^- < !» CAx+ Bx *) + CA+ 2Bx ) x — + Bx '- — •Ax ^ ' — m — m2

Ob primam conditionem debet necessario extare certa differentia
A S

H - t (A x + _B x2̂ = D, pro qua fit

~ = tt (Ax + Bx 2) + D:Ax —

igitur ob fecundam conditionem

D < j(A + 2 Bx) x + B x2 —- •

Quamobrem , cum id femper debeat fubfiilere , utcunque parva fit

pars mta  Ax — — variabilis x , quamtunilibet idcirco magnus fit na- %

fSohimtn I. C merus
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merus Integerm; cumque femper fit numerus m pofilbilis, pro quo
(A + 2 Bs ) .’( - — h B x2 ——r valorem minorem quovis nrcunque parvo~ . m ~ m' . ASvalore e obtineat ( ;) : evidens eft , differentiam D inter — - et v ( Ax
+ Bx 2) minorem quavis utcunque parva quantitate e poffe fieri , conse¬
quenter funftionem ir ( Ax + Bx 2) effe limitem omnium mutationum , quasAS . . x ,
exponens u rationis AS: Ax fuccefiive poteft fubire , fi Ax = —  imteu-
nenter decrefcat , numero m perpetuo crefeente (6g- § . Elem .).

8- Pari ratione , fi opus effet , liceret nfum principiorum methodi
exhauftionis veterum ad omnes cafus extendere , ad quos fundamentalia cal¬
culi difterentio - integralis praecepta solent adplicari , quin fit neceffarium ad
notiones infinite parvorum refugere , quorum ne veftigium in ejusmodi dis¬
quisitionibus reperies . Ex hoc autem unico exemplo evidenter colligimus,
pofiibile effe , ut principia calculi differentio - integra !is eadem certitudine
et evidentia geometrica , quam in Archimedeis difquifitionibus admiramur,
conftabiliantur , fi obje&um hujus calculi ita determinetur , ut ille perpe¬
tuo circa folos limites versari debeat , ad quos exponentes rationum
Ay : Ax  inter differentias Ay funftionum y et differentias Ax variabilium
absolutarum x (4. §. Elem.) intercedentium indesinenter adpropinquent,
differentiis Ax continuo decrefcentibus ; tum ad evolutionem eorundem
limitum et proprietatum , quibus ii fint praediti , methodus exhauftionis
veterum rite applicetur . Limites ejusmodi genuinum effe , idque unicum
rationi eonfentaneum , objectura calculi differentiatis , communis eft cele¬
berrimorum Analyftarum sententia . Alii illam diserte profitentur , prin-
cipiaque calculi differentialis ex iplis talium limitum notionibus derivant:
alii vero eam tacite ample&untur , inter quos perfpicaciffimus LaGran-
gius eminet . Negat enim La Gr angitis in fu a theoria funftionum
analyticarum (a) , principia calculi differentialis certitudine evidentia¬
que geometrica conftabiliri , fi illa ipfis limitum notionibus fuperftruan-
tur ; quocirca alia is methodo , independente ab his notionibus , funftio-

nes
(a) Theorie dts fonctions analyliques, contcnanl les principes du calcul dijfe-

rcnliel , degages dc loitlc conjideration d ’infinimcnl pelils ou d ^ vanouijjans,
de limues ou de Jluxions , et riduils a l 'cinalyfc algebritjue dc quaniites
finiet.
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s diverforum ordinum ' ex quavis funftione primitiva evolvere docet,
quae nihil funt aliud , quam limites mutationum in exponentes —f  -2. 3 AxAy Ay
~A~S2~ , i~ > etc* ° ° differentiam Ax continuo decrefcentem redun-

dantium : eapropt ^- ipfe La Grangius  fuuin calculum functionum  eun-
dem cum calculo differentiati  e fle pronunciat , quod III. La Croix  in fuis
inftitntionibus calculi differentio - integralis (a) infigniter illuftravit , La
Grangianum  calculum ad evolutionem principiorum calculi differentia-
lis adplicans.

9 . Verum veniam dabit Vir celeberrimus , fi ei in re 'tanti momenti
contradicam , notionesque genuinas limitum , de quibus hic fermo eft ta¬
les effe judicem , .ut ex illis principia calculi differentialis omni rigore
certitudineque et evidentia , cujus difquifitiones anaiyticae capaces funt,
poffint derivari , ita ut calculus hic , iisdem notionibus fuperftruftus , totus
elementaribus principiis analyfeos finitorum innitatur . Quicunque enim
haftenus id praedare adnili funt , in eo mihi peccaffe videntur , quod a
definitionibus rationum differentialium immediate ad illarum inveftigatio-
nem tranfiverint , et faepenumero in hac invelligatione notionibus fint ufi,
quae cum rigore , quo principia calculi differentialis erant conftabilienda,
nullo pafto poliunt conciliari . ClarifftmUmL' Huilieram  inter recen-
tiores excipio , qui ante omnia generales limitum pro quantis rationibus¬
que variabilibus proprietates evolvere efi: conatus , quo fundamenta folida
conftabiliret , quibus inveftigatio rationum differentialium pollet inniti (b).
Aft utrum haec aliquid et quantum ponderis habeant , ex fequenti com-
mentatiuncula elucebit , quae et ipfam methodum , qua in conftabiliendis
principiis calculi differentio - integralis utor , et ejus vim in evincendis ve¬
ritatibus illuilrabit.

c 2 10. Bina
(a) Traile du Calcul dijferential et integral.

(b'. Expofiion elementaire det principes de calculsfaperienrs , qui a remporte
le piix propofe pnr Veicademie Roya/a de Sciences et Belles - Leltres pour
Vitinee  1786 . d Berlin.

Principiorum calculi differentialis et integralis expo/ltio dementaris ad
normam dffenationis ab academia Scient . Pirg . Pruffica anno  1786 . praemii
honore decoratae elaborata . 2 'ubingae.
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io . Bina extant principia maximi momenti in universa funftionum
theoria , de quorum solida demonftratione parum haftenus erant Analyftae
solliciti : primum eft , quod omnis funftio variabilis z certae seriei formae
generalis Az a+ Bz b+ Cz c+ etc . aequetur : alterum vero , quod diffe¬
rentia Ay cujuslibet funftionis y variabilis z alicui «- risi formae xAz
+/3 Az1+ Y Az3+ etc . debeat efl.'e aequalis. Neutrum principium eft per
fe evidens : utrumque ego ideo in mea analyfi (a) demonftrare adnifus fum,
quo inftitutiones calculi differentio - integralis firmis fundamentis poffent
fuperftrui . Neglexit hoc L’Huilierus,  quamvis is utroque principio ad
evincendum theorema Taylorianum ufus fit , quod eo minus poffum ad-
probare , quo amplior eft apud illum ufus hujus theorematis (b).
La Grangitis  contra , ne a nondum evifto principio fuam functionum
theoriam ordiatur, 'demonftrare conatur , pro quavis funftione fx variabi¬
lis x , fi f (x -f- i) denotet valorem , quem illa obtineat , variabili x in x + i
abeunte , effe f (x -j- i) — fx + pi + qi2-pri 3+ etc . , ita ut in hac ferie folae
potentiae exponentium integrorum et pofitivorum incrementi i poflint
contineri (c) : aft multa mihi in hac demonftratione displicent.

1°. Tota demonftratio aequationum theoriae innititur , quae ob expo¬
nentes potentiarum i , iz, i 3, etc . in infinitum crescentes nequit hic eam
evidentiam et certitudinem parere , qua fundamentale totius calculi fun¬
ctionum principium erat demonftrandum.

2°. Porro eft tota demonftratio tantum ad impoflibilitatem potentia-in
rum fraCtarum i n evincendam concinnata , quin inde ulla ratione pof-
fit elucere , utrum feries exprimens functionem f (x -|- i) terminum ali¬
quem pi primam potentiam incrementi i compleftentem neceffario
debeat habere , cum tamen , nifi ejusmodi terminus adfit, universus calcu-
lus vacillet.

3°. Ponamus demum , Ia Grangium  folidiftime evicilfe non pofife
fieri , ut f (x + i) aequetur alicui feriei formae fx + pi a+ qi b+ri c-f- etc .,

in

(a) Unterricht in der mathematifchen Analyfis . 2ter Band , aufs Jalir 1791 ; und Bej-
lage aufs Jalir 1798.

(b) Principiorum Cale. JJiff . et Integr . Expojitio etc.  J2 , 33. §.
(c) Iheoric det fonclions analjtiques etc.  IO . §.
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in qua exponentes frafti occurrant : eftne ideo evi&um , fun&ionem f (x-4-i)
aequari feriei fx -f- pi + qi J +ri 3-f etc. ? minime : nihil enim aliud inde
sequitur , quam quod nullus exponentium a, b, c, etc . poffit effe fraftus,
fi fun &io  f (x -j- i) certae feriei formae  fx + pi a+qi c+ri c+ ete . aequetur;
utrum autem re ipfa extet ejusmodi feries , nullibi demonftratum invenio.

ii . Eapropter, ut tyrones a primis vulgaris algebrae elementis ad
adaequatam diftin&iffimamque cognitionem principiorum calculi differen¬
do - integralis via breviffima ducerem , exposui in primo elementorum
hujus calculi capite palmares fun&ionum proprietates , explicationemque
funftionum algebraicarum , logaritbmicarum , exponentialium et trigono-
metricarum per feries methodo fimpliciffima docui ; tum , qua ratione prin¬
cipiorum , de quibus in (io)  erat fermo, veritas poteft evinci, in (6z 66-§.)
offendi. Quod in specie ad theorema binomiale attinet , habes illud pro
quolibet exponente rationali et irrationali m in ( ; >. § .) methodo inventionis
demonltratum , ita ut adverfus hujus fimpliciffimae demonftrationis rigorem
nihil poffit obiici. Cardo enim tetius demonftrationis in (n. Z.) confiftit,
ubi generatim fuppofui , arithmeticam universalem ita efle excultam , ut
inde facile eluceat , cur pro omni exponente m , et quibuslibet quantis

Um u "\ ,n

u, v , debeat efie —-— —j : qui de hujus principii veritate du¬
bitat , neque concipere poteft , quo modo id demonftrare liceat ; praecipua
quaeque principia arithmeticae universalis , ut e. gr . ambra— (ab) ra; am an

r= am+n,Logr m=rmlogr ; log - j - = logr — logs ; et similia in dubium
vocet oportet , quae utique nequeunt fubfiftere pro omnibus exponentibus,

um
quin fit e. gr . log —— log u'" — logv m=mlogu — mlogvt = m

log —“ — I > adeoque necelfario •

12. Hinc jam ad ipsam expofitionem principiorum calculi differentia-
lis in fecundo capite progredior . Ante omnia expono adoptatas et me¬
thodo exhauftionis veterum consentaneas definitiones limitum  pro quantis
et rationibus variabilibus (68- 69- § .) , ex quibus evidentiffime principia
generalia sequuntur , quae usque ad (78 - §-) evolvo . Tum,  praemifta de¬
finitione rationis differentialis (79. §.) , affumtoque pro ejus exponente
figno fimpliciffimo , totus in eo occupor , ut illas rationum differentialium
proprietates generales paucis explicem et evincam , quibus universus

c 3 diffe-
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differentio- integralis calculus innititur (go - 102. § .) : ex his demum
proprietatibus praecepta univerfi calculi differentiatis per fe indidem evi-
dentilfime fluentia elicio ( 103 - 159. §.) . Peculiarem vero operam
adhibui, ut univerfalem eamque planiflimam methodum quaerendi expo¬
nentes rationum differentialium funftionibus incognitis debitarum doce¬
rem, illamque ad rjusmodi principia revocarem, de quorum certitudine
evidentiaque dubitare fit impoflibile ( 129 - 132. §.) Quantam haec
principia vim in evincendis veritatibus habeant, fi iila ad geometricas dif-
quifitiones rite applicentur, offendi in poftremis duobus capitibus: pos¬
sunt autem iila eadem facilitate perfpicuitateque ad generalia totius me¬
chanicae fundamenta conftabiiienda adpltcari, quin necefiarium fit , tem¬
pora , spatia, celeritates , et fimilia in flatu evanefcentiae confiderare, iila-
que ut infinite parva vel evanefcentia inter fe comparare.

13. Hoc modo inveftigatio rationum differentialium ad duo genera¬
li Lima principia analytica revocatur (82. 131. §.). Vel enim fun&io y re¬
lata ad variabilem absolutam x (4. datur, vel penitus ignoratur.
Cafu primo ponatur in illa ubique x + Ax loco x , quo ipso obtinebitur
differentia Ay ^=yl —y . Haec jam differentia ita transformetur, ut per¬
spicue conflet , ipfam certae seriei formae PA x -j- A Ax2 -f - B Ax*
-J- CAx 4 -)- etc. aequari, in qua terminus primus PAx perfefte fit deter¬
minatus, feu coefficientes A,  B , C, etc. reliquorum terminorum noscan¬
tur seu non , modo ii a differentia Ax fint independentes. Quodfi enim
reipfa fit Ay = PAx -}- A A x2+ B Ax3-J- etc. ; erit eo ipso € y = p ~ p £X
exponens rationis differentialis fun&ionis y (Z2. gi . § .) .

14 Si autem ignoretur fanftio y variabilis absolutae x ; ignorabitur
quoque exprefilo illius differentiae Ay . Hoc cafu inveffigetur, atmon
exflent binae functiones U, V differentiae Ax , inter quas incognita dif¬
ferentia Ay fic jaceat , ut pro quovis utcunque parvo valore differen¬
tiae Ax fit

Ay > U et fimul Ay < V«

Tum determinentur exprelfiones earundem funftionum U, V per x,
Ax , et quantitates conflantes , a quibus illae dependeant: expendantur
eaedem exprelfiones diligentiillsne, ut certo conflet , an non detur deter¬
minata aliqua quantitasX , conflans,vel aequalis certae functioni variabilis x,

modo
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modo illa fit independens a differentia Ax;  et an non fint praeterea
aliae quantitates e, f, g, -E , F , G, etc. poflibiles, quae a Ax
non dependeant (licet eae ignorentur) ficque fint comparatae, ut pro
illis nasci deberent feries XA x -f- eAx2+ f A x3+ g Ax4+ etc . , X Ax-f-
EjAx2 + FAx 3+ GAx 4 + etc . funftionibus U, V aequales, quibus ia
praecedentibus expreflionibus pro Ay fubftitutis fieret

Ay > XAx + eAxJ+ fAx 3+gAx 4-f- etc.
et fimul

Ay < XAx + EAx 2+ FAx 3+ GAx 4+etc.
Utprimum enim hujusmodi exprefiiones fuerint deteftae, certoque

conftiterit , utramque fimul pro quovis quantumlibet parvo valore diffe¬
rentiae Ax debere fubfiftere; certum etiam erit , X effe exponentem ra¬
tionis differentialis incognitae funftionis y , nimirum ey ~ Xt = X «x
(13 1*§ )-

Sic e. gr. fuperius (6) , licet ignoretur funftio S“ BPnpmP varia¬
bilis x= Ba , certo tamen confiat, illius differentiam AS ejusmodi effe,
ut pro quovis valore differentiae Ax fit AS major cylindro bafeosPmpn
et altitudinis Ax, et fimul minor cylindro bafeos resc et altitudinis Ax, unde
ibidem obtinuimus

AS > r (Ax + Bx3)dx;
et fimul

AS < *r(A (x+ Ax) + B(x-f Ax)3) Ax.
Quamobrem erit etiam

AS > ir (Ax Hh Bxs) Ax;
et fimul

AS<s r (Ax + Bx2)Ax + 2BxAx 4+ BAx g.
Atque ex his expreflionibus evidenter jam per (!ZI. §.) sequitur, ex¬

ponentem rationis differentialis incognitae funftionis S neceffario effe
eS—ir(A x*f~Bx2)= t (Ax + Bx3)sx,

quod ipfum, ob (79, 70. §.) , jam fuperius (7) invenimus.
15. Quod ad principia in (95 - 102, §.) demonftrata in Ipeeie at¬

tinet , ea nec per fe fuut evidentia, ut demonftratione non habeant opus;
neque
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neque talia , ut ignorari pollint , quin difquifuiones differentio - integraleS

eo ipfo dubiae reddantur.
Sicut e. gr . inveftigatio logarithmorum datis numeris respondentium,

et numerorum datis logarithmis debitorum , in determinato quovis cafu
dubia deberet reddi , nifi conftaret , unij eidemque numero unicum logarith-

mum , et viciflim cuivis logarithmo unum determinatum numerum , inae¬

qualibus vero logarithmis inaequales numeros , et numeris inaequalibus
inaequales logarithmos respondere : ita etiam incerta erit quovis determi¬
nato cafu inveftigatio exponentium rationum differentialiutn pro certis fun-

ftionibus , et harum pro datis exponentibus , nifi fimilia principia pro functio¬

nibus et illarum rationibus differentialibus evincantur , ut in (95 - - 98-§•)•

In (14) invenimus e S= ir (A x Ĥ Bx2) pro exponente rationis difle-
rentialis funitionis S aequalis soliditati corporis Bi’ npmP : fi jam hunc ex¬

ponentem ad detegendas certas proprietates ejusdem’ corporis adplicem;
certitudo inveftigationis in eo profefto fundabitur , quod evidenter confter,

illum exponentem ei duntaxat funftioni pofie respondere , quae foliditati

corporis BPnpmP  aequatur . Et fi inde ope calculi integralis ipsam so¬
liditatem eliciam , ponamque illam efle S = t (| Ax2+ -̂Bx 3) + C; erit

haec determinatio ideo certa et evidens , quia certo conftar, dato exponenti

sS~ 7t (Ax + Bx2) nullam aliam funftionem pofle respondere C97-9S-§)-

Deinde fi quacunque methodo exponentem £y = « *z rationis difleren.
tialis funftionis y datae per variabilem z determines ; nifi principia in

(99 — 102. §.) evidfta fint , haud licebit «z “ — inde derivare , et

pro exponente rationis differentialis quantitatis z fpeftatae inftar unius
funftionis variabilis y habere , quod tamen in quamplurimis dilquificioni-
bus theoretico -praclicis solet fieri.

Ea propter expositionem horum principiorum (95 - 102. § .) non
utilem duntaxat , fed etiam neceilariam efle arbitror , incauteque illam ha-

ftenus a plerisque Analyftis negleftam efle cenfeo : quodcunque fyftema

ampleftaris , fimilia principia neceftario erunt tibi evincenda , nifi univer¬

sum fyftema vacillantibus fundamentis velis fuperftruere.

16. Quamobrem id me in primis duobus capitibus perspicue oftendiffe

judico , principia univerfi calculi differentio - integralis ex ipfis limitum

notionibus , independenter ab omni infinite parvorum evanefcentiumque
notione.
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notione , fic polle derivari , ut illa firmifiimis fundamentis analyfeos lini¬
torum innitantur , idque methodo aeque fimplici ac univerfali polis prae-
ftari . Seu enim generalem theoriam ibidem expolitam (6g — 102. § .) ,
feu illius adplicafionem ad inveftigationem exponentium rationum difleren-
tialium datis quibuscunque functionibus , algebraicis , iogarithmicis , expo-
nentialibus , et trignnometricis , atque ex his quoquo modo compofitis de¬
bitarum (103 - 126. §.) attente expendas ; feu demum methodum,
qua exponentes difierenriales funftionibus incognitis refpondentes invefiigo
(14 ) , ad examen voces : nullibi ne veftigium aut incrementorum infinite
parvorum vel evanescentium , aut rationum inter illa intercedentium obser¬
vabis , ni fi notionibus adaequate determinatis , Tarionique et methodo ex¬
haustionis veterum geometrarum consentaneis , quibus perpetuo utor , alias
peregrinas fubftituas , de quibus eo minus mihi vel somniare licuit , quo mi¬
nus eae cum ratiociniis , quibus finguia principia evincere conatus fum,
pofiunt conciliari.

17. Superius jam animadverti , fun &iones derivatas, quae objeftum
La Grangiani calculi functionum constituunt, nihil aliud effe, quam
exponentes rationum , quas ego cum aliis Analyftis in his elementis diffe¬
rentiales voco: nili ergo de nomine litem velis movere, facile admittes,
circa Kos ipfos exponentes eundem calculum verfari , eo duntaxat discrimi¬
ne , quod La Grangius neque naturam illorum ex limitum notionibus
determinet , neque regulas , per quas ii pro datis quibuscunque funftio-
nibus primitivis inveniri poflunt , ex iisdem notionibus derivet- Verum,
licet ego plene fim-conviftus , id tam methodo La G r angi a na, quam
alia quoque multo fimpliciori, cujus specimen alia occafione dedi (a) , polle
praestari , modo et illa et haec uberius excolatur ; non video , cur id fit
necefiariurn , eo minus sane, cum certo confiet , utrobique ad limitum
principia efie refugiendum , utprimutn calculus ad funftiones incognitas ad-
plicatur . La Grangius enim conatur demonstrare , valerem f (x -f- i),

quem

(a) Archiv der reinen und angewandten Mailiemaiik ; bemisgrgebcn von C. F . If in¬
dent/urg.  Achtes Heft , aufs Jahr i ; g8.

Volumtn I.  d
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quem quaecunque funftio fx variabilis x debet induere , fi ipfa variabi¬
lis x capiat incrementum i , ejusmodi feriei fx + i p + izq -}- i3 r + etc.
aequari , in qua incrementum i fic poterit omni ca!u determinari , ut quivis
terminus major evadat quam fumma ' omnium fequentium terminorum : at¬
que iftud principium vocat is theorema fundamentale  totins suae theoriae
funftionum , quod , ex ejus 'mente , tacite tam in Leibniziano calculo
differentiali , quam in Neutoniano  calculo fluxionum praefupponi-
tur (b) . Utrumque certum efr, et ego ipse ejusmodi theorema in (75.
77. §.) ex genuinis principiis (independenter ab omni curvarum theoria,
cujus principia in difquifitionibus hujus generis aeque ac principia mecha¬
nicae peregrina efie censeo) evinco , tum bina inde principia generalia eli¬
cio (g2. 131. §.) , eorumque uni invefligationem exponentium rationum
differentialium pro datis quibuscunque funftionibus , alteri vero inventio¬
nem eorundem pro funftionibus incognitis fuperftruo , ut superius ( 13) (14)
exposui : aft an non ex his evidenter elucet , La Gr angium  invefliga¬
tionem suarum funftionum derivatarum,  tum praecipue , dum funftiones
primitivae  ignorantur (quod plerumque fit in adplicationibus ad geometriam
et mechanicam) , genuinis principiis doftrinae limitum fuperflruere ? an
non ergo consultius eft totum fyftema a limitum notionibus ordiri , iisdem-
que universum calculum fuperftruere?

ig . Sed ne mihi in hac principiorum calculi diflferentialis expolitione
aliquid adtribuere videar , quod aliis acceptum debeo referre ; dicam paucis,
quod de hoc meo qualicunque labore sentio. Superius jam animadverti,
me in determinando genuino objefto calculi differentialis aliorum senten¬
tiam amplecti : nihil ergo novi propono adferens , universum calculum
differentialem circa invefligationem limitum rationum inter fimultanea in¬
crementa funftionum variabiliumque absolutarum , ad quas illae relatae co-
gitantur , intercedentium versari : id enim Ne ut onus jam docuit , docent-
que scriptores recentilfimi , Eulerus  ( c) , Kdjlnerus (d) , Karfte-

n i us
(b) Theorie des Fonclions/dnalytiques.  14 §.

(c) InJiitulion .es Calculi differentialis.

(d) Anfangsgriinde der Analyfis des Unendlichen.
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ttius  ( e), et alii Viri celeberrimi . Cum autem fola genuini objefti determi¬
natio ad constabilienda principia calculi differentialis minime fufficiat ; non¬
dum inde sequitur , eosdem Viros celeberrimos haec quoque principia ita
conftabilivilTe, ut ea certis et evidentibus fundamentis , notionibusque , nus¬
quam peregrinis , fed genuinis duutaxat et objefti naturae consentaneis
inniti deceant vel poitint censeri. Ego quidem contrarium observavi,
et praecipue in adplicacione eorundem principiorum ad geometriam et
mechanicam ; quamobrem non tantum utile , fed et neceffarium effle
arbitrabar , rigidiori examini omnia fubiicere ; doftrinam de limiribus
quantorum rationumque variabilium magis excolere ; generaliaque illius
principia analytica , quorum vestigia in Kiijlneri  et Karjlc  ni z infignibus
operibus continuo fe offerebant , ita constabilire , et methodo quoad fieri
potest plana in unum systema redigere , ut universus calculus differen-
tio - integralis nomen calculi exa£?ijjhni  postit mereri , qui non tantum
facili ampliffliinoque ufu , fed etiam geometrica suorum principiorum
certitudine evidentiaque fic fe commendet , ut non fit 'cur notiones,
quibus is innititur , contemni et derelinqui debeant.

19. De reliquo finis principalis , cujus gratia haec elementa con-
fcripfi , erat , ut tyrones ad disquifitiones ftatico - mechanicas praepara¬
rem , quas fine sublimiori analyli nec excolere licet , neque excultas
intclligere . Paucis multa exponere conatus sum, quin ideo obfcurus
fierem : omnia tamen , quae notari merebantur , explicare non poteram,
ne arftos limites , intra quos me continere debebam , transgrederer.
Cum autem maximum in difquifitionibus omnis generis pondus habeant
elementa calculi differentialis , et calculi integralis reftrifti ad funftio-
nes unius variabilis ; illa et haec peculiari industria evolvere , et fic eno¬
dare studui , ut adplicatio ipsorum facilis effet et commodissima: qua¬
propter integralia maxime memorabilium exponentium differentialium
non tantum ad generalia praecepta revocavi , fed singula plene deter¬
minavi , quo in adplicatione ad cafus speciales fola substitutione effet

d 2 opus,

(0) Anfangsgriindeder matlieroatifchen Analyfis.
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opus . Reliqua , ut e. gr . adplicationem calculi differentlalis ad theo¬
riam aequationum ; integrationem exponentium differentialium ad plures
variabiles relatorum , etc . breviffime attigi , et geometriae fublimioris
primas tantum notiones , illuftravi . Non diffiteor itaque plurima in his
elementis desiderari , feu fola principiorum Analyfeos et Geometriae
fublimioris cognitio , feu illorum ufus in difquifitionibus ftatico - mecha¬
nicis expendatur : fpero tamen fore , ut quicunque haec , quae expofui,
meditate perlegerint , fibique familiaria reddiderint , facile prolixiora
aliorum Scriptorum opera intelligant , in quibus hujuscemodi do&rinae
ex inftituto pertrahantur : in illorum autem gratiam , qui opusculis meis
ftatico - mechanicis uti voluerint , de iis , quae hic omittere debebam,
differam , ubi iis opus habuero.

ELEMEN-
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THEORIAE FUNCTIONUM,
CALCULIQUE DIFFERENTI ALIS.
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CAPUT L
D E

DISCRIMINE ET DIFFERENTIIS FUNCTIONUM,
EARUMQUE EXPLICATIONE PER SERIES,

i . Definitio.

uantitates , circa quas universa analyfis mathematica verfatur , divi-
duntur in conflantes  et variabiles:  illae eosdem perpetuo valores

retinere cenfentur ; hae vero indeterminati funt valoris , pofTuntque quos¬
vis valores recipere , quin etiam nihilo aequari : priores plerumque initia¬
libus , polleriores autem finalibus alphabeti literis defignantur.

a. Definitio.
Quaelibet expreffio analytica alicujus quanti per quantitates conflan¬

tes et variabiles , quomodocunque inter fe connexas , vocatur Funffio
earundem variabilium : Formam  funftionis determinat ipfe nexus inter
quantitates conflantes et variabiles , quas fun&io complectitur , inter¬
cedens.

3. Corollarium i.
Omnis funflio innumeros valores potell recipere , pendentes a totidem

poffibilibus valoribus quantitatum variabilium , quas illa continet (i . 2.§ .) :
quaevis funftio ell ergo quantitas variabilis ( i . § .) .

4 , Corollarium 2

Quamobrem , dum certae quantitates variabiles aliarum variabilium
funftiones fuerint (3 § .) , debebunt aliquae in fe efie variabiles , itide-
pendentes a novis variabilibus : quantitates hujuscemodi intelligemus de¬
inceps nomine variabilium abfolutarum,  ad quas , unam aut plures , quae¬
libet funftio referri censebitur.

A 2 Scho-
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S c li o 1 i o n.
F g i Sic , fi y t= PQ denotet perpendiculum ' ex indeterminato punfto P

peripheriae circuli radio r^= AC deferipti ad diametrum AB demifTum,
x = CQ vero partem diametri inter illud perpendiculum centrumque cir¬
culi C interceptam defignet ; erunt y , x duae reftae ita inter fe con¬
nexae , ut , alterutra illarum crescente vel decrescente , altera eo ipsa
murari debeat. Si jam illae mutationes , quae ex omnibus mutationibus
passibilibus diftantiae x in perpendiculum y poliunt redundare , in consi¬
derationem vocentur ; fpeftabitur x inffar unius variabilis absolutae , quae,
independenter ab omni alia variabili , quosvis possibiles valores possit
recipere ; y autem erit ejus funftio t^ ^ ft 2 — x2) : fi vero illarum mu¬
tationum ratio habeatur , quas diftantia x debet subire , si perpendiculum y
successive mutari cogitetur ; referetur x. ad y ut fuuftio := :^ (r2—y 2)
ad variabilem absolutam.

5- Definitio-
Operatiows atgebraicas  vocant ordinarias operationes arithmeticas,

ut sunt , Additio , Subtraftio , Multiplicatio , Divifio , Elevatio ad poten¬
tias , et Extraftio radicum : omnes aliae operationes , quae non sunt
algebraicae, . appellantur transcendentes .. Hinc funftiones algebraicae  dicun¬
tur , quae ex quantitatibus conflantibus et variabilibus aut per Colas opera¬
tiones algebraicas , vel etiam per intermixtas transcendentes , quin tamen
hae ipsas variabiles afficiant , inter fe connexis componuntur : fecus enim,
fi aliqua transcendens operatio afficiat quantitates variabiles , funftiones
quoque erunt transcendrntes , inter quas funftiones trigonometricae , lo-
garithmicae , et cxponentiales  peculiarem merentur attentionem.

E- gr . Funftiones ax , x Sin a , xLoga,  x a fuut algebraicae ; et
a Sin x , a Log x , a* funt funftiones transcendentes.

Scholion  i.
Palmaria principia trigonometrica , quorum ampliffimus e11 ufus per

universam analyfin mathematicam , quibusve etiam nos iu sequentibus fre¬
quentissime utemur , funt sequentia.

Afiumto circuli radio " r , pofitaque ejus femiperipheria erit
r . tt= 3 141592653589793 etc.
2 . Sin o 7r~ Sin tt= o;  Sin ji ^ i,

z . Cof
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3. Cof o r — f + Cof i 7r“ o ; Cofa -— — I.
4. Sinvoir — o ; Sinv £ 7r— 1; Sin vv — 2.
5. Cof vo 7r“ Cof v ir = 1; Cofv -̂ 7r— o.
6 Tang ot —Tangn -rcro ; Tangf 7rr= oo.
7 . Coto ?r = oo ; Cot | - r — o ; Cot 7r — — 00.

8 - Secor — i ; Sec •§ v  ~  00 ; Sec ir — — I.

9 . Cofec o t — Cofec tt — 00 ; Cofec Jt — i,

Ceterum - patebit ex fequentibus formulis, , valorem cujuslibet fun&io-
nis trigonometricae certi arcus per hujus finum aut cofinutn perfefte de¬
terminari : quodfi vero k denotet quemcunque - terminum progreilionis
numericae o , 1,2 , 3 , 4 , 5, etc. ; erit femper

10. Sin 2 k 7T— Sin (2k -f- 1) *•— o.
11. Cofin 2 k 7T— 1; Cof (2 k -f- 1) w— — 1.

Si retento radio — 1, dentur duo quicunque arcus, , aut anguli
a , b ; erit

12. Sin a2+ Cofa 2—1.
r.* __ /v _ _ _ T ^ng a

IZ. Sina — / ( i — Cof a ; — -7 , —-+ 1ang a2)

14 Cofa — yf( 1— Sin a2) — -
1Sin  v a .— 1 — Cofin a.
16. Cofinva —1 — Sin a»

Sin a _ Sin a — Cofin a2)
Colin a

\f 1 + i aug <x~)

17. Tang a = :

18 Cot a

19. Sec a

Colin a
Coii” a

bin. a
r

•/ '̂ 1— Sin a2)'
j_

Ta ig a
r

Cofin a
1

/ (1 — Sin a*)
I

20. Cofec a — — - - ^Sin a V v1 — Colin a2)
21 Sin (a -fb ) — Sin a Cof b+ Cof a Sin b.
22 . Cof (a + b ) — Cof a Cof b — Sin a Sin b,

Tang a + Tang b
I — 1ang a Tang b

24.  Sin (a — b )— Sin a Cof b— Cof a Sin b.
25. Cof (a — b) — Cofa Cofb -{- Sin a Sin b.

A 3

23. Tang (a + b

26.  Tang
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r  m f  iv _ _ Tanga — Tangb26. Tang (a— b) c= ——p- — .
I + 1 ang a Tang b

27. Sin 2 a“ 2 SinaCof a— 2 Sin a / ( 1—Sin a2).
28 . Cofin 2 a= Cof a2 — Sin a2.~ 2 Cof a2— i ^ 1 — 2 Sin a2

rp „ _ _ 2 Tang a29. 1ang 2 a .—'-

30. Sin ~a—

1 — Tang a2
Cofin a

31. Gof -l  a :

32

:v
.Tangi ai= f-

fi -j - Cofin a

-Cofin Sin
\  1 + Colitia 1+ Cofin a

Sit h hyothenufa trianguli reftanguli ; « , y vero fint ejus catheti,
et a, c anguli oppofiti ; erit

33. h “ — “ aCofec a.Sm a

34- «~ hSin a— y Tang a.
Cofin a _

35- V— 2 -7,- = 5« Cot a.Sin a

Porro fint a, b , c tria latera trianguli obliquanguli, et A , B, C,
anguli iis oppofiti : erit

36. a“ y (̂b2+ c 2—2bc Cofin A).
rp r, ,_ b SinA37. 1 ang B :

38- Cofin A:

c — b Cofin A
b2-s- c2—-a2

2bc

'Scholion 2.
Fun&iones hae (Schol. 1.) ad radium= 1 relatae vocantur natura•

les,  nimirum finus naturales, cofinus naturales, et fic porro: relatae vero
ad quemcunque alium radiumr appellantur artificiales.  Functiones natu¬
rales , quibus deinceps conftauter utemur, convertentur , ubi opus fuerit,
in artificiales, iisdem angulis , arcubusque funilibus debitas, atque ad
quemcunque datum radium r relatas, fi illae multiplicentur per radium r.
Sic etiam quivis arcus radio r=ri defcriptus convertetur in arcum fimilem
defcriptum radio r, fi is ducatur in radium r.

E. gr.
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E. gr . Sint a,b duo anguli , et functio y =rxSinc a — ^ (i —xCofb)
compleftatur finum naturalem anguli a , et eofinum naturalem
anguli b : quodfi jam funftio y determinari debeat per finum
artificialem anguli a , et eofinum artificialem anguli b , utrumque
relatum ad datum radium r ; poni debebit Sin art a — r Sin nat a , et

Vi m ni *f n
Cof art b~ r Cof nat b3 hinc Sin nat .a - -- ,et Cofnatb =r

x <̂j n „2His enimvaloribus iny fubftitutis obtinebimus y := - ^ - / ’( ! -

r
x <' nfb

r
ubi Sin a et Cofin b non amplius naturalem , fed artificialem , ad radium r
relatum , finum anguli a , et eofinum anguli b denotabit.

Sch o 1i o n z.
Saepe fit , ut arcubus anguli , et viciflim angulis arcus in' calculis ana»

lyticis fubftituantur , quod duplici modo poteft praestari.
I . Si angulo refto = 90° pro unitate affumto , denotet arcum e

centro alicujus anguli « radio 1 inter ejus crura deicriptum ; erit
« v (i . Schol . 1. n.)

2. Quodfi autem angulus y, pro quo arcus inter ejus crura radio
r=ri descriptus aequetur eidem radio , pro unitate fanquam communi om¬
nium angulorum menfura fumatur; poterit ponix — Q,  denotante a quem¬
cunque angulum , et (p arcum inter ipfius crura radio deferiptum;
fecus erit ci~ yty,  et — .V

6. DefiniT ro.

Alfa omnium fun&ionum divifio est in integras etfraffas.  Ut aliqua
funftio fit integra,  requiritur , ut ea nulli fraftioni aequestir , in cujus de¬
nominatote occurrant quantitates variabiles elevatae ad potentias expo¬
nentium pofitivorum.

E. gr . Funftiones bx 2 e
= ex z funt integrae ; contra:m

fra-ftae fun&iones- funt — — ax~ rx
a + bx

7. D e.
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7- Definitio.
Eunftiones dividuntur porro in rationales et irrationales,  prout illae

nullam aut aliquam irrationalitatem, afficientem quantitates variabiles,
compkftuntur.

E. gr. Funftiones ax 2t= ax3; —a -f xf  c

vero -b/x
\f  e— x2

funt rationales: funftiones

x2^/ "x funt irrationales.

8 - Definitio.

Funftio integra et rationalis (6. 7. § ) erit primi,  vel fecundi,  aut
tertii,  vel generatim niti Ordinis,  feu unius, duarum, trium,  m dimen-
ftonum,  prout maxima fumma exponentium quantitatum variabilium in ali¬
quo termino fuerit I , vel 2 , aut 3 , vel generatim numerus integer m.

E gr. Funftio a+ x— y duarum variabiliumx , y eft 1mi  ordinis feu
unius dimenfionis: funftiones autem a-{- bx y , c + dx2 — ey 2 funt 2di
ordinis feu duarum dimenfionum: .et funftio a + bx —cx 3+ exy 2 eft 3tii
ordinis feu trium dimenfionum.

9.  Co r o 11a r i u m.

Funftio integra et rationalis unius variabilis x eft 1mi, 2di,  3 tii,  4 ii,
mti  ordinis , fi exponens maximae potestatis variabilisx est i , vel 2, aut 3,
vel 4 , aut generatim numerus integer rn (8- §■).

io . Definiti 0.

Funftio fi afta rationalis (6. 7. §.) est fraftio propria  feu genuina,  aut
impropria:  prioris numerator eft inferioris ordinis quam denominator:
numerator vero posterioris ejusdem est aut altioris ordinis, quam deno¬
minator (8- 9- §-)-

11. Corollarium.

Fraftio impropria, fi ejus numerator dividatur per denominatorem,
refolvetur in duas partes, quarum una erit fraftio propria, altera vero aut
quantitas constans, aut funftio integra , nifi fors numerator fit per denomi¬
natorem divifibilis, quo cafu data funftio frafta aut conflanti cuipiam quan¬
titati , aut integrae funftioni aequabitur.

E. gr.



CAPUT I. 9

E . gr.

a
a xz— 2 x a

: ~b  +b x2— ]
X5 + 2 x3 — X + r

x3— 3 x
x2 — i ,—— r— x+ r-

b x2 —

x2+5  + x3—3 x

12 . Definitio.
Numerus dimenfiomim  in quovis termino datae funftionis eft summa

exponentium , quibus quantitates variabiles in eodem termino sunt prae¬
ditae . Hinc repetenda eft divisio funftionum in Itomogeneaset heterogeneas.
Funftio integra vocatur homogenea,  fi idem eft dimensionum numerus in
quovis ejus termino : funftio autem frafta erit homogenea,  fi numerator
et denominator fuerint funftiones homogeneae , ejusdem aut diverfi ordi¬
nis (8-9' §>)-

13.  Definit io.

Denique notetur adhuc divifio funftionum in uniformes  et multifor¬
mes.  Funftio uniformis  appellatur , quae pro quovis determinato valore
quantitatis variabilis unum tantum valorem obtinet : multiformis  vero
funftio vocatur , quae pro quolibet valore variabilis plures obtinet va-
lores.

14 . Definitio.

Si variabilis absoluta x , ad quam funftio y relata fit , crescere cogite-
tur , debebit ipfa funftio y mutari (nimirum crescere vel decrescere) ;
omne incrementum , quod variabilis x supponitur capere , vocatur Diffe¬
rentia variabilis  x , cujus fignum eft Ax : quantitas vero , qua funftio y
mutatur ( crescit nimirum vel decrescit) , dum variabilis x augetur incre¬
mento Ax , dicitur Differentia funftionisy , quae fimili figno Ay dein¬
ceps exprimetur.

15. Corollarium 1.
Differentia Ax variabilis abfolutae x poteft denotare quamvis partem

variabilis x , ita e. gr . ut inter omnes poflibiles partes aiiquotas £ x , fx,
jx , fx , etc . nulla fit , cui Ax non pofiit aequari (14. § .) .

16. Corollarium 2.
Quantitas conftans C (1. §.) nullam recipit differentiam ; quocirca

debebit poni ACb = o ( 14. § .).
Volumni I.  B 17. Co
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Si y1 denotet valorem, quem funftio y relata ad variabilem absolu¬

tam x , hac in x -fdx abeunte, obtineat ; differentia ejusdem funftionis
eric Ay — y1—y , vel Ay := y — y1, prout nimirum funftio y , crelcente
variabili, pariter crefcic vel decrefcit (14. § ) .

18 . Corollarium  4.
Cum tamen fit y — y1— — (y *— y) , fetnper licebit differentiam Ay

funftionis y relatae ad variabilem absolutam x confiderare inftar incre¬
menti , quod ipsa capit, dum variabilis x augetur incremento Ax , ita ut,
fi , x abeunte in x +Ax,  y abeat in y1, fit Ay — y1—y,  modo differen¬
tia hac ratione determinata fumatur cum fignis contrariis, utprimum fun-
ftio y ejuscemodi effe deprehenditur, ut ilia , crefcente variabilix , debeat
decrescere ( 17. § •).

19 . Corollarium  5.
Quaelibet funftio <p data per variabilem quamcuuqne censebitur va¬

lorem <pl = <pA <p obtinere , fi variabilis abfoluta x , ad quam illa refer¬
tur (4 . §.) , augeatur incremento Ax ( 18- § )-

20 . Corollarium  6.
Ex his elucet methodus generalis quaerendi expreflionem differentiae

Ay datae cnjuscunque funftionis y variabilisx : fi enim ubique in y sup¬
ponatur x abire iu x + Ax , noteturque valory 1, quem funftio y hoc cafu
induat, et ab eo subtrahatur ipfa funftio y ; erit refiduum aequale diffe¬
rentiae Ay ( 18. §.)

E x e m p 1 a.
y —ax ; y1—a (x + Ax );
Ay — y1— yr :ax + aix — ax — aAx-
y ~ axzi y ’= a(x + Ax',2;
Ay n= y*— y — 2 axAx + aAx2.
y —ax 3; y Ir=:a(x -f A x,3
Ay r̂y 1—y = 3 ax2 A x + 3 a x A x2+ a Ax3.

21 . Corollarium,  7.
Quidquid fit funftio Z variabilis absolutae x , quantitasqueconflans C,

fi x abeat in x -p A x ; abibit funftio y — Z -pC in y1— Z -pAZ -pC,  et
u—CZ  abibit in C(Z -p AZ) — u1 (19 . §.) : erit ergo Ay —AZ , et
Au — CAZ (18 . §.) 22. Co-
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22 . Corollarium 8-
EtfiP,Q,R , - — Z fint quacunque fiiiift '0"es variabilis abfolu-

tae x , debebit funftio y = : + Q + R+ - + Z obtinere aliquem valo-
rem y1—P + AP+ Q + A Q + R+ A RH- |- Z + AZ , fi x augeatur in¬
cremento dX (19. §,) : confequenter erit Ay — AP + AQ + A R-l- - -
+ AZ (18 - §•)•

23 . Corollarium  9.
Duae fun&iones Z , X relatae ad unam variabilem abfolutam x ne¬

queunt dici aequales, nili aequatio Z — X pro quolibet valore variabilis x
fupponatur fubfiftere: quodfi ergo x abeat in x + Ax,  quo cafu funftio-
nes Z, X certos valores Z + AZ , X + AX induent ( 19- § .) ; debebit elTe
etiam Z + AZ —X + AX , hincAZ — AX.

24 , Theorema.
Si certo conflet, quanta  Z etXeJJe inde pendentiaa variabili z, ejfeqite

Z — X+ a za+ /3  zb+ y zc+ ii zd+ etc . pro ier is quantitatibus, u,/3,y, -
a , b, c , etc. pariter indep rudentibusa z , et quovis valore ipfius variabilis z;
erunt quanta  Z , X inter je aequalia, et otza+ / 3zb+ yz c+ dz d+ etc . — 0.

D e m o n fi r a t i 0.
Clarum eft, fun&ionem S— «za+ / 3zb+ y zc+ SzA+ etc . fi ea non

eft aequalis nihilo , diversos valores pofle induere, pendentes a diverfis
vaioribus quantitatis variabilis z , et quantitatibus a, [i , y, -a , b, c, etc. :
cum igitur quantumX , utpote independens a variabiliz, eundem perpetuo
valorem retinere censeri debeat, quomodocumque mutetur variabilisz ; pot¬
erit quantum Z — X + 8 , fi non eft S— o , diversos valores obtinere a
certis vaioribus variabilis z pendentes , quod pugnat cum aflumta hypo-
thefi. Eapropter debet elTe S— o , et Z — X.

25 . Corollarium  1.
Impoffibile eft , ut pro quantis Z , X , P , Q, R»— - L , M,N,  etc.

independentibus a variabiliz , et quovis valore hujus variabilis fit Z + Pz
+ Qz a+ Rz 3+etc . =X + 1. z + Mz2+N  z3+ etc . , quin fit Z= :X ; nimi¬
rum Z — X + (L— P) z + iM— Q )z2+ (N — R) z3+ etc . (24. §.).

26 . Corollarium  2.
Funttio yt = A + Bz a+ Cz b+ Dz c+ etc . , in qua coefficientes et ex-

ponentes fint quantitates independentes a variabili z , non poterit efie
J3 2 aequa- -
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aequalis nib:lo pro quovis valore variabilis z,  quin fit eo ipfo A := : o et
Bza+ C zb+ D zc+ etc . = o (24. §.).

27 . Corollarium  3.
Si exponentes a , b , c , d, - - - p, q, r, s, etc . ordine crefrant , cer-

tumque fit , pro quovis valore variabilis z tam funftionem y — A+ Bz“
-f- Cz b + ■ — + PzP + Q zs-|- R zr-j- Sz s4- etc . quam aliquot primos coeffi-
cientes A , B , C , — - P, feorfim fumtos aequari nihilo ; erit eo ipfo
etiam Qz ‘i+ Rz r+Sz s+ etc . — 0 , hinc Q 4-Rz r~ 'i + Sz s'~‘l + etc .= ;o,
et ideo etiam proxime fequens-coeiificiens Q — o (26. §.).

2F . Corollarium  4»
Quoties ergo conftiterit , certam funftionem y ~ A + Bz a+Cz b

+ Dz c+ Ez d+ etc . pro quantitatibus A, B, C, D, E, - a, b, c, d, etc.
independentibus a variabili z , et quovis valore ejusdem variabilis debere
aequari nihilo ; certum erit , fingulos coeflirientes ; A „ B,  C,D , etc.. aequa¬
les elTe nihilo ( 26. 27.

29 . Corollarium  5^
Et fi binae funftiones P + Qz a+ Rz b+ Sz c+ etc . , p + q za + r zb

+ sz c+ etc . pro quovis valore variabilis z inter fe aequales fint ; erunt
etiam coefficientes poteftatum aequalium variabilis z inter fe aequales:
nimirum erit P — p + (Q— q) za-j- (R — r) zb-p (.S— s) zc+ etc . t= o ; hinc
P — p— o,  Q — q= : o , R— r = co, . S— s = ;o , etc . (28. §-) ; proinde
P — p , Q — q„ R — r , S— s , etc.

30 , Corollarium 5.
His principiis innititur methodus quaerendi feri em formae Az a+ Bz b

+ Cz c4-etc. aequalem datae funftioni y variabilis z formam ab illa diftin-
ftam habenti ... Si enim interea indeterminati coefficientes A , B , C, etc.
et determinati exponentes a , b , c , etc. , quales nimirum funftio transfor¬
manda poftulare vifa fuerit , fumantur , affumtaque aequatio y " Az a+ Bz b
+ Cz c4-etc.. in aliam U := V ita transformetur , ut utrumque membrum
compleftatur aliqpanv feriem illius formae , tum aut .coaequentur coefficien¬
tes poteftatum aequalium variabilis z conteDtarum in funftionibus U , V,
(29. aut , translatis omnibus terminis ad unicum membrum , quo e. gr.
fiat U— V ~ o\  finguli coefficientes in IT —V ponantur aequales, nihilo
( 28- §-) ; obtinebuntur hac ratione diverfae aequationes inter coefficientes

inde.
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indeterminatos A, B , C, etc. et quantitates conflantes, . a quibus pendet:
funftio y , unde quaeri poterunt calores eorundem coefficientium,

31 , Lemma,
Proprietas , quae tributa quantis  A , B, C, D, - P numero indeter¬

minato  n fumtis eo ipfo etiam uno pluribus quantis  A , B, C, D, - P, Q,
debet convenire, conveniet quantis  A , B, C, D, - - P, Q, K, S, T . etc.
quovis numero fumtis , utprimum ea aliquot, e., gr . duobus tribusve ,. quantis;
convenerit,.

Demonflrat  io.

Si enim certum eft , proprietatem, , duobus tribusve quantis A, B, C„
reipfa competentem , ejusmodi efie, . ut , fi ea generatim numero n quantis
A, B, - P tribuatur , eo ipfo etiam uno pluribus quantis A, B,- [>*Q
tribui debeat ; debebit utique illa competere etiam quatuor quantis A, B, C,
D, et ideo etiam quinque quantis A , B , C', D, E, hinc etiam fex quantis
A, B, C, D, E, F ; atque hac ratione licebit ex quovis quantorum numero
ad numerum ipforum unitate majorem concludere , quin fit pofilbile ad ta¬
lem quantorum numerum n pervenire, , ultra quem, illam proprietatem , non.
liceat extendere,

32 . Theorema,

Si  a , b, c, d, etc . fmt coejf cientes independentes  a variabili  z , Jitque  r
quiscunque numerus integer pojitivus ; pojjibiles debebunt ejfe alii corfidentes
x, [i , y, 6,.  etc . independentes a variabili, z , pro quibus fieret (a + bz + cz 1
+ d z3+ etc .) rt =r ar+ r ar~ 1 bz + «z2+ /3 z3+ y z4+ etc,

D e in o n fl r a t i 0.

I . Si M, N, O,- p, q,,r, etc . fint quanta independentia a variabili z;
poflibiles erunt , prout id evidenter ex natura multiplicationis elucet , coef¬
firientes x, /3 , y,  etc . , pariter independentes a variabili z , pro quibus,
fieret

(M+ Nz + O z2-f-etc.) (p -f-q z -t- tz 2+etc .) —

“Mp + ( 1VIq + N p) z + az 2+/3z 3+ yz 4+ etc,
. 2. Quare, , fumta fun&ione Zi= a + b z + cz 2+ d z3+ etc . , extabunt
certi coefficientes x,j3,y,erc  indererdentes a z , pro quibus fieret
Z Jz=:ZZccra 2+ 2abz + «z 2+/3z 3+ yz 4+ etc . ob (1),

B 3 ?- Et
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3. Et (i pro quocunque indeterminato numero n , literis k , 1, m , etc.
quantitates independetites a variabili z denotantibus , potiamr Z" — a"
+ nan- 1 bz + k z2 4* lz 3 + m z4 4- etc. ; poliibPes debebunteffe alii coeffi-
cjentes « . /3, y,  etc . independentes a variabili z , pro quibus fleret
Z"+I—Z '\ Z — nn+I + (n + 1) a11 bz + « z2+ / 3z3+ y z4+ etCy ob ( 1

Hinc vero (2) (Z) et Ẑl . § .) evidenter sequitur , quod demonftrari
debebat.

33 . Corollarium  1*
Differentia cujuslibet funftionis u= A + Bv+ Cv2+ D v3+ Ev 4-f-etc.

variabilis v erit Ayr= A+ B(v -t- Av) + C(v4-Av)24'D (v+ Av)3+ E (v-j-Av)4
+ etc. — u (20. § .) = (13+2 Cv + 3 Dv2+ 4 Ev34-etc. 3 A ■+ a A v24- /3  A v3
+ y A v*+ etc . , pro quibusdam coefficientibus «, /3, y,  etc . iudependentibus
a differentia Av (32 . §.) .

34. Coro 1 larium a.1
Datis quoque binis funftionibus <p== K + Ew+ M w2+ Nw 3+ etc.

i»t=;pe -(- qe 2+ re 34 -se 4+etc . , poflibiles erunt coefficientes a,  /3, y,  etc.
independentes a quantitate e, pro quibus fieret <£> K + L p e + ct e5+ .3 e3
+ ye 4+ etc. (32. §.) .

35 . Problema.
Invenire feriem aequalem logarithmo /unSionis  u — x-f- z pertinenti ad

fyflema indeterminatum.
Solutio.

1. Sint A, B, C, D, etc. coefficientes , pro quibus et quovis valore va.
riabilis 2 debeat fieri.

Jog u ~ A.z + Bz 24-Cz 3+ Dz 4 + - - - + Pzr-f Qz r+I. . . >
2. Extare debeuunt coefficientes cc, /3, y, S,  etc . independentes a diffe¬

rentia Az variabilis z , pro quibus fieret (33. § .)
A logun = (A + 2 Bz + 3CZ14- 4 D z?-j- f- r Pz r - I + (r 4-i ) Qz r) Az

4- oc A z24- /3  Az34- y Az44- i  Az54- etc.
3. Eft autem A log u log u1— log u (20. § .) “ log ( 14*z 4-Az)

— log ( i + z) (19 . § -) — Iog ( l + ) :
etiam

Alog
A A z
I -\- z 4-

B Az 2, CAz 3
(x 4-z) 2+  ( i 4- z; 3

ob (1.) deberet ergo effe

DA_z4
(i4 - z) 4

4- etc.

4. Quam-
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4. Quamobrem habebimus aequales feries in (2) ( z) , quae , etiam di-
vifae per Az debebunt effe inter fe aequales , pro quovis poflibili valore
differentiae Az , quod eft impoffibiie, quin per (25. g.) fit

A + 2Ez -r3Cz - + 4Dz 5-l- (- rPz r“ *+ (r+ i ') Q zrt ^

hinc 2R \+ 3 CV+ 4 DV , . +
+ Aj z +23 J z +3 cj £ + + + r P J '

1+ z >
:o:

igitur per (28- §.)
2B -(- A= o
3C + 2 B= o
4D -f-3 C o

B — — | A.
Cr= + fA.
D” - g A.

Q= - P.-Cr + OQ + rP = ;o

Adeoque feries in (1) quaefita erit
1 u~ l(i+ z) ~ A(z —| z2+iz ’—%z4-\-

36 . Corollarium 1.

2n+1 -v

^ + rj " * *

Series in (35. §-) inventa femper fubfiftet , quemcunque valorem ha¬
beat z , pofitivum aut negativum ; pro — z loco z erit ergo

l ( i — z) = — A (z + iz 5+fz 3+ -’-z 4 -1 - " + ' '

37 . Corollarium  2 ..

Et quia efr 1(1 -f z ) — i ( i — z) —1  Q —y) , obtinebimus ex ( 35.
36. §0 fequentem feriem;

, f 1+ z > / ” . z3 z 5 z T z 2n+1*\1 f - 1— 2 A ( z 4"— -I- (- - h ~ ~ ~ H- i— I•■
Vi —zs  V 3 5 7 2n + iy

38 - Corollarium 3.
1+ z

b;

eric z

Si b denotet bafin fyftematis logarithmici, ponaturque —

^ j et 1 lb “ 1; pro his valoribus obtinebitur ejb +
(37 - § ) lequens aequatio:

A —
/b - i (b - 1) 3 (b - iy Cb— 1 7 \
'svb + i + 3CD+ I ;3 -l- 5 (b + l/ ^7 ( b+ i) 7 Te “V

39 . P r 0-
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39 . Problema
Invenire ferient , quae numerum  z dato logarithmo  y in quocunque fy-

Jlemate refpondentem exprimat.
•Solutio.

1. Pro quovis logarithmo y et certis coefficientibus a , b , c , d , etc.
independentibus ab y fit

z — i + ay + by -+ cy 3+ dy 4 -|- l- py r+ qy r+I.
2. Erit differentia numeri z confiderati initar unius funftionis logarith-

mi variabilis y per (ZZ. §.) :
Az =̂ (a+ 2 by + 3 cy 2+ 4 dy 3 -4 - rPy r_ I+ (r + i ) qy r)Ay

+ x Ay 1+ ;3 Ay3+ y Ay4+ S Ay 5+ etc.
3. Cum autem fit in (2) Ay — y 1— y — Iz2— lz — l (z -f Az ) — lz

erit per (3 5. § .)
A A z3AAz Az 3 A A z4 t

-T - — -TTT- + etc,Ay = z

4. Quamobretn debebunt dari certi coefficientes k , I, m, etc. inde-
pendentes a differentia Az , pro quibus et quovis valore ejusdem diffe¬
rentiae per (34- § •) in (2 ) ( 3) Seret

Az = (a+ 2by4 - 3cy 2+ 4 dy 3-|- f- (r+ i) qy r) —- Az

-fk Az J+ l Az 3+ m Az 4+ n A z 5+ etc.
et ideo etiam

z —Aa + 2 Aby 4- 3 Acy 2+ 4 Ady 3 H- + (r + i ) Aqy r
+ k.z .Az- f-Lz A,zJ4 m zAz 3 + etc . ;

quod eft 'inrpofiibile, quin fit (24. §.)
z = tAa + 2 Aby -f 3 Ac} 2+4Ady 3 -b (r + i ) Aqy r.

Ob u ; per (29, §.) fiet ergo

A a — i
1

a,~ 1.A

3Ac — b
1

4Ad = c d“
1,2 . 3 4 A4

t I __ _ _
(r + i ) A q — p 1— P - (r + i ) A Et
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Et pro istis valoribus in (i ) fubftitutis obtinebimus fequentem fe-

riem pro numero z:

2 . 3. A3
yr

2 . 3 .4 .. . rAr*
f-nimirum

2 . 3 . 4 . . . rA r

, (lz) J . O22t = i+ T + - rr + - - ,r + rrr:A t 2A’ t 2 .3 A3 ~ 2 . 3 .4 A4

40 . Corollarium.
Si z — b fit bafis fyftematis, ad quod logarithmus y = Iz pertineat;

erit y = lz = lb := i:  igitur in (39 §.)

2. 3 A3
1

2. 3 . . . . r Ar

41 . Definitio.
In Quolibet fyftemate logarithmico datur, praeter ejus bafim b,

alter per ipfam determinatus numerus A ( 38 §.) , per quem feries
S= z —| zj + t zJ— £z 4+  etc . multiplicata generat produftum aequale
Iogarithmo fun&ionis 1+ 2 (35. §.) : numerum hunc vocant Modulum
fyftematis, quo dato dabitur eo ipfo etiam ejus bafis (40. §.). Logarith-
mi naturales appellantur , quorum fyftetna habet modulum unitati aequi-
lem: omnes alii logarithmi ad quemcunque alium modulum, unitate ma¬
jorem vel minorem, relati vocantur artificiales, inter quos praecipui
funt logarithmi vulgares, relati ad bafim= :1o.

42 . Corollari um 1.
Denotante b“ e bafin Iogarithmorum naturalium, erit , ob modulum

Ai= l (41 . § ) , per (40. §.)

=2,71828182 etc.

43 . Corollarium 2.
Pro bafi b= io Iogarithmorum vulgarium(41. §.) reperietur illorum

modulusA per(38- §.) , et frattio ■—, quae feorfim notari meretur; erit
enim:

APolumenL c
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A = GT +  i 1 ? + '5
9*

u s 7 . ii 7 -j- etc )
t= o 434294481903 etc»

^ “ 2, 30258^092994 etc.

4.4 Corollarium j.
Si logarithmi l ( r -f- z) , L( i + z) unius numeri I + z ad duo diverfa

fyftemata pertineant, quorum moduli fint m , Mi erit l ( i -f-z) — m S»
t r -f zltrrM S (41. §.) ; hinc l'( i + z) r I. ( i + z) m : M: logarithmi
cujusvis numeri pertinentes ad duo diversa fyftemata funt ergo inter Ce in "
ratione direfta modulorum eorundem systematum»

4 «. Corollarium 4.
Adeoquey fi A denotet modulum logarithmorumvulgarium, oh- mo^

duluin ~ r logarithmorum naturalium (41. § ) , erit 1 : A t= log nat u.:
tog vulg u pro quovis numero a (44*§•) ’• igitur fiet 1vulgut = Alnat u,

et 1 natu = lvulgu . -̂ - . Quare , cognitis logarithmis naturalibus certo¬
rum numerorum, reperientur logarithmi vulgares eorundem numerorum,
fi priores multiplicenturper modulum A logarithmorum vulgarium (43-§ ) i
logarithmi autem vulgares quorumlibet numerorum dufti in fraftionem

1 (43’ §-) dabunt logarithmos naturales eorundem numerorum.

Si fiat r+ z m
48 . Corollarium

r

1—L m'—r. — 1)
erit z —

2-nrr et

1C=f) ='(c, . ~ r - 7 = 2l m — (1(m -f 1)4- 1(m — i )) : quodfi

jam hi valores fubffituantur In (37. §.)» obtinebitur fequens admodum con>
■vtrgens feries, pr& logarithmis, quorum modulus est A (41. §.)

—Z (l'(m+ 1) + 1(m— r)>

+ A ( - 4 -f-V.2 m"—- 1 1 3 (2m,-ij 3 1 5 (2m J—1/ 1 7 (2 m'—1>
L _ . r . . -. I—
n *— 1 l 5 > ni  2 in 2—I ■etc . ^

47 - Co-
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47, Corollarium 6.
<Juamabrem , polito modulo fyftematis As =i (41 . §.) , converfisque

fraftionibus f , 5-, 4"» tY < -rr > etCi *n «lecimales derivabitur ex (46. § .)
fequeus formula pro logarithmis naturalibus.

log nat in s= 40 nat (m + i) + lnat (m — i ))
1 . 000000000000

2 m J—i

I 33333333333 ?
1 (2 m2 —i) 1

.1 ° -
200000000000

1 (2 m 2— i) 5

1 I 42857 M 2857
1 (2  m a — J ) n

1
IIIIIIMIIII

1 (2 m * — ip

1 ° - 090909090909
l (2m a —  ij' 1

, 0. 076923076923
' ( 2m - — r)"

etc . etc.

A
11

48 . Corollarium  7.
Similem formulam pro logarithmo vulgari numeri m ex (46. eii-

A_ A A
5 ' 7 ' 9 '

A
cies, fi , fumto modulo A per (43. §.) , fra&iones — ,

_A_
13 , etc . in pure decimales convertas : erit enim

lvu!gm “ | (lvulg (m+ 041 vulgfm— 1))
. 0 . 434294481903
' 2 m *— 1

. o. 144764827301
' (2  m * — 1) 3
. o. 086858896380
* (2 m-— i) 5
i o. 06204 2068843
' (sm 1— \p

C 3 4.
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. o. 048254942433
‘ (2m*— i, 9
. o. 039481316̂ 36

(2 m2-—1)"
, o. 03340726- 838

"* (2 m2— 1) 13

etc. etc.

S c h o I i 0 n.
Inlignis eft ufus harum formularum in condendis tabulis Iogarithmi-

cis , et corrigendis ampiiandisque jam conditis. Si enim pro quocunque
fyftemate quaerendi forent logarithmi numerorum naturalium2, 3,4,5 , 6,7,
et lic porro , ante omnia deberet determinari modulus A fydematis, aut
independenter ab ejus bali, aut per hanc datam (38. §•)• Cognito autemI -4- z
modulo A, invenietur, polito —= : 2 , hinc Iogarithmus binarii
2 per (37. §.) : invento hoc logarithmo, logarithmi omnium aliorum nu¬
merorum per (46. §.) commodillime determinabuntur: fufficiet autem
omni cafu folos logarithmos numerorum primorum m— 3, m= 5, m— 7,
m— II , m“ l3 , et ita porro , per (46. §.) quaerere, cum logarithmi
numerorum compotitorum 4, 6, g,  9 , 10, 12, etc. fola additione logarith-
morura illorum faftoribus debitorum poflint determinari.

49 . Problema.
Invenire feriem aequalem datae cuicunque quantitati exponentiali  uv.

Solutio.
Sit z = uv; eritlz “ vlu : fumtis ergo logarithmis naturalibus obti¬

nebimus per (39. §0  ob A“ l (41. §.) fequentem feriem
(v I u)2 . (vlu) ? , (v lu) 4 -u' = i + v1u-|- 2 .3 2 .3 .4

etc.

50. Corollarium.
Pro bali ur=:e logarithmorum naturalium erit lut = le = ri;  adeo-

que in (49. §.).

— - j- — - — - - - '2 '2 . 312 . 3 . 4 '2 .-3 . 4 . 5
ev=i + v + etc.

51. Pro-
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51 . Problema.
Invenire feriem aequalem potentiae (i + x) mt= y pro quovis expouen-

te  m , rationali et irrationali.
Solutio.

1, Si tn esset numerus integer pofitivus , feries aequalis fun&ioni y
haberet formam I + mx + ax 2+ / 3x3+ etc . (Z2. § ) : ponamus idcirco dari
coefficientes A, B, C, etc . pro quibus et quovis valore variabilis x , quo¬
libet quoque alio exponente m fieri deberet.

y ^ i + mx + AxHBxH - hQx r+Rx r+I.

2. Differentia hujus fun&ionis debebit esse juxta (33. §-) pro quibus¬
dam coefficientibus K, L, M, etc. independentibus a differentia A x.

Ay — (m + 2Ax + 3Bx 2-j- b r Q xr ~1+ (r + 1) R xr) A x
+ K Ax2+ L Ax3+ M Ax4+ etc.

3. In (2) ob ( i ) erat Ay =ry r—y pro yr = ( i + x)m, y 1— ( i + x
+ Ax)m. Eft autem pro quovis possibili exponente m

(i + x+ Ax>
(i + x)'

ob ( 1) debet ergo esse etiam
y1 — T . mAx AAx 2 ■ BAx 3 . .
y ' I + X ‘■( I + x) 2 ‘■(1 + x)3^ '

et eo ipfo
By A x3

(i + x> (i + x;

4- Quare debebunt esse feries pro Ay in (2) (3) pro quovis valore
differentiae Ax inter fe aequales , etiam fi illae per Ax dividantur , quod
eft impossibile, quin per (25. §.) fit

m + 2 Ax + 3Bx 2-l- l- rQx r“ I + (r + i ) Rx r = - 1y V--  •I "T *.

Hinc demum et ex ( 1) obtinebimus

+ m n x + 2 A\ xs + 3 B< x3 + + r Q< x'
2A ^ + 3B> + 4 C^ + - - - + (r + i) R>
-L m / V I ^ A / 1 . r >/v3 I I , n/

C 3 Uude
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2 A + m— nr*= o

zB + 2A— mA “ 0

4C+ 3B— mB= oI I
J I
1 I
I 1

Unde per (28 § .) fiet
m5m — l)

(r + i ) R + r <J)— mQt= o

A •

B'

C

1 . .2

_m ( m — i ) ( m — 2)
1 . 2 “ 3 *

ni ( m — 1) ( m — 2 ) ( m — 3)

1

R= Q . "

1 . 24
4

'4

r-j- l

z . Valores Tli in ( 1) fubftituti dabunt fequentem feriem, in qua ter¬
minus ultimus eft indeterminatus, ita ut ex illo finguli termini poft pri-
mumS= l ordine fequentes possint derivari, -fi fucceflive fiat rs -l , r£= 2,
y^r3 , et fic porro.

4 - * 4.

tn (m— 1) , ■ m (rn— !) (rn— 2) ^,
1 . 2 X 1 .2 . 3

m (m— i ) (m — 2) (m — r -f 1)
^ *v

52 . C.orollar i.um 4t,

Cum fit ,*a-J-bJm:= ( i -rx) m. a,n proxsr ^ .j prodibit pro his valo-
ribus ex (zi . §.) sequens formula exhibens potentiam indeterminatam cu*
juslibet binomii a+ b.

(a + b)™2=: am- | - ^ - a!n~ Xb~l~ rn  ^ m~ I -am“ Ib;

^- C~ — a» - 3b i + . . . .'1 . 2 . 3
I m (m — i ) (rn— 2) - (m — r -fi) aW ,, f fcr

”1 . 2 . 3 - - r

-53. Corollarium 2.

Fiat x “ Q= -̂ - et m ~ in ( Zl. § ) ; reperietur inde fequens
formula, ciyus ope nonnihil commodius .poterit determinari potentia ex¬

ponentis frafti dati binomii a+ b , literis A, B,C , D,  etc . , ut per fe

clarum
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clarum eflf, fingulos terminos feriei, primum, fecundum, tertium, quar¬
tum, etc., defiguandbus..

(a+ b)
V V , U= ; a vrHrAQ + T ^ BQ -*

U - 2 V

3V~
CQ -f ete.

B C D

54. Corollarium 3.
Unum exemplum notatu dignum suppeditat fun&io \f (ax ™+ bx*/

.4' bNn bx n“ r
:= (a xm-f bxn) : fi ponas Q — ^ — — - — , u «—I, v—.2 in C53-§v;
invenies fequentem feriena:

an—m 411—rm

/ "(axm-fc bx») ^ X
I . b*x a

2'a
6 n—5m

L
2 . 4‘a 2,

8 1̂—7  m

+
i . 3 .br x 2 r . T. 5•b4!x '* '

" x -£■- - r -- - • «-»'«-

+

a .4 .(3. a*  2 . 4 .68»
3rn —C2r —0 m

r 3 5 - - — (2r — 3) br.x ' * -
31 - I

2 . 4 .6 - - - - ara »

55. Corollarium 41.

Aliud aeque memorabile- exemplum praebet fun£tio ^ 'axm̂ _^
bxn“ r

S=('axm+ bx n}. . Si- ponas Q= — - — , u—— l»  vt= 2; obtinebis
ex (zz. §.) fequentem seriem.

1 1 I . fr
^ax m+bx nj £ _m 4 zm—- u4- r . 3 b2’

5m'—'4n
a . x 2 2 a . x 3

r -3 -5b3
7 m'—6 n

2 .4 6 a.x *
+ 1'3 - 5 . -
*- art i (2 rt iQni—g rn

2 .4 .6 - - - - 2ra 2' . x »

2'.4 a » x. 3

— -X-
'N. »

;6 . k ro-
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56 . Problema.

AJfimta ferie  Sin <P — 4>+ b <J>--Pc (?>3+ d (p44-hp <Pln + q <f>2n +t,
invenire fericm pro  Coiin <f>.

Solutio.

1. Si arcus variabilis tp crefcat differentia A <J>; erit per ( 5. §.
I . Schol.)

Sin (<p -s- Aip) — Sin tpCofA @+ Cof <pSin A(p.
Cof ((f>+ A <p) := Cof ^>CofA <p— SinSin  A <J>.

2. Cum jam per hypothefin pro quovis arcu debeat effe Sin $ ~ (p
+ b <J>, + c$ }+ d <?4+ - - - + p ^ *n+ q ^ *n+t :

3. Erit etiam Sin A <f>=^ A(p + b A(p2+ cA <p5+ dAcp 4 -f - - - -
+ qA (p* n+ I .

4. Porro eft Cof A<P— ( 1— SinA <P:)r , unde evidenter elucet,
Cof A<p aequari certae seriei , cujus terminus primus eft unitas , reliqui
vero termini poft primum ordine sequentes aequales sunt produftis ex
Sin A(J>2 . Sin A P4 , Sin A<p6, cto. in quospiam coefficientes independentes
a Sin A <P3 (52 . §.) : ob (3) per (34. §.) debebunt ergo dari aliqui coef¬
ficientes k, 1, m, etc . independentes a A ip, pro quibus fieret

Cof A<f>= : 1+ k A <p3-f 1A<?>’ + m A 4+ etc.

5. Differentia A Sin $>=3 Sin (? + A<f>) — Sin <p debebit effe ob (2) per
( 33- §•)

ASin $ = ( i + 2b<p -f3ctp 1-f- 4d<?>J-j- l- 2nptp 2n“ , + (2n + i ) q^ 2n) A(?
+ xA <p :+ /3  A <p’ + yA (f>4+ i  A <p + etc.

6 . Si autem fin (D A-A determinetur per ( i) (4) (3) , tum subtra¬
hatur Sin P ; obtinebitur pro differentia

ASinP — Cof <P . AH4 - (kSi „ (p + bCoftp ) A + (1  Sin <f>-f cCof $>) A f J
+ (mSin (p -f d Cof (f>) A <?4 -j - etc.

7. Quare , cum feries (5) (6) inter fe aequari debeant , divifaeque
etiam per A<J> femper fint futurae aequales , quidquid fit differentia A<p;
dabunt illae per (25. §.).

Cof <p= i + 2b £p>+ 3c <f>2+ 4 d <f>34-- l- 2np <p2»- ' -i- (2n4 - i ) qcp2".

57. Cor-
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57 . Corollarium I.
Ex hac porro ferie aliam pro Sin (p simili modo licebit elicere . Si

enim (p crescat differentia A (p , crefcet Cof differentia A Cof (p ;= : Lof (P
+ A<P) — Cof (p (18. 20. §.) , quae vd (56. §. 7. 0) per (33. §.) erit

1. A Cof <p = :,2b + 2 . 3c<p + 3 .4 (Up2-{-h (2n — 1) 2n p <p2n~ 2
+ 2n (2n + i ) q<p2n~ '+ etc.) A{p+ aA<p2-f-,MiP3-f yAip4+ etc.

Et fi Cof (<P+ A$ ) per (56. n. 1. 4. 3.) determinetur ; erit , fub-
trafto indidem Cof <p.

2. ACofip— — Sin Q.AQ+ (k Cof <p — bSinCp)A<p2-f- (iCofip—cSin^>'Aip3
+ (m Coftp — dSin <p,A (P4 + etc.

Adeoque , qnia feries ^i ) (2) , etiam per A(p divifae , pro quavis pof-
fibili differentia Aip inter fe aequari debent , erit per (25. § .) faftor dif¬
ferentiae A <p in ( r ) aequalis faftori — Sin (p ejusdem differentiae in (2),
proinde Sin <%>= : — 2b — 2 . ; c <p — 3 <4d <p2- (2n — i ) 2np <p*n- a
-r- 2n (2n + i ) q <p2n- 1—■etc.

58 . Corollarium  2.
In feriebus aequalibus finum ejusdem arcus <p exprimentibus (56. 57. §.)

deberet ergo efle — 2b — 0 , et — (2 n -f 1) (2 n + 2) r — p , denotante r
coefficientem potentiae ip2 11+2 in ferie pro Sin lp (56. §.) per (29 § .) : igi-
tur effet b— 0 , et r = — p : (2 n + 1) (2 n +2 ) , unde neceflario sequitur,
coefficientem b potentiae p 2 in ferie pro Sin (p (56. §.) aequari nihilo , et
coefficientem r cujuslibet potentiae (p 2n+2 exponentis paris in eadem ferie
aequari debere nihilo , fi coefficiens p potentiae <p 2n  proxime inferioris
exponentisque paris eft aequalis nihilo. Series ergo in (56. §.) affumta
non poteft fubliftere , nili coefficientes emnium potentiarum <p2, <p4, p sf
P 8, et fic porro aequentur nihilo.

59 . Problema.
Invenire feries aequales finui et coftnui dati cujuscmtqiie arcus p.

Solutio.

Sumtis interea indeterminatis coefficientibus C, E , — - Q , S, etc.
ponatur per (56. 58. 57. § ) .

1. Sin <p:= <p + C<p3+ E <p*H- + Q <p 2n +, + S <p 2n + 3 .
2. Cof (p= 1+ 3 C<p2+ 5 Eip4+ — + (2n + 1) Q<P2n+ (2n + 3)S(P2" +
3. Sinip= — 2.3CP — - 2u(2n-t-i )Q<p2n~I—(2n+ 2) (211+ 3) S(p2n+r.

Volnmin I.  D In
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In feriebus ( i ) (3) inter fe aequalibus erit per (29. §.) — 2 . 3C — I,
et generatim — (2  n -(- 2) (2 n+ 3) S = Q : igitur

— i
; et S“ - -Q

2 . Z ( 2 n + 2j (2U+ 3)
Hinc facile determinanturvalores fingulorum coefTicientium pro feris

(l ) , et eo ipfo etiam pro altera feris (2) : pro iis idcirco debebit effe

Sin tp,— ® — - - -- - —|—- - - _i_ - -T 1 .2.3 1 1 .2.3.4.5 1. 2 . . . 7 ZLJi. 2 . 3 . . . (2n + i)
, <p4 <p sCof

1 . 2 + .3 . 4

1. 2 . . . 7 1 . UL ' i . :

. _ t -
I , 2 . . . 6 1 ~T~ - 1. 2 . 3 . . 2n

60 . Pr obi em  a.
Dato/mu arcus invenire feriem aequalem ipfi arcui (p.

Solutio.

1. Sit Sin <pt= z ; erit Cof P — ( x—z 2)7 : per (52. §.) reperietur ergo
fequens feries.

1 =Ci - z 2)- f =:Cof <p
X ■Z ' , I . 3 7 . 4 1. 3 . 5 - (2 r— i) z2r

■ 2 1 2 . 4 * '2 . 4 . 6 - - - -2 r
2.- Ponamus jam , debere fieri (pn= z + A z3+ Bz 3+ Cz 4+Dz 5+ Ez G

- + Pz 2r- I+ Q zJr+ Rz 2r+I+ Sz 2c+ 1 + etc.
3. Hinc , fi Sin <p~ z crefcat differentia Az , debebit arcus (p crefce-

re differentia (33. §.)
AP ^ csx-j-z Az -p 3Lz2-P4 Cz' -{-5Dz4+ 6 Ezs4- (- (2r— i ) Pz 2r- 2

+ 2rQz 2r  “1+ (2 r-p 1) Rzar+ (2r + 2) Sz2r+1+ etc .) Az + «Az2+ / 3Az3
+ y Az4 + etc.

4. Sed eft, ob z~ rSintp, Az — Sin(tp-pAtp) — Sin(p— SinPCof A<p
-pCofipSin A<̂>— SinCp( z- 8- x. Sebo!.) : quodfi ergo Cof ASin  A (p
exprimas per feries juxta ( 59. § .) , invenies , pro certis coefficientibus
k , 1, m , etc. debere effe

Azt= Coftp.A^ + kA<p2+lAtp 5+ mA <p4+ etc.
5. Quamobrem in (3) (4) habebimus pro quibusdam coefficientibus

K , L , M,etc . independentibusa Atp ( 34. §.)
A(p= (1+ 2Az + - + (2r+ 2) Szar+*) Cof 3j. A<p+ KA£2+ LA<p5+ etc.

Hinc
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Hinc , quia aequatio haec , etiam divifa per A<p , pro quavis differen¬
tia A P debet fubfiltere , neceffario fequitur , unitatem aequalem fattori
ipfius A$  in primo membro aequari faftori ejusdem differentiae in altero
membro (24. §.) , confequenter debere etiam effe

—̂— 1-f 2Az -f-3Bz2+ 4Cz 5-(- 5Dz4-f"6Ez s-j- h (2r — i ) Pz Sr“3
Ul (P + 2 rQz *' - *+ (2 r + i ) Rz ^ + Car + 2) Sz 1' +*.

6. Hoc modo nascuntur binae inter fe aequales feries ( i ) ( 5) , quarum
idcirco coefficientes per (29. §.) coaequati dabunt

2 . 3’
. 1 - 35 -

=o ; B

Q = o ; R:

2 . 4 . 5
(2r — 1) .

Er=:o;

.4 . 6 -2r (2r + l)
e.t pro his valoribus debebit effe in (2)

. 1 . z’ . 1 .3 . z 5 , , I >3,.
2 . 3 1 2 .4 . 5

. (2r —i ')z2r + *
2 . 4 - 2r (2r + 1)

61 . Theorema.

Quaelibet potentia polynomii  Az a+Bz b+ Cz c-(- Dz d4- etc. — Z , ia
quo A , R, C, D, - a, b, c, d, etc. fint quaecunijue quantitates tndepeuden-
tes a variabili  z , aequatur alicui polynomio fimilis Jormae.

D e m 0 n ft r a t i o.
1. Si binomium Az a -j- Bz b elevetur ad potentiam exponentis m, quis¬

quis fit is , rationalis aut irrationalis , debebit haec potentia aequari certo
polynomio formae in theoremate determinatae ( 52. § -).

2. Supponamus porro , quamvis potentiam polynomii X— Az a-J- Bz b
+ C zc-|- {- P zP habentis terminos numero n aequari alicui polyno¬
mio fimilis formae.

3- Sumto adhuc uno termino Qz ’ , habebimus per (52. §.) pro certis
Coefficientibus a , /3 ’y,  etc . independentibus a z.

(X+ Qz -i)" = Xm+ Qz ^4-/3X1"- 2. Q2z i lt + y Xm “ 3. Q3z3 1+ etc.
Cum igitur fingulae potentiae Xm, X'" - ' , X m” \ etc . aequentur poly.

nomiis formae A za+ B zb+ C zc+ etc . , ob (2) ; neceffe eft, ut eo ipfo
etiam potentia ( K+ 'Qz q) in  aequalis fit alicui polynomio fimilis formae.

Hinc jam (1) 2) 3) per (31 . §.) evidenter fequitur , quod erat demon-
ftrandum.

D 2 62. Co-
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62 . Corollarium.

Facile ex natura operationum algebraicarutn colligitur , quotcunque
funftiones formae Az a-fBz b-f Cz c+Dz li+ etc . feu illae in unam fu na¬
viam addantur , feu fubtrahantur ab invicem , feu inter fe multiplicentur,
aut dividantur , femper generare aliquam funftionem iimilis formae : quare,
cum praeterea omnis potentia talis funftionis , quisquis fit ejus exponens,
rationalis vel irrationalis , aequetur alicui funftioni formae fimilis (61. § .),
haud difficulter demonftratur , omnem functionem algebraicam unius varia¬
bilis z , frafta illa fit , vel integra , rationalis vel irrationalis , aut ex illis
et bis quomodocunque compofita , aequalem elle alicui feriei formae Az 1
-fBz b-f Cz c+ etc,

63 , Theorema,
Omnis funffio , algebraica , logarithmica , trigonometrica , et ex his

quacunque ratione compofita, unius variabilis  v aequalis ejl certae feriei for¬
mae  Av a+ Bv b~j - Cvt + Dv d+ etc.

Demonflratio.
x. Demonftravimus , finum et cofinum cujuslibet arcus variabilis v

aequalem efle certae funftioni algebraicae ejusdem arcus , determinatae per
feriem variarum potentiarum hujus arcus (59. 5. § .) : cum igitur omnes re¬
liquae funftiones , ut Sinus verfus , Cofinus verfus , Tangens , Cotangens,
Secans , Cofecans , certi arcus per Sinum et Cofinum ejusdem arcus per¬
fecte poffint determinari (5. §. 1. Schol .) ; certum elt , omnes has funftio-
nes todidem funftionibus algebraicis variabilis v aequari.

Ex iisdem principiis , ob (60. §.) , patet eadem ratione , quemvis ar¬
cum variabilem v aequari pofie certae funftioni algebraicae fuifinus , vel
cofinus , finus verfi, cofinus verfi , tangentis , cotangentis , fecantis , vel
cofecantis.

2. Porro demonstratum est , logarithmum cujusvis variabilis v — x-j- z
aequari certae funftioni algebraicae ejusdem variabilis (35. §.) , et v aequari
certae funftioni algebraicae ipfius logarithmi Iv fpeftati instar quantitatis
variabilis (39. §.) , quod deinde ad quantitates exponentiales extendimus
(49 - § -) -

3. Ex his vero manifestum fit , omnem funftionem logarithmicam , tri-
gonometricam , et quocunque modo ex funftionibus his et algebraicis com¬
potitam , aequari certae funftioni algebraicae : confequenter debet quaevis

funftio
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fun&io variabilis v , algebraica , trigonometrica , logarithmica , et quoquo
modo ex his compofita , aequari alicui feriei formae A va -|- B vb + C vc
+ Dv J+ etc- quidquid fint coefficientes A, B, C, D, - et exponentes
a, b, c, d, etc . independentes a v , et quisquis fit numeras terminorum ejus
feriei (62. §.).

64. Corollarium 1.
Si y1 denotet valorem , quem funftio y := Ava+Bv b+ Cv c + Dv d+ etc.

variabilis v indueret , fi; haec augeretur quantitate w; erit y ’n= A( v + a) a
+ B(v + »)b+ C (v + tt’) c+ etc. : igitur per (52. §.)

y’ =

^ Ava-f - -̂ - A Va_ I. £tr—{—■

^ + Bvb+ -^- Bvb- I.w-f -
4"CVc-j ~ Cv̂ bor-f-(
4-D vd-|- — Dvd_I.w-j- -

etc. etc.

. a (a — 1) - —(a— Ava~r.wr
> 1 . 2 - - - - - r

b:b— i ) - - - (b— r4 - l ) Bvb~r. Wr
“ T | . 2 - - - - - r

. c(c —1) - (c — r4 - i ) Cvc~~r.wr
* 1 . 2 - - - - r
. d(d— 1) - —(d — r 4-i ) Dvd,~r. wr
• x . 2 - - - - -  r

- etc.

Haec igitur formula exhibet expreflionem generalem valoris , quem
data quaevis funftio y variabilis v eo cafu deberet obtinere , fi haec quan¬
titate u augeretur , ficut feries Av a 4-Bv b4-Cv c4-Dv d4-etc . generatim
datae cuivis fun&ioni y variabilis v poteft aequari (63. §.),

65 . Corollarium 2.
Cum autem prima feries verticalis in (64. § .) » eius terminis in unam

fummam colleftis , exaequet ipfam funftionem y , fecunda vero feries ver-
. . „ aAv a" * , bBv b“ I , cCv *- <
ticahs . aequalis fit produ &o xia  pro x = -j - - j- -

etc . ; cumque tertia feries verticalis fit indeterminata , ita

ut exilia omnes feries verticales , pofi: primam ‘ordine fequentes poflint
determinari , fi fucceffive fiat r = i , r “ 2,  r —z,  r ~ 4, etc . : evidens
eft , efle yr t= yx w+ [i u? y u*-{-$u* etc . literis/ 3, y , d, etc . ejus¬
modi quantitates , ab w independentes denotantibus , ut quaevis illarum ex
proxime praecedente eadem prorfus lege pofiit determinari , qua lege quan¬
titas x determinatur ex ipfa funftione y (64. §.).

D 3 66.Co-
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66 . Corollarium 3.
Quidquid fit variabilis v , abfoluta , aut aliqua funftio cujuspiam varia¬

bilis abfolutae x , neceiTe eft , ut , dum variabilis abfoluta , ad quam fun-
frio y variabilis v relata fit , certa differentia augetur , v vaiorem aliquem
v + Av , et y certum vaiorem y1 obtineat (19 . §.) : ficut ergo quaevis
data funftio y variabilis v alicui feriei formae Ava+ Bvb+ Cvc+ Dvd+ etc.
aequatur (6z . § > , fic quoque debet differentia Ay cujusvis datae funftionis
y variabilis v aequalis effe certae feriei formae u A v + /3  A v2 -f 7 A vJ
-j- i A v4 + etc . , literis cc, (3 , y , i,  etc . quantitates independentes
aAv,  et per ipfam funftionem y ita determinatas defignantibus , ut fit

a Ava~ 1 , b B vb_ I t cCv c_ I , dDv d“'  ,
—- 1- -- 1- -- 1- -- f- etc . , quaevis vero

quantitatum a , /3, y, F, etc, ex proxime praecedente , nimirum /3  ex x,
y ex /3, i  ex y,  et fic porro , eadem prorfus lege polfit derivari , qua quan¬
titas « derivatur ex funftione y (64. 65. §.) .

67 . Corollarium 4.
Ceterum per fe liquet , feries , quarum uni funftio y variabilis v, alteri

veco ejus differentia Ay aequatur (66. § .) , feu illae confient terminis nu¬
mero finitis , feu in infinitum excurrant , valoris effe finiti , quamdiu ipfa
funftio y , et differentia A v variabilis v finita eft.

CAPUT
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C A P U T II.
D E

NATURA ET INVENTIONE RATIONUM
differentialium.

68 . Definitio.

(Quantum variabileZ crefcens continuo aut decrefcens eo propius accedet
ad determinatum aliquem valorem V, quo minor fuerit differentia inter
illud et hunc valorem: et fi haec differentia polTit evadere minor data qua¬
vis quantitate homogenea; erit V Limes Cea Terminus  quanti variabilisZ
crefcentis continuo vel decrescentis.

69 . Definitio.
Ratio variabilisZ :X continuo crefcens vel decrefcens eo propius accedet

ad aliquam determinatam rationem u: v,  quo minor fuerit differentia inter
illam et hanc rationem: erit autem ratio determinata u :v Limes  feu Ter¬
minus  rationis variabilis Z : X crefcentis continuo vel decrefcentis, fi dif¬
ferentia inter has rationes poflit evadere minor data quavis ratione.

70 . Corollarium.
Ex (68- 69. §.) et natura rationum geometricarum facile colligitur

differentiam inter rationem variabilemZ :X et rationem determinatamu:v
poffe fieri minorem data quavis ratione, fi differentia inter exponentesZ u

harum rationum fieri poteft minor dato quovis exponente, ad-
eoque rationem u :v exhibituram limitem rationis variabilisZ : X crefcen¬
tis continuo vel decrefcentis, fi exponens prioris rationis fuerit limes ex¬
ponentis rationis pofteriorls.

71. Theorema.
Dato quanto  P magnitudinis determinatae, et alio  U , quod aequetur

limiti quanti variabilis7j continuo crefcentis vel decrefcentis; erunt fruitiones
U P Z P

“p~ , 1 limites fruitionum variabilium-p - , •

Demon-
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D e m o n Hr a t i o.

Neceffe eft , ut extet differentia D , quae minor pofiit fieri dato quo¬
vis quanto , et pro qua femper fit Z = U + D (68- §■) » confequenter

_z_ _ r _ i_ n p _ p —— pd _
fc> — pi p * z ~ u + u:±uo'

Cafu primo eft —differentia  inter — - et - p - , eaque poteft fieri

minor data quavis quantitate u : cum enim per hypothefin poffit fieri D < Pu;

poterit quoque fieri — < u. Cafu altero eft ^ * differentia inter

P P
-r —etZ u

P "* - - U2 ± U D

eaque poteft minor evadere data quacunque quantitate u:
xr-u

nam per hypothefin poterit fieri D <
pn

hinc etiam PD+ uUD < U2u,
P + uU’

eoque ipfo etiam ■jJTqirjj ]) < u*

72 . Corollarium,
Si quantum U fuerit limes quanti variabilis Z crescentis continuo vel

decrescentis , deturque quodcunque aliud quantum homogeneum P deter¬
minatae magnitudinis ; erunt rationes determinatae U : P, P : U limites ra¬
tionum variabilium Z : P, P : Z (71 . 70. § .).

7 3. 1 h e o r e m a.
Si quanta  U , V exhibeant imites quantorum variabilium  Z , X , cref-

etntium continuo, vel decrefcentium, feu ambo crefcant fimut , vel decre/cant,U z
aut crefcente alterutro decrefcat alterum ; erit quotus — limes quoti — -

D e in 0 n ft r a t i o.

Diri debent differentiae D, d, pro quibus femper fit Z — D, et
X = V + d,  ita ut differentiae D, d poflint minores evadere datis quibus-
lioet quantitatibus homogeneis (68 - §.) '< habebimus igitur

_Z_
X V ~t~ d V

_ U + D_ U ■ +VD + Ud
V —h~ H \ / • \/ 1 \ ' (J

z u
Hinc autem elucet , differentiam inter et - feu fit prior quotus

. -PVDIPDd
wa^or , feu minor poiteriore , generatim elle ;= =~̂ . ^ ~ > quae porent

fieri
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fieri minor data quavis quantitate u. Cum enim poflit evadere D < | uV,

, dC ^ V , adeoque DV < fuV 2, dU < | uV 2, duV< fuV z;

poterit etianh fieri D V+ dU + du V < u V2: igitur a fortiori generatim

HhDy + dU + duV < uV2, hinc < u«

74 . Corollarium.
Cognitis limitibus U , V duorum quantorum variabilium Z , X; erit

ratio U: V limes rationis variabilisZ :X (73. 70. §.).
75 . Theorema.

Datis quibuscunque quantis finitis  P , Q, R, S, T, etc. independentibus
a quantitate variabili  w , pojfibilis erit valor hujus variabilis, pro quo fieret
Pw > Qw1+ R <a5+ Sa; 4+ Tw s+ etc., exifiente  P quanto pofitivo, quidquid
fint reliqua quanta.

Demon {Irati  o.
1. Confiat, quantitatem variabilem <a in determinatione produftorum

Par, Q« 2, Rw3, etc. inftar certi numeri confiderari poffe, qui nimirum aeque¬
tur exponenti rationis ejusdem quantitatis ad quantitatem pro ipfius men¬
sura aflumtam.

2. Porro certum eft, quovis quanto finito majus effe poflibile; et,
datis duobus quibuscunque quantis M> v, poffibilem effe numerum inte¬
grum n aequalem denominator! partis aliquotae quanti majoris IVf,
quae minor fit quanto v.

Z. Iam vero pro pofitivo quanto P supponi poffunt reliqua omnia quan¬
ta Q , R, S, T , etc. effe pofitiva: fi enim in hac hypothefi fieri poteft
P w> Qar + Rou3 S o>4+ etc . ; poterit id a fortiori eo cafu fieri, quo ali¬
qua quantorum Q, R, S, T , etc. fuerint negativa. Quomodocunque autem
dicantur crescere, vel decrescere, aut alterne crescere et decrescere quanta
finita P, Q , R, S, T, etc. ; femper erit poflibile quantum Z majus fingulis
his quantis (2) , pro quo idcirco fieret.

Z (V + «3-f -w4+ etc .) > Q »2-f -Rw3+ S w4+ etc.
4. Pro quovis porro numero w ( 1) eft Zw2>Z ('w24-w34-«4+ etc.)

(i - --), hinc > Q«2-f R&3+ Sw 4+ etc ., ob (3).
I - ‘ (f)

VolumznU E 5*Cum
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5. Cum ig' tur poffibilis debeat esse numerus pro quo fleret

P £>(P+ Z)u  ob (2) , hinc P» £> - j deberet esse pro eodem numero

etiam P» > Q w' + + etc. , ob (4),
76 . Corollarium r.

Pro quibuslibet quantis finitis' /*, M, N, O, etc. independentibus»
variabili u pofiibilis eft valor hujus variabilis, pro quo summa Mce-f- Na)*
-f 0« 3+ etc. minor fieret dato quomodocunque parvo quanto /t , nimirum
pro illo numero, pro quo eflet w> Mw5-f - Nai*+ 0 »4+ etc. (75. §-)-

77 . Corollarium  2.
Affumto quoque indeterminato numero integro pofitivo r fieri poterit

Pwr>Q» r+I 4- R» r+ J + S £ur+J+ etc. pro certo valore variabilis ia (75 .§•)•
Hinc autem facile perfpicitur, cur fit impoflibile, ut pro quantis K, L, M,
N, etc. finitis independentibusa variabili u,  et pro quovis pofllbili valore
hujus variabilis, fummaKaf+ L«r+I4-Mw1+i + Nwr+J+etc.  fit valoris
pofitivi aut negativi, quin primus terminus Kwr habeat valorem pofitivum
vel negativum.

78 . Corolla rium  Z.
Funftio M0 -f No>*-{- Oce3+ etc . —F ess disserentia inter II etll -l-Fr

quodfi ergo U, M, N, O, etc. fint quaecunque quanta finita independentia a
variabili ta,  quae continuo decrefcere cogitetur ; erunt quantumU et ratio
U : i limites, ad quos funftio U + F et ratio (U+ F) : x eo propius acce¬
dent , quo magis decreverit w (76. 72. §.).

Scholion  r.
Quod hic faftum eff, in sequentibus conssanter observabitur, quanta

nimirum, quae nonnunquam heterogenea esse videntur, inter se compara¬
buntur : fic generatim differentiae omnium fun&ionum variabiliumque ablb-
Iutarum inter se erunt comparabiles, licet eae quanta heterogenea, puta
lineas, superficies, solida, tempora, celeritates, etc. exprimere videantur.
Quaelibet nimirum funftio y , ejus differentia Ay , et differentiaAx varia¬
bilis absolutae, ad quam illa refertur , censeri potess exhibere exponentem
rationis geometricae quanti, cui ea deberet aequari, ad quantum pro ipfius
mensura affumtum,  quo ipso omnes exprefliones pro y, Ay, Ax, ut numeri
abftrafti, redduntur inter se comparabiles.

\

Sch 0-
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Scholion 2.
Pari prorfus ratione poteft demonftrari , pofiibilem effe valorem varia-

bilis « , pro quo et dato quovis numero integro pofitivom , quibuslibet quo¬
que quantis pofitivis K, L, IVI,- U , V , fiat tu™> K (um“ ‘ -(- Lw m“'
+ - Ufti+ V- Pofiibile efl enim quantum Z majus fingulis
quantis K, L, M, - U , V feorfim fumtis , pro quo idcirco , pofita sum¬
ma Kk” ' 1-j - L um~ 1 + —- - — Uw + V— S, fieret Z (a>m~ 1-j-

ZO ra— i)
+ »m- 3+ — - + ux+ »°) >S : igitur etiam —^ —- >8 , et a for-

Z wm Z com
tiori - > S. Quare , cum pofllt fieri « > Z + i>  hinc wm> - :

w — i ui —i

poterit etiam fieri oim > S.

79 . Definitio.
Sit y quaecunque fun&io variabilis absolutae x , et Ay ejus differentia

debita differentiae Ax (14. § ). Poflibile efl , ut , differentia Ax continuo
decrescente ( 15. § .) , ratio Ay : Ax  eundem perpetuo valorem retineat,
(e.gr . fi fit y — ax , hinc Ay = aAx,et  Ay : Ax= :a : 1) : verum plerumque
fiet , ut eo casu ratio Ay : Ax  continuo mutetur , crescat nimirum , vel de¬
crescat. Ratio conflans , cui ratio Ay : Ax differentiae funftionis y ad dif¬
ferentiam variabilis absolutae x , ad quam ea funftio refertur (4. §.) , per¬
petua manet aequalis , vel , fi haec ratio fit variabilis , limes , ad quem ratio
Ay : Ax,  differentia Ax continuo , decrescente , propius femper et propius
acceflerit , vocabitur Ratio differentiatis  funftionis y , cujus exponentem
ligno sy  exprimemus . Methodus inveniendi rationes differentiales fun-
ftionum efl Calculus dfferentialis.

80. Corollarium I.
Quantitas conflans C nullius rationis differentialis efl capax , quocirca

ponetur hujus exponens eC = o (16 . 79. § .).
81 . Corollarium 2.

Cum yt = x det Ayt = Ax,  hinc Ay : Ax ~ i : i;  patet , 1: 1 effe
rationem differentialem variabilis absolutae x , ejusdemque exponentem
«x= J (79 - §-)-

82. Corollarium Z.
8i differentia alicujus funftionis u relatae ad variabilem absolutam x

ita dependeat a differentia Ax, ut pro certis quantitatibus finitis P, A, B, C, etc.
E 2 inde-
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independentibus a Ax fit Au — PAx + AAx 1+ BAx 3 + CAx 4 -J- etc.
(66 . 67. §.) , hinc Au : Ax = ( P + AAx+ BAx2-}- CAx3+ etc . ) : 1; eritPn
ratio differentialis funftionis u , et ejus exponens eu — P (79 . 78 . § ) .

83 . Theorema.
Cuivis funftioni  y relatae ad variabilem abfolutam  x debetur aliqua ra¬

tio differentiatis , cujus exponetis ey aequalis ejl quantitati finitae per ip/am
funUionem y certa lege determinatae.

Demonftratio.
Quidquid fit funftio finita y variabilis abfolutae x, necefie eft, ut extenfc

quaepiam quantitates «, /Z, 7, S,  etc . pariter finitae per ipfam funftionem y
certa lege determinatae , pro quibus fieret (66. 67 . §.) Ay — a Ax + /3Ax 3
+ 7 Ax 3+ dAx 4+ etc. : igitur xy — « (82. §.).

84 - Corollarium r»
Quaelibet funftio z valoris finiti relata ad variabilem abfolutam x ita

debet efie comparata , ut ejus differentia Az pro quibusdam quantitatibus
finitis k , 1, m , etc . independentibus a Ax atque per ipfam funftionem z
perfefte determinatis aequetur feri ei ez A x + k A x2+ lAx 3+m Ax 4+ etc.
(83- §.)-

85.  Corollarium 2.
Quamobrem , fi ez fuerit valoris pofitivi vel negativi , indicio id erit,

etiam Az — sz Ax + k Ax 2+ 1 Ax3+ in Ax 4+ etc . pofitivi effe vel negativi
valoris (84. 77. §0 ; cum igitur fit A zt = z r —z, "adeoque z*> z vel z*< z
pro pofitivo vel negativo valore exponentis ez ; necefie eft , ut funftio z,
crefcente variabili x , crefcat vel decrefcat , prout ez eft pofitivi vel nega¬
tivi valoris (20. §.) .

86 . Corollarium 3^
Pro y — Ax a + Bx b + Cx c + etc . effet * — a Ax a_ I + bBx 1- 1

+ cCx c- I + etc . et ideo etiam ey — aAxa_ , + bBx b_ I4 -cCx c_ l + etc*
(83. 66. §.)

87*  Corollarium 4.
Sed etiam denotante v quamcunque funftionem finitam variabilis abfo¬

lutae x extabunt certae quantitates finitae P, Q , R, etc . independentes a
Av , pro quibus differentia cujuslibet funftionis u datae per variabilem v fie¬
ret Au := P Av + QA v2 + R Av3+ S A v4 + etc . (66. 67. §.) : cum igitur

Av
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Av aequetur alicui feriei «v A.x + k Ax 5+ 1 Ax3-fetc . (84. §.) ; patet , de¬
bere dari alios finitos coefficientes M, ;N, O, etc. independentes a Ax , pro
quibus ob C34- §•) fieret Aut = Pg v A x + MA x2+ N Ax3-fO Ax 4+ etc . ,
et ideo «u = P «v (82 . § -) -

88 - Corollarium  5.
Pro u ~ Ava-f-Bvb-|- Cvc+ etc . et quavis funftione v variabilis abfo-

Iutae x efiet Pt = a A va“ I + bBv b" 1 + cCv c_ I + etc . , et £u ;= PeV
(87-66. §.).

89 . Corollarium  6.
Hinc generatim polTumus ftatuere , exponentem rationis differentialis

cujusvis fun&ionis <p datae per variabilem z , fi ejus differentia pro certis
quantitatibus p, q, r, s. etc . independentibus a Az fit A<p~ p Az + q Az a
+ rAz 3+ sAz 4+ etc . , debere efle e (p ^= pez,  ita ut exponens ez aut
unitati , aut alicui quantitati finitae aequetur , prout eft z aut variabilis
abfoluta (4. §.) , aut certa funftio alicujus variabilis absolutae (83- 87- §0*

90 . Theorema.
Exponens rationis differentialis produiti CZ ex quacunque / unitione  Z

variabilis ab/olutae  x in quantitatem conflantem  C aequatur producto ex ex¬
ponente rationis differentialis / unitionis  Z in eandem conflantem C, feu efl
s.•CZ •—.C £z.

D e m 0 n ft r a t i o.

Eli enim A. CZ = CAZ (21 . § .) = Ce ZAx + Ck A xa + C 1 Ax>
+ C m A x4 + etc . 1,84. §.) : igitur e . CZc= CeZ (82 . §.) .

91 . Theorema.
Exponens rationis differentialis Jummae  Z -)- C quantitatis conflantis C et

cujus cunque/ unitionis Z relatae ad variabilem ab/olutam  x aequatur expo¬
nenti rationis differentialis ejusdem/ unitionis Z , / eu efl  e (Z -fC ) z= £Z.

D e m o 11 ll r a t i o.
Cum fit A (Z + C) := AZ (21. § .) — sZ Ax + k Ax2+ 1 Ax3 + m Ax 4

+ etc . (84. §.) ; debet efie £(Z + C) = sZ (82. §.) .

92 . Theorema.
Exponens rationis differentiatis / ummae plurium/unitionum  P,t ) , P, - Z

unius variabilis abfolutae  x aequatur / ummae exponentium rationum differ en-
E z tialium

x
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tialium ftngulis his functionibus debitarum , Jeu tji  s (T -fQ -}-R -]- pZ)
eP -J- sQ -f^ RH— — eZ.

D e mo nftrat io.
Per (22. § .) fieret A (P + Q + R + - \-  Z = AP + AQ + AR

-|- J- AZ ; igitur pro certis quantitatibus K , L, M, etc . independen-
tibus a Ax deberet fieri A(P -j- Q-̂ - R H- j- Z) i— (eP -j- sQ -̂ - eR -j- -
+ eZ ) Ax4 -K Ax z +LAx ^+ MAx4+etc . (Lq . §.) , eoque ipfo e (P+ Q
-f- +  Z >= sP + eQ + - — + eZ (82. § .) .

93 . Definitio.
Quam In (79. § .) definivimus , vocetur prima  ratio differentiaiis fun¬

ctionis y relatae ad unam variabilem absolutam x : tum fecunda  ratio diffe-
rentialis funCtionis y fit aequalis primae rationi differentiali exponentis
primae rationis differentiaiis functionis y : et fic generatim quaevis mta
ratio differentiaiis funCtionis y aequetur primae rationi differentiali expo¬
nentis proxime inferioris , nimirum ( m— i ~) tfnnae,  rationis differen-

2. 3 r rFi
tialis funCtionis y , ita ut , lignis sy , ey , sy,- ey , ey  denotantibus
exponentes rationum differentialium , primae ., fecundae , tertiae , et fic

2> 3 z r4.r r
porro , funCtionisy , fit ey — e .ey ; ey — e . ey ; - ey = 6.ey.

94 . Corollarium.
Conceffa methodo inveniendi exponentem primae rationis differentiaiis

cujusvis alllgnabilis funCtionis, habebitur eo ipfo methodus determinandi
exponentes rationum differentialium omnium ordinum (93. §.) .

Lclivii 011.
■Q

Attendat tyro , ne exprefiiones ey , ey n, e .y " inter fe confundat;
Expreffic enim ey denotat exponentem ntae  rationis differentiaiis fun¬
ctionis y : ®yn autem tantundem ac (ey)" iignificat , nimirum ntam  po¬
tentiam exponentis ey  primae rationis differentiaiis funCtionis y : et e . y 11
idem , quod « (y") , Indigitat , nimirum exponentem primae rationis diffe¬
rentiaiis ntae  potentiae funCtionis y . Quod autem ad lignum e generatim
adtinet , cenfebitur id illam duntaxat totam quantitatem afficere , cui imme¬
diate fuerit praefixum , nullo interjeCto figno , aut punCto interpofito : fic
e . gr . exprefiio s .zsy  denotabit exponentem primae rationis differentiaiis
functionis perzsy  expreffae ; contra ez ey denotabit productum ex ex¬
ponentibus e z, sy rationum differentialium debitarum functionibus z , y.

Sic
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Sic quoque e . zff ( l — z 2) exprimit exponentem rationis differentia!}» fun-
ftionis zff ( i —z 2) , et ezff ( s —z 2) denotat produftum ex exponente
sz rationis differentialis funftionis z in funftionem \f ( i —z 2),

95 . Theorema.
Exponentes ey , e z rationum differentialium funBtionibus aequalibus

y “ Y 4*A , unius variabilis abfolutae  x debitarum debent effe inter
fe aequales.

D e m 0 nfi rati o.
Quidquid fint conflantes A, B; erit ey — eY , ez =reZ C9 r> § •) » et

Ay = Az , fi eft y " z (2Z. §.) : pro certis coefficientibus k , i, m,-
K,L , M, etc. independentibus a Ax ; erit ergo syAx -f- kAx 2 -j -1  Ax*
4-mAx4+ etc . t= e z Ax + KAx2+ L AxJ+ M Ax4+ etc . (84. §•) > quod
eft impolfibile , quin fit ey =̂ sz (29. §.).

96 . Theorema.
Si vero partes variabiles  Y > Z duarum fundiomtm  y " Y + A, z ~ Z+ B

unius variabilis abfolutae  x fint inaequales , quidquid fint partes conflantes
A,  B ; erit exponens rationis differentialis functionis  y habentis majorem par¬
tem variabilem , major exponente rationis differentialis alterius funttionis  z»
nimirum  ey > sz.

De monft ratio.
Suppono partem variabilem in quavis funftione y et z a parte conflanti

perfefte effe separatam, ita ut e. gr . in funftione y resoluta in seriem (63. §■)
A denotet summam illorum duptaxat terminorum , qui carent variabili x,
et Y exprimat summam reliquorum terminorum compleftentium variabi-
lem x. Sic fi eflet y Y + A= (a + x)2+ 2b , cum fit (a+ x)2—a 2+ 2 ax
+ x2; deberet effe pars variabilis Y ^ = 2ax4 *x2, et pars conflans
A — a242 b.

Hoc praemiffo manifeftum fit , non poffe effe Y > Z , nili detur tertia
aliqua funftio X variabilis x , pro quafitY “ Z + X : igitur e Z + sX
(92 §-) , hinc sY > sZ , et «y > sz (91. § .) .

97 . Corollarium r.
Quoties exponentes e y , sz rationum differentialium debitarum duabus

funftionibus y , z unius variabilis abfolutae x inter fe aequales fuerint ; to¬
ties debebunt effe etiam aut integrae funftiones y , z , aut saltem illarum

partes
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partes variabiles inter fe aequales (96 . § .) : eapropter eft abfolute impof-
tfibilfe , ut determinatus quispiam exponens rationis differentialis pluribus
funftionibus respondeat , quarum partes variabiles , non forma duntaxat,
fed etiam magnitudine a fe invicem differant.

98 . Corollarium  2.

Si vero ' exponentes ez > ey  duarum rationum differentialium debita¬
rum funftionibus z , y unius variabilis abfolutae x fuerint inaequales ; erit

quoque ^ars variabilis funftionis z , cui major exponens respondet , major
parte variabili alterius funftionis y (95 . 96 § .) : et ideo eft abfolute im¬
possibile , ut certa funftio plures rationes differentiales recipiat , quarum exi
ponentes ., non tantum forma » fed et magnitudine a fe invicem difcrepent.

99 . Definitio.

Si y —Z  fit aliqua funftio variabilis z (e. gr . yt = l — z2) , poterit

quoque z fpeftari inftar certae funftionis z ~ Y variabilis y , quae per
aequationem y — Z eft determinata ( in affumto exemplo erit ea funftio
^ — — y )) : determinatio funftionis z ~ Y variabilis y per funftio-

nem yt = Z variabilis z vocari poteft inverfio / unitionis y.
- 100 . Corollarium . 1

Si data quaecunque funftio y — Z variabilis z inverfa generet funftio-
nem z ~ Y variabilis y ; erit y refpeftu funftionis z, — Y aut variabilis
abfoluta , aut aliqua funftio cujuspiam variabilis abfolutae x , prout fuerit ,z

refpeftu funftionis y — Z vel variabilis abfoluta , vel certa funftio variabilis
abfolutae x (99 . 4 . § .) : erit quoque funftio y — Z ita connexa cum fun-
ftione z — Y , ut , dum pro quopiam valore v variabilis z ejus funftio
y — Z certum valorem V induerit , valore V tributo ipfiy , tanquam quan¬
titati variabili , ejus funftio z ~ Y valorem v debeat obtinere ( 99 . § .) .

101 . 'Problema.

Si data quaecunque fmttio  y .—Z variabilis  z invertatur, ut  z — Y fiat
certa funftio variabilis  y (99 . § .) ; determinare relationem inter expo¬
nentes rationum d<jfirent\aiUim, datae funftioni  y ~ Z variabilis  z,
et alteri per illius inverfionein obtentae funftioni z 5= Y variabilis
y , debitarum.

Solutio.
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Solutio.

f . Sit y “ Az *+ Bz b+Cz c+ etc . , unde per inyerfionem (95. §.)
nafcatur z := Py p+ Q yq+ R yr + etc . (63. § ).

a . Erit ey — (a Aza- 1+ bBxh '"1-f- cC z6- 1+ etc .) ez , et ez
t= CpPyf"" ‘+ qQy <»'' i + r Ryr“ ‘ + etc.) 6y , ubi erit ez = l in prima, et
ey — 1 in fecunda expreflione, fi z in funftione y (+) , adeoque y  in fua-
ftione z (1) fuerit variabilis abfoluta (ico.  tz6 88 §•).

3. Ponamus autem, aiTumta utcunque parva quantitatee , variabilemy
in funftione z ( i ) abire in y + e , ipfam idcirco funftionemz in (») capere
incrementum E —(pPyk " ' + qQy q,_I + rRy r'" ‘ + etc.)e + te 2+ le’
+ me4+etc . (65. §.).

4. Quodfijatu z + E fumatur loco z in funftione y (1)5 debebit fun-
ftio y in (1) ob ( 100. §.) capere incrementum e , nimirum abire in y + e#
ficut z in (3) fupponitur abire in z + E: incrementum hoc e funftionis y
in ( 1) erit ergo per (65. §.) e= (aAz a“ , -fbBz b*", +cCz c_ ,+etc .) E
+/3 E2+y E3+ etc.

5. Ex (3) per (32. §.) elucet, quamvis alam  potentiam incrementi E
aequari alicui polynomio formae generalis <pnen4-Ken+I4-Len+1-f- etc„
pro (p= pPyP“ I+qQy q" , + i -Ryr_ I+ etc . : fi igitur potentiae E, E2, E»,
E4, etc. per ejusmodi polynomia determinatae in (4) fubftitui cogitentur;
debebit inde pro certis coefficientibusf, g , h , etc. independentibus ab e
nafci aequatioe:= (aAza” ' + b Bzb“ *+cCz c■“1-f etc.) (pPyk~ '+ qQyi~ 1
+ rRy t,_, + etc.) e+ fe l + ge 5+ he 4+ etc. , quae per e divifa dabit ob
(24. §.) 1 (aAza“ ‘+ bB zb“ r-J- cCz c'*I4-etc.) (p Pyk" ' -j- q (̂ y, - «
4- rRy ^ ' 4- etc.) , unde et ex (2) elucet quaefita relatio.

ioa . Corollarium.
Quoties fuerit eyt = o6ez exponens rationis differentialis funftionis y

datae per variabilem z{  toties exprimet*ezt = ^ exponentem rationis dif¬
ferentialis funftionis z variabilisy , quae per inverfionem ex data funftione
y variabilisz poteft obtineri, ita ut , fi fuerit ez — I in eyt = aez ob fun¬
ftionem y relatam ad variabilem abfolutamz, debeat etiam efle ey — i in

ez — ~̂  ob funftionem z relatam ad variabilem abfolutamy ( 100.
§ )- .

Ftiumcn t. F ©K FI-
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103 . Definitio.
Diifferentiatio datae funftionis y eft determinatio illius rationis diffe-

rentialis dependens ab inventione exponentis ey (79. § .) , quem deinceps
nomine exponentis differentiatis  intelligemns.

104 . Problema.
Differentiare functionem formae y ~ Az* + Bz b if Czc + etc . pro qui¬

buslibet corffcientibus A,  B , C, etc. et exponentibus  a , b, c, etc . rationalibus
et irrationalibus, quavis item variabili  z , abfoluta fit , aut aliqua funttio
certae variabilis abfolutae  x . (4. §•).

Solutio.

Multiplicentur finguli termini per exponentes potentiarum variabilis z
in iisdem contentarum, ipfis autem potentiis fubftituantur potentiae uno
gradu inferiores , tum totum ducatur adhuc in exponentem ez  rationis dif-
ferentialis variabilisz ; erit quaefitus exponens differentialis (103. §.) ey
~ (a A za“ , + bBz b“ , -f cCz ' " 1 + etc .) ez , pro ez = i , fi z eft varia*
bilis abfoluta (86. 88- §-).

105 . Problema,
Differentiare funStionem  y = ZX aequalem proauBto ex duabus functio¬

nibus  Z , X unius variabilis abfolutae  x.
Solutio.

Multiplicetur exponens differentialis cujusvis fattoris feorfim fumti per
favorem alterum; erit fumma productorum aequalis quaefito exponenti
differentiati ey ( 103. §.) , nimirum ZeX + XeZ ;= fy.

Demon Aratio.
Si variabilis abfoluta x , ad quam'funftiones Z, X fant relatae, augea¬

tur differentia Ax ; abibit funttio y := ZX in y*=i:(Z +AZ ) ( X-f AX) , erit-
que Ay = ZAX + X AZ -f AX AZ (19 20. § .). Si ergo fumantur
feries differentiis AX , AZ aequales per (84 §.) ; debebit pro certis coeffi-
eientibus u, fi, y,  etc . independentibus a Ax fieri Ay = (ZeX + XeZ ) Ax
+ * Ax2+y9Ax3-{- 'j’Ax 4-l- etc., hinc ey — ZeX -j- XeZ (82 . § .).

106 . Corollarium  1.
Si funttio u = PQR - - - U aequetur produfto ex funftionibus P,

Q, R, - - - U numero n , et y = PQK - - - U V fit produftum ex fun¬
ftionibus
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ftionibus numero n+ 1; erit ey — e . PQR -U V=  P Q R - U e V
4-Va.PQR -U (105. S.) : quare, fi e. P, Q, R, - U fupponatur
aequari summae produ&orum ex exponentibus differentialibus finguiorum
faftorum P, Q , R, - U in omnes reliquos faftores, debebit ey aequari
summae prorfuftorum, quae nascerentur» fi exponens differentialis cujusvis
funfttonis P, Q,R, -U »V feorfim duceretur in omnes reliquas
funftiones.

J07 . Corollarium  2.

Hinc ( 106. §.) et ex ( 105. § .) per (31. §.) sequitur generatim , ex¬
ponentem differentialem producti ex quotcunque funftionibus aequalem efife
summae produftorum, quae obtinerentur , fi exponens differentialis cu-
juslibet funftionis feorfim fumtae multiplicaretur per omnes reliquas
funftiones.

108 - Problema.

Differentiare functionem fraftam y = relatam ad unam variabilem

abfolutam  x.
Solutio.

Subtrahatur produftum ex numeratore in exponentem differentialem
denominator!» a produfto ex denominatore in exponentem differentialem
numeratoris, et refiduum dividatur per quadratum denominatoris ; erit
qaotus aequalis quaefito exponenti differentiati ( 103. § ) , nimirum

VeU —-UeV
gy — - -
/ V*

Demonftratio.

Ob yV — U erit y «V + Vey = eU (95. ioj . § .) , unde facile elucet,
quod erat demonffrandum.

109 . Problema.
Differentiare logarithmum yz= 1 u fpe&atum injlar unius funCtionis va¬

riabilis  u , abfoluta ea fit , aut aequatis cuicunque funSioni alicujus variabilis
abfolutae  x.

Solutio.

Capto exponente differentiati variabilis u, dividatur is per ipsam va¬
riabilem u, et quotus ducatur in modulum M fyftematis , ad quod logarith-
mus ys = lu  fpeftat ; erit produftum aequale exponenti differentiati loga-

F 2 rithmi
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rithmi yr =Iu , qui petebatur ( loz . §.) nimirum ey ~ — M, vel ev
M— — , fi u eft variabilis absoluta,u

Demonftratio.
In (35. §. Z.n.) per (4i .§.) , fumto modulo M pro A,  etpofita variabili

qe = i + z , hinc AunrAz (21 . § .) , erit pro numeris ibidem determinatis

B, C, D, etc. , A1u
Meu

u

-IVI Au + BAn C A u3
-{- etc. ; hinc e . 1uu • ua ' u 3

(89- §-).
ixo . Corollarium  1.

Pro logarithmis naturalibus, quibus deinceps constanter utemur , est

modulus M~ i (41.§.) : igitur ey —elut = -jj- , vel elu := , fi u est
variabilis absoluta ( 109. §.).

111 . Corollarium  2.
Si dati quicunque logarithmi fpeftentur instar quantitatum variabilium;

poterunt per ( uo . §.) etiam logarithmi logarithmorum facile differentiari.

Sic e. gr. ycrllu  dabit «y;= illi — _iiL q. ,S .v et y :=:lllu dabitlu ulu
_ e . Hu eu  '

y - " rrr ^ ^n7rn- ; et ,ta  p orro-

112 . Corollarium  3.
Quantitates vero exponentiales differentiabuntur per eadem praecepta,

fi capiantur illarum logarithmi naturales. Sic funftio y —az dat ly = zla,
s v

hinc y = ezla (95 . no . 90. §.) , adeoque ey = azezla.  Etfiiny := vz
fint v, z duae quaecunque funftiones relatae ad unam variabilem abfolu-

tam x; erit ly = zlv , et — — z — - -̂ ezlv (105 . UO. §.) , hinc ey
“ZV 8" 1. *v+ vzezlv.

113 . Corollarium  4.
Pro bafi e logarithmorum naturalium est let = l;  hinc e,e z:=:ezez

<U2.

114 . Co-
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114 . Corollarium Z.

Cognito autem exponente differentiali logarithmi naturali» datae cu-
juscunque variabilis u , fi is ducatur in modulum autlogarithmorum vulga¬
rium (43. § .) » aut aliorum logarithmorum artificialium , obtinebitur expo¬
nens difterentialis Jogarithmi vulgaris , aut alterius logarithmi artificialis
ejusdem variabilis u ( 109. no . § .).

115 . P r 0 b 1 c m a.

Conjideratis finu et cofinu arcus variabilis <f>inftar duarum / uisSienum ejus¬
dem arcus, invenire exponentes rationum’differentialium iisfunSHonibusdebitarum.

Solutio.

Funftiones ejusmodi habentur in (59. § .) , et illarum differentiae m
(56 . §. 6. n. 57. §. 2. n.) : nimirum pro certis coefficientibus M, N, O,-
p , q, r, etc . independentibus a A(f debet effe ASin (p:=: A <PCof (p + MA<p2,
NA <p3+OA (p4+ etc ., et A Cof<p= — A<p Sintp + p A<p2+ q A(p3+r A<?4
•f etc . Quidquid fit ergo (p , variabilis absoluta, aut funftio quaecunque
alicujus variabilis abfolutae ; erit per (89. § -) .

e Sin (f>~ e (p Cof(f>. eCof = :— etpSintp.
116 . Corollarium  1.

Cum fit Sin v - —1—  Cof<p et € ofv <p= i — Sin § ; obtinebimus per
(91. II5 . §.) fequentes exponentes differentiales:

eSin v (p= e (pSintp . *Cofv <P~ — e <pCof <p.

117 . Corollarium  2.

Eft porro Tang <p = ^ | , et . Cot per ( 108. HZ - § -)
debebit igitur effe.

» Tang <p — ~ ^ T = « <P Sec $ *.

« Cot <P— — — - PCofieccP».

H8 - Corollarium  3.
Denique eft Sec (prsCoftp- 1, et Colee - ---Sin - " ' ; per (104. 115-$ •)

inveniemus ergo

e Sec - — = e Tang tp Sec tp.

- c °kc - -- - e Cot<p Cole*- .
k Z 1x9. Co-
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119 . Corollarium 4.

Haftenus fpeftavimus tinus, cotinus , tinus et cotinus verfos , tangen-
tes , cotangentes , fecantes , et cofecantes arcuum variabilium ip inftar ro-
tidem funftionum horum arcuum, quo cafu erit ubique in praecedentibus

i , fi 0} nulli funftioni alicujus variabilis abfolutae aequetur , fed fit
ipfa variabilis abfoluta: fi ergo illae funftiones cogitentur inverti , ut ex
iis nafcantur funftiones exprimentes arcus ip per ipforum finus, cofinus, etc.
(99 . §.) ; obtinebimus pro his novis funftionibus per (102. § .) ex ( 115, 116.
117. 118■§ •) fequentes exponentes differentiales:

- s Sin S>
I . 6 <p — X'T Conn <p

3. e <P

5. £<p :

7. £(? =

_s Sin v <p
Sin (p

s Tang <p
Sec <p2
. e Sec lp_
Tang <p Sec (p

2. e (f> =

4■e 9 =

6 . e Q=

8-  e cp=

e Cof <p
Sintp

s Cof v <J>
Cofin(p
e Cot (p

Colee <p2*
e Cofec<p

Cot <pCofec (p
120 . Corollarium  5.

Si (p = Arc Sin z,  vel (P— Arc.Cof z denotet arcum 'circuli, cujus
finus vel cofinus fit z ; erit Sin (p= z et Cof <p'— — z 2) cafu prime,
vel Cof (p~ z et Sin >p = : ^ ( i — z 2) cafu fecundo: ob (119. §. 1. 2. n.)
'erit igitur

s Arc Sin z — -77— "—
/ ( 1—z 2) s Are Cofz — -p-/ ( i - z 2)
121 . Corollarium 6.

Si vero Arc Sin v z vel <p:= Arc Cof vz fignificet arcum, cujus
finus vel cofinus verfus eft z ; erit Sin v <pr=:z et Sin <P— / (2Z - ■z 2)
cafu primo, vel Cofv <p~ z et Cof (pi= ^ \ 2Z— z 2) cafu altero: per
(U9 - § . 3 . 4. n.) obtinebimus igitur

e Arc Sin v z = ~rr- i -— — • e Arc Cof vz = ■77~ --Z-r*
V (2 Z Z 2) / ( 2Z — Z 2)

122 . Corollarium  7,
Si porro <p = Arc Tang z vel <p= ArcCotz exprimat arcum, cujus

tangens vel cotangens eftz ; erit Tang (p= z et Sec <p2= 1 + z 2 cafu pri¬
mo,
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mo , vel Cot <pt = z et Cofec<f>2“i + z2 cafu fecundo : debet itaque efle
per (119. §. 5 6. n.)

« ArcTang s AteCot z =

123. Corollarium 8-
Si denique <p := ArcSecz vel <p = ArcCofecz denotet arcum , cujus

fecans vel cofecans eft z ; erit Sec $>= z et Tang <f>Sec (p— z ^ \ l — z2)
cafu primo , vel Cofec<p — z et Cot (p Cofec <p := zy ^( l — z2) : igitur per
(119 . §. 7. 8-n.) fiet.

eArcSec . z = —77— - - «Arc Cofec z — —77—%—rr*
z/ ( i — z2) z/ ( l — z2)

124. Problema.
Dato exponente primae rationis differentiatis certae functionis  y , inve¬

nire exponentes quarumvis atiiorum rationum differentiatium ejusdem  / un¬
itionis.

S o Iut io.

DatO£y = P, quaeratur e.ey ^rsP exponens primae rationis diflferentialis

funftionis datae P ; erit ey~  eP exponens fecundae rationis diflferentialis fun-
. . x x

cnonis y : invento ey = £P= ;Q, quaeratur t . sy = sQ exponens pkimae ra¬

tionis diflferentialis funftionis Q ; erit «ysreQ exponens tertiae rationis
n

differentiatis funftionis y : et generatim cognito exponente sy “ Z n/a«ratio¬

nis diflferentialis funftionis y, quaeratur e .ey — tZ  exponens primae ratio-
n*i .

nis diflferentialis funftionis Zj erit eyt = eZ  exponens proximae altions
(n + 1jejimat  rationis diflferentialis funftionis y (93. §.).

125. Corollarium 1.
Cum nulla fit funftio aflignabilis unius variabilis abfolutae , pro qua

exponens primae rationis diflferentialis ope praecedentium principiorum ne¬
queat determinari ; fuflficient eadem principia ad inveniendos exponentes
omnium altiorum rationum diflferentialium quarumvis funftionum unius va¬
riabilis abfolutae ( 124 94 §.) .

126. Co
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«26, Corollarium 2.

Dum funftio y datur per ipfam variabilem abfolutam x , pro qua fit

ex— i ; determinabuntur omnes exponentes differentiales ey, ey,  ey , etc.
per certas funftiones ejusdem variabilis abfolutae x , carentes exponente
differentiali e x. Generatim vero recipiet funftio y omnium ordinum ra¬
tiones differentiales , fi ad nullam rationem differentialem devenire licuerit;

n
cujus exponens conftans fit : utprimum autem exponens e y alicujus ntae  ra¬
tionis differentiatis conflanti cuipiam quantitati fuerit aequalis ; erunt expo-

nti nta
nentes ey , ey,  et fic porro altiorum rationum differentialium aequales

nihilo ( »24. 8o- § •) • Sic e. gr . funftio y = —- dabit ey — — — * y

— — ; 6 y = — — ; et fic porro : funftio y= 3 x’ vero dabit er
X3 J  X

- , , . » f
~ 3xz; tyc = 6x ; ey —d; e y — o , eyt= o,  et ita porro.

127. Corollarium } .
Si pro funfttone y := Az a+ Bz b-f Cz c+ - - - + PzP -fetc . deter¬

mines ey , ey  per ( 124. 104. § .) » eadem dein lege , quam coefficientes
» m

et exponentes in ey , ey  sequuntur , exprimas exponentem e y mtae  ratio-

nis differentialis funftionis y , et hinc per (124. 104. §.) elicias « y;
invenies hunc quoque exponentem ilii legi subjacere , unde idcirco per

(31 . §-) concludes , exponentem ey cujusvis r tae  rationis differentialis
debere effe

r
«y

( a(a—l)(a—2)+ b (b— 1) (b — 2)
+ c (c — i ) (c — 2)

=0 - - - :

(■—-r+ i ) Az*"r
(b _ r + i ) B2b- f
(c —r+ i) Czc” r

(+ p.(p — 00 —2 ) - (p — r -f i ) PzP'
4* etc. etc.

C28 . Corolla rium  4.
Ubi vero funftio y differentianda data fuerit aut per unam vari abi-

lemz,  aut per plores variabiles z, u, v , quae totidem funftiones unius
varia.
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-variabilis abfolutae x exprimant , debebunt exponentes differentiales varia¬
bilium z, u, v inftar totidem functionum variabilis abfojutae .x tractari , quo
fiet , ut non modo primi exponentes differentiales ez , eu , ev , fed etiam

2 3 . 2 3 • '
altiores , ut e z , ez,etc . in expreifiones pro gy , ey,  gy , etc . ingre¬

diantur . Sic funftio y — 7.2 dabit ey ^= 2zez ( 104. §.) >' «y ~ 2z *z
3 3 2 J

+ 2SZ 2 (124 . 105. § .) ; sy ••= 2z £Z +6 £Z£Z (124 . 92. 105. 104. § . ),

et ita porro : funftioy —uv  dabit gy ^ rue v + v e u (105. gyrrruev
2 3 3 3 2 2

4- veu|  2su £v (124 . 92. 105. §.) ; gy —U £v + vgu + 3£U£v' + 3gv £u
(124 92. xo5. 104. §.) ; et ita porro : funftio autem y = ux 2, in  qua eff

'Si variabilis abfoluta , bine .gx — 1,  dabit s y — e u x2-{- 2 x u ( ioy . 104.
2 2 3 2 3

.gy — 2U+ 4X £U-fx 2£u (124 . 92 J05 . 104. § .) ; gy — 6su + 6x gu+ x2gu
(124 . 92. 105. 104. §.) , et ffc porro.

129 . Theorema.
Si , datis quantis  Z , X determinatae magnitudinis , et duobus aliis  U, V '

variabilibus , quorum quodvis pofijit fieri minus quovis dato quanto , pro qui¬
buslibet valoribus quantorum  U , V fiuerit  Z > X + U. etjimul  Z < X + V;
erunt quanta  Z , X inter fie aequalia.

Demonft ratio.

Impoffibile eff, ut fitZ > X + U et fimul Z < X—  V velZ <!X -fV:
fi enim eIt Z < X— V ; debet effe a fortiori Z < X,  et Z < X + U:  Si
porro eff Z > X + U;  erit a fortiori Z > X ; hinc , quia quanta Z, X funt
determinatae magnitudinis , extabit quantum tertium D magnitudinis pari¬
ter determinatae , pro quo fiatZ = X + D : cum autem , per hypothelin
poffit fieri V< D,  poterit etiam fieri X + V< Z,  eoque ipfo eIt impoill-
bile , ut , exiftente Z > X + U , fit fimul Z <| X + V pro quibuslibet va¬
loribus quantorum variabilium U, V. ' .

Vi theorematis habebimus igitur binas fequentes conditiones pofllbi-
les , atque ex his evidenter poteff demonftrari abfoluta neceflitas aequalita¬
tis quantorum Z , X.

I . Z £> X — U et fimul Z < X + V.
II . Z > X — U et fimul Z < X— V.

Volumen T. G Si
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Si enim quanta Z ,' X non effent aequalia ; deberet esse Z > X , vel
Z < X, quorum utrumque pugnat cum affumtis conditionibus . Nam pro
Z > X absurda esset conditio fecunda in (II) , extaretque differentia Z — X
— D determinatae magnitudinis , pro qua fieret Z — X + D, hine D <J V
ob fecundam conditionem in (I) ; igitur , cum per hypothefin poP.it fieri
V <  D , posset esse D < V et fimul D > V. Porro pro Z < X esset
X — Z + D pro certo quanto D determinatae magnitudinis , hinc Z—X—D,
et ideo D < U ob primam conditionem in (I) et ( II) : quare , cum per
hypothefin possit fieri U < D , posset esse U <qD et fimul U > D.

IZO . Corollarium  r.
Ex hoc principio generali methodi exbauftionis antiquorum sequitur

aliud principium analyticum , quod insignem habet ufum in plurimis disqui¬
sitionibus maximi momenti : fi nimirum Z , X, P, Q, R, - p, q , r , etc.
fint quanta independentia a variabili w , fitque pro quovis valore hujus
variabilis Z > X -f pw + q w2,+ rcv- 3 + etc. , et fimul Z < X + Pw + Q» a
+ Rw3-1- etc. ; debebit esse Z = X (76. 129. § .) .

131 . Corollarium 2l
Quamobrem , fi differentia Ay certae funftionis y relatae ad variabi¬

lem absolutam x ita dependeat a differentia Ax ejusdem variabilis , ut pro
certis quantitatibus E , F , G, - e, f, g, etc . independentibus a A x et
quovis possibili valore differentiae Ax ( 15. §•) debeat esse Ay |> XAx
-pe A x2 + fA x3 + g A x4 -f etc . et fimul Ay < X Ax -f- E Ax 2-f FAx3
-f G Ax4+ etc . , quia eo ipfo debet etiam fieri sy > X + (e — k) Ax
+ (f— l) Ax 2-f (g — m) Ax 3+ etc . , et «y < X + (E— k) Ax + (F — l) Ax2
+ (G— m) A x3+ etc . (84 . § .) ; erit ey ~ X exponens differentialis fu»
ftionis y ( 130. §.) , cui ey — Xsx poterit fubftitui >,8l - §0-

133 . Corollarium
Huic principio ( 131. § .) innititur methodus quaerendi exponentes dif-

ferentiales funttionum incognitarum , qua in fequentibus frequenter utemur;
quacunque vero methodo , hac aut alia fimili, determinatus fuerit exponens
difterentialis ey,  debebit is fumi cum fignis contrariis , fi confiet , fuuftio-

y decrescere , crefcecte variabili ( 18- 79 .) .

LZZ . Or-
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133.  Defini tX  0.

Quantitates variabiles u, v dependent a fe invicem ,fi quoties alteru¬
tra ipsarum mutatur , ex hac mutatione certa mutatio in alteram redundat:
quodfi autem quantitates u, v tales sint , ut quaevis ipsarum possit mutari,
quin ideo etiam altera mutari debeat , erunt eae independentesa fe invicem.

134.  Corollarium t.
Quaevis duarum a fe invicem dependentium variabilium u , v poteil

fpeftari inftar certae funftionis alterius variabilis ; quocirca erit alterutra
ipsarum variabilis absoluta ; vel ambae aequabuntur duabus funftionibus
unius variabilis absolutae x (133. 4. §.) .

135 . Corollarium 2.
Omnis funftio y plurium a fe invicem dependentium variabilium ceu-

fenda eft referri ad unicam variabilem absolutam ( 134. §.) » cujus differen-
tiatio idcirco praecedentibus praeceptis fubjacet.

136 . Corollarium 3.
Si vero quantitates variabiles u, v fint independentes a fe invicem , tion

poterit una ipsarum aequari certae funftioni alterius (133. § .) : quamobrem
debebit efle quaevis ipsarum variabilis absoluta (4. §.) ; aut alterutra erit
variabilis absoluta , et altera aequalis certae funftioni alicujus variabilis ab¬
solutae x ; vel ambae aequabuntur quibusdam funftionibus duarum .variabi¬
lium absolutarum x , z.

137 , Corollarium 4.

Omnis funftio y plurium a fe invicem independentium ' variabilium
u , v, z , etc . cenfenda eft referri ad plures variabiles absolutas , ita ut pro¬
prie nunquam liceat ejusmodi funftionem y ad unicam aliquam variabilem
absolutam p relatam fpeftare , a cujus mutationibus pendeant mutationes
funftionis y , lingularumque variabilium u, v, z, etc.

138 . Corollarium 5.
Quoties tamen variabiles u, v, z , etc . in data funftioney a fe invicem

independentes fuerint ; licebit illas mutationes feorficn confiderare , quae ex
certis mutationibus variabilium u, v, z , etc . feorfim fumtarum in funftio¬
nem y debent redundare , ita e. gr . , ut jam u, v, jam u, z , jam vero v, z
pro conflantibus quantitatibus poilint fumi , adeoque y inftar certae funftio-

G 2 nis
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nis unius variabilis , z cafu primo , v cafu fecundo , et u cafu tertio queat
fpeftari (iZZ. § .)•

139 . Definitio.
Nomine primae rationis differentiatis  functionis y pjurium a fe invicem

independentium variabilium u, v, z, etc .. inteiligemus rarionem , cujus ex¬
ponens ey aequatur fummae exponentium primarum rationum differentia-
lium , quas functio y pro lingulis feorfim fumtis variabilibus, u, v, z , etc.
recipit ( 138 §•)••

140 . Corollarium'  r.
Exponens ntae  rationis differentialis fun&ionis y plurium variabilium

tv
u, v, z commodillime exprimetur , vel (impliciter figno ey , vel , quo ipfae

variabiles in y contentae exhibeantur , ligno uvz £y ; ligna vero uey, 'ey ,

z ey  expriment exponentes ntarum  rationum differentialium funftioni y
pro variabilibus u , v , z feorfitn fumtis (138- §•) debitarum : erit igitur
ey = :uvz ey =̂ u«y+ v£y+ zey ( IZ9 § ■) •

I4r , Corollarium  2 .,
Data funftione y plurium a fe invicem independentium variabilium u/

v, z , invenietur exponens sy“ UV7ev illius primae rationis differentialis,
li per praecedentia praecepta quaerantur exponentes primarum rationum
different alium , quas funftio y pro lingulis feorfim fumtis variabilibus u,
v, z reciperet , iidem dein exponentes in unam fummam addantur (140*.
IZ9- §•)-

r 42 . Corollarium  y.
Sicut autem ex data funftione y plurium a fe invicem independen¬

tium variabilium u , v, 7. per praecedentia praecepta elicitur exponens e y
illius primae rationis differentialis (141. §.) ; ffc poterit ex hoc ipfo expo-

.. . 2 a .
nente elici exponens ey  fecundae , ex iffo vero exponens e y tertiae , ex

hoc porro exponens ey  quartaeetc .- rationis differentialis ejusdem fun¬
ctionis y ( 139. 124. § .)

143 . Corollarium  4.
Omnis functio plurium variabilium a fe invicem dependentium u , V,

z , etc. exprimi poteft formula generaji y n=: Auavb zc etc . -f- Bu'1 Ve z f etc.
+ Cug vhz ? etc . + etc . (63. eritque ( 135. §•)

«y
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e y trr (c A Ua vb zc“ I + fB ud vezf_ I+ iC uSvh z1" 1+ etc .) £z
+ (b A uazc vb_ I + eB uriz rve ' _I+ h C udz’vh_ I 4-etc .) e v
+ (a A vbzcu*"' , 4-d B vezf ud_ I +gC v'1 z ‘us - 14-etc .) e u
+ etc . etc. etc.

Ob ( 139. §-) eft ergo sy ^ =z£y 4- vey + "£y-
144 . Corollarium  5.

Quamobrem methodus difierentiandi fun&iones plurium a fe invicem'
fndependentium variabilium in ( 141. 142. §.) praescripta , extendi poteft
generatim ad omnes fun&iones plurium variabilium , feu hae dependeant
a fe invicem , feu non ( 143. §.) „

145 . Theorema.
Exponens primae rationis differentiatis cttjusvis functionis  y duarum va¬

riabilium  u , v debet habere formam / unitionis  IVIs u 4*Ne v, in qua femper fit
' e ]\1 _ u£ M|

e V eu
D e m 0 n Ar a t i o.

Generatim poteft poni y~  A ua vb4*B uc vd 4- C ue vf 4- etc. (63. §•) ,
unde pro M= aAvb ua—14- c Bvd uc— ' 4-e Cvfue- 14- etc., etN ~ bAuavb 1
4-dBuc vd 4- fCue vf~14- etc., obtineturusy “ M£u, v£y v: igi-

v£M l,£M
tur ( 140. 144. §.) uv£y rr Me u 4*N £v , et — - = ——•

146 . Corollarium  r ..
Ex "eycrrMeu , vey ~ N7£V,  obtinetur ve . ”£y = ve Me u , ll£. v£y

^= l, £Nev:  cum igitur debeat efle u£N e v v£ Me u ( 145. § •) , quaelibet
functio y duarum variabilium u, v ita eft comparata , ut pro ea debeat fieri
"V£ t11£y U£. V£

r4J . Corollarium 2.
Si funftio quaecunque y duarum variabilium u, v bis continuo ' diffe-

rentietur , ita ut primum capiatur exponens differentialis fun&ionis y pro
fola variabili u , tum exponens differentialis exponentis “ey pro fola varia¬
bili v. vel primum differentietury profol i variabili v , tum ipfe exponens
vey differentietur pro fola variabili n ; eadem utroque cafu obtinebitur fun-
ftio formae generalis Xenev,  denotande X funftionem independentenv
ab exponentibus differentialibus e u , e v ( 146. §.) ..

G 3 r48 . Co-
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148.  Corollarium z.
Exliis facilis eft tranfitus ad inventionem legum , quibus tam expo¬

nentes altiorum rationum differentialium funftionibus duarum variabilium
debitarum , quam exponentes rationum differentialium debitarum funftioni¬
bus trium , quatuor , etc . variabilium fubjacent . Sic , quia exponens pri¬
mae rationis differentia !!- funftionis y duarum variabilium u, v debet ha¬
bere formam funftionis gyrzrMeu + Ne v; habebit exponens differentio-
differentialis,  feu exponens fecundae rationis differentialis ejusdem funftia-

2.

nis y formam funftionis ey ^ ^ (Meu -j- Ne v) + ve ( Me u+ Nev) — ue Meu
2 2

+ Ms u + Ufi N £v+ v£Meu -+-veNev + N.e v ( 141. 142. § .) ; confequenter,
pofito "e M:= Q e u > veN — Rev , et ueN — peu, veM— qev, erit iemper,

2
ey :M£u4 ' Nev + P £ U£v -t- Q £U2-f-R£ va,

v£ M
pro Q = - » R* eu

'eN
> et ob ( 145. §.)

_ , ve M , l's N / vsr \ „ / ""eNA
r  ev 1 eu V ev / Veu/

149 . Corollarium  4.
Exponens vero primae rationis differentialis cujusvis funftionis y

trium variabilium p, q, r continebitur formula generali eyrraPey -J- Sgy-j- fgy
(140 . 141. §.) = P £ p + Qeq + Rer,  ita ut , quia quaevis variabilium p, q, r
feorfim fumta in ejusmodi differentiatione inftar conftantis quantitatis poteft

‘JgP
fpeftari , debeat effe - — - ;Q re_P_

ereq
1’eR

T?
reQ 'leR ,
17 = 7 ? (. 4 ! . K.

i 50 . Corollarium  5.
Deinde fi functio y trium variabilium p, q, r continuo ter differentis »-

tur , quocunque ordine haec differentiatio perficiatur , puta primum diffe-
rentiando ipfam funftionem y pro fola variabili p , tum differentiando ex¬
ponentem pgy pro fola variabili q , ac demum differentiando exponen¬
tem 'ifi. Pey pro variabili r , vel alio quovis ordine ; eadem femper pro¬
dibit functio formae generalis Zepeqer,  exprimente Z funftionem inde-
pendentem ab exponentibus differentialibus ep , eq, er : id enim ex ( 149. §-)»
ut ( 147. §.) ex ( 145. §.) poteft colligi.

151. Theo-



CAPUT II. 55

151 . Theorema.

Si capiatur mtus exponens differentiatis u«y , et  n tus exponens differes

tialis vsy functionis y duarum variabilium  u , v,. prior pro fola variabili  u,

et poflerior pro fota  v, tum quaeratur ntus exponens dtfferentialis vs. uey ex-
m m n n

ponentis "e y pro fota variabili v, et mtus ug. vey exponentisvey pro Joia
n m m n

variabili  u ; debebit ejfe vs , "eyt : "« . vey.
Demoniirat ia.

r r
1. Ponamus pro certo indice r esse vg ,ugy ue . vey ; erit etiam

Dg.ve .us y c= "g. 11 g.vgy : eft autem ug. vs. uey— ve . ug ugy ( 146- §•) •—r
r-*-! r r+r r+i r+ »

v« . ugy , et l'g. ug. vgy = ug. vgy : igitur debet effe ve . u*. y = "e . ' ey.
Hinc et ex (146. §.) per (Zl . §.) fequitur, pro quovis poffibili indice k debere

k U
effe vg . u£y = u e . vgy.

2. Porro fit pro indeterminatis indicibus r, m, ve ,ugy =u ug . vgry; erit
r+i tn m r m r+i

etiam ye . ugy = v£. u« , vgy~ u6 . vgy ob ( i ) : quare , cum prom m
r = r re ipfa fit yg." gy — l'g . vey ob ( 1) , debet pro quovis poffibili indice

, ^ „ n m m n
n ob (Zl >§-) effe vg . l,gyt = ug. vgy,

rZ2 . Corollarium  1.
Hinc ( 151. §.) per ( 140. 141. §.) obtinebimus fequentes expreffiones

pro exponentibus differentialibus ey , ey , ey , gy funftionis indeter¬
minatae y duarum variabilium u,, v.

ey = uey + v*y.
2 2 . 2
gy :=n uey -f SUg.vgy -f-vsy.

Iy = i 4 y+  re . ys y -f 3 ”g. y *y +  vJy.

*y *—: u*y + 4 u« • ve y + ' 6 “ g . vgy -f 4 »g. vgy + vgy-

153 . Corollarium  3.
Lex , quam fequuntur termini lingularum expreffionum in ( l ^2. § .),

manifeka ell ; li fumas expreffionem exponentis differentialis e y pro in»
deter -r
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r+r r
s . e ydeterminato indice r eidem lege conformem, tum ex illa elicias ey

per ( 140. 142. § •) , invenies , fafta per ( 151. §.) reduftione , etiam ex-
rti

ponentem difFerentialem ey ei legi fubjacere : hinc igitur per ( 31. § .)
fequetur , quemvis ntum  exponentem differentialem cnjuslibet fun&ionis .y
duarum variabilium u , v fequenti formula contineri:

n n *-) n »i ■n fn — r^
ey usy + — - "g. 'ey 4 —-- - - "i

n (n — O (n '— 2)

1(n
2 - 3

•i ) - (n — r + i)

I . 2
n -3 3
"a ■' e y +

Z
'ey

n - r
u6 'ey + . + ' ey-

'1 . 2 - - - - - r

1 54. Corollarium 3.
n n ti  n

Ex hac generaliflima formula , ob ue (u v) r= veu , Vg(uv ) ~ ugv, et

generatim ue (Ve . uv ) — e uev,  fequitur formuia pro nfo exponente
differentiali produfti yr= uv ex duabus variabilibus u, v, nimirum,

e . u v : n , n 11 - 1v e u -1- I e U sv + n (n — 1)
£ U £ V 4

4 n (n — 1) - (n — r -f 1) n • r r n
6 U6V -1- p U £ V.

1 . 2 - - - - r

155 . Problema,
' Invenire generalem exprejfionem valoris , quem fitnUio y variabilis z

obtineat , fi haec variabilis augeatur data quantitate  w.
Solutio.

Variabilis z vel eft abfoluta , vel aequalis certae funftioni alicujus va¬
riabilis abfolutae x (4. §.) : quidquid ea fit , fpe&etur ut abfoluta , quo
fiat gz — i , tum in hac hypothefi quaerantur exponentes differentiales

2 3 4
ey , ey , ey , ey  etc . : fi enim Y valorem denotet , quem functio y,
variabili z abeunte in z 4 « , debet obtinere , erit per (64. 127. §.)

xr — 1 £ VY -—y 4 — u
Z 3
ey  g V

—— ai2 4- :— » 4 - -P

r
ey w.

1 . 2 ' 1 . 2 . 3 1. 2 . 3
Seu , quod in idem recidit , ob gz — I

2.
,3

3
ey„ 1 ou e y , or ey . tci e

y ' • —-—p - • ■—- - r - * • —
1 SZ  1 . 2 ez 2, 1 . 2 . 3 82

fl —4
ia'

T
6 V

1.2 .3 . . r g z s

156. Co-
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156.  Corollarium 1.
Si — as loco as fumatur in C155- SO » prodibit inde fequens generalis

exprefllo valoris , quem funftio y data per variabilem z obtineret , fi haec
variabilis minueretur quantitate as.

3 T

£„3+ — + _ fyC y ? 1- -- W5+-
1 . 2 . 3

Vel ob ez ^zx.
I . 2 . 3 . . . r

as eV
1.2.3 £Z'1.2 sz :I LZ

r
CtVY ._ _

— L . 2 . . . r SL'

1) 7- Corollarium 2.
Ouamobrem , pofitis coefiiciei

erit generatim , prout variabilis1 . 2 . 3
i

z augetur , vel minuitur quantitate w ( 155. 156. §.)
I L 2 33 r v

Y— + «i2.Hhas y w3-f- — — + xeya>r.
Vel

Ct!2+ «

158 . Corollarium 3,
Si , data funftione Z duarum variabilium u, v, variabilis u maneat con¬

flans , et v abeat in v + Av ; obtinebit Z sequentem valorem X per
( I 55- §•) > ubi , v confiderando inftar variabilis abfolutae , eft sv — i ; fi
porro in X maneat v conflans , et u abeat in u + Au ; induet X sequen¬
tem valorem Z1 (155 . §.) , fumta variabili u pro absoluta , quo fiat

r 3

eu,— 1 : fi igitur ex prima serie eliciantur feries pro sX , eX , eX,etc.
eae dein fubftituantur in fecunda ferie , tum reduftio fiat per (151. §.) ;
obtinebitur tertia feries , valorem Z1 generatim exprimens , quem quaevis
funftio Z variabilium u, v eo cafu induet , fi hae ambae limul in u + Au,
v + A v abeant.

vgZAv . v gZAv2 - ve ZAv3
1 ' 1 . 2 '1 . 2 . 3

'sZAv

Volumni I. H Z' —
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. ueXAu , utXAu z .
+  1 . 2 ' *

Z1— Z

ueXAuT
t . 2 .3 + “ " * + u«XAur

1 . 2 . . .

, vfiZAv . v«ZAv2 | vb ZAvT
H- ^ v«ZAvr1 i ' 1 . 2 1 1 . 2 . 3 i . 2 . . . r

, ufiZAn , ue ZAu2+ u«ZAu3 4. , u e ZAur
“T 1 * 1 . 2 1 . 2 . 3

T • T . —1 . 2 . . . r

. v ^ eZAu 1 ueZAa2 1 u«ZAu3 4- - - j ue ZAur ^ |.Al^ 1 - 2 l 1 . 2 . 3
T * " I*«2 • •-«

« vV % ZAu , “«ZAu2 1 ,l sZAu3
+ - - j UI ZAur \Av*

^ < 1 ' 1 . 2 1 i . 2 »3 1•2 *• *r>/1 . 2

l V’f u*ZAu . ueZAu2 1 u«ZAu3 4- - - u I ZAur Av3
^ V 1 r . 2 “F I . 2 . 3

T
1 .2 . . . rS L. 2 .

u§ZAu
i

ufcZAu*.._ uIzAu3 . . utZAur \ A-vr
1 . 2 ' 1 . 2 . 3 1 . 2 . »,rj  i .2 . . . r*

159 . Corollarium 4.
Pari prorfus ratione quaeri poteft expreflio generalis valoris , quem

funftio Z trium aut plurium variabilium u, v, z , etc . , his fimul in u + A u>
v -f Av , z -|- Az> etc. abeuntibus , obtineret , pro tribus variabilibus deter¬
minabitur ea ex jam inventa expreflione Z' pro duabus variabilibus (158 § )*
ii in Z1 cogitetur z + Az  loco z poni , expreflio dem ex Z*per ( 155. 8-)
derivata per (151. §.) congrue reducatur»
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PALMARIIS QUIBUSDAM ADPLICATJONIBUS
CALCULI DIFFERENTIALIS AD THEO¬

RIAM FUNCTIONUM.

160.  Definitio.

\ _/irmis aequatio, translatis ejus terminis ad unura membrum, Induet
formam aequationis Z ~ o. Si Z fuerit funftio unius aut plurium variabi-
lium, erit Z —o aequatio determinata  cafu primo, et indeterminata  cafu
fecundo. Utroque porro cafu appellabitur aequatio Z ~ o algebraica
vel transcendens,  prout fuerit Z funSio pure algebraica, vel saltem ex
parte transcendens (5. §.).

161.  Problema.
tn

Datam aequationem  VX n - U “ 0 continentem functionem irra¬
m

tionalem  X n convertere in aliam» quae omni irrationalitate afficiente
funCtionem  X careat.

S 0 lut i 0.

erit differentlandoXCum fit X

aequatio quaefita,tur erit msX . aequatio quaefita.

163. Corollarium r
Hac ratione poterit data quaevis aequatio Z= o ab omni irrationa¬

litate afficiente quantitates variabiles liberari: quare, cum praeterea
omnis aequatio facile a fra&ionibus, fi quas contineat , liberetur, licebit
omnem aequationem algebraicam Zt= o ita confiderare, ut Z fit aliqua
fun&io integra et rationalis unius aut plurium variabilium( 160. §.).

H 2 163, Co
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163 .. Corollarium 2„

Exprefiio generalis omnis aequationis algebraicae determinatae poterit
efle haec ; Z := xm+ dx '" -1 + B .xm” 2+ C xm“ 3 H- Px + Q = : o;.
aut alia hujus formae ( 162. § .) : dicetur ea vero elfe imi , 2di , %tii,  vel
generatim mti ordinis,  prout funftio Z fuerit 1mi , 2di , $tii,  etc . ordinis
(9- § )-

164 .. Corollarium  3-

Aequatio autem algebraica indeterminata . Z — o inter plures variabi¬
les u, v, z poterit induere formam fimilem praecedenti ( 163. §.) , ita ut
quiiibet terminus vel aliquam,potentiam unius tantum variabilis , vel pro-
duftum ex. certis potentiis plurium variabilium compleftatur ( 160. 162. § .) :
pertinebit idcirco aequatio Z — o ad ordimm imum,  vel 2dum,,  aut 3tium,
vel generatim mtum,  prout fuerit funftio Z 1mi,  vel 2di,  aut 3tii,  vel
m ti  ordinis (8- §>). Eapropter , fi aequatio indeterminata Z = o fuerit mtf
ordinis, , in nullo termino poterit furnrna exponentium quantitatum variabl-
Kutn u, v, z in eodem, termino - contentarum , indicem ordinis m excederet
C8,

1.65 . Definitio ..
Radix:  aequationis determinatae (163. §.) vocatur is determinatus

valor variabilis x, . quo loco x aflumto funftio Z — x™+ Ax" 1—I -{- Bx m_ 2
+ etc . re ipfa fit aequalis nihilo.. Sic e. gr . funftio Z =^ x4+ x 3— 5x 2
+ x — 6 fiet pro quovis quatuor valorum x ;= 2 , x — — 3 , x “ ŷ — 1,
x — — yf — 1 aequalis nihilo : quivis horum valorum dat igitur unam, radi¬
cem aequationis Z ~ x4+ x 3— 5x 2+ x — 6 ~ o..

166 . Corollarium  l.

Cum funftio Z nequeat aequari nihilo , nifi variabilis x determinatum
aliquem valorem habeat , nece fle efi , ut omnis aequatio Z — o faltem unam
habeat radicem , quidquid ea fit , realis , vel imaginaria ( 165. § .) •

167 . Corollarium  2.

Omnis aequatio quadratica x2+ Ax + B= o habet duas radices,
X—~ i A+ i/CA 2—4B) , et xs =—i A— iyf (A 2— 4B ) , quarum utra¬
que erit realis , pro A2=4B , et A2> 4B , vel utraque imaginaria pro
A2 <q 4 B (165. §-) .

168 - De*
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i6g. Definitio.
Fa&ores  datae funftionis integrae et rationalis Z~ xm+Ax ra“ I

+ Bx m 2 H (- Px + .Q vocantur funftiones pariter integrae et ra¬
tionalesquae inter fe- multiplicatae producunt funftionem Z : funftiones
ejusmodi imi,  ve ! 2di,  aut 3tii,  etc . ordinis (9. §.) appellantur faftores
/implices,  vel duplices  feu quadratici,,  ant triplices  feu cubici,  et ita
porro..

169 . Corollarium 1..
Funftio integra et rationalis Z divifibilis  efi:per aliam funftionem in¬

tegram et rationalem F, fi ea per hanc- diviFa generet quotum aequalem
funftioni integrae et rationaliX : omnis igitur funftio integra et rationa¬
lis Z erit per quemvis fuum faftorem F divifibilis'; et quaevis funftio in¬
tegra et rationalis F , per quam altera Z fit divifibilis, erit unus faftor hu¬
jus. funftionis (168. § .)...

17° . Corollarium 2.
Pro Fs= x p.  in ( 169. §.) erit Z= X (x— hinc Z— o pro

x fi:  quilibet ergo faftor fimplex x —p  funftionis integrae et rationa¬
lis Z xm-j- Ax m 1 -| - -j- Px -fQ dat unam, radicem aequationis
determinatae Z— o (165.

171. Corollarium z..
Omnis funftio quadratica yx 2-}- i/3x -|- a habet duos faftores fimplices

xYv -{- — —4 * 7)) et x/y -^ —L- ^ -f /^ 2 — 4ay )),

utrumque realem, fi fit vel /S2 > 4 «y , aut utrumque imagina¬
rium pro /Z2 <q 4 «y ( 168. §.)..

r72'. Corollarium 4.'.
Arcus circuli <p>, cujus finus vel cofinus excedat radium, elt impofli-

bilis . quaelibet ergo funftio quadratica yx 2 +/ 3x + « eonftans ex imagi¬
narii» faftoribus fimpficibus poterit exprimi formula q2x2— 2 'pqxCoft?
-fp 2 ,. ipli vero ejus faftores imaginarii erunt p (Cof<p Sin (p —1 ) — qx
etp (Col<p Sin tyfi' —1 ) — qx (171 , § ,).

173- Theorema ..
Fitnffio integra et rationalis  Zr = xm+ Ax" 1-"1-(- Bx m~ 2 -f - Cxm- 3

+ Dx 4 T ~ - “ + Kx + L ordinis mti tot femper, nec plurcs,
H 3 neque
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neque pauciores, habebit factores ftmplices formae x —,tt, g« ok unitates funt
in exponente  tn ordinis, ad quem ea pertinet

Demonftratio.
it. Si fumantur numero m quantitates indeterminatae a, b, c,’d, - - - k,l;

erit produftum (x — a) (x — b ) (x— c) - (x -*—k) (x — l) :r=: xm-f -Pxm“‘
•fQx n‘-2 4-Rx m'“ 5 + -i - Ux + V certa funftio ordinis mti , in  qua
quantitates a, b, c, - - - k, 1, lege per naturam multiplicationis determi¬
nata inter fe connexae conftituent coeffidentes P , <2 , R, — - U, V : quodfi
ergo supponamus hanc funftionem aequari datae funftioni Z , quo fiat
P~ A, Q = B , R— C, - U~ K , Vt= L (29. § .) ; nafcentur nume¬
ro m aequationes inter totidem indeterminatas quantitates a, b, c, - k, 1
et datos -coeffidentes A , B, C, - - - K , L , ex quibas porro poterunt de¬
rivari aequationes determinatae , quarum quaevis unicam duntaxat quanti¬
tatem incognitam a, b, c, - k, 1 cotnpleftatur : quare , cum per quam¬
vis harum aequationum determinatarum unus 'faltem valor incognitae a, b#
c, - k , I , quam illa continet , perfefte fit determinatus ( 166. §.) ; ex-
tabunt eo ipfo pro lingulis incognitis a, b, c, - k, 1 certi valores , qui¬
bus loco a, b, c, - - - k, 1 aflumtis re ipfa fiat P — A, Q =̂ B, R^= C, - - -
Ut = K,V = L, hinc etiamZ — (x — a) (x— b) (x — c) (x — k) (x— 1),.

2. Eft porro impofiibile , ut fKaftio Z praeter hos faftores alium aii,
quem, ab illis diftinftutn , faftorem fimpliceiu x — x habeat . Nam pro
certa funftione X deberet fieri Z ~ X (x — «) per ( i6R. § .) ; adeoque
etiam (x — a) (x-— b) (x — c) - - - (x — k) (x— l) sX ( x— x) : illud
igitur produ &um fieret ĵ o prox = « , quod elt impofiibile, quin eo ipfo
aliquis faftorum x — a, x — b, x — c, - x — k, x — 1 fiat aequalis
nihilo , puta x— at = o , hinc xt = a = « , contra hypothefin, ; cum x — x
debeat efie faftor a fingulis illis faftoribus diftinftus.

174 . Corollarium  1.
Ouaelibet radix x — « aequationis determinatae Zn= xm-}- Ax m_ T

+ Bx’ r,~ 2-t' Cx m_ 3 -f - Kx -f L:= o dat unum faftorem fimpiicem
x —x  funftionis Z (165. 173. §. 2. n.).

175 . Corollarium  2.
Omnis aequatio determinata Z ~ o ordinis mti (174 . § .) habet radi¬

ces numero m, nec piures , neque pauciores ( 170. 173. 174. §.) .
176. Co-
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176 . Corollarium q.
Quaelibet aequatio Z “ xm-j- Ax m—1+Bx m”,2 4- - . 4 - Kx4 -L “ G

ordinis aiti,  2 ejus radices numero m fint a , b, c, - k, 1, poteft fpeftari
inftar produfti ex m aequationibus radicatibus  x — a —0 , x— bt= o,
x — cc= o, - x — k = o , x — l ;= o , ita ut fit Z — (x — a) (x — b)
(x —c) (x — k) (x — l) ^=o ( 175. 174. §.)-

177.  Corollarium 4.
Duae radices a, b dabunt aequationem 2di  ordinis (x — a) (x — b) = txz

— (a + b) -t-ab= ot Tres radices a, b, c dabunt aequationem Zt» ordinis
(x — a) (x— b) (x — c}“ xJ— (a + b+ c) x2 + (ab -f ac -f-bc) x — aberro.
Et quatuor radices a, b, c, d dabunt aequationem 4«»' ordinis x*— (a + b
-f- c + d) x3-f (a b -f -ac -l- a d + bc + b d 4-c d) xa — (abe 4r abd 4r aed 4r bed) x
4- abcd:= 0 (176 . §.).

17?. Corollarium 5.
Et fi generatim numero r radices s, b, c, - - - u generent aequatio¬

nem Z — xr4-Ax r- T+Bx t'“2-f- - (- L xr“(2n~2>4 -Mx r +  Nx r_m
+ - - |- Tx -f- U ~ o ; nalcetur ex illa aequatio ordinis r + l radices
a, b, c»- u, v habitura , nimirum Z (x— v) = xr-+I + (A ~ v) xr 4-
-i- (M— v Lj  xr- 4 - ( .V— vM) xr“ <2n" l) + - |-(TJ — v T) x—vU = 0
(176 . Z.).

179.  Corollarium 6.
Lex , qua coefficientes ex radicibus componuntur , ' conftans eft in ae»

quationibus 2di , pii,  4 fi  ordinis ( 177. §) : et fi illa affumatur pro coeffi-
eientibus aequationis ordinis r ; fubiicietur ei eo ipfo etiam aequatio ordi¬
nis r 4*i (178- § -) . Hac ratione per (31. §,) facile evincemus , ccefficien-
fem termini fecundi cujuslibet aequationis mtf ordinis aequari fumtnae om¬
nium radicum ejusdem aequationis fumtae cum ligno contrario ; terminum
vero ultimum aequalem effe produfto ex omnibus radicibus fumto cuti*Cgno
propria vel contraria , prout exponens m ordinis , ad quem aequatio per¬
tinet , eit par vel impar ; quemvis vero intermedium coefficientem , puta
coefficientem nti  termini aequari fummae produ &orum ex quibuslibet nu¬
mero n— 1 radicibus fumtae cum ligno proprio vel contrario , prout index
n ejqsdera termini ell numerus impar vel par-

*go . Co
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izo . Corollarium 7.

'Quamobrem , ut aequatio aliqua xm-f Ax m—1+Bx m“ a + -J - Kx
4-L = o termino fecundo Ax m_ I careat , neceffarium eft , ut ea nec om¬

nes pofitivas , neque omnes negativas , fed positivas et negativas radices

habeat , fummaque radicum pofitivarum exaequet fummam .negativarum
(i ?9- §•)• _

1B1 . Theorema.

Si funSio  Z — xm+ Ax m_ I + B xra ~2-j - f- P x +Q pro certo
valore x variabilis  x pofitivum, et pro alio valore /3 negativum valorem ob¬
tineat ; debebit una faltem radix aequationis  Z — o inter x et p jacere.

Demonftratio.

Sit at >/3 (idem ratiocinium eft -ad » </3 adplicahile) ; neceffe eft , ut
inter x et /3 innumeri valores , finguli minores valore « et majores valore

/3, locum habeant , -atque inter omnes ejusmodi valores duo a, b extent,
pro quibus funftio Z ex valore poiitivo tranfeat in negativum : inter hos
porro valores a *< b variabilis x intercedet neceffario aliqua quantumcunque
parva differentia b— a — cv; quia fecus funftio Z pro x — a — b valorem
pofitivum fimul et negativum obtineret , quod eft impofllbile. Quapropter
dabitur inter a et b tertius aliquis valor x = k variabilis x , pro quo funftio

Z nec pofitivum , neque negativum valorem indueret , qui eam idcirco red¬
deret aequalem nihilo ; quo ipfo demonftratur , inter x et /3 unam radicethk

aequationis Z — O jacere ( i6z . §.) .
182 . Corollarium  1.

Aequatio Z — o habebit faltem unam radicem realem , fi bini reales
valores variabilis x extiterint , pro quorum uno funftio Z obtineat valorem

pofitivum , et pro altero negativum ( 181. §.) *
l8Z - Corollarium  3.

Si inter duas radices reales a, b datae aequationis Z — O nulla alia

realis radix ejusdem aequationis jaceat ; debebit funftio Z pro quovis va¬
lore variabilis x jacente inter radices a, b valorem pofitivum , vel pro quo¬

vis valorem negativum obtinere ( 181. §.).
184 . Corollarium  3.

Inter valores x et /3 variabilis x , pro quorum uno funftio Z ( 181- §-)
induat valorem pofitivum , et pro altero negativum ? aut unica jacebit

radix
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radix aequationis Zr = o , aut , fi plures radices inter ipfos jacuerint , nu¬
merus omnium erit impar ( i8i - i8Z §•)•

28 ; . Corollari um  4.
Si vero funftio Z pro utroque valore reali x,  S variabilis x induat va¬

lerem pofitivum , vel pro utroque negativum ; aut nulla jacebit radix aequa-
tionisZ := o inter valeres reales .(3, aut numerus radicum reaiium inter
ipfos jacentium erit par ( 181 183- §-) -

,186 . Definitio.

Evidens eft , funftionem y relatam ad variabilem abfolutam x , quae,
variabiji x continuo crefcente , aut perpetuo crefcat , vel continuo decref-
cat , nunquam obtenturam valerem aliquem maximum vel minimum , certo
valeri variabilis x respondentem . Si autem funftio y ita fit conformata , ut
ea pro certo valore x — v valorem V obtineat , majorem vel minorem fin-
gulis valoribus , quos ipfa pro quibuscunque aliis valoribus variabilis x,
tam majoribus quam minoribus valore v , indueret ; erit V Maximum  vel
Minimum abfolutum  funftionis y. Si denique , variabili abfoluta x continuo
crefcente , funftio y pro certo valore x “ v talem valorem V recipiat , qui
fit major vel minor fingulis proxime sequentibus et praecedentibus valori¬
bus , quos eadem funftio pro aliquantillum majoribus et minoribus valori¬
bus variabilis x obtineret , licet fors V non fit valor major vel minor quovis
pofiibili valore funftionis y ; appellabitur V quoddam Maximum refpeSli-
vum  cafu primo , et Minimum rejpecUvum  cafu fecundo , atque de hujusce¬
modi maximis et minimis ferino erit in fequentibus.

187 . Corollarium  1.

Si funftio y data per variabilem x obtineat valorem V pro x “ v,  va¬
lorem vero P pro x ^ v+ e , et valorem Q pro x~ v— e , fitque pro certo
quantumcunque decrefcente valore quantitatis e tam V > P, quam V > Q,
vel V < P et V< Q; erit V aliquod maximum cafu primo , et aliquod mi¬
nimum funftionis y cafu altero ( 186. § .) .

188 Corollarium  2.

Et vicifiim, fi valor V , quem funftio y pro valore x — v induit,
fit aliquod maximum aut minimum ejusdem funftionis ; debebit extare cer¬
tus valor quantitatis e , pro quo quantumcunque decrefcente funftio y,

Volmnm l.  I polito
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pofito x = r \’4 -e , tum x — v— e , obtinebit valores , quorum uterque erit
minor cafu primo, et uterque major valore V cafu fecundo ( i85 . H.) ,

Scholion  l.
Maxima minimaque fun&ionum pofitiva a negativis d;fiinguenda funt.

Condat , quantitatibus negativis — A, — a nonnumquam valores inaequa¬
les ab Analyftis ita tribui , ut quantitas negativa — a major efie cenfeatur
quantitate negativa — A , fi pofitiva a minor fit quantitate pofitiva A.
Qui hac ratione de quantitatibus negativis fentiunt , methodum inveftigandi
valores quantitatum variabilium , qui datas illarum funftioBes reddant ma¬
ximas vel minimas , ad generales quasdam regulas folent revocare , nec efi,
cur utrumque cafum , maximorum nimirum minimorumque pofitivorum et
negativorum , perpetuo diftinguere cogantur . Nos interea cum aliis maxi¬
ma minimaque pofitiva et negativa feorfim confiderabimus , per valorem in¬
ter plures valores negativos maximum vel minimum eum conftanter intel¬
lecturi , qui inter eosdem valores , fi omnes forent politivi , efiet maximus
vel minimus : fic e. gr. inter numeros negativos — 2, — Z,:—4, — 5, —6, —7,
erit nobis — 2 minimus , et — 7 maximus numerus negativus.

Scholion  2.

Methodum univerfalem et compendiariam ' invefiigandi maxima et mi¬
nima quarumvis funftionum fuppeditat calculus diflferentialis: priusquam
ejus principia exponam , paucis attingam aliam methodum , quam pro fim-
plicioribus cafibus iis , qui in calculo differentiati haud funtverfati , offert
methodus exhauftionis antiquorum . Supponatur nimirum funftio y variabilis
x re ipfa efie maxima vel minima pro x ; tum fumatur quantitas e indetermi¬
nata , quae ultra omnes terminos pofiitdecrefcere , ponaturque x+ e, deinde
x—eloco x in y, quo fiat,ut y cafu primo aliquem valorem P, et cafu altero
aliquem Q obtineat : pro cafu maximi erit jam y > P et fimul y > Q ; pro
cafu minimi vero debebit poni y < P et y <1Q ( 188 §•) , unde ope congruae
reduftionis facile determinabuntur binae expreffiones Z > X -j- a e -j-be 2,
+ c e3+ etc . , et Z < X + « e -f/3e 2 + y e3+ etc . , quae ob quantitates
Z, X, a, b, c, - «, /3, y,  etc . independentes ab e dabunt aequationem
Z = X ( 130. § .) determinantem valorem variabilis x , pro quo functio y
fit maxima vel minima.

E x e m-
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Exempla.
Pro valore x , qui funftionem y =̂ ax — bx 2 reddat maximam, debe¬

bit elTe
ax — bx 2> a (x -f e) — b (x+ e) 2;
ax — bx 2>a (x— e) — b(x— e) 2:

igitur erit
a < 2bx + be ; a> 2bx — be.

ar = 2bx ( izo . §.) , hinc x — ^ -

Pro valore x , qui funftionem y — - * , — reddat maximam , debe-
’ ’ J x 2+ m

bit poni
x — n x -fe —n x — n x — e — n

x2+ m ^ (s + c/ + m' C “ 2-i- ,v’ r '~(x— e; 2+ mx2-pm
Hinc autem obtinebimus

x2— 2nx > m -fne — xe , et x2—2nx < m -fxe — ne:
igitur x2— 2nx = m ( izo . §■) > x = n (m + n2).

A + Bx2
Pro valore x , qui funftionem y — reddat minimam , opor¬

tebit ponere
A + Bx 2 A+ BCX+ e) a Et A+ B**  < A+ B (x— e)2

x + e x — e

Quamobrem erit
Bx 2> A '— Bxe etBx 2 <A + Bxe;

_A
Bx 2= A ( 130. § ) , hinc x = + \ ~q"

189.  Theorema.
Si exponens e y primae rationis differentiatis alicujus functionisy datae

per variabilem x , hac pro abjoluta fumta , ut fit ex — i , pro certo valore
x — v determinatum aliquem valorem po/itivum vel negativum obtineat; fun-
Itio y nec maxima fiet neque minima pro valore x — v.

Demonftratio.
2 3 *

Fiat  y — + V pro  x ” v , et ey = P, ey = Q . ey .— R, sy — S,
et fic porro pariter pro x = v; debebit funftio y pro x — v-pe obtinere fe-
quentem valorem A , et pro x = ; v— e valorem B C157- § •)

I 2 At=
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A — + V + « Pe -f- a Qe 2,+ «Re ’ -J- aSe 4 -(- etc.

B— + V — ai ’e 4** Q e2,— « Re3-f-« S e4 — etc.
Sit jam valor P exponentis ey debitus valori x — v pofitivus ; erit

♦ 1 . XIetiam « Pe valoris pofirivi , et — « Pe valoris negativi : pro certo valore-
e erit ergo pars valoris A fequens poft V valoris poficivi , et pars va¬
loris B fequens poft + . V erit valoris negativi (77; §.) ; consequenter va¬
lor + .V nec major erit , neque minor utroque valore A,-B feorfim fumto,
eoque ipfo nequit elTe 4 ^V aliquod maximum , vel minimum fun&ionis y
(lZ6 . §. et r . Schol . 188- §phi).

Si autem fit P valoris negativi r proinde « Pe negativi , et — « Pe
poficivi valoris ; erit pars valoris A fequens poft j+^V valoris negativi , et
pars valoris B fequens poft + V erit valoris poficivi (77. §.) : valor + V
nec ergo eft major, - neque minor utroque valore A, B feorfim accepto,
quorum alterutrum locum haberet, - fi V eflet aliquod maximum , vel
minimum funftionis y ( x# 6. § . et 1. Schol. 188- §phi) .

ryv . Theorema,-

Si exponens differetttialis ey indicis imparis  2 n +1  pro certo valore  v
variabilis  x determinatum aliquem pofitivum aut negativum valoretn obtineat,
ftnguli autem exponentes■differ entiales ey , ey , ey , - - - e y inferiorum
ordinum pro eodem valore  x — v aequentur nihilo; junitio  y nec maxima
fiet neque minima pro  x — v„

Demoiiftratia.
2n4 - i 2142,-

Si fupponamus , pro x— v fieri ync + V , e y — P , e y — Q,
2 n +3 in + 4 2

ey = ; R,  e y = S, etc . cum per hypothefin fit £y — o , ey — o,
ey — 0, - ey — o' pro x— v ; debebit funftio y pro x — v -f-e obti¬
nere fequentem valorem A , et valerem B pro x — v— e ( 157. §.) .

_ 2 3 2N 2 NA — + .V -f (« Pe + « Q ea-j- « R e3+etc .) « . e.
2 ' 3 2N 2 N

B— + V-K —« Pe -f- «-Qe 2:— «Re3+etc .) « . e.
Hinc autem evidenter fequitur, - eodem prorfus ratiocinio , qu6 in

(189 §-) fumus ufi , pofle oftendi, - valorem V funttionis y debitum
valori
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valori v variabilis x in aiTumta hypothefi nec maximum esse», neque
minimum..

191 . Theorema ..
2

Quodfi autem• pro certovulore  v variabilis  x ftnguli exponentes ey , ey,
3 zn- i* 2n
f y , _ - - t y fiant aequales nihilo, exponens vero e y pro X— V deter¬
minatum aliquem valorem obtineat ; erit valor f unitionis y debitus valori
x “ v aliquod maximum pojitivum , vel minimum negativum , fi valor expo¬

nentis  e y pro  x — v fuerit negativus : ji vero hic valor fuerit pojitivus;
erit valor funitionis y debitus■valori  x ;= v aliquod minimum pojitivum vel.
maximum negativum*

Demonftratio.
2N 21141 211 * 2 2T1+ 3*

Pro x = v fiat y = + V", et ey — P , e y~ Q , sy = R, «y = : S,.
23 2I3 - I

etficporro : cum per hypothefin fit gy ^= o , sy — o,ty = o, - syc =o ;-
debebit funttio y pro x — v-p e habere sequentem valorem A vel C, et va¬
lorem B vel D pro x — v— e ( 157.

2ti 2n + i 211+ 2 2n + y

A = + V + (cc Pe "f" “ Qe 2 + aKe 3 -f - a Se 4 + etc .) e2"-1.
2N 213+ r 213+ 2 213+ 3

B = + v + (a Pe — * QeJ -j - a Re3 — a Se 4 -f ~ etc .) e2n—
2N jn +r 2N+2 2tif3

C — — V -{- (.a Pe -f- a Q e2 -f - « Re 3 -f - « Se 4' -f- etc .) e2n“1̂
„ „ 2n 2N + 213 + 2  2N + 3
D— — V + (« Pe — « Qe2 -f - « Re3' — « Se4 + etc .) e2n_I.

2N 213

Sit ĵam P:= fcy valoris politi vi ; erit etiam « Pe quantitas politiva».
proinde debebit esse etiam fumma omnium terminorum poft + .V in lingu¬
lis expressionibus A, B-, C, D sequentium valoris politi vi (77. §-)-: igitur
dabitur quantitas e , pro qua», utcunque ea decrescat , erit tam A > V quam
B > V , vel tam C < — V, quam D < —V ». id eIt , valor funftionis y debi¬
tus valori x— v erit aliquod minimum positivum V r aut maximum negati¬
vum — V (186. §. et 1. Schol . r88 - §phi) .

20 213

Porro ut P— xy valoris negativi ; erit quoque « Pe' quantitas nega¬
tiva , eoque ipso erit fumma omnium terminorum polt + .V in singulis ex¬
pressionibus A, B, C,  D sequentium valoris negativi (77. § -) : hoc igitur
cafu extabit quantitas e , pro qua , utcunque decrescente » debebit esse tam

I z A < V
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A < V quam B < V , vel C > — V et D > — V, proinde erit valor functio¬
nis y debitus valori x — v aut aliquod maximum pofitivum V , aut mini¬
mum negativum — V ( 186. § - et Schol . i .)

iya . P roblema.
Determinare vatores variabilis  x , pro quibus data functio y fiat maxi¬

ma vel minima.
Soluti o.

Sumta variabili x pro abfoluta , pofitoque ex = r.  capiatur ey , etf
quia exponens « y pro illo valore variabilis x , qui fun&ionem y reddit
maximam vel minimam , nullum valorem finitum poteft habere 189. §•)»
ponatur eyr = o , tum quaerantur radices aequationis ey := o : fi enim
aequatio haec radices reales a, b, c, etc. habeat ; erit fors funftio y pro
quavis radice x = .a , x:= b , x = c, etc. maxima , vel minima, quod fe-
quenti ratione licebit explorare.

2 3

Sumtis fuccefiive exponentibus differentialibus ey , ey , ey, - - - -
av irti . - L.
e y , ey , ponatur m quovis x ~ a:  li pro radice x := a aequationis
6y — o reliqui exponentes fucceffive aequentur nihilo ; incertum erit , an
funClio y pro x= a fiat maxima vel minima : fi autem deveniatur ad cer-

tum exponentem ey indicis imparis 2-r + i,  qui pro x —a  determinatum
quempiam valorem obtineat ; conftabit eo ipfo , funftionetn y pro x — a
nec maximam fieri , neque minimam (190. §.) : quodfi vero deventum fue-

-r
rit ad exponentem ey  indicis 2r paris , qui pro xt= a valorem aliquem
determinatum induat , pofitivum aut negativum .; dabit fun&io y pro x := a
quoddam minimum pofitivum vel maximum negativum cafu primo , aut ali¬
quod maximum pofitivum vel minimum negativum cafu altero ( i qi . §.) .

193 . Corollarium  1.
Valorem variabilis x , qui funftionem y reddat maximam vel minimam,

ex aequatione ey ~ o quaeri oportere ideo folum alleruimus , quia certo
confiat , exponentem ey pro illo valore nulli valori finito poffe aequari:
verum hinc haud necefiario sequitur , debere fieri ey “ C, cum poflit efle

K
eyoc , denotante K quantitatem aliquam conftantem . Quam-

obrem , fi non fiubfiftat aequatio ey = o ; tentetur aequatio — 0,

cujus
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cujas radices reales debeant dare valores variabilis x fun&ionem y redden¬
tes maximam vel minimam.

194 . Corollarium 2.
Ceterum elucet quoque ex ( 187. §.) , quo modo poflit explorari,

utrum funftio y pro certa radice reaii x = a aequationis ey — 0 vel

— = 0 fiat maxima vel minima.

195 . Corollarium z.
Perfpicuum eft , hanc methodum inveftigandi maxima et 'minima pro¬

prie ad illas tantum fun&iones pertinere , quae uniformes fiunt ( iz . § .)»
aut pro uniformibus poliunt haberi , quales fiunt e. gr . radices poteftatum
imparium , utpote unicum valorem realem exhibentes , et radices potefta¬
tum parium , quae, dum reales fiun% binos quidem valores exhibent , unum
politivum , et alterum negativum , quorum tamen quivis feorfim poteft
fpeftari.

196 . Definitio.
Si continua differentiatione funftionis yp = xm + Ax m“ ' + Bxm- i

+ Cx a‘-3 -j - s- Px + Q ex aequatione yc= o deriventur aequationes
234

ey — o , ey ^= o , sy ~ o,  ey — 0 , etc . ; vocabitur y ^ro aequatio pn »-
cipalis;  reliquae autem aequationes appellabuntur ejus aequationes differen-

. _ . L )
tiales,  ey .—o prima , ey = o fecunda, ey —O tertia,  et fic porro.

197 . Corollarium 1.
Pro aequatione principali X = : i + Az + B z2+Cz ’ 4- - l_Q zr ’- *

-f Rzf + Sz^ 1-^ Tz r+3-fUz r+3 + -H fz m" a + gz ra“ ‘ +  hz m= o
erit ejus r ta  aequatio differentialis (196. 127. §.),

(
r

r(r 1) (r—2) (r-—3) -
+ Cr+ i ) r(r— i ) r̂— 2) -
’+ Cr + 2 ) (r + i ) r (r — 1) -

- 5 . 4 . 3 . 2 . I . "
- 5 - 4 - Z - 2 . !

- - 5 . 4 . 3 . T
+ J + 3) (r + 2) (r -fi ) r 5 . 4 . Uz 3r

( m— 2) (m (m — r — i ) fz
m —(r + 1)

.f m (m— iXm — 2) r + 1) hz 1
198 . Co-
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198.  Corollarium 2.

(Omnis aequatio differentialis gy “ o eft aequatio principalis refpefru
r r+ i

aequationis differentialis e . ey = £ y = o uno gradu fuperioris ( 196.§.)

199 . Corollarium  3.
Si aequatio y — o praeter radices a, b, - p habeat radices aequa¬

les a , a . - « numero n, quo proC ~ .(x — a) (x— b) - — (x— p)
fiat Y = U (x— a) n“o ( 176 §) ; erit prima ejus aequatio differentialis
ey — (x— a)" eU + nU (x— u)"~ Jt= o (4 8 *- § -) » feu ey — ((x— «> U
-f-nU ) (x— x) n~ t ~o,  atque haec habebit radices aequales «, «»- — «
numero n — .1 (170. §.).

200 . Corollarium  4.

Lx aequatione principali y — o habente radices aequales « , «, « - «
Z

numero n derivari poliunt aequationes differentialis ey — 0 , ey “ 0,
3 N- i .
sy ~ o, - - - eye = Q, quarum prima habeat radices aequales a, «, aetc.
numero n — 1, et quaevis fequens una pauciores quam proxime praecedens,

n- 1
ultima vero igy := o unam tantum radicem := .« (199. 198 §-)-

201 . Corollarium  5.
Quoties igitur funftio yt = U (x— *)" habuerit faftorem (x — «) ",

exiftente n numero integro politivo ; toties erunt omnes exponentes diffe-
:a 3

rentiales sy , gy , sy, - - sy  aequales nihilo pro x— x,  exponens
n n

vero sy pro x — « , cum a.  nulla fit radix aequationis cy = o , yalorem
aliquem determinatum induet (2oD 165. §.) : fun6tio y pro x— « nec ergo
maxima fiet neque minima , fi n iit numerus impar j maxima vero ea erit vel
minima , fi n fuerit numerus par ( 190. 191. § .).

202 . Theorema.

Inter quasvis binas radices reales et inaequales  p , q, aequationis  y — o
quarum una fit proxime major altera , ita ut inter eas nulla alia radix jaceat,
jacebit una radix aequationis differentialis  syr = o exhibens unum valorem
variabilis  x , pro quo functio  y dat quoddam maximum , pojitivum vel ne¬
gativum.

Demon-
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D e in o nftrat i o.

Sit p > 'q , poterunt inter p et q innumeri valores variabilis x cogitari,
quorum quivis minor eft radice p et major radice q , pro lingulis vero his
valoribus variabilis x obtineret funftio y certos valores , vel omnes positi¬
vos , vel omnes negativos , cum inter p et q nulla radix aequationis y — o
jaceat ( i8Z. §■) : quare cum fiat y — o tam pro x — p quam pro x= q
(165 . §.) , facile hinc colligitur , certo valori variabilis x jacenti inter p
et q respondere quoddam maximum fun&ionis y , pofitivum vel negativum
(186 . §- et 1. Schol .) ; eum vero valorem debebit exhibere una radix aequa¬

tionis syt = o ( 192. §.) .
203 . Corollarium 1.

Sint a, b duae radicum realium aequationis y — 0 , a omnium maxima,
et b proxime minor , quo fiat , ut inter illas nulla alia radix jaceat . Sumto
valore x = v majore maxima radice a , pro quo fun&io y ;= xm-{- Ax m~‘
+ Bxm- 2+ - - - + Px + Q induat valorem pofitivum (78. §. 2. Schol.),
cum inter v et a nulla jaceat radix aequationis y =̂ o ; debebit funftio y
pro quovis valore x jacente inter v et a manere valoris politi vi (181. § .) :
igitur , quia inter quemvis ejusmodi valorem x jacentem inter v et a , et
quemvis valorem x jacentem inter a et b unica radix a locum habet ; debe¬
bit funftio y pro quovis valore x inter a et b fieri valoris negativi ( 184.
l 85- § ■)• Inter radicem realem maximam a et proxime minorem radicem
b aequationis y “ 0 jacet igitur una radix aequationis differentialis syz =:a
exhibens unum valorem x , pro quo funftio y dat quoddam maximum nega¬
tivum (202. §.) .

204 . Corollarium 2.
Sint i > k > l tres radices reales aequationis y — o , quarum fecun¬

da fit proxime minor prima , et tertia proxime minor fecunda , ita ut nec
inter i et k , neque inter k et 1 alia radix locum habeat ; jacebunt inter illas
duae radices aequationis differentialis , una interi et k , altera vero inter
ketl,  ita quidem , ut alternarim una illarum det maximum pofitivum,
altera vero maximum negativum funftionisy , prima illud, et fecunda illud,
vel viciflim (202. 184- i85 - § •) •

205 . Corollarium Z.
Aequatio y = xm + Ax ra_ I +Bx m- 2 + - - - + Px + Q =ro mti

ordinis habet m radices ; aequatio autem differentialis ey ;=: mx m“ I
Volumtn I.  K 4*



74 C A P U T JlL

+ ( ifl— i ) Axm“ 2 + - “ — |- P — o debet habere radices una pauciores,
nimirum numero m — i ( 175. § .) : quare , cum inter binas quantitate»
reales non nifi realesquantitates poflint jacere , fi omnes radices aequatio¬
nis y := o reales fuerint , erunt etiam omnes radices aequationis «y := o
reales : fi autem aequatio principalis y — o quocunque numero r < m ra¬
dices reales habeat ; habebit aequatio ey = o minimum r —- ! radices rea¬
les (202. §.) .

206 . Corollarium 4.
j a 3 4 n

Pro radicibus realibus a , a , a , a , - - - - a , a, a, etc. aequationis
1 2, 3 4  n n+ 1

y ^ ro habeat aequatio ey ~ o radices reales «, «, x, x, - <x, x,  etc.
(20 ; . §.) : fi hae et illae ita fint difpofitae , ut utrobique prima fit omnium
maxima , tum reliquae fe invicem ordine magnitudinis sequantur ; jacebit
1 . iz * 23 n nn +i
« uiter a et a , « inter a et a , et generatim « inter a et a ; quaevis porro

radix , prima «, tertia « , quinta a , etc . aequationis sy — o dabit , fumta

loco x , aliquod maximum negativum , radix autem fecunda x,  quarta «»

fexta « , etc. dabit quoddam maximum pofitivum funftionis y (202. 203.
204 . § .) .

207 . Corollarium 5.
Quoties aequatio differentialis ey — o habuerit radices imaginarias;

toties eas habebit etiam aequatio principalis y := o (205. §.).

aog . Corollarium  6.
Ex radicibus tamen realibus aequationis differentialis sy — o non licet

concludere in radices reales aequationis principalis y := o : possibile eft, ut
illae omnes fint reales , licet hae fint omnes imaginariae . Quodfi tamen
radices reales aequationis differentialis ey — o ejusmodi fuerint , ut , iis,
prout fe invicem ordine magnitudinis fequuntur , loco x fuccefiive fubfti-
tuti3 , funftio y maxima pofitiva et negativa alternatim det , ut in (206.§ .) ;
jacebit necessario inter quasvis hinas ejusmodi radices una radix aequationis
y -= 0 (i8r . §.) ; proinde, fi aequatio eya= o numero n ejusmodi radices
reales habuerit , habebit aequatio yt = o ad minimum numero n — 1 radi¬
ces reales . Interea notandum eft , aut omnes radices reales aequales , quas
aequatio differentialis ey := o poteft habere , aut omnes exemta una in

forma-
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formatione illius judicii effe reiiciendas, prout numerus illarum eft par
vel impar (201. §•) .

209 . Corollarium  7.
Ut quantitas pofitiva inter duas alias quantitates jaceat, oportet utram*

que hanc quantitatem effe pofitivam, vel unam pofitivam et alteram nega¬
tivam: dum ergo omnes radices datae aequationis yr =.o reaUs fuerint,
et aequatio differentialis ey ~ o aliquot radices pofitivas habuerit; de¬
bebit habere aequatio yt =.o totidem vel una plures radices pofitivas (.205.
206. §.).

sio . Theorema.
Numerus omnium radicum realium, quas data quaecunque aequatio

yt =:xm+ Ax m“ 1+ Bx m-_2-|- h Px+ Q ~ o habuerit, debebit effe
par vel impar, prout exponens  m ordinis, ad quem ea aequatio pertineat,
fuerit par vel impar,

Detnonfl ratio.

1. Sumatur quantitas + v ita , ut v major iit lingulis radicibus reali-
bus aequationis y —c>, radicibus negativis, ii quae adiint, fpeftatis inftar
politi varum, iitque vm> Avm_ 1 -j - Bvm- 2 -j - J- P.V.+ Q (78-
2. Sebo!.)

2. Inter -j-v et o jacebunt omnes radices politi vae, inter —v et o
vero omnes negativae.

3. Sit jam m exponens par adeoque ( + v)m valoris pofitivi; habebit
funftio y tam pro x — -j- v , quam pro xr= — v valorem politivum ob (1) 2
pro x= o autem fiety = + Q. Exiftente igitur termino ultimo Q pofi-
tivo ; erit tam numerus radicum pofitivarum inter + v et o,  quam nume¬
rus negativarum inter — v et o jacentium (2)  feorlim par ( 185. §.) : 6
autem terminus ultimus Q fit negativus; erit numerus illarum, et harum
radicum feorlim impar ( 184. §.). Numerus omnium radicum, pofitivarum
et negativarum fimul,  eft igitur par utroque cafu.

4. Sit m exponens impar, adeoque (+ v)m valoris pofitivi pro + v,
et negativi pro — v; hoc cafu dabit ergo x— -j-v valorem politivum, et
x~ —v valorem negativum pro y, ob (1) ; x= 0 autem dabit y ~ -f -Q.
Pro termino ultimo pofitivo+ Q erit igitur numerus radicum pofitivarum
Inter x" + v et x —0 jacentium (2) par; numerus vero negativarum jacen¬
tium inter xS2 —v et xi= o (2) impar (185. zS4- et pro termino

K 2 ultimo
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ultimo negativo — Q erit numerus radicum politivarum inter xtcr -f-v et
x—O (2) impar; numerus vero negativarum inter xr =:— vetxc = o (2)
par ( 184. iZZ. §-)- Utroque ergo cafu erit numerus omnium radicum, po¬
iitivarum et negativarum fimul, impar.

211 ■Corollarium  1.
Terminus ultimus Q aequationisyt=rxm+A xm- I + -f -Px+ Q= o,

cujus omnes radices fint reales, erit pofitivus vel negativus, prout nume¬
rus radicum pofitivarum fuerit par vel impar. (210. 179. §.).

312 , Corollarium  2.

Omnis aequatio y= :o mti  ordinis habet radices numero m (175. §.) :
li inter illas dentur radices reales numero n , erunt reliquae numero m— n
imaginariae. Quare , cum numerus m — n femper lit par , fi uterque
numerusm, n eft par, aut uterque impar, perfpicuum eft , numerum radi¬
cum imaginariarum, quas aequatio y — o poteft habere, femper efle pa¬
rem (210. §.).

2iz . Corollarium  3.
Aequatio y —o ordinis paris m (211. §.) poteft habere omnes ra¬

dices imaginarias: aequatio vero y “ o ordinis imparis m debet habere
faltem unam radicem realem (212. §.).

214 . Problema.
Determinare relationem inter coejjicientem cujusvis termini datae aequa¬

tionis  y = o et coefficientes duorum terminorum adjacentium, quorum unus
illum proxime praecedat, et alter proxime fequatur, pro cafu radicum imagi¬
nariarum ejusdem aequationis.

Solutio.

1. Data fit aequatio y :=-:xm-{- Axm" I4‘Bxm“ 2+ Cx m~ 3+ - - - - -
+ Qxm- r+I+ Rx m_ r+ Sx m- r- I-j- Txm""r~2+ Ux ra“ r""H - (- fx*
+ gx + h = o, quaeraturque relatio inter quemvis rtum  coefficientem R
et coefficientes Q, S pro cafu radicum imaginariarum.

2. Si ponas x = ~ in (i ) , obtinebimus aequationemX= t + Az

+ Bz2+ Cz 3+- +Qz r“ I+ Rz r+Sz r.+I + Tz r+2+ Uz r+3+ - - -
+ f zm " 1+ g z 111~ 1+ h zm 0.

3. Hinc
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3. Hinc (2) invenies per (197. §.) aequationes differentiales e X:= o,
r rfi
*X=so , sXt = o ; et ii quaevis harum dividatur per primum ejus ter¬
minum, tum ponatur m —r -f 1 n, m—rt=:n — 1, m—r — it = n—2,
fiet.

Xr= i + «z + j3 z24-,yz3+ dz 4 -j- - + ^ znr =o. '
r
eXs = l -faz + bz 24*cz3+ - - - - -s- uz "" ’= o.

rrX = i + 3lz + S5 z2 + - . + Szn - r —0.

pro «= !̂ ; /3 = (-L+^ rS ; y -0±iKi±OlI.iro ’ p 2Q ' ^ 3 .2 Q
,_ (r + 3) (r + a) Cr+ Q r U

4 . 3 . 3 Q
_m (m— 0( m— 2 ) - (m—r,-4-2) h

11 (r — 1) (r — 2) - - - 4 . 3.  2 '. 1.Q’
_ 0 -4- 1) 8 , L _ (r + 2) fr + ' ilT.

R ’ b ~ sTR '
_ (r + 3) (r + 2) (r + i ) U,

- — 377 « ' .
_ m(m— 1) (m—2) - - - (m—r -f- i ) h

r (r — 1) (r — 2) - - ' - - 4 . 3 . 2 . ti
sii— Cr + a) T . ^ _ (r4 - 3'1(r4 - 2) U,s ' * — rs '

_ _ _ m(m— 1) - (m— r) h _
(r 4-, ) r (r — i) - 4 . 3 .2 . S

4- Aequationes hae (3) pro z = — abibant in tres fequentes ae*x
quationes.

L=rx n-fax n_ , + j3x n" 24- yx n“ 34- 3xn" 4 4 - - - - + ^— 0.
M“ xn“ I-f- axp—2-j- bxn'-3-(- cxn’"4 4- (- u= o.
Nr= xn~24-2Jxn“ 3+S5x n- 4 4- - 4- S— 0.

5. Ex his porro aequationibus (4) per (197. § ) facile eliciuntur fe¬
quentes aequationes differentiales.
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- - . , 2 X , _ „£L — x2+ — X-J- —-- —~ o.n
-2/3 _

n (n— x)

"g M= x2+ — x-f - -
n —i (n — x) (n — 2)

n‘4M_ ^ , 2A , 2Bs N = x2 - - x +

2 b — O.

o.
n—2 ' (n — 2) (n — z)

6. Iara vero fieri poteft , ut aequationes quadraticae (5) habeant ra¬
dices imaginarias , nimirum fi fit per ( 167. § .),

^ - L SQ.
(m — r) rn2 n (n— i ) 7

a 2b
,- ^ - MkoKj ) II . S>< 0 - r) (r+ ? ) RX .(n—O2 (n — I) (n—2) (m — r — i ) (r + l;

A2 _ 2B  .
(n— (n—2X11—3; ' IIL T *< s U.

(m — r— 2, (r + 2)

7. Relatio (I) indicabit ergo , utramque radicem aequationis sL " o
in ( 5) elTe imaginariam ; adeoque debebit hoc cafu etiam aequatio L— o
in (4) habere faltem unum par radicum imaginariarum (207. 198. § .) : oum

igitur quaevis radix x = -^~ aequationis L = :o in (4) det unam radicem

zt = — aequationis s X o in ( 3) , haec autem nequeat habere radices

imaginarias , quin illas eo ipfo etiam aequatio X = o in (2) per (207. 198-8 -)
habeat ; erunt in eadem hypothefi etiam aliquae radices z aequationis
X ~ o in (2) , proinde etiam aliquae radices x aequationis y = o in ( x)
imaginariae.

8- Si dicas , nullum rfuw coefiicientem R aequationis y “ o in ( 1) ta¬
lem effe, ut is conditionem (I) in (6) impleat , fed pro quovis ejusmodi
coefiiciente fore aut

(m —r + i ) (r + x) ^ (m — r -f O (r + 1)
R‘= - SQ' " R’ > (m — r) '

proinde etiam in (6)
fc.2 _ 2/3 «2 . 2 /3
n2 n (n— 1) * au^ n2 ^ n (n — x) ’

SQ,

n- 2 ,
erunt quidem ambae radices aequationis s Lt = o in (5) reales ( 167. § •) :
verum inde nondum fequitur , aequationem L = ;o in (4) nullas habere

radices
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radices imaginarias (208- ig 8- §.) : fi vero eo non obftante aequatio Lt= o
in (4) radices imaginarias habeat j habebit illas etiam aequatio y — o in (1),
ob rationes in (7) relatas.

9 . Sicut (1) dat faltem unum par radicum imaginariarum aequationis
L — o in (4) ; fic quoque conditio (II.) , cum ea indicet radices imaginarias

aequationis sM — o in (5) , dabit faltem unum par radicum imaginaria¬
rum aequationis M“ o in (4) per (207. 198. §.) : eapropter , quia quae¬

vis radix x, = aequationis L = o vel M:= o in (4) det unam radicem

z — _L  aequationis *£ *X = : 0 vel sX “ 0 in (3) ; dabit conditio (l>
^ r - *

unum faltem par radicum imaginariarum aequationis s X — o , et con¬
ditio (II) indicabit faltem unum par radicum imaginariarum aequationis

« Xt = o in (3) . Debet autem aequatio e X — o eo ipfo jam habere unum
r r - i

par radicum imaginariarum , quia id habet aequatio s X .— e . eX — O
r - 1

(207 - § .) ; igjtur habebit aequatio e X = o ad minimum duas radices ima¬
ginarias ob conditionem ( I) , et duas ob conditionem ( II) . Verum hinc

r - 1
haud elucet , radices imaginarias aequationis e Xt = o in (z) , quas indicat
conditio ( I) , ab illis ejus radicibus imaginariis , quas denotat conditio (II),
diftin&as efie ; aliunde vero certo conflat , eas non poffe effe diftinftasi

fecus enim polfet habere aequatio ^ X o in ( 3) pro quocunque ejus ex¬
ponente n , adeoque etiam pro nt= 3 quatuor radices imaginarias , quod
eft impofilbile. Itaque binae conditiones (I) (II ) in (6) tantundem indi¬
cant , quantum una illarum indicat , nimirum unum par radicum imagi¬
nariarum aequationis y = oin (l ) , ob (7).

10. Quodfi autem conditiones (I) (III) in (6) locum habeant , quo

cafu radices aequationum xl, — o , sNt = o in ( 5) debent effe imagi¬
nariae ; habebunt etiam aequationes L = : o,  Nc = o in (4) radices imagi¬

narias (207. 198. §,) : cum autem quaevis radix x — aequationis
f t - I

Lt =:o vel Nz =-o in (4 ) det unam radicem z — — aequationis e X ~0
*** r -1

vel e X = 0 in (3) ; habebit quoque aequatio t Xt = o faltem unum par
radicum
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radicum imaginariarum ob conditionem (I) , et aequatio r*' x := o pariter

unum par ob conditionem (III). Cum porro aequatio 'e  X o fit 2da
2. r - 1 v - 1

aequatio differentialis e . sXro  aequationis eX = o (196 . «.) - debet

aequatio e X = o ea ipfo folum unum par radicum imaginariarum habere,

quia id habet aequatio e Xri = o (207. 198. § .) : aequatio igitur 7 x = o
habet unum par radicum imaginariarum ob conditionem ( i) , et aliud par
ob conditionem (III ) , atque illud par ab illo diftiEum eft. Nam ante
omnia evidens eft , ut conditio (III) locum habeat , debere effe n > 2-

adeoque aequatio « X = O in (3) debet effe minimum 4H  gradus ; hinc
autem elucet , ipfam capacem effe quatuor radicum imaginariarum . Deinde
certum eft , coefficientes cujuslibet aequationis ab ejus radicibus certa lege
dependere ( l ?9 §-) . coefficientesque *, A ob (3) per diversos coefficien¬
tes aequationis principalis y ;= o determinari : igitur debent etiam radices

imaginariae aequationis e Xt = o in (3) , quarum indicium eft conditio ( I) ,
diverfae effe ab ejus radicibus imaginariis , quas conditio ( III) in (6) indicat!

Ut primum vero aequatio s X = o in (3) ob conditiones (I) (III ) duo
habet paria radicum imaginariarum ; habet etiam aequatio X ~ o in (2) ,
proinde etiam y= 0 in (1) » faltem duo paria radicum imaginariarum (207,
»98- S0- . ..

21 5. Corollarium.
His principiis nititur regula Neutoniana ad explorandas radices imagi¬

narias datae cojuscunque aequationis inventa . Singulis nimirum terminis
datae aequationis , exceptis termino primo et ultimo , fuperfcribantur fra-
ftiones , prout eos fequens exemplum exhibet ; exploretur deinde, an qua¬
dratum cujusvis coefficientis minus fit fraftione fu perferi pta dufta in pro-
duftum coefficientium adjacentium , vel non : cafu primo fubfcribatur ei¬
dem termino fignum — , et cafu altero fignum -f , terminis vero primo et
ultimo femper fubfcribatur fignum + . Numerus enim alternationum figno-
rum fubfcriptorum indicabit, , aequationem datam ad minimum totidem ra¬
dices imaginarias habere.

2 m 3(m— 1) 4(m—2) gffii— 3)  -
l (m i ) 2( tn—2) 3(m— 3) 4(m 4)

xm + Ax m“ 1 + Bx. m” a + Cx '»- : + Dx m“ 4 H- = so.
a 16. Theo-
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216 . Theorema.
In quavis aequatione 2di gradus , cujus ambae radices reales funt , tot

femperadfunt jignorum  4- vel — + alternationes, quot radices pofitivat,
et tot fuccefftones+ + vel- , quot radices negativae.

Demonflratio.
Sequentes quatuor formulae exhibent omnes catus possibiles,

f. x1+Ax -fB = o. II . x23 —Ax — 6 —0.
III. x2—Ax + B= o. IV. x2+Ax —B = o.

Iam vero in (6) et (IV) necessario debet esse una radix pofitiva et al^
tera negativa (179. §.) , ficut una adeft alternatio et una fucceffio signo¬
rum. In (III) debet esse utraque radix pofitiva (179. §.)» ficut duae adsunt
lignorum alternationes. In (1) demum funt ambae radices negativae
(179. § ) , ficut binae lignorum successiones.

217 . Theorema.
Quoties omnes radices datae aequationisy = o fuerint reales, ejusquer

rta aequatio differentiatise y—o tot Jignorum alternationes quot radices po-
Jitivas habueriti toties debebit quoque proxime inferior aequatio differentiatisr - i

s y = 0 totidem Jignorum alternationes habere, quot ea habet radices pe-
Jitivas

Demonftratio.

1. Aequatio differentialis(r— 1)ejima  fit tv = xn+ ax "**1+ bx *~8
+ cx“ _, + dx n“ 45 -|- - — + px + q= o.

t
2. Erit rta  aequatio differentialis ey = nx "“ * Hh(n— i ) ax n“ i

•Hn —2)bxn—5+ (n —3) cxn" 44- - — + p= o.
3. Omnes lignorum alternationes et fuccefliones, quas aequatio (2)

comple&itur , debent quoque in aequatione ( 1) contineri.
4. Aequatio(2) habeat alternationes lignorum, proinde etiam radices

pofitivas numero m, qui par fit, aut impar.
5. Si m in (4) eft numerus par; terminus p in (2) debet esse pofitk-

vus, adeoque + p (211. §.) : prout igitur adeft -J- q vel —q (0 * habet
aequatio (1) aut totidem, aut una plures lignorum alternationes, quam
aequatio(2) , nimirum numero m, aut m+ i , ob (Z).

Vetumtn l.  L 6.Ha-
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6. Habet vero aequatio ( r) ad minimum totidem radices reales pofiti¬
vas , quot aequatio (2) ob ( 198- 209 . § .) ; confequenrer habet ( 1) ad mi¬
nimum numero m radices pofitivas ob (4) : cum igitur m fit numerus par;
debet ( 1) habere m + l vel m radices pofitivas , prout — q vel -f-q adeft
in ( 1) per (21 l . § .) • Aequatio ( 1) tot igitur habet pofitivas radices , quot
fignorum alternationes (5).

7. Si vero numerus m in (4) alternationum fignorum , et radicum po-
fitivarum aequationis (2) impar eft ; neceffe eft , ut ejus terminus ultimus
fit — p (211. §.) : prout eft ergo + q vel — q in ( 1) , habet aequatio ( 1)
alternationes fignorum numero m + 1 vel m , ob (3).

8- Deinde habet aequatio ( 1) ad minimum m radices pofitivas , ficut
aequatio (2) ob ( 5! per ( 198- 209. §.) : quare , cum m fit impar numerus,
debet aequatio (1) habere radices pofitivas numero m -f-1 vel m , prout ea
+ q vel — q habet pro termino ultimo (211 . § .) ; adeoque tot debet ea
habere radices pofitivas, quot fignorum alternationes , ob (7).

218 - Corollarium  1.

Si aequatio yt = o ordinis mti  omnes radices reales habeat ; habebit
• . L 3

etiam quaevis aequationum differentialium eyz = o , e y — o, f yr= o,-m- 1
— e y o omnes radices reales (205. 198- §.) , cumque ultima aequatio
m - 1

t e y ~ o debeat effe quadratica * habebit ea tot fignorum alternationes,
quot radices pofitivas (216. §.) : igitur habebit etiam quaevis praeceden¬
tium aequationum , proinde ipfa quoque aequatio principalis yt = 0 tot al¬
ternationes fignorum , quot radices pofitivas (217. §.)>

219 . Corollarium  2.
Aequatio ordinis mti  habet radices numero m, et terminos numero

m + i,  quorum quivis bini contigui dant unam fignorum alternationem
vel unam fucceifionem , quocirca debet efte m numerus omnium alterna¬
tionum et fucceffionum fimul;  quare , fi aequatio mti  ordinis numero n ra¬
dices pofitivas totidemque alternationes fignorum habeat ; habebit ea m—n
radices negativas , et totidem fignorum fucceffiones , fi quidem omnes ra¬
dices line reales (218. §•) .

S c li 0-
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5 cho1i0 n.
Cum quaelibet radix p.  aequationis y — o debeat dare unum faftorem

fimplicem x—V funftionis y ( 174. §.) ; quidquid haftenus de radicibus
generatim demonftratum eft , ad illuftrandam etiam naturam faftorum fim-
plicium , in quos funftiones integrae et rationales funt refolubiles (173 §.),
pertinet . Eft autem refolutio funftionum in faftores fimplices maximi mo¬
menti in calculo iutegrali ; quocirca optandum foret , ut extaret aliqua me¬
thodus eam omni cafu perficiendi : interea certum eft , admiffa resolutione
omnis aequationis determinatae y ^= o , quae inventione omnium illius ra¬
dicum , reales fint , aut imaginariae ., perficitur ; eoipfo concedi etiam reso¬
lutionem cujuslibet funftionis integrae et rationalis y in fuos faftores fim¬
plices ( 176. §.) . A-rtificia autem , quae ad detegendas radices datarum
aequationum haftenus excogitare licuit , admodum imperfefta funt ; qui ea
nofcere cupiant , fcripta adeant , quorum praecipua in introductione com¬
memoravi.

3 2 0 , Theorema.
P

Si fun &io fraffa data per variabilem  z ejus fit indolis, ut illa pro de¬

terminato quopiam valore  z ~ a , evanefcente numeratore  P et denominatoreQ,

abeat in necejfe efi , ut ipfapro  zt =:a eundem valorem habeat , quem

quotus ~ q Pro z — a obtineret.
Demonfiratio. 2 2

1. Si pro z “ a exponentes differentiales eP , e P,- e Q, eQ,  et c.
Z L p

obtineant valores e P1, e P1, - e Q1, e Q1, etc. ; obtinebit funftio —

pro z ~ a + w per (157. §.) fequentem valorem.

««P -f-aws 1)1-f - - - - -f~x a)r~I, £P*

aeQ ‘4 -m - (- « ur~ x. e Q1
p

2. In eadem hypothefi debebit funftio pro zr =:a—u  fequentem

valorem habere (157. §.).

— « «P-f-acvsP1

— «sQ1+ « w e Q1 ■

- - - + ocwt '~t . s ni

- + « wr~ \ eQ1
h  2 3. Iam
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3 . Iam vero vel funftio -rr - crefcit , vel decrefcit , crefcente varia¬

bili z : cafu primo erit ejus valor debitus valori zc = a minor valore ( r) ,
et major valore (2) ; cafu autem altero erit is major valore ( i ) , et minor
valore (2) pro certa quantumcunque parva quantitate « : quodfi igitur V
denotet valorem funftionis P_

Q debitum valori z “ a; dabuntur certi co>

efficientes K, L, M, - k , 1, m, etc., pro quibus ob d ) (2) erit utro¬
que cafu

^ + k « -f l« a -|- m w*+ etc . ; et V < ^ rj + K« + L»2+M» 34 -etc.6Vi LVi
€P*

Eapropter erit neceffario V = (130. § .).

22i . Corollarium 1.
Si pro z ~ a etiam quivis rto  inferior exponens differentialis tam

funftionis P, quam funftionis Q fiat aequalis nihilo ; debebunt in (n. 1. 2.)
omnes termini praecedentes terminos , in quibus continentur exponentes

r r p
difFerentiales eP 1, sQ 1 negligi ; valores idcirco funftionis —- debiti va-
loribus a + « , a — w variabilis z , exprimentur fequenti modo:

r  r r-ji rfj r +2  r +2
g P 1 -f - a wr. s P1+ a air+I . t P' + etc . .

r r r +i tti ttz  r +2. *
« a»r *. e Ql + « » r . e Q1+ oe wr+ 1. e Q1+ etc.

r r r+ » r+ i I4L r+2  _
-s- ctu>r~"‘. e P' -)- a xr. s Q1~t ~ oc a>T+t . e P1-f- etc.

. t  r T+ l T+ l t + 2 r + 2,
+a m1- ‘. e Q* 4 - a wr . e Q1+ _ ot wr+ 1• «Q ‘ + etc.

P
Hinc vero , denotante V valorem funftionis — debitum valori z £r%

fequitur ut in (n. Z-) , pro certis coefficientibus k , 1, m, - K, L, M, etc.
independentibus ab w, et quapiam quantumcunque decrefcente quantitate w
debere fieri

t r
V> + k*+ I»*+ etc. j et V < i ^ -+ K«+ L«2+ etc,:

«Q1 .Q*
r

igitur V = if ! ( i 30. §.).
«Q*

222. Ce-
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222.  Corollarium 2.
p

Quamobrem » fi petatur valor V, quem funftio frafta y = — pro illo

determinato valore a variabilis z debet habere , pro quo ea abit in — , fu-
2 3

Hiantur quotientes -fJL , ...£ L , _lfL,etc . pofito ez = i,  inchoandoque
6 ^ « Q eQ

a primo fiat z ~ a:  quoties enim aliquis horum quotorum pro z = a

in — abiverit , nihil certi poterit , inde colligi , fed quaeri debebit valor
o

proxime fequentis*quoti pro z ~ a : fi autem ad quotum deveniatur , qui
pro z = a aut fiat aequalis [nihilo , evanefcente folo numeratore , vel
obtineat valorem indefinitum , evanefcente folo denominature , aut va~

lorem quempiam determinatum induat ; debebit etiam data funftio y pro
z = a cafu primo aequari nihilo , cafu autem fecundo et tertio eundem in*
definitum , vel determinatum valorem habere (220. 221. §.) .

22Z . Corollarium z»

Dum datur funftio yt = PR variabilis z , quae pro certo valore zsrra,

evadente P r= o et R — -̂ - s=: 00, abit in o . 00 , poni poteft Q »
P o

hinc ys = — , quo cafu , pro z — a , abibit y in invento itaque va-
p

lore funftionis y — — pro z — a per (222. §.) , habebitur valor fun¬

ctionis y = PR  debitus valor! z :=ra.

224.  Corollarium 4.

Et fi aliqua funftio -3- variabilis z pro certo valore zE= a, pro quo

abeant q,p in — = 00, abeat in -33—- poterit fumi P = —,etQ = — ,
o 00 7 r  o ti '

hinc = -~ - , quae funftio pro z ~ a in - 3- debebit abire : deter-
P

minato igitur valore funftionis pro zt = a per ( 222. §. ) , obtine¬
ri

bitur eo ipfo etiam valor funftionis -3 - pro zs = a.

L Z 22 5.Pro-
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225 . Problema.
M

Fractionem rationalem genuinam (10 . II . § .) datis factoribus

fimplicibus denominatoris N , qui omnes fmt inaequales , refolvere in totidem

fractiones partiales , quarum fumma exaequet datam fraUionem  *

Solutio.

Pro quolibet faftore fimplici formae generalis p — qx denominatoris
A

N determinetur una fraftio partialis - - , ita ut ejus numerator A
* ■ p — qx'

eum valorem habeat , quem quotus —pro  x 2= fumto exponen¬

te differentiali e x= 1, obtineret.

D e m o n ft r a t i o.

Cum p — qx (it unus faftor fqnftionis N, dabitur alia funftio inte¬

gra et rationalis X , pro qua fiat Nt= X (p — qx ) : poterit igitur funftio

pro quapiam funftione .integra et rationali Z refolvi in duas fra-

ttiones , ita ut fit
M _ A .

p — qx '
Z _ A X Z (p — q x)
X “ N

. „ M—AX
Adeoque habebimus M= AX + Z (p— qx ) , etZ .— ~ } P —

debet ergo effe unus faftor fimplex funftionis M— A X ( 169. §.) , et
M M ( p — q x )

ideo M- AXt = o pro p — qx— o , feu A ^ - pro

. _ _P_ .
x q

Verum pro xt = -5- fit M (p— qx ) — 0 , et N — X (p*—qx ) r =o:

q . . M (p—qx)
numerator A aequatur igitur ei determinato vaiorj , quem quotus - ^ -

pro valore x — — , pro quo is abit in ■— , obtinet ; hinc debet eflie

(220 . §.)

A —
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A =

feu A —

e. M(p-
eN

-— q M
Tn

■qx)_ (p—qx) eM qJYI —, _P_
sN sN v q *
P (p— qx ) e M P

pro x = ob - — c>prox -e N

226 . Corollarium t.
Si funflio integra et rationalis a + bx " dicatur habere unum fafto-

rem limplicem e — fx , cum 'lit s (a + bx n)c = nbx n“ I , adeoque
-fx m ■—fx m fn - m ^ _ epro

efa -J- bx ") nbx n—I nbe “ m'
obtinebimus per (225. §.) sequentem expreffionem pro una fraftionum
partialium , in quas funftio frafta rationalis a + bxn

datis omnibus

faftoribus fimplicibus denominaturis , poteft refolvi , nimirum pro frattione
partiali oriunda ex faftore fimplici e — fx denominaturis a + bx‘l

_ _f n “ ■m

n b (e — f x) e 11” m ~ 1

337 . Corollarium 2.
Si  fafrores denominaturis N lint quidem omnes inaequales , sed vel

omnes quadratici formae generalis oe+ ^ x + yx 2, vel aliqui quadratici et
alii simplices; reperietur fraftio partialis oriunda ex quovis faftore quadra-
tico , fi  hic resolvatur in duos fa&ores limplices , fra&ionesque partiales
his fa&oribus competentes per (225. §.) determinatae in unam summam
addantur.

228 . Corollarium 3.
Sicli d c2x2=rfd -f- cx ) (d— ox ) dicatur efle unus faftor quadra-

ticus funfrionis a -fbx n, fun&ioque fra&a rationalis - f-  in frafiionesa -f- bxn
partiales refolvi debeat ; fraftio partialis oriunda ex illo faftore quadra-
tico erit per (225. 227. §.),

+ C n ~ m c n - m
nbCd-fcxJdo - '»- ' nb >.d— cx ) d^ ^ ~

— . cn m -f-  d —d + cx — cx
‘nbd n~ m~x * (jz _ c2 x2 ’

consequenter, prout eft n m par aut impar numerus, erit ea fraflio
/•n —m ^

- c _ , —2 , c n —m + i _ ryy
jabdQ- “ - 2 ' d 2—c 21 ^ ' vei ~btlu- m-r 'd 2—c 2T2‘

229 , Theo-
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229 . Theorema,
Pro  x — Cof + Sin<p — 1 et quovis numera integra fofitivo  a

debet ejft  x n=Cof n + Sin n <p I.
Demon ft ratio.

Eft enim x2= Cof <P2 + 2 Cof<p Siti<p f — 1 — Sin jp2: igitur per
(5 . §. i . Schol.) x2=Cof2 <P4- Sin2 (P^ — 1. Et fi pro quocunque nume¬
ro integro r effet xr Cof r <p + Sin r <P \f —I , deberet eo ipfo effe
etiam xr+11= Cof r <f> Cof$ + Cof<pSinr f — 1 + .Sin Cofr <p -f — 1
— Sin®>Sin r <p= Cof(r-hi ) <Pj+ Sin(r + i ) <p/ — 1 per (5. §. r. Schol.),
Hinc itaque ob ( 31. §.) neceflario sequitur, quod erat damonftrandum.

2Z0- Corollarium l-

Si pCCofip+ Sinlp/ -—1)— qx et p (Coftp— Sin<P/ *—1) —qx finfc
duo fa&ores fimplices imaginarii fun&ionis rationalisc + ex" ; debebit haes

funftio bis aequari nihilo, pro x = JP
<1 (Cof^ -f Sint? / -—i ) ’et x = P_

i
(Cof (f —Sin^ / ’— 1) : erit igitur per (229. § .)

(Cofntp + Sinntp/ -—i ) ~ o;

c -| —- - (Cofntp— Sinnif/ ’— l) —0.

Hinc 2 c i- 2 ^nP Cofn <p= o ; et ^ 7- Sinn $>̂ —1

feu c + —Cofntp= : o ; etSinn (p= o.

231 . Corollarium  2.
Quidquid fit funftio rationalis et integra a -fb xn, necefle eft, ut pre

quolibet ejus fadtore quadratico p2— 2 pqxCof <p 4-q2*s ob ( 172. 230.§.)
fiat

Cof n <p — —etSinntfp = o,
T b p" T

232 . Problema,
Datam / unitionem integram rationalem  a * + x* refolvere i» / uos

factores.

i

Solutio.
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Solutio.
1. Exponens n eft numerus par vel impar. Pro numero pari

habebit funftio an + x " omnes numero n= 2m faftores Cmplices imagina¬
rios ; adeoque , quia quivis bini faftores fimplices inter fe multiplicati
dant unum faftorem quadraticum ; habebit illa hoc cafu faftores quadrati-
cos numero m —

2. Si autem exponens n = 2m + x eft impar numerus ; habet funftio
an4- xn unum faftorem fimplicem realem , et n — i faftores fimplices

imaginarios , ex quibus numero m = ^ faftores quadratici poliunt
produci.

z . Quilibet faftorum quadraticorum funftionis an4-x n (i ) ( 2)  expri¬
mi poteft formula generali pz—2 pqx  Cof <p+ qa x2 (172 . §.) ; et pro quo-

piilibet debebit arcus tp ita determinari , ut fit per (230. §.) an4~ -Cofn
et Sin n ^ = 0.

4. Iam vero erit Sin n , fi , denotante k quemcunque terminum
progreifionis o , 1, 2 , 3,4,  etc . , fiat n £p = 2 kir , vel n (2  k + 1) r
per v5. § . l . Schol .) : praecedens formula (3) femper ergo dabit unum
faftorem quadraticum funftionis an+ x n, fi fiat

Cof 2 k -K

2 (k + i ) ir
Cof 2 (k + 1) wet an +

5. Prima aequatio in (4) nequit fubGftere: cum enim fit Cof2kr “ 1 ;

— an valoris vel imaginarii , vel rea-

lis negativi , prout eft n numerus par vel impar , cum tamen — in (3)
debeat habere valorem realem pofitivum.

6. Hinc , ob Cof (2k + i) iri = — 1 ( 5. §. k. Schol.) , fequitur , formu¬
lam in (3) pro quolibet valore k — 0 , k ^ l , k — 2 , h — 3 , k — 4 , et fio
porro , daturam unum faftorem quadraticum funftionis an +x n , fi fiat

(2k -f X)ff
o ob (4) (5) , adeoque p= aproqr = iD

Velumen 4
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his ergo valoribus in (z) fubftitutis , obtinebitur feqoens generalis expref-
lio omnium faftorum quadraticorum funftionis an -px ".

.(2 k -f1 ) it2ax Cof

7. Quaraobrem » fi in (6) loco k fucceflive substituantur numeri
Q, I , 2 , 3 , 4 , 5 , et ita porro quamdiu est 2k4 - i <! n , obtinebuntur
omnes faftores quadratici funftionis an4- xn, ad quos praeterea eo calu.
quo n fuerit numerus impar, faftor fimplex a+ x debebit accedere ( i ) (2).

Exempla.

a’-f-x’ r= (a2— 2ax Cof— + x2) (a + x).

a4+x 4= (a2—2axCof —+ x2Ya2—2axCof — + x2).

a5-j-x5= (a 2—2ax Cof ^ -+ x2Xa2—2axCof -̂ -+ x2) (a + x).

as-fx s t= (a2— 2axCof -̂ - i- x2) (a2—2axCof -̂ + x2)(a2—2axCof -̂ + x2).

S ch o 1i 0 n.

Sed , quaeret tyro , cur illi duntaxat numeri impares loco 2k + i in
(7) , qui numero n minores funt , substitui praecipiuntur ? dabit utique for¬
mula generalis in (6) etiam pro quovis alio majori numero impari 2k + i
unum faftorem quadraticum funftionis an+ x n, ob (4) . Verum id quo¬
que certum est , faftores quadraticos , qui pro numeris imparibus 2k + i >n
ex (6) poffunt elici , ab iis , qui pro numeris 2k + i <! n indidem eliciun¬
tur , haud este diftinftos . Sit enim generatim 2k + 1t= 2rn + « numerus
major numero n , ita ut r quemlibet terminum feriei i , 2 , 3,4,  etc . postit
denotare , cc vero denotet numerum imparem minorem numero n : dico
ex (6) pro 2k + ir = 2rn + . « eundem fequi faftorem , qui pro 2k -f 1— *

obtineretur . Eft enim Cof r n — Cof 2 r ts±n

Cof —Sin  2rir Sin — = Cof — (5. §. 1. SchoL)n n n J 01 '

233 . Problema.
Fanftionem integram rationalem  a " — x n refolvere in fuos faStores.

Solutio.
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Solutio.

I . Pro exponente pari n habebit funftio an— x “ duos faftores fim-
plices reales , etn ~ 2 faftores Cmplices imaginarios, et ex his omnibus
nafcentur numero faftores quadratici.

2- Et pro numero impari n habebit funftio a" — xn unum faftorem
fimplicem realem , cum n -—r faftoribus fimplicibus imaginariis , qui iimu!
dabunt numero - faftores quadraticos.

3. Quilibet faftor quadraticus funftionis a11— x ° ( 1) (2) obtinebitur
ex,p 2—3 pqxCof <f>+ q2x2 (172 . § .) , fi pro quocunque termino progref-
fionis aritlimeticae 1, 2,  3 , 4, 5, 6, etc. ioqo k affumto fiat per (230. § ) et
(z . § . 1. Schol .) .

2kv . pn _q>= n , an — -t —. = 0 ; ' et Sin 2k ?rS=:o;q"
vel ip — *■>-fr = o ; etSin (2k + i) r: :o.

4.  Cum vero fecunda conditio in (3 ) abfurda fit, ut in (232. §. n. 5.) ;
certum eit , formulam generalem faftoris quadratici in (3) daturam quemvis
faftorem quadraticum funftionis an—x n, fi in illa ponatur <p— -—- etn

Pn
a" - - — O, hinc a— p pro q — I , denotante k quemcunque terminum
feriei arithmeticae 1, 2, 3, 4, etc . s his igitur valoribus in ( 3) fubftitutis ob-
tinebimus fequentem expreilionem generalem omnium faftorum quadrati-
corum funftionis a" — xn

„ - .2k ?r . ,
a2—2axCof - h x2.n

5. Quare , fi in hac formula (4) fucceflive ponas kt =: 1, k — 2, k —
k = 4, 'et fic porro quamdiu eft 2k<Jn ; derivabis inde omnes faftores qua-
draticos funftionis an— x n, ad quos praeterea accedet faftor fimplex a— x,
vel quadraticus a2—x 2:= (a — x) (a + x) , prout fuerit n numerus impar,
vel par (2) ( 1).

Exempla.
.2 it

• x5“ (a 2— 2ax Cof — + x2) (a- -x).

a*— x4= (a2—2ax Cof — + x2) (a2— x2)= (a2+x 2) (a2— x2).
4 ». a5—x 5
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a*— x5“ (a* 2—2axCof + x2) (a2— 2ax Cof ^ -f- x2) (a — x).

a6—x 6t=: (a2—2axCof ^ -f x2) (a2— 2axCof ^ + x2) (a2— x 2).
S c h o 1 i o n.

Ratio autem , cur loco 2k illi tantum numeri pares , qui numero n
minores funt , in (4) fubftitui praecipiuntur , eft eadem , quam jam pro cafu
iimili in (232. § . Schol.) adduximus . Omnis enim numerus par major nu¬
mero n per 2rn + 2ac potefir defignari , ita ut , denotante 2 a quemcun¬
que numerum parem minorem numero n , coefficiens r quemlibet termi¬
num seriei 1,2 , 3 , 4, etc . poflit indicare : facile vero ostenditur , formu¬
lam in (4) eosdem pro 2 kr=:2 r n + 2 x , et 2k ~ 2a  factores dare.

. (2 r n + 2 xjir ^ . . 2 xir \ 2xvNam eft Cof -- —- = Cof (2 rn + - ) — Cof 2 nr Cof —- -n n / n

+ Sin 2T7rSin — = CoC— (5 §. 1. Schol.)n n '
234 . Problema.

Unus faffor quadraticus functionis integrae et rationalis  a -f-bxn efl
p2— 2pqxCof <p + q2x2; determinare fractionem partialem ex ipjo oriun¬

dam , data functione fraffa rationali
foivenda.

a + bx" in fraBtiones partiales re-

Solutio.
1. Faftores simplices dati factoris quadratici funt qx — p (Cof £p +

Sintyf —1), qx —p (Cofip— SiuP/ '— 1) per (>?2 §-) : quodft ergo nume¬
ratores fractionum partialium his factoribus fitnplieibus debitarum vocentur
A,  B ; erit per (227. §.) fractio partialis oriuuda ex dato factore quadratico

qx— p (Cof<p + Sin <pf — i ) ' qx— p(Cofif1— Sin
_ q( A+ B) x -f ( A— B) p Sin <J>f — 1 — (A + B p C.ot 0

p2— 2 pqxCofip + q2x2
2. Iam fit M“ xm, N — a -f- bxn, hinc £N= nbx ll“ I£X, et per (229.§ )

nm
xm— —-- (Co. rnip+ Sin m tyf —1) ;

x n ' — (Coffn — l ) <p + Sin (n — l ) <J>/ — 1) ;

pro x = ;- 2- (Cof ^ + Sin —i ) ;
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Per haec determinantur valeres numeratorum A , B traditionum par¬
tialium in (IJ fecundum (225. §.) , nimirum:

q' '_m  Cofm + Si 1m S> —I
A nbp ,l- lu~ * " Col\ n — ij «f >+ Sin (n — 1) <? / — 1 ’

_ qn—m Cofm (p — Sin m dp — i_
® n b p“~ m ~ 1 Cof (n — i ) ip— Sin (u— 0 <PV̂ — 1

Eft autem per (5.§. 1. Scliol. et 231. §•) .

Cof (n — i ) <p = Cofn ^ Cofdp+ Sinndp Sin ($>= — j ^jLCofdp;

Sin (n — i ) dp̂ :SinnPCofP — Cofndp Sin = Sin <? :
adeoque eft etiam

. _ pm+1 Cof m <P+ Sin m dp \f — !
naq m Sindp ^ ■— ! — Cofd|> ’

_p m+ 1 Sin m <P yf — I — Cofm<£>
n a q"‘ Sintp ^ — i + Cofif

Quare addendo , et fubtrahendo erit
ob (Sin <p/ — 1— Cof dp) (Sin <p / — i + Cof <?) ;= — (Sin <pa+Cof <?*):= :— 1.

2 r)m + 1
A + Bs= —— —  CofCm+ 1) dp;

9 n m + 1
A— B— - -- Sin (m -fi ) CD̂/ —1.

n a qm ' T v
Et pro his valoribus in ( 1) fubftitutis obtinebitur fequens fimplicifltma

expreffio quaeiitae fraftionis partialis.
2p m+ I pCofmdp — q x Coffm + 1) ^
naq m p z —2  p qx Cof dp+ q2x2

Scholion.

Notatu digna eft methodus quasvis funftiones fraftas rationales , datis
factoribus fimplicibus et quadraticis denominatorum , refolvendi in frafeio-
nes partiales ope coefficientium indeterminatorum.

M . . . . .
1. Si proponatur fractio — refolvenda in traditiones partiales , datis

factoribus fimplicibus formae p— qx , et quadraticis formae a + jS-x + ^ x2
denominaturis N; fumatur pro quolibet faCtore fimplici una fraftio partialis

— , et pro quolibet faftore quadratico accipiatur una fraftio formae
A+ Bx

rc+ /3x+ v .vt , literis A, B indeterminatas interea quantitates denotantibus.

ftl 3 Tum
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Tum reducantur omnes hae fraftiones partiales ad communem denomina-
torem aequalem produfto N ex illarum denominatoribus; erit summaIVI
omnium numeratorum divisa per N aequalis datae funftioni " . Quodfi
igitur summa omnium numeratorum aequetur dato numeratori M; obtine¬
bitur aequatio, ex qua valores pro A, B, etc. fecundum principia primi
capitis poterunt determinari.

M
2. Eadem prorsus methodo resolvetur quaelibet fraftio — in fraftio¬

nes partiales , dum denominator fraftionis resolvendae aequatur alicui po-
tentiae ntae  aut faftoris fimplicisX —p — qx,  aut quadratici Xr^ a -F/Sx
4-yx 2: nimirum, fumtis interea quantitatibus indeterminatis A, B, C, D,
E, F, G, etc., ponatur

M _ A F . C K - L
X“ “ X" T- X ““ *T" X“~2 +  X '
M _ A+ Bx , C+ Dx  U + Vx

Ve  X » ~ X“ ' x »- 1+ +  X '
prout X exhibet faftorem simplicem» vel quadraticum, tum quaerantur
valores pro A, B, C, etc., ut in ( i ).

M
3. Si denique denominatorN fraftionis resolvendae —inaequales

aliquos, et alios aequales faftores fimplices vel quadratlcos, aut illos et
hos habeat; habebitur casus ex praecedentibus callbus( 1) (2) compofitus,
ad quem idcirco eadem methodus poterit adplicari.

4. Licebit demum hanc methodum ad quosvis faftores polynomios ex-
M

tendere ; fi nimirum denominatorN fraftionis resolvendae habeat fa¬

ftores polynomios formae generalis a + bx + cx2 -|- +mx r ; fem-
per poterit determinari una fraftio partialis debita tali faftori polynomios
modo ejus numeratori tribuatur forma « + y3x+ yx2 •+■ - - - .ux 1"*4
funftionis ordinis uno gradu inferioris.

ELEMEN-
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C A P U T IV.
D E

PRAECEPTIS FUNDAMENTALIBUS CALCULI
1NTEGRALIS , INTEGRATIONEQUE

FUNCTIONUM RATIONALIUM.

235 . D EFINITIO.

Integrale  dati exponentis differentialis eft funftio, cujus ratio differen-
tialis habet exponentem dato aequalem; unde, quid fit datum exponentem
differentialem integrare,  per fe.intelligitur.: praecepta in hunc finem do¬
cet Calculus integratis.  Signum autem integrationis erit / , praefigendum
exponenti differentiali, cujus integrale fuerit defideratum: lic / Xsx
indicabit integrale exponentis differentialis Xsx.

236 . Corollarium 3.
Integrale dati exponentis differentialis sy — Xex  poteft effe funftio

y ~ Z -f-C compotita ex aliqua fun&ione Z variabilis x , et quantitate
conflante C, quarum pofterior nullo pa&o immediate ex ipfo exponente
differentiali poteft colligi (91. § .)•

237 . Corollarium 2.
Quamobrem praecepta calculi "integralis eo tendunt , ut per ea ex datis

exponentibus differentialibus ey partes variabiles illorum integralium y
utpote cum iis certa lege connexae (83. §.) poffint derivari: plerumque
tamen , inventa parte variabili, puta Z , alicujus integratis fsy ~ y, Ccri-
bemus y ~ Z + C, litera C quantitatem conflantem defignaturi, quae fors
addi debebit parti variabili Z , ut perfeftum completumque integrale
habeatur. -

2zZ. Corollarium 3.
Facile vero, inventa parte variabili Z , pars conflansC certi integralis

y — Z + C in aftualicalculidifferentio-integralisadplicatione determinatur:
plerumque enim ex natura quanti, pro quo expreffio analytica y ~ Z + C

Vtlumen I. N quae-
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quaeritur , elucet \ quemnara determinatum valorem V funftio y pro certo
valore v variabilis x debet induere , quo fit , ut , fi pro xt = v pars variabi¬
lis Z valorem determinatum U obtineat , fitU + C= V , hinc quantitas
eonftans C ;= V — U , et integrale ipsum y = Z -fV — U.

239 . Corollarium  4.
Methodus universalis explorandi , utrum pars variabilis Z alicujus in¬

tegratis / Xtx := :Z -j- C rite fit determinata , confiftit in diflferentiatione in¬
venti integralis Z -f C : fi enim exponens differentiatis e (Z + C) = zeZ
aequetur dato Xex;  certi erimus , integrale / X e x := Z + C effe legiti¬
mum , ita ut nullum aliud exponenti differentiati Xex poffit respondere,
cujus pars variabilis, non tantum forma , sed etiam magnitudine a parte va¬
riabili Z differat (235. 96. §.).

240 . Corollarium  5.
Hinc et ex ( 115. - 123. § .) colligemus sequentia integralia , quae

inftar totidem formularum fundamentalium calculi integralis poliunt

T.J '-—e(p Sin £p — Cofin(P+ C.
' —e<pC of<P~ Cof v <p + C.

6 f— £<pCofec <p2= : Cot <p + C.

' 8/ — (pCofcc(pCot <p= Cofec<p + C.

IV 7 ^r 1= AtcCofz + c-

,2^7fiSi s5= '' rcCof,z+ c-
1^ / —;—r = Arc Cotz -f C.

16 / --——£2— - “ Arc Cofec z -f C.
— 1)

241. Corollarium 6.
Sic quoque ex (239. 90. § .) sequitur , integrale cujusvis exponentis

differentialis AeZ,  determinati per produftum ex exponente differentia !!
*Z certae funftionis Z in quantitatem conftantem A , aequari produfto
ex integrali hujus exponentis in eandem quantitatem conftantem , seu eff»

/AsZ ^ A/eZ.
242. Co-

IJ ŝ ipCof <p— Sintp + C.

3ye <pSin tp= Sinvcp+ C.
5^ 6$ Sec <P2= Tang (p -fC.
7̂ 6 tp Sec <p Tang <p = Sec <p -j- C.

9/7Tr ^ ? ; = ,'r' Si,,z + c -

"fi ■= :ArcSinvz -f C./ (2Z—Zz)~

^JY ^ r ^ ArcTaugz + C.
-7 - “ Arc Sec z + C.»5, — 1/



CAPUT IV. 99

242 . Corollarium 7.
Ob (239 92. §.) autem erit integrale exponentis differentialis

ey ^ sP -psO -beR -l— — + eZ compofiti ex pluribus exponentibus
differentialibus aequale fummae integralium Cngulorum exponentium illum
componentium, nimirum y ~ J {e P+ cQ+ eR+ - - - + eZ) := yeP4 -/e Q
+/e R 4- - Z.

243 . Corollarium  8-
Si in aliquod integrale/Xex quantitas quaepiam conflans, per addi¬

tionem aut fubtra&ionem, ingressa fuerit , poterit ea negligi, atque ad
conflantem indeterminatamC referri (237. §.) ; confequenter in fpecie loco

y"Xex “ U + l°gZ + C , cum fit 1~  Z = 1Z+ I poterit fumi

/Xex ^ U+ lZ + C , quamdiu partis duntaxat variabilis ratio habetur.
244 . Corollarium  9.

Dum integralia per arcus circuli determinantur, loco arcuum negati¬
vorum fubftitui poffunt arcus pofitivi, modo illorum finus, cotinus, finus
verti , cotinus verti, etc. cum tignis contrariis fumantur, vel in cotinus,
finus, cotinus verfos, finus verfos, etc. convertantur (239. 240. §.).

24 ; . Problema.
Integrare exponentem differer.tialem ey ^=.U~ fraftum , cujus numera*

tor aequatur exponenti differentiati denominatoris  z , quidquid fit ifie, ali¬
qua variabilis abfoluta, aut quaecunque funSCio certae variabilis ab/olutae
(4- §-).

S olutio.
Sumatur pro integrali Iogarithmus naturalis denominatoris, feu fiafc

y ~ y ^ = Iz + C (239. 110. §.).

Siy =
AZ»

n

246 . Corollarium.

■f- C dicatur esse integrale alicujus exponentis dissere».
A Z° -

tialis ey , quod pro n“ o abit in - t-C; erit AlogZ + Cgenuinus valor

(AZn >- ^ + Cj
= AZn~l eZ (239 . §.) ; debet utique datum integrale pro nt= o poni

==/AZ 0r« eZ == / ^ ~ ^ s= AlZ (24; . 241. §.).
N » £47. Pro
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247 . Problema.
Integrare exponentes differentialesformula generati  A ZmsZ ' ompreftev~ '

fos , quidquid fit  z , variabilis abfoluta, , aut aliqua / unitio certae variabilis
abfolutae.

Solutio.
Potentia variabilis z nno gradu altioc divifa per fuum exponentem

m + r duftaque in datum faftorem confiantem A dabit integrale quaefi-
tum, . Teu erit (239. 104. §.)

/Az mez =
A zm+ 1
ni + i

C..

248 . Corollarium  1.
Per (247. §.) integrabitur quivis exponens differentialis formae

Xsx (a 4-Y) p, fl funftio Xsx extra vinculum aequetur exponenti differen-
tjali funftionis a + Y fub vinculo : pofito enim z = :a + Y * erit ez

zp + i (' .i4 -VV,>+ '
-— s (a -{-Y) ^=Xex ; hinc / X ex (a+ Y) p=y '6Zzp—— - -1 - C.

249 . Corollarium  2.
Si detur exponens differentiatis formae Az *£Z -̂ - Bz hez.

+ Czcez -}- etc . — (Aza+ Bz b 4- Czc+ etc .) s z ; erit illius integrale , nulia
Az a+I 1 Bz b+I . Cz c+I ,t +t f ■quantitatis conflantis ratione habita , y~

(247. 242. §o.
a + i

250 . Corollarium  3.
Hinc elucet , quemlibet exponentem differentialem ev — Pr Qt Rr-

X“£z efle perfe&e integrabilem , fi P, Q, R, - X quascunque funttio-
nes variabilis z formae generalis K zk -4—L.z ’-f-Mzm+ etc . , et p, q, r, - u
numeros integros pofitivos denotent : femper enim poterit exponens ey
explicari per feriem formae A zH-f B zb-f-Cz.c-f- etc . ductam in ez con-
ftantemque terminis numero finitis , utprimum numerus terminorum cujus-
libet funttionis P , Q , R, - X feorfim finitus eft.

251 . Corollarium  4.
Quamobrem nulla poterit afiignari fumftio integra et rationalis Xez

variabilis z , cujus integrale perfettum per principia praecedentia determi.
nari nequeat.

2 52? Pro-
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353 . Problema.

Integrare exponentes differentialts fractos , formulis  —

comprehenfos.
Solutio.

A ex
Pro z = p -f q x fiet

A «z
p + q x '

, unde per (241 . 245. §.)

obtinetur feqyens integrale (I) . Porro eft
Aex

Aex
g — ex 2g + 2 x f  ge

-I- -—7- , unde , Integrando ope inventae formulae (I) , per
r  2g — 2x / ge

(242 . §.) invenietur fequens Integrale (II). Denique pro z — fiet

— ; et hinc per (241. 240. §.) reperitur fequens
Aex e z

g + ex 2 V ge I + z
integrale (111).

I.

III.

p+ q*
z 1

q
fAf x _ A
g — ex2 2/ge
I Aex A

Kp+ qx) + c.

T / Vg + x/ e^ ■ c

!X2 / ge

25 ; . Problema.

Arc Tang - j- C./g

Integrare exponentes differentiales formula generali
ex

comprelienjos.
i-J-bx + cx 2

Solutio.

Pro z = x + — hinc ez — ex  transformabitur datus exponens in2 c

— r igitur integrando per (252. §.), ob-t+ bx + cx 2 + 4 . — D2
+ 4 c —

tinebimus fequentia inĉ gralia.

c z 2

r  " __
*Ja-4-bx-f-c.v2. / 4̂ ac b2) ArcTan g -77T7 ~ U\ + C*

_
v/ a+ u.\ — cx2

V (4 ac —d 2)

/" 4 ' r -f b2) + 2cx — b
f (4a c -f t/2-) ,4 ac + b 2; — 2 cx -f b,

N 3

.) + '
In
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In adplicatione vero harum formularum ad cafus fpeciales quantitates
imaginarias , quas prima formula , exiftente b2 >4ac , dederit , vitabimus,
fi in dato exponente differentiali figna mutemus in contraria , cum dein ope
fecundae formulae integremus . Sic ope primae formulae reperietuar

S X 2

Ji — 3 x + x-

dabit

Y - SArcTatg + -,— ^ + C ; fecunda autem formula
V —5

it — C _L _ i ( I ?+ g * -3VV- i+3x- x-- C / 5 A/5 - 2X+J
254 . Corollarium 1.

Cum fit e (a + bx + cxa)n = bsx + 2cxsx;  erit
x e x

e (a 4~b x + c x2) - - b
a + bx + cx 1 2 c

fi X

— = C+ -L 1(a+ bx+ cx2)
a + D.\ + CX2 2 c/-

y -* x s xa+ bx—cx

2c a + bx + cx * 2c a + bx + cx 2
per (242. 241. 245. 253. § .) inveniemus fequentes formulas,

a + bx + cx 1

integrando itaque

ArcTang
2cx + b

cy^(4 ac— b2)

1 l (a+ bx- cx2)+ o; ;/ b ^ h2-

'7 (4ac—b2)
(4ac + b2) + 2cx—  b*\

/ (4 ac + b2) — 2cx + bJ'

Si

J;

2c 7C4‘c+ b2)

255 , Corollarium 2.
(A 4-B x) gx _ As x ,
a -j- bx cx 2, a + bx + c x2 a+ bx + cx 2

241. 253. 254. §.) obtinebimus ergo fequentia integralia.

Porro eft ; per (242.

(A+ Bx)ex.
a + bx+ cx 2

A+ Bx) sx,
a+ bx— cx2

:C + l (a+ bx+ cx2) 4
2Ac— Bb

-ArcTang-
ccx + b

c7 (4 ac— b 2)^ 1̂ i ““ ft 7 (4 ac —b 2)

c - B K,+ bx- c^ + + BjL- 1r ^ 4 ,2c ^ 2c/( 4ac+ b2; V»7 (4ac + b2; — 2cx + b7

Formula •

356 . Corollarium 3.
Asx _ _ _Â s x A (b + cx) sx

a + bx + cx 2x (a + bx_+ cx z)  a x
241. 245. 255. § .) fequentia integralia.

r  Asx __ c , _A J ( _X __ A
Jx (a + bx+ cx2) a x 7 (a + bx + cx2) J

f*  Asx — 0 + 1—7_ x_ "\J x(a+bx—cx2J- a (a+bx—cx2;7

dabit per(242.

Ab
rArc Tang-

2cx+ b
a/ (4ac—b2)" ' " "7 (4ac —b2)
Ab

2a7 (4ac+n
_j / 7 (4ac+ b2)+ 2cx— b>
i)zj \7 (4ac+ b2) —2cx+ b/'

Scho-
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S c h o 1 i o u.

Quantitates imaginariae in adplicatione harum formularum(254. 255.
256. § .) ad cafus particulares eodem prorfus modo , quo in (253. § .),
poterunt vitari.

257 . Problema.
Dato integrati fu e * invenire integrate /u v s x pro quibuscunque fm-

Stionibusv, u variabilis x.
Solutio.

Multiplicetur datum integrale / uex per 'alteram fun&ionem v, et
feorfim per ejus exponentem differentialem ev ;' quaeratur deinde integrale
exponentis differentialis ev /̂uexr fi enim iftud fubtrahatura produfto
y/uex ; erit refiduum aequale quaefito integrati / uvex,

D e m o n fl ra t i o.
Sit / usx = z ; erit v/u £xn :vz , et ev/uext = zev . Eft autem

t,vz = vsz + ztv:  igitur vzr =/vez + /zev , nimirum v/iux ^ /avix
■\-fevfuex .; adeoque / uvexk ^ v/uex —/s  vfu s x.

258 . Corollarium  1.
Pro trinomio X = « + y3 xr+ 'yx li et quibuscunque exponentibus

r, q, m, p, pofitov= Xp+, ) et u:= xm_I, fiet (257. §.) /xn ->- -sxXP ^'
s =X? 4l/x m-' t x - / £. XP +Yx m'~, fX= - P+--Xm—^t £2/'XPxmeX;J m m J
quare, cum fit X= «+ /3xr+ yx (!, et eX ;= r/Sx̂ sx + qyxTVex , fafta
fubftitutione obtinebimus fequentem memorabilem formulam.

fi .- ’exX * -= s.^ i _ ' « P±i >A » . , - ., «xx -./  m m J

m J
259 . Corollarium 2.

Ex hac aequatione pro/x m“ 1«xXP +, =/x m“ I sxXP (x+ /3xr+ 'yxi)
" «̂ x '" " ' exXP-p/3/x '"^ '- ' LxXp -l- >x/x '" '*4" ' xxXk  elicietur sequens
formula.

T » vYp — Xm XP +1  m< _
J . 7 (qp+ q+m) ~ 7(qp+ q+ m>

.^rp + r+ ^y ^m+. - i . xXP,
360. Co-

- ;— - / x ral e X-q+ m)«/
Xp
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260.  Corollarium 3.

Quodli autem integrale (2Z9. §.) fubflfituatur in (258. § .) , derivabi-
tur inde fequens formula.

'X' 1+ I . / 3-Cq—r) (r+ i)«myp + i
/x "*- ‘ ex Xi’ +I— , , - +J  qp + q+ m 1

+

qp+ q + m
q« (p+ l ) r

my x

"tr—1«xXf

1£ X X P.

l/ *- „ XP=

ll/I— « Xp =

qp+ q+ p

261 . Corollarium  4.

Hinc (259. 260. § .) , polito q = 2,  rt = 1,  hinc X x + y
quod trinomium deinceps conftanter litera X delignabimus, fluunt fequentes
formulae (1) (III) : ex (I) porro nafcitur (II) , et ex (III) prodit (IV) .

xmXp +i
7C2P+ 2+m ) y( 2p -j-2-fm)
xmXP+i ^(p-s- l -j-m)

/x 6̂xXP-" J /x £XX?.J 1\ 2p-f 2-t-mj J

11! xmXP +1
I"

xme x X P
111« J

I A- l£xXP+I = x^ xp - ^ + 0 r mex xp + j * g± }L _/ > . . x XP.J  2p + 2+ m 1 2p + 2+ mJ 1 2p + 2 -f- tm/

iv .p» £x XP= - ~x x Xp+ 2C l! +1 I j -/x m~ 1 6xX p+ *.> Ap + O /w ' p (p4 -ij^

262.  Corollarium z.
Si in (261. §. I. Form.) ponas m= o , et p— — q*  obtinebis fequens

integrale (I) : quodfi autem in (261. § . III. Form.) ponas p — — q, et

m = ; 1, determinabis ' Per T et J }̂ T~ ' un(̂ e ' û^ tuto

jam invento valore pro , prodibit fequens formula (II)

_t / >JL,aJ vI / jc ^ _ _ - l- -
*/ X >i 2 y (q — 1) X4 1 2 y

II fII L i3 + 2 Y* . 1 |2y(2q —3)
v/ XH (q—i)(4*y- 3=1 + y 'e  xX1- 1 'xy—/I2) X 4 ^ ' (q —l ) (4»y—P"

263 . Problema.

Invento integrati j II — per (253 . § .) , determinare integralia

-j-77- j ^ -^1X ;J - pro quocunque dato numero integro et
pofitivo  n . Solutio.
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Solutio.

In (262. §. II .) ponatur fucceiine q= 2 , q — 3 , qt= 4 , - - - qt= n;
determinabitur eo ipfo integrale J -~ -, ut fequitur in ( l) ; per iftud au¬

tem dabitur integrale J  c >b 2̂62. § . I.) : per utrumque demum de-
/ '(A+ (3xNex . Ta , _ rxex

terminari potent etiamJ — — ^ ^X "- 1“ " > ut fequi-
tur in (11) , nimirum pro valore integralis pofterioris in ( 262. § .) .
invento.

I *gx _ /3+ 2 y x_ ._ (2n—3v2y'/3+ 2yx) _
X“ (n— i, (4*Y— /32)X "- 1 ' (n — i )(n—2X4*7—/32)2X"- *

(2N — 3 )( 20 — 5 ) '2v ,.2(/3+ 2 yx)
~ (n— i An —2;(n—3, 4*7—/32)3Xn ~ 3

, ( 2n— 3+ 2n— 53- 5 . 3 2̂73 1,- 2 (/3+ 2yx)"t",- rr;- —- 7~- _
(n— l )(n—2; - - - 3 2.1.(4x7—jiz)" 1. X

(an— 3)Cati—5)-

»/-

5 - 3 l -(2y) n~ I r
(n— i )(n—2,. - 3 . 2 . 1 . (40-7—/3z)n~ IJ  .

'A + Rx3ex — B - 27A — /3B
' ‘X

£ X

5T

x n 2y
; / ’«
J  x » '2 v (n— l) X n~ 1 '

264 . Corollarium.

Pro /3r= o obtinebimus ex (263. §. I.) fequens integrale , quod pro
quovis numero integro pofitivo n pro perfefte determinato debet haberi,

cum in tegral tj f s- ~ per ( 252. §.) fit aflignabile.yx

f*
6X (2n—3)x

+ yx 2) “ (n— 132«;a+ yx2)11 1 ' (n — l ) (n—2)( 2x)\ oc-{-yx 2,)n 2
,_ <2n—3)(2n—$)x_ ._

"*"(n— i ) (n—2)(n—3) (2a) 3(«+7x 2j n_ 3
+ - - - - “ - - + “ _ -

(2n— 3)/'2n— 5) . 5 3 x
(n— i (̂n—2) -3 . 2 . i . v2«,n_ I (a + yx2)

(2n— 3) (2n— 5) - 5 ■3 • 1 • f'  l x_
(a —i )(u—2) - 3 . 2 . 1.(2a) 11-' ./ « + 7 xz *

Vtlumn Z, o 265. Pro-
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265 . Problema.
Xrs\

Integrare exponentes differentiales pro quibuslibet numeris
integris et pofitivis  r > 1 , n > 1.

Solutio.
Pio — p et — 1 loco p in (261 . § . I . Form .) invenies fequentes for-

inulas ( ' ) ( II) : fi vero in (261 . § . 111. Form .) fcribas — p loco p , elicies
inde fequentem formulam ( 111) . Ope fecundae formulae poteris deterrui-

nare integrale ^ —̂ ■ , fi quaeras integralia J — per ( 253.
254 . § . ) , deinde ponas in eadem formula fuccefiive mt = i , m := 2,
mr = 3, - mr = r — 1. Ope primae autem formulae determinabitur in-

xr e x
tegrale J— , fi quaeratur antea integrale/ - ^ - per (263 . § ) , de¬
inde in fequente prima formula pro pr = n fiat fuccefiive m “ o , mr ^ r,
m := 2 , m — 3 , m — 4 , - - - m — r — 1. Haec tamen integratio ope
primae formulae iis tantum cafibus fuccedet , quibus fuerit r < 2n — i:
quamobrem , fi fit r — 2 n — 1,  vel r >2n — 1,  conjungatur formula pri¬
ma cum tertia , illaque integralia quaerantur ope formulae tertiae , quorum
loco formula prima infiniti valoris quantitates exbibet , auxiliaria vero in¬
tegralia , quibus in tertiae formulae adplicat .one opus fuerit , determinentur
ope primae.

m+Iex x m_mti /3(m4-i — p) A ln «x
X p ~y (m+ 2— 2p) \ i’ -1  y (m-(-2— 2,7 ( 111+ 2 - 2^) ^ X 1*

x11' ex
y~ J ~ X

(rr + 2— 2 ) P xm_ 1 ex
/5(p̂ ir

2 x / \x m 1 ex (rr + 2— 2/-<3 1 X ' Kl —0\r /3( (.— i )X1'“ x

266 . Corollarium i.

Si in (265 . § . II . Formul .) ponas /3= o , deinde fuccefiive m “ 2,

2 r ; obtinebis inde , ob J "—4 , tn ^ 6 1 (a+ yx2)a + yx:
per (245 . § ) fequens integrale , pro quovis numero pofitivo impari 2r + i
perfefte determinatum.
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J 2 r+ 1 ;3X2t - 5

(2r — 2) y: (2r—4) y3 (2r —6; y4

T7+1los O+yO-
s+ yx :

267 . Corollarium 2.
Si autem in (265. §. II. Form.) ponas /3— 2 » tum fuccefiive m— i,

m— 3, m= 5, -m — 2 r— 1;  invenies fequens integrale pro quo¬
slibet numero positivo pari 2 r ope integralis per (252. §.) affignabilis per-
fefte determinatum.

:2 x 2r- 52r - 3 ,3Y2r~7azx-X 2r £X

(2r—5)r(2r — 1) y (21-— 3) y: (2r — 7) '/« -Fy .V

oc+ yx-

h
263 . Corollarium z.

Si aequationem (III) in (265. §.) multiplices per /3, tum ponas /3—0,

et m + i loco m; elicies inde integrale £ determinatum per(a + yx 2) *’

quodfi ergo in hac formula fucceffive ponas p— 2, p— z,

p— n, obtinebis , ut sequitur, integrale qui-
( « + yx2)

buslibet numeris integris positivis m , n perfefte determinatum, ob
(266 . 267. §.) .y"*xm sx_ xm +1_ (m—(2n—Z))xm+1_

(a + yx 2)^ (n—i )2*(a-Pyx2)11- 1 (a — i )(n—2) (2a)2(«+ yx2) ,i’“a
(3n — 5))(2n — 5 ) ( i m+ i

(n — i ) (n — 2)( n — 3X22) 3(x + yx 2) 11 3
+ - - - - - - - - - - - -
, (m — (2n — 3) )( m — 2n — 5 ) - - - (m — 3) xm+ I

(n — i ) ( n — 2) - 3 . 2 . 1 ,( 2x)" ~ 1 (x + y x2)
_ (m — (2n — 3) ) ( m — (2n— Z>) - (m— 1) P xm e x
^ ( n — i ) ( n — 2) - 3 . 2 . 1. (2«) ss+ yx 2

269 . Problema.

Integrare exponentes diffcrentiales pro quibuslibet nu¬

meris integris pofitivis  r , 0,
0 2 Solutio.
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Solutio.

Pro — m loco m in (265. §. I.) invenietur fequens formula (I) : fi
autem in (261. §. IU.) ponatur — p loco p, et m= o ; reperietur fe¬
quens formula (II). Iam vero ope fecundae formulae determinabiturinte-

gral>  fi in illa ponatur fucceffive p “ 2, p= 3, p— 4, - - p“ n,

integraliaque auxiliaria » J ^ T ' etc- Per (256 . 263. §.)

quaerantur. Et ope primae formulae determinabitur ir.tegrale , fi

ope fecundae quaeraturhacque  ipfa operatione definiatur quoque

'■> neinde in formula prima pro p — n fiat fucceffive ms= i,  mr =2,

m~ 3 , m — 4, - m= r — 1.

/3(p+ rn— 1) rex _ y (2_p_+ m— 2) r ex
mx J x "' \ v m«

rfjL _i _ L C £X
2xJ  XP ” T* X *̂xXP “ 1 *

ex I
xm+IX p max l,1Xp~ I

£ X I

“ 2 ce(p— l ) X p,_l

270.  Corollarium 1.

Pofito in (269. §. I.) ^ = p— 1, tum fucceffive msi , m — 3,
m — 5, - m— 2 r— i;  obtinebitur fequens integrale pro quovis nu¬
mero pofitivo pari 2r per integrale juxta (252. § .) aifignabile perfefte
determinatum.

J; ex — I
x2r(« + ,yx2) (2r— i ) ax 2

+

+-

^2r—7)«4x 2,r 1
yr - l

(,2r—3)a-x2r—3 (2r— )̂x3xzr s

yr±-irMh?  +I . X T . X

271 . Corollarium  2.

Cum pro d— 0 , at= <x, + c ^= y in (256 . § •) prodeat̂ y

T IoS (jY ^ -fy Tz) ) ' fl in (269' §- ! ) ponatur/3= o, pt= i,

«x

tum
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tum fucceflive M— 2 , M— 4 , m ~6,  m — 8, - m — 2 r ; determina¬
bitur fequens integrale pro quovis numero pofitivo impari ar + 1.

y exx2r+, (* - + ;
7 2

(* -j- yx2J 2r . ax 2r (2r— 2)xzxzr 2r — 4)*3.\ ar" 4

(2 r(2r — 6> 4x r—6 ** ** "I- ~

0+>V\ *+ ?x2)
272 . CoroJIarium 3.

Cognito autem integrali /̂ ^ ^ ^ — pro quocunque numero inte¬
gro pofitivo m , pari aut impari , (270 . 271. § .) > determinabitur integrale

^ '»(,J+ ~7*2F1 ° r° ^U0V*S a^° numero  integro pofitivo n , fi — m loco m
ponatur in (263. §.) : erit enim

ex _ _ _1 _ _ ._ m -ffan —3 )_
x‘\ x + xy 2j u (n — 1)2xx m“ :‘O + yx2Jn~ l ' (n — 1; (n—2j (2«)2xm_ I (a + yx2)'1*

(m -f Qn — 3)) (m + (2n —5 ))
~ (n— lj (n — 2)(n — 3) 2̂«) 3xm ‘(a + yx2)

+ - . - - +

(m -f (2n — 3)) (m + (2n — 5)) - (m+ 3)

i -in —3  *

(n — i ) (n— 2) - 3 . 2 . 1. (2«) " Ixm 1 C“ + yx2)

> (m-s-(2n— 3))(m4- (2n — 5)) - (m-fi) P _ e_x _
^ (n—ij (n—2) - 3 . 2 . i . i<2x) n~ 1J xm(x + yx z)

273 . Problema.

Integraretxponentes differentiates formula generali ey — , , „ .e i" ,Te7i>

eomprehenfos, quidquid Jint exponentes  k , e , modo fit  p numerus integer nega¬

tivus, et k -f 1
numerus integer, pofitivus aut negativus.

Solutio.

Fiat z = :xe; erit x = z e ; x''— z e j ex :

adeoque habebimus

'03 *y
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_ _ X^ LX _ I Z . SZ
(a -|- /3xe+ 'yx 2e/)r e (a +/3  z + y z2) P- " ’

k + I
Cum igitur fit p numerus integer pofitivus , et —— numerus inte-e

ger pofitivus vel negativus ; poterit integratio per (265. 269. § .) omni
cafu perfici,

Scholion.

Secundum haec principia commodifiime perficietur integratio omnium
exponentium difFerentialium fraftorum et rationalium formula generali

gy — CA + Bxa+ Cx b-f D\ c-\- 1- QxP) gx

comprehensorum , quidquid fint numeri integri a, b, c, - p , s, r , modo
X aut fit fimplex , aut quadratica funftio , puta X = « + /3x , aut
X ^=a + YX2l v?l X = « +/3  x+ y x2. Cum enim debeat effe

A £x , Bx ;
'y = inp - + — : l£ ? _|_ Cxb ' , QxP - sgx

— - r - - *x r 1 1 x r
fingulaeque partes hujus exponentis differentialis , pro numeris integris
s , a — s , b— s, - p— s , tam pofitivis quam negativis , ope praece¬
dentium formularum facile pofiint integrari ; poterit eo ipfo etiam integrale
y ope earundem formularum perfefte determinari (242. §.). Inter omnes
alios exponentes rationales; frattos maxime memorabiles funt, qui formula

Xm L X
generali - pro n > 2 comprehendentur : integralia ipforum per-

fette pofiunt determinari , eadem fere ratione , qua fuperius integralia
ejusmodi exponentium differentialium pro n — 2 determinavimus (264.
266.  267 . 268. 270. 271. 272. g .) Prius tamen , quam haec exponantur,
methodum generalem integrandi omnes exponentes dlfferentiales fraftos
et rationales paucis attingemus.

274 . Problema.
Datis f altoribus ftmplicibus formae  p + qx , et quadraticis formae

« + /3  x + 7 x2, in quos funBtio integra rationalis  N \fit refolubilis, invenire

integrate exponentis differentialis fracti et rationalis
Mt-x

N
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Solutio.

111

Si Me x

Fex ,

N
m ex

efiet fraftio impropria , poflet ea refolvi in duas partes

propriam

N
m e x

, nimirum fun&ionem integram Fex et aliquam frafcionem

N (io . ir . § .) , efTetquey ^ ^ = yFe x + / -~ l(242 . §.) :
quare , cum integrale / Fex pro quavis pofiibili funftione integra et ra¬
tionali F variabilis x per (250 . 251.) facile determinetur , patet , totum
negotium eo demum reduci , ut oftendatur , quo modo integratio cuius¬

libet fra&ionis genuinae > qualem idcirco —̂ effe supponemus,
poflit perfici.

Cum , per hypothefin, nofeantur omnes fa&ores fimplices , aut
quadi atici , vel fimplices et quadratici , in quos denominator N eft refolu-

IV! £ jc a s x
bilis ; refolvatur exponens differentialis —— in fra&iones partiales -—:- *
(A + B x) e x . A e x
a -F/3x + yx2 * (p + qx) n ’ (« -f/iix + yx 2)

N . . r p -Fqx

— , quarum summa aequalis fitj . v J . v v 2 1̂n ’ ^ ^

eidem exponenti quod per praecepta Zl» capitis omni casu pote¬
rit praeftari : deinde integrentur lingulae fraftiones feorfim fecundum prin¬
cipia superius ftabilita ; summa enim integralium omnium fraftionum dabit

Me x
IT'integrale exponentis differentialis

275 . Problema.
Sit funffio  a + b xn integra rationalis compofita ex f affore Jimptici

e — fx, quadratico  d 2— c 2 x2, et pluribus aliis fafforibus quadraticis , qui
omnes formula generali  p s—2pqxCof P + q2x2 comprehendantur , ita ut
Jingulos inde ordine derivare liceat , fi loco arcus indeterminati  P certi ar¬
cus  k , 1, — - - - s fuci effive JubjUtuantur : exhibere integrale perfeffutn• c v
exponentis rationalis - - .

a+ bx“

Solutio.
xm^x

I . Una fraftionum partialium , in quas exponens - ^ - poteft re¬
folvi , fequicur in ( I) ob (226. §.) ; altera in (11) ob (228. %■) ', omnes vero

reliquae
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reliquae , ob (2Z4. §.) , comprehenduntur in (III) , ita ut omnes inde or¬
dine fint proditurae , fi loco arcus indeterminati <J>certi arcus k, 1,- g
fuccelfive fubftituantur.

(e—fx)
2 c2 x s x

II. - - auc - - -
nbd ,1_ m" 2(d2— c 2x2) ' nbd n- m- 1 d 2—c 2x2

prout eft n — m pa” aut impar numerus.
c,D m + I fnC .nfmiD — nxCn (Ym -4- J ^(5 ) s X

2 pq x Cof £p-j- q2 x:

2. Iam vero integrale exponentis differentialis ( I) fequitur in (IV)
per (241. 245. § .) : integrale autem exponentis ( II) fequitur in (V) per
(241 . 245. 252. § .). Porro fit

at= p2; b— — 2pqCof (p ; c = rq2;
An= pCofm (p ; Br= — qCof (m + i ) <p:

erit 2 Ac — Bb = 2pq 2(Cofmip — Cof(m+ i ) <p .Cof(p) = :
:= 2 pq2(Cofm <p— (Oofrntp — Sin (m -f 1) (p .Sin (p) ;

hinc 2Ac — Bb := 2pq 2Sin (m + i ) <p,.Sin <p.
(4ac — b2)m=2pq/ (i — Cof <p2) := 2 pqSin <J>.

Quare , fi hos valores in (255. § .) fubftituas , tum totum in ~ ~

ducas , obtinebis integrale exponentis differentialis (III) , ut fequitur
in (VI).

log (e — f x).

d + c x
log (d2—C2x:

confequenter
c n —m — 1 f  N „ HUC

^bd^ m-T (6— cx) + 1(d+ cx )J  prout eft n — m ye]
num. par
vel impar.

VI. ^2 Sin(m-f 1) (p.
pCofft

Arc Tang pSin (p

~Cof (m+ l ) <p. i (P2— 2pqxCof (p+ q2 x2)^ .

3. Ob
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3. Ob ( 1) conflabit ergo integrale dati exponentis differentialis

_xmsx_ ex (IV ) , (V) , et omnibus integralibus , quae ex (VI) possunta + b x"
derivari , fi loco (f> ii determinati arcus k , 1, - s fucceflive fubftituan-
tur , pro quibus loco P fubftitutis ex faftore p2— 2pqxCof <p + q2 x2 omnes
faftores quadratici funftionis a + bx " vi propoliti problematis eliciuntur,

276 . Corollarium 1.
Funftio integra rationalis g + xn compofita eft ex faftoribus quadra-

L i (2  k -t- i)
ticis , qui ex g n —2g n x Lof - — v + x 2 ordine elicientur, ' fi

fucceflive fiat k “ o , k = i , kt = 2,kr = 3 , et fic porroufque krr ^ n— r,

vel k n —3  • inclufive , prout eft n par vel impar numerus , ita tamen,

ut hoc altero cafu illa funftio adhuc unum faftorem fimplicem g n + * ha¬

beat (232. §.) : quodfi ergo in (275. §. IV. VI.) ponas et = gT , f= — 1,
1 (2  k -1- r)

b = i , a — g , p =̂ g » , q= i, P— -- ' ■-- ir , obtinebis fequentes

formulas , per quas integrale exponentis differentialis ^ ~  perfefte de¬
terminatum eft : nimirum obtinebis illud pro numero pari n ex formula (II) ,
fi loco k terminos feriei o, 1, 2, 3 - — 1 fucceflive fubftituas;
pro numero autem impari n fumes integrale (I) , et huic addes integra-

fi —3
lia , quae fucceffiva fubftitutione terminorum feriei o, 1, 2, 3, 4, - - —
loco k ex ( II) possunt elici.

Adhibito

4-  log (g n 4»x) figno 4“ pro pari n ■ m 1,
et — pro impari n — m — 1.I.

ng n
. (2K4 - I)/ x—g n Cof- tr

n.

n

-Cof ». I(g -i - aglf * Cof ^ + >*) ') . - Ŝ r. •
n V n y S  ng - n—

Volmtm I. P 277. Co-
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277 . Corollarium 2.

Polito mso in (276. §.) obtinebis fequentes formulas, integrale

exponentis differentialis—" - pro quolibet numero integro politivo,g + x
pari, et impari n ea lege , quam in (276. §.) determinavimus, exhibentes.

Adhibito
ligno + pro pari n — 1,

I. ± log (g n + x)

"(

ng n

(2 k + 1)

et — pro impari n— 1.

x — gn~Cof 1) ir
2 Sin- - ir.ArcTang- -- r—r—.—rn b J- c. (2k + i)g n Sin - !—- K

_Cof C-^y ^ T. 1 (y—  2gTTxCof̂ ±l ^ + x2̂ . —srj— -
278 . Corollarium  z.

QuodG autem ponas — m loco m in (276. §.) , prodibunt in-
de fequentes formulae, integrale perfe&um exponentis differentialis

e x
x^ Tg -Fx )̂ Pro  quibuslibet numeris integris et pofitivis m, n ea lege,
quam in (276. §.) expofuimus, exhibentes.

Adhibito

, + logfg ^ -+ x) figno + pro pari n + m— I,
!• n+iiTn~  et — pro impari n + m— 1.

ng n
-i - „ .( 2k+ l)X— g n Cof -- it

1T / " (m — l ) f2k + l ) n _II. ( —2Sin - — — ArcTang - ;-
g n Sin- ie° n

+ Cof——— it.  1 — 2gn xCof^ y ^ -ir+ x2*̂ \ —iTT̂r,"n v. n s s ng n
279 . Corollarium  4.

Funftio integra et ratioTialisg —xn lic eft compofita ex faftoribus,

ut expreflio g n— 2glTxCof — y + x2 fingulos ejus faftores quadraticos
dare



CAPUT IV. 11 5

dare debeat , fi in illa fucceflive fiat kr= i , k = 2, k= 3, et fic porro

ufque k= In — r , vel kg= ° ^ — , prout eft n par vel impar numerus,
L

ita tamen, ut ad illos praeterea faftor g 11■—x ? cafu numeri paris n , vel
faftor fimplex gn "— x cafu numeri imparis n debeat accedere (233. §.) :
quare fi in (275. §. IV. V. VI.) ponas e—d— p~ g ‘n"', q:= c= f, = ; r,

2 k
asrg , b = — 1, — «■, prodibunt inde sequentes formulae, quae in-

tegrale exponentis differentialis * 6 ^  pro quovis alio numero integro mg x
hac lege compleftuntur. Si n eft numerus par; fumatur integrale (II) , ei-
que addantur omnia integralia, quae fuccefliva fubftitutione terminorum se¬
riei 1, 2, 3, 4, - £ n— 1 loco k ex (III) poliunt derivari: fi vero n

.eft numerus impar; fumendum eft integrale (I) , cui addi debent omnia in¬
tegralia , quae fuccefliva fubftitutione terminorum seriei 1, 2, 3, 4, - - - -

loco k ex (III) poliunt elici.

I. log (g n — x)n»nt- 1
ng a

II. —ICg n —x ) + lfg n +x)
N - m - r  —

ng n

HI. ^ Sin^ iiir . A^ Tang

Adhibito
figno + pro pari n — m,

et — pro imparin—m.

' 2 k
x —g n Cof~ ir" n

r 2 k
g n Sin — 'K‘0 n

N- m - 1

ng “
2go . Corollarium  5.

Pro mr= o prodibunt hinc fequentes formulae, integrale exponentis
ex

differentialis — ^ eadem prorfus lege ( 279. §.) complefrentes.§ x

P 2 I.
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I. — log (g n — x)  .

Dg
N- L

a

ii. -1((T —x) + (g n -f -x)

Adhibito
ligno -f- pro pari n,

et — pro impari n.
Ug n

III. C n c. 2kV2Sin— it,>» r»

. 1 2 k
x—g n Cof — ir

Arc Tang - - —n 6 _i _ 2 k
g n Sin —*° Q

„ 2k Z' _5_ _J_ 2k > > _ L_
— Cof“ it.  1'ŷ g n — 2g n xCof — ir+ x2^ )• n- 1

n y  ng u
281.  Corollarium 6.

Et pro —m  loco m obtinebimus ex (279. §.) fequentes formulas,
quae eadem lege (279. §.) exhibent perfeftum integrale exponentis diffe-

rentialis —n P r0  quibuslibet numeris integris et positivis m, n.

-logfg n —x)
n f m - I

Eg “
Adhibito

ligno + pro pari n+ m,
et — pro impari n+ m.

M. ( - aSinfc!

n — ' yg " ~ x)±l (g n +x)n+ ni- 1
ng «

— “ « - 2k
X) 2k . _ X~Z “ C°r~ V
--Arc Tang - — - ^

g “ Sin — T
„ (m—r) 2k /• _S_ 1 2 k \ N 1

+ Cof - - - it.  l ^ gn _ 2gn . x Cof —ir + XzJJ.
282 . Problema.

Integrare exponentem differentialem  x msx(a-f bx") p pro quibuscun-
que exponentibus  m, n, p, integris etfraUis , modo ftt
ger pofitivus.

m + 1 numerus mte~

Solutio.
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Solutio.
I

. . . (z — a) n
Sit zE= a -fbx n; erit x = - -— ; ex:

b~

pro his valoribus, pofito fiet
m4*i

i - n

e z (z —a) n .
I

nb^

x» ex (a+ bx«) p e=5..1zl £Z“ a) ■" . ’ 1_ z *ez (z- af _2v '  m +i - P
nb » nb

Explicetur jam (z —a) <P_I  per feriem ( 52. §.) , deinde, duftisi om¬
nibus terminis in zpez,  quaeratur integrale per (249»§-) » ac  demum

multiplicetur id per — (241. §.) , reftituaturque valor variabilis 2;

obtinebitur pro quaefito integrali fequens exprefiio.

<p= in±i.

>« fr + ta .,r= n- £ , ( fc± ^ lS- 2 =
p—1)a fa4 -bxn) p+^'~ T

p+ (p- I

(<p — l ) (<p— 2) a- ^ <a-j- bx") p''' P" ^
1 . 2 ' p -hP — 2

- «p— 2) (<p— . Ca+ bx") ?4^ -"1
1 . 2 . 3 P+ <P—3

-u (<P- iX <P—2)(<P—3) - (‘P—r)ar . (a + bxn)P̂ ~r>v 0
1 . 2 . z - - - - — r p-f <p—r J

Ultimus terminus eft indeterminatus indicis r , ex quo finguli termini,
poft primum ordine fequentes, elicientur, fi fucceffive fiat r:= i , r = 2,

ra+ I
r ~ 3>r = 4 , et fic porro. Unde perfpicuum fit , quod, cum <p= ——

per hypothefin fit numerus integer pofitivus, ubi ad r “ (p deventum fuerit,
terminus ultimus, ob tp-—r = o, futurus fit aequalis nihilo : integrale de¬

terminabitur ergo per terminos numero = » Porro fieri poteft,

ut , priufquatn abrumpatur feries, evadat r — lp+ p : hoc cafu erit
k 3 p + <P
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(a -f-b x") °
p+ cp—r = 0, et terminus generalis dabit - - ——, cujus loso fumi
debebit log (a + bx n) ob (246 . §.) .

28Z. krohlcma.
Integrare exponentem differintialem  x m£X(a+ bx")P pro quibuscunqut

, . m -4* 1 ,
numeris m, n, p , modo Jit — - — |- p numerus integer negativus.

Solutio. *4
Cum fit xn’sxCa+ bxn)Pr= xm+nP.ex(ax“ n+ b )P; ponatur in (282.§ .)

m+ np loco m, —n loco n, a loco b, b loco a, et ax~n+ b ^ —
loco a+ bxn obtinebitur fequens feries.

( /a4-bx n>\P+ P â+bxn'\P+̂“*\rn ~ J . c<p- ob )
- + _ _ i ' p + ? - l

/a + bxn\ P+«>“ 2

I . 2 p + tp —2

, C<p—0 (<p—2)(ip—3)b’ ^a + bxn̂ P +!P" J
1 . 2 . 3 p -hP —3

- - - +

(<p- 2>- (<p— r1br
/a + bxn\ p+ P - rN
\ x" / U

1 . 2 - - - — r P-h <P— r /
In hac quoque ferie terminus ultimus indeterminatus eft , qui Angu¬

los terminos, poft primum fequentes, ordine dabit, fi in illo fiat fuccef-
five r = 1, r“ 2, r ~ 3, r = 4 , et ita porro. Cum vero, per hypothefin,

—_ — [-p fit numerus integer negativus, adeoque integer pofitivus; ne-n
ceffe eft, ut , ubi fuerit r = <p, ob P — r ;= o, terminus ultimus aequetur

nihilo: conftabit ergo integrale terminis numero ~ + p^ *
Deinde
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Deinde eveniet fors , ut , antequam fiat rt = <£ , evadat r — <P + P » pro quo

C^ - y
valore continebit terminus ultimus expreffionem —— —- » quae deno¬

tabit Iog £ ± £iL ) per (246. § .).

284 - krohlems.

Datis integralibusJ—̂—p -^>/- 77 - ^>f ln r° a + bx n a + bx n ' / x m(a + bx "J , pro quibus-

xm ex
cunque numeris integris pofitivis m,n ; invenire integralia bx p ,

pro quoiibet mmero iHtegro et voJitivo  p > I#

Solutio.

Ponatur in (258-§ ) « — a, y := b , qr = n, '/3= o , hinc X = a+ bx n,
deinde p— — k , et m+ 1 loco m, obtinebitur ex (260 . § .) pro his valoribus
fequens formula ( I) . Quodfi jam in hac formula fuccefiive fiat k — 2,
k = 3, k= 4 , — - k = p ; prodibit inde integrale (II) ; et ex hoc fe-
quuntur, pro mt = o , et — m loco m , integralia (!!!) (IV.).

r* mex _ x ™+ »_ n(k— x)— (m+ i) f'  x m«x
U (a -fbx n) k na (k— i )(a+ bxn_)k“ I * na (k— 1) »/ ( s

n (p-

I
a + bxn)k 1

i ) — (m+ i)II f *™sx_ —f  X
V (a + bxnj p~ \ ,(p— 1)na(a-fbx n) p *̂ "(p — i)(p—2)(na)2(a+ bxnJ p,'

(n (p— 1) — (m -f 1)) (n (p—2) — (m + 1))
+ (P —i ) (P—2) (P— 3) 0 ia)’ (a+ bx») P-3

+
(P — x) (k>—2) (P— 3) 0 la)3(a + bx») 1
(n (p— 1) — (m -f i )) ( nfp—2) — (m-{- r)) (n (p—3) — (m-fl ))
(p — i ) (p— 2) (p— 3) P̂— 4) (na )4 (a -f bx n) p_ 4

(n (p—1)—(m-f l ))(n(p—2)—(m-fi )) - (n,2 - (m-f
"̂ (P— i ) (P—2) - - - - -  3 . 2 . ina) p_ I (a + bn)y

(n(p— i )—(m-fi )Xn(p—2)—(m-fi )) ~ (n.x- ttn-fP ) f  x mex
^ (p— xYp—2) - - - - - - 3 . 2 . 1 . (na)P-1 ^' a-fbx“

III,

(P— I)(P—2)

j P  ex _ xJ (a -fbx“)p—

3 . 2 . 1. (na) p'

(np — n — i )x
(p— i )na(a-f bxn)p~ 1~ (p —1)(p—2)(na)2(a+ bxD) p (
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(np— n— i) (n p — 2n — i ) x_
**" CP— i ) (P— 3XP — 3) (n*)’ (a + bx") P“ 3

(np — n— l ) (np — 2n— i ) (np — zn — i)x
*̂ (P— i ) (P— 2) (P— 3) (P— 4) (na)4 (a + bxn)P“ 4

(np — n — i ) (nP — 2n — i ) - (n . 2 — i )x
***(p— i) (p— 2) - - - 3 . 2 . (na) p" 1(a + bx 11)

(np — n — x) (np — 2n — i ) - (n . i — i ) / Vx __
**"(p— i ) (p— 2) -3 . 2 . 1 . (na} p"V a + bxu

ex __ r _I_
(a -fbx n)P \ ^(p— i ) na (a + bxn)P “ *

, n (p— i ) + m — i_
+ (P — i ) (P—■2) (na)2’(a + bx “) P" 2
, (n (p— i N+ tn — i) (n (p — 2) + m— i)

+ (p — 0 (P — 2) (p— 3) (na)3(a + bx n)P~ 3
(n (p— x) + m— i ) (n (p— 2) + m — i ) (n (p— 3) -fm — l)

+ (P —i ) (P— 2) (P —3 ) (P —4 ) (na)4 (a + bx n)P ~ *

(n(p—i) + m—i)(n(p—2)+ tn—i) - (n.24-m—1)\ i
+ (P — !) (P—3) (P—3) " - - 3 . 2 . (na) P" ' (a4 - bx")^ x" -- r

■(n(p— i )-fm — i )(n(p—2)+ m— i ) - (n.i -fm — \) p  ex
"* (P—i) (P—2) - 3 . 2 . 1. (na ) P” f J xm(a+ bxn/

285 . Problema.

Integrare exponentes differentiatis/ ratitos ——-~r » — t-— ,
e x _ _ ex xmsx ex ^

x'"(a+ bx n)' (a + b̂ nyr » (a+ bx n) 1 ' x'->(a+ bx -ji "' quibus-
cunque numeris integris et pofitivis m, n, q.

Solutio.
I . Pro N— 2 habentur integralia in (264. 266. 267. 268. 270. 271.

2?2- §-)- Quodfi autem fit n > 2 , difpiciatnr ante omnia, annon fit —n. xm s x xme x
m ji"+ bxn’ (a + bxn;T nutnerus  integer pofitivus, quo cafu quaerantur

inte-
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integralia per (282. §.) » pofito p

eundo exponente. Porro videatur, an non fit
£  X

1) , pro primo, et pt= — q pro fe-
m —1 . exin

n x 111(a + bx") '
numerus integer pofitivus: hoc enim cafu integrabunturx m(a + 1>x ") q

ifti exponentes commodiffime per (28; . §.) ,
2. Absentibus his conditionibus ( 1) quaerantur integralia hac ratione.

Si eft b — + h;  invenies integraliay’£x_i_r LX_ rX—"ex_1r x ±-m e xa+ bx “ “~ h J _a_ . „ a+ bx " “ h J ~T-4- xnh x 4-

per (276 - - - 281. §•) : inventis autem iftis, determinabis integralia

Valmm t. CAPUT



122

CAPUT V.
D E

INTEGRATIONE EXPONENTIUM IRRATIONA*
LIUM, FORMAE GENERALIS

xmex(a+ bxn.+ cx 2n) p.

A ex
2Z6. Problema,

Integrare exponentes deferentiales formula generali — ^—
comprehenfos.

Solutio.

Pro z “ x/c + / (a+ bx -t- cx 2) obtinebitur fequens transformatio
dati exponentis , fumto c cum figno -f , unde per (.252. § .) elicietur
ejus integrale ( I) .

AsX —2 A . fZ
V̂ (a + bx + cx 2)

2 c x— b
b-f-2z f c

Si vero ponas z — —- :- , obtinebis fequentem transforma-/ (4ac -|- b2,)
tionem dati exponentis differentialis pro c cum figno — , unde per (240. §.)
reperietur ejus integrale (,11).

A e x A e z
f.  a-j- b x — c x2)

A ex
\f C f  k. 1 - r/-Z)

1 ^ 2cx+ b+ 2/' c/ (a+ bx+ cx2 ^ + C,

_ . c
/ (.4 ac + b )

_ —Are  Tang- v - \ + C-Yc 2 / c/ ^ + 0.\ - a -J
287 . Corollarium I.

Pro b~ o,  et a= o leoriim prodibunt hinc (286. §.) fequentes for¬
mulae integrales,

/ (a 4- v x 4- c x 2)
, , / A 6 X AIi . / —77—nr - = - 7- Arc SinJ / (a -Fbx—cx2) fc

A

r Aex
" y (u-fcx 2!
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./7 ) + ; ~ yi 1( ••'A + v̂ »+ cx i >) + c.

' — = -£ - Arc  Sm 2ii + c.a— cx 2) / c a

:— 1^ 2CX+ b + 2/c/ (bx+ CX2)^ + C.

/0

7V"
(b + Cx)

/t Aex
A Arc Sin -23 — - + C.

x2ŷ (b— cx ) : ^ ?

288 - Corollarium  2.

In ( 262. §. II. ) ponatur qz = x,  obtinebitur inde / « x
(2 i-x -j- Z ^ X , 4 %y—/32 / ' ex «, 101 ,

— - — —̂ - h ■ g~ . , -pro X ~ « + /3x+ Yx 2: qnodfi

ergo fiat «= :a , /3~b , 7— + c , reperientur per (286. §.) fequentia in-
tegralia. 2)

/ :»/ -(. + to + o -) = <Hi±a / <- + bx+ « ■J 4 C

+ X '̂ K2c:<+ b+ =/c/ ( , + b5+c .x*.|y+ C.

yix/ ( . + )« - « *) =

+  4i £ + ^ ArcSin j2i _*- <’* Qn.f n v / (A31 + C
8 c/o V"(4ac+ b 2I

_ (2cx— b) / '(a+ bx—cx2)
* 4c

. 4ac -fb 2 _ 2 ex—b , -
H— 7—  Arc T ang —7 —77—pr - r + C.

1 8c/c 2/ c -/ (a4-bx— cx2)

289 . Corollarium Z»
Hinc autem pro bt= o , et a= o feorfim obtinebuntur sequentes for¬

mulae integrales.

y x̂/ (a+ cx2) s=| x/ (a+ cx2) + 1(x/c + / (a+ cx2)) + C.

a—cx2)^ 2^x^ (a—cxa)4 -2" ĉ Arc Sin + C.

Q 2 /x*
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/kVo + cx) = o »+ '>>/ «>*+ '■»?

— b*
8c/ "c

/ f /vi. \ (2cx—b)x/'(bx—cx21
I (2cx+ b + 2/ "cŷ bx+ cx2)) + C.

£
4«

. h 2  A c - 2CX — b _+ ——7̂—Arc Sin- r-1 - C.
8 ‘‘/c t»

290 . Coi -ollarium 4.
i? Asx +2a + bx
Exponens - 7.-—- -7 —̂ - pro z t=r •—— - ;— abibit m(tx2-f bx+ a) 4 “ 2 a X

—A ez

/c 4 ac— b2
:4 a

a z ): quamobrem per (287. §.) reperientur sequen¬

tes formulae integrales.

r  Aex _ _A_ , / ,2a4-bx4-2yr a/ (cx24-bx+ aA  E
*■£ (cx 2-f- bx4 -a) ^ X J

f  - r - = 4 - A.cCoCn-44 ^ + C.%/ x/ ;cx 2+ bx — a> x/ (4ac -|- b2J)
A „ 2/a/ (cx2+bx —a) ^ r

= 77 ArCT“ « -MlTTbi - + C-

291 . Corollarium 5.
Et hinc, pro bt = o , c= o feorfim, fluunt fequentes formulae inte¬

grales.
f  Agx _ r  A / ^a -j- / (cx2-fa^

./ ' / (cx2-j- a) '/ a v x <

/ * l; - c+ 4 - Are  Cofin .v/ \y/ (cx 2—a) ^ a c
y AeX A ^ 2a -f bx+ 2/ 'a/ ~(bx-f a)X s

J '' \f (b x-j- a) / “ V. x <n/ (bx + a)ŷ Aex A. „„2a—bxS= C + - r - ArcCofri/a bx
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Politoz ~ bx + a fiet 7- 7̂- —

CAPUT V.

293 . Corollarium 6.

tz/ (z + a)X 5 « X

b*

— b x ■

e z — a
/( z+ a)

zb 2
adeoque bx 4- s

ez
Z / (z + »)

Eapropter , fi integrale algebraicutn primae partis capiatur per
(241 . 248. § ) » et pars altera integretur per (291. §.) • prodibunt fequert-
tia integralia.y _ n 2_ \fa/-bx4-a-f-2̂abx,̂

bx — a b b^ b ^ bx — a J

y r'x 2fiX _bx -fa
2 x

Arc Cofin 3
-b x

b b^ b a + b x

293. Problema.

fC.

Integrari exponentes differentiales e x/ \Xk,
£ x x/X k £ X

/X k' X ' x/X k
pro quovis numero integro impari et pofitivo  k , et quolibet trinomio
« + /3x + yx 2=X.

Solutio.

Ponatur in (262. §. TI.) q— invenietur  sequens formula (I) et
(IT). Porro fiat in (261. §. III .) m = o et p = + S ; obtinebitur fequens
formula ( III) et ( IV)» Cum pro nt ^ j pars fecunda primae formulae fiat

aequalis nihilo ; erit integrale exponentis differentialis Pro *I uovis

numero impari pofitivo k > 1 perfefte algebraicum , licet id pro k“ i fit
loganthmieum , aut trigonometricum (286. § .) : invenietur vero illud
ope formulae ( I) , fi in hac fiat fuccelfive n := 3, n — 5, nt = 7 - nn =k.
Secunda autem formula , fi in ea ponatur fuccelfive n= 3 I , n— 3» n— 5»
- — nt = k—2, dabit integrale fsxy OCk pro quovis numero impari pofitivo
k dependenrer a noto integrali J 'efX( 288 - §-)» Pari ratione , fi fiat
n — — i . n = : i , n — 3, n — 5 . - n — k — 2 / invenietur integrale
n 6 ' rk

J - - - - ope tertiae formulae , dependenter ab notis integralibus

(286 . 290. § ) . Formula quarta demum dabit integrale
Q 3 expo-
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exponentis
sx

x/X> dependentera notis 'integralibus F X

x / X C290. § ),

T1CP 7V etc’’ fi fucceiTlve fiat n~3>  n — 7 , - n := k.
j_ _ 2( 2yx + /3) i . 4 7 (n — 3) ex  _

y / X 1 2)( 'txy—fiz)/ X'1- - _1. (n—2) (4ay—jS2-) ^ / X"" 2

II. + /X/x -.V v 2g (n + 3) ~ 4 y (n + 3) J  V
r £x/X "+* _ / X“+* . / WX » . ^J x — imr ~-r “J— -̂ h i /3/ix/x-X n + 2 X

IV . f _L __ /L fJJLjU - L- fLAA-
J  x/X “ . (n — 2) a/X“ _i  2 ocJ/X n ' X J x/X *~

294 . Problema.

Integrare exponentes differentiales  x r£X̂ X, Xr£X S\ \fX £ X

/X ’ x r ' .V/X'
^>ro quovis trinomio X 2= « + /3x+ y x2, et quovis numero integro pofnivo  r.

Solutio,
Pone p— | in (261 . § . I .) , obtinebis fequentem formulam (I) ; liinc

autem pro — m loco m elicies formulam ( II). Porro fiat in (261. §. I.)
P“ — 1 ; prodibit inde fequens formula (III) , et ex hac formula JV)
pro — m loco m. Ope harum formularum facile jam reducentur quae-

fita integralia ad integralia fsx/X, / ^ - , , quae in (288- 286.
V X x v x

290. § •) perfecte determinavimus , et integrale J --~~ — per (293. §. III.)
pro n“ — 1 determinabile.

V =KA — « /x - fi . , Xy/ -x.Vv.ui+ 3) 'Vv!'n+ 3)*y v 2 y (m4-3;- / v
rexy ^ X _ /X» _ y(m'—4) nex f̂X /3 (2m— 5) ,.ex ^ X

x;i‘ (m—1yax"l—1 (m — i)«y xm~ 2 2 (m—r)^y x m—I
f  x"1+Iex __ x m/X m’« rx m~x£x _ /3(2m+ l) ^ MfX

VX y(m+ r) i ) u v^X 2y m-pi )y X

r.

/X
L X •/X /3(2m—3)

x 111\(  X (m—1j " x 2(m-
m—3) r  e> :_ y(m — 2) ••

/X (m— i> y * "- /X"

295 . Pro-
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295 . Problema.

Integrare exponentes di[ferentiales xrex̂ Xl:, -* ■
y A K x ŷ X K x r

pro quovis trinomio « +/ 3x + yx z= X , et quibuslibet numeris integris poft-
tivis  r , imparibusque  It.

Solutio.

In (261. §. I.) fiat P—Z , nafcetur fequens formula (I) , et (IV) pro
— m loco m. Porro pro — n loco n in ( 1) obtinebitur formula (II) , et
( !!!) fi fumatur etiam — m loco m. Denique in (261. §. III.) fiat pt= — Z,
et m — n— 1; elicietur inde fequens formula ( V). Quamobrem, invento
integrali J~e x.f X.k per (293. § .) , determinabis / xHxykX̂ ope primae for¬
mulae , fi pro n;= k fuccefllve ponas m— o , m:= 1 , rn— 2 , m — Z, - - -

mt= r— 1;  captis autem integralibus/ - -1 , / - -v,.  per (293. §.) , in-[  Xk ^ x[  X*
venies integrale J - -̂ rrrk ope tertiae formulae, fi in illa pro n = ck fuc-x' /X k
cefllve ponas m= i , mt=:2 , m 13, - m r=a r— I.  Porro determi¬

natis integralibus /e x f Xk. per (293. §.) invenies eadem ra¬

tione integrale^ ope quartae formulae.
Xr £X

Quod autem ad integra¬

tionem exponentis differentialis adtinet; difpiciatur, an fit r< k — r,

quo cafu invenietur ejus integrale ope folius fecundae formulae, fi in hac
pro n ;= k fuccetfive ponatur m =̂ o , m“ 1, mr= 2 , m “ 3 , - - - -
m ^ r— l:  unde fimul confiat, integrale hoc futurum perfefte algebraicum,

dependens ab integrali algebraico per 2̂93.§ .) determinabili. Quod-/X K
fi autem fuerit r ~ k— 1,  vel r> k — 1,  debebit formula (II) cum (V)
conjungi , ira ut ope formulae (V) ea integralia definiantur, quae formula
(IV exiftente m— n— 2 dare nequiverit, integralia autem, quibus in ad-
plicatione formulae (V) opus fuerit, ope formulae (II) determinentur.

/ "X"+2 m «
i ./ ;- wxn = - -- - - . - / xm 1£X "v/"Xa

7 (u+ 2+m ) y ( ' '.-t-2 +m ) /

/3(n+ 2—2m ) P  .
- ■—r / xm£ x \[ X Tt.
2V (n+ 2-t-m; V

II.
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tnxr ^ ux _ __

/X' 1 7 (m+ 2— n) / X'1" 2
_ /3(2 :n + 2 — n)  r

2l ( ‘» + 2— n) /

m  r _ sx __ _ —r _ /z 2m ^- n— 2) r
'J\ m+l \/rX'1 m «x'n^X' 1- i  2 m a 7 *'VX“

y (,m + 2— n) y / Xu
/3 ( 2 :ti +2 —n ) f x m sx

/X " '
/3 J2m-+-n—2) f * e x

2 m
vCm+ n— 2)

nise

IV ex/X * yf * ' * '

f ■.. «* .
' xm- I/X '*

/Vt/x*
/ Xm + I m « x“

+

V./ x”’sx_/X “' ~ i

7 (n4~ 2 —m ) re * sfX n
/ x1"-1

f ** / *'
J X'“

m «

/3(n+ 2 — 2 m)
2m«

2 Xn "

7̂ D—2;/X‘ 1- 2 /?,

296 . Corollarium,

2 a / ' x11- 2£x  2 / »xn"2fi
'A / / X~ /3(a—2)y/X 11-

LX
L

Pro z := xk transformabitur exponens differentialis x >"e x (« xk
3 . j r +*

-p7X 2k) a in — • z k -I . sz ^ C +̂ Pz + vz 2)1!: omnes igitur expo¬

nentes differentiales illa formula comprehenfi perfefte erunt integrabiles^

modo fit — — numerus integer , pofitivus vel negativus.

297 . Problema.
ZXifo integrati  yk ra "‘, «x (a -f- /3x)P invenire/x ™e x (a -f /3x ) p,  e / rfa/o

hoc invenire/x m«x (* + /3x )f +I.

Solutio.

Primum integrale , ut fequiiut' in (1) , obtinebitur ex ( 261. § . II ) ,
pofito 7— 0. () nodfi porro idem e ûs vaior fubftituatur in (261 . §. III.),
tum fcribatur m+ I loco m ; prodibit inde integrale (II.).

l .frv * . + w f— ■■» («+ M ' -

n ./ *- « c»w +■=

298 . Co*



CAPUT V, 129

298 . Corollarium I.
Prima formula pro — m loco m dabit fequentem(I) ; fecunda vero

formula pro —p loco p dabit fequentem(II).
/rgx(a+ /3x)P_  _ (a:-f-/3x)P+‘ ■ / 3(p-fi — m) Cex(«-j-/Zx) p

‘J  x m+1 max ™ "* m« J x ,u
-̂>xm ex _ —(m— p+ 2) f*  x

V («4-/3x/ ~ pe(p—i ) (*+ /3x)p-x «(p — 1) -/ (a4
1E X

+px ) P■

299 . Corollarium 2.

Dato integrali
x ex

(292. §.) determinabuntur fequentia integraliaa+ /3x
pro quovis numero integro pofitivoq, et quovis imparin, fi in (297,§. I.)
pro p= — 1 fiat fucceflive m= | , m —, -m —K,  et in
(298- §- II.) pro m—Z fiat fucceflivep:= 2 , p£=3,  p := 4> - ps= q.

n

f.

"5
X LX

n -2  n -4
2 X 2 oc xl 1 2

«e+ /3x n/3 (n— 2;/3a 1 (n— 4)^*
n -6  n - 8

2 «3xT " 2 a4 x 2 ,
+ fz —Jvn ?! — - - - -4 -

nT

(n — 6)/34 ~ (n — 8) /3S
| nĵ i i

+ 2« r - X qr « * /lUJL.
n•1 n- i«/ a + jSx

3/3 1 /3 a

/liLfiL - —Z'_ i_ 0:
*/ (« + /3x)8 ^ (q—i)«(«4-/3x)<i _x *(q —1

(n— 2 q-f 4X n— 2q + 6)

—2q + 4
Xq—:2)*2(a+ /3x)q- *

. (n— 2q-f~4Hn— 2 q4~6)_ _ _ _
‘ 2x(q—l)(q—2)(q—3)*J(a+ (3x)q- 3

+ (n~ 2q+4)-n~ 2q+6) - (n—4)(n—2)
2 ^~ z. (q — l ) ( q— 2)- 3 . 2 . I. ocl~ 1 tjx +/3  x)

— (n—2q +4 )(n— 2q-f-6) - (n—2)n_ / " : “ex
2*1 x. (q—ij (q—2) - 3 .2". I .«'i -1 / «+/ 3x

300 . Corollarium  3.
Per idem integrale (292. §.) determinabunturquoque fequentia inte-

gralia pro numeris integris pofitivisn, q, fi in (298. §.) fumatur prima
yolmtn I.  R formu-

x -
nT

EX

+ ^ T
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formula , et in ea pro pt = — l fiat fuccetllve m = — mt =i,  m —
_ —I,  in fecunda autem formula ejusdem §phi pro m — -— Z
fuccelfive ponatur p — 2 , p — 3 , p— 4, - pt= q.

J- e n — 2

rrr +
2 /3

x \ « + /3x) (n—2) a\  2.
2 /3Z

n- 4
(n— 4) xz.x 2

n - 6 l
(n—6}«3 x 2

n - J n - 1 i.
2 3“

, 2 /I L X _ /3 ' 2. r  X e X

± n + , + n +J^ / x + /3 x+ /3:

/: £X

x \ a4 *i3x) q ^ (q - l )a > 4-px)q I_^"
(, , _L_ ,1 _ /4^ (x  1_I _ O i

n + 2q ~ 4
2(4— :0 (q—2j« 2(a+ pxj 'l- a

4 _ (!1+ 2 q — 4) (n+ 2q — 6)
”* 22(i — I ', ('q—2) q—3 «3 a + /3x/i~ 3

, (n+ 2q— 4) 0 + 24 — 6) - (n+ 4 (n -J-2)X I
* 2‘i -i . (q— l)(q—2) - 3 2.«.̂ \ x -\-j2x} ) - -

1 ( '-+ 2q—4)."u+ 2u—6' - ( ' 4-4)(n4-2)n f ex
-r2i - ' . ;q- . .<q- 2)" . 3.2 «’ - Jj (ls+ M '

301 . Corollarium  4.
Duo fequentia integralia determinata per notum integrale

xr ex/ (.it4-px ) (289. § ) derivabantur ex (297. §.) , f in prima formula
pro p= £ liat ni— m= 4 , - - - m —H — i,  et in fecunda formula
P— i , o= l, -p = § — l Pro m — Z.

y ‘5 _ jr  gx *x ^ (a+ Px) — f _ x_ n « x 2 _
M '>+ 3)/3 (n +3 ' (n + i, ./3a

+

+
n(n—2)xz.

n - 4

(n+ 3; 0 + IA ”—> P3

4- n^n—2Vn —4) - 7 5«

- 4- - -

uj 4 \

- - ^ 7T ^ */ (« + /&)

/,

(n+3 ) ,n+ iX n- 0 - 8-M 2

(n+ 3X‘i+ i)(n—1) -8 -6.4 *
A 5
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J<1“ 2
(n+ q+ 3K n+q)

q(q—2)az/'  fg-f/3 x)q~~4
(n+ ‘i+ 3)(n+ q)(n+ q—2) ”̂

q'q-
q- ? X n+ s

)/ x ~
-2Xq 4) - 7-5'« 2 •/ '0*+ /32')3

’1_ (n+ q+ sXn + qXn+q— 2) — v‘>+ 7An+5 )-
q- l

. , .q (q—2Vq—4) - 7 -5 3 « 2 _ 2 .
rT‘cu+q+ 2)^ 4 -qX“+ q-2,:- - {i.+ 7Xn+ 5r * ^ T/S

T. 302 . Corollarium  5.
Ex (297. § . I .) pro pr = — f et m ;= | , m = -l, - m = § deri-

vabitur fequens primum integrale per notum integrale ^ -- --—- —
x2 \X(*+ /3x)

(287. §•) perfefte determinatum , per id ipsum vero determinabitur fequens
fecundum integrale , fi in (298, §. II ) pro mt =: § iiat pt = | , p~ i , -
P= 3-

n /* n
f XfX _ _ f  x 1

y/c *+ /3x) \ n-f

n -3
n#x 2

» - 4
nfr — 2) «' x 2

vti+ i ; /3 tn+ inn - i,/3 z ' (n + i (•..—i) vn—3>,S3
-.

+ n(n—2Yn—4) — - 5 -3 a 2 . x J
l*̂ ~~/ 2 NX( a + /3x)

(n+ rXn—0( n—3) -4. 2 -/3 2
n+ i

— n(n—2)(n—4> - 5 . 3 . 1 . «"
’ - - n++ r/r sx

/'
(n+ i ) ,n— i )(n—3) - 4 . 2 . /3' a x / '(a + / 3x)

_r _ _ n — q4 -4
,q— 2W fa4 -/3x)q_■vq—2>V ;,*+ /3-x)q a
(n—q+ 4) (n—q+ 61

(q—2) (q—4) a ’ / ^ + 3v)i - 4- +-
(q—2)(q—4)(q—6) 5/ (« + /Sx ^ “ 6

. (n—q+ 4) Cn—q+ 6) - (n— r ) > «*a
± - - rj - :- x 2

(q—2) (q—4) - - - 3 . 1 . « 2 .

~- (n—q+ 4) (n—q+ 6 : - (n— i ;Q;+ i) J ' ^ gy.

(q —2; (q— 4) - 3 . 1 . «“ V̂ (“ + /3'>
R 2 Erit
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Erit autem hoc alterum integrale perfefte algebraicUm, independens
a primo integrali , quoties fuerit q= n+ 4 f vel q> n + 4-

303 . Corollarium  6.

Per idem integrale / — - notum ex (287. § .) determina.
J  x * / («+ 3̂x)

buntur quoque duo fequentia integralia, <1 in (297. §. 11.) pro m= —•§
fiat p= — p= i,  p = | . - - P= §— 1; et in (298. §. 1.) ?ro
pr = | ponatur mr= £ , m~ - - - m= f — 1.

/ exf(ce4~̂x)q f\f(* + 1q«/̂f«+/3x)<l~'
A  v q + i ‘" ( q + OCq —0

, q(q—2>a.z/ («q-/Zx)i ~4
■ (q+ i) (q—I) (q— 3)

q- t ^ >
1 qCq—2)Cq—4) - 5 3« 1 Y («tW  J i
■"(q+ iXq—i)(q—3) - - - - 4 . 2 '

ai * £x
. q(q— 2)(q— 4)- 5 - 3 -X * 2 /l" 77 _ iTT

^ (q+ l )(q- X)(q—3) “ 4 - 2 x v (* + ^ x'

/ ex^ (a+ ^ x)q _ s 1A ~ \ „ —A > ;n — O.l/vv 2

(q—n+ 4^/3

+

r 1 n - 4
n— 2)xx  2 (n— 2) (n—4) *2x 2

(q —n + 4) (q—n + 6) /32
n - 6

(n — 2) (n—4) (n—6)*3.x~
+ - -

Cq- n± 4Xq- n+ 6) - - - ^ 2/ (a+ /3x)q+2
(n—2)(h—4) - z . I

n -1

^ Cq—n+ 4)(q—n+ 6^ - fq— Q (q+ I ' P J _J exf (cc+ /Zx)<i
(n—2) (n—4) - 3 . 1. a.~  x r

Ceterum per fe patet , hoc alterum integrale futurum perfefte alge-
braicum, independens a primo integrali, fi fuerit n := q + 4 veln > q+ 4.

/r;

304 . Corollarium  7.
Ex iisdem formulis(297 §.II. et 298-§. I.) determinabuntur per integrale
£X

x/T g+ ffx) ex  ( 29If § ) notum , fequentia integralia, 6 in priori for¬
mula
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mula pro m “ — I fiat p = — ■£ , p = 1, p — 1, - - - pt=z| — i , et in po-

fteriori formula pro p := § fiat m— 1, m= 2 , m — 3 , - - - m~ n— 1.

^ + /3x)q 2/ ~(<H~/3x)q | 2 («-f/3x)q~ 2

4

q ' q — 2
2«a^f «4 ' /3x)q“ 4 .

/-

q — 4

. 2 «~T ~. f (oc+ B*) . f*  sx
* 1 ' c/x / (* + £ x) *‘

sx/ '('«4-/3x')l_, _ / _ I_ | (q — 2n + 4)/3_
AQ \ (n — i ) «xn- 1 • 2 (n— l ) (n — 2> 2.x "~‘a

. (q— 2n -f 4) (q— 2 n+ 6)/32 _,
■~ 22(n — i ; (n— 2) (,n— 3)«3. x“ -J  '

Cq- 2u-f 4Xg—2r -|-6) — (q—2^ "- a\ +a
' 2 " “ 2. (n— i ) (n—2; - 3.2.1 x/ V ^

| (q—2n4-4)(q—2n-}-6) - (q—2)q/3" /sx / ~(a+ /3x)<l
”*” 2,1- , .(>n— l )(n—2) - 3.2.1 «"" ' */ x

305 . Corollarium 8-
Denique per dem notum ihtegrale (291. §.) determinabuntur etiam

fequentia integralia , fi in (298. § - II .) pro m — — 1 fiat p — -

p = § ; et in (298-§. I.) pro p — — J ponatur m= l , tn = 2, m := 3>
- — m“ n— 1.

J («+/3xj 4 — (_q —2)«/ '(«4-/3x)1~a (q—4> 2̂ («+ /3x)q"4

4 -

4 2 f — - A' q- 3 Jx
ex

q. l

P  t  X
J  x"v/ («4-

l . « i . / (* + (3x ) « 2
/ — l _ , 1 q+ 2n— 4) /3
\fn — i ) « xn_ I

x / (« + /3  x)

r xV («+ px )q \ (n— i ) « xn_ I 1 2 ^n — iX n— 2) <x2.x " " a
(q+ 2n — 4)Cq + 2n — 6j^ 2_,
2a(n — i ) (.n — 2) ^n -— 3) «3.x n_ 3

— (o-f2n— 4Vr!-f2n —5-) — . (q4-2)/3n~
"4 n-f2n —4^ ^-s-2n—6) - (q-f2 )/3n~2\ _ I_

,n~ a. (11— iXn— 2j -2 .1 x / v (a-j-,3-v.) ir
— fq + 2n—4Kq+ 2n—6 }- fq4 -2)q/3n~'1 T sx
^ 2U_ I. (n— r- (Q—2) - 2 . 1 J x/ (“+ /3x)q

R 3 306 . Pro-
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I.^ xm+2ex (a+ yx 2)p:

306 . Problema.
Bato integrati _/xm ex (a + yx 2)p invenire integratia /x n' +2 £x(«+ yx2)r’,

/x m£x(a+ yx 2)p+1.
Solutio.

Primum invenies , fi in (261. § . I.) ponas /3t= o , et m + i loco m:
alterum vero obtinebis ex (261. § . III .) pofito /3— o , etm + i loco m.

,_ x"' +^> + yx2)p ^ rm + o « ,
■yim+ 2p + 3, ; y m+ 2p+ 3 / ) *

307 . Corollarium  1.
Si in prima formula ponatur — m loco m , et in fecunda — p loco p,

prodibunt inde fequentes formulae.
J / '‘sx(a+ yx2'ip (g+ y\a)p+I .  yf2r '+ 3—m) PeK (oc+ y x2''pJ xm (m —i)*xm-1 ' (m—ia J xm~2

XI / x'11gx_ _X m+I_( m+ 3—2'.) xn*sx
y â -{- yx 2) p 2a (p—l y(a + yx 2-)p'~I 2a (p— 1) J ^a+ yx2) p ~1 *

308 . Corollarium  2.
Ex (306. § .) obtinentur fequentia incegralia , per integrale /s x

+ yx 2) ex (289. §.) notum determinata.
x2" -1 (2n — i ) ax 2n,“ 3

yx 2n ex/ (a+ yx2; — 2 n + 2.y ■2n + 2) 2 ivy2

. (2n— i ) >2n —3'-.«2.x 2n 5_ ,
”* (2n+ 2; 2n (2n — 2) y3

(20 + 2) 20 (211— 2) -6 . 4 >y"y v v y
T (2n - x) C2o - 3) - 5 -3 -I -»" A A, . ,x«
T i2u + 2) 2nC2n— 2) - 6 .4 y” + )•

An , x/ (a'+ yx2)-,= 1 p/X *±J V V2u+ q+ 1 ' (2n+ q+i ;(2n+q- •o

1 q(q — 2> 2 y (a+ yx2)-i- 4_,
”* (2n+ q+ l ) ; 2i .+ q— l ) ( 2a + q— 3)

q - 3 >
1 q ( q— 2 Xq— 4) - 7 -S -« 2 V a + yx 2V J ^ „ + ,

'r (2n+ q+ I,, (2o+ q— l y - - - (. 211+ 6X2U + 4A ‘
+
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q - I
qrq—2) (q—4> - 7 . 5 3 . 2- 2

I^ x2"ex/ ( a+ yx2)~ (2n+ q+ iX 2n+ q—1) —- ^2,'+ 6) (2a + 4) ,

309 . Corollarium 3,

Ex (306. § . l.) et t 3° 7- §- II.) elicientur sequentia per integrale

r g- -- ex (287 §•) notum determinata integralia.
JVk * + y*2) -

(2N - iVx 2 " -3
f x 2n ex __ / * X2  n ~*77T«+̂ “ V. 2 n.y

(2n -

2n i.2ti—2)y2
i ) (2n — 3) a2.x 2n" 5

2n(.2n — 2) (2n — 4) y3
(2n — l ) ( 2n — 3) - 5.

-6 . 4 . 2

- - - - 4 - - - -

±

+
2n (2 —n 2)
(2n — i )( 2n: ■3)

77 .— ) / (« + »**)
- 5 . 3 .X .x n

X2" gx _ /

A «+ v^ ) q—  v

2n (2n— 2) - 6 . 4 . 2 . yn
I

>A* + y*z)
2n — q+ 3

Y( l« + yx 2)' 1 V (q—2>/ ..«+ yx2,q 2 (q— 2Xq—4> VO + yx2)q 4
- 1 (2n — q + 3) (2n — q + 5)_

+
(q — 2) (q— 4) (q — 6> 3/ («+ yx 2)q~ 6
(2n — q +3 ^( 2n — q+ 5) - ( 2n — 2)

Cq— 2̂) (q—4) -

- +

q- 3 J
5 . 3 . r . - Y (a+y*2)

2 n + i

(2n —q-f- 3)(2n—q+ 5) - (2n- '2n r
TTJ

X n fcX

. . . . __/ (« 47 -4)
(q— 2) (q— 4) - 5. 3 . 1, « 2

Hinc patet , fecundum integrale debere fieri perfette algebraicum,
independens a primo , fi elb qc= 2n + 3,  aut q> 2n + Z.

310 . Corollarium 4.
Porro ex (306. 307. §.) derivari polTunt sequentia integralia , per inte-

gralia ex (291. 289. § ) nota perfe&e determinata.
ex/f » +  yx2)q _ / q (« + y x2)q °" 2

q ■ q
, a 2 /f «+ yx 2) q -4  ,

■+ - ~ + “q—4

-j - ^ V . / ^ + yx 2) q + I

+ - -

h 2 r~ 7 ~r j * / ^
LX

+ yx 2)
/ex

I
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fi
£x/ («+ yxf25 _ fi- (q — 2n +

/an +x = -fi- _ !_ -Lia:
\j2n . « x 2n 1 2 » ^2n — 2) «z.x 2,1- z

, (q— 2n + 2) Cq— 2n4 -4) y2 ,
~ 2u(2n— 2) (2n—4)*3.x2n 4
, (q—2n+ 2)(q—2n+ 4) -(q- 2)y»~I
• 2 » ( 2ll— 2 ) - - - 4 . 2 . « n.X z } / (* + 7x2)i +2
, (q—2n+ 2)(q—2n+ 4) - (q—2)qyn fi 'exfi'«-s-yx2)4

"* 2n(2a—2)(2n—4) - 4 .2 .«" J  x
ga/O + yx^ q" 2r r, , .> n _/ / («+ ,y*2)q | g«/ («+ rxa)q'

Jex/  C* + yx ) q+ I + (q + i ; (q- i)
q(q — 2) a?-fi' (a -j-yx2) Q~ 4

+ ■ (q+ U (q— Otq —3)
q- 1 'y

1 qCq—2) - 7 . 5 . « 2 . / (* +y* 2)3 )
• Cq+ iXq — i ) (q—q) - 6 . 4 ^

4

Cq+ iXq —0 (q—3)

q(q— 2) Cq— 4} - - - 7 . 5 . 3 . «

4
q - I

+yx 2) >(q+ i ;(q—i)(q—3) - 6

(q — 2n + 3)y _ _
Z y2 n — 1~

/Tex/Qn -f yx2)q _ _ _ / ■_ _l _ |_ (c
J  X 2»» v(2n—I> x21- ‘ t - (3a- -1; (2n—3) «z. x:

4
(q— 2n+ 3) Cq— 2n+ 5)y2

4
(2n—1) (2n —3X2n—5> 3.x 2n  “5 '

.^ z^ n+lKlT 2n+ 52zjill -z £l ^ V (a+ 7^ )q+2
(2n—i)(2n—3) - 3 . 1.«".x P K }

' (2n—1,(211—3) - 3 . 1. au J v ' '
Erit autem ultimum integrale perfecte algebraicum, independens a

tertio , fi fuerit 2n ;= q+ 3 vel 2n > q + 3.

311 . Corollarium  5.

Denique ex (306. 307. §.) derivari poliunt fequentia integralia, ad
£ X

■ex (291. §.) notum relata.integralê - („ + yx ,,

r _ _ _ _ 1_i_ 1_
/ Xŷ (a + YX2)1 (q—2)^ (a + yx 2)4 2 ' (q— ^Ĵ sfi (a + yxzyi ~ '

(q—6) «V O+ yx2) 4 6
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q- 1
l . x 2. . / "(ce -f 'yx2)

+ -777 f-x x «y x\.
sr

/C ^ + Vii2)

/ ■* LX_ _ z — 1 _i _ _I5LiJ V*2n.«.\in■* 2n(2n(q+ 2n— 2) y
l -s- yx 2) q \ 2 l] .« XJn 1 211 (211- 2)x z.Xz

( '14 -2 n— 2) (q -f 2n — 4,7 2
2n(2n— 2) 2̂n—4; a3.x 2n 4 1

+ (q+ 2' —2)fq+ 2n—4''- - - (q+ 2> n~Ix _ 1_
2n(2n—2 ,2n— 4) -6 .4 . 2. y-zJ \f (a + yx2)1!-2
(q+ 211—2) 'q+ 2n—4'\- (q-f 2)qy» P  ex _
3ll ( 2U— 2j ( 2n— 4 ) - 6 . 4,2 . * n,/X \Z 0*+ yx 2j qx

3 x 3 . Problema.

Integrare exponentem differentialein  x mex (a + bx n)p, in quo  p ejl nu¬
merus integer negativus , alteruter vero , vel uter que exponens  m, n, fr altus

ita tamen, ut -- - -- aequetur alicui fraffioni ~ denominatoris  2.n 2
Solutio.

Denotante q numerum integrum positivum, ponatur p— — q;  erit
pro z —a+ bxn

ni+i

xm£x(a-fbx n)^"
xm 6X

(a+ b*n) q' in+_i
n b 11

ez (z — a) 11
zq

TT̂ j j
Quare, cum per hypothefin fit —^—, adeoque etiam —-— 1

certa frattio + ~  denominatoris 2 ; poterit quivis hujuscemodi expo¬

nens differentialis per (304. 305. §.) perfefte integrari.

313 . Problema. u
Integrare exponentem irrationalem  x m6x( a+ bxn) 2, in quo ejl --

aut numerus integer negativus , aut aliqua fraffio , pofitiva vel negativa ,

m -s- x

denominatoris  2 , quin ideo — 1
(28Z. § ).

aequetur numero integro negativo

Velumen  £ Solu-
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Solutio.

Pro z = : / (a + bx ") erit

xma (a+ bx n)1 — —^ f7- . z u+ I ez (z2— a) ” ' 1
n b n

Cum jam u fit numerus integer , pofitivus vel negativus , et —

adeoque etiam — — i vel numerus integer negativus , vel aliqua

fractio + — denominatoris 2 ; poterit hic exponens omni cafu per

(3°8- -Zir . § .) perfefte integrari.

314 . Problema.
_ —
integrare exponentem differentialem  x m£x(a-|-bxn) t* pro quacunque fra-

&i° ne — denominatoris /£>2 , modo fonumerus integer negati-
m + 1 1 u

fus,  aut — -j ——■ numerus integer pofitivus.

Solutio.

I. Pro zt= ^‘(a+ bxn) fiet
, , , , -2 - u tnir _ T

xm£x(a+ bxn) /* . z u+ m- i.£z (z '“— a” .
nb “E~

jt D ._ l'*/ ^a + bx nII. Pro z — ,/ -eritV xrl
mtr  11

x™£x(a+ bxn)~^ — n + ^ _^ n ruti u
(z^ — b) “ + I* +1

lam vero u, ,n fiunt numeri integri per bypothefin : fi ergo fit ——
numerus integer negativus ; poterit integratio , adhibita prima transfor¬

matione , per (285. § .) perfici ; fi autem fit —tl -L- JL  numerus in-
n 1 p

teger poutivus ; poterit ea per (285. § .) perfici , adhibita fecunda trans¬
formatione.

315 . Pro-
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315 . Problema.
Definire conditiones, quae exponentem dijfierentialem£ y “ xm£ x (a

+ bxn)P reddant perfeile integrabilem.
Solutio.

1. Omni cafu, feu fit ey funftio rationalis, feu alia quaecunquc
funftio , modo fit numerus integer pofitivus, vel + p nu¬

merus integer negativus, poterit datas exponens per praecepta 4ti capitis
perfetle integrari.

2.  Si nulla harum conditionum ( 1) adiit, attendatur ad exponentem p.
Exiftente p numero integro politivo, poterit integrale completum per
(250. §.) determinari: fi autem fit p numerus integer negativus, unico
cafu poterit datus exponens integrari, nimirum per (312. §.) , fi fuerit

aliqua fraftio denominaturis 2.11 1
3. Sivero , abfentibus his omnibus conditionibus' (1) (£ ) , fit p nu¬

merus fraftus — denominaturis p — 2, vel w> 2 : cafu primo aut per¬

tinebit datus exponens differentialis ad formulas, quarum integralia in
(299 - 311. §.) funt expofita, aut tunc folum erit is perfecte integra-

vel numerus, integer negativus, vel aliqua fraftio,bilis, fi fuerit

pofitiva aut negativa, denominaturis 2. (313. §.) •’ cafu autem altero non

exponens

integer pofitivus,integer negativus,

316 . Corollarium.
Si fuerit integrandus exponens differentialis formae sy ~ xr£x (ax*

-fbx v)k; fiat gyr= xr+uk .sx (a-|-bx v ujk, vel ry ;= xr+v\sx (ax 11 v
4- n)k, tum invelligetur per (3IZ- §-) , utrum, et qua methodo is fit per¬
fecte integrabiiis.

Scholion.
Omnes exponentes differentiales, quorum integrationem in praefenti

capite expoluinus, ita funt comparati, ut illorum integratio ad pauca
S 2 praecepta
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praecepta generalia pofiit revocari: omnes fane, ut videbimus in fequenti
capite , formam exponentium rationalium poffunt induere , eo,pie ipfo reddi
integrabiles. Verum, cum haec integrandi methodus in adplicatione cal¬
culi integralis fit faepenumero admodum molefta: cumque hi ipfi exponen¬
tes irrationales frequentiffime ingrediantur in disquifitiones analyticas; et
demum innumeri alii exponentes irrationales ad illos fummo calculi compen¬
dio poflint revocari: operae pretium erat , completa illorum integrafia di¬
ligentius, quam folet fieri, evolvere, aliamque fimpliciorem methodum
integrandi ei , quae pro trinomiis irrationalibus a doftoribus calculi inte¬
gralis palfim praecipitur, fubftituere. Artificia, quibus exponentes irra¬
tionales poffunt reddi integrabiles, quin transformatione in rationales opus
fit , ufu et affidua exercitatione optime difcuntur; praecipua tamen ad bina
fequentia capita poffunt revocari,

T. Multi exponentes irrationales, qui non videntur effe integrabiles,
fola multiplicatione, divifione, aut radicis extraftione redduntur integrabi¬
les : quaenam harum operationum inftitui debeat, ex comparatione
formae, fub qua exponens integrandus proponitur , cum formis illorum
exponentium, quorum integratio nota eft, oportebit determinare,

II. Palmare artificium, quo etiam in antecedentibus faepius jam ufi
fumus, confiftit in introdu&ione novae variabilis, quae, pro diversitate ex¬
ponentium integrandorum, jam toti fundliont figno radicali fubllanti,
jam certae ejus parti , aut alteri cuipiam funftioni folet aequari. Ceterum,
denuo moneo tyrones , ut , dum formam exponentis integrandi attente
expendunt , formas quoque exponentium differentialium, de quorum inte¬
gratione fuperius eff aftum , praeceptaque calculi dififerentialis perpetuo
prae oculis habeant. Sub hi« conditionibus eveniet lane faepenumero,
ut certae funftiones pro variabilibus fponte fe offerant.

Sc ho Ifo n 2.
Quodfi autem nullum artificium in poteftate habeatur, quo datus expo¬

nens irrationalis ita poliit transformari, ut fecundum praecedentia princi¬
pia fiat, retenta irrarionalitate, integrabitis; tentetur transformatio per
fublationem irrationalitatis. Multi profecto occurrent exponentes , qui,
licet ii nullo modo integrabiles effe videantur, fi per fubffitutionem novae
alicujus variabilis ab omni irrationalitate liberentur , fiant eo ipfo per-

fefte
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fefte integrabiles . Conflat praeterea , quemvis pofiibilem exponentem
differentialem formae rationalis per praecepta Hti capitis perfecte pofle
integrari , modo concedatur resolutio cujuslibtt funrtionis integrae et ra¬
tionalis in fuos faftores fimplices : eo circa optandum efict , ut extaret
aliqua generalis methodus omnibus exponentibus irrationalibus formam
rationalium tribuendi , quam tamen penitus ignoramus , Quamobrem ex¬
pendemus in sequenti capite peculiares aliquot , latiflime patentes , for¬
mas exponentium irrationalium , artificiaque docebimus , quibus ii ab ir-
rationalitate liberari pofiunt : tum subjungemus methodum in desperatis
cafibus , quales in adplicatione calculi integrafis fere perpetuo fe offerunt,
adproximandi ad integralia exponentium , quorum perfetta integratio nulla
via poteft impetrari.

s 3 CAPUT.
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CAPUT YL
D E

INTEGRATIONE exponentium transcenden¬
tium ; transformatione exponentium

IRRATIONALIUM IN RATIONALES ; IN-

tegrationeqjje per series.

317 . Theorema.
/3jfiuntis fignis/Y e x; *JYsxv=Je  x/Ye x ; 3/Y £xt= /ex1/Yex ; ei
gnvratim  Y «x~ fs  x n~y Y s x; erit pro duabus quibuscunque functio¬
nibus  Z , Y variabilis abfolutae  x.

- “ Z/Y £x-

/ZYsx:

£_Z
£X

£ X

Deinonllratio.

1. Pro quolibet indice n integralis *yYex erit per (257. § .).

C+i » +ifn7 nt ' /C -
=± £-^ ^ sx t _i ^ 7y LX.

2. Cum igitur fit / Z Y e x= Z/Y £x —f e Z/Y £x (257. § . ) ; erit per
(i ) pro fignis in theoremate aflumtis

/ Z Y £X= Z/ Y£x — — 7 y  6x + yvfcX ex:

=z/Y -J±Zfi ex~

= *a « -£X J

porro.
Zi 3. Co-
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Z18- Corollarium r.
Pro Z “ y et Y— x" obtinebitur per(3ij . %■) fequens notifiima feries

Benwulliana,  cujus ope integrale cujusvis exponentis diiferentialis y a
per exponentes ey , s y , ey 9 etc . rationum differentialium funtuoms y
commode poflet determinari, nifi ea id vitii haberet , quod, fi y non fit
funftio integra rationalis, in infinitum excurrat.

Jy £xccxy
L

x2g y 1
2 . e  x * 2 . 3 . ex 2.

3
x4.ey

2 . 3 .4 . gx3
etc.

319 . Corollarium 2.
Pro <p— kx efi s (p= kxtx . Ik ( 112. §.) : igitur debet efie yk xex]<X

= (239. cqr . §.) . Quamobrem, polito Y = ax,erit in (317. §-) / Ye x

s x : ax 3/̂ - ax
: - ; / Ysx — 7- r ; et fic porro. Pro qualibet(iaj 4 (i ^

funftione Z variabilis abfolutae x erit ergo per (317. §>).

■i Ty
Z

ex: r+
a x g Z axe Z.Z ax a x aZ_ _ _

ia (la)2£X P\ la)36Xa (la)4sx3
etc.

320 . Corollarium 3»
Series haec (319. §.) abrumpetur, fi aliquis exponentium dilFeren-

2 3 4
tialium aZ , eZ , sZ , eZ,  etc . fuerit aequalis nihilo, quo cafu dabit
ilia integrale completum exponentis diiferentialis Zaxsx : exponens hic
erit ergo per (319. g.) perfecte integrabiiis, quoties fuerit. Z aliqua fun¬
ftio integra rationalis variabilis abfolutae x.

321 . Corollarium 4.
Pro Z~ x n obtinebitur ex (320. §.) fequens feries, quae, nifi fit n

numerus integer pofitivus, in infinitum excurret , abrumpetur autem, com-
pletumque dabit integrale exponentis diiferentialis axxnex , quoties fuerit
n numerus integer pofitivus.

fi  x“e x = ax f +\ . la (ia) '
n (n— i )xn z

(1a) :
n (n — 1) (n-

(la ) 3
■2) x n ~ 3 V. ) +c

322 . Co^
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Z22 . Corollarium 5.

Exponens negativus 11= — 1 dabit in ( 321. § ) fequens integrale,
pro quo finita exprefuo ignoratur.

ra ^ x _ , x r I ■_ Lxii _ 4 . Lli4 . etcU C

323 . Corollarium  6.
Cum ubique logarithmi naturales fubintelligantur, abibunt praece¬

dentes feries (319. 321. 322. §.) , pro bafr a— e logaritbmorum natura,
lium , in fequentes.

exeZ i ex eZ exeZ
£Xa

etc./Zexext= Zex —— -j-J e x 1

yx"exex“ ex (x n— nx n- I+ n(n — i )xn" z'—n(n—l )(n—2)xn_,+ etc.) + C.

y - lii = e«( i + i +  Uf + !_ ^ + L̂ l +  e,,) +  c.
324 . Theorema.

AJfumtis/ ignis/Yex ; o= J ^ Jy e x ; 1]/y ex==/ ^ .7 sx »
mr Pex 11r
JYkXZ = JYex,  et ita porro; item  eZ —Aex ; e.Ax ~ Bsx;

£ .B  x— Cex, et / c porro: erit pro quibuslibet duabus/ unitionibus  Z , Y
variabilis ab/olutae  x.

fzYext =z

2= ZJyex —AxJybx -f Bx Jysx —Cx jYex + etc.
D em 011 ft r a t i 0.

1. Per ( 257. §.) erit generatim pro quocunque indice N integralis
N f
JYex.

±f ^ ex N/Yex  s=  ± / MXxgX ^/y ex =

e±Mx / ^ L ^ gxqry ^ .MxZ -^ - ^ ex^
. N+1/ ° N+1/’

t= + Mx. yYex + yg .Mx. yY«

S=± Mx N+7Yex + /pex " 7 ' ex
pofito s .Mx =̂ Pex.

x
ex:

2. Qua-
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\

2. Qaare , cum fit / ZY ^ xt = Z_/Yex — Z,/Yex (257. §-) —
Z/Yex —/A ex/Yex;  erit quoque pro lignis in theoremate afluentis
per ( 1)

x —Ax ]/y  ex +Jb  ex . ]/y e x £=

= : zJy  e  x — A x lJ\ r e  x+ Bx . UJy  ex —Jc*  x ^Jy  e  x=

s= z/ysx —AxlfYsx+  Bx^ x —^ “yYex +yDex 11̂ x= J

=̂ zJybx —Ax /̂Yex + Bx Jysx .—Cx ^ Yex + etc.
325 . Corollarium  T.

Pro Zt= (lx)n erit in ( 324. §.) eZs= n( !x)n" 1.^ -; Axr= n (lx)"” 1;

«.Ax = n (n—i ) (Ix)n“ 2.^ -= Bex ; s .Bx= n (n- l ) (n—2)(lx)n“3. -^ ;
et fic porro per (104. 110. §.) : pro his valoribus in ( 324. §.) fubftitutis
obtinebitur sequens formula

Jy (lx3 n sxt= (lx)n̂ Ye X—n (Ix)n“ 1.1/y  e  x
^ K r  III/’

4 -n ( n— i ) ( lx) n“ 2 . jYex — n ( n— i ) ( n— 2 ) ( lx) n“ 3. JYex.

+ n(n—i )(n—2)(n—3)(lx)n_4■ IA r«x —etc.
Quodli ergo fuerit n numerus integer pofitivus» abrumpetur haec

feries : et ideo, fi praeterea exponentes dilferentiales ^/y «x,^ 1Jy  ex,

^ 11/y ex, — ^IfYex,  etc . <324. §.) fuerint perfe&e integrabiles, dabit
illa completum integrale exponentis differentialis Y(lx)"ex.

326 . Corollarium 2.

y- xm+i \f Xm+x II/’
7ex ^ m + i 5 V 7ex

= —et  ita porro : ob (325. §.) obtinebimus pro his valoribus
fequens integrale, conflans terminis numero finitis, fi n eft numerus in¬
teger pofitivus.

f 1 _ ( _CLxi!_ - nCn-oa ,x)r:
jx (IX) ^ m+ T (m+ i) 2 ^ (m + O3

n(n_i Xn _2Xlx )^ +etc> ^ xra+I+ c<(m+ 0 4
Ftkmat L 327. Co-
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327 . Corol larium  3.
Series haec (326. §,) valorem infinitum obtinebit» li fiat mr =— 1,

/ (1  X̂-- L X. Verum conftat effe

nx ^ +* (ix)n
•— - X (104. lio , §.) : debet ergo effe per (239. §.).

/w sil = = wp_ +c ,J  x n+ 1 1

328 . Corollarium  4.
Exponens 1 in (326. §.) dabit fequens integrale.

/ \ \ m 6 X _ f  I , 1 . 1 . 2

‘ J ix ~ V ( '*+ i ) lx * (m+ O Ĉlx)2”* (m+ i )3(lx)J
1 . 2 . 3

(m -f 1;
_I T. 2—3- 4-1 xm+I + C.

Hinc pro mtzro fiet.

_ _ 1. 2 , 1. 2,3 . 1 2 . 3 .4 1 etc.>
Ax ^ lx ^ (Jx)2^ ( lxyi3 * C^ x>4 (ix / * J

329 , Corollarium 5.

x + C.

Pro Z ~ x"1+* et Y=
mulam integralem.
r xm6,x _ / 1

invenies per (324. §.) feqoentem for-

m+ 1
,(n— iXlx / 1- 1

4 . tm+ Oa_ ._ tm -t-ir _ . etc,
' (*- i>i.u-2)(n-z) (Ix/ “ 3 ' (n - i)(n-2Xn-3Xn-4)( lxJn 4

" (n—l ) (n— 2) ( lx) u’
(m+ l)3

1_ (m+ i ) »- 1_/
~ (n- i) ^n- 2) (n- 3) - 3 . 2 . 1/

xm sx
lx

-?t

Verum ignoramus artificium, quo exponens differentialis ——
ad perfe&am integrationem recipiendam difponi queat.

330 . Problema.

Integrari exponentem differentiatem ^ + 1̂ 00 ^ )° *

Sol u-
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, Solutio.

€tp.Sintpm Sin (Pm“ I.£ Cof <p
(a + bCoftpj'1 (a + bCof<p)« ‘

Pro a + b Cofips= x fiet

Cof (p= : ^ ~ ; Sin (p= -g- / <V — a2+ 2ax — x2) ; eCofipi=: ~ ;
pro his valoribus transformabitur datus exponens in

e ^ Sintp™ _ I sxy^fb 2— a2+2ax - -̂x 2)»>̂ E
(a + bCof<p)n b m x n 1

Hinc evidenter patet , omnem ejusmodi exponentem differentialem
per praecepta 4ti , aut ; ti capitis perfefte eiTe integrabilem , modo fint
m , n numeri integri.

331 . Corollarium 1.
Pro a“ b in (330. §.) habebitur fequens formula differentialis

x — a + aCoftp “ a ( i + Co ftp)
s(pSin (Pm 6 (pSin (bm 1 ^

(a+ a Cof <f>Ju—  a“( 1+ Cof P) " “ a» * x * .ex/ (2a — x)™- «
Quare erunt omnes exponentes differentiales hujus formae per prae¬

cepta 4ti aut 5ti capitis perfefte integrabiles , fi pro numero integro m
fuerit n numerus integer , aut fraftus denominaturis 2.

332 . Corollarium 2-
Pro mrro et n:= i in (330. § .) determinabis per ( 230. § .) fequentia

integralia ( I ) (II ) : et fi praeterea fit a — b, obtinebis fequens inte-
grale (III) .

5i eft a> b
I

r s<p
'%)  a+ b Coa+ b Coftp -f (a 2—b2}

Si eft a < b.

n 1j  a-

1 ^ Arc Cor j >+ 5-C“r«'bCoftp + a 4 - C.

a+ b Coftp
— c

111 ■Si

/ (b2—a 2) ^ a + bCoftp
Si eft a " b.

e (? _ / (I — Coftp ) _ I

, / "b+ a Coftp+ Sintp . (b2—a2)"̂
V. a + bCof (p J'

Si eft a " b.

a+ a Coftp ~ a/ (1+ Coftp) ~ a TaDg
T 2 Eo
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Eo autem determinato cafu , quo fuerit m = n — i In (ZZ2.§.) , fiet

™Ji£rch=c- ir '(>+bC°!v-
333 . Corollarium 3.

Et pro m:= o , ns= 2 in (330. §.) elicies inde per (290. 294.5. IV.)
fequentia notata digna integralia.

Si eft a > b.

fx(a + bColip ^ —

=c _ cor - i + igf ! - .(a2—b2) (a+ bCoftp) ' / (a2— b 2) 1J
Si eft a ■< b

*<Pb. f-
=c+

(a+ bCoftp) 2
b Sin <p _ a_ ^Xb+ aCoftp+ Sintp.'/' (h2-n2)'\

2—a 2*)1 v a + bColiiup y(b2—a 2Xa+ bCol'<j?) \[ (b 2-

334 . Corollarium 5.
Eadem prorfus operatione , qua in refolutione problematis praece¬

dentis fumus uti» obtinebitur fequens transformatio.
x‘:= a -f b Cof Cp.

*<pCof (Pm 1 fx — a)me x
(a+ bCoftp ) '11 b m x n^ (h2— a2+ 2ax — x 2)

Atque hinc fit perspicuum » exponentes differentiales hujus formae
fecundum principia quinti capitis perfefte integrabiles futuros , fi m fit
numerus integer pofitivos , et n numerus quiscunque integer , pofitivus
aut negativus . >■

335 . Corollarium . 6.
Abibit autem haec formula (334 § } pro an =b in sequentem.

xr = a -t- aCof (p= ra ( 1— Cof<p) .
£(pCoftym _ 1 (x — a)me<

(a-faCof ®) 11~ a “ ' ~ 2n+r
x *• V*(2a — x)

Unde patet » pro quibus numeris m, n, quave determinata methodo ex¬
ponens hic differentialis perfefte eft integrabilis : nimirum per praecepta
quarti vel quinti capitis , fi m eft numerus integer pofitivus » et n aut nu¬

merus
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merus integer , pofitlvus vel negativus , aut aequalis alicui fraftioni + — ,

quo 2n fiat numerus Integerr quodfi autem fit aut quaecunque

alia ejusmodi , pofitiva tamen , fraflio cum hoc cafu fimus
habituri

x—a

aut

vel

(x — a)x __
^ (2a — x) (— 2az +3ax — x 2̂) ’

Cx— a)” 2 _ _ r _ _
/ (2a— x; — 2a z+ 3ax — x2) r

2 r - r
(x — a) 2 C*- a)r
/ ”(2a — x) — 2a2-j- 3ax — x2) 9

erit datus exponens per theoriam trinomiorum quinti capitis perfefte inte-
v 2 n4*i “"f- v 4*r

gradilis , modo fit n aliqua frattio , ut — - — = = -̂ - fit nu¬
merus integer.

3 36 . CoroUarlum  7.
- Similes exprefllones algebraicae invenientur pro exponentibus diffe»

,.L e (p Cof (pm e <pSin<Pm „ . . ^ _ eSinip
rentiahbus ■ , , -7- ■ : fi nimirum fiat —r tum(.a+ bhin <pj a (a -t-bSin Lol P

a -s-bSin <p= x ;
. . e <P Cof (pm r ex ^ (b2—a 2 -f2ax — x 2)1" -1

*ri ' (a + d Sin (p) '1 b m
e (PSin <pm 1 (x-II.

(a+ bvSin<p)u
Adeoque etiam polito a = b.

r
bm

x“
-a)me x

x“/ (b2— az+2ax — x2)

a -fa Sin cp— x.
HI . g <Pr of ^ ”

Qa-f-a Sin<$>j a

IV. r*  eS'>>(pm x
J  v.a+a Sin q/j 11 a "*” '

Cx-

' . exy ^(2a—x)m~ T.

-a)me x2n+*
x 2 \/ ^(2a — x)

Quapropter pendebit Integratio horum exponentium di fierent lallum
a |̂* eor â duorum capitum praecedentium.

T 3 337. Co-
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337 . Corollarium 8-

Pro a— 0 , et bt = i derivabis ex (336. § . I ) fequentes exponentes
differentiales , prout nimirum utrumque exponentem , m , n , aut" alter¬
utrum duntaxat , cum proprio , vel contrario ( — ) ligno fumferis , vel
etiam m = o , aut n“ o posueris . Patet autem , omnes hos exponentes,
hac ratione transformatos , fecundum praecedentia principia , ea praecipue,
quae in capite quinto funt expolita , commodMme polle integrari.

x — Sinip ; \f ( i — x2)t = Cofip.
r *etpCof <Pm _ex/ ( i — x1) 111" 1

/ ' etpSinCP 11_ x nex _
UV Cof (pm — / ( i —x *) m+* *
ttt r

ySin (p ' CofCpm x ” / ( i —-x2; “ +* *

IV .yTtp Sin <pn Cof<pmE=;xns x / ■( !—x2)®- *
v  P  fi <P _ exJ sSin (pn x n^ ( i— xz)

VI f -ce <P £  X

Cof <pm / (1 — x2;m+ i

VII

VIII.J 5<PCofPw— xx^-(i
338 - Problema.

Integrare exponentes differentiales formulis generalibus £9? °*®-,
s (a + bTang<p/’

« (pTang <pm . -— .comprebenjos.
(a+ bTang

Solutio.

Cum fit e<p= a2~ ! ^ (119. §.) ; erit
etpCot (pm Cot (pm.eTa ng (p

(a+ b Tang (ss)" Sec tp2(a + bTang <p)a
e Tangff 111 _Tang (pm. e Tangff

(a+ bTangP)" Sec ($z(a + bTang<|>)n
Pro
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Pro xr= a+ bTang (p , hinc

Tangf — Cot <P — “ 7 ^ «Tang p = ; et
_ a2-fb 2—2ax -j- x2, . . .
Sec <p2= ; - ^ - erit igitur

_s _̂ Cot ^ _ __ bnJ+ r_tx_
(a-fb Tang (p)a *x n(x— a)m(az+b 2—2ax + x2)
6<|>Tang<pm _ I (x—a)m£X ______

(a + t>Xang Cp;n b m_ I x"Ca24- b2— 2ax + x2)
Omnes hujuscemodi exponentes differentiales erunt igitur pro qui¬

buslibet numeris integris m, n per praecepta quarti capitis perfe&e in-
tegrabiles.

Scholion.

Methodus, quam pro integratione exponentium differentialium trigo-
nometricorum praefcripfi, in eo confiftit, ut per congruas fubftitutiones
datis exponentibus forma exponentium differentialium algebraicorum tribua¬
tur : quare cum haec transformatio femper fuccedat, cumque integrationem
exponentium differentialium algebraicorum in praecedentibus capitibus
ita pertra&averim, ut ea in quibuslibet cafibus commodiffime poffit per¬
fici, non eft, curalia methodus integrandi exponentes differentiales trigo-
nometricos delideretur. Subjungam modo problema generale , ut ex ejus
refolutione eluceat, quinam exponentes differentiales trigonometrici hac
methodo poffint reddi integrabiles.

339 . Problema.
Integrare exponentem differentialem XeP, in quo praeter exponentem

dfferentialemep arcus P certae hujus arcus functiones trigonometicae, ut
funt  Sin<£>, Cofcp, Tanglp, Cot <p, Sinv(p,Cofv p,  Sec p,  Cofecp , et fors
variae harum funCtionum potentiae, quomodocunque inter Je et cum quantita¬
tibus conjlantibus connexae, contineantur.

Solutio.
I. Loco e p  fubftituatur in dato exponente differentia!! X ep aliquis

valorum in (119*§•) determinatorum, qui videlicet ad transformationis
fimplicitatem plurimum conferre vifus fuerit: introducetur eo ipfo loco £
aliquis exponentium differentialium eSinlp, eCofp, «Tanglp , etc.

2. Ea
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2 - Ea ipfajam funftio trigonometrica arens tp , nimirnm Sintp , vel
Cof Q,  aut Tangtp, etc. , cujus exponens differentialis locox ^ introduflus
fuerit (i) , confideretur inftar quantitatis variabilis x , aut fumma vel dif¬
ferentia ejusdem funbionis et certae quantitatis conflantis, e. gr. a+ bSin<p,
fi quam datus exponens differentialis Xs (f> complebitur , ponatur varia¬
bili x aequalis, prout illud aut hoc aptius vifum fuerit ; deinde expriman¬
tur per variabilem x omnes reliquae funbiones trigonometricae arcus $
fecundum principia in (5. §. I . Schol.) adduba.

3. Hac ratione reducetur integratio dati exponentis differentialis trl-
gonometrici XeQ  ad integrationem certi exponentis Zsx formae alge-
braicae, quae fecundum principia superius expofita perfipiatur.

340 . Corollarium.
Si datus exponens differentialisX e praeter exponentem differentia-

lem g<p arcus (p complebatur funbiones arcus m<p,puta Sinm ^>, Cofmip,
Tang mP , etc., cum fit exponens differentialis g.m<J>= aig<p; fubftituatur

loco e (p, deinde peragantur reliqua, ut fupra.m
Exempla.

Sit ey —etp .Sinm ^ . Cofmip";

erit gy = — gmip. Sinmip . Cofm^ n:

— — — «Cofmip.Cofm(pn (nz .§ ) :
„ Cofm(p n+1

igitur y— c 5TCn + "i~ *
gP

Sit *y— Corm (pa »

erit gy = — • p '<m"̂ ii>^ nc  ? er ( ^9 - §-)J m Lot m(pu

cSrŝ - T^ ^ pr s *'
341 . Problema.

Integrart exponinUs diffmntialts  fpng<p.Sincp, $ne(p.Cof<p.

Solu*



CAPUT VI

1. PonaturZ= $>n; erit eZ — n <pa- IE^ , e Zs = n(ni ) <£«*"*.s<p;
sZ = n(n— l ) (n— 2^<p""3.Eip3» etc.

2. Porro eit/e (p. Sin<p:= —/sCo £(f>(i 15i§.) £= —Cofip; •etJety.Coty
=/sSin <p ( nz . § .) ^=’Sin<p.

Z. Quod fi ergo ponatur Y = Siu ^ , aut Y = Cof<p; obtinebuntur ex
(Z17 . §.) fequentia integralia.

J$ as <P . Sin <p=r C— <£>“Cofip + n Sin + n (n — * “ 2 Cof<|)
— n( n—i )(n—2)^>n- JSin<p—n(n— i )(n—2) (n—B)<pa~4Cof<p
+ . - -

Jq> n E$ .Cof <p = c + tpn Sin <p -f n.tp" Cof $ —n (n— 1) <pn“ *Sin <p
— n (n—l ) (n—2) Cof<p

Patet , ita alternare ligna H- , ut poft quosvis binos terminos con¬
tiguos pofitivos fequantur bini contigui negativi , et viciilim. Porro cla¬
rum eft, feries has eo folo cafu pofie abrumpi, fi n eft numerus integer
pofitivus.

342 . Problema.

Datis integralibus /e r Pe <p. SinCof <p m" 2, /e t(Ps<p . Cof<pra Sin<Pn- 2,
pro bafi e logarithmorum naturalium, invenire integrate /e r|p£^.Sin(pllCof(pra.

So 1 uti 0.

r. Ob e . f er<P= er<?etp (113 . § .) ; debet effe integraIe/e riP£̂ t= ^er|P
(239. §.).

2. Hinc ( 1) per (257.H.) elicies sequentem expreffionetn quaefiti in-
tegralis.

/e r4>e (f>. Sin<p Cof <Pmt=z

= p- erPSin<pnCof<pra— -i/e r̂ (p( nCof(pm+ISin$>n- 1—mSin (pn+ICof^m- *) -

3. Si porro partem alteram hujus aequationis refolvas per (257. §.) ,
affumto integrali (1), tum pofito 1 *-  Sin<f>s t= Cof(p2 et X— Cof<p2:= Sin<p2f
obtinebis

/e '»4 V
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J &P f!p .Sin <pnCof<Pmt= -i - e^ Simp 11 Cof (pm

— -^- er?)^nCof <P,n+ISin (pn’“1—m Sin <Ptt+ 1Cof (pm_ I ^

4- (m(m—i)Sin<pnCof<pm-2-f-n(n—i)Cof<pmSin Pn--
(n2+ m 2+ 2 m n) Sin Cof <f m ^ *

Quapropter debet efle

Je ' P eiP. Sin lp° Cof<pm —
_e r P(rSin<P"Cof <Pm+ m Sin (pn+1 Cof <pm~ 1— n Cof <£m +1 Sin<p«- *)

r2-f tnz■+■ n 2+ 2 mn .

+ m (m —
r2+ m 2+ n 2+ 2 m n'je T P  e<f*. Sin (pn CoC(pm " 5

4 - nf4 -VT-/e r P kip Cofipw Sin<p°

343 . Corollarium 1.
Pro nr = o , m;= o , aut nt= o , m — 1, vel m ^ o , NL- r , obtinebis

ex (342, §.) fequentia integralia

I.JetQeQ ^ — etQ+ C.

JLfit * . CofV= ^ ^ ^ + C.

m .fe '9  e<p . Sin (p—, e^ ( r S.n P - Coftp) c

344 . Corollarium  2.
Si ponas m — 0 , invenies per (342. §.) fequentem formulam , cujua

ope poterit integrari exponens differentialis er9 e(p . Sin (p* pro quolibet
numero integro politivo k.

f ^ e(P Sin<V"= erf în <pn n Coftp Sin(pn“"*)
^ T T r 2+ n 2

345 - Co-
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345 . Corollari um 3.
Si vero fiat nt= o in (342. § .) , obtinebitur feqnens formula, ex

qua integrale exponentis differentialis er?>e$>. Cof<pm pro quolibet numero
integro et pofidvo k poterit derivari.

e!<p(r Cof <Pm-f -m Sin <p Cof (Pm" ?). « -

£^ Cof<pm
1 r ~+ m

346 . Corollarium 4,
Pro tn— r, vel nr=:i in (342. § .) reperientur fequentes formulae,

ope quarum integrari poterunt exponentes differentialeser?s <p Cof(pSitupk,
erPe(pSin $>Cofcpk pro quolibet numero integro et pofitivo k.

I.Je r<PE<p . Cof<PSin <p"= 3
_ erP (f CoC<P Sin<p"— nCofcp2Sin<PnIj + Sin_<Pn̂ 0

' ' rz+ n 2+ 2 n+ I

-1- — C? £<p. Cof<p Sin Cpn~ *.
~ r2+n a+an + r / Y Y Y

. Sin <pCof = =
_ erE(rSin lp Cof(pm-f m Sin Cof®m~ Cof +«)

r2,+ m 2+ 2 m+ 1

J - _ /e r?>e(p . Sin(p Cof^ 11“ 2
~ r2+ m 2+ 2 m+ x J

347 . Corollarium  5.
Cum fit Sin <p2— 1 — Cof<p2, et Cof<?>2:= 1— Sintp2; poterit quod¬

libet produftum Sin <pu Cof (f>Y explicari per feriem formae Cof <p'
+ ACof (pv+ 2+ BCof (pv+4 4- P Cof<£,1'+u» vel per feriem aliquam
formae Sin Cof(J>v+ A Sin<pCoftpv+2 + B Sin tp Cof(pv+4 -> - - - - -
+ PSintp Cof(pv+ u_ 1, prout fuerit u numerus par vel impar: aut per
feriem formae Sin <pu4-ASin <pu+2 4' BSin £f’u+4 + - - - -f -PSin <p,1+'',
vel Cof (f>Sin (pu+ ACof (pSin (pu+2 + . + PCof £pSin (pu+ *’~ l.
Licebit ergo exponentem differentialem er? e<pSin (puCof<Z>v pro quibus¬
libet numeris integris et pofitivis u, v per (346. 345. 344. §.) perfe&e in¬
tegrare.

U * Z48 - Pro*
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348 . Problema*
Dato integrati/Xex , invenire integraiia /XexArcSiax /̂XexArcCofx,

/XexArcTangx.
Solutio*

Per (257. 120. 122. § .) invenies fequentes expreffiones pro integra-
libus * quae defiderantur*

I.Jke  x Arc Sinx£=Arc Sin x/X ex—f -Tr——̂ 'v( l—x )

II . JXexA rc Cofxs =: Arc Cofx/X ^ y

lll . /̂xe x Arc Tang x e=  Arc Tang x/X ex — '"

Quare * fi generatim integrale / Xex fuerit funftio algebraica va¬
riabilis x , pendebunt haec integraiia ab integratione exponentium diffe-
rentialium algebraicorutn » de qua fuperius traftavimus*

349 . Problema.
Invenire funStionem rationalem variabilis  z aequalem exponenti differen¬

tiati Xex,  in quo functio irrationalis \f (o -(-b x + . cx2) eum variabili  x
ejusdemque funStiombus rationalibus quoquo modo connexa contineatur.

S o i u 110.

Praestabitur id , fi in dato exponente disterentia!! Xsx loco x , ex,
^/Ca + bx 4^cx 2) fequentes vaiores substituantur.

I. Pro pofitivo coefficiente quadrati x2.
/—/■ 1 i_ , . .. bz -{- fa + z2' ffc 7? — a

v b + 2z / c b + 2z/ c
. .. . 2(bz -j- (a -f- z2)f  c) sz s . s , , v t

—C bT azVO 2 * pro z := x / c +/( a+ bx + cx  >

II. Pro negativo coefficiente quadratix2.
/r v tu . ..z>_ z /( b2 +4ac ) . .. bCl -fz 2) + (r — z 1)/ (b2+ 4 a0.VCM-bx- c* - -r c(t+ il)

_ — 2zezf (V -f 4ac> 2/c/ (a+ bx — cx2>
c î+ z2;2 2 pro z . ^ (b*4. 4ai.) _ b+ acx

350 . Co-
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V

350 , Corollarium 1.
Si datas exponens differentialis,’Xex solam fun&ionem irrationa¬

lem / (a + cx 2) , quomodocunque cum variabili x et ejus functionibus
rationalibus connexam, comple&atur ; valores, pro quibus, loco x , ex,
yf(a + cx2) fubftitutis, ille formam rationalem induet, erunt , ob (349-§•)
pro b= 0, sequentes.

I. Pro coefficiente pofitivo quadrati x2.

V̂ Ca+ cx2) z2+ i

ex:

2 z
(z2+ a ) ez *

2Z 2 / C

1 2 z/C ’

pro z ^ x ^ c-f v̂ (a+ cx 2}.

II . Pro coefficiente negativo quadrati x 2.
2z/a  _ (k — z 2)y^a

yf  C*— cx2):

S  X

I + Z 2 '

— 4z £z/a
=fT + ^ vV Pr° Z:

(1 + z2) / c
, \f (~a —cx2)
' \f  a + x ^ c

351 . Corollarium  2.
Per (350. §.) determinari poliunt sequentia memorabilia integralia.

Polito z = x + ^ (« + x2).

J ( x + / (.«■+ x 2 )) n e X

+ -f^ n“ 2{Z=
7n 4- *

+

.(X+V ^ + X2)) n+ ’+
2 (n -f 1) r 2 ( n — I)

« (x -f/fe -fx 2)) n~ 2
2 (n — 1>2(n + i)

Unde pro n = — 1 obtinetur per (246. §.)

*£ + / (« + x2) =l :I(x+ ^ Ca  + x2)) — 4 (x + / («-l-x2)> +C *

*7(ex+ c/ (a + x2)) (x+ / '(* + x2))" ex —

— 4 Ce + 0^ n+Iez -s- —Jz n~ zez -\ -— (c — e} v/z "" I £Z nr2 4
(e-j-c) (x-f-/ -(a:-fx 2)) n+2 «c (x -f-/ "(a-f-x2))® , a^ c-e f̂x/ ' fa-f xz))n“2 —

4 Cn+ 2 } 2 n 4 (n—2)

U 3 Hinc
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Hinc alitem pro np = o fit per (246 , §.)

J (e\ -f cf (x + x*)) £x ~

s = z (e + c ) ( x + / (« + X2;, 2 + ^ l ( x + / (« + x 2;) 8 (x + / i* + x2)j 2

352 . Problema.
Exponentem dfferentialem  Xsx , complectentem funCtionem irrationa¬

lem  y ^(a + /3x + vx 2) quacunque ratione connexam cum variabili  x , et ejus
functionibus rationalibus , per refolutionem trinomii « + / 3x + yx 2 in fuos
factores ftmplices, convertere in rationalem.

Solutio.
Duo cafus funt hic diftinguendi : fa&ores enim trinomii a + ^ x + yx*

debent sfie ambo reales , aut ambo imaginarii ( 171. § .).
I. Pro faftoribus realibus.

Faftores reales trinomii « + /Zx + yx 2 fint generatim a + bx , et
f + gx. Valores , qui loco x, e x , et f (jx + /3  x + y x2) ~ ^ (a+ bx ) (f+ gx),
in dato exponente differentiali Xsx debebunt fubftitui , ut is formam ra¬
tionalem obtineat , funt ' fequentes.

(ag — bf ) zi/ '(« + /3 x + yx 2)

f— a z 2 __2 (ag — bf ) zsz
X bz 2— g ' £X (bz 2—g) 2 ’

a + bx

II . Pro faftoribus imaginariis.
Quodfi autem ambo fartores trinomii a + jSx + yx2 fint imaginarii,

confideretur hoc trinomium fub forma a-— 2abxCoflp + b2x2 , polito
a-== a,  b 2^ry , — 2abLofP — /Z ( 172. §.) : erunt valores loco
Xi sx , ^ (« + /3 x + yx 2) in exponente differentiali Xsx fubftituendi , ut
is in rationalem convertatur , fequentes.

/ (« + ,3x + a ( i — 2zCof <P+ z 2)
2 (Col’<p — z)

X— 2b (Col'<p — z) ' £X — 2 b(L’0f<| >— z) 2
z ^ Kbx —f (a 2—2abxCcf (P+ b2x2)).

a ( l — z2) _a ( i — 2zCof <£>+ z2)sz

»(bx —f (a 2—2abxCcfcp + b2x2l).
S c h 0-
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S ch oi ion.

His principiis nititnr methodus, cujus mentionem in (316.§. i .SchoI.)
fecimus. Si generatim pro quocunque numero integro m, tam pofitivo
quam negativo, et alio impari p, pofitivo et negativo, integrari debeat
exponens differentialis ey = xmex ^ (« + y3x+ yx :)f ; ponetur

pro faftoribus realibus

*y —2 (ag —bf) p+I. zp+1e z (£— az2)n

«7 =-

(bz2-g )>«+P+a '
et pro faftoribus imaginariis

.(■! a)m+p+* (l —z2)m(1 —2 z Cof<p + z2)p+*. e z
— - (Cof <p — z _)m + P + a

353 . -Problema.
Invenire/ unitionem rationalem variabilis  z aequalem exponenti diffe-

«X m in
rentiali  X — , 1» j «o diverfae potentiae ^ (a -f bxn) p, / (a -f b xn) q,

^ (a+ bxn)r, etc. unius ejusdemque mejimae radicis binomii rationalis  a+ bxn,
cum/ unitionibus rationalibus potentiae  x n quomodocunque connexae, con¬
tineantur.

Solutio,

Valores loco ^ '(a+ bx“) , xn, et ~ in X ^ - eom in finem fubfti-
tuendi , erunt sequentes.

n_ zm— a  ex
* ~~ b ; x

X

mzn \ eZ
pro z (a+ bxn).n (zm—a) ’

354 . Corollarium.

Si in dato exponente differentiali X — contineantur diverfae radices
• fi v

y (̂a+ bxn)e, / (a-fbx B)8, / ”(a+ b xn)h, etc. ; poterunt illae converti in
radices ejusdem denominationis, ut

• «fiy
/ (a+ bx")e := / (a + bxW
fi ofiy
/ (a+ bxn)8 ;= / (a+ bxn)8 oy,
V afiy

/ (a+ bx ”)h k= / (a + bx«*) h, ^r
fefta vero hac reduttione, reliqua per (353. §-) perficientur.

355- kro.
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355 . Problema.

cum ratioaa-

Invenire futiStionem rationalem variabilis z aequalem exponenti differen-
fiX ^ ^

tiali X — complementi funStianem irrationalem \f -j —— —

libus functionibus potentiae xn quacunque ratione connexam,

Solutio.

Subftituantur in dato exponente differentialiX - ~̂ loco, xaf et
A» _a4. bxn

_ J-—-— fequentes valores.
fz * —a ex _ p ( b£ —ag ) z ^ - ' .ez

* b— gzt*’ x n (fz **— a^(b — gzt*) ’
^/ ^■a + bx“

pro z - ri - —*. V f + gx a

356 . Corollarium 1.
p r0  n — r obtinebuntur ex (355. §.) fequentes valores , qui , loco x,

f*  , a 4 -bx
ex , et y f -)- gx ~ * quemlibet exponentem differentialem Xex

j*  g | -
reddent rationalem , fi is folam fun&ionem irrtrtionalem -jjr - , qua.v t -f- g x
cunque ratione connexam cum rationalibus fun&ionibus variabilis x,
compleftatur.

fz M—a ,tt(bf — ag ) z^ ~ x.ez  ,
(b — gzrf  ’

**"*a -f bx
-g z '*

pro z

ex:

'/ ■' 3:v -f+ g*

357 . Corollarium  2.

Si autem fiat p. z= -2,  prodibunt ex (zzz . §.) fequentes exprefllones,

quae valores in exponente differentiali X fubllituendos exhibent , ut
iseocafu , quo X binas funftiones irrationales ^ (a + bx n),/ ' ( f -f- g xn),
folis conftantibus a, b, f, g a fe invicem difcrepantes , et cum funftionibus
rationalibus potentiae xn quoquo modo connexas compleftitur , in ratio¬
nalem polfit converti.

x»
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fz 2— a
b— gz 1

kx _ 2 (bf-
x

•ag) zsz
n (fz 2— a)(b— gz 5J ’

rr~  i k ~n\ — a g) . /Vf i r .nN -̂ -V̂ O5 f a g) .
/ (a + ) _ / (b - gz 2) ’

nrr. - — / 'Ca + b* n) / ~Q + bx n) (f + gx »)
P /( f+gx n) f + gx”

Hac enim fubftitutione fiet , ut novus exponens differentialis unicam
fnn&ionem irrationalem (b — gz 2) compleftatur , de cujus eliminatione
fuperius eft aftom.

358 . Corollarium 3.
Et pro n ~ 1 in (357. § .) reperientur fequentes valores , qui in

dato exponente irrationali X «x fubfticuti ipfum reddent rationalem , quo¬
ties ille binas fun&iones irrationales / "(a + bx ) et v̂ ( f + gx ) , cum varia¬
bili x ejusdemque fun&ionibus rationalibus quocunque modo connexas,
continuerit . ~

fz 2- «x = 2 (bf — ag ) zsz (
‘b — gz 2' " " ~ (b—-gz 2) 2

/ (a+ bx) _ ^ -(b _ gz2y / (f + gx ) - ^ (b _g Z>j>
_ /fo -t- bx)  _ / '(a + bx ) (f+ g x)

Pr° Z *~/ (f + gx ) f + gx
Novus enim exponens differentialis continebit unicam fun&ionem

irrationalem ^ (b— gz 2) , de cujus eliminatione superius eft aftum.

359 . Problema.
Datum exponentem differentialem  Xsx , fi is completam integrationem

non admittit , integrare per feriem infinitam.
Solutio.

Explicetur funftio X, fecundum principia primi capitis , per feriem
formae Axa+ Bx b+ Cx c-f etc. , ut fiat Xexr=:( Axa+ Bx b+ Cx c+ etc .) e x;
deinde fiat integratio per (249. § .) : obtinebitur pro quaefito integrali

/Xex.  feries in infinitum excurrens , quae idcirco , quia tota haberi non
poteft , perfe&um integrate haud dabit , quotquot ejus termini fumantur.
Clarum tamen eft , adproximati poffe hac via ad Verum integrale , quod
in adplicatione calculi integralis aeque eft utile , et neceffarium , ac

Polumcn I. X adpro-
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adproximare ad radices numerorum, quorum perfeftae radices nequeant
afiignari.

360 . Corollarium i.

Si funftio X— ^ (axm+ bx n) ~ (ax m+ bx n)'s juxta (54. §.) explice¬
tur per seriem, obtinebitur per (249. §.) sequens notatu dignum in-
tegrale.

/ «x/ (axm-4-bxn) c=;

12
i

• x 2

m + 2 +
in - m + J

b . x L
75

2 a (2N—m+ 2)

411- 3 m + *i .b2. x i

2 . 4a 2 (4n — 3m+ 2)
6 n - $ m + x 8 n - 7 m + 2

. r . Zb' . x_2 _ __i . 3 . 5 b4. x 2
* x 7 '

2. 4 .6a 2(6n—5m+ 2) 2 .4 .6 .8 a*(8n —7m + 2)
+

• rn - ( 2r - l ) m + 2
+ 1 • 3 • 5 • 7 - (2r— 3>br.x 2_

2 . 4 . 6 . 8 -2r . a“ (2rn—(2r— 1) m+ 2)
Terminus ultimus, utpote rtus,  dabit fingulos, poft primum ordine

sequentes, terminos, fi loco r termini seriei 1, 2 , 3,4 , 5, etc. fucceflive
fubftituantur.

361 . Corollarium 2.

Et fi Xr= (axm+bx n) T explicetur per seriem (Z5- § ) ; obtinebitur
per (249. §.) sequens integrale.

r sxJ

K ' sf (ax ,n + bx “)
—J _ i .b

i ni - 2 + 4. ; m - 2n - 2
(m—2) a". x 2 2 (3rn— 2n —2) a . x 2

1. 3b2 + 1•3•5 b’
4 * 4 7 m - 6 n - 2

2 4 ( z rn — 40 — 2) a . X i 2 46 (70, - 60 - 2) 3 . X 2

± »»3 . 5-7
. - - - - - - ( 2r — i )b r \ + a

arti (aMDm - arn . a J2 4.68 - - - 2r((2r+ i ) m— 2rn—a)a a .x 2 y
Sch o«

L
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Scholion  i.

Nonnunquam commodius perficitur adproximat io,  fi , aflumtis inde¬
terminatis coefficientibusA, B, C, D, etc. ipsum integrale quaefitum/Xs x
ponatur aequari serie! Ax + Bx2+ Cx 3+ Dx 4+ etc . , aut alteri formae
fimilis, deinde ex aequatione per differentiationem produfta, Xex
:= sx (A + 3Bx + 3Cx z + 4E) x.5+ etc .) valores pro A, B, C, D, etc. fecun¬

dum principia primi capitis determinentur. Saepenumero etiam, inventa
aequatione X~ A+ 2 Bx -f 3CX2 + 4Dx 3+ etc . S, logarithmi Jog X
= : log S utiliffime capientur, unde ulteriori differentiatione aequatio
f X £ S
— — — derivabitur, quae quaefitos valores A, B, C, D, etc. debebit
A o
prodere.

Haec methodus quaerendi aequationem pro determinatione valorum,
quos coefficientes indeterminati debent obtinere, tunc praecipue notabili
compendio calculi potell adhiberi, fi funftio X in dato exponente diffe-
rentiali Xex  potentias polynomiorum compleftatur.

E. gr. Si u, v fint certae fun&iones variabilisx , petaturque integrale

exponentis differentialis ex , quod seriei Ax+ Bxz+ Cx 3+ Dx 4 + etc.
um

aequari debeat: cum eo ipfo fiat ^j- — A+ 2Bx -}- 3Cx24-4Dx3+etc .,

pofita hac serie — S, erit
iitn n w

— = S, hinc log — = logS ; seu

mlu — nlv — lS:  igitur debet effe
msu n e v_ e S

u v s '
unde valores coefficientiumA, B, C, D, etc. quaeri poterunt.

Scholion  a.

Haec vero per coefficientes indeterminatos integrandi methodus
(i . Schol.) id habet incommodi, quod, nifi exponentes variabilisx certa
lege crescant, aut decrescant, inaniter permulti coefficientes introducan¬

tur : fic e. gr, fi ponas x~ — Ax + Bx* +Cx 5+ Dx 4 + Ex*

Fx6 + etc . ; invenies A — i , B;= o, C—o , Ds =o , E—o. Quocirca,
X 2 ut
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ut id vitetur , confultum erit , dum non facile perfpicitur, qua lege ex¬
ponentes fefe excipere debeant, eos interea indeterminatos relinquere , at¬
que ex finali aequatione, unde jam valores ipforum coefficientium eli¬
ciendi fuerint, ita determinare, ut ad illos principia in (28. 29. §.) ftabi-
lita pofiint adplicari. Ceterum, prouti in (316. §. 2. Schoi.) tacite mo¬
nui, nunquam hac aut alia methodo integrandi per feries in indefinitum
excurrentes utemur , fi alia via fupereft, qua completum integrate dati ex¬
ponentis differentialis per quamcunque demum fun&ionem, algebraicam,
logarithmieam, trigonometricam , aut mixtam, invenire licet : ubi vero ad
ejusmodi methodum refugiendum fuerit , curabimus, ut feries, terminis
fequentibus continuo decrefcentibus, convergant, divergentesque feries,
in quibus fequentes termini fiunt majores praecedentibus, omni cafu vita¬
bimus. Quo enim magis convergit feries, quaefito integrali aequata, eo
pauciores termini primi fufficiunt ad integrale prope verum exhbendum.
Ex hac potiflimum ratione feriebus formae Axa-f Bxb 4- Cxc -f- etc. aliae
feries formae generalis Axa(« -j- /3xn)P-fBx b(a :+ /3xn)(i + etc. in multis
difquifitionibus pofiunt fubftitui, cujus integrandi methodi exempla in fe¬
quentibus occurrent.

GAPUT.
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D E

INTEGRATIONE EXPONENTIUM AEQUATIONUM-
que differentialium primi altiorisque

ORDINIS PLURES VARIABILES COM¬
PLECTENTIUM.

362 . Definitio.

exponentis differentiatis ty involventis duas aut plures va-Integratio
riabiles u, v, z, earumque exponentes differentiales eu , ev,ez , absolvi¬
tur inventione fun&ionis Z + C variabilium u, v, z , cujus ratio differen¬
tiatis determinata per (142. §.) habet exponentem dato ey  aequalem , at¬
que haec funttio Z + C, in qua C denotat conflantem indeterminatam,
vocatur completum integrate  exponentis differentiatis ey . Integrale
ejusmodi licebit aut fimpliciter ligno /ey,  vel ligno m7fey  exprimere:
quocirca poterit lignum J/Yer , et quodvis ei limite , indicare integrale
exponentis differentiatis Ver fpe&ati instar unius funftionis solius -varia¬
bilis r , licet fors V alias praeterea variabiles et earum exponentes diffe¬
rentiales compleftatur.

Sice . gr . pro su = zx 2ex , et svt = z4ezex erit
%Jeu~ ^zx ^ex— fzx 3, et yev ^= yz 2fZexi= + z3ex.

363.  Corollarium 1.
Nullus exponens differentiatis uv ey involvens duas variabiles u , v

erit per le integrabitis , nili is aequetur certae funftioni variabilium u , v
formae Meu + Nev , in qua fit ' eMsu — u«Nev (145. 362 . §-).

364.  Corollarium . 2.
Dato autem exponente differentiati £yt = Meu + Nsv » in quo fit

T«Meu= u«N £V, captoque integrali ”/Msn (362. §.) , quod differentia¬
tum pro utraque variabili u , v per ( 142. §.) det exponentem "' «. yiVleo
U=Men + nev,  ita ot fit T«M*uf= :u£n «v ( 145. §.) ; erit ue (N— n) “ o,

X 3 adeo-
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adeoque N — n ant quantitas conftans , aut aliqua fun&io folius variabilis v,
carens variabili u : omnis ergo exponens differentiatis eyt =Meu+ Nfiv, in
quo fuerit v«Mgu= u«Nev, habebit pro integrali completo (362. § .) fe-
quentem fun&ionem.

y — ^ Msu + ^ ey — uv s. ,yMe u) + C=r

c= n/M e u+ '/ ( n—  e v + C.

365 . Corollarium 3.
Si detur exponens difFerentialis uvz ey  involvens tres variabiles u, v, z,

non erit is per fe integrabitis » nili fub forma U « u + Ve v + Zez , in qua
fit veUeu = ueVev , zeUsu =SueZgz , zeVev = veZ ez (149 . 362.8 .) .

z66 . Corollarium 4.
Quodfi vero in exponente differentiali trium variabilium formae

gy — Ueu + Vev + Zez fit veUsUP= ueVev , zeU « u“ ueZsz , zeVev
= veZez , capto integrali yUeu (362. §.) quod differentiatum pro om¬
nibus variabilibus u , v , z , dabit certum exponentem differentialem
uvze . yUeu — Ueu + Pev + Qez , ita ut fit veUsur= uePev , zeUeu>
S= ueQez , zePev = veQez ( 149. § .) ; erit eo ipfo ey— uvzs . yUea
— (V — P) ev + (Z — Q) ez,  et zt (V— P) ev = ve (Z — Q) ez , exiftente
ue ( V— P) = o , et ue (Z — Q) '—o , adeoque tam funftione V— P quam
Z — Q carente variabili u : integrale completum ejusmodi exponentis dif-
ferentialis ey  comprehendetur ergo fequenti formula (362. §.) , cujus par*
prima per praecepta praecedentium capitum , pars altera vero per (364. §.)
eft perfefte determinabilis.

y= iyU £U+ '7 (ey —«'ze. .y*Qs u) 4.C.
367 . Corollarium  5.

Semperergo , dum exponentes differentiaies , involventes duas tresve
variabiles earundemque exponentes differentiaies , fuerint integrandi
(362- §.) , difpiciatur ante omnia , utrum ii fint per fe integrabiles (363.
Z6Z- § •) > tum , fi fint per ' le integrabiles , quaerantur illorum integralia
juxta (364. 366. §.) : fic enim , ut per fe patet , integratio illorum re¬
ducitur ad integrationem exponentium differentialium unicam variabilem
involventium , de qua in praecedentibus capitibus eft aftum.

363. De-
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368 . Definitio.
Aequatio differentiatis primi ordinis, vel fimpliciter Aequatio differen¬

tiatis vocabitur in fequentibus omnis aequatio inter duas aut plures varia¬
biles u, v, z, earutnque exponentes differentiales su, sv, «z : aequatio au¬
tem inter variabiles u, v, z , carens exponentibus differentiaiibus harum va¬

riabilium , vocatur Integrate datae aequationis differentiatis,  fi illa per
(141 . § .) differentiata reftituat datam aequationem differentialem . Omnis
porro aequatio differentialis formae Meu -f Ne v + 0 e z = o erit homoge-
nea, vel heterogenea'. primum, fi M, N , 0  fint totidem homogeneae ejus-
demque dimenfionis fun&iones variabilium u, v, z ( 12. 8- §•) ; alterum , fi
alterutrum aut utrumque horum defit. Dicentur demum variabiles u, v, z
in aequatione differentiali Meu + Nev + Oez ^ ro feparatae effe aut per¬
mixtae: primum, fi M comple&atur folam variabilem u , adeoque careat
variabilibus v , z , N folam variabilem v , et O folam z ; alterum vero , fi
aliquis faftorum M, N, O involvat variabilem ab illa , in cujus exponen¬
tem differentialem is duftus eft , diftinftam.

369 . C orollarium 1.
Omnis aequatio differentialis poteft induere formam aequationis

completum vero ejus integrale , denotante C conflantem inde¬
terminatam , erit Z ==:C, fi exponens differentialis functionis Z per
(141 . § .) pro omnibus variabilibus , quae in continentur , determi¬
natus exaequet funftionem differentialem (368- § ).

370 . CoroJlarium 2.
Dato integrali Zt= yiey exponentis differentialis ey duas tresve va¬

riabiles involventis , fumtaque conflante indeterminata C , erit Z — L inte-
i grale completum aequationis differentialis Ly " o ( 369. 362. § ) .

371 . Corollarium Z.
Criteriurn generale integrabilitatis omnium aequationum differentia-

lium Meu -f-Nev ^ o inter duas variabiles u , v in eo confiftet , ut fit

ye Meurr: u£Nev : nulla enim aequatio differentialis hujus generis erit per
fe integra bilis, quae hac proprietate deftituitur (368. 14; . §-) ; quaecunque
vero aequatio differentialis habuerit hanc proprietatem , erit illa eo ipfo
per fe integrabilis , aftuque integrabitur , fi quaeratur integrale Z ^ /CMfQ
Nev ) ?er (364. § .) , tum fiat Z — C (370 . §.) •
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372 . Corollarium 4.
Et criterium integrabilitatis aequationum differentialium UsU + Vev

4-Zsz = o inter tres variabilesu, v, z confidet in relationibusveUfiU
^ "fVsv , 7eUeu“ ueZsz , zeV £V“ vsZez:  aequatio nimirum dif¬
ferentiatis non erit per fe integrabitis, nifi lingulae hae relationes in ea
locum habeant (368. 149, §.) : quoties vero propofita fuerit aequatio diffe¬
rentiatis lingulas has relationes offerens; toties erit ea per fe integra¬
bitis, eritque ejus integrate completum Z= C, fi Z==/ [ Ueu-J- Vev -fZez}
per (366. §■) determinetur (370, §.) .

373 . Corollarium 5.
Omnis aequatio differentiatis tVteu+ NevC= 0, velM£U+ NeV+ 0 £Z= O,

in qua variabiles funt feparatae (368- §•) , debet effe per fe integrabitis,
ita ut integrate completum prioris fit '/M eu + ^ Ns v — C, et  yftlsu

v+ yOs z= :C pofterioris C371. 372. §.).

374 . Corollarium 6.

Si aequatio Meu + Nsv ^ o,  quae dat non fit arbitra.

ria , fed in refolutione cujuspiam problematis legitimo ratiocinio determi¬
nata;  neceffe eft , ut ea certae functioni yt= C variabiliumu, v refpon-
deat, pro qua debet neeeffario extare aequatio aliqua differentiatis Psu
4 .Qg vr= uv £y^=:o , ita ut fit 's Ps u= ugQe v (145. §.) : igitur erit etiam

_N _ _ Q_
M ~ P ;; proinde vel efl: N— Q et M:=: P, hinc

£ V

quoque veM euzn ê Ne v,  vel debet dari tertia quaepiam funftio F varia¬
bilium u, v, pro qua fieret NF “ Q et MF := P,  hinc 'f . MFta

375 . Corollarium 7.
Quamobrem omnis aequatio differentiatis Meu + Nevt = o,  ad quam

in refolutione alicujus problematis legitimo ratiocinio fuerit perventum,
debebit effe per fe integrabitis, aut , fi non fit per fe integrabitis, poffibilis
erit faftor F , ex quo et data aequatione nafceretqr aequatio identica
MF£ u -FNFe  vt= o per fe integrabitis (371. 374. §.).

376. Co-
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376,  Corollarium  8-

Quaevis aequatio homogenea (368. §.) M eu + Nev = o variabiles
u, v permixtas involvens eft talis indolis , ut illa firnplici fubftitutione no¬

vae variabilis z = :— in aequationem identicam variabiles u , z separatas

involventem , adeoque per C373* §*) integrabilem poflit transformari.
Cum enim in hac hypothefi M, N fint fun&iones variabilium u , v et ho-

mogeneae et ejusdem puta mtae dimenfionis (z68- §-) ; neceffe utique
eft , ut pro v = u z , hinc svrruez + Z6U, M,N  abeant in produfta Pum,
Qum ex certis fun&ionibus P, Q folius variabilis z in potentiam um,
dataque aequatio differentialis abeat in P ume u-f-Qu" 1(u e z -f- ze u) ~ o,
ex qua nafcitur fequens aequatio differentialis variabiles u , z separatas
comple&ens (368. §•) * ejusque integralis per (373. §.) .

P + QzP + Qz

377 . Corollarium 9.

Hoc modo poterit quoque aequatio homogenea Meu+  Nev-J- Oezt= :o
involvens tres variabiles permixtas u, v, z (368. §-) transformari in aliam,
quae unam variabilem a reliquis duabus separatam comple &atur , quo ipso
ejus integratio ad integrationem exponentis differentialis involventis duas

variabiles (362. § .) reducitur . Si enim M, N, O fint funftiones homoge-
neae mti ordinis (368- 12. 8- §•) > et fiat vc = u <f>, z = u,a, hinc sv ^= ug(p
+ (pgu, sz— ue .k -J- ^ eu ; neceffe eft , ut pro his valoribus funftiones
M, N, O abeant in produfta Pum, Qu m, Rum pro certis funftionibus P, Q, R,
variabilium , p carentibus tertia variabili u ; data autem aequatio con¬

vertetur in Pu mgu + Qu m('u £(p + ? )eU ) ,̂+ Ru m(ug 1« -)- i“6u ) ~ o , ex qua
fequens prodit aequatio differentialis;

eu , Q g (P+ R e a
u * P + Qe <p -f- Re/t

378 - Corollarium ro.

Licet ergo aliqua aequatio differentialis non fit per fe integrabilis
(371 . 372. §.) , inde nondum sequitur , eam abfolute non effe integrabilem;
fieri enim poteft , ut certo modo transformata reddatur per fe integrabilis,
ficut e. gr . omnis aequatio homogenea in (376. §.) .

Volumen 4 y 3 79.Pro - '
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379.  Problema.
Integrare datam quamcunque aequationem differentialem  Me u+ Ne vt= o.

Solutio.
1. Ante omnia difpiciatur, utrum ea fit per fe integrabilis, et fi eft per

fe integrabilis, quaeratur ejus aequatio integralis per (371. §.).
2. QuodG vero data aequatio differentiatis non fit per fe integrabilis

(37 1• §•)> videatur , an non certis artificiis ita poflit transformari, ut eo
ipfo reddatur per fe integrabilis (378. §.) : generales regulae in eutn
finem nullae poffunt praefcribi; particulares autem methodi, quae in fpe-
cialibus cafibus fuccedunt, ufu optime difcuntur. Ceterum confiat ex
praecedentibus, omnem aequationem differentialem per fe non integrabi-
Iem vel homogeneam effe vel heterogeneam; omnem porro aequationem
homogeneam per (376. §.) poffe reddi integrabilem, unde elucet, folas
aequationes heterogeneas fupereffe, pro quibus defidefaatur artificia, ope
quorum eae reddi queant integrabiles.

3- Quare videatur, an non data aequatio heterogenea fic fit comparata,
ut aut , retentis variabilibusu, v, vulgaribus operationibus algebraicis, aut
fubftitutione novae cujuspiam variabilis fic poflit transformari, ut trans¬
formata vel variabiles feparatas compleftatur, vel laltem fit homogenea:
cafu enim primo erit ea per (373. §.) integrabilis; et cafu altero per
(376- §-)- Nonnunquam licebit fa&orem F quaerere, qui propofitam aequa¬
tionem haeterogencam, fi ea per illum multiplicetur, reddat per (371. §.)
integrabilem (375- §-)-

4- in defperatis cafibus quaeratur feries, quae variabilemu per alteram
V ita exprimat , ut ea datae aequationi dilferentiali satisfaciat . Eapropter
fingatur efio u:=:A v“ + Bv“ +t + C va+2--f etc., hinc e u ==: (x  Av° “ 1
-f («+ i) Bv° 4' («+ 2) Cva +I-l- €tc.) £v, tum fubftituantur hi valores loco
u et «u in data aequatione Meu+ Nsv —o:  hac enim ratione obtine¬
bitur aequatio, ex qua, valore exponentis « rite determinato, valores
coefficientium indeterminatorum A»B, C, etc. per (28. vel 29. §.) poteruntderivari.

380 - Coroilarium r.
Exemplum aequationum heterogenearum per fe non integrabiliutn

(571-§ ), quae fimplici fubftitutione novae variabilis in aequationes identicas
imme-
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immediate per ( 373. § ) integrabiles poffunt transformari (379.5. 3. n.) ,

offert aequatio Aeu + m (Bu + Cv) eu — Dsv + n ( Bu + Cvjev = o:
_ ez — B eu . . .

haec enim, pro Bu + Cv .—.z,  hinc ev — - ^ , abit in fequen-

tem aequationem differentialem, cujus integrale completum, ut sequitur,

per (373. §.) licuit determinare.
(nz — D) ez

Conft~ u4-

AC + BD + (mC — nB) z
n ( AC + BD + (mC — nB) . z)

= 0.

D (mC
(m C— n B)2

-nB ) + n (AC + BD)
(mC - nB) 1 log ( AC -f BD -j- (mC—nB) z) .

32i . Corollarium 2.
Unicus cafus in (382. § -) debet excipi , nimirum quo fit mC = nB,

adeoque hoc autem cafu determinato, ob (mC — nBjzc = o,

habebimus in (380. §.) eu + ^ ^ -̂ ^ = o , adeoque per (373. § .)
erit

aequatio integralis
. n (Bu + Cv) 2— zD (Bu + Cv) _ „ „

° + - - 2 (AC + BD)- - ^

aequationis differentialis

A e u (Bu + Cv) e u— Ds v + n(B u+ Cv) gv o.

383 . Corollarium  3.

Exemplum autem aequationum heterogenearum per fe non integra-
bilium (371. §•) , quae fimili fubftitutione in aequationes homogeneas per

(376 . § .) integrabiles poffunt transformari(379-§ • 3-n ) habemus in aequa¬
tione (A + Bu + Cv) su — (D + Eu + Fv ) svt = o:  fi enim ponatur A + Bu
+ Cv = (p et D + Eu + Fv ^ jW,  hinc

_ F ety ■— Cefi. Bs /j.  — E s (P
£U ~ BF — CE ' £V ~ BF — CE  '

abibit data aequatio in homogeneam identicam (F <p + E,“) s <p — (B/t
, „ <P A + B u + C v

+ Cij5)g iu= o (368- § •) , ex qua pro z = — — D +  j£u+  f v~ Pet
Y 2 (Z?6.
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(376 . § .) obtinetor fequens aequatio integraiis , comple &ens integrale p6r
(373 . § .) determinabile.

(E + Fz ) ez
z z + (E — C) z — B

= Confh

Notetur tamen cafus , quo fit BF ~ CE , adeoque BF — CE = o
in expreffionibus pro £U,ev : hoc enim cafu abit data aequatio in Aea

F
+ (Bu + Cv ) su — Dev - (Bu + Cv) ev = :o , quae per (380. Z8l -§ -)
efl integrabilis.

z8Z . Corollarium 4.
Exemplum porro aequationum heterogeneariim per fe non integrabi-

lium (371 - quarum  condiciones a priori licet determinare , fub quibus
illae in homogeneas per (376. §.) integrabiles poffint transformari (379. §.
3. n.) , exhibet aequatio (u a vb+ u cvd)su + uevfsv = o. Si enim in hac
ponatur v — zn, obtinebitur aequatio (ua zu b+ u c z" a) £a + r ue z ,1([+ ‘i_I.£z
~o,  quae eo duntaxat cafu erit homogenea, fi fuerit a + nb — c-fnd
t = e + n ( f-f- 1) — 1 (368. 12. 8- §-) , adeoque (d— f — 1) (a — c) = (e — c
<— 1) (d— b) , et n : -, unde fequitur : omnem aequationem he-

terogeneam (ua vb+ u c vd) e u -{- ue vfevr = o , in qua ell (d— f — i ) (a — c)
— (e — c — i ) (d — b) , transformabilem effe in homogeneam per ( 376. §.)

integrabilem , nimirum pro v != z d —b , exceptis , ut per fe patet , duo¬

bus cafibus , quorum primo fit ■ —■-- pro a — c , et altero<1— 0 d— b

pro d — b : his autem cafibus abit data aequatio in se¬

quentes aequationes per (373. §.) integrabiles.

eu-
vb+v d :o; (ua_ e-fu c" ej)£u-fv i’”bevt=zo.

384 - Corollarium 5.
Integratio datae aequationis differentialis Meu + Nev — o per fe non

integrabilis (371. §.) ope faftoris (379. § Z. n.) exigit , ut determinetur
funftio F , pro qua aequatio identica IVIFeu -j- NFev " 0 fit per fe inte¬
grabilis (375- §-) - quare , cum in hac hypothefi debeat fieri (MveF
+F v£M) f u~ (N u«F -fF u«N<)ev (Z? l - § .) ; habebimus fequentem aequa¬

tionem,

9
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tionem , ex qua faftor F deberet elici , fi is a priori  e fiet determinabilis:
verum non facile difficultates fu pera veris » quibus haec difquifitio efi: ob¬
noxia.

F M — - Ne v O.

385 . Corollarium 6.

CveM— L) -N certa
£v ei* y

funftio folius variabilis u, carens variabili v. Cum enim in prgpofita aequa¬

tione Msu + Nsv — o debeat effe M= — fi hic valor fubftituatur
uv eF / veM ueN N

in (384. § .) , obtinebitur -y— = Usu , pofito U — - : N.

Quamobrem , quoties caruerit U variabili v , quo cafu integrale/Usu per
ea, quae in praecedentibus funt capitibus tradita , poterit determinari ; toties
erit log F != /Ueu , adeoque , fumta bafi e logarithmorum naturalium,

faftor , pro quo data aequatio differentialis Msu + Nsv = o

per fe non integrabilis transformabitur in aequationem identicam

Me'̂ UfU -su + Ne^ <U .e vr = o per fe integrabilem ; ipfum autem inte¬

grate erit idcirco ob (364. §.)
/Usu x

/Usu »/ > / Usu ne '/Ne . sv ^
yNe . ev + / MIe — -- ^ - JeUr — C.

386 . Corollarium 7.
Exemplo fit aequatio differentialis P ve u -pQe u + e vtrro , comple-

ftens funftiones quascunque P, Q variabilis u carentes variabili v. Pofito
/Ut » ./ ? s u / Pfu

M2 = Pv + Q , et N = i , adeoque V/Ne . evt= 7 ® , ««.v-— ve  ,
/Utu / Usu . . . . , „ . /P . u

hinc ve . yNe , sv = : vPe .eu,  obtinebitur per ( 385. § .) ve
/p , u

+ "fe  u Q e t= :C pro completo integrali illius aequationis differen¬
tialis.

387- Corollarium g.
Per (386. §.) poflunt integrari omnes aequationes differentiales for¬

mula generali Uveu -j- Vv neu -{- TevS = o comprehenfae , modo funftio-
Y ) nes
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nes U, V, T careant variabili v. Cum enim fit vsu + — vneu -f 6 v

=o , pofito z — , obtinebitur aequatio ez — (n — i ) z eu

— (n — i ) -^r eu — o per (z86. §.) integrabilis , nifi fors fit n =

quo cafu data aequatio differentialis abit in aequationem —^ ^

-H- —0  per (Z7Z. § .) integrabilepi.

i»

t  u

Z88-  Definitio.
Aequatio differentialis fecundi ordinis ,, feu Aequatio dfferentio - diffe¬

rentiatis  erit in fequentibus omnis aequatio inter variabiles quascunque
2 2 2

u , v, z earumque exponentes differentiates eu , «v, «z fecundi ordinis.

389 . Corollarium 1,
2 2 2

Sicut exponentes differentiales eu , ev , ez fecundi ordinis obtinen¬
tur differentiatione exponentium differentialium eu , ev , ez primi ordi¬
nis ; fic pro omni aequatione differentiali fecundi ordinis relata ad varia¬
biles u , v , z poterit cogitari aequatio differentialis primi ordinis relata
ad easdem variabiles , e cujus differentiatione refultet aequatio differen¬
tialis fecundi ordinis datae identica (388- §-) .

390 . Corollarium 2.
Omnes aequationes differendo -differentiales inter variabiles u, v in

duas clafles poffunt diftribui : ad primam claffem pertinent aequationes,
in quibus alterutra variabilium u vel v pro abfoluta fumitur (4. §•) * quo
exponens differentialis eu ~ i vel ev := i fiat conflans (81. § -) et diffe¬

rendo - differentialis aequalis nibilo , lpmirum eu ~ o vel evr =:o : ad al¬
teram vero claflem poffunt referri aequationes , in quibus neutra variabi¬
lium u, v fumitur pro abfoluta , quae idcirco utrumque exponentem diffe-
rentio -differentialem eu , ev involvunt.

391 . Corollarium Z.
Dum petitur aequatio inter variabiles u , v carens exponentibus diffe-

rentialibus harum variabilium , cujus fecundum differentiate idem fit cum
data
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data aequatione differentio- differentiali, duplici integratione eft opus:
primam integrate  datae aequationis differentio- differentiatis eft aequatio
differentialis primi ordinis, cujus differentiatio reftituit datam aequatio¬
nem differentio. differentialem; fecundum, integrate  datae aequationis dif¬
ferentio- differentialis eft integrale ejus primi integralis (389- 368-§.).

392 . Corollarium 4.
Eli autem integratio aequationum differentialium primi ordinis femper

in poteftate, ita ut illa omni cafu faltem per feries polfit perfici (379.§.) :
fecunda integratio cujuslibet aequationis differentio - differentialis poterit
ergo pro abfoluta haberi, fi prima illius integratio fuerit in poteftate
(39r §-).

393 . Corollarium 5.
Ceterum facile ex ha&enus diftis colligitur, integrale primum aequatio¬

nis differentio-differentialis pendentis a variabilibusu, v, in qua variabilisv
pro abfoluta fumitur, conftantem indeterminatam Cev debere involvere,
ut id completum fit (391. § ).

8cholion.

Defideratur itaque methodus inveniendi prima integralia aequationum
differentio- differentialium (392. §.) : generalem, quae omni cafu fucce-
dat , nullam habemus: quare, ne extra fines egrediamur, quos in concin¬
nandis his inftitutionibus debebamus conftituere , indicia immediatae inte-
grabilitatis aequationum differentio- differentialium, methodumque inte¬
grandi aequationes per fe integrabiles, tum nonnulla artificia breviter ex¬
planabimus, quibus aequationes differentio1-differentiales per fe haud inte¬
grabiles fic poffunt in certis cafibus transformari, ut illae eo ipfo reddantur
integrabiles. Infigne ejusmodi transformationumexemplum offert aequatio
x2(a -fbx n)sy -fx (c -}- exn)ey £x + (f-fgx n)ygx z^O , cujus integratio
complures celeberrimos Aualyftas haftenus occupavit, a nemine vero adeo
fimplici, generali, perfeftaque methodo pertraftata eft, ut ejus meditatio¬
nes illis polfint aequiparari, quas CL Pfaff  in fu is disquifitionibus analy-
ttcis  recentifllme expofuit. Verum haec interea intafta cogimur relin¬
quere, expolituri in fequentibus, fi iis opus habuerimus.

394 . Pro-
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394 . Problema. L L
Explorare , utrum aequatio differentio- differentiatis formae e Z ss Me a

+ N eV+ P e ue v+ Qe u*-j- Re v2~o fit per fe integrabitis.
So lutio.

Difpiciatur , an fit Qgu ;= ueM , Rgvt= reN , et Peuevts reM «n
-f "eNgv : nifi enim hae relationes inter fun&iones M, N, P, Q , R locum
habeant , aequatio propofita non erit per fe integrabilis : pro iisdem vero
relationibus erit eZ ^= Meu + Ne vr= o primum integrale ejusdem aequa¬
tionis (391. 392. 148-8-) . ex quo per praecedent praecepta fecundum in¬
tegrale Z := C debebit derivari.

395 . Corollarium 1.
Cum fit usRs v— u£.veN in (394. §.) = vs. usN (146. §.) } erit in

(394 . §-) P «U£V= v£Msu + svy" 116 Rev : fi ergo fuerit V variabilis ab-
foluta , proinde evr = l conftans , et ev ;= o ; debebit fieri vePeu « v

e Me u + "e Rev
396 . Corollarium r.

2

Aequatio autem eZ = o in (394. § .) erit "per fs primo - et fecundo-
integrabilis , id efi , tam prima quam fecunda integratio ejus aequationis
(391 . §.) poterit citra omnem praeviam transformationem perfici , fi fue¬
rit Qsu— usM , Rev~ veN, et Pe ug v— 2 ' e MeuP= veN e v : erit au¬
tem ejus fecundum integrale per (394. 364. §.)

£ u
Ẑ /Meu+y^

397 . Corollarium 3.
Qilodfi vero v pro variabili abfoluta fumatur , quo £V~ i fiat con-

2

fians , et e v — 0,  habebimus aequationem differentio -differentialem ge-
L

neraliflimae formae eZ ~  M eu + Peuev + Qsu 2 + Rev 2=o: omnis
2

aequatio hujus formae , fi fuerit Qeu= u£lVl, et vePeugv = v£Meu
+ u£Rgv a , erit per fe integrabilis , primumque ejus integrale exhibebit
fequens formula ( 394. 395. 393. §.) , quae , ut expendenti patet , ita in-
telligenda efi , ut in illa pars tertia in certis cafibus poflit aequari nihilo.

tZ = M«u -j- evffRev-j - uf (eZ —l"'g(Meu+ sv̂ /Rev)) + Cgv= o.
98- Co-
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zy8 - Corollarium 4.

Haec tamen indicia nequaquam demonflrant , aequationem eZt =r®
(397 . §.) effe quoque fecundo . integrabilem : potefl enim ea ob iiia indicia
«ile per fe primo - integrabitis , quin ideo fit per fe etiam fecundo - integra¬
bitis ( 394. 397. § .). Sic e. gr . aequatio (u’ ■— v) en + (v — j) £U£T
+ 3 u2s u2+ us v2:= o dat M= ra ’ — v , Pc= v— 1 , Q — 3 u2, Rc= u, ad-
eoque Qeu = : usM , et ve Peu e v— ve Me u + "sRe v2 : ob has relationes
eft illa per fe primo - integrabitis , fed non ideo per fe etiam fecundo - in¬
tegrabitis : primum enim ejus integrate eft ( 397. § .) aequatio differentialis
(u3— v ) eu + vuev -j- Cev = o , per fe haud integrabitis (363. §.) .

399 . Corollarium 5.

Indiciis quidem, quorum ope ex relationibus inter fafrores M, P, Q, R
colligi queat , utrum propofita aequatio differentio - differentiatis formae
L L
sZ = Meu + Peusv + Qeu 2+ Rev 2“0 fit per fe tam primo - quam fe¬
cundo - integrabitis , carere poffumus (392. § .) : ea tamen ex (394.
397. §.) ultro fe offerunt , nimirum Qtu ^=usM , veP euev = 2 , vsMsu
c= 2 .usRe v2.

400 . Corollarium 6.
. zz

Aequatio differentio - differentiatis eZ := Me u -f- Pe u e v -f Re v2:=r®z
carens exponente differentio - differentiati e v variabilis abfotutae v , et
quadrato eu 2 exponentis differentialis variabilis u , erit per fe primo - in-z *
tegrabilis , fi fuerit ueM= o , et ve Pe ue v“ ve Me u -f- "e R e v2 ( 397- § . ) :
debebit ergo M aut conflans effe quantitas , quo cafu fiet ' ePeuevn : "eRev2,
vel certa funttio variabilis v , carens variabili u : omni vero cafu exprimet
praecedens formula (397. § .) primum illius integrate completum.

401 . Corollarium 7.
L 2.

Exemplo fit aequatio eZ = v2(a 4-bv ") eu + v (c -f- e v”) euer -}- (f
4-gv n)uev2=o , inqua eft Mv 2(a -f  bv1’) , Pr= v(c + evn) , R^ r (f-j-gv ")u;
hinc ve Mr= (2a -f (n + 2) (n -f i ) bvn)ev 2; ve P = (c + (n + i ) ev")ev ; ueR
— ( f + gv n)eu : ut illa ergo fit per fe primo - integrabitis , debet effe
(400 .5.) c + (n + i ) e vn= 2a + (n -f- 2) (n -f i ) bv" + f-|- gvn, unde pro cafu
ejusmodi integrabilitatis obtinemus c — 2a+ f, et (n+ i )e= (n-f2 )(n-f i ) b-fg.

Velnvttn t.  Z Qua-
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Quapropter , nifi hae relationes inter quantitates a, b, c, e, f, g, n locum
habeant , aequatio eZ= o non erit per fe integrabilis : pro his autem re¬
lationibus facile per (397. § .) definietur ejus prunum integrale eZt = o , et
ex hoc per praecedentia praecepta fecundum (91 . § .) , licet aequatio
tZ = o non fit eo ipfo per fe etiam fecundo -integrabilis . Si enim rela¬
tiones inter a, b, c, e, f, g, n petas , pro quibus data aequatio fit per fe
primo - et fecundo - integrabitis , debebis fumere aequationem c -f (n-j- i )evn
t= 4a + 2 (n + 2) (n -f- 1) bvn“2f + 2gvn per (399. §.) » ex qua obtinentur
relationes c = 4at = 2f , et e — 2 (n + 2) b=

Ex emplum.
2. L

Pro n = i erit aequatio sZ = v2(a + b v) s u -f- v ( c -f ev) e u e v
+ (f+ g v) Ugv2^ =o per fe primo integrabilis , fi fuerit c“ 2a -ff , et
2e ~ 6b + gt pofito igitur cr = 2a4 -f , et err ^ b+ ^ g , invenietur per
(397 . §.) pro primo integrali aequatio differentialis eZ = va (a -fbv ) eu
+ v (f + * gv) uev+ Csv —o , quae non eft per fe integrabilis : hinc itaqueL
elucet , afiumtam aequationem sZ — o pro illis relationibus , quae ipfatn
reddunt per fe primo - integrabilem , non effe per fe etiam fecundo - inte-
grabilem.

Ut nimirum illa fit per fe primo - et fecundo - integrabilis , debet
efle c = 4ar = 2f , et e — 6b — g : pro his autem relationibus erit per
(397 . §.) ejus primum integrale completum aequatio differentialis sZ
= v2(a + bv )eu -fv (f -f fgv ) uev +Cev = o , feu sZ — v 2(a -fbv ) su + v
(2a -f3bv ) u£V+ Cev= o per (371. §.) complete integrabilis.

402 . Corollarium 8-
Dum ergo integranda fuerit aequatio differentio - differentialis

« (f — o deftituta criteriis integrabilitatis , quae adhuc expofuimus , viden-
L

dum erit , annon ea certis artificiis in aequationem identicam eZ ;= 0 pof*
fit transformari , in qua ea criteria locum habeant.

403 . Problema.
Integrare aequationem differentio - differentiatem eu + Psusv + Qeu*

-1-Rev 2— o pro quibuscmque faRoribus  P , Q , R independentibus a varia¬
bili  u.

Sol u-



179CAPUT VII.

Solutio.
I . Confideretur u infiar fun&ionis variabilis abfolutae v , quae per da¬

tam aequationem determinata fit , quo pro certa funftione Z independente
a variabili u fiat eU = Zev , et eZ = Z £ V , hinc su = Z £ v 2 ; erit faftis

fubftitutionibus zsv a+PZfiv 2 + QZ zfiV1+ Rev z^=o,  hinc z = — ( PZ
+ QZz +R ).

2. Habebimus igitur aequationem differentialem primi ordinis eZ
-f (PZ -fQZ 54-R)ev :=::o inter binas variabiles v , Z : quamobrem poterit
haec aequatio saltem ope seriei cujuspiam per praecedentia praecepta inte*
grari : invento vero hoc integrali, eruatur ex illo exprefiio variabilis Z
per v , atque ea loco Z fubftituatur in £U— Zev, tum hinc quaeratur u
per praecepta praecedentium capitum.

404 . Corollarium 1.

Hoc modo (403. §.) obtinentur sequentia integralia completa (I) (II)
(III) aequationum differentio - differentialium (1) (2) (3) pro quibuslibet
faftoribus P, Q, R independentibusa variabili u , ubi e denotat bafim loga-
rithmorum naturalium.

I. su + Rev 2“o . I. u^= B + Cv —ysv/Rg v.

2 . 6U + Q * u : C+ /Qev

Z. £U+ P«U£V:= 0.
e

405 . Corollarium 2.
Eo casu determinato, quo faftores P, Q, R etiam a variabili v inde-

pendentes , ideoque totidem quantitates conflantes fuerint; habebimus ob
(403 . § .) sequentes aequationes: integrale in ( 3) potefl determinari per
(253 . § ) ; ex illo autem poterit elici exprefiio variabilis Z per v , qua
loco Z in (2) fubftituta, quaeri poterit u per praecepta praecedentium
capitum.

2
1. £U+ P£U6v + Qfin2+Rev 2~o.

S. £Ut= Zev, C— v.
QZ 2+ PZ + R

Z 2 406 , C Q*
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406.  Corollarium 3.
Quodfi in fpecie fit Rt= o vel Q := o, obtinebimus per (405 . § .) fequen-

tia integralia ( !) (II) aequationum differendo - differentialium ( 1) (2) , quid¬
quid fint quantitates conftantes P, Q , R.

C P evI . u ^ Bl . eu -j- Peuev -t- Qsff
e — CQ

Pv
C— Re

II . ut = B2. eu + Psuev + Rsv
Pe

407 . Problema,
Integrare aequationem differentia - differentialem  eu -f- Psusv -fQeu 2

+ R£v2=o pro quibuslibet fa &oribus  P , Q , R independentibus a variabili
abfoluta  v.

Solutio.
Ex (403 . §.) obtinebimus fequentes aequationes . Cum jam faftores

P, Q , R careant variabili v; poterit aequatio differentialis primi ordinis in
(3) per praecepta superius tradita integrari : ex integrali porro aequatio¬
nis ( 3) poterit exprimi Z per u , et hac expreffione loco Z in (2) fubftituta
licebit demum etiam exponentem differentialem ev in (2) per regulas in
praecedentibus capitibus traditas integrare , hacque ipsa integratione deter¬
minare integrale completum datae aequationis differendo - differentialis (1).

2

I . eu + Peuev -f- Qeu 2+ Rev 2:= o.

2. *v= | r - 3- ZeZ + (PZ + QZ24-R) eu —o.
4og . Corollarium 1.

Hinc (407. §.) elicientur sequentes aequationes integrales (I) (II ) (III)
aequationum differendo - differentialium (1) ( 2) (3) perfe&e determinatae,
quidquid fint fa&ores P , Q , R carentes variabili v.

I. eu+ PeU£V= :o. c—ype u
2. «u+ Rev 1

/ (C— 2/Keu)
/Qju

3. £U+ Qeu :

40 (j.  Co
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409 . Corollarium . 2.

Si fa&ores P , Q , R utraqae variabili u , v careant , totidem idcirco
quantitatibus conflantibus aequentur ; habebimus ob (407. §.) fequentes
aequationes , quarum tertia per (254. § .) integrata dabit expreffionem va¬
riabilis Z per u ; hac vero expreflione in (2) fubftituta reddetur exponens
differentialis f v per regulas praecedentium capitum integrabitis.

Z
I . eu -fP «u * V+ Q «u 2+ Rev 2= o.

su — Z eZ
3- £Y— ZT' * ea ~~  QZ 2+ PZ + R *

410 . Corollarium  3.
Bini flmpliciores cafus , quorum uno eft R~ o,  et altero P ~ o»  feor-

£m notari merentur : his enim cafibus nafcuntnr ex (409. §.) fequentes
aequationes integrales ( I) (II) aequationum difTerentio - differentialium
(0 (2 ) pro quibuslibet quantitatibus conflantibus P, Q , R.

Qu

I . eu + Peuev + Qeu 2=0 . I. V= B+ q/ ——-
J  C

II. V£= B + /Q ^ -2. eu + Q£u2-|-Re v2:= o.

Qu
Pe
e u e

2 Qu -J\
/ (C— Re J

Scholion 1.

Nonnunquam poterit integratio aequationis difTerentio- differentiaifs
reduci ad integrationem unius tantum aequationis differentiatis primi ordi¬
nis , fi aut primi exponentes differentiales eu, ev variabilium u, v, a quibifs
data aequatio dependet , aut certae variabilium u, v, vel etiam exponentium
differentialium eu , ev fun&iones inftar quantitatum variabilium conii de-
rentur , atque hae novis charadleribus expreflae in data aequatione fubftr-
tuantur.

,2 2 2 .2
ni. gr . Si in ey — euev -f-uev flat ev£=:z , hinc ev — ez;  eritey .— z«a

-f-uez : igitur ey “ zu ~ uev. In ey — eveu-j- euev ponatur evc= x, eu .—z;

erit ey ^=xez -|- zsx : igitur ey — zxt =:e uev.
-2uenev2In eV:

2
2uzevsv-

fiat u2~z  et ev2t=tx ; erit 2ueu —- ez.

„ 2 _ . . . . zex — xez r. x ev
2evev — ex : igitur eVt= -r - , et V — — — —-■z* z vk*

Z} Scflo-
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Scholion 2.
Notet autem fibityro , multum effe in eo politum , ut variabilis abfo-

luta nofcatur , ad quam aequatio integranda refertur , quod quidem in ad-
plicatione calculi differendo -integratis ad resolutionem problematum ma¬
thematicorum nullam patitur difficultatem.

E . gr . Si proponatur aequatio Ay m6yszr = ysx + sxey , ea haud facile
integrabitur , nifi praevie fcias , variabilem z abfolutam , adeoque expo¬
nentem differentialem ez~  i conflantem effe : in hac vero hypotheli erit

pofitoex — v, integrate f Ayweyszz=/ (yav + vey ) , adeoque ■ ^—r = y v
+ C£Z— y «x -l- Cez.

Si in resolutione cujuspiam problematis deveniatur ad aequationemZ
fe'V£X2 *—VSVfiV

Vey — - — ys~xz J J > non  adparebit , qua ratione illius integrate poffit
determinari , nifi conflet , variabilem u^ c/yex pro abfoluta , adeoque ex¬
ponentem differentialem eur = yex pro conflanti fuiffe fumtum ; quo cafu

Z
. • • - € V LVLVerit utique etiam eu2t= y25X2 conflans , et ideo, cum fit Vev — —- — -v- - -,

y3 y 2«xa,L
habebitur /V  ey - T- ^ fsys 1y ~ C —

ey
y2ex2' 2y2 2y2ex2

Scholion z.

Confideratio haec variabilis absolutae , cujus primus exponens difle-
rentialis z=  i conflans fit, maximi eft momenti in negotio integrationis
aequationum differendo -differentialium . Frequenter fane fiet , ut propo-
fita aequatio differendo - differentiatis dependens a quapiam variabili abso¬
luta , quae nullo modo videtur effe integrabitis , facile integretur , fi alia
aliqua variabilis pro abfoluta fumatur . Verum , ut haec nova variabilis ab-
foluta rite poffit determinari , necefle eft , ut ante omnia data aequatio dif.
ferendo - differendalis in aliam transformetur , in qua nulla variabilis fumi-
tur pro abfoluta , quod hoc modo praeftabitur.

i . Data aequatio comple&atur eu , eu , «v, denotante v variabilem
abfolutam , et ev~ i exponentem differentialem conflantem. Cum in hac
bypothefi fpe&etur u inftar certae funftionis variabilis v ; debet efle eu
i= pev, et ept= qsv pro quibusdam funftionibus p, q variabilis v : quare,

dutn
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dum v pro variabili abfoluta fumitur , eft eut= qsv2; fi autem v non fu-

meretur pro variabili abfoluta, fieret su — spsv -f- pev~ qsv*+
stisv

2. Hinc ( i ) fequitur , transformationem aequationis differentio - diffe-
rentialis , dependentis a variabili abfoluta v et a certa fun&ione u ejus va-

2 2
2 LULV , 2 , .
fu — -- loco Lll abfolvi.

LV

. LVLU - LULV
IS -=

LV

Scholion 4.

riabilis , fubftitutione functionis

Quod porro ad deleCtnm variabilis pro abfoluta fumendae attinet , quo
integratio datae aequationis differentio -differentialis facilior reddatur , is
ingenio ejus , qui integrationem debuerit perficere , relinquendus eft , cum
nullum generale criterium in eum finem liceat affignare. Notet tamen fibi
tyro , aequatione differentio -differentiali per (2. Schol.) transformata non
facile alium exponentem differentialem pro conflanti effe tumendum , quam
cujus integratio eft in poteftate , cum hac ipfa integratione , quantitas va¬
riabilis pro abfoluta fumenda debeat determinari.

2
sveuH - eusv3+ vsv a eu^ -n ^E . gr . detur integranda aequatio Vsv — 2v3su3

eft v variabilis abfoluta, et tvs = i conflans: fatta transformatione per
zz

ev«u3+ susv 3+ vsv 2su — vsusvsv
2v3su3(2 . Schol.) obtinebitur aequatio Vsv —

in qua nulla variabilis eft abfoluta . Quod fi jam pars eusv 3

+ vsv2su — sv2(euev + vsu ) numeratoris feorfim confideretur , illico ad

paret , non modo vsu effe perfedtum integrale fafloris eusv -f vsu , f^d
etiam hunc ipfum faflorem fieri aequalem nihilo , fi ejus integrale vsu pro
conflanti fumatur . Quamobrem , quo fimplicior reddatur expreffio aequa¬
tionis integrandae , fumatur vsu pro conflanti , feu/vsu pro variabili ab-
. , z fveu 3—vsusvsv
loluta : erit enim s(vsu) t= cveu -l- vsu = o , et Vsvt = - -T "T "- '^ ' 1 2V3SU3
Hinc , quia vsu , adeoque etiam 2vzsu* conflans eft , fiet integrale/V «V

svs2v= C2Vzau:

Scholioa
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Scholion  4.
Similibus methodis solet peragi integratio aequationum differentialium

altiorum ordinum : quaevis enim aequatio differentiatis ordinis n + i ex-
primit ejusmodi aequationem , quae per differentiatronem certae aequatio¬
nis differentiatis ordinis uti  obtenta potefl cenferi , quae idcirco id efl re-

fpeftu hujus aequationis , quod aequatio differentio - differentiatis , seu
aequatio differentiatis fecundi ordinis refpeftu aequationis differentiatis pri-

2 n
mi ordinis . Cafum Cmpliciflimum exhibet aequatio formae eu — Vev”, in
qua v efl variabilis absoluta , hinc ev — 1 conflans integratio ejus¬
modi aequationis facile perficitur , quaerendo fucceffiye exponentes

n- t n- j n -j
differentiates eu , eu , eu , - - eu fun&ionis u, ex quorum inti¬
ma determinatur ipfa functio u. Si effet eu —pev ^» cum fit ev  con-

r r - i rr - i
flans , et e U— e .eu;  deberet utique fieri / eu— eu , et / pev̂ — ev^ /pev

— (P + C) evr" r , pofito/pev — P : igitur effet eu = (T -f’C) gyr_ I, unden
manifeflum fit , qua ratione ex e u — Ve v" exponentes differentiates
n - 1 n - 2 n - 1
eu , eu, - eu fucceflive pofiint determinari : erit nimirum eu — (* +n - 2

A) ev " "' J pro a.u=/V sv  et conflante indeterminata A : eu — evn z/ (xsv
4- Aev) — (/3+ Av -fB ) sv n_ 2 pro f3~ J "xev,  et conflante indeterminata

B ; eu = ev D_3/ (3sv + Avev + Bev) = :(y -}- f Av2+ Bv + C) evn~ 3, pro
y = /j3ev  et conflante indeterminata C : et ita porro.

EI.EMEN-
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CAPUT VIII.
D E

GENERALIBUS QUIBUSDAM CURVARUM PRO-
PRIETATIBUS.

411.  Definitio.

(jeneralis omnium curvarum divido eft in mrvas fimplicis  et duplicis cur¬
vaturae : omnis curva , quae tota jacet in uno plano , vocatur curva fimpli-
cis curvaturae:  omnes vero reliquae curvae funt curvae duplicis curvaturae.
Interea de curvis tantum simplicis curvaturae traftabimus.

4 I 2 . DEFINITIO.

Si in eodem plano dentur curva ZMPX (2 . Fig .) et binae reftae Flg.
VU,DE  in nunfto A fefe intersecantes , atque ex A in refta VU ab¬
scindantur quaecunque partes AQ , AN , tum ex punftis Q , N ducantur
reftae QP,NM  parallelae alteri reftae DE ; vocabuntur AQ , AN Ab-
fcijfae,  et QP , NM iis respondentes Ordinatae (eu Applicatae;  punctum A
erit Origo  feu Initium abfcijfarum;  refta vero VU appellabitur Linea (eu
Axis abfcijfarum, et refta D E Axis ordinatarum.

413 . Corollarium.
Situs abscissae AN refpeftu originis A eft litui abscissae AQ , et (itus

ordinatae QP refpeftu lineae abscissarum VU (itui ordinatae NM e diame¬
tro oppositus : eapropter , dum in calculis abfciflae A Q et ordinatae NM
fpeftantur ut pofttivae, folent abfciflae AN et ordinatae QP prioribus
oppofitae haberi pro negativis.

414 . Definitio.
Quaevis abscissa AQ et ordinata QP simul vocantur Coordinatae:

hinc AQP eft Angulus coordinalarum  aequalis angulo DA V , fub quo
axes coordinatarum  VU , DE fefe intersecant . Sunt autem coordinatae
AQ , QP orthogonae  feu reffangulae , vel obliquangulae,  prout illa¬
rum angulus AQP eft reftus , vel major aut minor refto.

Aa 2 415 . De-
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415 . Definitio.
Fig. z. Refla ab tanget  datum alicujus curvae arcum MOX (3. Fig.) in punflo

M, fi ea arcui MOX ita occurrat in punflo M, ut inter ipfam et «arcum
nulla refla per idem punftum M possit tranfire; hinc vocabitur M Puti¬llum contaffus.

416 . Corollarium  1,
Inter innumeras reflas , quae dato arcui M0  X in punfto M possunt

occurrere, unica tangit arcum in M: possibile quoque eft , ut aliqua refla
cd arcum MO curvae MOX tangat in punflo O, quin ideo etiam arcus
OX ab eadem refla tangatur in O. Quamobrem dicetur curva MOX a
refla cd tangi in punflo intermedioO , li refla cd utrumque arcum O M,
OX adjacentem punflo O tangat in O, arcusque hi ad eandem partem illius

Fig- 4- reflae jaceant: fecus enim refla cd (4. Fig.) fecabit curvam MOX, licet
fors uterque illius arcus MO, XO ab ea in O tangatur.

417 . Corollarium  2.
F-g 5.67.8. Si, fumta in punflo A reflae VU (5. 6. 7.8-Fig.) origine abiciffarum,

duftaque ad punftum M, in quo refla TS arcum MX tangat , ordinata
orthogona MP, abfciffa AP capiat incrementum PQ > novaeque abscissas
AQ respondeat ordinata orthogona Qm ; poterit per punfta M, m duci
refla RL , quae cum tangente TS angulum LMS = RMT  ad punftum
contaflus M formet: decrescente PQ , decrescet angulus SML — RMT,
poteritque is fieri minor dato quovis angulo (415. §.) Cum igitur angu¬
lus SML—RMT aequetur differentiae angulorum RMP, TMP, quos secans
RM, et tangens TM cum ordinata orthogona MP in punfto contaflus M
formant; evidens eft, litum tangentis TM refpeflu ordinatae orthogonae
MP ita esse determinatum, ut angulus TMP inter tangentem et ordinatam
in punfto contaflus aequetur limiti , ad quem, PQ continuo decrescente,
angulus R MP inter secantem et ordinatam eo propius accedat, quo magis
minuitur PQ (68■§.).

418 . Corollarium  3.
Es his tnanifeftum fit , reflam, quae datum arcum in aliquo punflo M

tangit , non posse cum linea abiciffarum VU concurrere , quin punftum con-
curfus T ad eandem partem ordinatae orthogonae MP, ad quam jacet origo
abfciflarumA, vel ad partem oppofitam cadat, prout crefcentibus ablcillis

F>g.5-67-8.AP ordinatae crescunt(5. 6. Fig.) » vel decrescunt (7. 8-Fig-)
419. De-
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419 . Definitio.
Si refla TS arcam MX tangat  in punfto M , lineae vero abfciflarum

VU occurrat in T , ducaturque ad punflum contaftus M ordinata MP , et
refla MN priori TS perpendicularis , atque lineae abfciflarum occurrens in
N ; erit TM Tangens  determinatae longitudinis ; TP Sub tangens;  MN
Normalis;  et NP Subnormalis.

420 . Corollarium  1.

Tangens cum fubtangente , et normalis cum fubnormali cadunt ad
partes oppofitas ordinatae orthogonae MP.

421 . Corollarium  2.

Datis ordinata orthogona MP et angulo TMP inter tangentem T M
et ordinatam MP in punfto contaftus M, poterit determinari tangens

T Mt= p ' fnbtangens TP MP . Tang T MP ; normalis MN
M P

^SinTMP ’ et  Abnormalis NP = MP . CotTMP.

422 . Corollarium 3.

Si reflas cd, ab (3.  Fig .) arcum MO datae curvae tangant in punftis Fi; . Z.
M, O , ducanturque normales ML , ON , et chorda MO ; erunt anguli
cOM , aMO , LMO, NOM  acuti : igitur fecabunt fefe tangentes cd »ab
alicubi in e , et normales alicubi in 0.

423 . Definitio.

Angulus M n O , fub quo normales ML , ON punftis M, O dati arcus
MO alicujus curvae refpondentes fefe intersecant (422. §.) , folet vocari
Amplitudo  arcus MO ; angulus vero ceb,  fub quo tangentes cd , ab duftae
ad punfta O, M fef§ fecant (422. §.) , elb Angulus inclinationis  unius tan¬
gentis ad alteram.

424 . Corollarium I.
Amplitudo MnO cujusvis arcus MoO aequatur angulo inclinationis

ceb tangentis cO ad tangentem aM : quare , cum arcus MO poft punflum
contaftus M verfus O eo magis defleftat a tangente Ma , isque idcirco eo
magis curvetur in M (415. §.) , quo major eft angulus ceM;  clarum eft,
curvedinem datae curvae in punfto M ita effe connexam cum amplitudine

Ag A arcus
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arcus MoO , ut illa eo major debeat cenferi, quae major eft amplitudoMnO
arcus MO determinatae longitudinis , et viciffim.

425 . Corollarium 2.
rig , 1. In circulo fr .Fig .) radii rr = AC erunt pro quolibet arcu PD normale*

punftis P , D respondentes , ipfi radii PC, DC (419. §.) : quodfi ergo fit ar¬

cus PD = A ; erit angulus PCD = -̂ - (5. §- Z. 8cbol .) amplitudo arcus
PD = A (42Z-§ ) .

426 . Corollarium 3.
Ubicunque in dato circulo datisque circulis aequalibus fumantur arcus

aequales utcunque parvi ; erunt amplitudines omnium arcuum inter fe aequa¬
les (425. § .) ; curvedo igitur in quovis circulo circulisque aequalibus
conftans eft , oimitum eadem in lingulis punftis peripheriae unius circuli,
peripheriarumque circulorum aequalium (424.§.).

427 . Corollarium 4-
Si vero duo circuli inaequales defcribantur radiis r , R ; erit amplitudo

cujuslibet quantumcunque parvi arcus A in circulo radii r ad amplitudinem
arcus aequalis A in circulo radii R , ficut eft R ad r (425. § .) : quamobrem,
fi curvedines conftantes duorum circulorum inaequalium (426. %■) inter fe
comparentur ; debebit effe curvedo in circulo radii minoris major quam ia
circino radii majoris (424 . § .).

428 . Definitio.
Tig. 3. Circulus curvedinis  pro quocunque,puncto O' datae curvae ZMOX

(3 . Fig .) vocabitur circulus , ad cujus conflantem curvedinem (426. § .)
curvedo curvae Z MO X in punfto O proxime accefterit , ita nimirum , ut
differentia inter hanc et illam curvedinem minor fit , quam efiet inter ean¬
dem .curvae ZMOX  curvedinem et curvedinem conflantem cujuscunque
alterius majoris minorisque circuli (427 . § .) : radius centrumque circuli
curvedinis pro punfto O datae curvae brevitatis caufa appellabitur Radius
centrumque curvedinis  datae curvae in punfto O-

429 . Corollarium 1.
Cognitis radiis curvedinum in duobus punftis unius curvae , aut dua¬

rum diverfarum curvarum ; patebit eo ipfo , in quonam punfto major , in
quove minor curvedo eft : major erit , cujus radius minor fuerit (428 427. § .)

4Z O. C o-
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430 . Corollarium 2.
Quodfi ergo a punfto O verfus Z fumantur quaecunquae datae curvas

punfta , nofcanturque radii curvedinum in fingulis punftis ; conflabit eo
ipfo , an curvatura a punfto O verfus Zcrefcat continuo vel decrefcat , aut
alterne crefcat et decrefcat ; et an eadem fit in punftis a dato punfto aequi-
diflantibus (429 . §.) .

431 . Corollarium  3.
Si in normali ON dufta ad punftum contaftus O fumatur pnnftum t,

et radio tO defcribi cogitetur circulus 0 « cadens intra arcum OX datae
curvae , ducaturque ms tangenti cd parallela , adeoque normali ON per¬
pendicularis ; erit cd communis tangens arcus OX et circuli 0 « : differen¬
tia vero inter curvaturam curvae ZOX in punfto O verfus X et curvedi-
nem conflantem circuli 0 « erit eo minor , quo minor fuerit differentia in¬
ter deflexus arcus OX circulique 0 « a communi tangente Od in regione
punfti contaftus 0 , quo minor idcirco fuerit differentia mr inter ordina¬
tas orthogonas ms , rs arcus OX et circuli 0 « eidem quantumcunque
parvae abfciffae Os a punfto contaftus computatae refpondentes . Qua¬
propter » fi conftiterit differentiam m r ejusmodi ordinatarum minorem effe,
quam effet differentia inter ordinatam ms arcus OX , et ordinatam ks vel
us cujuscunque alterius circuli 0/3  vel Oy , qui majori radio gO , vel
minori fO defcriptus concipiatur ; conflabit eo ipfo , circulum 0 « effe
circulum curvedinis in punfto 0 datae curvae (428. §.); et viciflim.

432 , Corollarium  4.
Sic quoque , fi radio tO defcriptus circulus 0/3  extra arcum OX ca¬

dat ; erit is , ob pares rationes , circulus curvedinis in punfto 0 datae
curvae , fi differentia inter ordinatam ms arcus OX et ordinatam ks cir¬
culi 0 /3  eidem quantumcunque parvae abfciffae Os respondentem minor
fuerit , quam effet differentia inter ordinatam ms arcus OX , et ordinatam
rs vel vs circuli Qz  vel Od quocunque alio radio minori fO » vel majori
gO defcripti ; et viciflim.

433 - Corollarium

Qniscunque idcrireo circulus radio tO defcriptus fuerit circulus cur¬
vedinis in punfto 0 ; debebit is babere arcum in regione punfti con¬
taftus 0  adeo vicinum arcui OX datae curvae , ut inter illum et hunc

arcum
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arcum nullus circulus poiTit transire , feu is minori radio fO , feu majori
gO describi cogitetur ( 431 . 432 . § .) : ob hanc causam dicetur circulus cur-
vedinis datae curvae in punfto O verfus X osculari  arcum OX ; hinc ap¬
pellabitur is circulus osculator -, ejusque radius tO radius osculi,  vel radius
circuli osculatoris.

434 . Corollarium  6.

Circulus radio tO descriptus arcumque OXFdatae curvae in 0  oscu¬
lans tangit eundem arcum in punfto O interne vel externe (433 . § .) .

435 . Theorema.
Si in data curva  MOX fuerit fumma quadratorum ordinatae  m s et

abfcffae  Os divifa per duplam abfcijfam  Os aequalis Juturnae  Z + ^ ve^
differentiae  Z — \f/ duarum quantitatum  Z , i/s quarum prior independensfit
ab abfcffa  Os , pofierior vero ita ab ea pendeat , ut decrefcente abfcffa  Os
pojfit fieri minor data quavis quantitate ; erit  Z — tO radius circuli cur-
vedinis in punfto  O , qui arcum  O X tanget in punfto  O interne cafu primo,
et externe cafu fecundo.

D e m011 ftrat i o.
tn s2 4*u2

1. Per hypothefim erit — — - — Z -j- hinc ms 2 — 2Zu — u2

+ 2yu  pro abfciffa Osr = u.
rns2 u 2 ,

2 . Vel — — — Z — hinc  ms 2— 2 uZ — u2—2 ^ u.2 u

3. Quodfi jam radio tO ;= Z cogitetur circulus effe descriptus , in
quo abfciffae u — Os respondeat ordinata y — rs , vel y —ks;  erit
y 2:= 2 Zu — u2.

4 . Hinc jam patet evidenter , femper efle ms > y  in prima hypothefi
(i ) , et ms < y  in fecunda hypothefi ( 2) : in prima hypothefi jacebit ergo
•arcus circularis radio tO — Z descriptus alicubi in 0 « intra arcum OX
datae curvae ; in fecunda vero hypothefi jacebit is alicubi in 0/3  extra ar¬
cum OX.

5. Ponamus jam in prima hypothefi ( 1) praeter circulum 0 « radio
tO = Z descriptum describi circulum 0/3  radio gO —Z -fo >, pro diffe¬
rentia w= gt quantumcunque parva ; respondebit in hoc circulo abfciffae
Os = u quadratum ordinatae k s2;= 2Z u + 2 « u— u2.

6. Cum
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6. Cum per hypothefim pofiit fieri decrefcente abfcifia u ~ Os;
extabunt abfcifiae Os ~ u pro quibus erit ms < ks  in ( i ) ( 5) , unde ne-

cefiario sequitur , arcum circularem 0/3  radio Og > Z descriptum in re¬

gione punfli conta &us O cadere extra arcum OX datae curvae ; arcum pro¬
inde Ox  radio tOt = Z descriptum in regione punfti contaftus O adeo efle
vicinum arcui OX , ut inter hunc et illum nullus alter circulus locum ha¬
beat . Verum , ut certo confiet , hunc ipsum circulum Oa  efie circulum

curvedinis in punfto O, demonftrari adhuc debet , extare abfciflam ur= Os,

pro qua quantumcunque decrescente fit ms — rs < ks — ms (4Zl . § .), quod
hoc modo poteft oftendi.

Per hypothefim extabit abfcifia u— Os,  pro qua , quantumcunque ea
decrescat , erit igitur , fumtis pro ms,rs,ks  valoribus juxta ( 1)

( 3) (5) erit etiam rs 2+ 2ks . rs + ks 2 >4ms 2, hinc rs + ks >2ms,  et
ideo etiam ks — ms > ms — rs.

7. In fecunda hypothefi (2) , descripto circulo 0/3  radio tO = Z ob
(4) , describatur circulus 0 7 radio minori Ofc = Ot — ft = Z— ai,  lumta
quantumcunque exigua differentia « := tf ; respondebit in hoc circulo ab-
Iciliae Os = .u quadratum ordinatae us 2:= 2Zu—  2 « u—  u2.

8- Hinc , quia per hypothefim poteft , decrefcente abfcifla u — Os,  fieri
manifeftnm fit , extare debere abfciflfasu , pro quibus quantum¬

cunque decrescentibus fieret us 2<  ms 2 et us <ms  in (7) (2) ; conse¬
quenter omnem circulum radio fO < Z descriptum jacere in regione pun &i
contaftus O intra arcum OX datae curvae ; et ideo circulum 0/3  radio

tO = Z extra arcum OX descriptum (4) adeo efie vicinum arcui OX in

regione pundii conta &us O , ut inter illum et hunc arcum nullus circulus
pofiit cadere . Quamobrem , quo certo confiet , circulum 0/3  fore circu¬
lum curvedinis in punfto O , oftendi adhuc debet , dari abfciflas u “ Os  in
fecunda hypothefi (2) , pro quibus , quantumcunque eae decrescant, femper
fit ks — ms < ms — us.

Cum enim per hypothefim pofiit fieri •v̂ <! %; erit , fumtis pro ks,
ms , us valoribus ex (z) (2) (7) , etiam ks 2+ 2ks . us + us 2<3 4ms 2, hin®
ks + us < 2ms , et ideo ks — ms < ms — us.

Velumen4 Bb 4 36. Co-

0
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436 . Corollarium.
Cum in regione punfti contactus 0  extent abfciffae ut = Os , pro quibus

quantumcunque decVefcentibus femper fit ms > rs , vel m s < ks pro cir'
culo curvedinis Ox  vel 0/3  radio tO = Z descripto , ob (n. 4.) ; patet
evidenter , circulum curvedinis 0 « , vel 0/3  radio fO — Z descriptum
nullum absolute arcum babere , quantumcunque parvus is concipiatur , qui
in regione punfti contactus 0 cum certa parte arcus OX datae curvae
coincidac, licet is huic arcui adeo fit vicinus , ut inter illum et hunc nul¬
lus arcus circuli poffit jacere : circulus idcirco curvedinis in punfto 0 eam
habet naturam , ut curvedo datae curvae in punfto O versus X non fit ea¬
dem cum conftanti curvedine ejus circuli , fed ad eam tantum proxime acce¬
dat , ita nimirum ut illa ad nullius alterius circuli curvedinem propius poffit
accedere (428. § .).

437 . Definitio.
Discrimen generale inter Ramos  curvarum in eo confiftit , quod aliqui

fi ut definitae,  alii autem indefinitae longitudinis,  nimirum refpeftu datarum
linearum , reftarum vel curvarum , juxta quas excurrunt . Sic ramus PX

Fig. a. (3. Fig .) dicetur in indefinitum excurrere juxta datam redam  VU , fi is,
quantumcunque producatur versus U , nufpiatn concurrat cum refta VU:
vocabitur porro refta VU Afgmptotus  rami PX , fi hic juxta reftam VU in
indefinitum excurrens eo propius ad illam accedat , quo magis versus U
producitur . Hoc modo solent concipi rami curvarum juxta ramos aliarum
curvarum in indefinitum excurrentes , afiymptotique curvilineae : verum de
his nullibi erit sermo in sequentibus.

438 - Def initio.
Poffibile eft , ut uni eidemque abfcifiae in data curva una tantum ordi¬

nata , pofitiva vel negativa , aut plures ordinatae , omnes pofitivae , vel
omnes negativae , aut aliquae pofitivae et aliae negativae , illis numero

Fig. 9. aequales , vel inaequales (413. §.) respondeant . Sic e. gr . in (9. Fig .) ab¬
fcifiae At una respondet ordinata , pofitiva ts : abfcifiae Ar respondent
duae ordinatae , pofitivae rp,rq;  abfciffae An respondent pariter binae
ordinatae , una pofitiva nm , et altera negativa no ; abfciffae vero Ak
refpondent duae ordinatae pofitivae kh , ki , et ffina negativa k I; et ab¬
fcifiae A e refpondent quatuor ordinatae pofitivae , ea , eb , ec, ed , et duae
negativae es , eg.

Omnis
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Omnis linea abfciffarum vocatur'generatim Diameter  curvae, fi summa
ordinatarum pofitivarum cuivis abfcifiae respondentium aequetur summae
ordinatarum negativarum respondentium eidem abfcifiae. Eo autem deter¬
minato casu, quo ad extremitatem cujusvis abfcifiae cuilibet ordinatae pofi-
tivae respondet una ordinata negativa priori aequalis; appellatur ea Diame¬
ter abfuluta.  Diameter porro absoluta, ad quam ordinatae sunt perpendi¬
culares, vocari solet etiam Axis curvae;  et punftum, in quo curva ab
ejus axe secatur, efit Vertex  curvae . Si denique aliqua curva binas dia¬
metros habeat, quarum quaevis fit parallela ordinatis ad aliam diametrum;
erunt eae Diametri conjugatae.

439.  Definitio.
Centrum curvae  eft punftum, in quo omnis curvae chorda per ipsum

tranfiens bifiecatur.
440 . Definitio.

Dum plures alicujus curvae rami in uno punfto concurrunt, fefe tan-
gunt , aut intersecant» dicitur id, improprio quidem sensu, ex pluribus ejus¬
dem curvae punftis coalescere,  quae nimirum totidem ejus ramis debentur.
Punftum curvae, quod ex pluribus ejusdem curvae punftis non coaluit, vo-
catur fimplex;  omne vero , quod ex pluribus punftis coaluit, dicitur mul¬
tiplex,  atque in specie duplex, triplex,  et fic porro.

441 . Definitio.
Ad punfta multiplicia pertinent punfta flexus contrarii; punita re- Fig. 4.

greffus,  feu cufpides  aut punita reflexionis;  et nodi.  Si duo arcus 110,
OX alicujus curvae ita concurrant in punfto 0 , ut refta cd , quae cur¬
vam in O secat, utrumque arcum MO, XO in 0 tangat , et , dum unus
arcus MO parti cO communis tangentis cd obvertit convexitatem, eam
alter arcus OX obvertat parti oppofitae Od tangentis; vocabitur 0 punitum
flexus contrarii.  Quodfi autem uterque arcus eidem parti cO communis
tangentis cd convexitatem obvertat (10. 11. Fig.) ; erit punftum duplex O^iz. io.n
Cufpis  curvae, feu Punitum regrejfus.  Punfta denique, in quibus arcus
curvae fefe, ut in x, /3 (9 . Fig.) intersecant» appellantur Nodi.

442 . Definitio.
Aequatio ad curvam  eft aequatio eam relationem inter curvae coordi¬

natas, vel quaspiam reftas lineas angulosque variabiles,- et conftantes
B b 2 quan-
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quantitates ( lineas vel angulos) exprimens, per quam natura curvae per-
fefte determinatur. Hinc desumitur divifio curvarum in algebraicas  et
transcendentes,  prout aequationes ad illas funt algebraicae vel transcen¬
dentes ( 160. §.) . Curvae porro algebraicae dividuntur in diverfos Ordines,
ita ut omnis curva fit generarim nti Ordinis,  fi aequatio ad illam eft nti
ordinis (164. §.). Omnis demum curva continua  eft , feu regularis,  vel
aifcontinua  feu irregularis:  curva continua  vocatur , cujus natura per uni¬
cam aequationem exprimitur: difcontimae  vero curvae, quales in fequen-
tibus haud confiderabimus, appellantur, quarum variae partes per varias
aequationes debent exprimi.

443 . Corollarium 1«
Formula generalis omnium aequationum ad curvas inter binas quas-

x y xycunque variabiles quantitates x,y poteft elle « -j- + V' “ fi «
X ydenotet quantitatem conftantem, <p vero et ju  fine summae omnium ter-

xyminorum, m quibus sola variabilisx, vel solay continetur, et exprimat
summam reliquorum terminorum, utramque variabilemx, y compleften-
tium (442. §.).

444 . Corollarium 2.
Quaevis variabiliumy , x contentarum in data aequatione ad curvam,

puta y , poteft fpeftari inftar certae fun&ionis alterius variabilisx , cujus
exponentes differentiales ey, ey , ey,  etc . , ex data aequatione poflint elici:
primus vero exponens differentialis sy,  prouti is pofitivi vel negativi va-
loris fuerit pro certa abfeifla x , denotabit, ordinatas y , crescentibus ab-
fcifiis, crescere vel decrescere (85. §.).

44z . krohlem ».
k>L- 12. Data aequatione ad curvam  ZMX (12. Fig.) inter ejus coordinatas

orthogonas x — AP , y = ftlP, invenire aequationem ad eandem curvam in¬
ter ipfms coordinatas obliquangulas  u = AQ,zu = MQ , cognito angulo

harum coordinatarum.

Solutio.
Cum debeat efle yt = zSin (J> et xr= u — zCofip , fi hos valores loco

y,  x fubllituas in data aequatione inter x, y , obtinebis aliam aequationem
aequi-
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aequivalentem inter u et z : femper vero erit Cof^ nrrCofMQ A fumen-
dus cum ligno — , ubi angulus <£>.= IVIQA verius originem abfciiTarumA
fuerit obtufus.

446 . Corollarium 1.
Eadem prorfus ratione, fi determinata fit diftantia' Q A“ a punfti Q

ab origine abfcifiarutn A , ponaturque y — MP , x = AP , MQ = z,
MQA “ y, obtinebuntur valores y “ zSiny , x— a — zCofy , pro quibus
loco y, x in data ad curvam ZX aequatione inter ejus ordinatas orthogo-
nas x , y , producetur aequatio ad eandem curvam inter ordinatas z ~ MQ
fub angulis variabilibus y— lVlQA ad datum in linea abfcifiarum VU pun-
ftum Q convergentes, et ipfos angulos y.

447 . Corollarium . 2.
Commodifiime exploratur natura curvae ope coordinatarum orthogo-

narum; deinceps idcirco omnes difquifitiones ad orthogonas coordinatas
reltringemus, eas ubique, nifi contrarium notetur , nomine ordinatarum in¬
tellecturi : facile enim, ubi opus fuerit , quasvis exprelfiones analyticas,
complectentes coordinatas orthogonas certae curvae, in alias aequivalen-
tes , quae coordinatas obliquangulas ejusdem curvae complectantur, lice¬
bit convertere (445.§.).

448 . Problema.
Data aequatione ad curvam RTMS (13 . Fig.) inter ordinatas  x —A ?, Fig. r;

y = MP pro axe abficijfiarum  V X , invenire aequationem ad-eandem curvam
inter ordinatas  u — N Q, zr = MQ pro alio axe Uu, cujus fitus refpeEtu
axeos VX ita fit determinatus, ut noficantur, praeter angulum XH  un= ct,
difiantiae perpendiculares NL = b,  Nn ’t= a novat originis abficijfiarum  N
ab axibus  VX , DE.

Solutio.

I . Duftis perpendicularibus Pq, Pr ad MQ, Uu, invenietur Pq= ySinor;
bCofor
SinorMqt= yCof «; HL :=

2. Efi vero Pr = HP . Sin PHrt = (HL + L A + AP) Sinor, et Hr
— HP . CofPHr:  per (1) fiet ergo Pr ~ b Cof * 4- a Sin or+ xSina;

-f - a Cofor+ x Cofx.

z.De-Bb 3
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3.  Debet porro effe u — \ Q = Hr — Pq— HN , et z ^= MQ = Mq
-fPr : igitur fiet per (2) u = ; > -f x) Cof « — (y + b) Sin» ; z = (y + b)
Cof « + (a -f-x) Sin a.

4. Ex his demum aequationibus prodibunt fequentes valores pro y , x,
quos in data aequatione oportebit fubftituere , ut ea det aequationem inter
coordinatas u, z.

yt = z Cof« — uSin « — b. xs = zSin « -f- uCof » — a.

449 . Corollarium 1.
Quaecunque refta fumatur pro axe abfciffarum datae curvae , ejusdem

femper ordinis erit aequatio inter coordinatas orthogonas ejusdem curvae
(448 . 442. § ).

450 . Corollarium 2.
Solutio praecedentis problematis ita eft comparata , ut ea etiam ad ca-

fum lineae reftae RTMS polfit extendi , quae, li illa lineam abfcillarum
VX fecet fub angulo (p“ STX in T , et axem ordinatarum DE in n,
Ctque Ani = e , mn ^ AP ^ x,  dabit aequationem y “ e -fxTang <p pri¬
mi ordinis : aequatio igitur ad lineam reftam RTnS  erit primi ordinis
pro quovis poffibili axe abfciifarum (449 . §.) .

451 . Corollarium 3.
Quidquid fint coefiicientes «,/3,7  in aequatione generali « + /3x

4- yyt = o primi ordinis , poterit , ductis axibus coordinatarum VX , DE,

fumi An = - , etAT ?= ~ : quodfi ergo ducatur per punfta n , T

refta RTnS;  debebit pro qualibet abfcifla x = AP elfe ordinata y ^ =MP

t =An + Mm= - - - —,  hinc « -j- Lx -s- yy— 0. Quare , ficuty y
aequatio ad lineam reftatn femper eft primi ordinis (450. §■) , ita quoque
omnis aequatio primi ordinis debetur alicui lineae reftae.

452 . Corollarium 4.
Impoflibilis efl: linea curva primi ordinis; quocirca curvae infimi ordi¬

nis funt curvae fecundi ordinis (451, 442. §.),

453 . Pro-
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45Z . Problema.
Data aequatione ad curvam  Z MX (5. 6. 7. 8- Fig ■) inter coordinatas  Fig.j .6.7.8.

x := AP , yt = MP , determinare angulum  TMP inter tangentem  Tll et
ordinatam  MP in punito contattus  M.

Solutio.
I . Si abfciffa x = AP augeatur incremento Axt = PQ , adeoque or¬

dinata M P= y abeat in m Q , ducaturque per punfta m , M fecansLR;
debebit cotangens anguli TMP aequari limiti , ad quem cotangens anguli
RMP eo propius accedat , quominus fit incrementum Ax = PQ abfcillae
x — AP (417. § -) -

2. Outta autem Mp parallela axi abfciffarum VU ; erit m p incremen-
tum 6. Fig .) vel decrementum (7. 8>Fig .) ordinatae y = MP debitum,
incremento Ax := PQ abfciffae x — AP : quare debebit effe per (444.
157. §.) . *

mp: ■±c~
V̂ fiX

Ax + Ax2-p “ —̂ tAx 3+ a -̂jAx 4 + etc .") *
^x J £X 4 y

2 ex

Semper vero efi. ( 5. 6. 7. 8- Fig.) Cot,R MP= Cot Mmp : igitur

femper CotR 'MP = + C~ 4 - —̂ Ax +ot — ~ Ax2+ a Ax 3 + etc .^ l— V£X 1 2 ex2 ex 3 gx 4 /

eoque ipfo debebit elTe ob (1) per (78. § -) CotTMPr = + ^ , adhibito
figno + vel — , prout crefcente abfciffa xr = AP ordinata y := MPcref-
cit (5. 6. Fig .) vel decrefcit (7. 8- Fig.).

454 . Corollarium t.

Angulus TMP in puufto contaftus M inter tangentem ‘'|TM et or¬

dinatam MP ita debet determinari , ut fit Cot T MP = : — : fumetur all¬ex
tem ey cum fignis contrariis , fi crefcente abfciffa decrefcat ordinata
(453- 8 )-

455 , Corollarium 2.
Pro (itu tangentis TM et nornialis M.V refpe&u ordinatae MP et

lineae abfcifiarum VU habebimus fequentes exprefirones (454. 419. §.)
Tang
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TangNMPc = TangMTPt =CotTMP = ~ | - -

TangM NP = TangTM P= CotMTP = ~ y-  •

Sin MT Pc = CofT M P = ~ /7 - H —-V (ey2+ £x2)

SinTMP := CofMTP =
6  X

\f  (gya+ £x2)

456 . Corollarium 3.
Per (455. § .) vero ex (42J . § .) obtinebimus pro tangente TM , fub-

tangente TP , normali MN , et fubnormali NP fequentes expreffiones.

TM = — \f (ey 2+ sx 2). TP = — •gy v ey

MN = ^ - / (£yH «xJ), NP = L̂iZ-ex ¥ ' ex

457 , Corollarium 4.
Propolita ergo aequatione a^ datam curvam inter ejus coordinatas y, x,

poterit tam fitus tangentis , fubtangentis , normalis , et fubnormalis respectu
ordinatae et axeos abfciflarum, quam magnitudo absoluta per (8Z- 418 - 420-
45z . 456 . §.) perfe&e determinari ; id tamen in sequenti capite uberius
exponetur.

4Z8 » Corollarium  5*
Indeterminatam reliquimus in praecedentibus formulis (455 . 456 . §) ,

utrum ordinata y , an abfcifla x inftar variabilis absolutae fit fpe&anda (4. §.) :
ubi vero illa ad hanc , vel haec ad illam velut certa funftio ad variabilem
abiblutam relata fuerit ; poterit ubique poni ex " i  cafuprimo , veley " !
cafu fecundo. In (453. § .) tamen pro determinatione altjorum exponen-

2 3 4
tium differentialium ey , ey , ey , etc . femper debet efiTe ( rzo.
«57- §-) -

459. Corollarium 6.
Fig. j . 7. Ordinata mQ (5. 7. Fig.) occurrit tangenti TM produftae in pun-

fto q , eftque pq = Mp . CotMqp ^ = Mp . CotTMP" 4 x,  adhi-
bito figno + vel — , prout crefcentibus abfciffis ordinatae pariter

crescunt
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crefcunt (5. Fig .) , vel decrefcunt (7.Fig .) : cum igitur fub iisdem condi-
2 3

tionitiusfit mp = + ^ Ax + ^ 2Ax 2 + : « -^ - Ax *±  etc . (453. §.) ,

litque qm = pq — mp (5. Fig .) , vel qmr = mp '— pq (7. Fig .) valoris po-
fitivi pro quovis valore differentiae Ax := PQ ; erit utroque casu qm =5 —

2 3 4

— — « -^ - Ax3— « -^ -Ax 4—etc . femper valoris pofitivi , et
2 £ XA £ X 2, fi X^

fiV
ideo habebit exponens — - valorem negativum (77. § .).

460 . Corollarium  7,

Pari ratione reperies pqr = + ^ - Ax , et mp ~ +

L
sv

*£ X * - 6 X - 2 £ X*
3 4

3 gy 4 f V
+ « .—- ■ A x3+ « — - A x4 + etc . . fumto figno + vel — , prout cre¬

scentibus abfciffis AP ordinatae crefcunt (6. Fig .) vel decrefcunt (8- Fig .) :
quare , cum fit mq — mp — p q in (6. Fig .) , et m q—pq—  mp in (8 -Fig .)
valoris pofitivi pro quovis valore differentiae Ax ;= PQ ; erit utroque cafu

2 34
£V 3 g y 4 gy

mq = —^ Ax2+« —=3 ~Ax 3+ « ——■Ax 4 +  etc . femper valoris pofi-2 £ X ^ v k v

Ax2 Fig.6.*.

£X 6X**

tivi , quod eft impoflibile quin etiam ^ valorem pofitivum habeat
(77- §0.

461 . Corollarium  8*
Dum curva , ad quam datur aequatio inter ejus coordinatas x , y con-

2
gycavitatem vel convexitatem obvertit axi abfciffarum , debet effe — - valo-
£ X2

ris negativi cafu primo , vel pofitivi cafu fecundo , et viciliim (459.460.§.),
2

exponente differentiali ey ex data ad curvam aequatione pro sx ~ i  de¬
terminato (458 - § ).

462 . Corollarium  9.
Pars ordinatae mQ (5.6. f .8-Fig .) inter curvam et tangentem inter - Fig.$.<>.7.*.

2 3 4
£V 3 gy 4 g y

cepta eft generatim mq ^ + —^ Ax2 + « —- j  Ax3+ a - ^ AxM ^ etc .,2fi X . ' £ X ' fiX

C c adhi-Volmntn /.
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adhibito figno — vel + , prout curva concava eft vel convexa ex parte
lineae abscissarum (459. 460. §.) : distantia vero punfti q a punfto con-
taftus M erit onmi cafu Mq “ / ”(Mp2+ pq 2)

— ± 7T Ax  ( 459- 46o- §-) .

Vr(e y2+ ex 2) ob pq

463 . Definitio.
Tig. t2.  Pro ordinatis MQ ( 12. Fig .) ad datum punftum Q convergentibus

(446. §-) solet ad Q duci refta S perpendicularis ordinatae MQ , quae
tangenti TM produftae in b , et normali MN in n occurrat , quo cafu
vocatur Qb Subtangens , et Qn Subnormalis.

464 . Corollarium 1.
Pro z = MQ , MQAr = y , x ^ AP , y = MP , et a= A Q est y ~ z

Siny , x — a— zCofy ; hinc sy = zeyCoCy -f «zSiny , et ex = : z ey
Siny — ezCofy . Eft autem tang TMP = — (455 . §.) , et tangPMQ6 y

adeoque tang TMQ = Tang (TMP 4 -PMQ) ex Siny + eyCofy
eySiny -—exCofy

(z . § . i . Schol .) : quodfi ergo praecedentes valores in hac expressione loco
«y,ex  substituantur , invenietur sequens expressio pro tangente anguli
TMQ;  hinc vero reperietur fubtangens Qb — zTang TM Q,  et fubnor*z
malis Qn —

~ TangT IVI Q'
z2 ey

Tang TMQ

4G5 . Corollarium 2.
Angulus MQT — y eft in affumta figura acutus , hinc TMQ obtu-

* fus ; ubi ille fuerit obtufus , fiet hic acutus : obtufum elTe angulum TMQ,

adeoque acuturo MQA , indicabit valor ~ ~~  tangentis anguli TMQ , fi is
fuerit negativus.

466.  Corollarium 3.
Ducatur ex punfto Q ad tangentem TMb perpendicularis Qr — p;

erit p = zSinTMQ;  quare , determinato finu anguli TMQ per ejus tan¬
gentem (464 . §.) , fiet

^ yf(e z2+ z 2* y 2)
z2ey

467 . Co-
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467 . Corollarium 4.

Data aequatione ad curvatn ZiWX inter ordinatas z £= MQ fub an¬

gulis variabilibus y= MQA ad datum punftum Q convergentes angulos¬

que y , fetnper poterit reperiri aequatio ad eandem curvam inter ordinatam

z et perpendiculump. Cum enim fit — J (z2— p 2) ia (466. § .) , fi

praeterea ex data aequatione determinetur valor pro ^ ; obtinebitur ex

illo et hoc valore aequatio inter z et p , excluso vel incluso angulo y,

qui hoc altero casu ex hac ipsa aequatione et data facile eliminabitur.

463 . Corollarium 5.

Et viciffim, fi detur aequatio ad curvam ZMX inter ordinatam zt = MQ

et perpendiculum p= Qr , poterit determinari aequatio, saltem differen-

tialis , ad eandem curvam inter z et angulum y— MQA. Eft enim «y

— —~ - £—-quodfi ergo ex data aequatione inter z et p determi-
z/ (z2—P z)

netur valor perpendiculip per ordinatam z , isque fubftituatur in ey ; obti¬

nebitur aequatio inter ey , ez et z , unde ope calculi integralis licebit

quaerere aequationem inter z et y.

469 . Problema.

Data aequatione ad curvam inter coordinatas  xt = AP,  yt = MP ( 5. 6. Eig.

Fig .) » invenire exponentem differentialem arcus p =  ZM compreiienfi inter

ordinatam  MP et aliam  ZC datam in diftantia CA ab origine abfcjfa-

rum A.
Solutio.

Crescente abfeiffax— AP incremento PQtrrAx abeat ordinata y= 1VIP

in y'“ mQ , et arcus ^i= ZM in p'~ Zm:  cum arcus p, et ordinata y

poflint fpe&ari inftar duarum funftionum abfciffaex , fi ducatur Mp pa¬

rallela axi abfciffarum VU , et chorda Mm; erit Mp= Ax , Ay~ y'— y

t= mp,  et Ap~ p' —p = Mom. Pro qualibet idcirco differentia Ax?= PQ

debebit effe
Ap > chorda Mm , et Ap <Mq + qm.

A x

Hinc, fumta chorda Mm~ / (Ay2+ Ax 2) — — (sy 2+ sx 2) + pAx2

+ qAx 5 + etc . pro certis coefficientibus p , q, etc. independentibus a
Cc 2 Ax
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Ax (84 89. §-) , fumtlsque praeterea valoribus pro IVIq et mq juxta
(462 . § ) , erit

A x „
A/i > 7-̂ - / (£y2+ ex 2-) 4- pAx14-qAx5+ etc.e x

Ax
L
*y

< Tx^ Sy' +6X ^ - 2ex 1 + «
3

jy_
fXi Ax5+ etc.

Debet itaque efie per ( 131. §.)
ep = f̂ (s y2 4- ex2}.

470 . Corollarium.
Hinc pendet Reftificatio  datae curvae ZMX , quae inventione arcus

,tt= ZM perficitur . Data nimirum aequatione ad curvam inter coordinatas
y,x , quaeratur sy , fubftitutoque valore loco ey  in expressione pro e p,
quaeratur arcus p  ope calculi integralis . Ceterum per fe liquet , poni
posse ex — i , vel ey — 1, cum x vel y inftar variabilis abfolutae polfit
fpetlari.

471 . Problema,
Flg. 5 6. Data aequatione ad curvam  ZMX (5. 6. Fig .) inter coordinatas xz= AP,

y — MP , invenire radium curvaturae pro punSto  M.
Solu ti o.

1. Duftis tangente TM et normali MN ad punfrum M, cogitetur
abscissa x — A P augeri incremento A x — P Q , tum ducatur ordinata Qm
tangenti occurrens in q, et Mp parallela axi abscissarum VU ; erit Mp— Ax,
M q — Ax yf(«y 2+ i )~ Axsp t et m 4 e y Ax 2 4 - xe  y Ax 3+ «evAx 4
+ etc . , considerata abscissa x inftar variabilis abfolutae , quo fiat ex — i
(462. 469. §.).

2. 8int mk , mv perpendiculares ad tangentem T IVI et normalem
WN> erit Mv = mk = mq . SinTM P , kq = mqCof TMP:  ob ( 1) per
(455 . 469. §.) habebimus ergo in hypothefi variabilis abfolutae x , expo-
nentisque ex — i.

Mv— + -H - Ax24 - — ^ Ax3+ Ax 44- etc.
2ep — e p — e p  —

kq := 4- tZIZ.  Ax2 ■’ — 2 ep

J 3
*eyey

' ^p
Ax3 4

4 4
aeyey

sp
Ax4 4- etc.

z. Eft
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3. Eli autem m v:= Mk = Mq7pkq , fignovel + adhibito , prout
curva concavitatem (5. Fig .) vel convexitatem (6. Fig.) obvertit axi ab¬
fciffarum VU : cum igitur haec ipfa conditio etiam in (2) locum habeat,
ob (1) per (462. §.) ; erit generatim per (l ) (2)

a 3 3
gygy ces Ve y£flAx +

4. Hinc demum ( 2) ( 3) Pro  certis coefficientibus K, L, M, etc.  inde-
pendentibus a Ax fiet

Quamobrem, cum differentia Ax ~ PQ  continuo decrefcente etiam
Mv continuo debeat decrefcere, cumque fumma KAx + LAx 2 -f - MxAx3
+ etc. in hac hypothefi pofiit valorem induere quovis dato minorem(?6. §.),
necefiarium eft, ut , admiffa poffibilitate radii curvaturae pro punfto M,

is fit ob (435. §.) tM =r — *
+ ey

472 . Corollarium 1.
Quodfi igitur r— tM denotet radium eurvedinis in punfto M datae

curvae, ad quod dufta fit ordinata y =̂ MP *, erit generatim

(sr±if
L

— ey

Si enim data curva, ' ut ZMX in Fig ) » concava fuerit ex parte
L

axeos abfciffarumV U ; erit ey valoris negativi (461. § .) , proinde fiet
L

— sy valoris pofitivi: fi vero illa fit convexa exparte axeos abfciffarum.
2

ut ZMX in (6. Fig .) ; erit quidem ey valoris pofitivi (461. § ) , proinde
2

— ey valoris negativi , fignum tamen — haud aliud hic indicabit, quatft
radium eurvedinis r— tM hoc cafu, non verius axem abfciffarum VU»
fed in partem oppofitam punfti M cadere (47 *. §•)♦

473 . Corollarium 2.
Circulus eurvedinis in quovis punfto M datae curvae radio praecedente

deferiptus osculabitur arcumMm interne vel externe inM (471. 435. 433. §.).
Cc 3 474- Co-
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474 . Corollarium z.

Ha&emis abfciffam x inftar variabilis abfolutae fpe&avimus , neglefto-
2

que exponente differentiali e x — i et ejus quadrato ex 2 loco B~~—, —V--sx
2

retinuimus ey,  ey (471. § . i 2. n.) : quodfi ergo indeterminatum veli¬
mus relinquere , quaenam variabilium pro absoluta fumenda fit ; scriptis

exponentibus loco s y > SY in (47 2- § •) , tum redutta expref-

flone radii r per (410. §. 2. Schol.) , erit

(gy 2+<
3VZ'~Z €a*

2
ey e x-

L
-e y s x ey ^ x-

L
-ey e x

(469 . §.).

475 . Corollarium 4.
rig . 13. Quia , fi abfciffa x ad ordinatam y ut funttio ad variabilem abfolu-

2

tam referatur , debet fieri ey — t,  et ey = o ; erit in ea bypothefi
(474- SO

_ Ia  x2-j "1)^ _ ep?
f . — 2 *

•ex ex

476 . Problema,
Tig. 14. Data aequatione ad curvam  ZMX ( 14. Fig .) inter ejus coordincctas

xt= AP , y = MP ; invenire diflantias perpendicula,\ s centri curvedinis de¬
biti punffo  M ab axibus coordinatarum  VU , DE.

Solutio.
Sit M N normalis , et in hac centrum m circuli curvedinis debiti

punftoM , mp = z vero et mq = A p= u fint distantiae ejus perpendi¬
culares ab axibus VU , DE coordinatarum AP ., y = MP ; erit , ob

. . . r . PN (r — MNly rycurvedinis radium r — rnM , Pp — — - , z — - rrr,—— — — - V,
*  iVi l\ ’ M N M N J '

r . PN
hinc u — x -p - ^n:  quodfi ergo fumantur valores pro radio r , normali
MN , et fubnormali NP per (474. 456. § ,) fiet

_ , «y0y 2+ £* 2) exfs  y 2-f sx 2)11—X4- —- -̂ —. z — - - — - -- y.
eysx — *yex eyex — eygx

477 -Co-
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477 . Corollarium r.

Data aequatione ad curvam ZMX inter ejus coordinatas x ~ AP  et
L

yj= MP , poterunt y et ey , ty  per x determinari, quo ipso 'poterunt
etiam u — Ap , z “ mp  exprimi per x : hac ergo ratione poterunt deter¬
minari duae aequationes inter u, z , x, ex quibus, eliminando variabilem x,
unicam aequationem inter u et z licebit derivare (477. §.) .

478-  Corollarium 3.
Si cogitentur radii curvaturae Z R, 1VTm', Mm , M"m"  debiti lingulis

punftis datae curvae ZMX;  jacebunt omnia centra R, m', rn, m" in linea
curva RmS,  cujus natura per naturam curvae ZMX perfefte eft deter¬
minata, ita ut , data aequatione ad curvam ZMX inter ipsius coordina-
tas x —AP , y — MP,  ex hac ipfa aequatione per (476. 477. § .) poflit elici
aequatio ad curvam RmS inter ejus coordinatas ut=:Ap, z = mp.

479 . Corollarium  5.

Aequationes in (476 . §.) dant per (474 . 469 . §.) u ~ x + T-~ , et

z “ -̂^ — y : fi fumas au et multiplices per ax , ez vero ducas in «y,sp.
illudque produflutn ab hoc subtrahas; obtinebis ezey — auax — —

z z
(eye  x— ayax) — (ey 1+ ex. 2),  unde , ob (474. 469 . §.) prodit szey

t eu ey— e Ue x— o , et - — —— *
£ Z £ X

480 . Theorema.
Radius  M m circuli curvedinis debiti punSlo  M datae curvae  ZMX tan¬

git curvam  Rms centrorum curvedinis fmgulis curvae  ZMX punitis debi¬
torum (478 - § ) i» punSlo  m , aequaturque fummae  Rm + RZ arcus  Rm
tt radii  Z R curvedinis punSlo extimo  Z debiti.

De monfl ratio.

1. Tangat refla nw arcum Rm in m ; debebit efle Tangnm p =

et Cot mNp t=:CotMNP = (455f. §0 ; igitur erit angulus nrap
complementum anguli mNp ad unum reflum (479. §.) , quod eft impofil-
bile , quin tangens no coincidat cum radio curvedinis Mm.

2. Dein-
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2 . Deinde , aequatione pro z in (479. § .) differentiata , tum reffi tutis

valoribus pro ep et  r ex (474. 469- § •) » obtinebitur er —hinc,

ob ey — ——(4?9- §•) > adeoque e p = 77 / (eu2+ s z2) per (469 . §.>

er it 6r = / (sz J + £“ 2) exponens differentialis arcus Rm (469 . §.). Et
ideo debet effe r = Rm+ Conft : cum autem pro arcu Rmro  radius cur-
vedinis r = Mm  fiat rp =RZ ; debet effe confti = ZR , et r= Mm = Rm
+ Z R. ‘

481 . Theorema.

Et vicijfim, fi curva  RmS talem / itum refpeitu datae curvae  ZMX
habeat , ut , duita ad quodcunque punitum  m tangente  M m , haec aequetur
arcui  Rm auito tangente  ZR ; erit quaevis ejusmodi tangens  Mm radius
circuli curvedinis debiti punito  M datae curvae  ZMX , proinde centra omnium
circulorum curvedinis fingulis punitis curvae  ZMX debitorum jacebunt in
curva  Z m S.

Demon fi ratio.
i . Cum per hypothefim Mm tangat curvam Rms in tn , pro u = : Ap,

z —mp , ^ “ Rm,x = AP,  yt = MP ; erit Tang Nmp = Cot MNP = ~ ;

tangens Nm = -~£ ep,  et fubtangens Np = per (455. 456 . 469. §.).

y= -

2. Adeoque erit Pp —
M m £z — ze a

Mm. eu , . u £ ll — Mmeu
, hinc x t=z -;ep ep porro

ep
3. Quodfi ergo , pro Mm — k , hinc eki ^ e/i , ob Mmt = Rm + ZR

per hypothefin , fumas ex et ey in (2) , reperies , ob e,« = / *(£z2+eu 2),
£ V eu

quotientem ——— — •’ e x e z

4. Eft itaque Cot MN P:= ~ ob ( i) 1(3) > quod nequit fubfiftere quin
fit MN normalis ad punftum M curvae ZMX (455. §.) .

5. Radius curvedinis debitus punfto M coincidit ergo cum Mm ; eidem
vero radio aequari reftamMm,  fic poteft oftendi. Si capias exponentem

differentialem ey in (2) , obtinebis ob (z) k = Mm= —- £7 -f |U- ~-
epez. —eze a,

Eft
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2 2
citur EflS Z- EZEfl

Eft autem per ( /Oy *+ «**) '
e \ ey ) sy e ft'

(ey * + s Xz)

unde differentiando produ-

: hoc igitur valore fub-

ftituto in praecedenti expreflione pro k obtinebitur k“ radio curvedinis ia
punfto M (474- §.).

482 . Definitio.
Si linea abfciflarutn VU (15*Fig.) tangat datam curvam RS in R, fu- Fig- n-

maturque pars ejus conflans ZR , tum cogitetur ad quodvis punctum m
ejusdem curvae duci tangens Mmr= Rm + RZ, nimirum aequalis summas
arcus Rm et reftae conflantis ZR ; jacebunt punfta extima M omnium tan¬
gentium in certa curva ZMX,  cujus Evolutam  vocant curvam RmS. Si,
inquiunt , concipiatur curvae RmS filum ZRmS  ita adplicari, ut
ejus pars ZR eandem in R tangat; tum cogitetur extremum Z aequabiliter
verfus X progredi, ut femper pars fili Mm curvam deferens in reftam pro¬
tenta fit, quae curvam in m tangat ; curva RS evolvatur in lineam reftam
determinatam per ejus tangentem XS = RS+ RZ , punftumque Z genera¬
bit curvam ZMX:  ob hanc ipfam caufam vocant curvam RmS evolutam,
et ZMX curvam evolutione prioris genitam.

483 . Corollarium 1.
- In evoluta RmS curvae ZMX jacent centra omnium circulorum cur¬

vedinis fingulis punftis curvae ZMX debitorum, ita ut, fi ad quodcunque
punftum m evolutae ducatur tangens Mm curvae ZMX in M occurrens,
punctum m debeat efis centrum, et Mm radius circuli curvaturae debiti
punfto M (481- §>).

484 . Corollarium 2.
Data aequatione ad curvam ZMX evolutione alterius curvae RmS ge¬

nitam inter coordinatas x “ AP,yt = MP,  poterit , ob (483-§-) > Per (47 ^*
477. 478. §.) determinari aequatio ad evolutam RmS inter coordinatas
u := Ap , zt = mp.

485 . Corollarium 3.
Cum fit tangens Mmr= Rm + ZR  radius curvedinis in punfto M cur¬

vae ZMX (483. §0 » erit quilibet arcus Rm evolutae RmS algebraice
reclificabilis, fi radius curvedinis in quovis punfto M curvae evolutione
prioris genitae aequetur funftioni algebraicae.

Volumen I. Dd 486 . Pro-
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4^6. Problema.
Data aequatione ad evolutam  RmS inter ejus coordinatas  Rqr = v, mq“ t,

invenire aequationem ad curvam  ZMX evolutione prioris genitam inter ipjius
coordinatas  Z P — x , MP = y.

Solutio.
i . Nimirum linea abfciflarum RQ datae evolutae RmS eft perpendi¬

cularis ad ejus tangentem V LJ in R, quae lineam abfciflarum pro curva
ZMX evolutione prioris genita exhibet . Cum jam fit tangens Mm— m R
+ ZR = r radius curvedinis in pun&o M, pofito arcu R m= s , et ZR = a;
erit r — s -fa . Porro eft vn = Rq = mp , et t = mq = Rp “ Ap — a : igi-
tur per C479. § ■) repenetur y = - v, et x £= t + a —- -

6 P- e fi

2. Deinde t = Ap— at= u — a dat at —eu,  et v = Rq := mp = z dat
sv — ez : quamobrem , fi pro his valoribus per (480. § . 2. n.) determines
£y a x . . .-- et - , obtinebis ex ( 1)efi ep, v '

(s + a) av
r + ^ ) v, et x= t + a (s -j- a) £t

/ (et 2+ t v2; '
3. Propofita ergo aquatione ad curvam RmS inter coordinatas v — Rq,

tt = mq , determinetur et per ev : hoc enim valore loco at in (2) fubfii-
tuto obtinebuntur exprefiiones pro v,x per v, t, s : ex his demum aequatio¬
nibus et aequatione inter v, t data licebit eliminare v, t , eoque ipfo unam
aequationem inter x et y inde derivare , quae tamen ab arcu s — Rm haud
liberabitur.

487 . Corollarium.
Natura curvae ZM X pendet a reftificatione illius evolutae RmS:  fi

arcus s ~ Rm  fuerit funftio algebraica ordinatae mq ~ t;  erit etiam aequa¬
tio inter x, y ad curvam ZMX algebraica , transcendens vero , fi arcus
s — Rm  aequatur funftioni transcendenti ordinatae mq =̂ t (486. §-) .

488 - Problema.
f ’h' 5 Data aequatione ad curvam  ZMX (z. Pig .) inter coordinatas  x = AP,

y = MP ; invenire fpatium  M PCZ inter ordinatam  MP et aliam  ZC datam
in dijlantia  C A ab origine A abfcijfarum.

Solu-



C A P UT VIII. 21  I

Solutio.

Sit fpatium MPCZ = S , quod inftar unius funftionis abfciflae xt = AP

poteft fpeftari . Si abfciffa x= AP capiat incrementum Ax = PQ , duca-

turque ordinata Qm , et Mp parallela axi abfciffarum V U, altera vero pa-

rellela ml ordinatae MP occurrat in l ; erit fpatium PMmQ ^ AS , mp

:= Ay , Mp= Ax ; hinc AS > MpQP et iimul AS < ImQP pro qualibet

differentia A x. Habebimus igitur A S > y Ax et Iimul AS < (y + Ay )Ax,

unde ob (84. §.) per ( 131. § .) obtinetur exponens differentialis eS= yex,

cujus integrale aequabitur fpatio S.

489 - Problema.
Data aequatione ad curvam  AX ( 16. 17. Fig .) inter ordinatas  z = BCFig. iS. i

ad datum punitum C convergentes et angulos variabiles  ACB := y , quadrare

felior em  A CB, /eu invenire ejus aream  S.
Solutio.

Angulus yr = ACB capiat incrementum BCD — Ay , et ex punfto C

radiis CB — z , CD defcribantur arcus circulares Bd , Db ; erit Dd = =Bb

= Az differentia ordinatae BCr = z , et area feftoris BCDs = AS differen¬

tia areae Si = BCA ( 17. 18- §-) : 6 ergo ordinata z fpeftetur inftar certae

funftionis anguli y ; poterit poni Azc = « Ay -f -/3Ay2-f-etc. (84- §-)-

Iam vero patet , aream AS feftoris BDC pro quovis angulo A y ita

fe habere ad areas feftorum circularium Bd C, b DC, ut debeat eife AS BdC

et funul AS < bDC ( i6 . Fig .) , vel AS > bDC et AS < BdC ( 17. Fig .) ;

ea propter , cum fit arcus circularis Bd ~ Ay. BC— Ay. z , et b 0 —Ay .OC,

feu bD= Ay(z + Az) in ( 16.Fig .) , et bD—-Ay(z — Az) in ( 17. Fig .) per

(5 . §. z.Scbol.) ; debebit eile AS > ^ z 2Ay , et AS < \  z2 Ay -f-(z+ J (x  Ay

+ ,3 Ay 2+ etc .)) > Ay 2+ / 3Ay 3+etc .) ; vel ASC | :Z2Ay, etAb > f.z2Ay

+ (i (« Ay + /3Ay2-f etc .)— z) (x  Ay2+ /3  Ay3+ etc .).

Eft igitur eS — iz 2ey (i3i . § .) exponens differentialis areae S , cujus

integratio dabit idcirco ipsam aream S — ABC.

490 . Problema.
Data aequatione ad curvam  BPC ( 18- Fig -) inter ejus coordinatas  rig . ig.

x —Ba , y — aP, cujus revolutione circa axem abfcijfarum A E cogitetur ge¬

nerari corpus rotundum BCD ; invenirefoliditatem ejusdem corporis.

Dd 2 Sol u-
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Solutio.

Seftio PmpnP  in a perpendicularis ad axem A E abfcindit fegmentum
PBpnPm — S,  quod inftar unius funftionis abrciffae x — Ba poteft fpe-
ftari . Si itaque abfcifla x ~ Ba augeatur incremento Ax := ab,  cogitetur-
que per punftum b duci feftio res c r priori parallela ; exprimet AS = Ppsr
partem totius corporis comprehenfam inter feftiones PmpnP  et rescr,
quae idcirco pro quavis differentia Ax ~ ab erit major cylindro,' oafeos
PmpnP  et altitudinis ab » fimul autem minor cylindro bafeos rescr  et
ejusdem altitudinis ab : igitur erit pro quavis differentia Axr =; ab.

AS > PmpnP . Ax  et A S < r e s c r.  A x.
Habet autem feftio circularis PmpnP  ordinatam aP — y , et feftio

rescr  ordinatam rb — sb — rR + Pa — sS + pa — Ay + y pro radio : pro
ratione I : tt  radii ad femiperipheriam debet igitur effe Pm p nPt ^ s-y2, et
rescr ~ 7r(y + Ay) z. Adeoque habebimus etiam

AS > ?ry 2Ax etAS < 7ry2Ax -4-2 ;ryAyAx + 7rAy 2Ax.
Quare per (izi. § .) debet effe exponens differentialis eS “ 7ry2£X,

cujus integratio dat soliditatem segmenti S^ BPnpmP.

491 . Problema.
In eadem hypothefi (490 . § .) invenire fuperficiem rotundam / egmenti

PBpn Pmp,
Solutio.

1. Refta AF tangat curvam BC inP , et abfciffae Bb= Ba+ ab“ x-f Ax
respondeat ordinata rb = rR -f Rbt= rR + Pa~ Ay-f-y , quae produfta occur¬
rat tangenti A F in Q : pofito igitur arcu BP“ t̂ ponatur arcus Prt= A,«.

2. Quare , dum curva BC sua revolutione circa axem AE corpus rotun¬
dum C BD generat , concipi poteft arcus B P generare fuperficiem rotun¬
dam segmenti PBp,  quae dicatur S , arcus vero Br fuperficiem rotundam
segmenti rBs,  ita ut differentia AS prioris superficie! aequari debeat fu- •
perficiei rotundae partis hujus segmenti interceptae inter feftiones P mp n P,
Tescr  in punftis a, b ad axem AE perpendiculares.

3. In eadem hypothefi ( 2) generant pars PQ tangentis AF , et chorda
Por conos truncatos PpqQP , PposroP;  pars vero Qr ordinatae br
productae in Q intercepta inter tangentem et curvam generat annulum ra¬
diorum rb , Qb.

4. Eft
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4. Eft autem pro quavis differentia Ax “ ab  abfciffae x = Ba fuper-
ficies rotanda AS in (2) major fuperficie rotunda coni truncati Porsop,
et fimul minor fumma fuperficiei rotundae coni truncati PQqp,  et fupcr-
ficiei planae annuli radiorum rb , Qb in (3) .

5. Superficies rotunda coni truncati Porsop,  fumta ratione i : w ra¬
dii ad femiperipherram, eft w(2y + Av) Por — 7r(2y + Ay) \/"Ay2 Ax2).

6. Superficies vero rotunda coni truncati PQqp eft x (2y + Ay
+ rQ ) PQ;  et superficies plana annuli radiorum rb , Qb eft 7r(2y -f aAy
+ Q r) Q r.

7. Quamobrem , ffy ^(Ay 2-f-A x 2) exprimatur per (469.§.) , et rQ,
PQ in (5) (6) determinentur ut mq,Mq  in (462. §.) , obtinebimus ex
( 5) (6) (4) pro certis coefficientibus k, 1, m, - K, L, M, etc . fequentes
•xpreffiones*

A S Ax/ (ey2+ ex 2) -f k Ax*+ 1Ax3-f -m A x4+ ete.

AS AxV (s‘y 2-f ex2) -f-K A' xz + L A x>-f MAx4+ etc.

Per (kZi. § .} eft itaque sSt = 27ry/ ' (gy2+e x2, t=: 2 v y s/z (469 .§.)
Exponens differentialis funftionis S aequalis fuperficiei rotundae fegmenii
P B p , cujus integratio dabit fuperficiem 8.

Dd 3 CAPUT
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D E

QUIBUSDAM CURVIS SPECIATIM.

492 . Problema,
j 4 dmijfa refolutione aequationum omnis ordinis , explorare [itum curvae , ad
quam data fit aequatio inter ejus coordinatas  x , y , refpelfu axium harum
coordinatarum.

Solutio.
x y xy

1. Data ad curvam aequatio fit a - + (443-Z.) , quae ita
fit comparata , ut pro X— o vel y — o omnes termini compleftentes x cafu
primo , vel y cafu fecundo , fiant aequales nihilo.

2. Quaelibet ordinata y exhibet diftantiam perpendicularem unius
punfti curvae ab axe abfciffarum ; et quaevis abfcilfa x dat diftantiam ejus¬
dem puntti curvae ab axe ordinatarum aequalem diftantiae puntti axeos ab¬
fciffarum, in quo ei infiftit ordinata y , ab origine abfciffarum (414. 411.
447- §■)•

3. Fiat igitur in data aequatione ad curvam ordinata y “ o ; abibit ea
in aequationem determinatam a + tpirro ob ( 1) , per quam determinan¬
tur abfcifiae x , quibus refpondent ordinatae yt = o , in quarum idcirco
punftis extimis curva axi abfciffarum occurrit , eundemque fecac vel tan-

X
git (2) . Quaevis ergo radix realis aequationis ar-j- tp— 0 , pofitiva vel ne¬
gativa , dabit unam abfcifiam x , poficivam vel negativam (413. § .) , aequa¬
lem diftantiae unius puncti axeos abfciffarum ab harum origine , in quo
curva occurrit eidem axi : toties itaque occurret curva axi abfciflarutn,
quot radices reales habuerit aequatio fi quae harum radi¬
cum inter fe aequales fuerint , omnes pofitivae , vel omnes negativae , in¬
dicium erit , totidem curvae ramos in uno eodemque punfto occurrere axi
abfciffarum: fi autem omnes radices aequationis x -\-[>v=zo  fuerint ima¬
ginariae ; lignum erit , nullum extare punftum in axe abfciffarum, in quo ei
curva occurrat.

4. Sic
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4. Sic quoque pro xr =o abibit data aequatio ( 1) in aequationem de-
y

terminatam quae determinat ordinatas recondentes abfcisss
x — 0 , ordinatas idcirco in origine abfciflarum coincidentes cum axe ordina¬
tarum , aequales diftantiis totidem punctorum hujus axeos ab origine ab¬
scissarum, in quibus ei curva occurrit (2). Quamobrem occurret curva axi
ordinatarum in tot punftis , quot radices reales inaequales habuerit aequa-

y
tio o : fi quae vero ejus radices reales fuerint aequales , omnes po-
fitivae , aut omnes negativae ; determinabunt hae unum punftum in axe
ordinatarum , in quo ei totidem rami curvae occurrent : fi autem omnes ra¬
dices illius aequationis fuerint imaginariae ; indicabunt eae , nullum dari
punftum in axe ordinatarum , in quo ei curva possit occurrere.

5. Denique fumatur quaecunque determinata abscissa xt = + a pofitiva
vel negativa , abibit data ad curvam aequatio ( l ) in aequationem deter¬

sa +ay
minatam « + Quaelibet radix reaiis hujus aequationis , pofi¬
tiva vel negativa , dabit unam curvae ordinatam y , pariter pofitivam vel
negativam , respondentem abscissae x— + a, quo ipso determinabitur unum
punftum curvae in diftant.ia xt = a ab axe ordinatarum et distantia y ab axe
abcifiarum (2) . Si quae autem reales radices fuerint inter fe aequales, omnes
pofitivae vel omnes negativae ; omnes unum tantum punftum curvae in
distantia — a ab axe ordinatarum et distantia —y ab  axe abscissarum deter¬
minabunt , in quo totidem curvae rami concurrent : radices demum omnes
imaginariae denotabunt , nullum curvae punftum jacere in distantia x — + a
ab axe ordinatarum.

493 . Corollarium I.
Cum aequatio ad curvam inter coordinatas x, y pro y ~ o nequeat esse

altioris ordinis , quam est ipsa curva (442. §.) , nec ulla aequatio determi¬
nata plures radices poflit habere , quam unitates exponens ordinis comple-
ftitur , ad quem ea periinet (175. §.) ; perspicuum est, nullam curvam posse
axi abscissarum in°pluribus punftis occurrere , quam unitates continentur ia
exponente ordinis, ad quem curva fpeftat ; fieri tamen posse, ut aliqua cur” ;
ei in paucioribus punftis , alia vero in nullo punfto occurrat (492.§. 3.n) ,

494 . Corollarium 2.
Omnisrefta , quemcunque illafitum refpeftu datae curvae habeat, potest

fumi pro axe abscissarum (412 . § .) : imposti bile ergo est, ut aliqua refta
datae
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datae cuicunque curvae in pluribus punftis occurrat , quam unitates labet
exponens ordinis , ad quem curva pertinet (449 . 493. § .).

495 . Corollarium  3»
Refta , quae per punftum curvae 2plex, iplex,  aut generatim ntupicx

tranfit , cenfenda eft curvae eo ipfo in 2 . 3, aut generatim n punftis occur¬
rere (440.§ .) : quare , cum poffibile Gt, reftatn per punftum ntuplex  curvae
ita ducere , utilia adhuc per aliquod aliud ejusdem curvae punftum tranfeat,
curvae idcirco ad minimum in punftis numero n-fx occurrat , iinpofiibile eft,
ut aliqua curva aut ntuplex  punftum habeat (440.§.), cujus index n exponen¬
tem ordinis , ad quem curva pertinet (442. §.) , exaequet aut superet , aut
bina habeat punfta multiplicia , e. gr . punftum mtuplex  et aliud rtuplex*
quorum indices m -̂ - r fimui exponentem ordinis curvae superent (494 . § .).

496 . Corollarium  4.
Curvae fecundi ordinis non poffunt habere punfta multiplicia , con-

fequenter nec cuspides , neque nodos (442 . 441. 495 . §.).

497 . Corollarium  5.
Curva , ad quam datur aequatio inter coordinatas x , y habebit ramum

juxta axem abfcifiarum in indefinitum excurrentem , fi abfeilfis x ultra cer¬
tum valorem := a indefinenter crescentibus femper aliquae ordinatae y,
omnes pofitivae vel omnes negativae , respondeant : et fi hae -continuo
fuerint minores ; erit linea abfcifiarum afymptotus ejus rami (492 . Z- n.
et 437. § -).

498 - Corollarium  6.
Si data ad curvam aequatio fic Gt comparata , ut determinatae alicui

abfciflae x — k ordinatae y reales , una vel plures , abfcifiis vero xr ; k + e
quantitate e quomodocunque parva auftis aut minutis ordinatae tantam
imaginariae respondeant ; habebit curva unum vel plura puncta in diftantiak
ab axe ordinatarum ita (ejunfta a reliquis ejusdem curvae partibus , ut nul¬
lus arcus curvae in iis punftis initium pofiit fumere , aut terminari (492. §.
5. n-) : puncta ejusmodi conjugata  vocantur.

499 . Corollarium  7.
Tangens ad punftum conjugatum curvae eft imaginaria ; et reale cilr-

rae punftum , cui non nift imaginaria tangens respondet , debet eiTe conju¬
gatum (498. 4“ 5- §-).

500 . Pro-
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500 . Problema.
Data ad curvatu aequatione  Z ~ o inter coordinatas  x , y , determinare

fitum tangentis etfubtar .gentis pro dato punffo.
Solutio.

1. Sit UV (19. 20 Fig .) axis abfeiflarum , et illarum origo punftumFig . 19
A vel B. Punftum curvae , ad quod tangens dufta cogitetur , fit M, deter¬
minatum per ordinatam positivam vel negativam P M, et abfciflfam pariter
pofitivam aut negativam AP vel BP (413. §.) .

2. Cum data aequatio Z:= o compleftatur funftionem Z duarum varia¬
bilium y , x , erit Z + Z ~ o ( 141. § -) : igitur , fi fit XeZ= Aey et

sx , habebimus -H - — - •ex A

Z. Iam vero, per hypothefin, datur punftum contaftus M, cis vel
trans axem abfcifTarum U V (1) , unde per fe elucet , tangentem TM casu
primo cis , et casu fecundo trans axem ablcifiarum U V cadere. Attenda¬
tur porro ad exponentem difFerentialem ey ex data aequatione Z ~o  de¬
rivatum (2) : fi enim is pro data abfeifia x= AP , vel x — BP, et ordinata
y — MP , utraque abfolute fpeftata , positivum valorem habeat , vel nega¬
tivum , conflabit eo ipso, crescente abfeiffa x“ AP vel x~ BP ordina,
tam y ;= MP crefcere cafu primo , et decrescere cafu fecundo (444- § -) »
consequenter jacebit  tangens TM cum fubtangente T P ad eandem partem
ordinatae MP , ad quam jacet origo abfeiflarum A vel B , cafu primo , ad
partem vero oppofitam cafu fecundo (418 . § •)•

4. Quamobrem , quo fitus tangentis et fubtangentis refpeftu axeos ab¬
feifiarum UV ordinataeque MP perfefte definiatur , determinari debet ad¬
huc magnitudo absoluta angulorum MTP , TMP : hi autem determina¬
buntur per (455. §.) , fi , fpeftata magnitudine abfoluta abfeifiae x et ordi¬
natae y , exponens difFerentialis ey (2) pro illis abfeiflis , pro quibus cre-
fcentibus decrescunt ordinatae (z) , cum fignis contrariis fumatur (454 -§-)»
ita ut fiat

TangMTP “ CotTMP = ^ “ ;

Tang T M P “ Cot MT P= ;

figno — pro eo cafu adhibito , quo ey fuerit valoris negativi (z).
Vtlumtn 1. E e Scho-
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Fig. i.
Sc ho Ii o n.

Exemplo fit circulus ( i . Fig .) radio r — AC defcriptus . Si diameter
AB fit axis , et A origo abfciffarum; erit y2—2rx—  xa aequatio ad cir-

(r — x) rx
'~ yculum , eaque dabit «y: Expreflio haec retinebit fua figna,

fi etiam — y loco y fumatur : cum enim ey ex y — + ^ (2rx — x 2)
nafcatur ; debebit utique , fumta ordinata — y , fumi etiam— ey.  Quare,
cum hoc cafu abfciflae negativae locum non habeant , crefcente abfciffa po-
fitiva x — AQ ufque x — AC— r habebit ey  valorem politivum , eodem
vero crefcente ultra x— AC — r obtinebit ey  valorem negativum : hinc
ergo per ( 3) colligimus , tangentem UP et Uq cum fubtangente UQ pro
quovis punfto P, q primi quadrantis AD et quarti A E ad eandem cntn
origine abfciffarum A partem ordinatae cadere ; tangentem vero Vp et VM
cum fubtangente Vm pro quolibet punfto p, M fecundi quadrantis DB et
tertii BE ad partem ordinatae ei oppofitam cadere , ad quam jacet origo
abfcifiarum A. Quod fi demum m denotet angulum ad U vel V, fub quo
tangens fecat axem AB , et n defignet angulum ad P , q , M, vel p , fub
quo tangens occurrit ordinatae , habebis per (4) fequentes exprelfiones,
figno — pro fecundo et tertio quadrante adhibito , ob x —Am > r.

Tangm — + -— —- Tangn = + —:-—0 — y 0 — r — x
Pro abfciffis u a centro C computatis efiet aequatio ad circulum

y2 _ r2— U2( hjgj . £y — — ——- ; erit igitur ey pro omni abfciffa et or¬
dinata valoris negativi , unde fequitur per (3) , tangentem cum fubtangente
pro quovis circuli punfto cadere ad partem ordinatae ei oppofitam, ad quam
jacet centrum C fumtum pro origine abfciffarum: per (4) autem , retenta
praecedente literarum m , n significatione , habebimus Tang tn — — et

V y
Tang nt : — ■ Plura exempla in fequentibus fe fponte offerent.

501 . Corollarium 1.
Cognito fitu tangentis et fubtangentis ( ; oo.§.) , innotefcet eo ipfo

fitus normalis et fubnormalis (420. § ) . Normalis nimirum cum fubnormali
femper cadit ad partem ordinatae illi oppofitam , ad quam cadit tangens
cum fubtangeate : quodfi ergo immediate ex data ad curvam aequatione

Z = o
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Z “ 0 elicias dilFerentianao exponentem di fierent!alem ey (Zoo. § . 2. n.) ,
tabebit is pro datis coordinatis , absolute consideratis , valorem pofitivum
vel negativum , qui indicabit , normalem cum fubnonnali cafu fecundo ad
eandem partem ordinatae , ad quam jacet origo abfeiffarum, et cafu primo
ad partem illi oppolitam cadere (500. §. 3. 0,) .

502 . Corollarium a.

Dato fitu tangentis , fubtangentis , normalis , et fubnormalis ( zoo.
501. §.) , determinabitur per (456. §.) magnitudo abfoluta harum linea¬
rum , modo , fpectata magnitudine abfoluta coordinatarum , ey pro illis ab-
fciffis , pro quibus crefcentibus decrescunt ordinatae , pro quibus idcirco
ey valorem negativum induit (444. §.) , cum fignis contrariis fumatur
(454- §■) •

Scliolion,

Sic e. gr . in (500. §. Schol.) , fi abfeifiae a vertice diametri compu¬

tentur , erit in circulo tangens + ^^ , fubtangens + T^_ x" - ubi
fignum—  adhiberi debet eo determinato cafu , quo fit x > r:  fi autem

abfeifiae computentur a centro , debebit effe tangens - , et fub-

tingens
503 . Corollarium  3.

Si aequatio ad curvam Zt = o det >'eZ + xsZ “ Aey + B ex ~ orig .19.so
ex ey

(500 . §. 2. n.) , fitque A “ 0 vel B~ o,  adeoque — — 0 vel ^ o ;

erit cafu primo Tang TMP ( 19. 20. Fig .) , et cafu altero Tang MTP
aequalis nihilo ; primo igitur cafu erit tangens perpendicularis ad axem
abfeiffarum UV , et cafu altero perpendicularis ad ordinatam , proinde
parallela axi UV.

504 . Corollarium  4.
Verum fieri poteft , ut utraque pars ^eZ et xeZ aequationis differentialis eZt=:o

aequetur nihilo , quo cafu fiet — (503. § .) : hoc cafu aequatio

sZ “ o ad determinandum fitum tangentis haud fufficiet. Sumatur idcirco
2 L r

lecunda aequatio disserevtialis eZ ~ o,  adeoque >gZ + 2>rg,xeZ + x£Z = o

C* 52- §•) » feu Aey 24- 2Bsyex + Cex 2“o,  fi fit ?sZ = :Aey 2, ^e.^sZ
2

s= Beyex , et xeZn = Cex 2; hinc enim nafcetur aequatio quadratjca
Ee 2
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A , 2B ex , ex 2
C C ey “T" ey 2 cujus binae radices exhibebunt duos valo-

£  X
res pro — >— TangTM P (5C0. §. 4. n.). Si utraque radix fuerit realis,
binae tangentes in M pertinebunt ad binos curvae ramos in M concurren¬
tes , punftumque M erit duplex (440. §.) : et fi hae radices inter fe aequa¬
les (int , unica tangens in 1\1 ad duos ramos fefe in M tangentes pertinebit:
quod fi autem ambae radices fuerint imaginariae; erit M punftum conjugatum
curvae (499. §,) .

505 , Corollarium 5.
Et generatim, fi ex data ad curvam aequatione Zc= o per (152. IZZ.§.)

determinentur fucceflive aequationes differentiales eZ = 0 , sZ = 0,a r-r
eZ —O, - - - e Z— o,  fingulae vero partes lingularum aequationum
pro dato curvae punfto deprehendantur aequari nihilo ; fumatur aequatio
differentialis ordinis proxime altioris eZr= o» unde , fingulis partibus ex-r
ponentis eZ per (153. §.) determinatis, tum per potentiam eyr et coeffi-
cientem potentiae £Xr divifis , nafcetur aequatio rti  ordinis formae

- ~ o. Quodfi jam omnes radices hu-
sx e x 2 .

« + /3 - h y -—- -4-
ey  ey 2 1

£ X

ey
jus aequationis fuerint reales, exhibebunt eae totidem valores reales pro£X
tangente — anguli TMP,  quo cafu idcirco numero r tangentes ad
totidem curvae ramos in punfto M concurrentes pertinebunt, punftum¬
que M erit rtuplex (440 . §.) : fi autem omnes radices fuerint imaginariae;
erit M punftum conjugatum (498. §.) : in genere demum pro n radicibus
realibus ejusdem aequationis erit M punftum ntuplex (440 . §.) .

506 . Corollarium 6.
Hinc patet , qua ratione liceat explorare, an curva, ad quam datur

aequatio Z~ o inter indeterminatas coordinatas x , y , punfta multiplicia
habeat, quave ratione coordinatae x , y , quibus ea punfta refpondeant,
poifint determinari. Sumta nimirum prima aequatione differentiati eZ
r= y£Z+ x£Zr= o (152. §.) , fiat ?eZ~ o, x£Z —o , ficut eft Z—o,
tum ex una trium harum aequationum exprimatur valor alterutrius coor¬
dinatae x, y, isque fubftituatur in reliquis duabus aequationibus: quoties
enim hae aequationes communes aliquas radices habuerint; toties poterunt

per
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per has rad!ces determinari coordinatae x , y , quibus refpondent punfta
multiplicia : utrum vero haec punfta fint duplicia , vel triplicia etc. per
(504 . 505. §.) licebit inveftigare.

507 . Corollarium  7.
Ubicunque adfunt cufpides feu punfta reflexionis , aut punfta flexus

contrarii , vel nodi , adfunt eo ipfo punfta multiplicia (441. §>) : quodfi
ergo certo conflet , curvam , ad quam datur aequatio , nulla habere punfta
multiplicia (504. 505. 506. §.) , conflabit eo ipfo , eandem curvam nec
cufpides habere , neque punfta flexus contrarii , vel.nodos . Ex eo tamen,
quod aliqua curva punfta multiplicia habeat , haud fequitur , eandem quo¬
que cufpides vel punfta flexus contrarii , aut nodos habere (440. 441. § ).

Scholion.

Peculiariter idcirco debet inveftigari , utrum datum curvae punftum
multiplex fit cufpis , punftum flexus contrarii , vel nodus . Verum has
aliasque complures difquifitiones generales , quae , nifi uberius , quam fieri
folet , exponantur , tyronem facile in errorem inducunt , intaftas relinque¬
mus , ne ab inftituti ratione nimiopere abducamur : iis itaque fubftituemus
adplicationem praecedentis theoriae ad peculiares quaspiam curvas , alge-
braicas et transcendentes , quarum aliquae in fequentibus erunt ufui.

508 . Definitio.
Inter curvas algebraicas maxime memorabiles funt SeStiones conicae.

Curva , cujus naturam exprimit aequatio yz := px inter coordinatas x , y
reftamque conflantem p , vocatur Parabola,  et p ejus Farameter.

509 . Corollarium  i.
Sit VU (21 . Fig .) axis , et A origo abfciflarum , DE autem axis or- rig.

dinatarum ; refpondebit in parabola cuivis abfciflae pofitivae x — A ? du¬
plex ordinata y “ + V̂ p . AP (zoZ . §.) , una pofitiva , puta y = MP,  et
altera negativa yr = Pm,  priori aequalis , utraque eo major , quo major eft
abfciffa x = AP : abfciflis autem negativis x — — A e non aliae quam ima-

ginariae ordinataey ^= ^ —p . Ae  respondebunt ( 508 §.) : et pro abfcifla
x p=  AP ;= o fiet etiam ordinata y —MPc = o (508 § )•

510 , Corollarium  2.
Parabola conflat ergo duobus ramis A R, AS in origine abfciflarum

A concurrentibus , qui juxta axem abfciflarum VU in indefinitum excur-
Ee 3 runt,
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runt , eo magis ab eo recedentes , quo magis verius U producuntur . Liuea
vero abfciflarum VU bisfecabit omnem chordam Mm ei perpendicularem,
et ideo dividet illa fpatium MAm in duas partes AMP, AmP  congruen¬
tes , proinde inter fe ii miles et aequales (509. §.) . Eapropter appellatur A
Vertex  parabolae , AU autem efl: ejus Diameter abfoluta,  et in specie
Axis (4 ) 8- § •)•

511 . Corollarium 3.
Si ex vertice A ad quodcunque parabolae punftum M ducatur refta

AM ; erit AMP a + A P2 : igitur A M2c= (p + x) x (508. §.)

512 . Corollarium 4.
Tangens TM (vel Tm ) ad quodvis parabolae punftum M (vel m)

cum fubtaDgente T P debet jacere ad eandem partem ordinatae IVIP (vel
m P) , ad quam jacet ejus vertex A ; normalis vero MN (vel mN ) cum
fubnormali NP cadet ad partem oppofitam (508. 500. § . z. n.) 501. § .) : po¬
sita abfciffa x ~ AP,  et ordinata y ~ MP,  obtinebuntur per (508, 456.
455- SO frquentes exprefiiones pro tangente , fubtangente, normali et
fubnormali , fituque harum reftarum refpeftu axeos et ordinatae.

TM = / (px + 4x 2) ; TPr = 2x;  MNs = / (| p2+ px ) ;

NP = ip ; SinMTP = CofTMPs =| /T — i—
v  V * P + 4x

513 . Corollarium 5.
Subnormalis parabolae eft conftans , nimirum aequalis femiparametro;

fubtangens vero aequatur duplae abfcifiae; et tangens in vertice A fit per¬
pendicularis ad axem AU (512. §.) .

514 . Corollarium 6.

Pro arcu p = AM,  cum fit ex= -^ y- C 5C8- §•) > erit per (469. §.)
s ft — ~ / (P s + 4y a) » unde , integrando per (289. §•) reperietur arcus
/i' —Z + C pro quavis abfcifia x —AP,  qui pro x = o,  debebit pariter
aequari nihilo , quo ipfo valor conftantis C poterit definiri (238- §.) .

515 . Co-
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515 . Corollarium 7.
L

Si quaerantur exponentes difierentiales ey , ey pro ex — 7 ex
L

(508. § .) ; habebit ey valorem pofidvum, et ey  valorem negativum, pro

quavis abfciffa xt= AP : in parabola ergo crefcentibus abfcifiis crefcunt
ordinatae (444. §.) (prouti id jam ex 509. §. elucet) ; et in quovis punfto
M obvertit parabola concavitatem axi abfeiflarum AU (461. §.) ; radius

vero curvedinis in quolibet punflo M continetur fequenti exprefiione

(472. §.) > fitque , pro x— o , in vertice A aequalis femiparametro, adeo-

que aequalis fubnormali ( 513.

. Cp+ 4 *)1
r= - :- -

2p^

516 . Corollarium 8-

Dato radio curvedinis r= Mm ( 15. Fig .) pro indeterminato punfto M U-

parabolae ZMX invenietur aequatio per (484. § .) ad ejus evolutam RmS

(482 . §-) » quae, cnm femper fit ZR + Rm= r= expressioni algebraicae
variablis x (515. §.) > erit algebraice re&ificabilis, ita ut quivis arcus fu¬
turus fit Rm = r— ZR.

517 . Corollarium  9.

Pro spatio parabolico AMP = S (21. Fig .) erit eS ~ —̂ ~ ( 508- r‘S sl -

488 - §.) > hinc , cum pro xr= AP ~ o debeat fieri S~ AMP = o,  inve¬

nietur S = AMP = ~ y3 (247 . 238. §-) = fyx (503 . § ) : fpatium

S—AMP  aequatur ergo duabus tertiis reftanguli MdAP.

518 . Corollarium 10.

Siprox =̂ Ba, y = a P ( l8 >Fig.) arcus BP parabolae revolvatur Fig. U.

circa axem BE ; nascetur conoides parabolicum BPp ~ S,  eritque ejus

soliditas S— i ^ px* (490 . 508. §■) : fed etiam superficies rotunda conor-

dis BPp per ( Zo8 491. §.) ope calculi integraiis facile determinabitur.

519. Definitio.

Focus  parabolae efl punftum axeos , cui icfiftit ordinata femipara-

metro aequalis.

520 . Co-
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520 . Corollarium 1.
Fmj.:l . Si F (21 . Fig .) {apponatur effe focus parabolae , et ordinata y z=z QF

— pro A 1' = E diftantia foci a vertice A (519. § ) ; debebit effe
-ip*— pE (508- § .) , unde obtinetur E ==£ p, et p“ 4E.

521 . Corollarium 2.
In parabola dat 2 E fubnortnalem( 520. 513. § .) » quadratum vero cu¬

iuslibet ordinatae eft y*:= 4xE (520. 508. §.) . Quamobrem, du&a ex
foco F ad quodcunque parabolae pundum M reda F M, cum fit
FM = / (MP 2+FP 2) , fiet FM = x + Ep = AP + AF.

522 . Corollarium z.
Si praeterea ducatur reda Md parallela axi AU , quo fiat angulus

diMT= FTM ; erit , ob FT = FM (521 . Ziz . §. ) , etiam angulus
FMT — FTM = ;dMT : tangens TM biffecat igitur angulum dMF.

523 . Problema.
Invenire aequationemad parabolam inter abjciffas  ur = Mn in recta

1\IL axi  AU parallela a punEto  M , cujus dijlantia MP= a ab axe data
fit , computatas, et ordinatas  q n z tangenti  T M parallelas.

Solutio.

1. Pro ordinata orthogona yizrqq 1 et abfciffax£=Aql erit ytrra -fqr,
et x = AP + u+ nr.

2. Eft autem AP =j (508 . §.) , TP = — , TM = j/Cp 2 + 4 a*)
per (512. § .) ; hinc, ob fimilitudinem triangulorum qnr , ,MTP,  fiet

_ Pz _ __ 2 az
/ (.P2+ 4 a^ e nrv̂ ^(P2+ 4a 2)

3. Per (2)  determinabitur y et x in ( r ) , atque his valoribus in
(508 -§>) fubftitutis obtinebitur fequens aequatio.

524 . Corollarium.
Cuivis abfciffae U“ Mn  refpondet duplex ordinata, una’pofitiva

z = nq , et altera negativa z = :np,  priori aequalis: reda R1L axi AU
parabolae parallela biffecat igitur omnem chordam qp tangenti ad M

* paral-



CAPUT IX. 325

parallelam; confequenter omnis redta WL eft una diameter parabolae,
ficut ad omne pundtum M una tangens TM poteft duci (43S §•)•

Definitio.535.

•Curva , cujus naturam exprimit aequatio y 2:
b2 x b2 x2

inter co-

ordinatas x,y,  redtasque conflantes a, b vocatur Eilipfts.

526 . Corollarium  1.
Sumto in axe abfciffarum VU (22. Fig .) pundlo A pro origine abfcif- Fig.

larum ; erit in ellipfl ordinata y = o tam pro x = o quam pro ablcifla
pofitiva xr= a= AB:  cuivis autem abfciffae negativae x— — Ar , et po¬
liti vae x “ Ar ‘ > AB—  a respondebit ordinata y imaginaria : cuilibet de¬
mum abfciffae pofitivae xt = AP < AB—  a respondebit duplex ordinata,,
una pofitiva y — IVIP, et altera negativa y — — Pm priori aequalis , utra¬
que,  abfcifla x — A P continuo crescente , primum crefcens usque dum
fiat y =r: DCJ= C E ” i ;b pro x — AC = | AB = |a , tum decrescens, ab¬
fcifla crescente ultra AC , ita ut ordinatae MP “ mP et Qpr = qp  aequi-
diftantes a medio pundlo C redtae A B inter fe debeant efle aequales
(Z- Z. §-)-

537 , Corollarium  2.
Si ducatur chorda mq vel MQ parallela lineae abfciffarum UV , et

ex punctis m, q vel M, Q ducantur ordinatae m P, qp , vel M P, Qp , de¬
bebit efle mP “ qp,  et MP — Qp:  ordinatae mPetqp,  vel IVIP et Qp,
jacent igitur in aequalibus diftantiis a medio pundlo C redtae A B ( 526. §.) ;
consequenter redta D E in pundlo C ad AB perpendicularis biflecat om¬
nem chordam m q vel M Q in n.

528 . Corollarium  Z.
Et quaevis chorda m Q tranfiens per medium pundtum C redlae A B

biffecatur in C. Dudtis enim ordinatis Qp , mP debebit efle Cp = CP,
eoque ipso etiam QC = mC:  fecus enim effet e. gr. CP >Cp,  adeoque
aliqua C« —Cp;  hinc ordinata ycc;= qp := Qp (526. § .) , proinde angulus
«Cyr ^ QCp,  quod eft iinpoflibile , quin fit angulus «Cy ^ PCm,  pun-
diumque « in ' P jaceat.

529 . Corollarium  4.
Ellipfis continetur spatio finito ADBEA,  habetque quatuor Vertices

A, B, D, E, et duos Axes  ABr = a , DEt = b in Centro C fele biffecantes,
y >lnmn I.  ff quorum
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quorum quivis totam ellipfim in chias partes congruentes , inter fe fnniles
et aequales dividit (526. 527. 528 438- 439- §0 : AB ;= a vocant axem
principalem,  feu transverfum,  et DE = b axem fecundarium  feu conjuga-
tum (438- § •)•

530 , Corollarium 5,
Pro Qp — y , Ap — x , Cp — u erit x = Ja + u : pro hoc ergo va¬

ti2 u2lore loco x in ( 525. §.) obtinebitur aequatio y2— ^b 2 - — ad ellip¬
fim inter ordinatas y ~ Qp  et abfciffas u := Cp a centro C computatas.

531 . Corollarium 6.
t / „ . „ b ( a — 2x ) ex . . . , . .
In ( 525. eIt sy — - a y^(a x — "x2j  P °btlvl  vel negativi valons,

prout eft x < ^ a vel x >ia,  ableiiiis x " AP  vel =Ap  a vertice A
computatis : tangens ad quodiibet punftum ellipfeos cum fubtangente ca¬
det ergo ad eandem partem ordinatae , ad quam jacet origo A abfciffarum,
vel ad partem oppolitam , prout punftum contaftus in primo quadrante AD
aut quarto EA , vel in fecundo DB aut tertio B E jacuerit (500. § . z. n.)>

532 . Corollarium 7.
Sic etiam ex (530. §.) obtinebitur ev — - 2 bu eN  q Ua-• a / (a2— 4 u2) y n

vis abfcilTau a centro C computata valoris negativi ; unde per ( 500. §. 3. n.)
fequitur , tangentem ad quodvis punftum ellipfeos cum fubtangente cadere
ad partem ordinatae illi oppolitam , ad quam jacet centrum C.

533 . Corollarium 8«
Sumtis abfciilis u a centro computatis , fi T tangentem , sT fubtan-

gentem , N normalem , et sN fubnormalem denotet , obtinebimus cx ( 532.
Z02. §.). fequentes exprefliones:

T —

N =

y
2 b u

b
2 a2

V̂ (a4—4u 2(a2—b 2)) ; sT=

/ (a4— 4u 2(a2— b 2)) ; sN~

— 4 u2
4 u

ub 2
a2

534 . Corollarium 9.
Si tangens occurrat ordinatae in punfto contaftus fub angulo m , et

axi transverfo AB fub angulo n ; habebimus ob (532. § .) per (500, §. 4. n.)
pro magnitudine abfoluta horum angulorum sequentem formulam , quae eo

de ter-
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determinato cafu, quo fuerit u — 0 vel u = -£a dabit cofmr= o vel Sin n — i :
nimirum tangens ad verticem axeos conjugati DE etl huic axi perpendicu¬
laris , et parallela axi transverso AB ; tangens vero ad verticem axeos
transverti AB eft eidem perpendicularis , et parallela axi conjugato DE.

2 b u
Cofm — Sinn

/ (a4—4U 2 (a 2— b *) /

535. Corollarium 10,
sUi/Ya 4— 4u 2(a2—b 2)) „ . _ 4

Pro /i = rDQerit — - p«r ( ; Z2. 469. §. ) ;

quodfi ergo integrale hujus exponentis per (359- 238' §0 ita determinetur,
ut pro u— o fiat quoque ,u.” 0 ; obtinebitur arcus ,it~ DQ debitus ab-
fciflae u—Lp;  adeoque pro u :==CB ;= Jla obtinebitur quadrans ellip-
feos DB.

536 . Corollarium  11.

Et pro S= DCpQ erit per (488-53° -§0 «8 — ^ - 6 u / ' ( a2 — 4U 2) r
hinc , quia debet fieri S = DCpQ = o pro u = : Cp := o , inveniemus per

(289 . 238. § ) S =̂ DCpQ = —/ (a2—4U 2) + ~  ArcSin ^ - Quamob-
4 a o a

2 u
rem pro ur = | a , quo cafu fit ArcSin - —̂= ArcSin 1~ \ x,  obtinebitur
area quadrantis elliptici DDB — ^ ^ - area igitur totius ellipfeos

ADBEA ^ = ' ab7r  efl ad aream circuli , qui fuper axe AB— a trans¬

verso tanquam diametro descriptus cogitetur , ficut axis conjugatus b ad
transversum a.

537 . Corollariu m 12.
Si pro Ba — x , aP = y arcus ellipseos BP ( i8 .Fig .) revolvatur 'circa ^ Ig

axem transverfum , generabitis segmentum S— BPp fpb.aercidis elliptici,
cujus genefis revolutione totius ellipseos circa axem transversum abfulvi*
tur : igitur per (490 . 525. §.) repelletur sS , unde integrando per (249.

7r t>2

238- %■) obtinebimus soliditatem segmenti S = B Pp = (3 ax 2—2x 3).

Hinc pro x— ^ a invenietur foliditas dimidii (phaeroidis elliptici —,

. . . . . x  a bz
et fouaitas integri fphaeroidis — —-r—-

Ff 2 538 . C0-
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538 . Corollarium 13.

Sic per (491. 525. §.) ope calculi integralis quaeri poterit fuperficies
rotunda cujuslibet fegmenti , et dimidii , integrique fphaeroidis elliptici(537- §•)

539.  Definitio.
Parameter  axe os transverli a in ellipfi eIt tertia geometrice propor¬

tionalis pt = — poft axem transversum a et conjugatum b : punftum vero
in axe transverso a , cui infiftit ordinata aequalis femiparametro | p voca¬
tur Focus , et hujus diftantia a centro ellipfeos Excentricitas,  quam dein¬
ceps litera c defignabit-

540 . Corollarium  1.
Valor b2= ap (539- §•) fubftitutus in (525. 530. §.) dabit sequentes

aequationes ad ellipfim inter ordinatam y , et abfciflam x a vertice axeos
transverli a , abfcilYamque u a centro computatam.

y2 =̂px P* a
a y2—1 ap pu 2

a

541 . Corollarium  2.
Pro ordinata y — j p erit abfcifia , una politiva et altera negativa,

— b2) ftmper valoris realis , modo axis transversus a fit
major axe conjugato b : in hac hypothefi habebit igitur ellipsis in axe

»S . 23' transverso A B (23 . Fig .) duos focos F, f in aequalibus a centro C diftan-
tiis CF,Cf,  eritque excentricitas CF = Cf = c 2= £ \A&a —b 2) per
(539 §-)-

„ 542 , Corollarium  3.
Denotante E = Bfr = AF  diftantiam cujuslibet foci f , F a proximo

A C 2\ertice B,A,  erit in ellipfi 4e 2"a 2— b 2; E — ja — c ; p — a - -—*

—4 C E “ 7 ") Per (‘54 »• 539 §•)•
543 . Corollarium  4.

Pofita ordinata MP — y pro abfciffa CP " U,  duftisque ad M ex
focis f , F reftis fM , FM , erit fM = + v̂ (y24 -(c + u)2) , et FM = +
/ (y2+ (c — u)2) : fubftitutis itaque valoribus loco y2, c2 ex ( 530. 542. §.)

obti-

\
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C-r +HO etFM = +obtinebimus fM — +

rum, quia pro u “ CA — |a debet fieri fM — fA — c + ^a, et FM ^ FA
et FMa— c , perspicuum eft , efle re ipfa fM

a
2 a

544 . Corollarium  5.

vIn ellipfi eft fumma reftarum fM -j- FM ex focis ad quodvis pun-
ftutn M duttarnm aequalis axi a:= AB  transverso (543. §.) : eapropter
eft refta fD “ FD  ex quovis foco dufta ad verticem axeos conjugati DE
aequalis femiaxi transverfo AC := Fa.

545 . Corollarium  6.

Dufta ad punfrum M tangente TS , quae axi transverfo AB in T oc¬
currat, debebit efie per (zzz . § .)

a24- 4cuT Fn = - ~ 4CU
4u

a2— 2a u
4 u

T A =

546 . Corollarium  7.

Datis diftantiis pun&i interfe&ionis T tangentis TS et axeos trans¬
versi AB in ellipfi a focis f , F, dataque ordinata MPt= y ad punftum con-

/TF . Tf per (545. .542taftus , dabitur eo ipfo tangens TM

533- §-)-
547 . Corollarium 8-

Dufta ex foco F parallela F m reftae fM ; erit TF : F mt= T f : fM

— a.-2u (545- 543- §-) ; bine fiet Fm =rTF . y  t= F AI (545. 54Z. § -) :
et ideo erit quoque angulus Fm 1̂1^FMm.  Tangens cum reftis ex utro¬
que foco ad punftum contactus duftis comprehendit igitur in ellipfi an¬
gulos aequales fftlS et FMT;  normalis MN idcirco biffecat angulum
fMF (419 §.) -

548 . Corollarium  9.
Aequatio ad ellipfim pro abfcilfis x — A P (22. Fig.) a vertice A com. I3g.

2.

putatis ( 540. § ) dabit ey  et ey per a, p , x , eritque ey pro quavis ab-
fciila x vaioris negativi : ellipfis obvertit nimirum in quovis puncto M

Ff 3 ‘conea-
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concavitatem axi transverto AB (461 . §.) ; radius vero curvedinis in M
comprehendetur ob (472. §.) fequenti formula, ex qua pro xt = o, et x = a
obtinetur r — 4 p radius curvedinis in utroque vertice A, B axeos trans-

verfi AB, et , pro x— ^ a , r — —
2 P"

= iay/ "̂— radius curvedinis in

utroque vertice D, E axeos conjugati.

r ~2FC p2 +^ (p— a) x2+ T’ (a'-p ) x

549 . Corollarium 10.
Pro retta FM = z ex foco F eilipfeos ad punftum M fub variabili

angulo v^=:MFBducla erit z = | a— !£ }z. (543/ §.) , et u = CP := CF
I

— FP ~ c — zCofy , hinc et ( 542. § ) z £= a_2cCofy ' ' *l uodfi er S°

ponatur area feftoris BMFsrS ; erit — Col~Tji ?er (489 . § ),
atque hic exponens differentialis per (333- §-) integratus , ita ut pro 7 ^=0
integrale evanefcat , dabit aream BMF.

550 . Definitio.
bax , b2x2 . .

Curva , cujus naturam exprimit aequatio yz = —-— j— —y— inter co-
ordinatas x,y et conftar .tes reftas a , b vocatur Hyperbola.

551 . Corollarium  1.

Smnta origine abfeiiTarum iti punfto A reftae VU (24. Fig .) erit in
hyperbola ordinata y — o tam pro x = : o quam pro abfeifla negativa
x — — AB = — a : cuivis porro abfeiflae negativae x ~ — Av,  exiftente
Av < ABt = a,  respondebit ordinata y imaginaria ; et cuilibet abfeiflae tam
pofitivae x— Ap , quatn negativae x — — AP , exiftente AP > ABr = a,
respondebit duplex ordinata y , una positiva, y — Qp  casu primo et y = AIP
casu fecundo , altera vero negativa priori aequalis , y := — pq casu primo et
v ” — Pm  casu fecundo , utraque in indefinitum crescens , abfciila con¬
tinuo crefcente , ita ut ordinatae Qpr = pq  et MP ^ Pm  aequidiftan-
tes a punftis A, B inter fe aequales fint ( 550. §.)

552 . Co-
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552 . Corollarium 2.

Hinc (551. § •) " eadem ratione , qua id pro ellipfi demonftravimus
(527,528 . §.) , elucet , omnem chordam MQ, .mq perallelam lineae ab-
fcilTarum VU a recta DE biflecari in n , fi DE ad rectam A B in punfto
medio C fit perpendicularis ; omnemque chordam Qra tranfeuntem per C
biflecari in C.

553 . Corollarium z.

Hyperbola extenditur per spatium indefinitum , habetque quatuor ra¬
mos AR, AS, Br, Bs, quorum bini priores in punfto A, bini vero posterio¬
res in B concurrunt , tum illi et hi juxta lineam abfciftarum AB in inde¬
finitum excurrentes eo magis ab illa  recedunt , quo magis producuntur
(551 . 437. §.). Habet praeterea hyperbola unum Axem  AB — a definitae
longitudinis , et duos Vertices  A , B; alter autem Axis  DE priorem in
Centro C biflecans , atque ad hunc perpendicularis , in fe indefinitae longi¬
tudinis ( 551. 552. 438. 439«.§•) , potefi: poni = ;b. Hoc modo habebimus
in hyperbola , ficut iir ' ellipfi , axem principalem  feu transverjum  AB — a,
et Jecimdarnun  feu conjugatum  DE — B.

554 . Corollarium 4.
Axis transversus AB , utrinque produftus , dividit spatium inter quam¬

vis chordam Qq vel Mm ei perpendicularem arcumque QAq vel i\l B m
interceptum in duas partes congruentes , ideoque inter fe fimiles et ae¬
quales : chordae vero Qq , Mm aequidiftantes a centro C et perpendi¬
culares axi AB abscindunt segmenta QAq, MBm  congruentia , inter fe
fimilia et aequalia (551, §f).

555 . Corollarium 5.
Pro Qp — y , Ap — x , Cp ~ u erit x—Dp— 0 A — u — ia:  hinc

b2 lj2
et ex (550. § .) obtinetur aequatio y2— —--i b2 ad hyperbolam pro

abfeifiis a centro C computatis.

556 . Corollarium 6.
Prior aequatio (550. §.) pro abfeifiis x — Ap  a vertice A computa¬

tis dat £y — V a7 (a2̂ i x2) ' ; et  P° fterior  ( 555- §>) Pro abfciffis
. 2 b n §u r

u — Cp  a centro C computatis dat s y = —77— - : utroque caiu
J  a/ (4U 2 —a 2) • eit
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eft ergo sy  pro omnibus abfcillis , tam pofitivis , quam negativis , quibus
reales ordinatae respondent (ZZI. § .) , valoris positivi ; unde per ( 500 , §.
3. n.) sequitur , tangentem cum fubtangente ad quodiibet punitum hyper¬
bolae ad eandem partem ordinatae cadere , ad quam jacet origo ab sci Ha¬
rum fumta iu vertice A , vel centro C.

5 57 . Corollarium  7.
Sit T tangens ad quodcunque hyperbolae punitum duita , sT fub-

tangens , N normalis , sN fubnormalis , y ordinata ad punctum contailus,
u abfcifla a centro computata , m angulus inter tangentem et ordinatam,
et n angulus inter tangentem et axem transversum ; erit per (556.
502. §.).

T -dr^ (4u2 (b2+ â - a4>J

N = -̂ r/ (4“ 20>2+a *) — a4)i sN:

4 u4— a*
4u

u b2
— J

Sin n ^ Cofm 2bu
/C 4 ualba + a 2) — a4) '

558 - Corollarium 8-

Pro ur =+ x a fiet (557. §.) Sinn : tan¬
gens ergo in vertice hyperbolae A vel B elt perpendicularis ad axem
transversum AB.

559 . Corollarium  9.
Pofito hyperbolae arcu ^ c= AQ , obtinebimus pro abfcifiis u~ Cp

a centro computatis per (556. 469. § .) £,tt= — ~ J
quodfi igitur hic exponens differentialis ita integretur , ut integrale
(jl—  AQ pro n= C A ~ ia fiat  aequale nihilo , unde conflantis pendet de¬
terminatio (238. § .) ; obtinebitur arcus ,11= AQ cuivis abfcillae uc= Cp
debitus.

560 . Corollarium  ro.
Pro spatio autem Sn = A .Qp  habebimus per (555. 488. §.) e S

" n ^ u^ (4 u2— a2) : invenietur igitur spatium AQp cuivis abfciffae
u = Cp  respondens , fi eS per (289. 238 - § .) fic integretur , ut pro
u = CA =̂ ia  fiat integrale Sn= AQp = o.

561 . Co*
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561 . Corollarium 1r.
Arcus BP ( 18. Fig .) hyperbolae , refpondens abfciflae x := Ba , et or - % •' *•

dinatae y = aP , revolutus circa axem transversum BE (553. §.) generabit
'S'  b“

conoidem hyperbolicum PBp , cujus foliditas S = ^^ -(3ax 2 + 2x 3) ope
calculi integralis per (490. 550. 249. §.) facile determinatur : fuperficiera
autem eius rotundam S per (491. 550. §.) pariter ope calculi integralis
licebit determinare.

562 . Corollarium 12.
Si ad vertices A, B hyperbolae (25. Fig .) ponantur perpendicula GH,

gh bifle&a ita , ut dimidium cujuslibet perpendiculi AG , AH , Bg , Bh
aequetur femiaxi conjugato -Jb , tum per centrum C ducantur reftae LP,
L*1; erit pro quavis abfcilTa u~ CP , et ordinata y — MP in m produfta,

—igitur  mP2—MP 2= : | b2 C 555-§0 »et ideo mM= -- *
Crefcente itaque abfciffa u= CP in indefinitum , decrescet continuo m IVI,
quin fit poflibile , ut pro certa abfciffa u = CP fiat mM ~ Oj  quia secus
fieret etiam b2“o : reftae CL , Cl , CL 1, Cl * funt ergo afymptoti ra¬
morum AK,Ak,  BK % Bkl (437 . § .).

563.  Definitio.
b2

Parameter  hyperbolae efi: tertia geometrice proportionalis p = ; ——

poft axem ejus transversum a et conjugatum b : punftum axeos trans¬
versi , in quo ordinaca aequatur femiparametro , eft Focus,  et hujus diftan-
tia a centro hyperbolae Exccntricitas  c.

, 564 . Corollarium  r.
Per (563. 550. 555. § .) obtinebimus sequentes aequationes ad hyper - Fig. 26.

holam pro abfciffis x — AP (26. Fig.) a vertice A , et aliis u = CP a
centro C computatis.

y 2 —:
p u2

a ? aP-

;6z . Corollarium 2.
Polita ordinata y := \  p erit abfciffa u^ = + 4 ŷ Caa 4-b 2) per ( 555- § -) -

,una pofitiva , et altera negativa , priori aequalis : hyperbola habet ergo in
axe transverso AB utrinque produtto duos focos F, f in aequalibus a

VolHmml  G g centro
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centro C diftantiis CF , Cf , quo fit ut excentricitas fit c = : J^ (a2-f b2)
per (563. §-).

566 . Corollarium  3.
Sit E — FA = fB  diftantia cujusvis foci hyperbolae a proximo ver-

4c z' f  p 2 "\
tice ; erit 4c2:= a2+ b 2J E = c —ia;  pr =—- ar= 4 ( E-f — 1 per
(565. 563. §-).

567 . Corollarium  4.
Duftis ex utroque foco ad prmftum M hyperbolae reftis fM, FM

erit fM= + / (y2+ (c + u)2) et FM = + / (y2+ (u —c)2) : per (555.

566.§.) fiet ergo fMt= Hh^ ——j — -—^  et FMs = +  - ,,
Cum autem pro ur =^ a= CA debeat fieri fM ~ fA — c + ^ a,  et FM
s= FA = c— ia;  debet efTe fM= - ^— etFM = ^ i' - —.2 a a 2

;68 - Corollari um  5.
Differentia retiarum fM—MF ex focis hyperbolae ad quodvis ejus

pun&um M duftarum aequatur axi transverfo AB= a.
569 . Corollarium  6.

Si ad pun&um M ducatur tangens T S axi transverfo occurrens in T,
petanturque diflantiae hujus pun&i a focis f,F,  et vertice A, habebimus
per (557- 8 )

TA ; Tr = iii =^ i Tt = t±A ^ .4 u 4U 4u
570 . Corollarium  7.

Datis autem diftantiis TF , Tf , et ordinata y ~ MP  ad pun&um

contaftus, dabitur tangens TM — y / "TF .Tf (569. 557. §.) .

571 . Corollarium  Z.
Ducatur ex foco F retia fm parallela alteri fM, erit TF :Fm ^ Tf:

fM = a :2u (569 . 567. §,) : erit itaque F m—T F . —FM(569>56y.§.) ;
proinde etiam angulus FiuMsFMm . Tangens TM du&a ad pun&um
M hyperbolae comprehendit cum retiis fM,FM,  ex utroque foco ad
idem puntium du&is, angulos fMT, FMT  aequales : hinc, produfta
fM in R, normalis MN blffecat angulum FMR (419. §.) .

E-

572. Co-
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572.  Corollarium 9.

Aequatio ad hyperbolam pro abfciftis x a vertice A computatis (564.§ .)
dabit exponentes differentiales ev,ey  per x, a, p, eritque ey  pro quavis
abfciffa valoris negativi : hyperbola lobvertit idcirco axi transverto AB
concavitatem in omnibus pun&is (461. § .) ; radius autem curvaturae pro
quovis hyperbolae punfto poteft per (472 . §.) sequenti formula exprimi,
quae , polita abfciffa xi= o vel — an =AB , utroque cafu dat r = | p
pro radio curvaturae in utroque vertice A, B.

(V + r̂ (P+a)xa+ ^ -(p-f a)x̂)a
1

573 . Problema.
Vate Angulo dCA fub quo in ellipfi et hyperbola (27 . 28. Fig .) Fig. 37.JJ,

chorda  cd per centrum C tranfiens inclinatur ad axem transverfum  AB,
invenire aequationem ad utramque curvam , inter abfciffas Cn ~ v in eadem
chorda a centro computatas , et ordinatas zt = nm fub angulo  nvL — ^
ad axem transverfum  A B inclinatas.

Solutio.
I . Ordinata orthogona ad punftum n fit nps = :y respondens ab-

fciffae Cp = n;  fit porro ms parallela ordinatae np , et mr parallela
axi BA : erit

yt = rp + nr in Ellipfi et Hyperbola ; g
u <—ps — Cs in Ellipfi , et umps -j- Cs in Hyperbola.

2. Quare , cum fit rp := vSin « ; nr = zSin ^ , Cs ?= vCof « , ps = z
Col> , habebimus

y — z Sin p + v Sin x in Ellipfi et Hyperbola;
u “ zCof t̂ — vCofa in Ellipfi;
uz = zCofp + v Cof « in Hyperbola.

3. Si jam hos valores subiti tuas loco y , u in aequationibus ad elli-
pfim et hyperbolam ( 530. 555. §.) , obtinebis sequentem aequationem , ad¬
hibitis fignis superioribus pro ellipfi , et inferioribus pro hyperbola.

4 (a2 Sin «2+ b 2 Cof« 2)v2+ a 2 b 2.

2 (a2 Sinp Sinx — b2 CofpCofx ) vz
a2Sin,w2 +b 2Cofp z

4 (az Sin,*2 i .b2Cofp 2)
G g 2 574. Co.
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574.  Corollarium  1.
Dufta ad d tangente Td fupponatur ordinata z — nra effe ei paral-

lela ; erit angulus ,tt = nvC “ dTC : quodfi ergo de fit perpendicularis
d e Sin t̂ Sin a . . de2

^ —* v-y . " ) hinC «n p — '■
d e
C e

Sin « Sin ocad AB , fiet - — - , , _ „ . , ,le Colit Ce Coi*  le . Ce ColuCofa
Quamobrem , cum pro det = y , Ce = u , fubtangenteque Te per ( 530.

d 1)^
533 -55 5- 557- 8 ) debeat effe ^ ^ g ==—— ; erit in ellipfi et hyperbola

b2 Sin ,tt . Sin « __ _ _ „
l ^ - Co^ TCaC » ’ « •»*.CofAtCof «= aa Sin /t  Sin *.

575 . Corollarium  3.
Pro ordinatis z ~ n m tangenti Td parallelis abibit praecedens aequa¬

tio (573- § ) , evanescente fecundo termino ob ( 574. §.) > i" fequentem.
Haec autem aequatio dabit pro qualibet abfciffa v — + .Cm  pofitiva et ne¬
gativa duplicem ordinatam z , unam pofitivam, et alteram negativam priori
aequalem : quaevis ergo chorda principalis dc per centrum ellipfeos aut
hyperbolae tranfiens eff una Diameter  ejusdem curvae , omnes chordas
nN , n*N1 tangenti ad punftum d parallelas biffecans (438- § ) .

4 (a2 Sin.*2 ri; b2Cof *2) v2 TjTa2 b2_
4 fa2Sin*2+ b2Coftt2) —

576 . Corollarium  3.
In ellipfi erit chorda ab diameter conjugata  diametri de , fi ab fit tan¬

genti Td parallela ( 575. 438- §.) : in hyperbola nulla datur chorda per
centrum C tranfiens tangenti Td parallela ; licebit tamen reftam ab pa¬
rallelam tangenti pro diametro conjugata  diametri c d hyperbolae fumere
( 575- 438 §-) . Itaque in ellipfi et hyperbola erit diameter cd aequalis
duplo valori abfciffae v pro z = o ; diameter autem conjugata ab aequari
debebit duplo valori ordinatae z pro v~ o:  quare , denotante n diame¬
trum cd , et m diametrum conjugatam ab ; obtinebuntur ex ( 575- §-) fe-
quentes formulae pro iisdem diametris , fignis fuperioribus pro ellipfi , et
inferioribus pro hyperbola adhibitis , nulla ratione habita imaginareitatis,
qua diameter conjugata m hyperbolae afficitur , vmde nihil aliud fequitur,
quam quod diameter conjugata nulli hyperbolae pnnfto occurrat , ficut id
pofito u ~ o in ( 555. §■) pro axe conjugato b aequatio ad byperbolam in¬
ter y , u offendit.

- mts
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ab ab'

01 \f (b 2 Coi'#2+ a 2 Sin#2 n \f (b 2 Cof« 2 + a 2 Sin «*)

577 . Corollarium 4.

Dato angulo « ==adCA inclinationis diametri dc ad axem transver-

fum AB ellipfeos aut hyperbolae , datisque axibus a, b poterit determi¬

nari angulus ^ = ACa  inclinationis diametri conjugatae ab ad axem AB,

et eo ipfo etiam angulus conjugationis aCdr = « + t̂ diametrorum cd , ab:

erit enim ob (574. §.) in utraque curva
b2 Cof«

Tangjtt Cota ; Sin,# (a4Sin «2+ b 4 Cof«
a2 Sinx

fi f _ _ a X

^ (a 4 Sin#2+ b 4 Cof x2-)

578 . Corollarium 5.

Hinc ( 576. 577. § .) nascentur pro diametris m »n ellipfeos et hyper¬

bolae sequentes formulae I) 11) , et ex iis per (577* §-) obtinebuntur

formulae 111) IV) .

Sin fi  Sin (« ff- ,#) ’ Sin « Sin (« + /0

III. nnr: IV . ab ” mnSin (« + î).
Sin «̂ fi- #) ’

579 . Corollarium 6.

Si valores pro Sin p z et Cof,#2 ex (577. § .) in (576. §.) fubftituan-

tar , tum  pro elljpfi quaeratur fumma , pro hyperbola vero differentia

quadratorum diametrorum conjugatarum n2, m2; erit n2+ m 2^ =a2+ b2

in ellipsi, et n2— m 2n= a2— b 2 in hyperbola.

580 . Definitio.

Binae curvae veterum , Cijjois  et Conc/iois,  offerunt exempla curvarum Fig- 29.

algebraicarum tertii et quarti ordinis . Si fuperdatarefta An (29. Fig .) tan-

quam diametro describatur circulus AdntA,  et ad punftum n ponatur

tangens pq perpendicularis ad An , tum , abfcifiis quibuscunque partibus

aequalibus na , nb in pq , dudtisque ex A reftis Aa , Ab circuli peri-

pheriam in c, d secantibus , fiat AM = ca , Am ~ db;  curva , quae per

punfta M, m hoc modo determinabilia tranfiverit , erit Cijfois.

Gg 3 581. Co-
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581.  Corollarium  1.
Pro coordinatis orthogonis AP = x , MP = y erit in ciffoide

A M2t= ca 2r= y 2-fx 2: cum igitur fit ca2 : an 2==an 2 : Aa 2=an J : (an 2
An 2.IVIT2 , ,' - ; habebi-AP 2+ An 2) , et air : An 2s = M P2: A P2, proinde an 2

mus , pro radio r , et diametro An — 2r

& *+ **) .• *% £ = *$ £ : C ^ + 4r*) i
hinc x2(y 2+ x 2)2 4 r2 y4, et xy 2+ x 3— 2ryV

Aequatio ad ciffoidem erit itaque
x3+ xy 2—2ry - -^ o.

582 . Corollarium 2.

Aequatio ad ciffoidem dat y '- — ~ - -: cuivis ergo abfciffae ne¬
gativae x — — A e respondet ordinata y imaginaria ; pro x ~ o autem,
fiet etiam ordinata y — o : cuilibet porro abfciffae pofitivae x~ AP
modo ea fit minor duplo radio 2r —An,  respondebit duplex ordinata,
una positiva y = MP , et altera negativa y — — mP priori aequalis, utra¬
que continuo crescens , abfciffa x = AP indefinenter crefcente , usque
X— Ac — 2r,  quo casu induit ordinata y vaiorem indefinite magnum.

583 . Corollarium  3.
Quamobrem , fi etiam in origine A abfciffarum ponatur ad A n per¬

pendicularis pI qI, continebitur tota cifiois inter perpendiculares pq , p^ 1
in indefinitum produftas , conflans duobus ramis AR , AS ad diversas
partes lineae abfciffarum A n jacentibus , qui ex origine abfciffarum A
egredientes juxta illarum axem An et perpendiculum pq excurrent in in¬
definitum , ita ut ii , quo magis produfti fuerint , eo magis fint receffuri a
diametro An , eo magis vero acceffuri ad perpendiculum pq (582. §.) : pq
eft itaque afymptotus ramorum AR , AS.

584 . Corollarium 4.
Aequatio ad ciffoidem ( 581. §.) dabit pro y , ey, a y , sequentes ex-

prefliones.

_ f  x 5
y - v s y :

(3 r— xV^ex z 3 r2 ex 2
- - 1— i «y —-?2-;
(sr — x) * x ^(2r — x)'5

Quare,
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Quare , cum femper debeat effe x < 2r ( 582. §.) , patet , utrumque

exponentem differentialem ey , ey  pro quavis abfciffa x= AP habitu¬
rum valorem pofitivum ; unde elucet , et ordinatas crescere , abfciilis
crescentibus , et ciffoidem convexitatem in quovis punfro M, m obver¬
tere axi abfcillarum An (444. 461. §.).

585 . Corollarium 5,
Per ( 584- 455 - 456. §.) poteft determinari tangens , fubtangens , nor¬

malis , et fubnormalis , {itusque tangentis et fubtangentis pro quovis pun-
tto M et m : tangens cum fubtangente , puta TM vel Tm cum TP,
femper cadet ad partem ordinatae , ad quam jacet origo abfeiffarum A
(584 . 5C0. §. 3. n.) ; angulus vero 3VlTP^= mTP dabitur per Tang T

— 'J . r ^ (500. §. 4 . n.) , fietque TangT = o pro x = AP — e:
(2 r — x) T

linea abfcillarum A n eft ergo communis tangens ramorum AR, AS, et
punftum A Cufpis  cilToidis ( 584 441. §-)-

586 . Corollarium 6.
Si petas radium curvedinis pro quocunque punfto M vel m ciffoi-

disj  invenies illum per (584' 472. §.) ligno — adfe&um , quod indicat,
ipfurn jacere in normali MN vel m N ad partem adversam tM vel tm,

iic ut lit tM — tm= rx - — • Radius curvedinis ad quod-
3 (2 r— x)2

vis punftum M ciffoidis eo minor eft , quo propius punftum M accedit
ad cuspidem A ; et ideo curvedo cilToidis crescit continuo verius cufpl-
dem A (430. § .) . .

587 . Corolla rium  7.
Reftificatio ciffoidis ope logarithmorum poteft perfici. Si enim ponas

2r — xt = z ; obtinebis ex (584- § •)

Pro quovis arcu /itrAM debebit ergo fieri per (469. § .)
\f  (2r -I- 32)2r3-f - 3 r2z — z3- - - e Sv"(

Integrale autem p  hujus exponentis differentialis licebit per
(3 ° 3' §-) perfedte determinare.

588- Co-
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§88 - Corollarium 8.
Sp3tium vero StrrAMT refp' ndens datae cuicunque abfciffaex= AP

determinabile eft per funftionem algebraico - trigonometricam . Erit enim
ob (584. §■) per (488 §•)

n . . _ . _ _ r * * e*

\f  (2 r x) ' (2r — x)
Ouamobrem integrando per (302. §.), inveniemus

S = C— (ix %+ lrz ^) / (ar — x) + Are Sin •1 2 r

Verum , cum pro abfeifia xr= o debeat fieri S = M AP = o , et
Arc Sin - = ArcSin — 1— — -f/rj erit C — \ir. -—•~ o , hincr 2
Cz=:^ rP,  adeoque

S“ | irr J- (ix + | r) / (2rx — x 2) + -̂ - Arc Sin ^ -r.2 r

589 . Corollarium 9.
Totum fpatium intra An , AR , et np comprehenfum , ramo cifioidis

AR in indefinitum produfto , obtinebitur ex (; 88- § ) pro x ~ A n= 2r,
nimirum S= lrr 2: hoc fpatium eft ergo triplum areae femicirculi Atn.

590.  Definitio.

Fig. 30. Si , datis duabus reftis EF , Ba ( 30 . 31 . 32 . Fig .) fub angulo refto in
zi. zr. D fefe interfecantibus , capiantur in refta Ba partes BD = DA = b,

DC = a determinatae longitudinis , ut fit b— a (31. Fig .) , vel b < a (30.
Fig .) aut b> a (32. Fig.) , tum ex puncto C per quodvis punftum G
reftae EF ducatur retita CM , fiatque GM = GNt = BD = D Ar = b ; jace¬
bunt omnia hac ratione determinabilia punfta M, N in Conchoide.  Pun-
Frurn C vocatur Polus  conchoidis ; recta vero conftans b:= BD:= AD eft
ejus Sagitta  feu Farameter,  et E F Axis  vel Di rectrix.

591 . Corollarium r.

Conchois confiat duabus partibus RBS, UAV  ad partes oppofitas
axeos EF jacentibus , quarum communis afymptotus eft iple axis EF
( 59 ° - 437 - § ) -

593 . Co-



592.  Corollarium 2.
Si ex punfto M ad EF et Ba ducantur perpendicula MQ , MP , erit

MQ : MG = CP : CM = (CD + MQ) : / (MP2+ CP 2) , adeoque MQ 2:MG 2
j= (CD-FMQ) 2:CDQ2+ (CD + MQ)2) : cum igitur fit CD = a, ]\1G= BD
— DA~ b , fi praeterea coordinatae orthogonae fiant DQ := x , MQ— y,
habebimus pro aequatione ad conchoidem (590. §f) .

y2:b2= (a + y) 2: (x2-f (a + y) 2);

y++ 2ay3 + (x2-f a2—b 2)y 2—2ab 2y — a2b2 =̂ oj
(y + a) (y + a) (y + b) (y — b) + x2y2^= o.

593*  Corollarium 3.

Natura conchoidis , quae ope praecedentis aequationis ' poteft explo¬
rari , pendet a relatione inter conflantes re£tas a , b ( 590. § -)- Quidquid
illae fint , aequales vel inaequales , deberet , ipro y “ 0 , fieri a2b2—0
(592 . §.) , quod eft impofiibile ; impofiibile ergo eft , ut conchois axi EF
in aliquo punfto occurrat , cumque tangat vel fecet (591. §.) .

594,  Corollarium 4.
Quodfi autem ponatur x — o , nascetur aequatio (y + a) (y+ a)Cy + b)

(y — b) “ o ( 592. § .) quatuor radicum realiutn y “ — a, y — —a, yt = — b,
y — b ( 170. 175. § .) : conchois potefi ergo sagittae (590. §.) quater oc¬
currere omni cafu ; ter ex illa axeos EF parte , ad quam polus C ( 590. §.)
jacet, ’ nimirum bis in diftantia a := DC , adeoque in ipso.polo C, semel
vero in difiantia b~ D A,  et femel ex parte oppofita axeos EF in diftan¬
tia b— O B (492 . §. 4. n.).

595.  Corollarium 5.

Omnis conchois habet punftum duplex in ipfo polo C (594-44° -§ -)-
Si eft diftantia poli ab axe major parametro , nimirum a = C D t> b= DA
(30 . Fig .) ; punftum duplex in polo C eft conjugatum (498- §■)• Sivero
ell ‘ aa = DCa = l)- DA (31. Fig .) ; punftum duplex in polo C (594 . §■)
coincidit cum puncto extimo A parametri DA , eftque idcirco A pun&uin
triplex (440. §.). Si denique eft bx= D A t> a= DC ; punftum duplex in
polo C jacet in parametro DA inter ejus pun£ta extima D, A (32. Fig .) .

Vstmntn I. Hh 596.Co-
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596.  Corollarium  6.
Ex aequatione ad conchoidetn (592. §.) , fumto exponente differen¬

tiati ex ~ i pro conflanti , nafcentur sequentes aequationes differentiales
per ( 141. 142. §-) -

Z = ;>4+ 2 a y3-f -(x1+ a2—b 2) y2— 2 ab2y — a2b2= o.
eZ = ; 2y3+ 3 »y2+ (x 2-j - a2— b 2) y — ab2 jey + x y :2e x = O.

2 C (2y 3+ 3ay 2+ (x 2+ a 2—b 2)y — ab 2) ey^
sZ = : H - ( 6y 2 + 6ay + x2 + a 2— b2)ey 2 A = °*

4xyeyex + y 2ex 2 J

597 . Corollarium  7.

Prima aequatio differentiatis (396. § .) dabit o pro x o et
y = b“ DB (30 . 31. 32. Fig .) > quidquid fit ar= DC:  omni ergo cafu ha¬
bebit conchois ad punctum B (594. §•) unam tangentem mn parallelam,
axi EF (503. §.) .

598-  Corollarium g.
Sed etiam pro x— o et y — — b^= DA,  modo fit DA > DC = : a , vet

DA < DC — a ( 32. 30. Fig .) , obtinebitur -̂ = 0 ex prima aequatione
differentiati «Z ~ o (596 . §.) : igitur etiam ad punctum A concboidis
(594 . § .) dabitur una tangens pq parallela axi EF (503. §■) » 6 parame-
ter b fit major vel minor quum diftantia a poli C ab axe E F.

599 . Corollarium  9-
s y o

Verum pro x — o et y — — a prodibit — ex prima aequatione
differentiati eZ — o (596 . §.) , unde pro fitu tangentis in punfto C feu
polo conchoidis nihil p; teft coliigi . Quamobrem fumatur in fubtidium

2.

fecunda aequatio differentiatis eZ — o (596. § .) , quae pro x r= o et
y ;= — ar= DC dabit

ex 2 b 2 , . ex . ^ b' >-- 1- tunc - = -t- »/ ( —j- 1 ) •ey 2 a 2 ey — V ^ a2 J
Quodfi ergo fit b — D A < a — DE (30. Fig .) ', erit tangens in polo

C tanquam punfto conjugato conchoidis (595. §.) imaginaria ( 504. §.) .
Si vero fit b ;= DA — as= DC (31. Fig .) ; debebit tangens in punfto du¬
plici C (595. § ) eIte perpendicularis ad axem EF (504. § .) , et C erit

Cufpis
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Cufpis  conchoidis (441. § .) . Si demum fit b= DA > a:= DC (32. Fig.) ;
extabunt ad C binae tangentes u v , rs (504 . § .) , et C erit nodus  con¬
choidis (441. § .) .

600 . Definitio.

Exempla curvarum transcendentium (442. § .) defumemus a quadra- Fig. jj.
trice , cycloide , et epicycloide . Si quadrans AB ( 33. Fig.) circuli radio
CB = r descripti, et radius AC dividantur in quibuscunque punftis E, P,
ficutfit BE : BAr = CP : CA,  tum , dufto radio CE , ex P ad A C du¬
catur perpendicularis PM eidem radio in M occurrens; jacebunt omnia
puncta M hoc modo determinabilia'in Quadratrice dinojlratis AMD.

601 . Corollarium  x.

Pro arcu (p radio — 1 inter crura anguli BCE descripto et z ~ CM,
erit CP:= z Sin <p , BE — rip, AB — jr ?r: cum igitur fit BE : B A

s= CP :CA (600. §.) ; erit <p — z Sin (p :r, hinc z =  aequa-

tio ad quadratricem inter ordinatas z = ; CM ad pun&um C convergen¬
tes et angulos variabiles <p= BCE.

602 . Corollarium  2.

Crescente angulo BCE,  adeoque etiam arcu (p , crescet quoque
z~ CM , et pro , anguloque BCE.•= BCA90°  fiet z ~ r:= AC:
quodfi autem decrescat angulus BCE, dum fiat tam is quam arcus <p:= o;

fiet etiam Sin (p o , et z — CM — CD — — (601 . §.).

603 . Corollarium  3.
Ex (601. §.) facile elicies aequationem inter coordinatas orthogonas

y — MP,x = CP:  erit enim
2Y<p

izSin <p: K
„ 2r (p  Cof<P _ „ L

y — z CofL>— - — —— — x Cot
J T  7rSm <p

irx
2 r

604 . Corollarium  4.
Pro his coordinatis invenies in (603. § .) exponentem rationis diffe-

rentialis functionis y

Hh 2 ey
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*y : Sin <PCof\?>— V 5 x: 4 Sin 2 $ —0 £x.
Sin 0 Z Sm 0 Z

Hinc manifeftum fit , ob ( 59. § .) , ey fcmper habere valorem nega¬
tivum : crefcentibus abfciflis. -xt = CP decrefcurit ergo ordinatae y — MP
(444 - § -) > tangensque MT ad puuftum M cum fubtangente TP jacet ad
partem ordinatae M P ei oppofitam , ai quam jacet origo abfciflarum C
(500 . §. 3. n.) ; et , fumto idcirco ey cum fignis contrariis , obtinebis
fubtangentem cum angulis MTP , TMP per (500. §. 4.0.) : nimirum

r ip  Sin 2 0TP:

Tang MTP:

<p— 4 Sin 2 P
0 —4  Sin 20

Sintp ; Tang T MP = •
Sin 0 '

0 — i  Sin 2 0
Pro angulo BCE ^ o

igitur pro tangente in
T P— T C — a.

debebit fieri 0 ~ o , Sin P — 0 , Sin 2 <p— o:
D erit TangTDP —o,  et fubtangens

605 . Definitio.
^ 2'H - Si diameter AB (34. Fig .) dati circuli perpendicularis fit ad reftam

, DE in B, et per quodcunque illius punctum P ducatur MM1 parallela
reftae DE peripheriam circuli in m, m1 fecans , fic ut fit arcus Am ^ Am1,
tum fiat Am — m M= Am 1—m 1 M1; jacebunt omnia punfta M, M1 bac
ratione determinabilia in una curva , quae Cyclois  vulgaris feu Trochois
vocatur.

6c6 . Corollarium r.

Pro radio AC — r circuli genitoris,  et AP — x , MP — y , erit
y = m P= M m = m P+ A m (605. §.). Eft autem mP — / (2rs —x 2),
et tam mP finus , quam AP — x finus verfus arcus Ani : quodii ergo
huic fubftituas arcum radio — 1 inter crura anguli ACm deCcriptum per
( 5- §• 2. Sciio!.) , habebis sequentes aequationes ad cycloidem inter coor-
dinatas orthogonas x— AP , y — M P.

y — / (2rx — x2) + r Arc Sin v

y (2 rx — x2)
rvel y —y ^(2rx — x 2) -f r Arc Sin

607 . Corollarium 2.
Pro x— A B— 2 r erit y =rBE — r . Arc Sin v 2— rr

riae AniB circuli genitoris (606. § .)
fetiKpenphe

6o8 - Co
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6og,  Corollarium 3.

Ordinata y cycloidis femper eft imaginaria , tam pro abfciffa negativa
x — — Ap,  quam pro pofitiva x ~ Aq > AB “ 2r (626 . § .) : tota cyclois
continetur ergo inter parallelas DE , de per punfta extima diametri AB
transeuntes.

609 . Corollarium 4.

Differentiatio prima et fecunda funftionis y in (606. § .) dabit se¬
quentes exponentes differentiales:

*y ;= e x
x 2

£y—
— r

x/ (2rx — x2)

610.  Corollarium  5.
Cum femper debeat elfe x -< 2 r (608 . §.) ; femper erit ey valoris

pofitivi , et ey valoris negativi (609. §.) : tangens MT cum fubtangente
TP pro quovis punfto M cycloidis jacebit igitur cum origine A abfcif-
farum xr= AP  ad eandem partem ordinatae mP (500. §. Z. n.) ; ipfa vero
cyclois obvertet concavitatem axi abfciffarum AB in quolibet punfto M

(461. §.) .
611 . Corollarium 6.

Per (609. 500. § . 4. n.) invenientur pro litu tangentis refpeftu ordi¬
natae MP et lineae abfciffarum AB fequentes expreffiones:

Tang MT P = 2r ~ x -;  T »ngTMP = y/̂ - f x •

Pro x := AB = 2r erit tang MTP == o ; et pro x — o fiet  tang
TMP =̂ c:  tangens in E vel A eft igitur perpendicularis ad BE cafu

primo , vel AB cafu fecundo.
612 . Corollarium 7.

Radius curvedinis in quolibet punfto M cycloidis erit ob (609 . 472. § .)
aequalis ftinftior .i 2y^(u.r2— 2rx ) “ 2 . mB , nimirum 2= duplae «hordae
nB ; pro x— AP ~ o erit itaque radius curvedinis in punfto A aequalis

quadruplo radio , feu duplae diametri circuli genitoris , nimirum := 4 r
u—4 ' AE .-i— 2 , A B,

Hh 3 613 . Co-
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613 . Corollarium 8-
Pro arcu ^~ AM per (469. 6:g. §.) invenies exponentem differen-

tialem ipfe igitur arcus erit ,u.~  A M= 2/2 rx . Hinc
pro x?= 2r = AB debebit effe AME = 2 ^ 4r2= 4r,

614 . Corollarium 9.
Et pro spatio StrAMP habebimus ob (606. 488 § ) exponentem

differentialem.

ES = sx/ (2rx — xa) + rex Arc Sin v — •r

Hinc fi altera pars integretur per (257. § .) , prodibit

S — rx Arc Sin v —— b /sx/ (2rx — xa — C~ x 6X--r J J  t .2 r x— xa)
Adeoque per (289. 302. § .) debebit effe

Sn= AMPr = | (r+ x) / (2rx —x2) -f r (x — | r) ArcSinv .r

Quamobrem pro x — 2r obtinebitur spatium ABE = r(2r — | r)
Arc Sin v 2 = 1 ?r r2 triplum areae AmB semicirculi genitoris.

61 5. C 0 r o 11  ar i um 10,
Ceterum facile ex (605. § .) colligitur , pun&um A diametri AB per-

cursurum cycloidem AiUE , fi circulus genitor AmBm l A rotetur super
recta DE.

616 . Definitio.
Fig. z;- Si super peripheria EBF (35. Fig.) circuli radio CB descripti rotari

cogitetur circulus AbBaA  cum priori jacens in eodem plano-, progre¬
dietur punctum extimum A diametri AB in curva AA ' D , quam Epicy-
cloidtm vulgarem  vocant.

617 . Corollarium i.
Si circulus genitor ab initiali litu A bBa perveniat ad litum AIb’BIal,

ita ut diametri AB , ab litum A1 B1, a1^ obtineant; erit arcus aIB~ aB
quod ii ergo ponatur arcus aI B= aI BI~u,  et radius circuli ge¬

nitoris cB ^ c' B'— r, circuli vero , super quo ille rotatur, radiusCB:= R;

erit angulus aI CBc= -^- , et angulus aIcIBrs=2- ^- (5. § . 3. Schol.) .

618 . Co-
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618-  Corollarium  2.
Dufta ad quodcunque punftum A' epicycloidis refta C A1= v,

cum fit A' 01—r , CcJ = r + R , et angulus A ' c' 0 —180 ° — B1 c1 C

S= igo ° - (617. §.) ; babebimus per §. i . ScboI. Zfi. Uorm.)

V' — r*+ (r + R) 2 + 2r (r + R) Cof *

619 . Corollarium  z.
Pro coordinatis orthogonis xt = CP , y " A2P debebit ergo elTe ob

(618 . §•)

y 2 r 2+ (r + R)2+ 2 r (r + R) Cof .— x2.

620 . Corollarium 4.
Ubi circulus genitor AbBa fitum DMGN  obtinuerit , punfto A ia

D , et B in G cadente ; erit u := BD “ A aB := ?r r : igitur z2 = CD 2
r= r2+ v r + R) 2+ 2r (r+ R) Co(V (6i8 -§ .) ; adeoque, ob Coi’ 7rt= — 1, erit
z 2=CD 2=R 2, et z ==R.

621 . Corollarium 5.
Duftis ex c1 ad Ar P, CP  perpendiculis cI q,  c ’ p ; erit angulus

A ’ cTq = a 1 c1 B ' + a1 C B = —- |- ( 617. § . ) » etx = CPr 1 K
t = Cp + cI q,  y = A ' P = rA ‘q + c, p : cum ergo fit

Cp — Cc 1.Cof a' CB — (r + R) Cof -g - ; '

c’qs= A' c’. Cof A1 e' q= r Cof (̂ ~ H- p- ^ ;

A' q—  A1 c' . Sin A' c' q = rSin

c' p— Cc' . Sin a' CB — (r + R) Sin ;K
debebit efle

x - (r + R) Cof •£ - + r Cof • -j -;

y — r Sin r ^ (r + R) Sin -p~ -
62 2. C0-
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622 . Corollarium 6.

Epicyclois erit itaque curva algebraica , vel transcendens , prout
radii r , R fuerint commenfurabiles , vel incommenfurabiles . Si enim ra¬
dii r , R fmt commenfurabiles ; dabuntur numeri integri k, 1, pro quibus fiet

habebimus ergo iahinc Rr k
7T 1

(62I . -§ .)

+ r Cof(r -f R) Cof

Quamobrem licebit utrumque cofinum in hac aequatione per Cof-^-r
. ^ „ u

exprimere , et fi tum valor loco Cof — ex aequatione in (619. §.) de¬
terminabilis fubftituatur , determinabitur aequatio algebraica inter x , y,
carens arcu u-

623 . Problema.

JBxptorare filum tangentis ad quodvis punffum  A 1'epicudoidis.
Solutio-

habebimus ob ( 621. §.) fe-t. Pro tp, et

qusntes aequationes
x = (r + R) Coftp+ r Cof,« j
y t= r Sin p + ( l' + R) Sin (p.

2. Si arcus u “ Ba ’ crefcat , decrefcet x ~ CP , et crefcet yn = A’P,
unde fequitur tangentem A’T cum fubtangente TP cadere ad partem
ordinatae A‘P oppofitam illi , ad quam jacet origo abfcifiar-um C (500.
§• 3- n0*

z. Erit autem in (1) e x= (r + R) s Cof <p -{- r s Cof p,  et sy = rs Sin p
+ (r + R) s Sin (f , feu sx — — (r -j- R) SinipsD — r Sin/isu , et -sy .= r
Cof p s p + (r 4 -R) Cof (p «(p : quodfi ergo juxta ( 1) exponentes differen-
tiales s (p , ep  determinentur per eu , valorque pro ex  fumatur cum fignis
contrariis ; debebit e fi.e per (500. §. 4. n.)

Tang PA ' T = —
s x _Si n Cp-j- Sinp
ey  Coftp + Coip = Tzng £ (<p + p).

Et
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Et ob 0 -f 2 ■- u erit

Tang PA ' T = Tangi . 3 ^^ - . n.

634 . Corollarium 1.

Pro fitu tangentis refpe&u lineae abfciGarum, et normalis A' S re«
fpeftu ordinatae erit ob (623. §.)

Sin 0 + Sin pCot A' TC ^ CotPA‘ 5 :
Lo £0 +Cof 4̂

^TangiCif + )̂ = Tangi
2 r + R

rR a.

635 . Corollarium 2.
Dufta chorda A1 a1, erit angulus a1 A 1 c ' i  A1 c1 b l “ £ a ' c’ B‘

== 27* §•) > ob  A , c' q = -y - — (621. §.) autem , erit c' A' 4

t= go°— habebimus  ergo angulum a1 A' q= a' A1 cx+ c’Arq

£= 90° — ^ C ~ TT"0 U’ ^ e^et erS° e^'e a 'A'q— Tangi • 2 ^ - - u.
Angulus intra chordam A' a1 et ordinatam A1 P aequatur itaque angulo
intra normalem A l S et ordinatam A1? (624. §.) , et ideo debet normalis
A' S cum chorda A1 a1 coincidere , et tangens A*T elTe perpendicularis

•ad chordam A' a'.
626 . Problema.

Rectificare arcum epict/cloidisa ~ A A'.
Solutio.

Determinatis juxta (623. §. 1. 3. n.) valoribus pro 'ex , sy , obti*
nebimus

(r + R)2
ey 2+ «x *— Ra -eu 2(2(1+ Sin 0  Sin/4-f- Coftp Cof<a))

«u*•2 (1+ Cof (fi- 0 ))

(r + R)2
R2 su2 .2 ^ 1 + Cof ‘

'Volumen I. Ii Per
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Per (469. §.) erit ergo

r + R ^ +
SQ - 2 / - 2- 1

feu ex:

K

r+ R
R e u Cof 4

— 4 -~(r + R) cSi  JL.R " 1 r

Eft ergo arcus A Al ~x ^= 4 r 0 +̂ P) g£n — {- C t cumque pro ar¬
cu ur=rBa ' ~ o debeat fieri etiam arcus x ~ A AIr= c . et Sin - ^ o;2 r
debet elle conilans L— o»  hinc

_ 4 r fr + R) n. U« — - -n- Sin —— •R 2r

627 . Corollarium.

Pro arcu u = BD = A aB = nr » erit k= AA ' D: igitur per (626. §>)
4rfr + R)AA‘D= : -~ i -— Sin 4'R R

628 . Problema.
Invenire radium curvaturae pro quovis puncto  A ' epiajcloidis.

Solutio.

Per (623. §. 1. 2. n.) et (626 . § ) determinabis radium curvaturae pro
punfto A' sequenti calculo.

K ' fi
r+ R
Rr

r + R /c . * , c. n*x= : — -- e u (Sin (p+Sin,u ) j

«y E= e u(Cof$ + Cofp.) ;

ey z
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*y3 + er

r + R

. (r+ R)a
K* 6n2.2  Ci+ Cof«p— (t)) j

tx = — eus(rCofip4 ' Cr + R) Cof,a) ;r K“

-y — - r~ «u2(rSin(Ji+ (r+ R)SIn/t) jr
2 Z

eyex — sy  ex“

_ (2r -4- R) (r + 13,.. £Ui ( j -t-Sin ^ SEnp -t-Cof^ Cofft)

(art »)fr + B£ «n. (l+ Cof^ - <!»)).rR 4

Per (474. §.) , 6 radius curvaturae in punft» A' vocetur Z , erit
ergo

' 2 (I + Cof (p- (P ))) 1

-^^ 2— - «U' ( I -fCofr ^ —q» )

— 4r (r+ R) ^i + Cor(u- (p)
2r -fR V 2

Confequeater eft

, , m  r + Cof—4 r(r + R) _ [_
sr + R V 2

4;Crt RL Cor_»_
2 r-t- R 2 r

629 . Corollarium  1.

Radium curvedinis pro punfto A obtinebis ex. (62A §.) » pofito

arcu u — BaT= o , quo cafu fiet Cof-̂ ~- = ; Cof 0 — lt igitur radius

curvaturae in A fiet Z£= --̂ r -
2r -J-R

Ii 2 630 . Co-
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630 . Corollarium 2.

252

Radium vero curvaturae pro punfto D invenies ex (628. §.) ponendo

arcum u= BD—AaB — nr , adeoque Cof-^ jr = Cof| r = o : quare ra.
dius curvaturae in pun&o D eft Z = o.

Error corrigendus.

In 301. §. pag. 130. debet pars prima feriei habere fattorem
2 yf ( x + 8 x.y  loco 2/ct + px ) .
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