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PRAEFATIO.

_An‘.plitnelo fcientiarum [iatico - mechanicarum eft unum e
praecipuis impedimentis, quae in illarum fiudio progredi cu-
I;iou!if.nts iter jam retardant ac remorantur, jam peniius inter-
cludunt.  Tot enim inventis [unt hae fcientiae hactenus am-
plificatae, totque movis progreflibus et accellionibus illae
indies adaugentur et promoventur, ut, cuivel primos ordines
in iis ducere fibi propoluerit, in latilime patentem cam-
pum debeat excurrere; tot opera diverfa et diaria confulere,
ut raro unus [it futurus, qui illa conquirere polflit et pervol-
vere. In hac porro inventorum ubertate multa occurrunt
peculiari ftudio exquirenda; multa ad criticae normam expen—‘:ﬁ
denda, et recto acutoque examine diiudicanda, quo minus
utilia ab utilibus, falfa a veris, et incerta a certis probe dil-

cernantur.

a2 Indu-
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Indubium eft, partem puram [cientiarum fiatico - mecha-
nicarum ad tantum perfectionis gradum jam effe perductam,
ut fere nihil fit, quod expectari poflit aut debeat: feu enim
aequilibrii, [eu motus principia confideres, ad tantam [unt ea
univerfalitatem promota, ut nihil amplius defiderandum videa-
tur. Interea certum eft, pleraque principia a multis harum
fcientiarum doctoribus aut ex alienis et minus genuinis prin=
cipiis efle derivata, aut methodo inconvenienti expolfita: apud
omnes vero invenies univerfam motus theoriam indeterminatis
et vacillantibus infinite parvorum notionibus principiisque [u-
perﬁructam, confequenter evidentia illa et certitudine defiitu-
tam, qua dilquifitiones mathematicae (e tantopere [olent
commendare, ;

Quodfi autem partem adplicatam [cientiarum fiatico-me-
chanicarum [eorfim attentius- expendamus, in qua generalia
principia aequilibrii et motus in parte pura [iabilita ad vires in
natura re ipla exilientes applicantur; imperfectio ejus omnem
expectationem [uperabit, nifi nos ad difficultates fere infupera-
biles continuo reflectamus, quae in excolenda hac parte fe
perpetuo offerunt. Tot [ane tantisque tenebris veritas involuta
hic delitelcit, tam abdita, et ab oculis nofiris tam longe re-
mota, ut, fi vel adproximare ad illam cupias, multo pluribus

nobilioribusque obfervationibus et experientiis te opus habere

facillime fentias, quam ad hunc ulque diem facere capereque
Licuit.

Atque hinc factum elt, quod pleraeque adplicationes

hypothe-
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hypothefibus phyficis fint [uperfiructae, quae jam nulli genui-
no, jam admodum levi fundamento innituntur, jam etiam
inter [e plurimum dillentiunt, et faepenumero cum veritatibus
et principiis extra omne dubium politis evidenter videntur
pugnare.

Haec [unt, quae me ad elaborationem hujus operis exci-
tarunt, in quo quaecunque hactenus in univerfis [cientiis
ftatico - mechanicis praeclare acta [unt, ita exponere conliitui,
ut inde plurimum et utilitatis tyrones, primam, ut ajunt, ha-
rum [cientiarum [indio manum admoventes, et commodi
Doctores, lucrique iplae [cientiae queant capere, unde [e-
quens totius operis ratio et oeconomia [ponte fe obtulit.

1. Praemitto in hoc primo opufculorum volumine ele-
menta calculi differentio-integralis, et geometriae (ublimioris,
in quorum expolitione ita verfor, ut cuncta ex evidentiflimis
analyleos finitorum notionibus et principiis elementaribus de-
ducam, notionibusque infinite parvorum, quorum jufti ofores
funt recentiflimi geometrae, perfectillime exclufis, omnia ad
genuina principia methodi exhaufiionis veterum revocem, qua
de re uberius in introductione differo.

2. His jam elementis fuperfiruam omnes dilquifitiones
ftatico - mechanicas, quas fequentia volumina complectentur.
Dabo operam, ut, inchoando a primis fiaticae et mechanicae
principiis, quaecunque nfu aliquo et utilitate fe commendare
vifa fuerint, in diverfis differtationibus criticisque commenta-

ajd tionibus
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tionibus folide  aeque ac [uccincte exponantur illufirenturque.
Et ideo, ubicunque per naturam objecti licuerit, ' conabor or-
dinem notionum propofitionumque [cientificum, et rigorem
in condendis demonfirationibus geometricum fervare. In or-
dinandis vero diflertationibus ad id folum attendam, ne ulla
Annitatur, principiis,; quae nondum fint expofita et evicta. Non
enim: aedificium hic ad omnes leges architecturae exactum
firuere, fed materiam duntaxat conquirere mihi propolui, qua-
lem amplitudo et dignitas ejusmodi aedificii poliulat: nihil
ergo, refert, quo ordine [ingulae gjus pattes expendantur, modo
materia pro fingulis, quoad lieuerit, folida dererminetur.

3. Eapropter adplicatam [tatico - mechanicarum [cientiarum
partem, et in [pecie doctrinam de aequilibrio virium in ma-
chinis nmchina;‘umque motu peculiariter difcutiam. ~ Syliemata
hypoihefibus phyficis Luperfiructa, me fine neceflitate  fim in-
finitus, breviter recenfebo;  tum fingula tali examini [ubiiciam,
£uod ad -explorandam veritatem [ufficiat. ~ Quamobrem non
illa folum, quae hactenus [unt infiituta, experimenta confu+
lam, _l‘cd__allia quoque; copiofa | et exquifita in [ubfidium wvo-
cabo, quorum pleraque in machinis jam exfiructis capere
conliitui.

_ 4. In [‘equ_nc}o itaque volwmine, quo ad omnis generis
di[‘qtiiﬁlicn_l__es tyrones: praeparem, ' agam de generalibus corpo:
rum viriumque in - illa agentium llroprietat‘i!)us; virium aequi-
librio, earumque compolitione et refolutione; centro aequilibrii

in
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in genere, et centro gravitatis cjusque i:'lveﬁigatione in I'l)ccie;
motu punctorum aequabili et inaequabili; mota maflarum pro-
greflivo pendente a datis viribus; lapfu corporum gravium per
plana inclinata, et lineas curvas; denique de momento iner-

v
H

tiae, motuque maflarum circa axes fixos, et motu oscillato-
rio pendulorum. In tertio autem volumine evolvam, ob ean-
dem caulam, principia generalia tam aequilibrii, quam motus
in machinis [mplicibus et compolitis, ita ut hinc ad aequili-
brium et motum pro determinatis viribus facillimum fit tranf-
re, felicilimoque [uccellu principia utriusque conlftabilive,
modo leges virium in natura exiftentium, quas eae libi nullis
calculis pruc['crihi patiuntur, ex obfervationibus et experimen-
tis colligere liceat,

Tuum jam erit Lector benevole judicare, utrum haec
aliquid, an nihil meriti habeant. Si nihil inter ea novi, quod
meum [it, inveneris; [pero tamen fore, ut obferves, me alio-
ram meditationes haud temere congellifle, fed plerasque ita
excoxifle, ut meae efle videantur.

7 .

Dabam Lipfiae 17ma. sbris. An, 1799.
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INTRODUCTIO
IN CALCULUM DIFFERENTIO - INTEGRALEM.

¢
Fheorema elementare, cujus demonfltrationem in (129, §.) dedi, eft
unum € praecipuis principiis generalibus methodi exhaufiionis veterum
geometrarum.  Demonfiratio aequalitatis duorum quantorum illi princi-
pio rite fuperftructa tantam parit evidentiam et certitudinem, tantamque
habet vim in intelleftu de veritate convincendo, ut ea major defiderari
non poflit. Qui aliter fentiunt, non fatis mihi videntur naturam ejusmodi
demonftrationum expendifle.  Inter hos Michel/enus eft, qui negat,
methodum exhauftionis veterum per fe ad veritates maximo, qui pollit
defiderari, rigore evincendas fufficere (*): aft non eft, curin confutanda
ejus opinionis levitate diutius immorer; unico exemplo utar, quo clarius
tyrones naturam demonftrationum hujus generis perfpiciant. Sit nimirum
demonftranda aeqnalitas inter aream circuli et produtum ex ejus femi-
peripheria in radium.

A) Radius circuli fit r et = ejus peripheria, X autem area. Si p de-
notet perimetrum cujuscanque polygoni regularis circulo inferipti, et P
perimetrum - polygoni fimilis eidem circalo circumf{cripti; erit evidenter
tam 7> p et 7 <P, quam X> fpr et X <3Pr.

B) Sint D=P—= et d—== —p differentiae inter peripheriam cir-
culi et perimetros polygonorum in (A); jrit P=D+=, et p?wud:

T K nr T
g o e B 6 i obar g

b 2 C) Cla-

T
2

igitur .in (A) erit etiam X >

(a) Beyuidge zur Beforderung des Studiums der Mathematik. 3tes Stiick. S.193. 194,
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C) Clarum porro eft, reftas aequales d&fferentiis D, d in (B) eo
minores ficri, quo propius polygona in (A) accedunt ad circulum, neque
difficulter demonfiratur, pro quavis cogitabili lineola refta z talia poly-
gona in (A) effe pofiibilia, pro quibus quaevis retarum D, d minor fit

] ) Dr Zr g
lineola z, confequenter etiam T<T’ — <.

D) Porro nulla eft cogitabilis tam parva fuperficies e, pro qua et
quovis dato radio r non fit poffibilis ejusmodi Kneola refta z, quae det
irz<e. Cum enim abfurdum fit de f{uperficie e cogitare, quin in hac
tria punéta exiftant, quae mec in unarefta jaceant, neque in unum pun-
&um confluant; evidenter patet, pro quavis guantumlibet parva fuperficie
e pellibile elfe triangulum, puta altitudinis a et bafeos b, quod minus fit
fuperficie e, nimirum £ ab<| e. Quantumcungue porro parvae fint lineo-
lae b, a, cum illas- cum punétis confundere non liceat; necefle eft, ut
pro dato quovis radio, r poffibilis fit quarta proportionalis z ad r, b, a,
quo fiat rib=a:z, hinc rz—ba, et irz Zba; proinde etiam
Frz ge,

E) Quare evidens eft, femper effe poflibilem Iineolam reftm z,
pro qua dimidium jrz reftanguli rz minus fit quavis utcungue parva
fuperficie e per (D): igiwr erunt poffibiles reftae D, d, pro quibus fit
tam dimidiom $Dr reftanguli Dr, quam dimidium fdr rectanguli dr
minus quavis cogitabili fuperficie e per (C), quod eft impoflivile, quin

it X=X=xr ob (B) per (129. §.).

2. Hoc modo procedes, quotiescunque pr?nc?p—?um in (129. §) de=

monftratum ad evincendam aequalitatem duorum guantorum 2, X applicare
volueris, (Quaere ante omnia, an non dentur duo quanta variabilia U, V,
pro quibus femper fit ZB>X—U et Z< X4V vel Z< X—V, quc
cunque valores qnanta U, V obtineant: tum difquire fedulo, utrum Imec
quanta ejus naturae fint, ut quodvis illorum quolibet quanto uteunqgue
parvo minus poflit fieri. Si enim haec evitta fuerint, conftsbit co ]'P-,-‘U,

guanta Z, X inter {e debere aequari, ita ut abfurdum fit dificrentiam ali-

quam inter illa ftatuere, utcungoe parva ea efle dicatur, determinabilis,
vel indeterminabilis (129 §.), qualem Michelfenns in praecedente exem-
plo a circulo petito fibi imagiraur.  Videamus jim, quanta fit hujus
methodi vis in promovenda methodo inventionis, fi illa ad differentias

funttio-
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fun@tionum rite applicetur, quae difquifitio eo plus utilitatis habere cen-
fenda eft, quo evidentius inde et genninum objetum calculi differentio-
integralis, .et fufficientia methodi exhauftionis veterum ad conftabilienda
hujus calculi principia poteft colligi.

3. Plerique analyftae, duce Zeibhmnizio calculi differentialis inven-
tore, univerfum hunc calcalum circa infinite parvas differentias quantita-
tum variabilium et fun&ionum verfari arbitrantur, cujus fyftematis prin-
cipia palmaria ad fequentia capita poflunt revocari.

A) Si a denotet quamcunque quantitatem finitam, qua et major et mi-

- gy - - . a
nor fit affignabilis; et m (it numerus integer quiscunque; erit — — X

pars mia quantitatis a, eaque eo minor, quo major fuerit numerus m.
Data jam utcunque parva quantitate e poffibilis erit numerus integer m,

1 - * a ’ : .
- pro quo valor frattionis X=—, confequenter etiam quaevis fraftionum
a 2 a - 3 - -
—y ==y —0, elC. fiat minor quantitate e: {i ergo cogitetur nume-
m* Im imi
ras m indefinenter crefcere, licebit hac via ad numerum infinite magnum
M= o0, nimirum omni dabili majorem, et quantitates infinite parvas
a a a a _ . h e
— ) , etc., fen omni dabili minores, mente ad-
oo 22 3 4
e o o v o)

proximare, inter quas idcirco et finitas quantitates ejusmodi intercedet

relatio, ut quaelibet quantitas infinite parva tam refpeftu guantita.

tis cujuscunque finitae, quam refpectu iofinitae parvae inferioris ordinis

::T— perfete debeat evanefcere,

co
B) Quamobrem licebit etiam datam quamcunque quantitatem varia-

bilem x incremento infinite parvo o augere, quo quaevis ejus funétio y
certa quantitate mutetur, nimirum crefcat vel decrefcat: quantitatem
hanc vocant Differentiale funffionis y, et incrementum = variabilis x
Differentiale variabilis x, illudjue deflignant figno dy, et iftud figno dx.
Calcnius aifferentialis comple€titue methodum inveniendi differentialia fun-
&ionum, et Calculus intcgralis methodum inveftigandi funttiones, qua-
rum data fint differentialia.

C) Facillimum vero eft in hoe fyftemate differentialia quarumvis

funétionum inveftigare,  Cogitetar enim variabilis x augeri incremento
b3 infinite
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infinite parvo dx= -;—_:,-et a valore, y' quem funétio y induat, varia-
bili x in x+4dx abeunte, fubtrahatur ipfa funétio y; religuum y*'—y
dabit differentiale dy funttionis y per (B), quod fimpliciffime exprimes,
fi, perata reduftione refidui y*—y, fummis formae « 4 Bdx + ydx*
4 4d x*+ etc. quantitates finitas x, et fummis formae Bdx+4ydx>4ddx?
4 etc. quantitates infinite parvas 8dx fubftituas, ob (Bet A).

E. gr. Si petas differentiale dy fanétionis y—=ax?; erit
y’:a(x+dx)3:ax3+3ax“-dx+3axd x>24adx3:
igitur y'—y=—3ax*dx+43axdx*+adx},
feu dy—=—3ax>dx
Pro y= ——Y—-_—- autem erit

1I—x

. x+dx 1 X
1I—(x+dx)2 1—x°

igitar dy:-—.—-——;g“’-x:}dx_qu,dx'l =
(1—x* —2x(1—x*)dx—(1—x*)dx*
(1+4=x2)dx
4. Nihil hoc calculo fimplicius poterat excogitari, feu inventionem
differentialium datarum funétionum, feu illarum, quae incognitis fun-

&tionibus competant, inveltigationem confideres: verum fundamenta ejus

acerrimo inter ipfos illorum patronos bello occafionem praebuere, ad

quod generatim inter analyltas excitandum fovendumque notiones infi-

—yl—y=dy:

fen dy=—

nite parvorum aptiffimae efle videntar. Sunt, qui duce Eufero omnes
quantitates infinite parvas nihilo aequari judicant, ita tamen, ut eo non
obftante diverfae rationes geometricae inter ipfas pofiint intercedere.
Aliis contra abfurdus efle videtur nihilorum calculus, abfurdumque, ut
una duaruom quantitatum infinite parvarpm, inter quas, utpote aequales
nihilo, nulla intercedat magnitudinis differentia, ntup/a pofiit effe alterius,
Quamobrem propugnant ii, omnem quantitatem infinite parvam efle quan-
tum f{ui generis, omni quidem dabili minus, non tamen aequale nihilo:
nec metuunt, ne ob neglettum infinite parvorum refpettu finitorum in-
finiteque parvorum inferioris ordinis (3) calculus erroneus reddatur; error
enim, inquiunt, qui hic committi videtur,” eft infinite parvus, confe-
quenter
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guenter omni dabili minor, et ideo nullus.  Aft, ne nimiopere a {copo

hujus intreductionis abducamur, aflumamus explorandam vim methodi 7
exhauftionis veterum in ufu differentiarum finitarum, quo evidentius

pateat, utrom et qua ratione calculi differentio - integralis principia ad

genuina methodi exhauftionis veterum principia poffint revocari, quod

unico exemplo illuftrafle {ufficiet.

5. Pro quibuslibet duobus quantis P, Q dabitur numerus integer m,

I 1 : : ;
guo fumma P — + Q—=  fiat minor quavis utcunque parva quantitate e.

Semper enim erit tertinm quantum Z poffibile, quod majus fit quo-
libet quanto P, Q feerfim fumto: erunt ergo quanta Z, P, Q fic com-

£, I T
parata, ut pro illis fit Z i + Z e, >

Cum vero f{it ZL‘> Z— m‘ i adeoque Z— +Z— ;> Z-——+Zm2,

erit. eo ipfo etiam °Z—j> P — Q —

Quantumcunque porro magnum fit quantum 27Z, et utcunque par-

g 3 - I
vom e, poffibilis erit numerus integer m, pro quo fit 22-5 < e: pro

eodem numero erit ergo a fortiori e> P . +Q—,
m m

6. Data aequatione y>*=Ax+Bx* ad cnrvam BPC (18.Fig)) inter gig. g,
ejus coordinatas ovthogonas y=—Pa,x=—=Ba, cujus revolutione circa axem
BE genevetur corpus rotundum CBD; invenive foliditatem [egmenti BP P
plano PmpnP ad axem BE perpendiculari abfiiffi.

Solutio. 1. Soliditas quaefita fit S==BPnpm P, quae variabili x—Ba
crefcente quacunque differentia Ax —ab crefcet differentia AS=
Pmpncserc: erit AS major cylindre bafeos Pmpn et altitudinis ab—=A24x,
et fimul minor cylindro bafeos resc et altitudinis ab==Ax: cam igitur, pro
ratione radii ad femiperipheriam =1:7, fit #=.Pa* Ax foliditas cylindri
prioris, et w.rb*.Ax foliditas pofterioris; debebit efle femper

AS> w.Pa?.Ax; et AS < =.rb*. Ax.
1. Sed
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1I. Sed per hypothefim debent ordinatarum Pa, rb abfciffis x=Ba
x+Ax=Bb refpondentium quadrata effe Pa>=Ax+Bx? rb*=A (x
" +Ax) +B(x4Ax)?; igitar erit femper etiam

ASS> w(Ax+Bx?)Ax;
et AS<r(Ax+Ax)+B(x+A4x)2)Ax

" {IL. Si porro haec omni cafu debent fubfiftere, quemcunque valorem
habeat differentia Ax=—ab; necefle eft, ut eadem locum habeant, {i, va-
riabili x=Ba in numero m partes aequales mente divifa, differentia

Ax=—ab uni mfge parti ejusdem variabilis aequetur, adeoque ponatur

Ax=—-

m

1V. Quodfi sotem Ba in numero m, et Bb in m-4 1 partes aequa-
les mente dividatar, quarum guaeyis fit =Ax, et per fingula puntta
divifionis cogitentur duci feftiones ad axem perpendiculares, ut PmpnP,
rescr per punéta a,b; dividetur eo ipfo S=BPnpmP in numero m
partes, et Breser=S-AS in partes numero w41, quae fic debebunt
efle comparatae, ut, fiin AS terminas ferief Ax.0, Ax.1,AX.2, -~~~
Ax(m—1) loco x fuccellive fubftituas, nomero m partes fegmenti
S—=BPnpmP ordine fis obtenturus.

V. Hinc ergo (IV) et ex (II) evidenter elucet, foliditatem S pro
quovis poffibili nymero integro m in (1il) majorem efle fumma omnium

valorum, quos funttio
r#(Ax+Bx2)Ax

fucceflive induet, fi in illa termini feriei Ax.0, Ax. 1, Ax.2, == - =
Ax(m—1) loco x fucceflive fubftituantar; et fimul mirorem {umma om-
pium valorum, quos in eadem hypothefi funttio
#(A(x+Ax)+Bx+4+A4x7)4x

debebit obtinere.. Quare habebimus

( AGr4243+ ---+m—1) A7)
(tBG*42243°+ - -~ -+ (m—1)2) Ax3)
( Ard+243+----- +m) A x?)
(£B(* 42243 + = = = = - +m)A¥)

S> =«

S<»
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Et fumtis ferierum fummis fiet
Ser(lA(m*—m)Ax2+ 1B @n?—3m24m)Axd);
Sgr(3A(m*+m) Ax*+ ;B2 m?®+3m>+m)Ax?),

3 x it
Camque fit Ax:; ; erit etiam

S>irAx2+3irBx3—U;
et S<iTAxX*+IxBx4V;

pro U=37x*(ABx) — F £ 7Bx 55

I I
_T.'T.' 2 e - » ‘3__-_.
et V=17rx*(A1+Bx) = - IrBx e

V1. Hine, quia quodvis quantorum U, V in (V) poteft fieri minus
quolibet utcunque parvo quanto e per (5), neceflario fequitar efle
S—i7Ax+}rBx per (2).

7. Si utramque expreflionem in (6. n. II.) per Ax dividamus, ob-

tinebimus pro quotiente s fequentes conditiones, pofita differentia

X
Ax= —-:
m

3 —'ﬁ}r(Axinlj;

A X

aS 3 BN ks
—Q'I<T(A‘{:_}—_B\ ,'+ICA_"_:-B.\JK = _"|_‘__B\i F-
Ob primam conditionem debet neceffario extare certa differentia
AS - Ss) e
o r(A x + Bx2)=D, pro qua fit
AS

A =7(Ax+Bx?)+4 D:
igitur ob fecundam conditionem
. I 47
(A+2Bx) x— X* ——
D <(A+2Bx) = =rat et
Qunamobrem, cum id femper debeat fubfiltere, utcunque parva fit

pars mia Ax‘::—i—: variabilis x, quamtumlibet idcirco magnus fit nu-

Folumen I, c meras
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merus integer m; cumque femper fit numerus m poflibilis, pro quo
1 1 - .
(A+2Bx) X + B x2 e valorem minorem quovis urcurque parvo
1 i 1
valore e obtineat (5): evidens eft, differentiam D inter et #(Ax

=+ Bx?) minorem quavis otcunque parva quantitate e pofle fieri, confe-
quenter funtionem 7 (Ax 4+ Bx*) effe limitem omnium mutationum, quas

exponens -:\—(_ rationis AS: Ax fucceflive poteft fubire, fi Ax=— _:;1— indefi~

nenter decrefcat, numero m perpetuo crelcente (68. §. Elem.).

8. Pari ratione, fi opus effet, liceret ufum principiorom methodi
exhauftionis veterum ad omnes cafus extendere, ad quos fundamentalia cal-
culi differentio - integralis praecepta folent adplicari, quin fit neceffarium ad
notiones infinite parvorum refugere, quorum ne veftigium in ejusmodi dif-
quifitionibus reperies. Ex hoc aatem unico exemplo evidenter colligimus,
poflibile efle, ut principia calculi differentio - integralis eadem certitudine
et evidentia geometrica, quam in Archimedeis difquifitionibus admiramar,
counftabiliantur, fi objeftum hujus calculi ita determinetur, ut ille perpe-
tuo circa folos limites verfari debeat, ad quos exponentes rationum
Ay:Ax inter differentias Ay fun&tionum y et differentias Ax variabilinm
abfolutarum x (4. §. Elem.) intercedentium indefinenter adpropinquent,
differentiis Ax continue decrefcentibus; tum ad evolutionem: eorundem
limitum et proprietatum, quibus ii fint praediti, methodos exhaunftionis
veterum rite applicetur. Limites ejusmodi genuinum efle, idque unicum
rationi confentaneum, objeftum calcali differentialis, communis eft cele-
berrimorum Analyftarum fententia.  Alii illam diferte profitentar, prin-
cipiaque calculi differentialis ex ipfis talium limitum notionibus derivant:
alii vero eam tacite ampletuntur, inter quos perfpicaciflimus La Gran-
gius eminet. Negat enim La Grangius in fua theoria fan&ionum
analyticarum (*), principia calculi differentialis certitudine evidentia-
que geometrica conftabiliri, fi illa ipfis limitum notionibus fuperftroan.
tur; quocirca alia is methodo, independente ab his notionibus, funétio-

nes

ey ; : L ts :
(8) Théorie des fonctions analytiques, contenant les principes du calcul diffé.
rentiel, dégagés de toute confidération d'infiniment petits ou d'évanouiffans,

de limites ou de Sluzions, ‘et réduits ¢ lanalyfe algebrique de quaniitds
finies.
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8 diverforam ordinum ‘ex quavis funétione primitiva evolvere docet,

quae nihil funt aliud, quam limites mutationum in exponentes dy s
2 3 X

Ay Ay ] : :
T—-, ST etc. ob differentiam A x continuo decrefcentem redun.
b3 X

dantium: eapropter iple La Grangius foum caleulum Sunfionum eun.
dem cum calewlo diffirentiali efie pronunciat, quod {/. Ls Crofx in fuis
inftitutionibus calculi differentio - integralis (%) infigniter illufiravit, Zga
Grangianum calculum ad evolationem principiorum calculi differentia-
lis adplicans.

9. Verum veniam dabit Vir celeberrimus, fi ei in re ‘tant] momenti
contradicam, notionesque genuinas limitum, de quibus hic fermo eft, ta-
les effe judicem, ‘ut ex illis principia calculi differentialis omni rigore
certitudineque et evidentia, cujus difquifitiones analyticae capaces f:unt,
poffint derivari, ita ut calculus hic, iisdem notionibus fuperftractus, totus
elementaribus principiis analyfeos finitorum innitatur. Quicunque enim
haétenus id praeftare adnifi funt, in eo mihi peccafle videntar, quod a
definitionibus rationum differentialium immediate ad illarum inveltigatio-
nem tranfiverint, et (aepenumero in hac inveftigatione notionibus fint ufi,
quae cum rigore, quo principia calculi differentialis erant conftabilienda,
nulle patto poflunt conciliari.  Clarifimum L' Huilierum ioter recen-
tiores excipio, gui ante omnia generales limitum pro quantis rationibus.
que variabilibus proprietates evolvere eft conatus, quo fundamenta {olida
conltabiliret, quibus inveltigatio rationum differentialium poflet inniti ()
Aft utrum haec aliquid et quantum ponderis habeant, ex fequenti com.
mentatiuncula elucebit, quae et ipfam methodum, qua in conftabiliendis
principiis calculi differentio- integralis utor, et ejus vim in evincendis ve=
ritatibus illuftrabit.

c2 10. Bina

) Traité du Calcul differential et intégral.

k) Evpofition élementaire des principes de calculs fupericnrs, qui a remportd

le priz propofé par L' Académie Royale de Sciences e: Belles- Leottres pour
L' Année 1756. a Beirlin. ,

Principiorum caleuli differentialis et integralis expofitio elementaris ad
normam differtationis ab academia Scient. Reg. Pruflica anno 1786, praemi
honore decoratae elaborata. Tubingae.
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10. Bina extant principia maximi momenti in univerfa funftionum
theoria, de quorum folida demonftratione parum hattenus erant Analyftae
folliciti: primum eft, quod omnis funétio variabilis z certae feriei formae
generalis Az 4 BzV+Czc4 etc. aequetur: alterum vero, quod diffe-
rentia Ay cujuslibet funflionis y variabilis z alicui %riei formae «Az
+BAz* 4 yAz +etc. debeat effe aequalis.  Neutrum principium eft per
fe evidens: utrumque ego ideo in mea analyfi (*) demonftrare adnifus fum,
quo inftitutiones calculi differentio-integralis firmis fundamentis poflent
fuperftroi. Neglexit hoc 1’ Huilierus, quamvis is utroque principio ad
evincendum theorema Taylorianum ufus fit, quod eo minus poffum ad-
probare, quo amplior eft apud illum ufus hujus theorematis (°).
La Grangius contra, ne a nondum evito principio fuam funétionum
theoriam ordiatur, demonftrare conatur, pro quavis funftione fx variabi-
lis x, fi f(x+1i) denotet valorem, quem illa obtineat, variabili x in x i
abeunte, efle f(x+4i)=Ffx+pi+qi>+ri’+etc., ita ut in hac ferie folae
potentiae exponentium integrorum et pofitivoram incrementi i poflint
contineri (¢): aft multa mihi in hac demonftratione difplicent.

1°. Tota demonlftratio aequationum theoriae innititur, quae ob expo-
nentes potentiaram i, i% 1, etc. in infinitum crefcentes nequit hic eam
evidentiam et certitudinem parere, qua fundamentale totius calculi fan-
&tionum principium erat demonftrandum.

2°. Porro eft tota demonftratio tantum ad impoffibilitatem potentia-
m

rum fraGarum i ® evincendam concinnata, quin inde ulla ratione pof-
fit elucere, utrum feries exprimens functionem f(x+i) terminum ali- -
quem pi primam potentiam incrementi i completentem neceffario
debeat habere, cum tamen, nifi ejusmodi terminus adfit, univerlus calcu.
lus vacillet,

3°, Ponamus demum, Za Grangium folidiffime evicifle non pofle

fieri, ut f(x+i) aequetur alicui feriei formae fx+pi®*4qi®+ri‘4etc,

in

(2) Unterricht in der mathematilchen Analyfis. 2ter Band, aufs Jahr 1791; und Bey-
lage aufs Jahr 1798.

(0) Principiorum Cale. Diff. et Integr. Expolfitio ete. 32. 33. §-
(c) Théorie des fonctions analytiques etc. 10. §.
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in qua exponentes fralli occarrant: eftne ideo eviftum, fonétionem f(x+i)
aequari feriei fx+pi+4qi*-4ri’4ete.? minime: nibil enim aliud inde
fequitur, quam quod nullus exponentium a, b, c, etc. poflit efle frattus,
fi funt¥io £(x+1i) certae feriei formae x4 pi*+qic + ri¢4-etc. aequetur;
utrum autem re ipfa extet ejusmodi feries, nullibi demonftratum invenio.

11. Eapropter, ut tyrones a primis vulgaris algebrae elementis ad
adaequatam diftin&iflimamque cognitionem principiorum calculi differen-
tio-integralis via breviffima ducerem, expofui in primo elementorum
hujus calculi capite palmares funétionum proprietates, explicationemque
funtionum algebraicarum, logarithmicarum, exponentialium et trigono-
metricarum per feries methodo fimpliciffima docui; tum, qua ratione prin-
cipiorum, de quibus in (10) erat fermo, veritas poteft evinci, in (63 66.§.)
oftendi. Quod in fpecie ad theorema binomiale attinet, habes illud pro
quolibet exponente rationali et irrationali m in (51.§.) methodo inventionis
demonftratum, ita ut adverfus hujus fimplicillimae demonftrationis rigorem
nihil poflit obiici. Cardo enim tctius demonftrationis in (v. 3.) confiftit,
ubi generatim fuppofui, arithmeticam univerfalem ita efle excultam, ut
inde facile eluceat, cur pro omni exponente m, et quibuslibet quantis

T Wi 2 3 Sl .
u, v, debeat efle :(T) : qui de hujus principii veritate du-
bitat, neque concipere poteft, quo modo id demonftrare liceat; praecipua
quaeque principia arithmeticae univerfalis, ut e. gr. a®b™=(ab)™; a™ a”

\-HI

=anits logrm—mlogr; Iog——__.logr—- logs; et fimilia in dubium

vocet oportet, quae utique nequeunt fubfiftere pro omnibus exponentibus,

1||

quin fit e. 'gr. log —— = log u™ — log v""=—m logu — mlogv = m

m V um
log_v— =" ( ) adeoque neceflario —— —=( )

12. Hinc jam al:l ipfam expofitionem principiorum calculi differentia-
lis in fecundo capite progredior.  Ante omnia expono adoptatas et me-
thodo exhauftionis veterum confentaneas definitiones /mitum pro quantis
et rationibus variabilibus (68. 69.§.), ex quibus evidentiffime principia
generalia fequuntur, quae ufque ad (78. §.) evolvo. Tum, praemiila de-
finitione rationis differentialis (79. §.), afflumtoque pro ejus exponente
figno fimpliciffimo, totus in eo occupor, ut illas rationum differentialinm
proprietates generales paucis explicem et evincam, quibus univerfus

c'3 diffe-
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differentio. integralis calculus innititur (80 - - - 103. §.): ex his demum
proprietatibus praecepta univerfi calculi differentialis per fe indidem evi-
dentiffime fluentia elicio (103 - = - 159. §.). Peculiarem vero operam
adhibui, ut univerfalem eamque planiflimam methodum quaerendi expo-
nentes rationum differentialium funionibus incognitis debitarum doce-
rem, illamque ad ejusmodi principia revocarem, de quorum certitudine
evidentiaque dubitare fit impoffibile (129 - - - 132.§.) Quantam hsec
principia vim in evincendis veritatibus habeant, {i illa ad geometricas dif-
quifitiones rite applicentur, ofténdi in poftremis duobus capitibus: ' pof-
funt autem illa eadem facilitate perfpicuitateque ad generalia totius me-
chanicae fundamenta conftabilienda adplicari, quin neceffarium fit, tem-
pora, fpatia, celeritates, et fimilia in ftatu evanelcentize confiderare, ifla-
que ut infinite parva vel evanefcentia inter {e comparare.

13. Hoc modo invefligatio rationum differentialium ad duo genera-
liima principia analytica revocatur (82.131.§.). Vel enim fun&io y re-
lata ad variabilem abfolutam x (4.§.) datur, vel penitus ignoratur,
Cafu primo ponatur in illa ubique x 4+A4x loco x, quo ipfo obtinebitur
differentia Ay=y*—y. Haec jam differentia ita transformetur, ut per.
fpicae conftet, iplam certae feriei formae PAx+4 AAx* 4+ BAx3
-+ CAx* 4 etc. aequari, in qua terminus primus PAx perfefte {it deter-
minatus, feu coefficientes A, B, C, ete. reliquorum terminoruts nofcan-
tur fes non, modoii a differentia Ax fint independentes. Quodfi enim
reipla it dy=PAx4-AAx*+BAx!+ ete.; erit eo ipfo ey=P=Psx
expouens rationis differentialis funftionis y (82. 81. §.).

14. Si autem ignoretur fun&tio y variabilis abfolatae x; ignorabitur
quoque expreflio illius differentiae Ay. Hoc cafu inveligetur, anunon
exitent binae fuutiones U, V differentiae A x, inter quas incognita dif.
ferentia Ay fic jaceat, ut pro quovis utcunque parve valore differen-
tiae Ax fit

Ay pUet fimul Ay< V.

Tum determinentur exprefliones earundem fun&ionum U, V per x,
Ax, et guantitates conftantes, a quibus illze dependeant: expendantur
eaedem exprefliones diligentiffime, ut certo conftet, an non detur deter.
minata aliqua quantitas X, conftans vel aequalis certae funétioni variabilisx,

mods
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modo illa fit independens a differentia Ax; et an mon fint praeterea
aliae quantitates e, f, g, - - - - E, F, G, etc. poflibiles, quae a Ax
non dependeant (licet eae ignorentur) ficque fint comparatae, ut pro
illis nafci deberent feries XA x +eldx*+fAx* 4 gAx2+ etc., XAx+
EAx* 4+ FAx* 4 GAx* + etc. funétionibus U, V aequales, quibus in
praecedentibus expreffionibus pro Ay fubftitutis fieret

Ay PXAs+eAx*+fAx34+g A x4+ etc.
et fimul
Ay<XAx+EAx*4+FAx+ GA x4+ etc.

Utprimum enim hujusmodi exprefliones fuerint detectae, certoque
eonttiterit, utramque fimul pro quovis quantumlibet patvo valore diffe-
rentine Ax debere fubfiftere; certum etiam erit, X efle exponentem ra-
tionis differentialis incognitae funétionis y, nimirum ey—X=—Xax
(131, §O.

Sic e. gr. fuperius (6), licet ignoretur fan&io S=BP npmP varia.
bilis x=Ba, certo tamen conftat, illius differentiam A S ejusmodi efle,
ut pro quovis valore differentiae Ax fit AS major cylindro bafeos Pmpn
et altitudinis 4x, et fim8l minor cylindro bafeos resc et aititudinis Ax, unde
ibidem obtinuimus

ASPx(Ax+Bx*)Ax;
. et fimul
AS< 7w(A(x +Ax)+Bx+Ax)*)Ax.
Quoamobrem erit etiam
AS>wx(Ax+Bx*)Ax;
et fimul
AS<w(Ax+Bx)Ax+2BxAx*+BAX.

Atque ex his expreflionibus evidenter jam per (131. §.) fequitor, ex-
ponentem rationis differentialis incognitae fun€tionis S neceflario effe
eS=7r(Ax+Bx*)=x(Ax+Bx*ex,
quod ipfam, ob (79. 70. §.), jam fuperius (7) invenimus.
15- Quod ad principia in (95 - - - 102. §.) demonftrata in fpecie at-

tinet, eanec per fe funt evidentia, ut demonfiratione non habeant opus;
neque
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neque talia, ut ignorari poffint, quin difquifitiones differentio -integrales
eo ipfo dubiae reddantur.

Sicut e. gr. inveftigatio logarithmorum datis nameris refpondentium,
et numerorum datis logarithmis debitorum, in determinato quovis calu
dubia deberet reddi, nifi conftaret, uni, eidemque numero unicum logarith-
mum, et viciflim cuivis logarithmo unum determinatum numerum, inae-
qualibus vero logarithmis ivaequales numeros, et numeris inaequalibus
inaequales logarithmos refpondere: ita etiam incerta erit quovis determi-
nato cafa inveftigatio exponentium rationum differentialiuia pro certis fum.
&ionibus, et harum pro datis exponentibus, nifi fimilia principia pro funttio-
nibus et illarum rationibus differentialibus evincantur, ut in(95--98. §).

In (14) invenimus e S=w (A x 4 Bx?) pro expouente rationis diffe-
rentialis functionis S aequalis foliditati corpotis BPapmP: fi jam hunc ex-
ponentem ad detegendas certas proprictates ejusdem] corporis adplicem;
certitudo inveftigationis in eo profetto fundabitur, quod evidenter conftet,
illum exponentem ei duntaxar fun€tioni pofle refpondere, quae foliditati
corporis BPnpmP aequatur.. Et {i inde ope calculi integralis ipfam fo-
liditatem eliciam, ponamque illam effe S—=7(3Ax*+ 5B ) +C; erit
haec determinatio ideo certa et evidens, quia certo conftat, dato exponenti
:S—(Ax+ Bx2) nullam aliam funtionem pofle refpondere (97.98.§).

Deinde fi quacunque methodo exponentem sy —xsZ rationis differen.
tialis functionis y datae per variabilem z determines; nifi principia in
(99 - - 102. §.) evitta fint, haud licebit ez= f—;— inde derivare, et Ea.i
pro exponente rationis differentialis quéntitatis z f{peftatae inftar unius
funétionis variabilis y habere, quod tamen in quamplurimis difquificioni=
bus theoretico - practicis folet fieri.

Ea propter expofitionem horum principiorum (95 ==-=-102.§.) non
utilem duntaxat, fed etiam neceflariam efle arbitror, incauteque illam ha-
&enus a plerisque Analyftis negleftam efle cenfeo: quodcunque {yftema
ampletaris, fimilia principia neceflario erunt tibi evincenda, nifi univer-
fum fyftema vacillantibus fundamentis velis fuperftruere.

16. Quamobrem id me in primis duobus capitibus perfpicue oftendifle
judico, principia univerfi calculi differentio- integralis ex iplis limitum
notionibus, independenter ab omni infinite parvorum evane{centiamque
: notione,
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notione, fic poffe deriveri, ut illa firmiflimis fundamentis analyfeos fini.
torum innitantury idque methodo aeque f{implici ac univerfali poffe prae.
ftari. Seu enim generalem theoriam ibidem expofitam (68 - - 102. §.),
feu illius adplicationem ad inveftigationem exponentium rationum differen-
tialium datis guibuscunque funftionibus, algebraicis, logarithmicis, expo-
nentialibus, et trigonometricis, atque ex his quoquo modo compofitis de-
bitarum (103 - - - 126. §.) attente expendas; feu demum methodum,
qua exponentes differentiales fun&@ionibus incognitis refpondentes inveftigo
(14), ad examen voces: nullibi ne veftigium aut incrementorum infinite
parvorum vel evanefcentium, aut rationum dnter illa intercedentium obfer-
vabis, nifi notionibus adaegquate determinatis, tationique et methodo ex-
hauftionis veterum geometrarum confentaneis, quibus perpetuo utor, aliag
peregrinas fubfticuas, de quibus eo minus mihi vel fomniare licuit, quo mi-
nus eae cum ratiociniis, quibus fingula principia evincere conatus fum,

pofiunt conciliari.

17. Superius jam animadverti, jfunfliones derivatas, quae obje®um

La Grangiani calculi funtionum conftituunt, nihil aliud eflfe, quam
exponentes rationum, quas ego cum aliis Analyftis in his elementis diffe-
yentiales voco; nifli ergo de nomine litem velis movere, facile admittes,
circa lios ipfos exponentes eundem cslculum verfari, eo duntaxat difcrimi-
ne, quod La Grangius neque naturam illorum ex limitum notionibus
determinet, neque regulas, per quas ii pro datis quibuscunque funétio-
nibus primitivis inveniri poflunt, ex iisdem noticnibus derivet, Verum,
licet ego plene fim. conviftus, id tam methodo La Grangiana, quam
alia quoque multo fimpliciori, cujus fpecimen alia occafione dedi (*), pofle
praeftari, modo et illa et haec uberius excolatur; non video, cur id fit
nbce!‘:’urium, eo minus fane, cum certo conftet, utrobigue ad limitom
principia effe refugiendum, utprimum calculus ad funétiones incognitas ad-
plicatur. - La Grangins enim conatur demonftrare, valorem f{x<i),
quem

(a) Archiv der reinen und angewandten Mathemaiik ; lzcransgr-;ebcn von C. F, Hin-

denburg. Achtes Heft, aufs Jahr 1798.

Volumen I. d
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quem quaecunque funltio fx variabilis x debet induere, fi ipfa variabi-
lis x capiat incrementum i, ejusmodi feriei fx 4 ip 4 i2q 4 i3r + etc.
aequari, in qua incrementum i fic poterit omni cafu determinari, ut quivis
terminus major evadat quam fumma omnium fequentium termincrum: at-
que iftad principivm vocat is #lhieorema fundamentale totins fuae theoriae
funétionum, gquod, ex ejus ‘mente, tacite tam in Leibniziano calculo
differentiali, quam in Newtoniano calculo fluxionum praefupponi-
tur ("), Utrumque certum eft, et ego ipfe ejusmodi theorewna in (75.
77. §.) ex genuinis principiis (independenter ab omni curvarum theoria,
cujus principia in difquifitionibus huojus generis aeque ac principia mecha.
nicae peregrina effe cenfeo) evinco, tum bina inde principia generalia eli-
cio (82. 131. §.), eorumque uni invefligationem exponentium rationum
differentialium pro datis quibuscunque funétionibus, alteri vero inventio-
nem eorundem pro funé&ionibus incognitis fuperftruo, ut fuperins (13) (14)
expofui: aft an non ex his evidenter elucet, La Grangium inveltiga-
tionem fuarum funétionum derivatarum, tum praecipue, dum funétiones
primitivae ignorantur (quod plerumque fit in adplicationibus ad geometriam
et mechanicam), genuinis principiis doétrinae limitum fuperftruere? an
non ergo confultius eft totum fyftema a limitum notionibus ordiri, iisdem-
que univerfum calculum fuperfiruere?

18. Sed ne mihi in hac principiorum calculi differentialis expofitione
aliquid adtribuere videar, quod aliis acceptum debeo referre; dicam paucis,
quod de hoc meo qualicunque labore fentio.  Superius jam animadverti,
me in determinando genuino objefto calculi differentialis aliorum fenten-
tiam amplecti: nihil ergo novi propono adferens, univeirfum calculum
differentialem circa inveftigationem limitum rationum inter fimultanea in-
crementa funtionum variabiliumque abfolutarum, ad quas illae relatae co-
gitantur, intercedentium verfuri: id enim Nextonus jam docuit, docent-
que fcriptores recentiffimi, Eunlerus (%), Kifinerus (%), Karfie-

nins
{b} Théorie des Fonctions Aua{) tiques. 14 §.

(¢) Inftitutiones Calculi differentialis.
¢d) Anfangsgrinde der Analylis des Unendlichen,
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nius (), et alii Viri celeberrimi. Cum autem fola genuini obje&i determi-
natio ad conftabilienda principia calculi differentialis minime fufficiat; ron-
dum inde fequitur, eosdem Viros celeberrimos haec quogque principia ita
conftabilivifle, ut ea certis et evidentibus fundamentis, notionibusque, ous-
quam peregrinis, fed genuinis duntaxat et objefti naturae confentaneis
inniti debeant vel poffint cenferi. Ego quidem contrarium obfervavi,
et praecipue in adplicatione eorundem principiornm ad geometriam et
mechanicam; ‘quamobrem non tantum utile, fed et neceflarium effe
arbitrabar, rigidiori examini omnia fubiicere; doélrinam de limiribus
quantorum rationumgue variabilium magis excolere; generaliaque illius
principia analytica, quorum veftigia in A'@/Zneri et Karfienii infignibus
operibus continuo fe offerebant, ita conftabilire, et methodo quoad fieri
poteft plana in unum fyfema redigere, ut univerfus calculus differen-
tio-integralis nomen calculi exafliffimi poflit mereri, qui non tantum
facili amplifiimoque ufa, fed etiam geometrica fuorum principiorum
certitudine evidentiague fic fe commendet, . ut non fit ‘cur notiones,

quibus is innititur, contemni et derelinqui debeant,

19. De reliquo finis principalis, cujus gratia haec elementa con-
feripfi, erat, ut tyrones ad disquifitiones ftatico - mechanicas praepara-
rem, quas fine fublimiori analyfi nec excolere licet, neque excultas
intelligere.  Paucis multa exponere conatus fum, quin ideo obfcurus
fierem: omnia tamen, quae notari merebantur, explicare non poteram,
ne arftos limites, intra quos me continere debebam, transgrederer.
Cum agtem maximum in difyuifitionibus omnis generis poudus habeant
elementa calculi differentialis, et calculi integralis reftriti ad funétio-
nes unius variabilis; illa et haec peculiari indufiria evolvere, et fic eno-
dare ftudui, ut adplicatio ipforum facilis effec et commodiflima: qua-
propter integralia maxime memorabilium exponentium differentialium
non tantum ad generalia praecepta revocavi, fed fingula plene deter-
minavi, quo in adplicatione ad cafus fpeciales fola fubftitutione effet

d2 opus,

€e) Anfangsgrinde der mathematifchen Analyfs.
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opus, Reliqua, ut e, gr. adplicationem calculi differentialis ad theo-
riam aequationum; integrationem expomentium differentialium ad plures
variabiles relatorum, etc. breviflime attigi, et geowetriae fublimioris
primas tantum notiones. illuftravi,  Non diffiteor itaque plurima in his
elementis defiderari; feu fola principioram Analyfeos et Geometriae
fublimioris cognitio, feu illornm ufus in difquifitionibus ftatico - mecha-
nicis expendatur: {pero tamen fore, ut quicunque haec, quae expolui,
meditate perlegerint, fibique familiaria reddiderint, facile prolixiora
alioram Seriptorum opera intelligant, in quibus hujuscemodi dottrinae
ex inftituto pertraftantur: in illorum autem gratiam, qui opusculis meis
{tatico- mechanicis uti voluerint, de iis, quae hic omittere debebam,
differam, ubi iis opus habuero.

e i ] i I —
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CALCULIQUE DIFFERENTIALIS.
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CA PUT L
D E
DISCRIMINE ET DIFFERENTIIS FUNCTIONUM,
EARUMQUE EXPLICATIONE PER SERIES,

I. DEFIiNITIO.

Quantitates, circa quas univerfa analyfis mathematica verflatur, divi-
duntur in conffantes et variabiles: illae eosdem perpetudo valores
retinere cenfentur; hae vero indeterminati funt valoris, poffuntque quos-
vis valores recipere, quin etiam nihilo aequari: priores plerumque initia-
libus, pofteriores autem finalibus alphabeti literis defignantur.

2. DEriniTIO

Quaelibet expreffio analytica alicujus quanti per quantitates conftan-
tes et variabiles, quomodocunque inter fe connexas, vocatur Funflio
earundem variabilium: Formam funftionis determinat ipfe nexus inter
quantitates conftantes et variabiles, quas funtio compleétitur, inter-
cedens.

3. Corollarium 1.

Omnis funttio innumeros valores poteft recipere, pendentes a totidem
poffibilibus valoribus quantitatum variabilium, quas illa continet (1.2.§.):
quaevis funétio eft ergo quantitas variabilis (1. §.).

4. Corollarium 2,

Quamobrem, dum certae quantitates variabiles aliaram variabilium
funtiones fuerint (3. §.), debebunt aliquae in fe effe variabiles, inde-
pendentes a novis variabilibus: quantitates hujuscemodi intelligemus de-
inceps nomine variabilinm abfolutarum, ad quas, unam aut plures, quae-
libet funétio referri cenfebitur.

A2 SCIIQT
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Scholion.

Sic, fi y =PQ denotet perpendiculum ex indeterminato punfto P
peripheriae circuli radio r=AC deferipti ad diametrum A B demiffum,
X =CQ vero partem dizmetri inter illud perpendiculum centrumque cir-
cali C interceptam defignet; erunt y, x duae reftae ita inter fe con-
nexae, ut, alterutra illarum crefcente vel decrelcente, altera eo iplo
murari debeat. Si jam illae mutationes, quae ex omnibus mutationibus
pollibilibus diftantiae x in perpendiculum y poflunt redundare, in conlfi-
derationem vocentur; fpeltabitur x inftar unius variabilis abfolutae, quae,
independenter ab omni alia variabili, quosvis pofiibiles valores poflit
recipere; y autem erit ejus funtio =\ {r* —x?): fi vero illarum mu-
tationum ratio habeatur, quas diftantia x debet fubire. fi perpendicnlnm y
fucceflive mutari cogitetur; referetur x ad y ut fontio = (r* —y?2)
ad variubilem abfolutam.

5. DEriNtiTrOL

Operationes algebraicas vocant ordinarias operationes arithmeticas,
ut funt, Additio, Subtraftio, Multiplicatio, Divifio, Elevatio ad poten-
tias, et Extraltio radicum: omnes alize operationes, quae non funt
algebraicae, appellantur trauscendentes. Hinc funfiones algebraicae dicun-
tur, quae ex quantitatibus conftantibus et variabilibus aut per {olas opera-
tiones algebraicas, vel etiam per intermixtas transcendentes, quin tamen
hae ipfas variabiles afficiant, inter fe connexis componuntur: fecus enim,
fi aliqua transcendens operatio afficiat quantitates variabiles, funétiones
quoque erunt frauscendintes, inter quas funétiones trigonometricae, lo-
garithmicae, et cxponentiales peculiarem merentur attentionem.

E. gr. Funftiones ax; xSina, x Loga, x® funt algebraicae; et
a Sin x, a Log x, a* funt fun&iones transcendentes.

Scholion 1.

Pulmaria principia trigonometrica, quorum amplifimus eft ufus per
univerfam analy(in mathematicam, quibusve etiam nos in fequentibus fre-
quentiflime utemur, funt fequentia.

Affumto circuli radio =1, pofitaque ejus femiperipheria = ; erit

I. m=3 141592653589703 etc.
2. Sin 0 7=Sin r=0; Sin 27=r.

3. Cof
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3. Colort=rt; Col £ r—o; Cofl m=—r.
4. Sin vorz=o; Sinviwi=1; Sin vri=2.

5. €Cof vor=Cofvwr=1; Cof v L7 =0.

6. Tang or=Tangm—=0; Tangir=—o00.

7. Cot or =003 Cot Jw=0; Cot #:=— oo,

8 Secor=1; Sec zr—c0; Sec r——1.

9. Cofec o 7==Cofec r=—=o0; Cofec ; =1,

Ceterum patebit ex fequentibus formulis, valorem cujnslibet funtio-
nis trigonometricae certi arcus per hujus finum aut cofinum perfecie de-
terminari: quodfi vero k denotet quemcunque terminum progreflionis
numericae o, I, 2,3, 4, §, etc.; erit Fbmpcr

10. Sin 2k # =Sin (2kJ-1)7ri=o0.
1. Cofin 2kr=1; Cofl 2k41)r=—1.

Si retento radio=—1, dentur duo quicunque arcus, aut anguli

a, b; erit
12. Sin a2+ Cofa?—1.
Tang a
: —_— ] — A it '

13. Sina =y (1 —Cof a?) R e

Fd . - l
14. Cofa=y (1 =Sin a}—\/ A T
15. Sinv a:=1 —Colfin a.
16. Cofin v ar=1 — Sin a.

Si Sina (1 —Cofin a2
Ui Tatig p SN AP iy (B Cahn )
: "Colin a V (X —din a?%) Colin a

Cofin a I

I8 Cota— =

Sin a Tawg a
I I
it - e o

I T
20. Cofec ar= :‘/ :

Siu a Colin a®)
21. Sin (a+4b) —=Sin a Cof b+ Cof a Sin b.
22. Col (a4 b)=Cof a Cof b— Sina Sin b,

23. Tang (a+b) = T'mr:r a -+ Tang b

-.-.TTE;;“E'
24. Sin (a—b)=Sin a Col b—Cof a Sin bh.
25. Cof (a—b)=Cofa Cof b4 Sin a Sin b. )
A 3 26, Tang
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\_ Tanga— Tang b

26. Tang (a—b):= 14 Tang a Tang b

27. Sin 2 a==2 SinaCof a—2Sin a v (1—Sin a®),

28. Cofin 2 a==Cof 2> —Sin a%:=2 Cof a® =1 =1 — 2 Sin a2.
2 T’lr*(\‘ a

20, Tang 2 a—= —— :
3 = < I—-I;lr...,-l

I — Cofin s
30. Sm—--a—{ O-—-—--

31. Cof L ﬁ-l_(of‘nq

:1_\—-—-——«
LS (-I“-—rn inta, 3L i Sinta
ol —

I+Colina = 14Colina

? T
32. Tang X

Sit h hyothenufa trhmg._rli reftanguli; «, y vero fint ejus catheti,
et a, c anguli oppofiti; erit
23, 11:——:—-—::'.\:(:0{':30 a.
33 Sin a

e=hSin a=y Tang a,
Cofin a
Y=o —

Sin a

(5]
-

—« Cot a,

5]
n

Porro fint a, b, ¢ tria latera trianguli obliquanguli
anguli iis oppofiti: erit
36, ai=\/(b*4+c2—2bc Cofin A).
b Sin A
¢—b Cofin A"

1 _‘b2+cz_az.
38. Cofin A_M—WC———-

, et A, B, C,

37. Tang B=

Scholion 2.

Funétiones hae (Schol. 1.) ad radium —1 relatae vocantur natura-
les, nimirum finus naturales, cofinus naturales, et fic porro: relatae vero
ad quemcuaque alium radium r appellantur griificiales.  Funétiones nata-
rales, quibus deinceps conftanter utemur, convertentur, ubi opus fuerit,
in artificiales, iisdem angulis, arcubusque f{imilibus debitas, atque ad
Juemcunque datum radium r relatas, fi itlae multiplicentur per radium r.
Sic etiam quivis arcus radio =1 defcriptus convertetur in arcum fimilem
deferiptum radio r, {i is ducatur in radium r.

E. gr.
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E. gr. Sint a, b duo anguli, et funétio y=xSin¢2— vV (1—xColb)
compleftatur finum naturalem anguli a, et cofinum maturalem
anguli b: quodfi jam funtio y determinari debeat per  finum
artificialem anguli a, et cofinum artificialem anguli b, utromque
relatum ad datam radium r; poni debebit Sin art a==r Sin nat a, et

2 3s . Sin art a .. Cofarth
Cof art b==r Col nat b, hinc Sin nat n::——l-———,et Cofnath=—-
- 2
o : ; iy FhpbiC x Sing2 x(afb
His enim valoribus iny fubftitutis obtinebimus y = —2~--\/(1——————-),
1 I

ubi Sin a et Cofin b non amplius naturalem, fed artificialem, ad radiumtr
relatum, finum anguli a, et cofinum anguli b denotabit.

Scholion 3.

Saepe fit, ut arcubus anguli, et viciflim angulis arcus imr calculis anas
Iyticis fubftiruantur, quod duplici medo poteft praeftari.

I. Si angulo refto = go° pro unitate affumto, @ denotet arcum e
centro alicujus anguli « radio =1 inter ejus crura defcriptum; erit

20
u‘:—;, et =%« (1. Schol. 1. n.)

2. Quodfi autem angulus y, pro quo arcus inter ejus crura radio
=1 defcriptus aequetur eidem radio, pro unitate tanguam communi om-
niurn angolorum menfura fumatur; poterit poni «=@®, denotante « quem-
cunque angulum, et @ arcum inter ipfius crura radio =71 defcriptum 3

. &
fecus erit a=y@, et @ :-';

6. DEriNITIO.

Alia omnium funftionum divifio eft in integras et fraffas. Ut aligna

fun&io fit integra, requiritur, ut ea nulli fracioni aequeiur, in cujus de-
S q (] -] ? J

nominatore occurrant quantitates variabiles elevatae ad potentias expo-
nentium pofitivorum,

3
C—X e - . fyer

3 ——==—ex* funt integrae: contra

m X
a--bx

. a
frattae funétiones funt — —ax T
X C— X

E. gr. Funttiones bx?;

7. De.
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7. DErixiTIO.

Fun&iones dividontur porro in rationales et irrationales, prout illae
nullam aut aliguam irrationalitatem, afficientern quantitates wvariabiles,
compleétuntar.
atxyc
Vv e—x>

a—=ha/ix X A 3 :
Vero ____\C_; x* =y x funt irrationales.
C

v—

s
E. gr. Funftiones ax®=ax>; {funt rationales: funftiones

8. DEFINiTIO.

Funétio integra et rationalis (6.7. §) erit primi, vel fecundi, aut
tertii, vel generatim mti Ordinis, fen unius, duarum, trium, m dimen-
fionum , prout maxima fumma exponentium quantitatum variabilium in ali-
quo termino fuerit 1, vel 2, aut 3, vel generatim numerus integer m.

E gr. Fun&tio a++x—y duarum variabiliom x, y eft 1mi ordinis fen
unius dimenfionis: funétiones autem a+bxy, c4dx*—ey? funt 2di
ordinis feu duarum dimenfionum; et fun&io a+bx—cx*+exy? eft 3tii
ordinis feu trium dimenfionum.

Q. Corollarium,
Funétio integra et rationalis unius variabilis x et vmi, 2di, 3tii, 4ti,
mti ordinis, fi exponens maximae poteftatis variabilis x eft 1, vel 2, aut 3,
vel 4, aut generatim numerus integer m (8. §.).

10, DEFiNiTIO.

FunCio fraa rationalis (6. 7. §.) eft fratio propria fen gemuina, aut
impropria: prioris numerator eft inferioris ordinis quam denominator:
isdem eft aut altioris ordinis, quam deno-

numerator vero poiterioris eju

minator (8. 9. §.).
11. Corollarium.

Fra&io impropria, fi ejus numerator dividatur per denominatorem,
refolvetur in duas partes, quarom una erit fraftio propria, aitera vero aut
quantitas corftans, aut funétio integra, nifi fors numerator fit per denomi-
natorem divifibilis, quo cafu data funétio frafta aut conftanti cuipiam quan-
titati, aut integrae funttioni aequabitur,

E. gr.
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E gr. — e
£ =] b bx*—3
x5+2\"—~x+r 14‘<+I
T S e e iy o
X% —
e —=x+41.

12, DeEriNITIO.

Numerus dimenfionum in quovis termino datae funionis eft fumma
exponentium, quibus quantitates variabiles in eodem termino funt prae-
ditae. Hinc repetenda eft divifio fun&ionum in fomogeneas et heterogeneas.
Funttio integra vocatur homogenea, {i idem eft dimenfionum numerus in
quovis ejus termino: funétio autem frafta erit homogenca, fi numerator
et denominator fuerint funttiones homogeneae, ejusdem aut diverfi ordi-
nis (8.9. ).

13. DeFinIT IO,

Denique notetur adhuc divifio fun&ionum in uniformes et multifor-
mes. Funéio uniformis appellatur, quae pro quovis determinato valore
quantitatis variabilis unum tantum valorem obtinet: multiformis vero
fun&io vocatur, quae pro quolibet valore variabilis plures obtinet va-

lores.
14. DEFIiNITIO.

Si variabilis abfoluta x, ad quam funétio y relata fit, crefcere cogite-
tar, debebit ipfa funétio y mutari (nimirum crefcere vel decrefcere):
omne incrementum, quod variabilis x fupponitur capere, vocatur Diffe-
rentia variabilis x, cujus fignum eft Ax: quantitas vero, qua fun&io y
mutatur (crefcit nimirum vel decrefcit), dum variabilis x augetur incre-
mento Ax, dicitur Diiferentia funtionis y, quae fimili figno Ay dein-
ceps exprimetur.

15. Corollarium 1.

Differentia Ax variabilis abfolutae x poteft denotare quamvis partem
variabilis x, ita e. gr. ut inter omnes pofiibiles partes aliquotas £x, £x,
%, $x,-etc, nullafit, cui Ax non pofiit aequari (14. §.).

16, Corollarium 2.

Quantitas conftans C (1. §.) nullam recipit differentiam; quocirca
debebit poni AC=o0 (14. §.).

Folummen I B 17. Co-
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17. Corollarium 3,

Si y* denotet valorem, quem funttio y relata ad variabilem abfolu-
tam x, hac in x4 Ax abeunte, obtineat; differentia ejusdem funétionis
erit Ay=y*—y, vel Ay:=y—y’, prout nimirum funttio y, crelcente
variabili, pariter crefcic vel decrefeit (14- §.).

18. Corollarium 4.

Cum tamen fit y—y*=—(y*—y), femper licebit differentiam Ay
funtionis y relatae ad variabilem abfolutam x confiderare inftar incre-
menti, quod ipfa capit, dum variabilis x augetur incremento A x, ita ut,
fi, x abeunte in x4+ Ax, y abeat in y%, fit Ay—=y*—y, modo differen-
tia hac ratione determinata fumatur cum fignis contrariis, utprimum fun-
&io y ejuscemodi efle deprehenditur, ut illa, crefcente variabili x, debeat
decrefcere (17. §.).

19. Corollarium 3.

Quaelibet funftio @ data per variabilem quamcunque cenfebitur va-
lorem @'=—@-+A @ obtinere, fi variabilis abfoluta x, ad quam illa refer-
tur (4. §.), avgeatur incremento Ax (18.§.).

20. Corollarium 6,

Ex his elucet methodus generalis quaerendi exprefiionem differentiae
Ay datae cnjuscunque funéionis y variabilis x: fi enim ubique iny fup-
ponatur x abire in x4 Ax, noteturque valor y*, quem funétio y hoc cafu
induat, et ab eo fubtrahatur ipfa fun&io y; erit refidunm aequale diffe-
rentiae Ay (18. §.)

Exempla.
yi—ax; yi—=a(x+4+A%)3
Ay—=y'—y=—ax+aldx—ax=aldx.
y=ax?*; y'=a(x+Ax)?;
Ay=y*—y—zaxAx+}adx>
y=—ax3; y'—a(x+Ax?
Ay=y'—y=3 angx-}-gaxxﬁxz-}-aAﬂ-

21, Corollarium, 7.

Quidquid fit funftio Z variabilis abfolutae x, quantitasque conftans C,
fi x abeat in x4+ A x; abibit fan&tio y=Z+C in y'= ZH+AZ+C, et
ui=CZ abibit in C(Z+AZ)=y* (19. §.): erit ergo Ay=AZ, et
Au=CAZ (18. §

22. Co-
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22. Corollarium 8.

EtfiP,Q,R, - - - Z f{int quiecunque funétiones variabilis abfoly-
tac x, debebif fun&io y="4+Q+ R+ - - - +Z obtinere aliquem valo-
rem vP=P+AP+Q4+AQ+R+AR+~--+Z+4+A7, {i x augeatur in-
cremento A X (19. §,): confequenter erit Ay:=AP+AQ4+AR+ -~ -«
+4AZ (18§

3. Corollarium o.

Duoae fun&iones Z, X relatae ad unam variabilem abfolutam x ne-
queunt dici aequales, nifi aequatio Z:=X pro quolibet valore variabilis x
fupponatur fubfiftere; quodfi ergo x abeat in x+Ax, quo calu funétio-
nes Z, X certos valores Z4+AZ, X4 A X induent (19- §); debebit efle
etiam Z4+AZ:=X+AX, hinc AZ:=AX.

24, Theorema,

Si certo conflet, quanta Z et X effe independentia a variabili z, effoque
Z=X+az* 4Bz yz-4dzt + etc. pro cer'is quantitatibus, «,3,y, - -
a, b, c, etc. pariter indepsndentibus a z , et quovis valore ipfius variabilis z ;
evunt quanta Z, X inter fe aequalia, et «z*+ Bz° 4 yzc+dzl 4-etc.i=o,

Demonflratio.

Claram eft, fun&ionem S:=wz*+ 8204 yz°+dz¢+ etc. fi ea non
eft aequalis nihilo, diverfos valores pofle induere, pendentes a diverfis
valoribus quantitatis variabilis z, et quantitatibus «, 3. v, - -~ a, b, ¢, etc. 2
cum igitar quantum X, utpote independens a variabili z, eundem perpetuo
valorem retinere cenferi debeat, quomodocunque mutetur variabilis z; pot-
erit quantum Z=—X+4S§, fi non eft S=—=o, diverfos valores obtinere a
certis valoribus variabilis z pendentes, quod pugnat cum aflumta hypo-
thefi. Eapropter debet effe S—=o0, et Z:=X.

25. Corollarium 1.

Impofiibile eft, ut pro quantis Z, X, P, Q,R,- - - L, M, N, ete.
independentibus a variabili z, et quovis valore hujus variabilis fit Z4-Pz
+0Qz*4+Rzitete. =X+1.z4+Mz>+Nz3+etc., quin it Z=X; nimi-
rum Z:=X +(L—P)z4+ (M—Q) 22+ (N—R)z3+ etc. (24. S.).

26, Corollarium 2.
Fun&io y=—A +Bz*+4 Cz>+4Dz4-etc., in qua coefficientes et ex-

ponentes fint quantitates independentes a variabili z, non poterit efle
B 2 aequa=
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aequalis nihilo pro quovis valore variabilis z, quin fit eo ipfo A—o et
Bz* 4+ Cz’+Dz+ ete. =0 (24 §.).
27. Corollarium 3.

Si exponentes a, b, c,d,- - - p,q.T, S, etc. ordine crefcant, cer-
tumque fit, pro quovis valore' variabilis z tam funttionem y=A+-Bz*
+Cz° 4 - - = 4PzP4 Q234 Rz 4 Szs4-ete. quam aliquot primos coeffi-
cientes A, B, C, - - - P, feorfim fumtos aequari nihilo; erit eo ipflo
etiam Qz9+4Rz'+4Sz5+ etc. =0, hinc Q+Rz71482°794 +etc.=0,
et ideo etiam proxime fequens coefficiens Q =0 (26. §.).

28. Corollarium 4.

Quoties ergo conftiterit, certam funétionem y=—=4 +4 Bz*4 CzP
+ D zc+Ez! 4 etc. pro quantitatibus A, B, C, D, E, - - - a, b, c, d, etc.
independentibus a variabili z, et quovis valore ejusdem variabilis debere
aequari nihilo; certum erit, fingulos coefficientes A, B, C, D, etc. aequa-
les. effe nihilo (26. 27. §.).

29. Corollarium g.

FEt fi binae funftiones P4+ Qz*+4+Rz'+ Sz¢+etc., p+ qz* +rzP
+sz°+etc. pro quovis valore variabilis z inter fe aequales fint; erunt
etiam coefficientes poteftatum aequalium variabilis z inter fe aequales:
nimirum erit P—p+(Q—q) z*4(R —r) 2" 4-(S—s) z°+etc. =o0; hinc
P—p=o0, Q—q=0, R—r=o0, S—s=:0,etc. (28.§.); proinde
P=p, Q=q, R=r, S=s, etc-

go, Corollarium 6. .

His principiis innititur methodus quaerendi feriem formae A z*+Bz°
+ Cztetc. aequalem datac funétioni y variabilis z formam ab illa diftin-
ftam habenti.. Si enim interea indeterminati coeflicientes A, B, C, ete.
et determinati exponentes a, b, ¢, etc., quales nimirum funétio transfor-
manda poftulare vifa fuerit, famantur, affumtaque aequatio y —Az"4Bz"
+Cz¢+etc. in aliam U=V ita transformetur, ut utrumque membrum
complectatur aliquam feriem illius formae, tum aut coaequentur coefficien-
tes poteffatum aequalium variabilis z contentarum in funétionibus U, V,
(29: §.)» aut, translatis omnibus terminis ad unicum membrum, quo e. gr.
fiat U—V=o0, finguli coefiicientes in U—V ponantur aequales nihilo
(28. §.); obtinebuntur hac ratione diverfae aequationes inter coefficientes
inde.
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indeterminatos A, B, C, etc. et quantitates conftantes, a quibus pendet
funtio y, unde quaeri poterunt valores ecvundem coeflicientium.

g1. Lemma

Proprietas, quae tributa quantis A, B, C, D, = - = P numero indeter-
minato n fumtis eo ipfo etiam wuno pluribus quantis A,B,C,D,- - - P, Q,
debet convenire, convemiet quantis A, B, C,D, ----P,Q, R, §, T, etc:
quovis wumero [umtis , utprimum ea aliquot, e. gr.duobus tribusve, quantis
convenerit,

Demonfiratio.

Si enim certum eft, proprietatem, duobus tribusve quantis A, B, C,
reipfa competentem, ejusmodi effe, ut, fi ea generatim numero n quantis
A, B, - - - P tribuatur, eo ipfo etiam uno pluribus quantis A, B,--- . Q
tribui debeat; debebit utique illa competere etiam quatuor quantis A, B, C,
D, et ideo etiam quinque quantis A, B, €, D, E, hinc etiam: fex quantis
A, B, C, D, E, F; atque hac ratione licebit ex quovis quantorum numero
ad numerum ipforum unitate majorem concludere, quin fit poflibile ad ta-
lem quantorum numerum n pervenire, ultra quem illam proprietatem non
liceat extendere..

g32. Theorema.

Si a, b, ¢, d, ete. fint coefficientes independentes a varviabili z, fitque t
quiscunque numerus integer pofitivus; poffibiles debebunt effv alii coefficierntes
@, 3, v, 85 etc. independentes a variabili z, pro quibus fieret (a+bz+cz?
+dzldetc)=a'+ra "rbztaz’4 f2i4yzitetc

Demonfiratio,

1. Si M, N, O, - - - p, q,r, etc. fint quanta independentia a variabili z;
pofiibiles erunt, prout id evidenter ex narura multiplicationis elucet, coef-
ficientes «, j3, v, etc., pariter independentes a variabili z, pro quibus.
fieret

(M4+Nz+4+0z+Fete)(pFqztrzitete)=
=Mp+(Mq+Np) z+az’+3234y2%+ etc.

2. Quare, fumta funtione Z:=a+bz-4cz*+dz3+ete., extabunt
certi coefficientes «, 3, y, erc: inderendentes a z, pro quibus fieret

L=ll=a*+zabz4az’+ 323+ yz*+etc. ob (1)
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3. Et fi pro quocunque indeterminato numero n, literis k, I, m, ete.
quantitates independentes a variabili z denotantibus, ponarur Z" = a»
4+ na""*bz+4 k2z*4 12° + mz* 4 etc,; poflibiles debebunt effe alii coeffi-
cientes «, 3, v, etc. independentes a variabili z, pro quibus fieret
=20 Zi=a"*t* +(nt-1)a" bzt 2’4 27 4 yz4+ etc,, ob(1.).

Hinc vero (2) (3) et (31. §.) evidenter fequitur, quéd demonftrari
debebat.

33. Corollarium 1,

Differentia cujuslibet funétionis u==A+Bv+Cv?*+D v 4 Ev4 4 etc,
variabilis v erit Ay==A4-B(v+Av) 4 C(v4Av)? +D(v+Av - E(v4Av)*
+ etc. —u (20.§.) =(B42Cv43Dv*+4Evidetc) A +aAvi4 5 A yv3
+ yAv*+4etc., pro quibusdam coetfficientibus «, /3, v, etc. independentibus
a differentia Av (32. §.).

34. Corollarium a;

Datis quoque binis funtionibus @ =K + Lw+4+M a® 4+ Nw? 4 ete.
w=pe-4qe*+4re’+set4 etc., poflibiles erunt coefficientes e, 3, v, etc.
independentes a quantitate e, pro quibus fieret @ '=K+ Lpe4 «e*+ 3e?
+yet+ ete. (32, §).

35. Problema.

Invenire feviem acqualem logarithmo fun@ionis .= 14z pertinenti ad
fyfiema indeterminatum,

Solutio,

1. Sint A, B, C, D, etc. coeflicientes, pro quibus et quovis valore va-
riabilis z debeat fieri.

logu=Az+B2*4+Cz234Dz%4 - = - 4 Pzr4Qz+1. ...

2. Extare debebunt coefficientes «, 3, v, d, etc. independentes a difle-

rentia Az variabilis z, pro quibus fierer (33. §.)
Alogu=(A+2Bz+43C2* 44Dz +-- -4 rP2" " +(c4+1)Qz") Az
4+ 2d2* 4 BAz Ly Azt d Az + ete.

3. Eft autem A log u = log u*—log u (20.§.) =log(14+2z4Az)

o Az
—log(x+2) (19. §.) = log (1 + -i—_{_}-/-— i ob (1.) deberet ergo effe
etiam
- AAz BAz2 CAz? DAzs
(142zp

Alogu= —= o ———— 4

¥z -+ — 1 ete.,

(423
4. Quam-
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4. Quamobrem habebimus aequales feries in (2) (3), quae, etiam di-
vifae per Az debebunt effc inter {e aequales, pro quovis pofiibili valore
differentiae Az, quod eft impoflibile, quin per (25. §.) fit

A4+2Bz+3Cz* 44Dz +--cf Pz +(+1)Qz = —

12z3

< 32BN _43C\ ., +4D\. (e 1)Q°Y - Ll
hine -|-A)Z-I-§B)[‘ +3:,),_3+_- = .y )z:._o.
igitur per (28. §.)

2B4+ A=o =—13

3C4+2B=0 C=4 £A.

4D+3C=o0 —=—1A,

1 i I ]

1 1 1 ]

I I 1 ]
(t+1)Q+rP=0 | Q=— T-FT'

Adeoque feries in (1) quaefita erit
Zn In+rx
lnel(1tz)=A(z—32* + 123 — z“+------7'—-_;_Z _._).-_ ”

2n 2n-t1

36. Corollarium 1.
Series in (35. §.) inventa femper fubfiftet, quemcunque velorem ha-
beat z, pofitivam aut negativum; pro — z loco z erit ergo

I—z)=—A@+3iz2°+523 4524 +___+_+z:11.4.,).‘.

2n 2u-41

37. Corollarium 2,

Et quia eft 1(1 +2)—I1(1—2) I(l+/) obtinebimus ex (35.
36. §.) fequentem feriem:

JEHEMNEE I LR o

38. Corollarium 3.

: . . St 31 14z
Si b denotet bafin fyftematis logarithmici, ponaturque t? — -
: b— 2 : ; i o
erit z= —— et 1 (! +7):1b:1: pro his valoribus obtinebitur ex
b41I 1I—Z
(37. §) fequens aequatio:
iass

Bl iy )
b+1+3(n+1;3 +5(b+1,,5 +7(b+: )? +m
39. Pro.
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39, Problema,

Tuvenive feviem, quae numeyum z dato logavithmo y in quocunque [i-

fremate ve/pondentenn exprimat,
Solutio.

1. Pro quovis logarithmo y et certis coefficientibus a,b, ¢, d, etc.

independentibus ab y fit
zi=1+ay+by'+cy’+dy*+ - -~ +py +ay '

2. Erit differentia numeri z confiderati inftar unius funttionis logarith-
mi variabilis v per (33.§.):

Az=(a+2by+3cy*+4dy’ +- - -+ rPy" " *+(c+1)qy)Ay
+aAy*4+BAy34yAyt4dAy*4 etc

3. Cum autem fit in (2) Ay=y'—y=lz'—lz=I(z+A42)— 1z
=1 (1457 et per G55
AAz AAz* AAz? AAz%

T e R + etc,

4. Quamobrem debebunt dari certi coefficientes k, I, ‘m, -etc. inde-
pendentes a differentia Az, pro quibus et quovis valore ejusdem diffe-
rentiae per (34 S-) in (2) (3) fieret

Az=(a+2by+3cy’ +4dy>*+ ——-+(r+=)qyr}% Az
4kAz* 41427 + mAz*4nd 2’ fetc.
et ideo etiam
z—Aad2Aby+3Acy*+4Ady? +---+ (r+ 1)Aqy"
+kzdz41lzAz*+mzAz3+ etc.;

quod -eft impofiibile, quin fit (24. §.)
z—Aat2Aby+3Acy*+4Ady* +---+ (c+DAgy"

Ob (1) per (29.§.) fiet ergo

Ay=

Aa=—I e
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Et pro iftis valoribus in (1) fubftitutis obtinebimus fequentem fe-

riem pro numero z:

Gtcr BN L AR A L el Vght
é-——]+ A+2A1 +2. 'A;+ +2.3.4...r_A"

nimirum
1z, (2r . (zy (12)4 (i)
e WY 2.3A7 2.3.4A4+--'“+2.3.4...rm i

40. Corollarium,.
Si z=b fit bafis {yftematis, ad quod logarithmus y=lz pertineat;
erit y—=lz=Ib=1: igitar in (39 §)
L I 1 I I
ol a7 Y. a3 st e
41. DErINITIO.

In quolibet fyfemate logarithmico datur, praeter ejus bafim b,
alter per ipfam determinatus numerus A (38 §.), per quem feries
S=z—=32"+32"—12%+ etc. multiplicata generat produftum aequale
logarithmo funttionis 14z (35. §.): numerum hunc vocant Modulum
fyltematis, quo dato dabitur eo ipfo etiam ejus bafis (40. §.). Logarith.
mi naturales appellantur, quorum fyftema habet modulum unitati aequa-
lem: omnes alii logarithmi ad quemcunque alium modulum, unitate ma-
jorem vel minorem, relati vocantur artificiales, inter quos praecipui
funt logarithmi vulgares, relati ad bafim = 10.

42. Corollarium 1.
Denotante b=e bafin logarithmorum naturalium', erit, ob modulum
A=1 (4L §), per (40.§)

I X I
—2-X 2 e
. +Z‘+2.3+2.3.4+2.3.4.5+ec

—2,71828182 etc.

43. Corollarium 3,
Pro bafi b=10 logarithmorum vulgarium (41.§.) reperietur illorum
modulus A per (38. §.), et frattio -%— » quae feorfim notari meretur; erit

enim$

Volumen L C A=
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i= - =
R AT R o 9’ . )'— .
i3 (11 +3. n-’+5 .u’+-7. 11’+ S
=0.434294481903 etc.

I
X =2, 3025850020904 ete.

44 Corollarium 3,

Si logarithmi 1(142), L(142z) unius numeri 14z ad duo diverfa
fyftemata pertineant, quorum moduli fint m, M; erit |(142z)=mS,
E r42)=MS(4r.§.); hinc I(a+2z) s L.(a+2z)=m:M: logarithmi
cujusvis numeri pertinentes ad duo diverfa {yftemata funt ergo inter fe in "
ratione direfta modulorum eorundem fyftematum,

43. Corollacium 4.

Adeoque, fi A denotet modulum logarithmorum valgariom, ob. mos
dulum = r logarithmorum naturalium (41.§), erit 1 : A= log nat u:
log vulg u pro quovis numero u (44 §.): igitur fiet Ivulgu=Alnatu,
et lnatu:lvulgu.’;;—. Quare, coguitis logarithmigs naturalibus certo-
rom numerorum, reperientur logarithmi valgares eorundem numererums,
fi priores multiplicentur per modulam A logarithmorum vulgarium (43.§);

logarithmi' autem vulgares quorunmlibet numerorgm duti in frattionem

AL (43 §.) dabunt logarithmos naturales eorundem numerorunm.

48. Corollarium g,

m?* m* = Y
— — =3 oMt Z = —————_ e}
m'—y (m=+5)(m—%) Fm’—1¥

& ot 5
11—z

142N m> 45 Ny LnLs: L

1—2z
jam' bi valores' fubftituantur in (37. §.), obtinebitur fequens admodum con.
virgens feries, pro logarithmis, quorum modulus eft A (41. §.)

Im=3(m+5+1(m—1)

| I Y 1
+A ( MEETERY I L : Let’c.)
2 inF— ITQ (em*=12 1 5(2 m‘——I)’TZ'\Q m’—1,7 1 4

47. Co.
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47. Corollarium 6.

Quamobrem, pofito modulo fyftematis A=1 (41.§.), converfisque
fraftionibus %, ¥, ¥, +» 7% etc. in decimales derivabitar ex (46. §.)
fequens formula pro logarithmis naturalibus.

log nat m = % (lnat (m+1)+Inat(m—1))
I. 00000000000

+ 2.m*—I1

0. 333333333333
+ (&g m*>—1)?
+o. 200000000000

(2m*—1)*

0. 142857142857
+ (2m*—1)?

O. ITIZTTTITINE
+ (2m’—1)9_

0. ©9090g0g090g
+ (2m*—1)"

0. 076923076923
+ (2 m®*—1)

4+ etc. ete.

48. Corollarium 7.
Similem formulam pro logarithmo vulgari numerim ex (46. §) eli-
B
9 L

cies, fi, fumto modulo A per (43.§.), frattiones %, -—é— i’
e

A A : : -
—— etc. in pure decimales convertas: -erit enim

FTE
; lvulgm = £ (lvalg(m 4+ 4+ lvulg(m—1))
4o
o
X s
+o. (9521320381842

Ca2 s
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0. 048254042433
o 0. 045254942433

(2m?—1)*
0. 039481316536
22308130

0. 033407267838
* (2m’—1)"s

+ etc. etc.

Scholion,

Infignis eft ufus harum formularum in condendis tabulis logarithmi-
cis, et corrigendis ampliandisque jam conditis. = Si enim pro quocunque
fyltemate quaerendi forent logarithmi numerorum naturalium 2, 3, 4,5, 6.7,
et fic porro, ante omnia deberet determinari modulus A fyftematis, aut
independenter ab ejus bafi, aut per hunc datam (38. §.). Cognito autem

modulo A; invenietur, pofito :{-z:z, hinc x=1I, logarithmus binarii
2 per (37. §): invento hoc logarithmo, logarithmi omnium aliorum nu-
merorum per (46. §.) commodiffime determinabuntur: fufficiet autem
omni cafu folos logarithmos numerorum primorum m:=3, m=3%, m=7,
m=11, m=13, et ita porro, per (46.§.) quaerere, cum logarithmi
numerorum compofitorum 4, 6, 8, 9, 10, 12, etc. fola additione logarith-
morum illorum fatoribus debitorum poffint determinari.

49. Problema.
Invenire feviem aequalem Gatae cuicunque quantitati expomentiali u”.
Solutio.
Sit z—uv; erit 1z—=vlu: fumtis ergo logarithmis naturalibus obti-

nebimus per (39. §) ob A:=1 (41. §.) fequentem feriem
(v1n)? (vin)4

r1u)3
w=1+vla-4 s +(;I31)+2'3‘4+etc.

50. Corollarium,

Pro bafi u=e logarithmorum naturalium erit lu=le=1; adeo.

que in (49. §.).

2.3.4.5

: v v3 vé v
E‘:]+V+—:—+2—-.—3+2.3.4+ +etc.

51. Pro.
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5t. Problema.

Invenive [eriem aequalem potentiae (1-4Xx)"=Yy pro quovis txpouen-

te m, rationali et irrationali, i
Solutio. :

1. Si m eflet numerus integer pofitivus, feries aequalis funétioni y
haberet formam 14 mxX4 ax*+ Bx34 ete. (32. §): ponamus idcirco dari
coefficientes A, B, C, etc. pre quibus et quovis valore variabilis x, quo-
libet quoque alio exponente m fieri deberet.

y=14+mx+Ax*+Bx34---4Qx'4+Rx"*%

2. Differentia hujus funtionis debebit effe juxta (33.§.) pro quibus.
dam coefficientibus K, L, M, etc. independentibus a differentia A x.
Ay=(m+2Ax+3Bx*+---+rQx" "'+ (r+DRxDAx
+KAX*+LAX+MA x4+ etc.

3. In (2) ob (1) erat Ay=y*—y pro y=(+x)", y'=I+x

+A4x)m,  Eft autem pro quovis poffibili exponente m
v* (14x4-Ax)m ( Ax )'“
= —{ I
y (I4x)m + I+ x

ob (1) debet ergo efle etiam

yergs mAx AAx> BAx? ;
y i tarytare T

et eo ipfo
my AyAx* | By Ax3?
Ay =—= : .
Y _I-f-x Ax+u+sz+(l+_\j-,3+ etc
4. Quare debebunt effe feries pro Ay in (2) (3) pro quovis valore
differentiae Ax inter fe aequales, etiam fi illae per Ax dividantur, quod
eft impofiibile, quin per (25. §.) fit

mv

m+42Ax+43Bx2+ - FrQx" ' (r4 1)Rx' = i

y

ok
Hinc demum et ex (1) obtinebimus

2A haBy 40 Fioie 2 2 ek R

+m)x + 2A x:+3]:§ I rQ)Xr":O‘

—m’/ *—mA —mB +-=-=-=-- — mQ

C 3 Unde
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Unde per (28 §.) fiet

2A4m—m*=o0 A___:'_nfr:tt—_r_).
3B42A—mA=o0 B__m(m—xzfm_g_)'
s g UVeie)

A'[C-I-BR—-m'B-—o c=mm—1 (m—2) (m—3)

N ] o (] : I .2' g 3 o, 4

1 i i . .l

1 1 X .

L] 1 i
G+DR+rQ—mQ=0 | R=Q. o,

%. Valores Hi in (1) -{ubRituti dabunt Tequentem feriem, in gua ter-
minus ultimus eft indeterminatus, ‘ita ut ex illo finguli termini poft pti-
mum =1 eordine fequentes pollint derivari, fi (ucceflive fiat r=1, 1=2,
1—173, et fic porro.

R L ILEDL R

+ Ay 1 2R J_m(m—l)(mu—'.’)-—-(m—r-l-l)
: E BT T WS s £

X'

$2. Corollarinm a1,

Com fit GFH)M=(1x)™.a" pro x:—=— - 3 prodibit pro his valo-
ribus ex (51. §.) fequens fermula exhibens potenmm indeterminatam cu-
juslibet binomii a+4b.

(asp bym = amf- T am b E‘EEEL) B )

m (m—1)(m—2)

K> 2

-

am—Ihalp L SIS DI

+m(m-—l)(m——2}-—-’ (m_‘r+1}am*‘r‘h'f.
4 1 2.3 === r

%3. Corollarimm 2.
Fiat :{::Q:% et m= —'E- in _(51. §.); reperietur inde fequens
formutfa, cujus ope nonnihil commodius poterit determinari potentia ex.
ponentis frafti -‘::- dati binomii a-}b, literis A, B,'C, D, etc., ut per fe

clarum
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¢larom eft, fingulos terminos feriei, primum, fecundum, tertiom, quar-
tom, etc., defignantibus,.
u 'l]

(a -l.-b)T te.

A k.../ \_/ \_/

54. Corollarium 3.
Unum exemplum notatu dignum fuppeditat fun&io V' (ax™ 4 bx*}

- b«n 1) = 1T}
=(a xm-{.bx“)%: fi ponas Q _m_l}%—-, u=1, v=2in (53.§.)

invenies fequentem feriem::
an—m 4n—7m
r m S ATE T L
x = 1.b%2x 3
((ax“‘-lfbx“):afx?-l-b‘ e — ~
z.a—-z 2. 4'37‘"
6n—¢§m gn—7m
+1.3.b"x Shead o oL L il
| & 2.4.6.8.4% i
sro—(2r—1)m
+r.g,5----(2‘r—3?bf,x o i

S ; 2 — i

55, Corollarium 4

Aliud aeque memorabile exemplum praebet funétio Zax

xm+b\11)

I

55 1 £ bxn"*m i
=(ax™+bx?) . 8Si ponas Q= et u=—~—1I, v—2; obtinebis
sz (53. §.) fequentem feriem:..

I BN 1.b X.3.h"
\[La-’f-m‘i‘bK"J“ L m % 3m-—-zn+ .% §m—4n
a.x2 23 .x 3 2.43 X 2
r.3.5b?
Z 7m—b6n -{-”'.-‘----'- R
Z.4.6a.x 3 S
+ !35 g - i (2:_1)5"
T— art1 {"r'l’l"m—grn
2,4.6 = ~ = = 2ra 3 .X 2

56, Pro.
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56. Problema,

Affumta [erie Sin Q=0@+b@P*+cP?+dP*4---Fp P2t qprnty,
invenire feriem pro Cofin Q.

Solutio.

1. Si arcus wvariabilis @ crelcat differentia A @; erit per (5. §.-
1. Schol.)

Sin (¢+AQ)="Sin @ CofA® +Cof @SinAP.
Cof(@+ A4 @) =Cof @ CofA@—Sin @ Sin A Q.

2. Cam jam per hypothefin pro quovis arcu debeat effe Sin @ = @
+b@1‘i‘c¢‘+d¢“+“'+ p¢2n+q¢2u+::

3. Erit etiam Sin AQ=AQ¢+bAQ°+cAP’+dAP*+ - - - =
+ (]A @2 ntr

4. Porro eft Cof A@L—_(l-——SinA@‘)’!, unde evidenter elucet,
Cof A@ aequari certae feriei, cujus terminus primus eft unitas, reliqui
vero termini poft primum ordine fequentes aequales funt produttis ex
Sin A@?, Sin A®#, Sin AgS, cto. in quospiam coefficientes independentes
a Sin AQ@* (52. §.): ob (3) per (34. §.) debebunt ergo dari aliqui coef-
ficientes k, |, m, etc. independentes a A @, pro quibus fieret

Cofl AQ=1+kAQP*+1A9*+mA ¢*+ etc.

5. Differentia ASin@=Sin(¢+A4$)—SinP debebit effe ob (2) per

(33- S
ASin@=(1+2b0+ 3cP?+ 440>+ - -~ 2np @>"~ '+ (20+1)9P*") AP
+2AQ+BAQ +yAQ*+d A5+ ete.

6. Si autem fin (Q +A Q) determinetur per (1) (4) (3), tum fubtra-
hatur Sin @; obtinebitur pro differentia

ASin®=Col® ..A @+ (kSin@+bCof @) A>+(1Sin @+cCol¢) A ¢?
+ (mSin @+ dCofl @) A §* + etc.

7. Quare, cum feries (5) (6) inter fe aequari debeant, divifaeque
etiam per A@ femper fint futarae aequales, quidquid fic differentia AQ;
dabunt illae per (25. §.).

Cof@=14+2b@+3c¢’+4d @3 +-v-t2np@** ™" +(20+1)qF*"

57.Cor-
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57. Corollarium 1.

Ex hac porro ferie aliam pro Sin @ fimili modo licebit elicere, Sj
enim @ crefcat differentia A @, crefeet Cof @ differentia A Cofl @ = Col (@
+A@)—Cofl @ (18. 20. §.), quae cb (56. §. 7.0) per (33. §.) erit

1. ACof @=(2b+2.3c@0+3.4d@*+ ----+ (2n—1) 2np@p2n—3

+20(204 1)q2 = fete.) AP+aAQ +AAPHYAG & etc,

Et i Cof (¢+4 @) per (56. §. n. I. 4. 3.) determinetur; erit, fub-
tratto indidem Cof Q.

2, ACof@p=—Sin@.AQ +(k Cofd%—bSin@)A@1+(1C0f¢—c$incp)5¢:

+ (m Col@—d Sin@, AQ+ -} etc.

Adeoque, quia feries (1) (2), etiam per AQ divifae, pro quavis pof-
fibili differentia A inter fe aequari debent, erit per (25. §.) factor dif-
ferentiae AQ in (1) aequalis faftori — Sin @ ejusdem differentiae in (2),
proinde Sin @ —=—2b—2.3c@—3.4dQ*— --=-—(2n— 1)2np@in—2
—2n(2n41)q@*"~"— etc.

58. Corollarium 2.

In feriebus aequalibus finum ejusdem arcus @ exprimentibus (56, 57-S)
deberet ergo efle —2b—o0, et —(2n+41)(2n+42)r=p, denotante r
coefficientem potentiae @2 "*2 in ferie pro Sin® (56. §.) per (29 §.): igi-
tur effet b—o0, et r=—p:(2n+1)(2n+2), unde neceffario fequitur,
coefficientem b potentiae @ in ferie pro Sin @ (56. §.) aequari nihilo, et
coefficientem r cujuslibet potentiae @=n+* exponentis paris in eadem ferje
aequari debere nihilo, fi coefficiens p potentiae §2" proxime inferiorig
exponentisque paris eft acqualis nihilo.  Series ergo in (56. §.) afumta
non poteft {ubfiftere, nifi coefficientes emnium potentiarum ¢, ¢4, ¢5,
¢% et fic porro aequentur nihilo.

59. Problema.
Invenive feries aequales [inui et cofinui dati cujuscungue arcus @.
Solutio.
Sumtis interea indeterminatis coefficientibus C, E, - - - Q, S, ete.
ponatur per {56.58. 57. §).

L Sin Q=0+CO+EQ+----4+Q@2n*'4- 502043,

2. Cof @=1+43C0" 4 SEG+4 -+ (20+1) QO*" + (2n43)S@2 1 +2,

3. Sin@=—2.30@0 — - »- —20(20+41)QP>"*—(2n+2) (20+3) Sp2n+s,
Folumen I D In
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In feriebus (1) (3) inter fe acqualibus erit per (29. §) —2.3C=1,
et generatim — (2u+2)(2n+43)S=Q: igitur
— —Q
—=—; et S= .
C R (en+2) (2n+3)
Hinc facile determinantur valores fingulorum coefficientium pro ferie
(1), et eo ipfo etiam pro altera ferie (2): pro iis idcirco debebit effe

Sin('p:@_ @3+ c; YL @ +___i‘l.2 ¢2:1+:

2.3 Lo glas R c3s.e(zn41)
2 @: @4 ?16_— @:n i
Corcpmx—m--{-l‘:‘;.‘; 1_72...6-'—_":!:_ 1.2.3...20

6o. Problema,
Dato finu arcus @ invenire [eviem aequalem ipfi arcui @.
Solutio.

T
1. Sit Sin @:=2z; erit Cof @:=(1—2%)%: per (52. §.) reperietur ergo
fequens feries.

- 2N e

Col e
e G S B z.g;i:_—_-f:r—t}z"-"
T 2 3 2.4 +-'—+2.4.6 ------ 2r

2. Ponamus jam, debere fieri ¢=—=2z+ A 2>+ Bz?+Cz*+4+ D25+ E2°
+ == -+ P22 Qa2 L R22H L S22 L ete

3. Hine, fi Sin =z crelcat differentia Az, debebitarcus @ crefce-
re differentia (33.§.) =

=AQ=(142Az+3B2*+4C2? 45Dz + 6 Ez 4 -~ -+ (20 —1) P22t ~2
+2rQz2 "7 4 (214 1) Rz27 + (2r4-2) $2* T 1+ ete.) A z+ wdz + BAZ3
+vAz% 4 etc.

4. Sed eft, ob z=SinQ, Az=Sin(@+AP)—Sin ¢=Sin @ ColAP
+Cofl0SinA@—Sing (5. §- 1. Schol.); quodfi ergo Cof A@, Sin A @
exprimas per feries juxta (59. §.), invenies, pro certis coefficientibus
k,1, m, etc. debere effe

8z=CoflQ.AQ+kAQ* +1A0* + mAQ*++ etc.

5. Quamobrem in (3) (4) habebimus pro quibusdam coefficientibus
K, L, M, etc. independentibusa A® (34. §.)

AQ=(142Az+ ===t (2r42)S227+%) Cof @. AP+ KAQ + LAG + etc.

Hinc
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Hine, quia aequatio haec, etiam divifa per AQ, pro quavis differen.
tia A @ debet f{ubfiftere, neceffario fequitur, unitatem aequalem factori
iplius A@ in primo membro aequari fadtori ejusdem differentiae in altero
membro (24. §.), confequenter debere etiam efle

1

G 1"«P_ 142Az+43B2° +4C2° 4 5Dz 6Ez° 4 - ===} (2r— 1) P23

o

4+ 2rQz2 74 (2r41)R2* "4 (2r42)Sz2rtx

6. Hoc modo nafcuntur binae inter {e aequales feries (1) (5), quarum

idcirco coefficientes per (29. §.) coaequati dabunt

—=0; B:—I-; =0} D:_I_.'_g__; E=o;
i 2.4.5
L i U G S o i (2r—1) _
Q=o; R'_2.4.6————2rur+1)'

ef pro his valoribus debebit effe in (2)
1.3, \2r——l Yz2rte

b=zt 3+" o5 T Ta TG

61. Theorema.
Quaclibet potentia polynomii Az*+Bz"+Cz°4+Dzit etc. =Z, ig
guo A,R,C, D, -~- 2, b, ¢, d, etc. fint quaecungue quantitates independen-
tes a variabili z , aequatur alicui polynomio [imilis Jormae.

Demonfiratio.

1. Si binomium Az* 4B z" elevetur ad potentiam exponentis m, quis-
quis fit is, rationalis aut irrationalis, debebit haec potentia aequari certo
pelynomio formae in theoremate determinatae (52. §.).

2. Supponamus porro, quamvis potentiam polynomii X:=Az? 4 Bz*
+Cz°+ - - = 4 P2z habentis terminos numero n aequari alicui polyno-
mio f{imilis formae,

3. Sumto adhuc uno termino Qz9, habebimus per (52. §.) pro certis
coefficientibus «, 3y, etc. independentibus a z.

X+Qz ) =Xm 4 Xm %, Qzl4 X" 2 Q241+ v X" 7% Q3221 4 etc.

Cum igitur fingulae potentiae X™, X™~%, X™7? etc. aequentur poly-.
nomiis formae Az*4Bz"4Cz '+ etc., ob (2); necefle eft, ut eo ipfo
etiam potentia (X 4-Q z3)™ aequalis fit alicui polynomio fimilis formae.

Hinc jam (1) 2) 3) per (31. §.) evidenter fequitur, quod erat demon-
ftrandum.

D2 62. Co-
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62. Corollarium.

Facile ex natura operationum algebraicarum colligitur, quotcunque
funtiones formae Az*+Bz+4Cz<4Dz'+ etc. feu illae in unam fum-
mam addantur, feu fubtrahantur ab invicem, feu inter fe multiplicentur,
aut dividantur, {femper generare aliquam fun&ionem fimilis formae : quare,
cum praeterea omnis potentia talis fun&ionis, quisquis fit ejus exponens,
rationalis vel irrationalis, aequetur alicui fun&ioni formae fimilis (61. §.)
haud difficulter demonftratur, omnem funé&ionem algebraicam unins varia-
bilis z, frattailla fit, vel integra, rationalis vel irrationalis, ant ex illis
et his quomodocunque compofita, aequalem effe alicui feriei formae Az®
4+ Bz 4 Cz°+ ete,

33, Theorema,

Omnis funilio, algebraica, logarithmica, trigonometrica, et ex his
quacunque ratione compofita, unius variabilis v aequalis eff cevtae [eriei for-
mae Av* - BvP4Cve4Dyvid4- ete.

.

Demonfiratio.

1. Demonftravimus, finum et cofinum cujuslibet arcus variabilis v
aequalem efle certae funftioni algebraicae ejusdem arcus, determinatae per
feriem variarum potentiarum hajus arcus (59. 5. §.): cum igitur omnes re-
liquae funétiones, ut Sinus verfus, Cofinus verfus, Tangens, Cotangens,
Secans, Cofecans, certi arcus per Sinum et Cofinum ejusdem arcus per-
fefte poflint determinari (5: §. 1. Schol.); certum eft, omues has funétio-
nes todidem funétionibus algebraicis variabilis v aequari.

Ex iisdem principiis, ob (6o.§.), patet eadem ratione, quemvis ar-
cum variabilem v aequari poffe certae funéioni algebraicae fui finus, vel
cofinus, finus verfi, cofinus verfi, tangentis, cotangentis, fecantis, vel
cofecantis.

2. Porro demonftratum eft, logarithmum cujusvis variabilis v=1+2
aequari certae funttioni algebraicae ejusdem variabilis (35. §.), et v aequari
certae funttioni algebraicae ipfius logarithmi lv fpectati inftar quantitatis
variabilis (39. §.), quod deinde ad quantitates exponentiales extendimus
(49- §)- ;

3. Ex his vero manifeftum fit, omnem fan&ionem logarithmicam, tri
gonometricam, et quocunque modo ex funionibus his et algebraicis com=
poflitam, aequari certae funtioni algebraicae: confequenter debet quaevis
funétio
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fun&io variabilis v, algebraica, trigonometrica, logarithmica, et quoquo
modo ex his compofita, aequari alicui feriei formae A v® 4+ BvP 4 Cye
4+ D vd} etc. quidquid fint coefficientes A, B, C, D, - - - et exponentes
a, b, ¢, d, etc. independentes a v, et quisquis fit numerus terminorum ejus
feriei (62. §.).

64. Corollarium 1.

Si y* denotet valorem , quem funétio y=Av*+4Bv? 4 Cv° 4 Dvd 4 ete.
variabilis v indueret, fii haec angeretur guantitate w; erit y'=— A(v 4w *
F+B(v+w)P+C(v+w)+ ete.: igitur per (52. §.)

a ala—1}-=-(a—r+41) Avi 0"
.a 3 g Lt g 2\
(A\—*—IAVQ I...\.—I-—--—l—I 0:_--—1.
b i bb—1)---(b—r+4 1) Bv" ", &'
+BVH+TBvb ‘w+_—-_%l.2_____r .
o 0o .S Cyé-r %o c(c—1)---(c—r+4 1) CveT. of
Y (+CV+] v .w+ +1-2—----l'
d e d(d—1)=--(d—r4 1) Dvi™ '
df —Dyi= e - -4 - :
+Dv+l + L S PR (TR

= etc. (AN e R

Haec igitur formula exhibet expreflionem generalem valoris, quem
data quaevis funétio y variabilis v eo cafu deberet obtinere, f{i haec quan-
titate w augeretur, ficut feries Av®+BvP+4Cve4Dvi4 etc. generatim
datae cuivis funftieni y variabilis v poteft aequari (63. §.).

65. Coroilarium 2.

Cum autem prima feries verticalis in (64. §.), eius terminis in unam
fummam colletis, exaequet ipfam funétionem y, fecunda vero feries ver-
g Avemr L BBVTE o eUNeTE

1 I 20 I

ticalis _aequalis fit produto «w pro @ =

dDvyd—2 i ; P : ! v
-+ < -} etc.; cumque tertia feries.verticalis fit indeterminata, ita

ut ex illa omnes feries verticales, poft primam’ordine fequentes poflint
determinari, fi fucceffive fiat r—=1, r==2, r=3, r=4, etc.: evidens
eft, effe yy=y+4aw+tBe®+ye’+dw*+ ete. literis 3, v, d, etc. ejus-
-modi quantitates, ab w independentes denotantibus, ut quaevis illarom ex
proxime praecedente eadem prorfus lege poffit determinari, qualege quan-
titas « determinatur ex ipfa funttione y (54. §.).

D3 66.C o-
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66. Corollarium 3.

Quidquid fit variabilis v, abfoluta, aut aliqua fun&io cojuspiam varia-
bilis abfolutae x, necefle eft, ut, dum variabilis abfoluta, ad quam fun-
@io y variabilis v relata fit, certa differentia augetur, v valorem aliquem
v+Av, et y certum valorem y* obtineat (19. §.): ficut ergo quaevis
data funtio y wvariabilis v alicui feriei formae Avé 4 Bvb 4 Cve4 Dvé 4 ete,
aequatur (63. §.); fic quoque debet differentia A y cujusvis datae fun&ionis
y variabilis v aequalis efle certae feriei formae wAv 4 SAV: 4 yA 3
4 8 A v* 4 etc., literis «, 3, y, d, etc. quantitates independentes
aAv, et per ipfam funftionem y ita determinatas defignantibus, ut fit

;<a—1 ‘\-!\—1 PR s ¢ sd=—x
2 i, AI\ + bbl +c CI\ +d DI\ + etc., quaevis vero
quantitatum e, 3, v, d, etc, ex proxime praecedente, nimirum 3 ex «,
5 ex 3. d ex v, etfic porro, eadem prorfus lege pofiit derivari, qua quan-
titas « derivatur ex funftione y (64. 65. §.).

67. Corollarium 4.

Ceterum per fe liquet, feries, quarum uni funétio y variabilis v, alteri
veco ejus differentia Ay aequatur (66. §.), feu illae conftent terminis nu-
mero finitis, feu in infinitam excurrant, valoris efle finiti, quamdiu ipfa
funétio y, et differentia Av vaniabilis v finita eff,

CAPUT
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NATURA ET INVENTIONE RATIONUM
DIFEE REN TI1.ALLEUM

68. DEriNITIO.

uantum variabile Z crefcens continuo aut decrefcens eo propius accedet
ad determinatum aliqguem valorem V, quo minor fuerit differentia inter
illud et hunc valorem: et fi haec differentia pofiit evadere minor data qua-
vis quantitate homogenea; erit V Limes feu Terminus quanti variabilis Z
crefcentis continuo vel decrefcentis.

69. DEFinITIO.

Ratio variabilis Z: X continno crefcens vel decrefcens ¢o propius accedet
ad aliquam determinatam rationem u:v, quo minor fuerit differentia inter
illam et hanc rationem: erit autem ratio determinata u:v Limes feu Ter-
sminus rationis variabilis Z: X crefcentis continuo vel decrefcentis, fi dif-
ferentia inter has rationes poflit evadere minor data quavis ratione.

70. Corollarium.
Ex (68. 69. §.) et natura rationum geometricarum facile colligitur
differentiam inter rationem variabilem Z:X et rationem determinatam u:v
pofle fieri minorem data quavis ratione, fi differentia inter exponentes

Z_ u > \ . :
et harum rationum fieri poteft minor dato quovis exponente, ad-

eoque rationem u:v exhibituram limitem rationis variabilis Z: X crefcen.
tis continuo vel decrefcentis, fi exponens prioris rationis fuerit limes ex-
pormentis rationis pofterioris.

71. Theorema.
Dato quanto P magnitudinis determinatae, et alio U, quod aequetur
Iii'f}'itf quanti variabilis Z continwo crefcentis vel decrefcentis ; erunt frafliones
P

Tl y Z
y = limites fraftionum varizbilivm ——, ——-
P U fi B D

Demon-
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Demonfiratio.

Necefle eft, ut extet differentia D, quae minor pofiit fieri dato quo-
vis quanto, et pro qua femper fit Z=U +D (68. §.), confequenter
Z U D P B PD

e Bl e i R g
: D Aghes Z U .
Caflu primo eft —- differentia inter —5- et — , eaque poteft fieri

minor data quavis quantitate u: cum enim per hypothefin poffit fieri D <<Pu;

; e PD i T
poterit quoque fieri 5 < u. Calu altero eft E"T_i_-—U'D differentia inter
) p
—E‘—et [ ° eaque poteft minor evadere data quacunque quantitate u:

nam per hypothefin poterit fieri D <= hincetiam PDuUD <U‘u,

P+ U’
. : P

eogque ipfo etiam UEU_DQ'U
72, Corollarium,

Si quantum U fuerit limes quanti variabilis Z crefcentis continuo vel
decrefcentis, deturque quodcunque aliud quantum horiogeneum P deter-
minatae magnitudinis; erunt rariones determinatae U:P, P:U limites ra-
tionum variabilium Z:P, P:Z (71.70. §.).

73. Theorema.

Si quanta U, V exhibeant limites quantorum varviabilium Z, X, cre/-

centium continuo, vel decvefcentium, [ew ambo crefcant fimul, vel decrefcant,

: s . Z
aut crefcente alterutyo decrefcat alterums ervit quotus v limes quoti =

Demonftratio.

Dari debent differentiae D, d, pro quibus femper fit Z=U+D, et
X=V +d, ita ut differentiae D, d pofiint minores evadere datis quibus-
lier quantitatibus homogeneis \()8 §.): habebimus igitur

Z _U+D U , +VDFUL
T
Hinc antem elucet, differentiam inter %et -{v- feu fit prior quotus
4
i . ; , : +VDFITd
major, few minor pofteriore, generatim efle ""T—-Fx s quae porerit
<y fieri
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fieri minor data quavis quantitate u. Cum enim poflit evadere D < ZuV,
d<§—g-%—:, d<3V, adeoque DV<#$uV?, dU<}uV?, duV < IuVz;
poterit etiam fieri DV+dU+duV<uV2: igitur a fortiori generatim
L : o =PV E=dU
e T ] 2 L — T3 el R
+DVFdUFduV<uV?, hinc vV Eav <u
74. Corollarium.
Cognitis limitibus U, V duorum quantorum variabilium Z, X; erit
ratio U:V limes rationis variabilis Z:X (73. 70. §.).
75. Theorema,

Datis quibuscunque quantis fimitis P, Q, R, S, T, etc. independentibus
a quantitate variabili w, poffibilis erit valor hujus variabilis, pro quo fieret
Pw>Qw’4Rw? 4 Swt+4 Tw+ ete., exiffente P quanto pofitivo, quidquid
[int reliqua quanta.

Demonftratio.

1. Conftat, quantitatem variabilem w in determinatione productorum
Pw, Qu? Ruw?, etc. inftar certi numeri confiderari poffe, qui nimirum aeque-
tur exponenti rationis ejusdem quantitatis ad quantitatem pro ipfius men-
fura aflumtam,

2. Porro certum eft, quovis quat;to finito majus effe poffibile; et,
datis duobus quibuscunque quantis M }>v, polfiibilem efle numerum inte-
grum n aequalem denominatori partis aliquotae M{ quanti majoris M,
quae minor fit quanto v.

3. Iam vero‘pro pofitivo quanto P fupponi poflunt reliqua omnia qaan-
ta Q, R, S, T, etc. effe pofitiva: fi enim in hac hypotheli fieri poteft
Pw>Qw*+Rw34-Sa*+etc.; poterit id a fortiori eo cafu fieri, quo ali-
qua quantorum Q, R, S, T, etc. fuerint negativa. Quomodocungue autem
dicantur crefcere, vel decrefcere, aut alterne crefcere et decrefcere quanta
finita P, Q, R, S, T, etc.; femper erit poflibile quantum Z majus fingulis
his quantis (2), pro quo idcirco fieret.

Z (@ + &+t 4 ete.) > Qo*+ Rw? +Sw* 4 ete.
4. Pro quovis porro numero @ (1) eft Z o >Z (w* +w’+w*+ etc.)

Zx’ Qw4 Re? + Sw* +ete., ob (3).
Volumen L E 5. Cum

(1 —w), hinc :

—_—
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5. Cum igitur poflibilis debeat efle numerus w=ZX, pro quo fieret
: Zw?
Po(P4+Z)w ob(2), hincPe > &; deberet effe pro eodem numero

etiam Pw > Q * +Rw? +Sw?* 4 etc., ob (4).
76. Corollarium r.

Pro quibuslibet quantis finitis », M, N, O, etc, independentibus a
variabili w poffibilis eft valor hujus variabilis, pro quo fumma M w4 N «?
+Ow?+ etc. minor fieret dato quomodocunque parvo quanto %, nimirum
pro illo numero, pro quo effet xw>Muw* 4N w? 4 O w?+ ete. (75. §.)-

77- Corollarium 2.

Afflumto quoque indeterminato numero integro pofitivo r fieri poterit
Por>Qa t 4 Rw >4 Sa'* 3+ etc. pro certo valore variabilisw (75.§-)»
Hinc autem facile perfpicitur, cur fit impofibile, ut pro quantis K, L, M,
N, etc. finitis independentibus a variabili w, et pro quovis poffibili valore
hujus variabilis, fumma Koo'+ Lo 4+ Mo t? 4+ N 74 ete. fit valoris
pofitivi aut negativi, quin primus terminus K« habeat valorem pofitivum
vel negativam.

78. Corollarium 3.

Fun&tio Mw+4 Nw?+Ow?4etc. =F eft differentia inter U etU+4F ¢
quodfi ergo U, M, N, O, etc. fint quaecunque quanta finita independentia a
variabili w, quae continuo decrefcere cogitetur; erunt quantum U et ratio
U: 1 limites, ad quos fun&io U+F et ratio (U+4F):1 eo propius acce-
dent, quo magis decreverit w (76. 72. §.)-

Scholion 1.

Quod hic fatum eft, in fequentibus conftanter obfervabitur, quanta
nimirum, quae nonnunquam heterogenea efle videntur, inter fe compara-
buntur: fic generatim differentiae omnium fun&ionum variabiliumque abfo-
lutarum inter fe erunt comparabiles, licet eae quanta heterogenea, puta
lineas, fuperficies, folida, tempora, celeritates, etc. exprimere videantur.
Quaelibet nimirum funétio y , ejus differentia Ay, et differentia A x varia-
bilis abfolutae, ad quam illa cefertur, cenferi poteft exhibere exponentem
rationis geometricae quanti, cui ea deberet aequari, ad quantum pro ipfius
menfura aflumtom, quo ipfo omnes expreffiones pro y, 4y, A%, ut numeri
abftracti, redduntur inter fe comparabiles.

Scho-
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Scholion 2.

Pari prorfus ratione poteft demonftrari, pofiibilem efle valorem varia.
bilis w, pro quo et dato quovis numero integro pofitivo m, quibuslibet quo-
que quantis pofitivis K, L, M, =---U, V, fiat 0" >Kem™* 4 Loym—?
+Mum~ 34 -=~Uw+V. Poflibile et enim quantum Z majus fingulis
quantis K, L, M, - - - U, V feorfim fumtis, pro quo idcirco, pofita fum.
ma Ko™ *4Laom™? 4 = =« == Unw+4V=S, fieret Z(w™~* 4 gu—?*

z m.__
Fum™If - - = + o'+ w°) >§: igitur etiam (4:—— I—l—)ps, et a for-
tiori j_‘i“l >S. Quare, cum pofiit fieri w>Z+ 1, hinc wm:_,wzji :

poterit etiam fieri »™ >S.

79. DEFINITIO.

Sit y quaecunque fun&io variabilis abfolutae x, et Ay ejus differentia
debita differentiae Ax (4. §). Poffibile eft, ut, differentia Ax continuo
decrefcente (15.§.), ratio Ay:Ax eandem perpetuo valorem retineat,
(e.gr.fi fit y=—=ax, hinc Ay=alx,et Ay:Ax=—=a:I): verum plerumque
fiet, ut eo cafu ratio Ay:Ax continno mutetur, crefcat nimirum, vel de-
crefcat, Ratio conltans, cui ratio A y:Ax differentiae funétionis y ad dif-
ferentiam variabilis abfolutae x, ad quam ea funftio refertur (4. §.), per-
petuo manet aequalis, vel, fi haec ratio fit variabilis, limes, ad quem ratio
Ay :Ax, differentia Ax continuo, decrefcente, propius femper et propius
acceflerit, vocabitur Ratio differentialis funtionis y, cujus exponentem
figno ¢y exprimemus. Methodus inveniendi rationes differentiales fun-
&ionum eft Calculus differentialis.

go. Corollarium 1.

Quantitas conftans C pullius rationis differentialis eft capax, quocirca

ponetur hujus exponens sC=o (16. 79. §.).
81. Corollarium 2.

Cum y=x det Ay=—Ax, hinc Ay:Ax=1:1; patet, 1:1 effe
rationem differentialem variabilis abfolutae x, ejusdemque exponentem
eX=1 (79. §0

82. Corollarium 3.
Si differentia alicujus fan&ionis u relatae ad variabilem ablolutam x

ita dependeat a differentia Ax, ut procertis quantitatibus finitis P, A, B, C, etc.
E 2 inde-
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independentibus a Ax fit Au=PAx+AAx*+BAx3 - CAx* } etc.
(66. 67. §.), hine Au: Ax=(P 4+ AAx+BAx*4+CAx>+etc.) : ¥; eritP:x
ratio differentialis fanétionis u, et ejus exponens eu=P (79. 78. §.).

83. Theor¢ma.
Cuivis funffioni y velatae ad variabilem abjfolutam x debetur aliqua rva-

tio diffeventialis, cujus expomens ey aequalis eft quantitati finitae per ipfam
Juntionem y certa lege determinatae.

Demonfiratio.

Quidquid fit fan&io finita y variabills ablolutae x, neceffe eft, ut extent
quaepiam quantitates «; f3, v, d, etc. pariter finitae per ipfam funtionem y
certa lege determinatae, pro quibus fieret (66. 67. §.) Ay—=aAx+4pAX?
+yAx?4 dAx%4 ete.: igitar ey—e« (82. §.)-

84. Corollarium 1,

Quaelibet funftio z valoris finiti relata’ad variabilem abfolutam x ita
debet effe comparata, ut ejus differentia Az pro quibusdam quantitatibus
finitis k, 1, m, etc. independentibus a Ax atque per ipfam funétionem z
perfefte determinatis aequetur feriei szAx4+kAx*+1Ax3+m Ax*4ete.
(83. §))-

85. Corollarium 2.

Quamobrem, {i &2z fuerit valoris pofitivi vel negativi, indicio id erit,
etiam Az—=ez Ax4kAx*41Ax34m Ax*4 ete. pofitivi efle vel negativi
valoris (84. 7}". §.): cum igitur fit A z=2*—2z, adeoque z' >z vel z' <z
pro pofitivo vel negativo valore exponentis ez; necelle eft, ut funftio z,
crefcente variabili x, crefcat vel decrefcat, prout ez eft pofitivi vel nega-
tivi valoris (20. §.). '

86, Corollarium 3.

Pro y—Ax*4Bxb 4 Cx¢ + etc. effet «a—a Ax*~* 4 bBx?~*
+cCx¢~* 4 etc. et ideo etiam ey:r—aAx*~*4bBxP~*4cCx°~* 4 etc.
(83. 66. §.)

87. Corollarium 4.

Sed etiam denotante v quamcunque funétionem finitam variabilis abfo-
lutae x extabunt certae quantitates finitae P, Q, R, etc. independentes a
Av, pro quibus differentia cujuslibet funétionis v datae per variabilem v fie-
ret Aur=PAv+4+QAv: +RAVI+4+SAv? 4+ etc. (65.67.§): cum igitur

Av
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Av aequetur alicui feriei evAx+kAx*41Ax34ete. (84. §.); patet, de-
bere dari alios finitos coefficientes M, N, O, ete. independentes a Ax, pro
quibus ob (34. §.) fieret Au=PevAx+MAx*+NAx?4O0Ax*+etc.,
et ideo su=Pev (82: §--

88, Corollarium 3.

Pro us=Av*4Bv"4 Cvc4 etc, et quavis funétione v -variabilis abfo-
lotae x effet Pe==aAv®*~*4bBy>~* 4 ¢cCyc~* 4 etc., et su="Psv
(87.66. §.)-

89. Corollarium 6.

Hinc generatim ‘pofflumus ftatuere, exponentem rationis differentialis
cujusvis functionis @ datae per variabilemz, fi ejus differentia pro certis
quantitatibus p, q, r, s. etc. independentibus a Az fit AQ=pAz-+qAz?
4rAz’4sAz34 etc., debere effe eQ—=pez, ita ut exponens sz aut
unitati, aut alicui quantitati finitae aequetur, prout eft z aut yariabilis
abfoluta (4. §.), aut certa funétio alicujus variabilis abfolutae (83. 87- §-)-

go. Theorema,

Exponens vationis differentialis produtli CZ ex quacunque funtlione Z
variabilis abfolutae x in guantitatem confiantem C aequatur produlfo ¢x. eX-
ponente rationis differentialis funfionis Z in eandem conflantem C,  [eu eff
§.CZ=CeZ, '

Demonfiratio.

Et enim A.CZ=CAZ (21. §.) =CeZAx+ CkAx>+ClAX

+CmAx* 4 ete. (84. §): igitur 6.CZ=CeZ (82. §.).
91. Theorema.

Exponens rationis differentialis fummae 7 +C quantitatis conflantis C et
cujuscunque funtlionis Z relatae ad variabilem abfolutam x aequatur expo-
nenti rationis differentialis ejusdem funfionis Z, fen eft ¢ (Z+C)=¢Z.

Demonfliratio.
Cum fit A(Z4+C)=AZ(21.§.) = eZAx+kAx2+41Ax3 + mAx*
+ etc. (84.§); debet effe e(Z+4C)=¢Z (82. §.).
g2. Theorema,
Exyponens rationis differentialis fummae plurium funfionum P,Q,R,---Z

unius variabilis abfolutae x aequatur fummae exponentium rationum differen-
E 3 tialinm
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tialium [ingulis his funfionibus debitasum, feu ¢ff s (P+Q+R4¢---42)
= sP+:sQ+eR+=---cZ
Demonfiratio.

Per (22. §.) fieret AP+ Q+R+-~---+Z =AP+AQ+ AR
4- - -4 AZ: igitur pro certis quantitatibus K, L., M, etc. independen-
tibus a Ax deberet fieri A(P+Q+R+---+2Z):=(eP4+:sQ+zR+ - -~
+eZ)Ax+KAx2+ LA+ MAx*4-ete. (84. §.), eoque ipfo s(P+Q
d-e-t Z=eP+eQ+ ---+¢eZ (82. §.).

93. DErINITIO.

Quam in (79. §.) definivimus, vocetur prima ratio differentialis fun-
&tionis y relatae ad unam variabilem ablolutam x: tam fecunda ratio diffe-
rentialis funftionis y fit aequalis primae rationi differentiali exponentis
primae rationis differentialis funftionis y: et fic generatim quaevis mi¢a
ratio differentialis fun&ionis y aequetur primae rationi differentiali expo-

nentis proxime inferioris, pimirum (m-—1)efimae, rationis differen.
2 3 T rir

tialis funétionis y, ita ut, fignissy, ¢y, sy, - - ~ ey, ey denatantibus
exponentes rationum duﬂ’erenttalmm, pnmae. fecundae, terme, et fic
z I

porro, fun€tionis y, fit sy_.s ey'; sy._.s Ey; === sy=s. e)‘

94. Corollarium,

Concefla methodo inveniendi exponentem primae rationis differentialis
cujusvis affignabilis fanftionis, habebitur eo ipfo methodus determinandi
exponentes rationum differentialium omnium ordinum (g3. §.).

Scholion.

Attendat ty;o. ne exprefliones zy, £y®, €.y" inter fe confundat:
Expreflic enim ey denotat exponentem nige rationis differentialis fun-
€tionis y: = y" autem tantandem ac (ey)" fignificat, nimirum nitam po-
tentiam exponentis =y primae rationis differentialis funétionis y: et e.y"
idem, quod =(y"), indigitat, nimirum exponentem primae rationis diffe-
rentialis ntae potentiae fun&tionis y. Quod autem ad fignum & generatim
adtinet, cenfebitur id illam duntaxat totam quantitatem afficere, cui imme-
diate fuerit praefixum, mullo interjeto figno, aut punéo interpofito: fic
e. gr. expreflio .z ey denotabit exponentem primae rationis differentialis
funtionis per zey expreflae; contra £z sy denotabit produftum ex ex-
ponentibus €z, ¢y rationum differentialinm debitarum funétionibus z, y.
Sic
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Sic quoque ¢.z\/(1—22) exprimit exponentem rationis differentialis fun-
&ionis z (1—2z2), et ez (1—2z2) denotat produftum ex exponente
sz rationis differentialis funftionis z in funétionem /(1 —z32).

95. Theorema.

Exponentes €y, €z rationum differentialium funBlionibus aequalibus
y=Y +A, z=Z+B unius variabilis abfolutac x debitarum debent et inter
Je aeguales.

Demonfiratio.

Quidquid fint conftantes A, B; eritey=—ecY, ez=—¢Z (91.§.), et
Ay=Az, fi et y=2z(23.§.): pro certis coefficientibus k, , m, - - -
K, L, M, etc. independentibus a Ax; erit ergo eyAx+kAx® +1Ax3
+mAxttete. mezAx+KAx24LAXIFMAx*4-ete. (84. §.), quod
eft impoflibile, quin fit ey=ez (29. §.).

96, Theorema,

8t vero partes variabiles Y > Z duarum funfionumy =Y + A, z=7+B
unius variabilis abjolutae x fint inaequales, quidquid [int partes confiantes
A, B; erit exponens rationis differentialis funftionis y habentis majorem par-
tem variabilem, major exponente rationis differentialis alterius funtlionis z
simirum ey > sZ.

Demonfiratio.

Suppono partem variabilem in quavis funtione y et z a parte conftanti
perfette cffe feparatam, ita ut e.gr. in fan&ione y refoluta in feriem (63.S.)
A denotet fummam illorum duptaxat terminorum, qui carent variabili X,
et Y exprimat fummam reliquorum terminorum completentium variabi-
lem x. Sic fi ellet y=—=Y 4 A=(a+x)>+2b, cum fit (afx)2=a*+2ax
+x*; dcberet efle pars variabilis Y= 2ax4-x2, et pars conltans
A—a>42bh.

Hoc praemiffo manifeftum fit, non pofle effe Y>> Z, nifi detur tertia
aliqua funtio X variabilis x, pro qua fit Y:=Z+X: igitar e Y=eZ+&X
(92.§-), hinc eY>62Z, et sy>¢z (gr1. §.).

97. Corollarium 1,

Quoties exponentes ey, ez rationum differentialium debitarum duabus
fanttionibus y, z unius variabilis abfolutae x inter fe aequales fuerint; to-
ties debebunt eflfe etiam aut integrae funétiones y, z, aut faltem illarum

partes
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partes variabiles inter fe aequales (96.'S.): eapropter eft abfolute impof-
{fibile, ut’ detérminatus quispiam exponens rationis differentialis pluribus
fantionibus refpondeat, quarum partes variabiles, non forma duntaxat,
fed etiam magnitudine a fe invicem differant.

: g8. Corollarium 2.

Si vero’ exponentes £z > ey duarum rationum differentialium debita-
sum funtionibus z, y unius variabilis abfolutae x fuerint inaequales; erit
iim;que Par's variabilis fun&ionis z, cui major exponens refpondet, major
parte variabili alterius funétionis y __(95. g6. §.): et ideo eft abfolate im-
po{'ﬂ'bile,‘ at certa fun&io plures rationes differentiales recipiat, quarum ex-
ponentes, non tantum forma, fed et magnitudine a fe invicem dii‘crepfn-t.

99. DEFiNITIO,

Si y=2 fit aliqua funétio variabilis z (e. gr. y=—1—22), poterit
quoque Z fpeftari inftar certae funttionis z=Y variabilis y, quae per
aequationem y=7 eft determinata (in affumto exemplo erit ea funétio
z-——\[(i—}'))= detérminatio funéionis z = Y variabilis y per funttio-
pem y=—2 variabilis z vocari poteflt inverfio funtlionis y.

100. Corollarium.

Si data quaecunque funtio y =7 variabilis z inverfa generet funftio-
nem z:=—7Y variabilis y; erit y refpe€tu funftionis z'=Y aut variabilis
abfoluta, aut aliqua funftio cujuspiam variabilis abfolutae X, prout fuerit z
relpettu funtionis v =7 vel variabilis abfoluta, vel certa funétio variabilig
abfolutae x (99. 4. §.): erit quoque fun&io y=72 ita connexa cum fun-
Gtione z=Y, ut, dom pro quopiam valore v variabilis z ejus funttio
v—7, certum valorém V induerit, valore V tributo ipfiy, tanquam guan-
;itatti variabili, ejus funétio z:=Y valorem v debeat obtinere (99. §.).

101.' Problema,

Si data quaccungue funio y:=7. variabilis z invertatur, ut z=Y fiat
certa funflio variabilis y (99. §.); determinare relationem titer  expo-
nentes vationuwm diferentioliom, datae  funioni y= Z variabilis z,
et alteri per dllius inverfionem obtentac funflioni z=Y variabilis

v, debitarum.

Solutio.
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Solutio.

r. Sit y=—A2z*+4+Bz%4Cz2° 4 etc., unde per inverfionem (99. §)
nafcatur z==PyP+Q yi4Ry" +etc. (63. §).

2. Erit ey=(aAz*"" 4 bBx® *4cCz" "+ etc.) ez, et ez
=(pPy?~*+qQy1™*+rRy """+ etc)ey, ubierit ez=1 in prima, et
ey =1 in {ecanda exprellione, {i z in fun&ione y (#), adeoque y in fun-
&ione z (r) fuerit variabilis abfoluta (zco. 86. 88. §.).

3. Ponamus autem, affumta utcunque parva quantitate e, variabilem y
in funtione z (1) abire in y+e, ipfam idcirco funétionem z in (1) capere
incrementum E=(pPy? "+ qQy¥ "4 rRy*" "+ etc.)e ke 4 |¢*
4+ me#* 4 ete. (65. §.).

4. Quodfi jam z4E fumatur loco z in fun&ione y (1); debebit fun-
@io y in (1) ob (100. §.) capere incrementum e, nimirum abire in y+e
ficut z in (3) fapponitur abire in z4E: incrementum hoc e fun&ionis y
in (1) erit ergo per (65. §.) e=(aAz*~"4bB2z>""+cCz~"+etc.) E
4 BE24yE3 4 ete.

5. Ex (3) per (32. §.) elucet, quamvis nfam potentiam incrementi E
aequari alicui polynomio formae generalis @ e"4Ker+*4Len+2 4 ete,
pro Q=pPy? *+4qQy? ™ *+rRy" " *4etc.: fi igitur potentiae E, Ez E3,
K%, etc. per ejusmodi polynomia determinatae in (4) fubftitui cogitentur;
debebit inde pro certis coefficientibus f, g, h, etc. independentibus ab e
nafci aequatio e==(aAz*~*+b sz“‘+ch°""+etc.)(pPyl""‘+q Qya—«
+rRy""* 4 etc.) e4fe*+ge’fhe* 4 etc., quae per e divifa dabit ob
(24.§) 1 =(@Az*"*4bBz*~"4cCz~"+etc) (pPy*—* 4 qQya—*
+rRy"™™*+ etc.), unde et ex (2) elucet quaefita relatio.

103. Corollarium.

Quoties fuerit s y==« ez exponens rationis differentialis fun@ionis y

datae per variabilem z; toties expnmet-ezz—:—’-exponentem rationis dif-

ferentialis fan&ionis z variabilis y, quae per inverfionem ex data fun@ione
¥y variabilis z poteft obtineri, ita ut, fi fuerit ez=1 in ey==wez ob fun-
Etionem y relatam ad variabilem abfolutam z, debeat etiam effe ey=I in

ez'-::f;z ob funftionem z relatam ad vafiabilem abfolutam 'y (100,

1o1. §.).
Felumen I F DEFI-
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103. DEFiINITIO.
Differentiatio datae funtionis y eft determinatio illius rationis diffe-
rentialis dependens ab inventione exponentis ey (79. §.), quem deinceps
nomine exponentis differentialis intelligemus.

104. Problema.

Diffeventiare funitionem formae y = Az* + Bz> % Cz< 4 etc. pro qui-
buslibet corfficientibus A, B, C, etc. et expouentibus a, b, c, etc. rationalibus
et irrationalibus , quavis item variabili z, abjfoluta Jit, aut aliqua funtlio
certae variabilis abfolutae x. (4. §.).

Solutio.

Multiplicentar finguli termini per exponentes potentiarum variabilis z
in iisdem contentarum, ipfis autem potentiis fubftituantur potentiae uno
gradu inferiores, tum totum ducatur adhuc in exponentem &z rationis dif-
ferentialis variabilis z; erit quaefitus exponens differentialis (103.§.) ey
=(aAz*""4bBzb" 4 cC2¢"* 4 etc.) ez, pro eéz=1, fiz el varia-
bilis abfoluta (86. 88. §.).

105. Problema,

Differentiare funionem y=7X acqualem produllo ex duabus funflfio-

nibus Z, X unius variabilis abfolutae x.

Solutio.
Multiplicetur exponens differentialis cujusvis faforis feorfim fumti per
faftorem alterum; erit fumma produftorum aequalis quaefito exponenti
differentiali £y (103. §.), nimirum Zs X +XeZ=:sy.

Demonflratio,

Si variabilis abfoluta x, sd quam ‘funétiones Z, X funt relatae, augea.
tur differentia Ax; abibit fun&tio y—=2ZX in y'=(Z+AZ) (X+ AX), erit-
Que Ay =ZAX 4+ XAZ+ AXAZ (19 20. §.). Si ergo fumantur
feries differentiis AX, AZ aequales per (84 §.); debebit pro certis coeffi-
cientibus &, B, v, etc. independentibus a Ax fieri Ay—=(ZsX+XeZ)Ax
+aldx?+4BAx4yAx24 etc., hinc ey=ZeX+XeZ (82. §.)

106, Corollarium 1.
Si funtio u=PQR - - - U aequetur produdto ex fun&ionibus P,

Q, R, =« - U numeron, et y=PQR - - - UV fit produftum ex fun-
&ionibus



CARUTY 11 43

Eionibus numero n41; erit ey—e. PQR-=- -UV=PQR---UeV
4+Ve.PQR- = - U (105.§): quare, fie.P,Q, R, - - - U fupponatur
aequari fummae produftorum ex exponentibus differentialibus fingulorum
factorum P, Q, R, - - - U in omnes reliquos faftores, debebit ¢y aequari
fummae produtorum, quae nafcerentur, {i exponens differentialis cujusvis
fanétionis P, Q,R, -~ - U,V feorfim duceretur in omnes reliquas
funttiones.

107. Corollarium 2.

Hinc (106. §.) et ex (I105. §.) per (31. §.) fequitur generatim, ex-
ponentem differentialem producti ex quotcungque funétionibus aequalem efle
fummae produftorum, quae obtinerentur, fi exponens differentialis cu-
juslibet functionis feorim fumtae multiplicaretur per omues reliquas
funftiones.

108. Problema,

Differentiare funttionem frallam y:% relatam ad unam variabilem

abjfolutam x. '
Solutio.

Subtrahatur produftum ex numeratore in exponentem differentialem
denominatoris a produfto ex denominatore in exponentem differentialem
numeratoris, et refiduum dividatur per quadratum denominatoris; erit
quotus aequalis quaefito exponenti differentiali (103. §), nimirum
VeU—-UeV

I

Yy =

Demonftratio.

Ob yV=U erit yeV+Vey=¢eU (95. 105.§.), unde facile elucet,

quod erat demonftrandum, .
109. Problema.

Differentiare logarithmum y=—1u [peffatum inflar unius Juntionis va-
viabilis u, abfoluta ea [it, aut aequalis cuicunque funitioni alicujus variabilis
abjolutae x.

Solutio.

Capto exponente differentiali variabilis u, dividatur is per ipfam va-

riabilem u, et gqmotus ducatur in modulum M {yftematis, ad quod logarith-

mus y=lu fpeat; erit produftum aequale exponenti differentiali loga-
F 2 rithmi
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rithmi y:=lu, qui petebatur (103. §.) nimirom sy= %‘1 M, vel ey

I\
—_—— uI fi u eft variabilis abfoluta.

Demontftratio.
In (35. §.3.n) per (41.§.), fumto modulo M pro A, et pofita variabili
u=1-z, hinc Aur=Az (21. §.), erit pro numeris ibidem determinatis
‘MAu BAuz , CA 1
B, C,D, etc., Alu=— S -4~ = ER u‘l + etc.; hinc s.lu =
Men
(89. §).

110. Corollarium 1.
Pro logarithmis naturalibus, quibus deinceps conftanter utemur, eft

modulus Mi=1(41.§.): igiter ey:alu"-—-"%‘-, vel elu= -'-;-: i u eft
variabilis abfoluta (109. §.).

111, Corollarium 2.

Si dati quicunque logarithmi fpetentur inftar quantitatum variabilium ;
poterunt per (110. §.) etiam logarithmi ]ogarithmurum facile differentiari.
Sic e. gr. y=Ilu dabit sy= si"-

lo ulu

»); et y=lllo dabit

y__i-‘.”l]__ En 3
" Iln —,ui‘"——-—u.“a, et ita porro.

112. Corollarium 3.
Quantitates vero exponentiales differentiabuntur per eadem praecepta,
£ capiantur illarum logarithmi naturales. Sic funtio y==a* dat ly=z1a,

SHtey i
hinc ?Zezla (95. 110, Qo. §.), adeogue £y=a"szla. Et fi in yi=ve
fint v, z duae quaecunque fun&iones relatae ad unam variabilem abfolu-

tam x; erit ly—=zlv, et yy __Z.:_v+ezlv (105. x10. §.), hinc ey
=zv:" evdviezly.
113. Corollarium 4.
Pro bafi e logarithmorum naturalium eft le=1; hinc e.e?==e*ez

(12, §.)

114. Co-
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114. Corollarium 3, ;

Cognito antem exponente differentiali logarithmi naturalis datae cu-
juscunque variabilis u, fi is dacatar in modulum aut logarithmorum vulga-
rium (43. §.), aut aliorum logarithmorum artificialiom, obtinebitur expo-
nens differentialis logarithmi vulgaris, aut alterius logarithmi attificialis
ejusdem variabilis v (1cg. 110. §.). )

115. Problema,

Confideratis [inu et cofinu arcus variabilis @ inftar duarum funtionum ejus-

dem arcus, invenive exponentes vationums diffeventialium iis fun@ionibusdebitarum.
Solutio.

Fun&iones ejusmodi habentur in (59. §.), et illarum differentiae in
(56. §. 6. n. §7.§. 2. n.): nimirum pro certis coefficientibus M, NG
p, q, T, etc. independentibus a A @ debet effe A Sin@=A ¢ Col® +MAD*
NA®*+ OA@*+ etc., et ACof@=—A@ Sin P+pAo>+qA@>+radt
+ etc. Quidquid fit ergo @, variabilis abfoluta, aut funtio quaecunque
alicujus variabilis abfolutae; erit per (89. §.).

eSin@p=cPCofl®. &Cofl=—2ePSinQ.
116. Corollarium 1.

Cam fit Sin v §=1—Col @ et Cofv@p—=1—Sin@; obtinebimus per
(91.115. §.) fequentes exponentes differentiales:

sSinvP=c@Sin®. eCoflvP—=-=sPCol@P. ~

117. Corollarium a.
Sin @
Col@

debebit igitur efle.
eQ

§ Tang@:E;W:e@Sec Qz.

& Cot @*_“S;;Eg; =——¢& @ Cofec @2,
118. Corollarium 3.
Denique eft Sec = Cof~*, et Cofec @ =Sin§~*: per (104.115.§.)
inyeniemus ergo

Si
¢ Sec  — E%ﬁl1;f=e¢Tang_¢Sec¢.
—s@Cofl
—_S’-i-nT‘;-‘-’i_—_-- s @ Cot @ Cofeg @

F3 119. Co-

Eft porro Tang ¢ = S etACot@zi-?i—:%: per (%¢8. 115. S.)_

&Cofec @ =
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119. Corollarium 4.

Hatenus fpeftavimus finus, cofinus, finus et cofinus verfos, tangen-
tes, cotangentes, fecantes, et cofecantes arcaum variabilium @ inftar to.
tidem funtionum horum arcoum, quo cafa erit ubique in praecedentibus
e@=—r1, fi @ nulli funétioni alicujus variabilis abfolutae aequetur, fed fit
ipfa variabilis abfoluta: fi ergo illae funftiones cogitentur inverti, ut ex
iis nafcantur funtiones exprimentes arcus @ per ipforum finus, cofinus, ete,
(99- §.); obtinebimus pro his novis fun€tionibus per (102. §) ex (115, 116,
117. 118. §.) fequentes exponentes differentiales:

AR T L
3. 00 =G0 4 co=—"gr?.
7 ep =il 80 =—

120. Corollarium 3.

Si @=Arc Sinz, vel @==ArcCof z denotet arcum circuli, cujus
finus vel cofinus fit z; erit Sin @i=z et Cof =y (1 —2z?) cafu prime,
vel Cofl@=2 et Sin p=y(1—2z*) cafu fecundo: ob (119.§. 1. 2. n.)
erit igitur
((:—i"/TJ sArcCoI'z:\{;Zl_—E:Z-j-

121. Corollarium 6.

Si vero = Arc Sinvz vel ¢:=ArcCof vz fignificet arcum, cojus
finus vel cofibus verfus eft z; erit Sin v @:=z et Sin =y (2z—12z2)
cafu primo, vel Cofv =z et Cof §=y(2z—2z%) cafu altero: per
(119. §. 3. 4. n.) obtinebimus igitur

g Arc Sinz =

. E£Z —
B.QFCSLHVZ_.?-—(;?Z—:;‘T' EAI‘CCO{\FZ.—W;;—)"
122. Corollarium 7,
Si porro @=ArcTangz vel @=—ArcCotz exprimat arcum, cujus
tangens vel cotangens eft z; erit Tang@=z et Sec Q> ==1-+22 cafu pri-

mo,
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mo, vel Cot 9=z et Cofec §>=1+4 2> cafu fecundo: debet itaque efle
per (119. §. 5 6.n.)

¢ Arc Tang z = e

l+z’-'

EZ

‘I—“—f-_’::?. §ArcCot z =

123, Corollarium 8.

Si denique @=ArcSecz vel @=ArcCofecz denotet arcum, cvjus
fecans vel cofecans eft z; erit Sec@ =2z et Tang @ SecP—=zy (1—2*)
cafu primo, vel Cofec @ =z et Cot @ Cofec @:=2z(1—22); igitur per
(119. §. 7. 8. n.) fiet. _

&EZ —eZ
g ArcSec.z = T s ArcCofec z --NT__‘“Z;)

124. Problema.

Dato exponente primae rationis diffeventialis’ certae funfionis y, inve
nire exponemwtes quarumvis altiorum rationum differentialium ejusdem fun
ftionis.

Solutio.

Dato ey =P, quaeratur e.ey =g P exponens primae rationis differentialis
fundtionis datae P; erit szy=sl’ exponens fecundae rationis differentialis fun~
&ionis y : invento :ym P—=Q, quaeratur ¢ .:ysz exponens pfimae rae
tionis differentialis fanétionis Q; erit 3ey::weQ exponens tertiae rationis

» * 1e . . - & o *
differentialis fon&tionis y : et generatim cognito exponente sy==2Z ntge ratio-

nis differentialis fun&ionis y, quaeratur g.ey=—g7Z exponens primae ratio=
. . R T . . : Dy . i s
nis differentialis funétionis Z; erit ey=—e¢Z exponens proximae altioris

(n+ 1)¢fimae rationis differentialis funionis y (93. §.)-

125. Corollarium 1.

Com nulla fit fun&tio aflignabilis unius variabilis abfolatae, pro qua
exponens primae rationis differentialis ope praecedentium principiorum ne-
queat determinari; fufficient eadem principia ad inveniendos exponentes
omnium altiorum rationum differentialiam guaramvis funftionum unius va-
riabilis abfolutae (124 94. §.).

126, Co-
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126, Corollarium 3,
Dum fun@io y datur per ipfam variabilem abfolutam x, pro qua fit

: . ; 2. 3
sx=—1; determinabuntur omnes exponentes differentiales ey, ¢y, sy, etc.
per certas funttiones ejusdem variabilis abfolutae x, carentes exponente
differentiali sx. Generatim vero recipiet funftio y omnium ordinum ra-

tiones differentisles, fi ad nullam rationem differentialem devenire licuerit,
n

cujus exponens conftans fit: utprimum sutem exponense y alicujus ntae ra.

tionis differentialis conftanti ceipiam quantitati fuerit aequalis; erunt expo.

nte nta
nentes sy, sy, et fic porro altiorum rationum differentialium aequales

nihilo (124. 80. §.). Sic e. gr. funftio y = —--; dabit ey =— Iz. ; »
X
6 ;
:1‘; :y::-'— ~ 1 fic porro: fun&io y = x* vero dabit sy
2 3 A §
=3x2; cy=6x; ey=—6; ey=—o, ey:t=o, et ita porro,

|

127. Corollarium 3.
Si pro fun&ione y==Az'+4Bz'+Cz°+ - - - 4 PzP 4 etc, deter-

z
mines ey, ey per (124.104. §.), eadem dein lege, quam coefficientes
m

2
et exponentes in ey, sy fequuntur, exprimas exponentem ey mtae ratio-
: SN : S
nis differentialis fun&ionis y, et hinc per (124. 104. §.) elicias ;l}';
invenies hunc quogue exponentem illi legi fubjacere, unde idcirce per

r
(31. §.) concludes, exponentem sy cujusvis réae rationis differentialis
debere effe

4+b(b—1)(b—2) - - = (b—r+ 1)Bzb—r
+eclc—1(c—2) - - - (ec—=r+)Cez~"

t.——
cy= T g Lt o T e

( ala—1)(a—3) =« - (a=—r41)AZ""

- — — — — — — —

(+ p(p—1)(p—2) - - - @—r+NP2P"!
-+ etc. etc.

128. Corollarium 4.
Ubi vero fun&io y differentianda data fuerit aut per unamn variabi.

tem z, aut per plures variabiles z, u, v, quae totidem funétiones unius
varfa.
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wvariabilis abfolutae x exprimant, debebuntn\pﬂnentes differentiales varia-
bilium z, u, v inftar totidem funftionum variabilis ablolutae.x trafari, quo

fiet, ut non modo primi exponentes differentiales ¢z, eu, ev, fed etiam
3 3 5 3 = 3 s A

altiores, ut & z, &2z,etc. in exprefliones pro ey, sy, ey, etc. ingre-
1 : 2 a . 2 P

diantur, Sic funftio y=2z2 dabit ey—=22¢z (104 $);' ey=zzez

3 3 2 W

26z* (124. 105.§.); ey =2zsz +6sze2z (124 Q2. 105. 104. §.),
2 2

et ita porro: funétio y=uv dabit s\":'uev+\ gu (105.§.); sy=us

u

v

(8]

2 3 3
+veud2cuev (124. 92. 105. §.); &‘-—‘Llf\-l-\‘u—i-;&'llé\ +3eveu
(1:4 Q2. 105. 104. \)} et ifa porro: funtio autem y—ux*, in qua e
s variabilis abfoluta, ]1Im: £X=1, dabit e y—eux?4 2 x0'(105. 104. \‘
3

oo

s yi=—2 u+4\su-{-\- su (124. 92 1035. 104 §.); .sy.-_éeu+6 X -u+\"e'
(124. 92. 105. 104. §.), et fic porro.
129. Theorema,

Si, datis quantis Z, X determinatae magnitudinis, et duobus aliis U,V
variabilibus , quorum quodvis poffit fieri minus guovis dato quanto, pro qui-
buslibet valoribus quantorum U, V fuerit Z>X+ U et fimul Z < X+V;
evunt quanta Z, X inter fe aequalia

Demonftratio.

Impofiibile eft, ut fit Z >X4U et fimul Z=X—V velZ< X+ V:
fi enim et Z<X—V; debet effe a fortiori Z< X, et Z4X4+U: Si
porro et Z>X+4U; erit a fortiori Z> X; hinc, quia quanta Z, X fint
determinatae magnitudinis, extabit quantum tertiom D magnitudinis pari-
er determinatae, pro quo flat Z—=X+D: cum autem, per hypothefin
poffit fieri V<D, poterit etiam fieri X+ V<Z, eoque ipfo eft impofli-
bile, ut, exiftente Z>X4U, fit fimul Z<X+V pru quibuslibet va-
loribus quantorum variabilium U, V.

Vi theorematis habebimus igitur binas fequentes conditiones pofibi-
les, arque ex his evidenter poteft demonftrari abfoluta neceflitas aequalita-
tis quantorum Z, X.

L Z>X—U etfimul Z< X+V.
I Z>X—U et fimul Z< X—V.

Volwmen' T, G Si
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Si enim quanta Z ,'X non effent aequalia; deberet effe Z > X, vel
Z < X, quorum utrumque pugnat cum affumtis conditionibus. Nam pro
Z >X abfurda effet conditio fecunda in (I1), extaretque differentia Z— X
=D determinatae magnitudinis, pro qua fieret Z==X+D, hine D<= V
ob fecundam conditionem in (I): igitur, com per hypothefin pofiit fieri
V<D, poffet efle D<€V et fimul D>V. Porro pro Z< X eflet
X:=Z+D pro certo quanto D determinatae magnitudinis, hinc Z—=X—D,
et ideo DU ob primam conditionem in (I) et (II): quare, cum per
hypothefin pofiit fieri U<tD, poffeteffe U<D et fimul UsD.

130. Corollarium r.

Ex hoc principio generali methodi exbauftionis antiquorum fequitus
aliud principium analyticum, quod infignem habet ufum in plurimis difqui-
fitionibus maximi momenti: fi nimirum Z, X, P, Q, R, - - - p, q, r, etc,
fint quanta independentia a variabili w, fityue pro quovis valore fujus
varizbilis Z> X + pw+qw>4rw’ +etc., et fimul Z<X 4P w+Q o
+R w3+ etc.; debebit effe Z—=X (76. 129. §.).

131. Corollarium 2z

Quamobrem , {i differentia Ay certae funétionis y relatae ad variabi-
Iem abfolutam x ita dependeat a differentia Ax ejusdem variabilis, ut pro
certis quantitatibus E, F, G, - - - ¢, f, g, etc. independentibus a Ax et
quovis poffibili valore differentiae Ax (15. §.) debeat effe Ay>XAx
+edx* 4+ fAx? 4 gAx* + ete. et fimul Ay<XAx+EAx*4FAx3
+GAx*4 ete., quia eo ipfo debet etiam fieri sy> X4 (e—k)Ax
+ (f—DAx2 4 (g—m)Ax34etc., et sy <« X+ (E—k)Ax+(F—DAx2
+(G@—m)Ax’+tete. (84. §.); erit sy = X exponens differentialis fun-
&ionis v (130. §.), cui ey=—=Xex poterit fubfitui (81. §.)

132. Corollarium 3.

Huic principio (131, §.) innititur methodus quaerendi exponentes dif-
ferentiales funétionum incognitarum, qua in fequentibus frequenter utemur;
quacuenque vero methodo, hac aut alia fimili, determinatus fuerit exponens
differentialis ey, debebit is fumi cum fignis contrariis, fi conftet, funétio-
mem y decrelcere, crefcente variabili (18. 79.).

133. Dx-
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133. DEFINITI O,

Quantitates variabiles u, v dependent a fe invicem i quoties altern-
tra ipfarum mutatur, ex hac mutatione certa mutatio in alteram redundat:
quodfi autem quantitates u, v tales fint, ut quaevis ipfaram poflit mutari,
q__uin ideo etiam altera mutari debeat, erunt eae independentes a fe invicem.

134. Corollarium r.

Quaevis duatum a fe invicem dependentium variabilium u, v poteft
{pe€tari inftar certae funtionis alterius variabilis; quocirca erit alterutra
ipfarum veriabilis abfolata; vel ambae aequabuntur duabus fun&ionibus
unius variabilis abfolutae x (133. 4. §)-

135. Corollarium 2.

Omnis fun&io y plurium a fe invicem dependentium variabilium cen.
fenda eft referri ad unicam variabilem abfolutam (134. §.), cujus differen-
tiatio idcirco praecedentibus praeceptis fubjacet.

136. Corollarium 3.

Si vero quantitates variabiles u, v fint independentes a fe invicem, non
poterit una ipfarum aequari certae funétioni alterius (133- §.): quamobrem
debebit effe quaevis ipfarum variabilis abfoluta (4. §.); aut alterutra erit
variabilis abfoluta, et altera aequalis certae funétioni alicujus variabilis ab.
folutae x; vel ambae aequabuntur quibusdam funétionibus duarum, variabi-
lium abfolutarum x, z.

137, Corollarium 4.

Omnis fun&io y plurium a fe invicem independentium variabiliam
u, v, z, etc. cenfenda eft referri ad plures variabiles abfolutas, ita ut pro-
prie nunquam Ticeat ejusmodi fun&ionem y ad unicam aliquam variabilem
ablolutam p relatam fpeftare, a cujus mutationibus pendeant mutationes
funétionis y, fingularumque variabilium v, v, z, etc.

138. Corollarium 5.

Quoties tamen variabiles u, v, z, etc. in data funttione y a fe invicem
independentes fucrint; licebit illas mutationes feorfim confiderare, quae ex
certis mutationibas variabiliom u, v, 2, etc. feorfim {umtarum in funétio-
nem y debent redundare, ita e. gr., ut jam u, v, jam o, Z, jam vero v, =z

pro conftantibus quantitatibus poflint fumi, adeoque y inftar certae funétio-
Gz nis
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nis univs variabilis, z cafa primo, v cafu fecundo, et u cafu tertio queat
fpettari (133. §.).
139. DEFiNIT IO,

Nomine primae rationis differentialis funétionis y plurium a fe invicem
independentium variabilium u, v, z, etc.. intelligemus: rationem, cnjus ex-
papens ey aequatur fummae exponentium primarum rationum differentia-
lium, quas funttio y pro fingulis feorfim fumtis variabilibus, u, v, z, etc.
recipit (138. §.).

140. Corollarium' 1.

Exponens nfae rationis differentialis fan&ionis y plurium variabilium
n
U, v, z commodillime exprimetur, vel fimpliciter figno ey, vel, quo ipfae

variabiles in y* contentae exhibeantur, figno uvzg y; figna vero ":}-', Ve Vi
n
“ey expriment exponentes ntarum rationum differentialiom funétioni y
pro variabilibus u, v, z feorfim fumtis (138. §.) debitarum: erit igitur
ey=Wiey—Yey+Vey-42Zsy (130 §.).

141, Corollarium 2.

Data funétione y plurium a fe invicem independentium variabilium w,
Vy Z, invenietur exponens ey=W7y illius primae rationis differentialis,
fi per praecedentia praecepta quaerantur exponentes primarum rationum
differentialium, quas funtio y pro fingulis feorfim fumtis variabilibus u,
Vv, z reciperet, iidem dein exponentes in unam f{ummam addantur (r4c.

39- §
142, Corollarium 3.

Sicnt autem ex data funione y plarium a fe invicem independen-
tiom variabilium u, v, z per praecedentia pra~cepta elicitur exponens ey
illius primae rationis differentialis (141. §.); fic poterit ex hoc ipfo expo-
nente elici exponens fy fecundae, ex ifto vero exponens sg_v tertiae, ex
hoc porro exponens :_\-‘ quartae,, etc. rationis differentialis ejusdem fun-
€tionis y (139. 124. §.)

143, Corollarium 4.
Omnis funétio plurium variabiliom a fe invicem dependentium w, v,
Zy etc. exprimi poteft formula generali y=—Au?vb z¢ etc. 4 Bud ve 2’ etc.

FCusyhz! ete: +ete. (63. §.), eritque (135. §.)

£y
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ey=(cAu*v?z¢" 4 fBudyez~*4iCusyhzi " } etc.) ez
4 (bAurzcv®b "It eBuizfve~*LhCulzivh™  Jetc.)ev
4+ (aAvbzéut~*+dBvezfud—* 4 gCvliziug~*tetc.)eu
4 etc. ete, etc.
Ob (139. §.) eft ergo ey =7ey + ey + ey.
144. Corollarium 3,

Quamobrem methodus differentiandi funtiones plarium a fe invicem
independentium variabilium in (141. 142. §.) praefcripta, extendi poteft
generatim ad omnes funétiones plurium variabilium, feu hae dependeant
a fe invicem, feu non (143. §.).

145. Theorema,

Exponens primae vationis diffeventialis cujusvis funflionis y duarum va-
rinbilium v, v debet habere formam funttionis M eu+Ne v, in qua femper [it
veM "N

&V £u
Demonfiratio.

Generatim poteft poni y—=A u*v® 4 Buacvd 4 Cu® v 4 etc. (63. §)»
unde pro M=aAvPu*~*4cBviuc~'+4eCvfiu¢~*4 etc.,, et N—=bAu® ok
+dBasvi~ T4 fCusvf~*4 etc., obtinetur “sy=—Meu, sy =Nev: igi-
Y M Ve

tur (140. 144. §.) Wey=Meu-+Nev, et :
= &V £

146. Corollarium r.

Ex Yey=Meu, Yey:=Nev, obtinetur Ye.Vay="eMeu, “e."ey
—=vY¢Nev: cumigitur debeat eflfe "sNev="e Meu (145.§), quaelibet
funtio y duarum variabilium u, v ita et comparata, ut pro ea debeat fieri
Ve ley—="e."s Yy,

147. Corollarium 2,

Si funtio quaecunque y duarum variabilium u, v bis continuo diffe-
rentietur, ita ut primum capiatur exponens differentialis funétionis y pro
fola variabili u, tum exponens diflerentialis exponentis Yey pro fola varia-
bili v, vel primum differentietury profol: variabili v, tum ipfe exponens
Vey differentietur pro fola variabili u; eadem utroque cafu obtinebitur fun-
€tio formae generalis Xenev, denotante X funftionem independentem
ab exponentibus differentialibus su, ev (146, §.).

G 3 148. Co-
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148. Corollarium 3,

Ex his facilis eft tranfitus ad inventionem legum, quibus tam expe-
nentes altiorum rationum differentialinm funtionibus duarum variabiliom
debitarum, quam exponentes rationum differentialium debitarum funétioni-
bus trium, quatuor, etc. variabilium f{ubjacent. Sic, guia exponens pri-
mae rationis differentialis fun&ionis y duarum wariabiliam u, v debet ha-
bere formam funétionis ey=—Meu-+Nev; habebit exponens diferentio-
differentialis, fea exponens fecundae rationis .differentialis ejusdem funétie-

2
nis y formam fanttionis ey —Ve(Meu+Nev)+Ve(Meu+ Nev)="e Meu

+M:u+“st\'sv+“a .T'Jau-i-"eNev+N.szv (141. 142. §.); confequenter,
pofito "eM=Qeu, Ye N=Rev, et "eN=peu, veM==qev, erit femper,

2

€} Meu-g—\u{-—?susx-r();,u +Rev?,
=M ve N
pro Q-——eﬁ‘“’ R—-'E'g et ob (145. §.)

’\I M ug N
P'—_--p-l-tj{—:\‘ (E )_HC )

149. Corollarium 4.

Exponens vero primae rationis differentialis cujusvis funttionis y
trium variabilinm p, g, r continebitur formula generali ey =Pey + ey 4y
(140. 141. §.) =Pep+Qeq+Rer, itaut, quia quaevis variabilium p, g, r
feorfim fumta in ejusmodi differentiatione inftar conftantis quantitatis poteﬂ:
93P 5 Pa) e P 1&R fsQ

fpe&ari, debeat efle —- = , e
E( Ep Ter = p Er

150. Corollarium g.

Deinde fi funétio y trium variabilium p, g, r continuo ter differentie-
tur, quocunque ordine haec differentiatio perficiatur, puta primum diffe-
rentiando ipfam funétionem y pro fola variabili p, tum differentiando ex-
ponentem Pey pro fola variabili q, ac demum differentiando exponen.

tem 9¢.Pey pro variabili r, vel alio quovis ordine; eadem femper pro-
dibit functio formae generalis Zepsqer, exprimente Z funétionem inde-
pendentem ab exponentibus differentialibus & p, q, r: id enim ex (149. §.),
ut (147. §.) ex (145. §.) poteft colligi.

151, Theo-
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151. Theorema.
m "
Si capiatur mtus exponens differentialis Vey, vt ntus exponens differes-

T 2 . . . spe ) . ‘s
tialis Yey funflionis y duarum variabiliwm v, v, prior pro fola variabili u,

n m
et poflerior pro fola v, tum quaeratur ntus exponens differentialis Ye." ey ex-
i SahhE m n il <
ponentis Vey pro fola variabili v, et mtus e,V ey exponentis¥ey pro Jola

. ot ! s m m n
variabili u; debebit effe¥s . Veyi—="¢s .Vey,

Demonfiratio.
. . - r r - » -
1. Ponamus pro certo indice r efle Ve Ogy=—Utg Vey; ert etiam

r r r r Rl
"e.Veley=Ve."g.Yey: eft autem Ve.ve.Vay—Ve.% ey (146. §) =

rtz T Iy o g 41 rtx {
Ve . Ygy, et Ys.Vs.vey=— Y¢.%sy: igitur debet efle Ve . Ys.y = Ye. ‘e Y,
Hinc et ex (146. §.) per (31.§.) fequitur, pro quovis poffibili indice k debere

k k
efle Ye.%"ey="'e. ey.
O . a. s . e T m m, r :
2. Porro fit pro indeterminatis indicibus r, m, ve %y =vs.Vey; erit
Y ok 1 s m r m r$1
etam Ye. "sy=TVe."s.Yey="s . Ysy ob (1): quare, cum pro
m m
v=r re ipfa fit Ye." ey="e. ey ob (1), debet pro quovis pofiibili indice
m n

n n
nob (31. §.) effe Ve, veyr= e, vey.

152. Corollarium r.
Hine (151. §.) per (140. 141. §.) obtinebimus fequentes expreffiones

" . v 2 3 4 5 = 2
pro exponentibus differentialibus ey, ey, ey, ¢y funétionis indeter-
minatae y duarum variabilium u, v.

ey=ley+'sy.
2 2 2
ey='ey+2'.Yey+Vsy.
3 3 2 2 7
8}':”53"" 3115 vsy_l__gns_vey_!_\'ey-.
4 4 3 2 2 3 *
sy—="'sy -+ 4 Ys. "ey-l--é"‘e.V53’+4“£."6y+"8y-‘
153. Corollarium a.
Lex, quam fequuntur termini fingularum expreffionum in (152. §.),

. g N r .
mavifefta eft ; (i fumas expreflionem exponentis differentialis ey pro ine
deter-
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determinato indice r eidem lege conformem, tumex illaelicias ey =¢.s y

er (140. 142.§.), invenies, fafta per (151. §) redultione, etiam ex-
P B b

ponentem diﬂ'vrenti:ﬁcmr:;’ ei legi fubjacere: hinc igitur per (31. §)
fequetur, quemvis ntum exponentem differentialem cujuslibet funétionis.y
duarum variabilium u, v fequenti formula contineri:
Nal n-:n—‘l) n-z =z
—_——— « &

n n n
sy=‘ey +T Y. ey 4+ =

Fars AT n=-31 3
+T1\:| i}fnﬂ 2)- “8<‘.EY + A g0y . gt s TR DG e R T e
. 2 3

A s e e RS B B 0
M=z =D, %, vey+4-----4sy.

1.2=-=-=-=-~-7r

154. Corollarium 3.

n n n n
Ex hac generalillima formula, ob “s(uv)=veu, Ye(uv)—uev, et
J ’
Nt L A
generatim s (Ve.nv) —
differentiali produti y=uv ex duabus variabilibus u, v, nimirum,

e

F Slet : .
& usv, fequitur formula pro nio exponente

n n n-t (n—71) nez 2
n n(n—1)
e.uv=veud+—. cgusv + Z. EUEV F === ==
1 I 2
'8 4 g -
B —T) == (=T 2R oL n
: k.8, e uevt---+fuev.

+

P 2a ST I o BT
155. Problema.

Tnvenive generalem exprefionem valoris, quem funffio y variabilis z

obtineat, fi haec variabilis augeatur data quantitate w.

Solutio.

Variabilis z vel eft abfoluta, vel aequalis certae funéioni alicujus va-
riabilis abfolutae x (4. §.): - quidquid ea fit, fpeftetar ut abfoluta, que
fiat ez=1, tum in hac hypothefi quaerantur expouentes differentiales

(3]

3 4 = o
€y, €y, €y, ey etc.: fi enim Y valorem denotet, quem funétio y,

variabili z abeunte in z +w, debet obtinere, erit per (04 127 S

tn

2 3 r
] sy ey £y ey
Ve=y4+—=u — w? e MR e o L
‘+1 T +1.:.3 G TR
Seu, quod in idem recidit, ob ez=I
2 - 3 T
0 a0 EY w? EY o’ EV
Ve=y4+2e 4 L et e
1 sz b IvE ert g 23" gt et B
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156. Corollarium r.
Si —w loco w famatur in (155. §.), prodibit inde fequens generalis
expreffio valoris, quem funftio y data per variabilem z obtineret, fi haec

yariabilis minueretur gquantitate w,
3 T

2 H
&y oy &Y . sy (Fapid ey :
e AT e T R L W
Y=y ot e 1.2.3 33353, a0k
Vel ob ez=1.
2 2 3 b o
W gy , WX EY w EY EY
Yo— _..___..._ o e N ——— . +-—--+_ — =
y ; sA+I.2 ez* X.2.3 £z? L2 o I8 Zf
157. Corollarium 2.
A . % .4 I 2 1
Quamobrem, pofitis coefficientibus nymericis — — &, — — 2
I 1. 2 B
1 3 E = } X R
—— =, = = = —— _ —y, erit generatim, prout variabilis
1.2.3 F R i :
z -augetur., vel minnitur-quantitate © (155. ¥56. §.)
1 22 3 3 rr
=yt acywtatywrtaeyw’+ -~ - - F asyw
Vel
3¢ 2 o . r
ey z-:v N4
v+x—_w+x5 wrck g Tl o w"-i-——-— £ ar
TR T A e T EZr

158. Corollarium 3.

Si, data funétione Z duaram variabilium u, v, variabilis u maneat con-
ftans; et v abeat in v+ 4 v; obtinebit Z fequentem valorem X per
(155. §.), ubi, v confiderando inftar ‘variabilis abfolutae, eft ev—=1: fi
porro in X maneat v conftans, et u abeat in u4Au; induet X feguen-
tem valorem Z' (155. §.), fumta wvariabili u pro abloluta, quo fiat

eu=1: fi igitar ex prima ferie eliciantur feries pro X, :\’. ;K,etc.
cae dein fubftituantur in fecunda ferie, tum reduétio fiat per (151. §.);
obtinebitur tertia feries, valorem Z* generatim exprimens, quem quaevis
funétio Z variabilium u, v eo cafu induet, {i hae ambae fimul in u 4 Au,
v+ Av abeant.

= VeZAv |, ¥ :7,.}. V2 e 7.&» C7 Avr
X=7Z4 - —|— +1 -[----+ P T

1.2 S
Volumen I, H ; =
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=t
Ze=X 4 a'([\u L ‘s‘{ﬁuz_‘_ “EXAﬂ3+ B _+“3X6ur

LTS V1.2 ¥V 1.2.3 TS
) Eo
+ sZAv+ EZAVz+ sIZ-sz"g Powd i %.A.v'_r_
veZAn: . B e ZAu*
b e P U e
e “Ei“‘"+"*z"“"+ RSy E
2 3 r :
Ay SRy N ) g B Yt
i(Ohe ) b Ay g 2i2A Y Ao
AR b e R R e B

= 3 T
I YeZAu | VsZAuz | VeZAu? ugZAu" N Awre
iy 5( I i Tt i 1.2.3 s T Eia. . .r.
¥59. Corollarium 4.

Pari’ prorfus ratione quaeri poteft expreflio generalis valoris, quem
funtio Z trium aut plurium variabilium u, v, z, etc., his fimul inu+44u,
v+Av, z4 4z etc. abeuntibus, obtineret, pro tribus variabilibus detcr-
minabitur ea ex jam inventa expreflione Z* pro duabus variabilibus (158 §.),
fi in Z* cogitetur z4-Az loco z poni, expreflio dein ex Z* per (155-§)
derivata per (151.§.) congrue reducatur.

CAPUT
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CAPUT- IR
DE
PALMARIIS QUIBUSDAM ADPLICATIONIBUS
CALCULI DIFFERENTIALIS AD THEO-
RIAM FUNCTIONUM.

e

160. DEFINITIO.

Omnis aequatio, translatis ejus terminis ad unum membrom, induet
formam aequationis Z=—o. Si Z fuerit funftio unius aut plurium variabi.
lium, erit Z—o aequatio determinata cafu primo, et indeterminata cafa
fecundo.  Utroque porro cafu appellabitur aequatio Z = o algebraica
vel transcendens, prout fuerit Z fanétio pure algebraica, wel faltem ex
parte transcendens (5. §.).

161. Problema.

mn
Datam aequationem VX" — U =0 contineniem fiunflionem irra-

m
tionalem X" comvertere in aliam, quae omwi irrationalitate agiciente
JunBionem X careat.

Solutio, *

i 2 (YD)
Cum fit X = » efit differentiando X = = e gl

tur erit —U--__ ( ) aequatio quaefita.
v me X
162, Corollarium 1.

Hac ratione poterit data quaevis aequatio Z==0 ab omni irrationa-
litate afficiente quantitates variabiles liberari: quare, cum praeterea
omnis aequatio facile a fraftionibus, fi quas contineat, liberetur, licebit
omnem aequationem algebraicam Z=—o ita confiderare, ut Z fit aliqua
funttio integra et rationalis unius aut plurium variabilium (160. §.).

H2 163, Co-
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163, Corollarium 2,

Expreflio generalis omnis aequationis algebraicae determinatae poterit-
effe haec; Z=xm 4 Ax" "I L BXPNT2LCX" "3 fe o} Px+ Q=0
aut alia hujus formae (162. §.): dicetur ea vero efle 1mi, 2di, 3tii, vel
generatim mti ordinis, proutfunttio Z fuerit 1mi, 2di, 3tii, etc.. ordinis
(9- §)-

164. Corollarium 3.

Aequatio autem: algebraica. indeterminata. Z=—o0 inter plares variabi--
les u, v, z poterit induere formam: fimilem praccedenti (163.§.), ita ut
quilibet terminus vel aliquam potentiam unius tantem. variabilis, vel pro-
dutim. ex certis potentiis. plurium variabilium comple&atar (160. 162. §):
pertinebit idcirco éequatio Z=o adordinem Ymum, vel 2dum , aut 3tium,
vel generatim mtum, prout fuerit funftio Z 1mi, vel 2di, aut 3tii, vel
mti ordinis (8. §.).. Eapropter, fi aequatio indeterminata Z=—o fuerit mti
ordinis,. in nullo termino. poterit fimma exponentium quantitatum variabi.
Kum u, v, z in eodem termino contentarum. indicem ordinis m excedere:
@ §).

165. DEFinITIO.

Radix aequationis determinatae (163. §.). vocatur' is determinatus:
valor variabilis x, quo loco x aflumto funétio. Z=x"+4Ax" "I Bxm~2
-+ etc. re ipfa fit aequalis nihilo.. Sic e. gr. funftio Z==x4+4x*—5x2
+x—6 fiet-pro quovis quatuor valorum x=2, x=—3, x= —I,
X=-—/— 1 aequalis nihilo: quivis horum valorum dat igitur unam. radi-
cem aequationis Z:=x%+x3—5 x24+x — H=—o0..

166. Corollarium 1.

Cum funtio Z nequeat. aequari nihilo, nifi variabilis x determinatum
aliquem valorem habeat, necefle eft, at omnis aequatio Z=c faltem unam
habeat radicem, quidquid ea fit, realis, vel imaginaria (165. §.).

167. Coroflariom 2.

Omnis: aequatio quadratica x>+ Ax+B=—o0 habet duas radices,
X=—FA+1/(A>—4B), et xr=—31 A—3\/(A*—4B), quarum utra-
que erit realis, pro A2— 4B, et A2> 4B, vel utrague imaginaria pro
‘A <4B (165. §.).

168. DE-
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163. DerinITIO.

Faffores datae fun@ionis integrae et rationalis Z=xm-4Ax™~*
+Bxm—2 4 - - - + Px4Q vocantur fun&iones pariter integrae et ra-
tionales , quae inter fe- multiplicatae producunt funétionem Z:. fanttiones
ejusmodi Imi, vel 2di, aut 3tii, etc. ordinis (g. §.) appellantur faltores
fimplices,. ‘vel ~duplices feu guadratici, aut. triplices feu cubici, etita

porro.
169. Corollarium r.

Fun&io: integra: et rationalis Z divifibilis eft per aliam funétionem in-
tegram et rationalem F, fi ea per hanc: divifa generet quotum aequalem
funftioni integrae et rationali X: omnis igitur funétio integra. et ratioma-
lis Z erit per quemyis fuum faftorem F divifibilis; et quaevis funétio in-
tegra et rationalis F; per quam altera Z fit divifibllis, erit unus fattor hu-
jus funétionis (168, §.).

170. Corollarium 2,

Pro F=x—u in (169.§) erit Z=X(x—p), hinc Z=o pro
x=u: quilibet ergo faftor fimplex x—u funftionis integrae et rationa-
lis Z=x"4Ax" T4 -- - 4+ Px+Q dat unam radicem aequationis
determinatae Z=o (165. §.).

r7r. Corollarium 3.

Omnis funtio quadratica yx2 4 x4 « habet duos faftores fimplices
xyy L.? (B—V(B*—4am) et xy v 2\‘/7 (B (BE— 420
utrumque realem, fi fit 8> =4y vel 2> 42y, aut utrumque imagina-
rium pro- B* < 4«9 (168. §.).

172. Corollarium 4.

Arcus circuli @, cujus finus vel cofinus excedat radium, et impofii-
bilis: quaelibet ergo fanétio quadratica yx*> 4 x4« conftans ex imagi-
nariis factoribus fimplicibus poterit exprimi formula q2x*—2pqxCol @
+p2, infi vero ejus faCtores imaginarii erunt p(Cof @4 Sin @y — 1) —gx
et p(Col@—Sin @y —1)—qx (171. §).

173. Theorema.

Funflio infegra et rationalis Z=xm 4+ Axm~*4 Bxm~24+Cx""?

4+Dx""*% 4 - - = + Kx+L ordinis mti tot [emper, nec plures,
H 3 neque
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neque pauciores , habebit faffores fimplices formae x — g, quot unitates [unt
in exposenie m ordinis, ad guem ea pertinet.,

Demonfiratioe.

1. Si fumantur numeéro m quantitates indeterminatae a, b, ¢, d,---%,1;
erit produftom (x—a)(x—b)(x—c¢) - - - (x—k) (x —1)=xm f Pxm™1
F+Qxm~24Rx™ 4 - - - 4 Ux+4V certa fun&io ordinis m#i, in qua
quantitates a, b, ¢, - - = k, 1, lege per naturam maltiplicationis determi-
nata inter {fe connexae conftituent coefficientes P, Q,R, - - - U, V: quodfi
ergo fupponamus hanc fun&ionem aequari datae funftioni Z, quo fiat
P=A, Q=B, R=C, - = = U=K, V=L (29. §.); nafcentur nume-
ro m aequationes inter totidem indeterminatas quantitates a, b, ¢, == -k, 1
et datos coefficientes A, B, C, - - - K, L, ex quibus perro potereat de-
rivari aequationes determinatas, quarum quaevis unicam duntaxat quanti.
tatem incognitam a, b, ¢,- - - k, | compleftatur: quare, cum per quam-
vis harum aequationum determinatarum unus faltem valor incognitae a, b,
¢,- - =k,1, quam illa continet, perfefte fit determinatus (166. §.); ex-
tabunt eo iplo pro fingalis incognitis a, b, ¢, - -~ k, 1 certi valores, qui-
bus iece 3, b, ¢,~ - - k, | aflumtis re ipfa fiat P—=A, Q=B8B, R=C, - ~-
U=K, V=L, hinc etiam Z:=(x —a) (x— b) (x —c) === (x —k) (x—1D\..

2. Eft porre impofiibile, ut fuatio Z praeter hos faftores alium ali.
quem, ab illis diftinftum, faétorem fimplicem x —a« habeat. Nam pro
certa funttione X deberet fieri Z—=X (x—«) per (168.§.); adeoque
etism (x—2) (x—b) (x—¢) = - - (x—k) (x—1D =X (x—a): illed
igitur productum fieret =0 pro x==x, quod eft impofiibile, quir eo ipfa
aliquis fattorum x—a, x—b, x—¢, = = ~~ x—k, x—1 fiat aequelis
nihilo, puta x—at=o, hinc x=a=—«, contra hypothelin, cem x—su
debeat efle factor a fingulis illis fattoribus diftin&tus.

174. Corollarium 1.
Quaelibet radix x=—a« aequationis determinatae Zr=x™m+ Ax™~7

+Bx"724+Cxm73 4 - - -4 Kx4L=o dat unum faftorem fimplicem
x—a fontionis Z (1685, 173. §. 2. n.).

175. Corollarium 2.
Omnis aequatio determinata Z=—o ordinis mti (174. §.) habet radi-
ces numerc m, nec plures, neque pauciores (170. 173.174. §.).

176.Co.
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176. €Corollariam 3.

Quaelibet aequatio Z=xm4- Axm ™ fBx®»™ 2 = <= 4 Kx4L=0
ordinis m#i, fi ejus radices numero m fint a, b, ¢, == - k, 1, poteft fpeétari
inftar produéti ex m aequationibus radicalibus x—a=—o0, x—b=o,
X -—C=0, -==-- X—k=—o0, x—l=o0, ita ut fit Z=(x—a) (x—Db)
(x—0) - - = - (x—k)(x—D =0 (175. 174 §.).

177. Corollarium 4.

Duae radices a, b dabunt aequationem 2di ordinis (x —a) (x—b)=rx?
~—(a+b)4-ab=0. Tres radices a, b, ¢ dabunt aequationem 3tii ordinis
(x—a) (x—b) (x = c)=xI—(a+b+c) x* +(ab+ac+bc) x — abc=0.
Et quatuor radices a, b, ¢, d dabunt aequationem 4ti ordinis x*—(a-+b
fc+d) x4 (ab4actad+ be+bd4cd)x2—(abc 4 abd 4 acd 4 bed) X
+abcdi=o (¥76. §.).

178. Corollarium g3,

Et fi generatim numero r radices &, b, c, - - - u generent aequatio-
nem Z'=xr+Axr—-r+Bx.-z+ Ceapr k. + L xr-'(zn—-z),i_mxr—{zn-r)_l_ Nx 2
4 ---+4 Tx+4 U=o0; nafcetur ex illa acquatio ordinis r-r radices
2, b, ¢, -~ - - u, v habitura, pimirum Z(x—v)=x"**+4(A—v)x" +---~
FM—vyL) x"'h‘"“}-l-(‘N-—VM)J&"’{“"‘)-}------{'CU"“V T) x~—vU=0
(176. So-

179. Corollarium 6,

Lex, qua coefficientes ex radicibus comporuntur, ‘conftans eft in ae-
quationibus 24i, 3#i, 4# ordinis (177. §): et fiilla affumatar pro coeffi-
eientibus aequationis ordinis r; fubiicietur ei eo ipfo etiam aequatio ordi-
ais 141 (178.§.). Hac ratione per (31. §.) facile evincemus, coeflicien-
fem termini fecundi cujuslibet aequationis m#i ordinis aeguari fummae om~
nium radicum ejusdem aequatienis fumtae cum figno contrario; terminum
vero ultimum aequalem effe produdo ex omnibus radicibus fumto curx figno
proprio vel contrario, prout exponens m ordinis, ad quem aequatic per=
tinet, eft par vel impar; quemvis vero intermedium coefficientem, puta
coeificientem n#i termini aequari fummae produétorum ex quibuslibet nu~
mero n— I radicibus fumtae cum figno proprio vel contrario, prout index
n ejusdem termini eft numerus impai vel par.

280. Co-
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180. Corollariam 7.

Quamobrem, ut aequatio aliqua x™ 4+ Ax™ T L Bxm~2 b -—-- 4 Kx
+L=o0 termino fecundo Ax™™* careat, neceffarium eft, ut ea nec om-
nes pofitivas, neque omnes negativas, fed pofitivas et mnegativas radices
habeat, fummaque radicum pofitivarum exaequet {ummam negativarum
(179 §

181I. Theorema_.

Si funflio Z—x"+ Ax** 4+ Bx® 2 = == Px 4 Q pro certo
valore « variabilis X pofitivum , €t pro alio valore B negativum valovem ob-
tineat ; debebit una [altem radix aequationis Z==0 inter « ¢t 3 jacere.

Demonflratio.

Sit «> 3 (idem ratiocinium eft ad « </ adplicabile); necefle eft, ut
inter « et B innumeri valores, f{inguli minores valore « et ‘majores valore
B, locum habeant, -atque inter omnes ejusmodi valores duo a, b extent,
pro quibus fun&io Z ex valore pofitivo tranfeat in negativam: inter hos
porro valores a < b variabilis x intercedet neceflario aliqua quantumcunque
parva differentia b—a=w; quia fecus funétio Z pro x=—=a=b valorem
pofitivum fimul et negativum obtineret, quod eft impoffibile. Quapropter
dabitur inter a-et b tertiusaliquis valor x =k variabilis x, pro quo funétio
Z nec pofitivum, neque negativum valorem indueret, qui eam idcirco red-
deret aequalem nihilo; quo'ipfo demonftratar, inter « et 3 unam radiceth k
aequationis Z=0 jacere (165. §.).

182. Corollarium 1.

Aequatio Z:=o0 habebit {altem unam radicem realem, fi bini reales
valores variabilis x extiterint, pro quorum uno funtio Z obtineat valorem
pofitivum, et pro altero negativam (181. §.).

183. Corollarium 3.

Si inter duas radices reales a, b datae aequationis Z=—0 nulla alia
realis radix ejusdem aequationis jaceat; debebit funttio Z pro quovis va-
lore variabilis x jacente inter radices a, b valorem pofitivum, vel pro quo-
vis valorem negativam obtinere (181. §.).

184. Corollarium 3.
Inter valores x et B variabilis x, pro quorum uno funétio Z (18r. )

induat valorem pofitivum, et pro altero negativum aut unica jacebit
radix
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radix aequationis Z:=—o0, ant, fi plures radices inter ipfos jacuerint, nu.
merus omnium erit impar (181. 183. §.).
185, Corollarium 4.

Si vero funéio Z pro utroque valore reali «, 8 variabilis x induat va.
lorem pofitivum, vel pro utroque negativum; aut nulla jacebit radix aequa-
tionis Z =—o inter valores reales «, B, aut numerus radicum realium inter
ipfos jacentium erit par (181.183. §.).

186. DEFINITTO.

Evidens eft, funftionem y relatam ad variabilem abfolutam x, quae,
variabili x continuo crefcente, aut perpetuo crefcat, vel continuo decref-
cat, nunquam obtenturam valorem aliquem maximum vel minimum, certo
valori variabilis x refpondentem. Si autem funttio y ita fit conformata, ut
ea pro certo valore x=v wvalorem V obtineat, majorem vel minorem fin-
gulis valoribus, quos ipfa pro quibuscunque aliis valoribus variabilis x,
tam majoribus quam minoribus valore v, indueret; erit V Maximum vel
Minimum abfolutum funétionis y. Si denique, variabili abfoluta x continuo
crefcente, funétio y pro certo valore x==v talem valorem V recipiat, qui
fit major vel minor fingulis proxime fequentibus et praecedentibus valori-
bus, 'quos eadem funétio pro aliquantillum majoribus et minoribus valori«
bus variabilis x obtineret, licet fors V non fit valor major vel minor quovis
poflibili valore funétionis y; appellabitur V quoddam Maximum refpefti-
yum cafu primo, et Minimum re/peitivum calu fecondo, atque de hujusce-
modi maximis et minimis {fermo erit in fequentibus.

187. Corollarium 1.

Si funftio y data per variabilem x obtineat valorem V pro x=v, va-
lorem vero P pro x=v+e, et valorem Q pro x=v—e, fitque pro certo
quantumcunque decrefcente valore quantitatis e tam V> P, quam V3> Q,
vel V< P et V= Q; erit V aliquod maximum cafu primo, et aliquod mi-
nimum funétionis y cafu altero (186. §.).

188. Corollarium 2.

Et vicifiim, fi valor V, quem funétio y pro valore x=v induit,
fit aliguod maximum aut minimum ejusder funétionis; debebit extare cer-

tus valor quantitatis e, pro quo quantumcunque decrelcente funttio y,

Volumen 1, I polito
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pofito x=v4e, tum x=—v—e, obtinebit valores, quorum uterque esit
minor cafu primo, et uterque major valore V cafu fecundo (180. §.),

Scholion 1.

Maxima minimaque fantionum pofitiva a negativis diftinguenda funt.
Conftat, quantitatibus negativis — A, —-a nonnumquam valores inaequa-
les ab Awalyfiis ita tribui, ut quantitas negativa —a major efie cenfeatur
quantitate negativa — A, i pofitiva a minor fit quantitate pofitiva A.
Qui hac ratione de quantitatibus negativis fentiunt, methodum inveltigandi
valores quantitatum variabilium, qui datas illarum fun&iones reddant ma-
ximas vel minimas, ad generales quasdam regulas folent revocare, nec eft,
cur utrumque cafum, maximorum nimiram minimorumque pofitivorum et
negativorum , perpetuo diftinguere cogantur. Nos interea cum aliis maxi-
ma minimaque pofitiva et negativa feorfim confiderabimus, per valorem in-
ter plures valores negativos maximum vel minimum eum conftanter intel-
lecturi, quiinter eosdem valores, fi omnes forent pofitivi, elfet maximus
vel minimus: fic e. gr. inter numeros negativos — 2, — 3,—4,—3, —6, —7,
erit nobis —2 minimus, et —7 maximus numerus negativus.

Scholion 2.

Methodum univerfalem et compendiariam’ inveltigandi maxima et mi-
nima quarumvis funétionum fuppeditat calculus differentialis: priusquam
€jus principia exponam, paucis attingam aliam methodum, quam pro fim-
plicioribus cafibus iis, qui in calculo differentiali haud funt verfati, offert
methodus exhaultionis antiquorum. Supponatur nimirum funétio y variabilis
X re ipfa effe maxima vel minima pre x; tum fumatur quantitas e indetermi-
nata, quaeunltra omnes terminos pofiit decrefcere, ponaturque x--e,deinde
x—eloco x in y, quo fiat,ut y cafa primo aliquem valorem P, et cafu altero
aliquem Q obtineat: pro cafu maximi erit jam y> P et fimal y> Q3 pro
cafu minimi vero debebit povi y<{Pet y < Q(188. §.), unde ope congruae
reduftionis facile determinabuntar binae exprelfiones Z> X-+4ae-tbe®
+ce’toete, et Z< X+tzetBez 4 yer+ ete., quae ob quantitates
Z, X, a,b,c, -~ - g, By v, ete. independentes ab e dabunt aequationem

Z=X (130. §.) determinantem valorem variabilis x, pro quo funtlio y
fit maxima vel minima,

Exem-
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Exempla.

Pro valore x, qui funétionem y=—ax—bx? reddat maximam, debe-

bit effe
ax—bx2> a(x+e)—b(x+e)?;
ax—bx*>a(x—e)—b(x—e)?:
igitur erit
a<2bx+be; a>2bx—be.

% a
as—2bx (130.§.), hiac X=—
- 4 ] X—n A
Pro valore x, qui funétionem y = oty reddat maximam, debe-

bit poni

X=—nh X g =N Re—=1] X—e8—n
x*+4m >(x-te,-2+'5’ & FFm > (x—ep+m
Hinc autem obtinebimus
X2—2nx> mtne—xe, et x>—2nx <m+xe—ne:
igitur x2—2nx=m (130. §.), x=n+y (m+n3).

A + Bx2

reddat minimam, opor-

Pro valore x, qui funftionem y =

tebit ponere
A+4Bx2 <A+B(x+e)= 4 &+BXZ<A+B(.‘:——‘£'

X x+e ? x x—e
Quamobrem erit
Bx2> A—Bxe et Bx> <A+Bxe;

A
Bx*=A (130. §), hinc x== /5

189, Theorema.

St exponens ey primae rationis diferentialis alicujus funflionis y datae
per variabilem X, hac pro abfoluta fumta, ut fit exX=1, pro certo valore
Xx=v determinatum aliquem valorem pofitivum vel negativum obtineat; fun-
&io y mec maxima fiet neque minima pro valore X=V.

Demonftratio.
2 3 4
Fiat y=+V prox=v, et ey=P, ey=Q, ey=R, sy =S,
et fic porro pariter pro x=v; debebit funtio y pro x=v-e obtinere fe-

quentem valorem A, et pro x=v—e valorem B (157- §.)
12 ne=
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3 4
A=+4V+4aePetaQertaReltas et ete.
E 4
B=xV—xPe+taQer—aRel+xSet — etc:
Sit jam valor P exponentis ey debitus valori x ="y pofitivus; erit

etiam ;:I‘e valoris pofitivi, et — «Pe valoris negativi: pro certo valore
e erit ergo pars valoris A fequens poft 4 V valoris pofitivi, et pars va-
loris B fequens poft + V erit valoris negativi (77: §.) ; confequenter va-
lor +V nec major erit, neque minor utroque valore A, B feorfim fumto,
eoque ipfo nequit effe + V aliquod maximum, vel minimum funétionis y

(186. §. et r. Schol. 188. §phi)..

Si- autem fit P valoris negativi, proinde «Pe negativi, et —aPe
pofitivi valoris; erit pars valoris A fequens poft + V valoris negativi, et
pars valoris B fequens poft 4 V erit valeris pofitivi (77 §)+ valor +V
nec ergo elt major, neque minor utroque valore A, B feorfim accepto,
quorum alterutram locum haberet, fi- + V effet aliquod maximum, vel

minimum fuoftionis y (186. §. et 1. Schol. 188 Sphi)..
19o. Theorema.

. . R saite s L - ]
Si exponens differentialis & y indicis imparis 2n-+ ¥ pro certo valore v
variabilis x determinatun: aliquem pofitivum: aut negativum valovem obtineat,

; : o 2 ¥ 2n - 3
Jinguli autem exponentes: differentiales e Vs €Yy €Y, = ==& y inferiovum

ordinum pro- eodem valove x =y aequentur wihilo; funllio y mec maxima
Jiet neque minima pro x=v.

Demonflratio.
2ntx 2niz

Si fapponamus, pro x=v fieri y= 4V, ¢ y=P, ey=0Q,
anty 20+4 2

ey=R, ey=S§, etc. cum per hypethefin fit sy=o, ey=o,
3 2n

EY=0,=-~ - gy=0 pro x=v; debebit funftio y pro x=v +e obti-
nere fequentem valorem A, et valorem B pro x==v—e (157..§.).

an

z 3 2n
A=+ V+{aPeta Qe+ aRe’fetc.) « . e.
z 3 ‘a2l zn
B=2 V+(—=aPe+xQez—aRe’fetc.) « . e
Hinc autem evidenter fequitur, eodem prorfus ratiocinio, quo in

(189 §.) fumus ufi, pofle oftendi, valorem 4 V funétionis y debitum
valori
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valori v variabilis x in affumta hypothefi nec maximum efle, neque

minimum..
191. Theorema.

. " L] . 2
wodfi autemy pro ceriovalore v variabilis x [inguli exponentes ey, ey.
5 Y, €Y

3 2n-r : 2n
ey, - - - & y fant aequales nihilo, exponens vero &y pro X=v deter-

minatum aliquem valorem obtineat; erit valor funffionis y debitus valors
x==v aliquod maximum pofitivum , vel minimum negativum, i valor expo-

2n
nentis € y pro X=v fuerit negativus: [fi vero hic valor fuerit pofitivus;

evit valor funffionis y debitus valori x=v aliguod minimum. pofitivum vel,
maximum Hegativum.
Demonfiratio.

2n 2M41 20tz 2nty
Prox—v flat y—=+V, et ey=P, e y=Q, s y=R, ey=S,
2 3 20~-1
et fic porro: cum per hypothefin fit e y=o0, ey=o0, ey=o0, - —-eyi=0;

debebit fun&io y pro x=v -+ e habere fequentem valorem A vel C, et va-

Jorem B vel D pro x=v—e (157. §.).
21 EAIES 2ntz 2Nty
A=+ VI (zPe + «Qe? 4 zRe3 + «Ses  ete.)e2n™,
an 20ts 20t2 2n43
B=+4V+4 (xPe — «Qe* 4 zRe’ — axSe* 4 etc.)e*"™
2n n¥+r z2ntz2 n¥3
C—=—V+(zPe + Qe + aRe> + @ Sef + etc)en™,
2n 2n+ v 2N+2 ni3
D=—V+4(2Pe — zQe* £ wRe’ — aSe + etc.)e>™™
; zn 1w
Sit jam P—=¢y valoris pofitivi; erit etiam il‘e quantitas pofitivay

proinde debebit effe etiam fumma omnium terminorum poft +V in fingu-
lis expreflionibus A, B, C, D fequentium valoris pofitivi (77. §.): igitur
dabitur quantitas e, pro qua, utcungue ea decrefcat, erit tam A> V quam
B>V, vel tam € <—V, quamD <—V, id eft, valor funéionis y debi-
tus valori x==v erit aliquod minimum pofitivam V, aat maximum negati-

vam —V (186. §. et 1. Schol. ¥88. §phi).

Porro fit P::'zsny valoris negativi; erit quoque “Pe quantitas nega-
tiva, eoque ipfo erit fimma omnium terminorum poft + V in fingulis ex-
preflionibus A, B, C, D fequentium valoris negativi (77. §.): hoc igitur
cafu extabit quantitas e, pro qua, utcunque decrefcente, debebit efle tam

I3 A<V

2
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A <V quam B <V, vel C>—V et D>—V, proinde erit valor funétio-
nis y debitus valori x=v aut aliquod maximum pofitivum V, aut mini-
mum negativam — V (186. §. et Schol. 1.)

192. Problema.

Determinare valores variabilis X, pro quibus data funffio y fiat maxi-

wia vel minima.
Solutio.

Sumta variabili x pro ablolura, pofitoque ex=r1,  capiatur gy, et
quia exponens ¢y pro illo valore variabilis x, qui funfionem y reddit
maximam vel minimam, nullam valorem finitum poteft habere 189. §.)
ponatur ey=—0, tum quaerantur radices aequationis ey:=o: fi enim
aequatio haec radices reales a, b, ¢, etc. habeat; erit fors funttio y pro
quavis radice x==a, x:=b, X==c¢, etc. maxima, vel minima, qued fe-

quenti ratione licebit explorare.

; ; : o 2 3
Sumtis fucceflive exponentibus differentialibus ey, ey, ey, = - = =

ar 2Th1 5 3 - 5 y
EY EY, ponatur In quovis Xx—a: fi pro radice x—a aequatmms

sy=—o reliqui exponentes fucceflive aequentur nihilo ; incertum erit, an

fun&io y pro x==a fiat maxima vel minima: fi autem deveniatur ad cer-
arks
tum exponentem &y indicis imparis 2r<41, quipro x=—a determinatum

quempiam valorem obtineat; conftabit eo ipfo, functionem y pro x=a
nec maximam fieri, neque minimam (19o. §.): quodfi vero deventum fue-

rit ad exponentem zery indicis 2r paris, qui pro x=a valorem aliquem

determinatum indeat, pofitivum aut negativam; dabit funétio y pro x—a

quoddam minimum pofitivum vel maximum negativam cafu primo, aut ali-

quod maximum pofitivam vel minimum negativum cafu altero (191. §.).
193. Corollarium r.

Valorem variabilis x, qui fun&ionem y reddat maximam vel minimaw,
ex aequatione sy =0 quaeri oportere ideo folum afferuimus, quia certo
conftar, exponentem &y pro illo valore nulli valori finito poffe aequari:
verum hinc haud neceflario fequitur, debere fieri s y=0, cum pofiit efle

K = . -
sy=— ® :—5—, denotante K quantitatem aligeam conffantem. Quam-

= : . I
ebrem, fi non {ubliltat aequatio ¢y :=—o; tentetur aequatio — —o,
ey

cujus
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cnjus radices reales debeant dare valores variabilis x fun&ionem y redden-
tes maximam vel minimam.
194. Corollarium 2,

Ceterum elucet quoque ex (187.§.), quo modo poflit explorari,
utrum funétio y pro certa radice reali x = a aequatiopnis ey =o vel
5_!)}_:0 fiat maxima vel minima,

' 195. Corollarium 3.

Perfpicoum eft, hanc methodum inveftigandi maxima et'minima pre-
prie ad illas tantum funttiones pertinere, quae uniformes funt (13. §.),
aut pro uniformibus poflunt haberi, quales funt e. gr, radices poteftatum
imparium, utpote unicum valorem realem exhibentes, et radices potefta~
tum parium, quae, dum reales fun*, binos quidem valores exhibent, unum
pofitivum, et alterum negativum, quorum tamen quivis feorfim poteft
fpectari.

196. DEFINITIO,

Si continua differentiatione funétionis y= x™ 4 Ax™~* L Bxm~2

+Cx®73 4 - -~ 4 Px+4Q ex aequatione y=—o deriventur aequationes

2 3 4
Ey=—o, £y—0, ey=o0, ey=—o0,etc.; vocabitur y=—o0 saequatio prin-

cipalis ; reliquae autem aequationes appellabuntur ejus aequationes differen-
; 2 2 3
tigles, ey =o prima, ey—=o fecunda, ey=—0 tertia, et fic porro.

197. Corollarium 1.
Pro aequatione principali X—=r4Az+B2z*4+Cz2? + ---F QZ"— =
FRZFS27 L Tart2 4 Ugr+3 oo o fzm- 24gzm~ 4 hz"=o
erit ejus rfa aequatio differentialis (196. 127. §.).

re—D(r—2)t—3)---=-5.4.3.2.1.R
; )

t+Dr(e—1)(r—2) =~ - - -5.4.3.2.52
+0C+2)c+Dr(@—1) - ---- 5.4.3.T2?
( r+3)fr+")(r+l)r - e - .- 5 4.0z
fX= i i
+m—2)(m—3) - - - (m—r—1) fzm~+2)
+(m—1) (m—2) - - - - (m-r)gz*"“<-‘+”)
+n{m—1)(m—2) - - - - - (m—r41)hzm""

198. Co-
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198. Corollarium 2,

Omnis aequatio differentialis fsy:o eft aequatio principalis refpeétu
r+1
aequationis differentialis & .;y: & y—o uno grada {uperioris (196.§.)
199. Corollarium 3.

Si aequatio y=—o praeter radices a,b, - -~ P habeat radices aequa-
les , , & - - = « numero 1, quo,_pro U=(x—a)(x—b)~- - - (x—p)
fiat Y=U(x—e)"=o0 (176. §); erit prima ejus aequatio differentialis
sy=(x—a)’eU+nU(x—a)""*=o0 (4 81.5.)» feu ey=((x—e)eU
+0U)(x—a) " *=o0, atque haec habebit radices aequales &, ¢, - - = &
numero n—1I (170, §.).

200. Corollarinm 4.
Ex aequatione principali y =0 habente radices aequales &, &, & ~=-&

2
numero n derivari poflunt aequationes differentialis ey=o, ey=o0,

3 D=1
s§y=0, = = = ey=0, quarum prima habeat radices aequales «, «, zetc.

pumero n— I, et quaevis fequens una pauciores quamproxime praecedens,
n-1 .
ultima vero .z y==0 -unam tantum radicem === (199. 198. §.).
201, Corollarium 5.
Quoties igitur fun&io y==U (x—«)" habuerit factorem (x — )%,

exiftente n numero integro pofitivo; toties-erunt omnes exponentes diffe-
2 3 Ci ¢
rentiales sy, €y, £y, ~ - - &y aequales mihilo pro Xx—a, exponens
n n
vero ¢y pro x=—u, cum « nulla fit radix aequationis ey=0, valorem

aliquem determinatum induet (200. 165. §.): fun&ioy pro x==& nec ergo
maxima fiet neque minima, fi n fic numerus impar; maxima vero ea erit vel
minima, fi n fuerit numerus par (19o. 191. §.).

202, Theorema.

Inter quasvis binas radices reales et inacquales p, q, aequationis y=—=0
quarwm una [it proxime major altera, ita ut inter eas nuila alia radix faceat,
jacebit una radix aequationis differentialis ¢ y==0 exhibens unum valovem
variabilis X, pro quo funitio y dat quoddam maximum, pofitivum vel ne-

gativum.

D:e:mon-
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Demonftratio.

Sit p ='q, poterunt inter p et q innumeri valores variabilis x cogitari,
quoram quivis minor eft radice p et major radice q, pro fingulis vero his
valoribus variabilis x obtineret funftio y certos valores, vel omnes pofiti-
vos, vel omnes negativos, cum inter p et q nulla radix aequationis y—o
jaceat (183. §.): quare cum fiat y=o0 tam pro x=p quam pro x=—¢q
(165. §.), facile hinc colligitur, certo valori variabilis x jacenti inter p
et q refpondere quoddam maximum fanétionis y, pofitivum vel negativum
(186. §. et 1. Schol.); eum vero valorem debebit exhibere una radix aequa-

,tionis ey=o0 (192. §.).
203. Corollariom 1.

Sint a, b doae radicum realium aequationis y==0, a omnium maxima,
et b proxime minor, quo fiat, ut inter illas nulla alia radix jaceat. Sumto
valore x=v majore maxima radice a, pro quo funftio y=xm4 A xm—*t
4+Bxm~24 - - - 4 Px+4Q induat valorem pofitivam (78. §. 2. Schol.),
cum inter v et a nulla jaceat radix aequationis y=—o0; debebit funétio y
pro quovis valore x jacente inter v et a manere valoris pofitivi (181. §.):
igitur, quia inter quemvis ejusmodi valorem x jacentem inter v et a, et
quemvis valorem x jacentem inter a et b unica radix a locum habet; debe-
bit fanftio y pro quovis valore x inter a et b fieri valoris negativi (184
185. §.). Inter radicem realem maximam a et proxime minorem radicem
b aequationis y =0 jacet igitur una radix aequationis differentialis s y—0
exhibens unum valorem x, pro quo funétio y dat quoddam maximum nega-
tivam (202. §.).

204. Corollarium 2.

Sint i >k =1 tres radices reales aequationis y=—=0, quarum fecun=
da fit proxime minor prima, et. tertia proxime minor fecunda, ita ut nec
inter i et k, neque inter k et | alia radix locum habeat; jacebunt inter illas
duae radices aequationis differentialis, una inter i etk, altera vero inter
ketl, ita quidem, ut alternatim una illarum det maximum pofitivam,
altera vero maximum negativam fun&ionisy, prima illud, etfecunda iftud,
vel viciflim (202. 184. 185. §.)-

205. Corollarium 3,

Aequatio y=x™ 4+ Ax®"* 4-Bx?"2 4 - = - + Px+Q=0 mti

ordinis habet m radices; aequatio autem differentialis &y =m x™™*

Volumen 1. K +




74 CAPUT I

+(m—1)Ax™=2 4 - - - 4 P=o0 debet habere radices una pauciores,
nimirum pumero m—1 (175.§): quare, cum inter binas quantitates
reales non nifi reales quantitates poffint jacere, fi omnes radices aequatio-
nis yr=o reales fuerint, erunt etiam omnes radices aequationis ey— o0
reales: fi autem aequatio principalis y==o quocunque numero r<' m ra.
dices reales habeat; habebit aequatio s y=0 minimum r— 1 radices rea-
les (202. §.).

206. Corollarium 4.

i 3 1 2 3 4 n ntyp ntz : i
Pro radicibus realibus 2, a,a,a, - - - - a, a, a, etc. gequationis
- : : X Sy n ntr

¥*==o0 habeat aequatio ey==0 radices reales «, x, «, &, ====2, x, etc,

(205.§.): fihae etillae ita fint difpofitae, ut utrobique prima f{it omniom

maxima, tum reliquae fe invicem ordine magnitudinis fequantur; jacebit
2, 2 3 % n n ntr s

« inter a et a, et generatim « inter a et a: quaevis porro
| g % . g - ‘ . . v

radix, prima «, tertia «, quinta «, etc. aequationis s y==o dabit, fumta

I d I x
&« Inter aet a,

2 4
Inco x, aliquod maximum negativam, radix autem fecunda «, quarta «,

(3
fexta o, etc, dabit quoddam maximum pofitivam funttionis y (202. 203.
204. §.)

207. Corollarium 3,

Quoties aequatio differentialis & y=—o0 habuerit radices imaginarias;
toties eas habebit etiam aequatio principalis y ==o (205. §.).

208. Corollarium 6.

Ex radicibus tamen realibus aequationis differentialis ¢ y==o non licet
concludere in radices reales aequationis principalis y=0: poflibile eft, ut
illaec omnes fint reales, licet hae fint omnes imaginariae. Quodfi tamen
radices reales sequationis differentialis e y==0 ejusmodi fuerint, ut, iis,
Prout fe invicem ordine magnitudinis fequuntar, loco x fucceffive fubfti-
tutis, funtio y maxima pofitiva et negativa alternatim det, ut in (206.§.);
jacebit neceffario inter quasvis binas ejusmodi radices una radix aequationis
Y==o (181. §.); proinde, fi aequatio sy=—o numero n ejusmodi radices
reales habuerit, habebit aequatio y=—o ad minimum nuomero n— I radi-
ceés reales. Interea notanduin eft, aut omnes radices reales aequales, quas
aequatio differentialis ¢y ==o0 poteft habere, aut omnes exemta una in

forma-
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formatione illius judicii effe reiicicndas, prout numerus illarum eft par
vel impar (201. §.).
209. Corollarium 7.

Ut quantitas pofitiva inter duas alias quantitates jaceat, oportet nirame
que hanc quantitatem effe pofitivam, vel unam pofitivam et alteram nega-
tivam: dum ergo omnes radices datae aequationis y==o reales fuerint,
et aequatio differentialis ¢ y =0 aliquot radices pofitivas habuerit; de-
bebit habere aequatio y=—o totidem vel una plures radices pofitivas (205,
206, §.).

210. Theorema,

Numerus omnium vadicum vealium, quas data quaccunque aequatio
y=x"+AX® T L Bx"" 24 - - - Px+ Q=0 habuerit, debebit effe
par vel impar, prout exponens m ordinis, ad quem ea aequatio pertineat,
fuerit par vel impar,

Demonfiratio.

1. Sumatur quantitas + v ita, ut v major fit fingulis radicibus reali-
bus aequationis y==o0, radicibus negativis, fi quae adfint, fpetatis inftar
pofitivarum, fitque v® > Ay™=* L By"™2 4 «--- 4 Pv +Q (78 §.
2. Schol.)

2. Inter +v et o jacebunt omnes radices pofitivae, inter —v et O
Vero omnes negativae,

3. Sit jam m exponens par adeoque (4 v)™ valoris pofitivi; habebit
funétio y tam pro x=+v, quam pre x=——v valorem pofitivam ob (1)
pro x=0 autem fiet y=—=+4 Q. Exiftente igitur termino ultimo Q pofi-
tivo; erit tam numerus radicum pofitivarum inter v et 0, quam nume-
rus negativarum inter —v et o jacentium (2) feorfim par (185. §.): fi
autem terminus oltimus Q fic negativas; erit numerus illarum, et harum
radicum feorfim impar (184. §.). Numerus omnium radicum, pofitivarum
et negativarum fimul, eft igitur par utroque cafu.

4. Sit m exponens impar, adeoque (4 v)™ valoris pofitivi pro +v,
et negativi pro —v: hoc cafu dabit ergo x=+v valorem pofitivum, et
X=-——v valorem negativam pro y, ob (z); x==0 autem dabit y—=+ Q.
Pro termino ultimo pofitivo 4 Q erit igitur numerus radicum pofitivarum
inter x'=+v et x==0 jacentium (2) par; numerus vero negativarum jacen-
tium inter X=—v et xt=o0 (2) impar (185. 184. §.); et pro termino

K2 ultimo
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ultimo negativo —Q erit numerus radicum pofitivarum inter xt=4v et
X=0 (2) impar; numerus vero negativarum inter x:=—v et x=0 (2)
par (184. 185. §.). Utroque ergo cafu erit numerus omnium radicum, po-
fitivarum et negativarum fimul, impar.

76

ar1. Corollarium 1.
Terminus ultimus Q aequationisy =x™+4A x® ~* } wuo 4 Px+4+Q=0,
cujus omnes radices fint reales, erit pofitivas vel negativus, prout nume.
rus radicum pofitivarum fuerit par vel impar. (210, 179. §.).

212, Corollarium 2,
Omnis aequatio y—0 m¢i ordinis habet radices numero m (175. §.):
fi inter illas dentur radices reales numero n, erant reliquae numero m —n
imaginariae. = Quare, cum numerus m— n femper fit par, fi uterque
numerus m, n eft par, aut uterque impar, perfpicuum eft, numerum radi-
cum imaginariarum, quas aequatio y:=—o poteft habere, {emper efle pa-
rem (210. §.).
313. Corollarium 3.

Aequatio y=—0 ordinis paris m (211.§.) poteft habere omnes ra-
dices imaginarias: aequatio vero y=o0 ordinis imparis m debet habere
faltem unam radicem realem (212, §.).

214. Problema,

Determinare relationem inter coefficientem cujusvis termini datae aequa-
tionis y=o0 et coefficientes duorum terminorum adjacentium, quorum unus
thhum proxime praecedat, et alter proxime [equatur, pro cafu radicum imagi-
nariarum ejusdem aequationis.

Solutio. :

1. Data fit aequatio y=xm L Axm=T4-Bxm =24 Cx" " f = = = = -
+me"r-i'l+Rxm-r._l_Sxm‘r_1+Txn1—-r—2+Uxm—r"‘3+_ - = = fx2
+ gx+h=o0, quaeraturque relatio inter quemvis rium coeflicientem R
et coefficientes Q, S pro cafu radicum imaginariaram.

’ KR 3R 5 1
2. Si ponas x:? in (1), obtinebimus aeguationem X=1+4+Az

+Bz224C22 4 - - - + Qzr—*pRz +Sz7+ 4 Tz +24 Uz 34 -
+ fzm"z_*_gzul"‘t-}-hz'[n:O.

3. Hinc
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r-1
3. Hinc (2) invenies per (197. §.) aequationes differentiales ¢ X:=o0,

r rix = 233 i :
£ X=0, & X=o0; et fi quaevis harum dividatur per primum ejus ter-
minum, tum ponatar Mme==r-4I=p, m—f=n—1, M—I—I1=n—2;

fiet.
r;!X:l-l-mz-i-,Bz‘-l-'yz’-[- dz% + =« = = J pzi=o0.
;X:I-}-az{-hzz-{-cz?-{- - = ==4uz'"*=o.

ST RN PR Y R e
SR . S (L ) c+2)(¢4DrT,
Prou-—qs ﬁ——m——w Y= e
(l'+3)(r+2)(r+:)rU e s
4.3.2Q :
mfm“*‘)(m‘"ﬂ-——(m—-r-}-g)h
c—D(C—2)---4.3.2.1.Q
_(f-l-l)‘;_ o (r4+2) (r4+DT_
2 £ AN 2 R 5
(f+3)(1'+2)(r+1)U DGy
3.2R
—m@—1)(m—2) - - - (m—r+Dh
T fe—D(F—2) - - - - 4.3.2.R
—CtDT o (+3)(C+2) U,
o am 2§
_____ G = _m{m—1) - = = = (m—r)h
(r4+1Dr(r—1) - ~ - 4.3.2. a5

4. Aequationes hae (3) pro z=— Z_ abibunt in tres fequentes ae-
X

quationes.
L=x0daxt T Bxn =24 gxn=3.44x0"4 } - = = 4 =0,
M=xr—"faxr~24bxr"3fcxt"4 4 = = - - - - <4 u=o.
Ne=xr =2 L Y xn 3 Bx "4 f = o o cm == = +E&=—o.

5. Ex his porro aequationibus (4) per (197. §.) facile eliciuntur fe-
quentes aequationes differentiales,

K 3 €
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a A 2% 23
shrmany n n(n— 1)
n-3 2a 2b

M s = 0.
¢ \+n—-1x+(n~—l) (n— 2)
n-a 29 n R

Ne==x2 - ) 'z =0
e e

6. Jam vero fieri potelt, ut aequationes quadraticae (5) habeant ra-
dices imaginarias, nimirum fi fit per (167. §.),

o 23 (m— r-}-l)\r-l-ﬂ
_ﬂ?#n(n—l) L R*< —r)" s
a2 2b S A (m ")(r+2) + RTY
(n—l)*{' bl hinc ob(3) II. S2 < DG T
L e 2D A g e e S VR

(=22 (o—2)(v—3)’ (m—r—2)(+2)

Ne2
7. Relatio (I) indicabit ergo, utramque radicem aequationis ¢ L==o0

in (5) efle imaginariam; adeoque debebit hoc cafu etiam aequatio L—o
in (4) habere faltem unum par radicum imaginariarum (207. 198. §.): cum

igitur quaevis radix X =-— aequationis L —o in (4) det unam radicem
T ot e o T :

z=—= — aequationis § X = o0 in (3), haec autem nequeat habere radices
X

imaginarias, quin illas eo ipfo etiam aequatio X=o in (2) per (207.198. )
habeat; erunt in eadem hypothefi etiam aliquae radices z aequationis
X=—o in (2), proinde etiam aliquae radices x aequationis y=o in (1)
imaginariae.

8. Si dicas, nullum rfum coefficientem R aequationis y=o in (1) ta-
lem effe, utis conditionem (I) in (6) impleat, fed pro quovis ejusmodi
coefiiciente fore aut

(m—r41) (1) s (@ DD
R2= =n¢ SQ, aut R (m—r)f SQ,
proinde etiam in (6)
grTals B8 o? 25 ;
02 " n(o—1)’ wt e n(a—1)’

n-2
erunt quidem ambae radices aequationis & L =0 in (5) reales (167. §.):
verum inde nondum fequitur, aequationemn L=0 in {4) nullas habere
radices
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radices imaginarias (208. 198. §.): fi vero eo non obitante aequatio Li=0
in (4) radices imaginarias habeat ; habebit illas etiam aequatio y=a in (1),
ob rationes in (7) relatas.
g. Sicut (I) dat faltem unum par radicum imaginariarum sequationis
=0 in (4); fic quoque conditio (IL.), cum ea indicet radices imaginarias

n=3
aequationis e M =0 in (5), dabit faltem unum par radicum imaginaria-
ram aequationis M=o in (4) per (207. 198. §.): eapropter, quia quae-

; : 1 S - .
vis radix x.— <5 aequationis L==0 vel M=o in (4) det unam radicem
ez T . . - » #
z—L aequationis s X =0 vel eX =0 in (3); dabit conditio (1)
x

r=-T
unum faltem par radicumy imaginariarnm aequationis s X = o, et con=
ditio (II) indicabit faltem unum par radicum imaginariarum aequationis

r =1
s X=—o0 in (3). Debet autem aequatiars X =0 eo ipfo jam habere unum
L

5 5 e = 1% N )
par radicum imaginariarum, quia id habet aequatio s X =e.eX =0
r-»
(207.§.)+ igitur habebit aequatio ¢ X = o ad minimum duas radices ima-
ginarias ob conditionem (1), et duas ob conditionem (II). Verum hinc

. - - - - . r-r - - .
haud elacet, radices imaginarias aequationis e X:=0 in’(3), quas indicat
conditio (1), ab illis ejus radicibus imaginariis, quas denotat conditio (1),
diftinttas efle; aliunde vero certo conftat, eas non poffe effe diftinftas:

fecus enim poflet habere aequatior;!X =— o0 in (3) pro quocunque ejus ex-
ponente n, adeogue etiam pro n==3 quatuor radices imaginarias, guod
eft impoflibile,  Itaque binae conditiones (1) (II) in (6) tantundem indi-
cant, quantum una illarum indicat, nimirum upum par radicum imagi-
nariarum aequationis y=o in (1), ob (7).

10. Quodfi autem conditiones (I) (III) in (6) locum habeant, quo

- = N=2 n-4 = t2 RN -
cafu radices aequationom & l.—o0, s N==o0 in (5) debent efle imagi-

nariae; habebunt etiam aequationes L = o0, N==0 in (4) radices imagi-
- < . ; I o,
narias (207.108. §,): cum autem quaevis radix X — o aequationis

I~z

i . I 5
L=o vel N==0 in (4) det unam radicem z = — aequationis & ezt

Tsx i T«1x
vel ¢ X =0 in (3); habebit quoque aequatio & Xi= o0 faltem unum par
radicum
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1 it
radicum imaginariarum ob conditionem (I), et aequatio ¢ X = o pariter

! i
unum par ob conditionem (1lI). Cum porro aequatiore!}{:o it 2da
2 T=x T=
aequatio differentialis & . & X = 0 aequationis e‘X = o (196. §.); debet

r=Xx - . - . .
aequatio ¢ X = O ea ipfo folum unum par radicum imaginariarum habere,

quia id habet aequatio r: IX: o (207. 198. §.)* aequatio igitur r:x —0
habet unumr par radicum imaginariarum ob -conditionem (l), et aliud par
ob conditionem (III), atque iftud par abillo diftinétum eft. Nam ante
omnia evidens eft, ut conditio (11I) locum habeat, debere efle n >3;

adeoque aequatio e X=o0 in (3) debet effe minimum 4ti gradus: hinc
autem elucet, ipfam capacem effe quatuor radicom imaginariarum. Deinde
certum eft, coefficientes cujuslibet aequationis ab ejus'radicibus certa lege
dependere (179. §.), coefficientesque &, 3 ob (3) per diverfos coefficien-
tes aequationis principalis y=—0 determinari: igitur debent etiam radices

T~ -
imaginariae aequationis & X=o0 in (3), quarum indicinm eft conditio (I),
diverfae effe ab ejus radicibus imaginariis, quas conditio (1II) in (6) indicat.

Ut primum vero aequatio rs:x:o in (3) ob conditiones (I) (III) duo
habet paria radicum imaginariarum; habet etiam aequatio Xt=o0 in (2),
proinde etiam y=0 in (1), faltem duo paria radicum imaginariarom (207.
198. §O- :

215. Corollarium.

His principiis nititur regula Neutoniana ad explorandas radices imagi-
narias datae cujuscunque aequationis inventa, Singulis nimiram terminis
datae aequationis, exceptis termino primo et ultimo, fuperfcribantur fra-
&iones, prout eos fequens exemplum exhibet: exploretur deinde, an qua-
dratum cujusvis coefficientis minus fit fraftione fuperfcripta duta in pro-
duftum coefficientium adjacentium, vel non: calu primo f{ubf(cribatur ei.
dem termino fignum —, et cafu altero fignum -, terminis vero primo et
ultimo femper fubfcribatur fignum 4-. Numerus enim alternationum figno.
rum {ubfcriptorum indicabit, aequationem datam ad minimum totidem ra-
dices imaginarias habere.

_2m 3(m—r1) 4m—2)  5(m—3)
1(m—TI) 2(m—=2) 3(m—3) 4(m—4)
X'“+ AX‘“—I + me—'.’, + me—'z + Dx_m—'»z +_____:0_
216. Theo-
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216. Theorema,

In quavis aequatione 2di gradus, cujus ambae radices veales [unt , fof
femper adfunt fignorum +— vel —< alternationes, quot radices pofitivae,
et tot fucceffiones + + vel — —, quot vadices negativae,

Demonliratio.
Sequentes quatuor formulae exhibent omnes cafus poflibileg,
I. x24Ax+B=o. 1I. x>—Ax—B=—o0.
I, x2—Ax+B=—o. IV. x24+ Ax—B=—o,

Tam vero in (II) et (IV) neceffario debet efle una radix pofitiva et of_
tera negativa (179. §.), ficut una adeft alternatio et una fucceflio figno-
rom, In ([IT) debet eflfe utraque radix pofitiva (179. §.), ficut duae adfunt
fignorum alternationes. In (I) demum funt ambae radices negativae
(179. §.), ficut binae fignorum fuccefliones,

217. Theorema,
Quoties omnes vadices datae aequationis y == O fuerint veales, ejusque

T
tia aeguatio differentialis s y=——o tot fignorum alternationes quot radices po-

Jitivas habuerit; toties debebit quogue proxime inferior aequatio differentialis
L
8 y = O dotidem fignorums alternationes habere, quot ea habet yadices pe-

fitivas
Demonftratio.

t. Aequatio differentialis (r— 1 )efima ﬁtr;‘y =x"Faxt~r 4 by
Fex2T?Adxn"44 o - -+ px+g=o.

T
2. Erit rfa aequatio differentialis ey = nx""* 4 (n—r)ax"~2
E(—=2)bx""3 +(n—3)ex2"44 - - - & p=o.
3. Omuoes fignorum alternationes et fucceffiones, quas aequatio (2)
complectitur, debent quoque in aequatione (1) contineri.

4. Aequatio (2) habeat alternationes fignorum, proinde etiam radices
pofitivas numero m, qui par fit, aut impar. :

5. Si min (4) eft nomerus par; terminus p in (2) debet efle pofiti-
vus, adeoque 4 p (211. §.): prout igitur adelt 4 q vel —q in (1), habet
aequatio (1) aut totidem, aut una plures fignorum alternationes, quam
aequatio (2), nimirum pumero m, aut m+1, ob (3)

Volumen . L 6.Ha-
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6. Habet vero aequatio (1) ad minimum totidem radices reales pofiti-
vas, quot aequatio (2) ob (198.209. §.); confequenter habet (1) ad mi-
nimum numero m radices pofitivas ob (4): cum igitur m {it numerus par;
debet (1) habere m+4 ¥ vel m radices pofitivas, prout —gq vel 4q adeft
in (r) per (211. §.). Aequatio (1) tot igitur habet pofitivas radices, quot
fignorum alternationes (%).

7. Si vero numerus m in (4) alternationum fignorum, et radicum po-
fitivarum aequationis (2) impar eft; necefle eft, ut ejus terminus ultimus
fit —p (2r11. §.): prout eft ergo +q vel —q in (1), habet aequatio (1)
dlternationes {ignorum numero m+41 vel m, ob (3).

8. Deinde habet aequatio (1) ad minimum m' radices pofitivas, ficut
aequatio (2) ob (5) per (198. 209. §.): quare, cum m fit impar numerus,
debet aequatio (1) habere radices pofitivas numero m+41 vel m, prout ea
-4 q vel —q habet pro termino ultimo (211. §.); adeoque tot debet ea
habere radices pofitivas, quot fignorum alternationes, ob (7).

218. Corollarium 1.

Si aequatio y=o ordinis m#i omnes radices reales habeat; habebit

- . . . - . & 3
etiam quaevis aequationum differentialium ey=—0, ¢ y==o, ey=0, = - -
m-x
= - & y — o omnes radices rezles (205. :198. §.), cumque ultima aeguatio
m-x :

¢ ¢ y=o0 debeat efle quadratica, habebit ez tot fignorum alternationes,
quot radices pofitivas (216. §.): igitur habebit etiam quaevis praeceden-
tium aequationum, proeinde ipfa quoque aequatio principalis y=o0 tot al-
ternationes fignorum, quot radices pofitivas. (217. §.).

219. Corollarium 2.

Aequatio ordinis mti hubet radices numero m, et terminos ntimero
m+-1, quorum quivis bini contigui dant unam fignorum alternationem
vel unam fucceflionem, quocirca debet efle m numerus omnium alterna-=
tionum et fucceflfionum fimul ; guare, fi aequatio m#i ordinis numero n ra-
dices pofitivas totidemque alternationes fignorum habeat ; habebit eam—n
radices negativas, et totidem fignorum fucgefliones, fi quidem omnes ra-
dices fint reales (218. §.).

Scho-
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Scholion.

Cum quaelibet radix u aequationis y==0 debeat dare unum faftorem
fimplicem x— funétionis y (174. §; quidquid haftenus de radicibus
generatim demonftratum eft, ad illuftrandam etiam paturam faftorum fim-
plicium, in quos funétiones integrae et rationales funt refolubiles (173 §.),
pertinet. Eft autem refolutio fun&ionum in fattores fimplices maximi mo-
menti in calculo integrali; quocirca optandum foret, ut extaret aliqua me-
thodus eam omni cafu perficiendi: interea certum eft, admiffa refolutione
omnis aequationis determinatae y=—o0, quae inventione omvium illius ra-
dicum, reales fint, sut imaginariae, perficitur; eoipfo concedi etiam refo-
lutionem cujuslibet funétionis integrae et rationalis y in fuos fattores fim-
plices (176. §.).  Artificia autem, quae ad detegendas radices datarum
aequationum hactenus excogitare licuit, admodum imperfetta funt; qui ea
nolcere cupiant, fcripta adeant, quorum praecipua in introdultione com-
memoravi,

220, Theorema.
Si funio frafla —g— data per variabilem z ejus fit indolis, ut illa pro de-

terminato quopiam valore z=—a, evaneftente numeratore P et denominatoreQ,

.
abeat in —, necefJe ¢ft, ut ipfapro z=a eundem valorein habeat, quem

eP 3 e s
:Q pro z—a oblineret.

guotus
Demonftratio.
2 2
1. Si pro z=a exponentes differentiales eP, ¢P, ----£Q, £Q, etc.
. 2 2 . g k
obtineant valores &P, P%, - - - - ¢Q" & Q% etc.; obtinebit funétio —-Q—
pro z=a+w per (157. §.) fequentem valorem.
I 2 2 T T
eePdawe 4 - - - Jrea"" e pz
: & 2 2 L T
xeQ taweQ4 - - - faw N eQ
B ]

2. In eadem hypothefi debebit funttio -(%— pro z=a—w fequentem

valorem habere (157. §.).

1 2 2 By e ol
—xsPtawePl— == - + 0" .M

1 2 2 r b I &
—xeQ aweQ — - - - taw T Q"
L2 3. Iam




84 CAPUT 1L

X P { . .
3."Tam vero vel funftio —- crefcit, vel decrefcit, crefcente varia

Q

bili z: cafa primo erit ejus valor debitus valori z==a minor valore (x),
et major valore (2); cafu autem altero erit is major valore (1), et minor
valore (2) pro certa quantumcunque parva quantitate w: quodfi igitur V

W SEE o : : 5
denotet valorem funétionis — debitum valori z==a; dabuntur certi co-

Q
efficientes K, L, M, - - - k, 1, m, etc., pro quibus ob (1) (2) erit utro-
que cafu
vyt Q‘+kw+1u2+mw3+etc etV <= Q‘+KN+Lu=+Ma¢’+etc.

Eapropter erit neceffario V :i—Q; (130. §.).

221. Corollarium 1,
Si pro z=a etiam quivis rto inferior exponens differentialis tam
funtionis P, quam funétionis Q fiat acqualis nihilo; debebunt in (n.1.2.)
omnes termini praecedentes terminos, in quibus continentur exponentes

T r
differentiales P, ¢ Q" negligi; valores idcirco funttionis P debiti va-

loribus a+4-w, a—w variabilis z, exprimentur fequenti modo:

r 41 riy +2
ol TR eP‘-{-u o', & P‘-}-uw”“ £ P 4 ete.

+a
wor—1 eQ‘-{-m:u’ eQ‘+zwr+‘ sQ‘+etc.

I+1 r+x

o & LT
+aw"‘eP'+ .eQ‘ﬂ-aw’*‘.rEP‘-ketc..

1 T4 +2 e
+szw""' eQ‘-{-.xw‘" eQ‘+ uw"“ eQ‘+etc.
- Lo it P - ;
Hinc vero, denotante V valorem fan&ionis -— debitum valori z==m

fequitur ut in (n. 3.), pro certis coefficientibus k, I, m, - - - K, L, M, etc.

independentibus ab w, et quapiam quantumcunque decrefcente quantitate
debere ﬁeri

Ve 22 dkedlerfete; etV q‘P +Ko+Lur+ete,:
‘Q‘ lQ‘

igitar V=& -—... (130. S
sQ‘
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222, Corollarium 2.

Quamobrem, fi petatar valor V, quem funétio fratta y:—g- pro illo

T aris 1 1S
determinato valore a variabilis z debet habere, pro quoea abit in g fu-

=X 3
mantur quotientes = L. LN jp , ete, pofito sz=1, inchoandoque

sQ :Q eQ

a primo fiat z==a: quoties enim aliquis horum quotorum pro z=3

in % abiverit, mihil certi poterit_inde colligi, fed quaeri debebit valor

proxime fequentis’ quoti pro z=a: fi autem ad quotum deveniatur, qui
pro z=a aut fiat aequalis inihilo, evanefcente folo numeratore, vel
obtineat valorem indefinitum, evanefcente folo denominatore, aut va-
lorem quempiam determinatom induat; - debebit etiam data funétio y pro
2z—a cafu primo aequari nihilo, cafu autem fecundo et tertio eundem in-
definitam, vel determinatum valorem habere (220. 221. §.).

-223. Corollarium 3,

Dum datur fan&io y =PR variabilis z, quae pro certo valore z=—a,
evadente P—=o0 et R = —é—»:‘.co, abit in 0.00, poni poteft Q "'_“-—IR— ’
hinc y= —{g—, quo cafu, pro z=a, abibit y in —g-: invento itaque va-
lore funtionis y =U pro z=—a per (222.§.), ‘habebitur valor fon-
&ionis y=PR debitus valori z:=a.

224. Corollarium 4.

Et fi aliqua funétio —g— variabilis z pro certo valore z=2, pro quo

Fpd % . : .
abeant g,p in - —%> abeat in ; poterit fami P— 'k et Q:—f L
\.t

o0
hinc g—: -—g—- quae fun&io pro z=a in —E— debebit abire: deter-
minato igitur valore fun&ionis —%— pro z=a per (222. §.), obtine-

bitur eo ipfo etiam valor' funionis -—g—- pro z=a.

L3 225.Pro-
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225. Problema,
Frattionens wationalem genuinam % (10. 1. §.)  datis faforibus
fimplicibus denominatoris N, qui omnes [int inaequales, refolvere in totidems
fraRiones partiales , quarum Jumma exaequet datam fraftionem —E- -

Solutio.

Pro quolibet fattore fimplici formae generalis p— qx denominatoris

= ita ut ejus numerator A

N determinetur nna fraftio partialis >

M
eum valorem habeat, quem quotus -_-%ET_ pto x — -g—, fumto exponen=
te differentiali sx—1, obtineret.
Demonfiratio.

Cum p—qx fit unus faftor funétionis N, dabitur alia funétio inte-
gra et rationalis X, pro qua fiat N=X (p—qx): poterit igitur funétio

-%1- pro quapiam funftione integra et rationali Z refolvi in duas fra-

&iones, ita ut fit

M _ A + Z __AX—}-Z{p——qx)‘
N p—gc' X 7 N
- M—AX
Adeoque habebimus M—AX+Z (p—qx), et Z= e ) p—gx
debet ergo efle unus fator fimplex funttionis M—AX (169. §,), et
M M(p—qx)
ideo M—A X=o0 pro p—qx=0, feu A = X St pro
p /
Xt
q
Verum pro x&= —E—r fit M (p—qx)=o0, et N=X(p—gx)=o0:
M(p—gx
numerator A aequatur igitur ei determinato valori, quem quotus —-(B-Ni‘l

: =0 : :
pro valore x:—-‘P— , pro quo is abit in ot obtinet; hinc debet effe
(220. §.)

A=
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a:g.M(p'—qX)ZCP—qx:ﬂ_q_‘u pro X =P

eN eN eN q
__—aqM el AN ol 0 L TRl S
feuA.._.EN pro x = —, o N ==0Fp &

226. Corollarium 1.
Si fun@io integra et rationalis a4+ bx® dicatar habere unum falto-
rem fimplicem e—fx , cam fit s(a+bx")=nbx""", adeoque
_f?l"‘ .__,,{-‘xm __fn'“‘m e
e(a—{-b,\'"j: nbxt—*  nbel m~—T i =

obtinebimus per (225.§.) fequentem expreflionem pro una fraftionum
T : Y - * X 5
partialium, in quas funétio frafta rationalis W’ datis

omnibus

faétoribus fimplicibus denominatoris, poteft refolvi, nimirum pro fraltione
partiali oriunda ex factore fimplici e—fx denominatoris a-bx"
s f AT

nb(e—fx)e""'""-‘ v

3227. Corollarium 2.

Si factores denominatoris N fint quidem omnes inaequales, fed vel
omnes quadratici formae generalis «-4 3 x4 yx?, vel aliqui quadratici et
alii fimplices; reperietur fraftio partialis oriunda ex quovis fatore quadra-
tico, fi hic refolvatur in duos fattores fimplices, fraftionesque partiales
his fattoribus competentes per (225, §.) determinatae in unam {fummam
addantar.

228. Corollarium 3.
Sic fi d2—c2x2=(d+4cx) (d—cx) dicatur effe unus faftor quadra-

xa’“ i
in frationes
a4bx"

partiales refolvi debeat; fractio partialis oriunda ex illo fattore quadra-
tico erit per (225. 227. §.),
__l_‘cn—m ch—m
nb(d-hex)d®mE T nb(d—cx) @i BT E
phasul Fd—d+cx—ex |
.nbda—m—z T =
confequenter, prout et n—m par ant impar numerus, erit ea fraftio
ch—m ot — en—m+ 1 —a2x
nbdr—m—a dz—“C‘?, vel nbdr—wm—1 .d?-----l,:l =

229. Theo-

ticus funttionis a+4bx", fun&ioque frafta rationalis

.
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229. Theorema,
Pro x—=Cof @ =+ Sin @ —1 et quovis sumere imfegro pofitivo n
debet ¢ffe x"=Cofn @ + Sin n @ vV—Ii.
Demonftratio.
Eft enim x2==Cof ®* + 2 Cof @ Sin ¢ /' — t — Sin @2: igitur per
(5. §. 1. Schol.) x>=Cof2@ +Sin2 @ /—1. Etfipro quocunque nume.
ro integro r effet x*=Cofr@ = Sinr @y —1, deberet eo ipfo efle
etiam x***="Cof r @ CofQ + Cof @Sint @y —1 + Sin @ Cofr @ /' —1
—Sin®Sin r @=Cof (r4 1)@ * Sin(r4 1)@y —1 per (5. §. 1. Schol.),
Hinc itaque ob (3I. §.) neceflario fequitur, quod erat damonftrandum,
230. Corollarium 1.
Si p(Cof @+ Sin @ y—1)—qx et p(ColP—Sin@y —1)—qx fint
duo falores fimplices imaginarii functionis rationalis c4 ex"; debebit haec

funio bis aequari nihilo, pro x = % (Cof P+ Sin@y —1)"et xz_z_
(Cof ¢ —Sin@—1): erit igitur per (229. §)

et "q‘f:' (Cofn @+ Sinn®/—1)=o0;

(:-]---(-*-;’-"l (Cofn@—Sinn@ /-—1)=0.

2 e ph
qn

ep“C -
o ofn@P=o0; etSinn@P=o0,

Hinc 2 ¢ +4- CofnP=o0; et %Tpn.'iinmp(—t:o;

feu ¢ 4

231. Corollarium 2.
Quidquid fit funtio rationalis et integra a+bx", necefle eft, ut pre
quolibet ejus faftore quadratico p*—2pqxCof @ +q*x* ob (173. 230.§.)
fiat !

Cofn@:%::-::; et Sinn@i=o,

232, Problema,
Datam jfunflionem integram rationalem a* +x* refolvere in  fuos
fatlores.

Solutio.
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Solutio.

1. Exponeng n eft numerus par vel impar, Pro numero pari n=—2m
habebit funétio a"4-x" omnes numero n:=2m faftores fimplices imagina-
rios; adeoque, quia quivis bini fafores fimplices inter fe multiplicati
dant unum fatorem quadraticum ; =~ habebit illa hoe cafu faétores quadrati-

COS numero m=—z;n.

2. Siautem exponens n:=2m--I eft impar numerus; habet fun@tio
a"4x" unum faftorem fimplicem realem, et n—1 faftores fimplices

SEN o A n—1I Azt .
imaginarios, ex quibus numero m =_—2"_ fatores quadratici poflunt
produci.

3. Quilibet fattorum quadraticorum funétionis a"+x» (1) (2) expri.
mi poteft formula generali p>—2pqx Col@+g>x* (172. §.); et pro quo-
libet debebit arcus @ ita determinari, ut fit per (230. §.) a"-{»—%l- Cofn @=o,
et Sinn@=o.

4. Tam vero erit Sin n@=o0, fi, denotante k quemcunque terminum
progreiionis o, 1, 2, 3, 4, etc., fiat n@=2k=, vel n = (2k+n=

per (5.S. 1. Schol.): praecedens formula (3) femper ergo dabit unum
faftorem quadraticum funtionis a"4-x", fi fiat

2k
Q= “', Eta"+———C0f2k7r.—o,

vel p== 2 (k4 1)__2', et a" 4 -%-Cofzik +1) r=o0.

5. Prima aequatio in (4) nequit {ubfiftere: cum enim fit Cof2kr==1 :

n n
eflet a» 4 -PT:Q, hinc -P—:\(—a“ valoris vel imaginarii, vel rea-

lis negativi, prout eft n numerus par vel impar, cum tamen ‘;—‘ in (3)
debeat habere valorem realem pofitivum.

6. Hinc, ob Cof(2k+1)w==—1 (5. §. 1. Schol.)," fequitur, formu-
lam in (3) pro quolibet valore k=0, k=1, k=2, k=3,k=4, et fic
porro, daturam unum faltorem quadraticom funtionis a® +x", fi fiat

¢:{’_3ktlk, et an

—%‘ZO ob (4) (5), adeoque p==aprogq=r:

Velsmen L M his
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his ergo valoribus in (3) fubftitutis, obtinebitur fequens generalis exprel-
fio ompium faftorum quadraticorum funétionis a® 4xm,
a2—2ax Cofc2k+l)”+ 2,
7. Quamobrem, fi in (6) loco k fucceflive fubftituantar numeri
@, 1,2, 3, 4,5, et ita porro quamdiu eft 2k+4 1< n, obtinebuntur
omues fatores quadratici funétionis a”4x", ad quos praeterea eo cafu,
quo n fuerit numerus impar, fator fimplex a+4x debebit accedere (1)(2).

Exempla.
2’} x3—(a%—2ax Cof—;- +x2)(a+x).

adfxd—(a*—2ax Cof—}-{— x>)(a2—2ax Cof%r + x2).
85+4x* = (a>— 2ax Cof :—-{- x‘)(a’*—zaxCof——S- x2)(a+x).
a84-x%=(a%—2ax Co['g--l- x?)(a>— 2ax Cof’%r +4x2)(a>—2ax Co f%—{-x").

Scholion.

Sed, quaeret tyro, cur illi duntaxat numeri impares loco 2k+1 in
{7), qui numero n minores funt, fubftitui praecipiuntur? dabit utique for-
mula generalis in (6) etiam pro quovis alio majori numero impari 2k-1
unum faftorem quadraticum funétionis a4 x", ob (4). Verum id quo-
que certum eft, fattores quadraticos, qui pro numeris imparibus 2k+1>n
ex (6) poflunt elici, ab iis, qui pro numeris 2k 4 1 < n indidem eliciun-
tur, haud efle diftinétos. Sit enim generatim 2k 4 1=2rn 1 « numerus
major numero n, ita ut r quemlibet terminum feriei 1, 2, 3, 4, etc. poffit
denotare, « vero denotet numerum imparem minorem numero n: dico
ex (6) pro 2k+41=2 rn+ « eundem fequi fatorem, quipro 2k+1—=2

(eronto)r
n

obtineretur, Ef enim Cof — = Cof(2rz+ EE) = Cof2rm

Cof "-‘51¢sm 2rx Sin ”‘f:cor‘% (5. §. 1. Schel)

233. Problema,
Funfionem integram rationalem a» —x» yefolvere in fuos fallores.
Solutio.
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Solutio.

1. Pro exponente pari n habebit funftio a®—x* duos faltores fim-

plices reales, et n=—2 fatores fimplices imaginarios, et ex his omnibus
n—2

nafcentur numero fatores quadratici.

2. Et pro numero impari n habebit fun&io a"—x" unum faftorem

fimplicem realem, cum n-—1 fattoribus fimplicibus imaginariis, qui fimal
Sy

n 3
dabont numero faftores quadraticos,

3. Quilibet faftor quadraticus funétionis a®—x® (1) (2) obtinebitur
ex, p>—2pqxCof@+q>x? (172. §.), fi pro quocunque termino progref-
fionis arithmeticae 1, 3, 3, 4, 5, 6, etc. logo k affumto &at per (230. §) et

(5. §. 1. Schol.).
2k "

¢ = =) Al = — —0; "et Sin 2ka=0;
vel @ = (—k-i;—j)—r-; a" 4+ E‘T =0; etSin(2k+1)z=o,

4. Cum vero fecunda conditio in (3) abfurda fit, ut in (232, §. n.5.);

certum eft, formulam generalem factoris quadratici in (3) daturam quemvis
2k

faltorem quadraticum funftionis a"—x", {i in illa ponatur § —= —— ¢
n

n

qn s =0, hinc a=p pro q=1, denotante k quemcunque terminum

n
feriei arithmeticae ¥, 2, 3, 4, etc.: his igitur valoribus in (3) fubftitutis ob-
tinebimus fequentem expreflionem generalem omnium fatorum quadrati-
corum funétionis a® —xn

2k
az—2ax CofT + x=
5. Quare, fi in hac formula (4) fucceflive ponas k=1, k=2 k —3,
k=4, et fic porro quamdiu eft 2k<{n; derivabis inde omnes fatores qua-
draticos funétionis a”—x", ad quos praeterea accedet fattor fimplex a—x,
vel quadraticus a>—x2:=(a—x)(a+x), prout fuerit n numerus impar,

vel par (2) (1).
Exempla.

2w
a? — x¥=(a%2—2ax Cof?- 4+ x2)(a—x).
2 ’ 7
at—x4*=(a*—2axCof —4—15 + x2) (a2—x2)=(a%+x2) (a%>~x2),
M2 F—xF
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a‘—x":(az-—-zaxCOFQ—g +x2) (a®>—2ax Co!‘%f.}. x2) (a—x),
aS— x‘:(azn—zaxCof%ﬁ + x2)(a®>—2ax Cof% + x2) (a* —x2),

: Scholion.

Ratio autem, cur loco 2Kk illi tantum numeri pares, qui numero n
minores funt, in (4) fubftitui praecipiuntur, eft eadem, quam jam pro cafu
fimili in (232. §. Schol.) adduximus. Omnis enim numeras par major nu.
mero n per 2rn—+ 2« poteft defignari, ita ut, denotante 2 quemcun-
que numerum parem minorem numero n, coefficiens r quemlibet termi-
num feriei 1, 2, 3, 4, ete. poflit indicare: facile vero oftenditur, formu-
lam in (4) eosriem pro 2k—=2rn+t2«, et ck=2x faftores dare,

Nam eft Cof ”‘+ Jrataa)y, Cuf(z:rriz,:::'T :CofzrarCof—z::-

5. §. 1. Schol.)

= Sin2rzx Sin 3%“—”- —Cof 2%

234. Problema.
Unus faffor q:ma‘f'aria.is Juntlionis integrae et rationalis a-+-bx" eff
p*—2pqx Col @+ q?x2; determinarve ﬁa.ﬁ'r'omm partialem ex_ ipfo oriun-

dam, data funtlione fralta rationali —_F—b——- in fraftiones partiales re-
Jolvenda.
Solutio.

I. Fattores fimplices dati fatoris quadratici funt qx — p (Cof®+
Sin® /—1), qx—p (Col® —Sin® /—1) per (172.§.): quodfi ergo nume-
ratores fraftionum partialium his fastoribus fimplicibus debitarum vocentur
A, B; erit per (227. §.) fractio partialis orinnda ex dato faftore quadratico

A B
qx—p (Cof @+ Sin@ (—1)+ X— p (Lol @—Sin @y —l
q \4+-Bix+4(A—B) p‘hnq)(——l—\r\-{-li p(‘nl‘&
p*—2pqxCof @ + ¢>x2
2. Tam fit M=x", N=a 4 bx", hinc eN=nbx""*¢x, et per (229.§ )

pm Com@+Sinmpy—1);

X0

};"":EI—-;ﬂI Cofin—1)@+Sinta—1)Qy—1);
q
pro x:—g—- (Cof @ & Sin @\/~1);
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Per haec determinantur valores numeratorum A, B fraftionum par-

tialium in (1) fecundum (225. §.), nimirom:

e g (--TTC:-!-u mn?) — 1
T Y "Col(n—1,¢+Sin(n—1, up(——l
T C.F111¢w'§1111n@(—~1

B :nbl-;--"'-“_‘ "Cof(n—1)@—Sin(n—1)@y —1 :
Eft antem per (5.§. 1. Schol, et 23L.§.).
Cof(n—1)@=Cofn @ Cof @+ Sinn @ Sin @ =— —=CofD;

Sin(n—1)@=Sinn@ Cof @ —Coln @ Sin @ = b—g-;. Sin @:
adeoque eft etiam
R RE Cofm @ + Sinm @ y —1
T nag™ Sin@ —1—Cof @ ¢
N o ) Sinm @y —1—Cofm®
e : 51-1@‘/——1+L0[
Quare addéndo, ei fubtrahendo erit

ob (Sin @ /"—1— Cof @) (Sin @ — 14-Cof ¢)—=—(Sin >+ Col¢>)=—

2 Pru ok
A +B=—~—,~:}nr‘ Cof(m+1)®;
el L R

Et pro his valoribus in (1) fubftitutis obtinebitur fequens fimpliciffima
expreflio quaefitae frattionis partislis.
2pm** pCofm@—qxCol(m+ D@
naq™ p*— 2pqxCof @ 4 q*x*
Scholion.
Notatu digna eft methodus quasvis fun&tiones fraftas rationales, datis
faftoribus fimplicibus et quadraticis denominatorum, refolvendi in fractio-
nes partiales ope coefficientium indeterminatorum.

a4 L : . 5 e N
1. Si proponatar fractio N refolvenda in fraftiones partiales, ’datis

faftoribus fimplicibus formae p—qx, et quadraticis formae a4 Bx4yx?
denominatoris N; fumatur pro quolibet factore fimplici una fraftio partialis

oo et pro quolibet faftore quadratico accipiatur una fraftio formae
g%

4+ B

s J\"I*

, literis A, B indeterminatas interea quantitates denotantibus.

M3 Tum
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Tum reducantur omnes hae fraftiones partiales ad commanem denomina-
torem aequalem produ¢to N ex illarum denominatoribus; erit fumma

? . s M
omnium numeratorum divifa per N aequalis datae funétioni N Quodfi

igitur fumma omnium numeratorum aequetur dato numeratori M; obtine-
bitur aequatio, ex qua valores pro A, B, etc. fecundum principia primi
capitis poterunt determinari.

2. Eadem pror{us methodo refolvetur quaelibet fraftio TM in frattio-

nes partiales, dum denominator fraltionis refolvendae aequatur alicui po-
tentiae niae aut faétoris fimplicis X =p—-—qgx, aut quadratici X=«+ 3x
4 yx2: nimirum, fumtis interea quantitatibus indeterminatis A, B, C, D,
E, F, G, etc., ponatur

M A B C K L

Xu = x" + hn—l_{_xn—‘.‘.—!- i T + -R-._B-+Y’

M __ A+4Bx, C4Dx U+4+Vx

'_xrﬁ_ Xn + XII*'1+“--+_T-’

prout X exhibet faorem fimplicem, vel quadraticam, tum quaerantur
valores pro A, B, C, etc., ut in (1).

vel

3. Si denique denominator N fraftionis refolvendae -—-]g-— inaequales

aliguos, et alios aequales fattores fimplices vel quadraticos, aut illos et
hos habeat; habebitur cafus ex praecedentibus cafibus (1) (2) compofitus,
ad quem idcirco eadem methodus poterit adplicari.

4. Licebit demum hanc methodum ad quosvis faftores polynomios ex.

tendere: fi nimirum denominator N fraftionis reflolvendae —g]— habeat fa-

&ores polynomios formae generalis a+bx+cx* 4+ - - - 4+ mx*; fem-
per poterit determinari una fratio partialis debita tali faftori polynomia,
modo ejus numeratori tribvatur forma «-+pBx+yx* 4+ - - - uxiTe
funétionis ordinis uno gradu inferioris.

ELEMEN-
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CAPUTIV.
D E
PRAECEPTIS FUNDAMENTALIBUS CALCULI
INTEGRALIS , INTEGRATIONEQUE
FUNCTIONUM RATIONALIUM.

235. DEFINITI1O.

Intrgra!e dati exponentis differentialis eft funftio, cujus ratio differen-
tialis habet exponentem dato aequalem; unde, quid fit datum exponentem
differentialem integrare, per fe.intelligitur: praecepta in hunc finem do-
cet Calculus integralis. Signum autem integrationis erit /, praefigendum
exponenti differentiali, cujus integrale fuerit delideratum: fic /Xsx
indicabit integrale exponentis differentialis X x.

236. Corollarium 1,

Integrale dati exponentis differentialis « y=Xex poteft efle funtio
y=Z+C compofita ex aliqua funtione Z variabilis x, et quantitate
conftante C, quarum pofterior nullo pafto immediate ex ipfo exponente
differentiali poteft colligi (91, §.).

237. Corollarium 2.

Quamobrem praecepta calculi integralis eo tendunt, ut per ea ex datis
exponentibus differentialibus ey partes variabiles illorum. integralium y
utpote cum iis certa lege connexae (83. §.) pofiint derivari: plerumque
tamen, inventa parte variabili, puta’Z, alicojus integralis fey =y, fcri-
bemus y:=Z+-C, litera C quantitatem conftantem defignaturi, quae fors
addi debebit parti variabili Z, wut perfeftum completumque integrale
habeatur. '

238. Corollarium 3.

Facile vero, inventa parte variabili Z, pars conftans C certi integralis
y—2Z+C in attuali calculi differentio-integralis adplicatione determinatur:
plerumque enim ex natura quanti, pro quo expreffio analytica y—=Z4C

Velumen I N quae-
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quaeritor, elucet; quemnam determinatum valorem V fun&io y pro certo
valore v variabilis x debet induere, quo fit, ut, {i Pro x:==v pars variabi-
lis Z valorem determinatam U obtineat, fit U4+C=V, hinc quantitas
eonftans C==V—U, et integrale ipfam y=Z 4V —TU.

239. Corollarium 4.

Methodus univerfalis explorandi, utrum pars variabilis Z alicujus in-
tegralis /X &x=7Z4C rite fit determinata, confiftit in differentiatione ine
venti integralis Z+4C: fi enim exponens differentialis ¢(Z4C)=:Z
aequetur dato Xex; certi erimus, integrale /Xex:=Z4C efle legiti=
mum, ita ut nullum aliud exponenti differentiali X &x poffit refpondere,
cujus pars variabilis, non tantum forma, fed etiam maguitudine a parte va-

riabili Z differat (235. 66. §.).

240. Corollarium s.

Hinc et ex (115. -~ - 123. §.) colligemus fequentia integralia, quae
inftar totidem formularum fundamentalium calculi integralis poffunt
fpe&tari.

1.f¢9Col@="Sin@+C. 2.[~~¢0 Sin @ =Cofin ¢ +C.
gfs@sm@:sinv@-{.a '4f—£¢Cof¢J::Co['v(P+C.
.5;/15(?59(: ¢>=Tang @+ C. 6 /—e@Cofec@*>=Cot ¢+C.

/E@Sec(P Tang@=Sec®+C. 8‘/1—5CPCofecﬂ?Cor@::Cofec@+C.

(o] _“__
gf\/Ll— = ArcSinz4-C. b \._ArcCol'z-t-C

._Eiﬂ___. 12 —ng 7
{-uz__zz)_.Arcvaz-f-C. ./\/(22 )_.ArcCofvz-i-C
EZ £1.03 14. !
13-/1-{-22 = ArcTang z+4C. 4~/1+zz = ArcCotz+4C.
' EZ____ 1. _ —EZ " L
I=./;\/kéz -—-Arc Secz4-C. 16 i --Arc‘.,o S ol R

241. Corollarium 6.

Sic quoque ex (239.go. §.) fequitur, integrale cujusvis exponentis
differentialis AeZ, determinati per produftum ex exponente differentiali
eZ certae fon&ionis Z in quantitatem conftantem A, aequari produfto
ex integrali hujus exponentis in eandem quantitatem conftantem, feu effe
JAeZ=ALeZ.

242, Co-
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242, Corollarium 7.

Ob (239 92. §.) auatem erit integrale exponentis differentialis
ey=sP+sQ+esR+ - - - 4 ¢Z compofiti ex plaribus exponentibus
differentialibus aequale fummae integralium fingulorum exponentium illum
componentium, nimirom y=/(eP+6Q+eR+ =~ = = +6Z)=/cP+/eQ
+/eR+ - - = % feZ

243. Corollarium 8.

Si in aliquod integrale /X ex quantitas quaepiam conftans, per addi-
tionem aut fubtraltionem, ingreffa fuerit, poterit ea negligi, atque ad
conftantem indeterminatam C referri (237.§.); confequenter in fpecie loco

SXex=U +log=—Z+C, cum fit |- Z=124 1=, poterit fum

S Xex=U+1Z+4C, quamdin partis duntaxat variabilis ratio habetur,
244. Corollarium g.

Dum integralia per arcus circuli determinantur, loco arcuum negati-
vorum fubftitui poffunt arcus pofitivi, modo illorum finus, cofinus, finus
verfi, cofinus verfi, etc. cam fignis contrariis fumantur, vel in cofinus,
finus, cofinus verfos, finus verfos, etc. convertantur (239. 240. §.).

245. Problema,

; £Z . .
Tutegrare exponentem differentialem €y —— fralum , cujus wumeras

tor aequatur expomenti diffeventiali demominatoris z, quidquid f[it iffe, ali-
qua variabilis abfoluta, aut gquaccunque funflio cevtae variabilis abjfolutae

(4 §-

Solutio,
Sumatur pro integrali logarithmus naturalis denominatoris, feu fiat
y= =1z+C (239. 110. §.).

246, Corollariums
Si yzé-n—l—{-c dicatur effe integrale alicujus exponentis differen-

tialis ey, quod pro n=o abit in %-{-C; erit AlogZ4-Cgenuinus valor

ejus integralis debitus valori n==0: cum enim debeat effe sy==¢ (A—:-:-+C)
~=AZ""'sZ (239.§.); debet utique datum integrale pro n—o pon{
=/AZT el = A‘ZZ.—AIZ (245. 241, §.)s

N2 247. Proe«
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247. Problema.
Futegrare exponentes differentiales formula gensvali AZ™ e Z romprehes-
Jos, quidquid fit z, variabilis abfoluta, aut aliqua funflio certae variabilis
abjolutae.
Solutio.
Potentia variabilis z uno gradu altior divif per fuum exponentem
m+ 1 dutaque in datum faltorem conftantem A dabit integrale quaefi-
tum, Teu erit (239. 104 §.)

m-l—l

fAz)”sz_ AT -+ C.

'-248. Corollarium r.
Per (247 §.) integrabitur quivis exponens differentialis formae
Xex(a4Y), i funftio Xex extra vinculum aequetur exponenti differen-
tiali funétionis a4 Y fub vinculo: pofito enim z—a+4Y, erit ez

PP (Ve
—s&(a+Y)=Xex; hinc /X sx{a-{-\'}l‘_—_-fazzl‘::m:‘ -:"i'%_

249. Corollarioum 2.
Si detur expomens differentialis formae sy = Az*sz + Bzlez
+Czfez 4 etc. =(Az*+Bzb 4-Czc 4 etc.)sz; erit illius integrale, nulla

S LYY : A zats o BabtE oCect
quantitatis conftantis ratione habita, y = ~——- + = +etc.
s atI b+1
(247. 242. §.).

250. Corollarium 3.

Hinc elucet, quemlibet exponentem differentialem ey=P? Q1 R"---
(e z elle perfefte integrabilem, fi P, Q, R, - - - X quascunque funétio-
nes variabilis z formae generalis Kz*4-L z!4+Mz"+etc., et p, q, 1,—--u
numeros integros pofitivos denotent; femper enim poterit exponens &y
explicari per feriem formae Az*4Bz"+4Cz°4etc. duftam in ez con-
flantemque terminis namero finitis, utprimam numerus terminorum cujus-

libet funttionis P, Q, R, - -~ - X feorfim finitus eft.

251. Corollarium 4.
Quamobrem nulla poterit affignari funétio integra et rationalis Xez
variabilis z, cujus integrale perfeCtam per principia praeccdentia determi
nari nequeat.

2 52. Pro-
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353. Problema.
A AR R . Acx Aex
Integrave exponentes differentiales fraftos, formulis e
comprehenfos.
Solutio.
Pro z=p-+qx fiet o Ls S unde per (241. 245. §
P+qx q z
Asx T o AE-'(

obtinetur fequens integrale (1). Porro eft e g HAi(E 5
Aes 3 .
£2 » unde, integrandc ope inventae formulae (1), per
X e
Ay fiet

o+ 2g—2x\/ ge
(242. §.) invenietur fequens integrale (H). Denique pro z — e
B e SRR . ; et hinc per (241, 240. §.) reperitur fequens
Etex Ve Ltz
integrale (I11).

g4 x :—é— I(p+qgx)+C.

1. -
p+qx q
Rexr Ll Jg+x /e
H./ﬂ—-th 2\/;,,'5-1 {[g—x,/e)_*_c'
PAR 2 A ArcTang%}-fg—{—C-

I f
g4+exz”

253. Probiema.
EX
a-+bx+ cx?

Integrare exponentes diffeventiales formula gemerali

comprehenfos.
' Solutio.
, hinc ez=—e x transformabitur datus exponens in

Proz=x-F 5
ae
: igitur integrando per (252.§.) ob-

EX Sompaes it E7Z
at+bx+ecx>" + — b2
B ‘;‘_4}_ —F 23
I 4c
tinebimus fequentia integralia.
ER 2 zcx+b
./1 Fox+ cx? \( 4ac— ArcTang\/ (4 :L—nz)+
/ S I 1 V(42c4b)+2ex—b )+C
atbx—cex® ™/ (4ac+b?) v 4ac+b*)—2cx+b

N3

In
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In adplicatione vero harum formularum ad caflus fpeciales quantitates
imaginarias, quas prima formula, exiftente b }>4ac, dederit, vitabimus,
fi in dato exponente differentiali figna mutemus in contraria, cum dein ope

fecundae formulae integremus. Sic ope primae formulae reperietur
—;:+xi :(iiAl'CTklﬂg d}_3 4+ C; fecunda autem formula
. Vit+2x—3
dabit 1
L eyttt G p

254. Corollarium 1.

p s . g XeX L
Cum fit s(a+bx+cx2)=bex+2cxsx; erit 4 7T
i1 e\a-{-bt—f—n‘*‘-) — b g4 8X L e S R
=i a+bx+cx* 2c at-bx+ex® ° il e et
per (242. 41 245. 253. §.) inveniemus fequentes formulas,
i L U 14 Sl b ArcT 2¢x+b
-|-'|.a\-{—{:}£’l C+ l(a+bx+CK ) C((‘i'ac b*) * ang\/(‘;ac_bz’)
4 o S VS 1V (gac+b*)+2cx—b
at+bx—cx? s #-[(a-{-bxw—c‘; )+2c (:\4;w+b2) C{(4 ac+b?)—z2cx+4b

255, Corollarium 2,

(A+Bx)e~: Acex _ Bxex i
Porro eft +b\+cw. T a4-bx+ cx? + a4 bx+cx* ' per (243

241. 253, 254 §.) obtinebimus ergo fequentia integralia.
(A+T}\)=\( : 2Ac—Bb * oex +b
a-tbx4cxz [(a+bx+cx )+c((4ac bz)AmTng v (4ac—>b )

In+ﬁk)£x__. ) LEs 2Ac+Bb v (4ac+b*)+ 2ex—by
ja+bx—cx‘_ zcl(a+bx o )+2c((4ac+b2)l {(4ac+b=)-—2cx+b)
356. Corollarium 3.

Afﬁ}f_ —_’}._ £% A (b—F—c*:'J X
x (a+bx+cx*) a T g a+bx+
24T 245. 255. §.) fequentia integralia.

— dabit per (24

Formula

Acex 23 A X it Ab 2ex+b
ﬁ TS O : (( (a+bxtorz) ) i e "g( (4ac—1%)"

Aex _ _cph )_ Ab | / (4ac4b*)+-2cx—b
|/:: a+h~--c\=) - ({La+bx-—cx %)/ 23/ (4actb®) \y (4ac+b?)—3acx+b i

Scho-
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Scholion.
Quantitates imaginariae in adplicatione harum formularom (254. 253.
256. §.) ad cafus particulares eodem prorfus modo, quo in (253.§.)

poterunt vitari.
257. Problema.

Dato integrali [ue% invenive integrale [uvsX pro quibuscunque fun-

fionibus v, w variabilis x. .
Solutio.

Multiplicetur datum integrale fuex per ‘alteram fun&ionem v, et
feorfim per ejus exponentem differentialem sv; quaeratur deinde integrale
exponentis differentialis ev/uex: fi enim iftud fubtrahatur a produtto
Y/uex; erit refiduum aequale quaefito integrali /uvex,

Demonftratio,

Sit fusx=z; erit v/usx=vz, etev/uex=zsv. Eft autem
§.vzZz=vez+zev: igitur vzi=/vez+/zev, nimirom v/uex=/uvsx
+/¢v/uex; adeoque fuvex:i=v/uex—/sv/usx,

258. Corollarium 1.

Pro trinomio X:—«+4 Bx'4yx1 et quibuscunque exponentibus
1, g, m, p, pofito vi=XP+1, et y=x™"7%, fiet (257.§.) [x™~TexXPH!
Xptixm (p41

ML,
quare, cum it Xe=a 4 Axr4-9x9, et s Xe=rfBx" ~Tsx+qyxiI—ex, falta
fubftitutione obtinebimus fequentern memorabilem formulam.

ﬁm'fsxxﬁ’:xmi?“—?ﬂ(";*-lfﬁ’““”‘. exXP,
—q_7(5n+'3ﬁm+q—-x' exXp,

259. Corollarium a.
Ex hac aequatione pro /xm = ex X PHi=/xm=Tex XP(x+ Bx"+ yx9)
= fxm T exXP B xmtr=Igx XPop oy fxm+a=1gx XP elicietur fequens
formula,

<+ g it - SR m e m=1 g x X
f gyl ¥(gp+g+m) 7(qp+q+m)-/x‘ e
= P(rpt r4m) };m-}l"lngP,

7(Qptgtm) <.
iy 260. Co-

=XPH XM ex [ X PHIxm=Tx— )_/'Xf'x"‘-sx:
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260. Corollarium 3,
Quodfi autem integrale (259. §.) fubftituatur in (258.§.), derivabi-
tur inde fequens formula.
MR 1,__\”“(1‘“"‘ Bla—n)(p+E) . 4inds
f ex XP W-{- S B A XM EIEE e R P
q..r,fp+1)
{ip-[—q—{-m
261, Corollarinm 4.
Hinc (259. 260. §.), pofito q=2, r=1, hinc X=a4Bx4 yx’,
quod trinomium deinceps conftanter litera X defignabimus, fluunt fequentes
formulae (D) (I11)s ex (1) porro nafcitur (11), et ex (III) prodit (IV).

I xm Xps m e B(p+14m)
I, fxmtrexXp = —_—— ‘/t."”’" :xXP b Sia winet! (M ¢
4 y(2p+2+m) y(2p+2+m) x"rexX y(2p+2+m) x™ e x XP,

11. XM= Xp — \_11}‘_,: fP+I+m ) ‘/ xXP — mﬂf m+r X XP

pMTNER XX,

mx In o mx

[ raxrre =S X BOHD. [ 2P fim= s axXr
%7 e 2P+2+ll‘-+°p+"+m xS axKE +2p+2+m x™= 1 gx Xr,

m b 4
[V/\“cx\h a0 X X] _g_'ff XP "'(p+! +!T1 m=I p+t
FptD B P Ehandt
262. Corollarinm 3.
Si in (261. §. . Form.) ponas m=o0, et p——4q, obtinebis {equens
integrale (1): quodfi autem in (261. §. IIL Form) ponas p =—g¢, et

=1, etermmabls/ /\l_l f , unde, fubftituto

jam invento valore pro/ :: , prodibit fequens formula (ID

p.\«‘.’.‘( el .B EX

I St — —
X+ 2y(g—1) X9 * 2yJ X1

1I/EX ki ;3+21:x + ‘2.}]\"’“ ';j er: } IS EX ;
X4 (q—1)(gev—P5) XT* ' (q—1)(429—F)J X17F

263. Problema.
Invento integrali f —?— per (253. §.), determinare integralia
E x X - 1 .
/ 5/ AR (A+.B ez pro quocungue dato numero integro et

An Xn 4% ‘\u
pofitivo n., Solutio.
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Solutio.
In (262. §. 1I.) ponatur fucceflive q—=2, q= 3, q=4, - - - q=n;
determinabitur eo iplo integrale ‘/,c , ut fequitur in (I); per iftud ag-

tem dabitur integrale /~\—£-(— ob (262. §.1.): per utrumque demum de-

5 : (A + 1\( EX .
terminari poterit etlemf R Afx. - B‘/:R'-"_- , ut fequi-

tor in (I!), nimirum pru valore integralis pofterioris in (262, §.).

invento.

1,

REA" Pt+2vx 4 (2n—3 297 8+2yx)
X (g —AOX T (n—1)(0—2) gay—pay Xz
(2n—3)(20—5) 2y *(B+2vx)
t e a3 X T

R T R S S

g o s e RS L s U0
(2n—3"(2n—5) = - = §5.30(29)" "2 (B429x)
(h—I)(n—2) = = = = 3 2.L(qay—p32 "5 X

1 (2n—3)20—5) = = - = 5.3 L(2y)"" Pex
(b—1)(n—2) = = = = 3.2.1.(4ay—p*)nF X

‘A+Bx)lex __ —B Q{A BB
“f Xn —2T(D_1)XH_1 /X11 £

264. Corollariom,

Pro pB=—=o obtinebimus ex (263. §. 1.) fequens integrale, quod pro
quovis numero mtegro pofitivo n pro perfefte determinato debet haberi,

cum integral: J = per (252. §.) fit affignabile.

exX X + (2n—3)x
@tyx)® (1 jzaatyx) ¢ ¥ (o—1)(n—2)(2a) (atyxs) =

(2n—3){2n—5)x

D e—3) @ay e s T T T T
+ (20—3)(21—5) = = == = 5:3-%
(n—1,(n—2) - - - 3.2.1..2%," " (a4yx?)
+ (2n—3)(*‘_n—~5) ---- 5.3.__1. £x
(o—1)(u—3) - - - - 3.2.L.(2)2" S atyx®

Volumen I, 0 265. Pro-

"
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265. Problema,

b 2 X"ex XTsx
Integrare exponentes differentiales —— ~xu Pro quibuslibet numeris

x 3
integris et pofitivis r > 1, n > 1.
Solutio,

Pro —p et —1 loco pin (261. §. 1. Form.) invenies fequentes for-
mulas (') (1): fi veroin (261. §. HL Form.) fcribas —p loco p, elicies
inde fequentem formulam (I1I).  Ope fecundae formulae poteris determi-

nare integralefx;j , i quaeras integ_gr:tlia‘/‘lx , /\;\ per (253.

254. §.), deinde ponas in eadem formula fucceflive m=1,""m=—2,

m:=3, == = m—=—r—1. Ope primae autem formulae determinabitur in-
"XTex & /'e X :

tegrale ‘f—T—', fi quaeratur antea integrale ~a~ Per (263. §.), de-

inde in fequente prima formula pro p=n fiat fucceflive m=o, m=r,
me2, m=—3, m—4, - - - m=r—1I, Haec tamen integratio ope
primae formulae iis tantum cafibus fuccedet, quibus foerit r<t 2n—ru:

quamobrem, fi fit r=2n—1, vel r >2n—1, conjungatur formula pri-
ma cum tertia, illaque integralia quaerantur ope formulae tertize, quorom
loco formula prima infiniti valoris quantitates exhibet, auxiliaria vero in-
tegralia, quibus in tertiae formulae adplicatione opus fuerit, determinentur
ope primae.

1 x"“"’sx_ X m & mz fxm'"rex c’t’m-]—l----p)./' Mex >
J X? Ty(mte—2p)XrTr g(atz—2, )Y T XP XP

y(m+2-2))
RWRLER, ({07 g 3 R g ¥ B XM gx

Iy' TR L y'f gttt
\ln ¢ 1M -~ m=1I % e I m=1I

1IL EX xm __ 2z fx X (: +2 ) X ex
TXP T EG—NXF* B f REE ff(r'-—l) f

266. Corollarium 1.
Siin (265. §. IL Formul.) ponas-B=o, deinde fucceflive m = 2,

m=4, m=6,---m=2r; obtinebis inde, ob‘fw‘ -—-2—7-1 (atyx2)

@+ yx*
per (245.§) fequens integrale, pro quovis numero pofitivo impari 2r+ 1
perfecte determinatum,

‘_/‘XQ.'-F Tox
24 yx®
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/‘xz'-* Tex xAr axar—*® 7 eIx2—8
atoyxd -2y (20—2)y* ' (er—4)¥’  (ar—6)y*
T T x2

%2 '— of 2
+ = - -k S F g 0B (o).

267. Corollarium 2,
Si autem in (265. §. II. Form.) ponas =0, tum fucceflive m=r,
m=3, m=—5, - - - m==2r—1I; invenies {equens integrale pro quo-
“libet numero pofitivo pari 2r ope integralis per (252. §.) aflignabilis per-
fette determinatum.

X2Tex $131 xar—r ax3r— 3 pZy2rs “‘3_\.27—1‘
wtyx® ar—1)v (arEg)e? )t s(a—F)¢d (2e—7)v*
+ L L
—_— I-?r .?.' x_l_},x_’.

268. Corollarioum 3.

Si aequationem (III) in (265. §.) multiplices per 3, tum ponas 2=o,
353 XMex
' om; elicies inde integrale f——— 'mi
etm+41 loco m; g ‘/‘¢+ T determinatum per
x'.“ EX

'/(:;——I:TK_Z)‘__‘ : quodfi ergo in hac formula fucceflive ponas p=2, p=3,

.

P=4, - - - p=n, obtinebis, ut fequitur, intega]eﬁ% pro qui-
&)

buslibet numeris integris pofitivis m, n perfefte determinatum, ob
(266. 267. §.).
‘/'- XM g x ) xm+ 1 (m_,-”gn__g}) ym+ 1
(;c S HRE (n—l)z.‘c(x-l-y:("')“" ' (n—1 )(n-z) (z:cjz{aﬂ-‘,'x"')""‘""
(m—(2n—3 ) (m—(2n—5)x"+ :
¥ (n—1){n—2)(n —3)(22)% (¢ + yx*)" 2

~ S Coiia B v s o £ et ey e i e T e

(m—@n—3))(m—20—5) - - - (m—3)"x

(1}»——1)([1—2) - =320 {2x)" " (2t 7X*)
— (m—(20—3))(m—(20—75)) === (m—1I) /xXMex
(a—1)(n—2) - - - = 3.2.1.(22)" 7Y atyx®

269. Problema.

] $ . - 1 EX X ; 1. .1 4
Inltegaare exponentes differentiales —0 Txa PO s it
mieris integris pofitivis r, 1,

0 2 Solutio.
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Solutio.

Pro —m loco m in (265. §. 1.) invenietur fequens formula (1):
autem in (261. §. IIl.) pomatar —p loco p, et m==o; reperietur fe-
quens formula ([I). Iam vero ope fecundae formulae determinabitur inte-

gralef i fi in illa ponatur fucceflive p—=2,p=3, p=4, ----p=n,
integraliaque auxiliariaf ,f — f 5 » etc. per (256. 263. §.)

quaerantur. Et ope primae formulae determinabitur in tegralef

xn’ﬁ

ope fecundae quaeraturﬁ-)—ﬁ—, hacque ipfa operatione definiatur quoque

f)\'“ , deinde in formula prima pro p=n fiat {ucceflive m=1, m=2,

m—3, m—/4, - --m=—r—1I.
f BX b i 3(p+m—1)f 7(zp+m-—"f
X “Xi‘_umx'“xl‘ me myxp m e n— ')\P

H"/‘sx Ty 1 @ & % ex.
xXP T 2ax(p—i1)XPTE 2a XP 3 ek,
270. Corollarium 1.

Pofito in (269. §. 1) 3=o0, p=1, tum fucceflive m=1, m=3,

m=—3, - - - m=2r—1; obrinebitur fequens integrale pro quovis nu-
mero pofitivo pari 2r per integrale juxta (252. §.) aflignabile perfelte
determinatum.

EX R —_1 + y : e
,j;.“(-z-i-'rxz) — (er—1)ax2 "t T(ar—3)ax? 3 (2r—§)a3xx "5

?3
—— . - - - + - - - -—
(2 ==TIREXE ] T

=3 r %
< SR sl e S e
s WG, k< af .ﬂ-&-}'xz +

71. Corollarium 2.

Cum pro b=o0, a=e, +c=y in (256.§.) P"c’deatf-m

o ._._.______ . —o,p=1
log ( Veatrx?) ): fi in (269. §. 1.) ponatur B=0, p=1,

tum
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tum {ucceflive m=—2,m=4, m =6, m=8§, - - - m=2r; determina-

bitur fequens integrale pro quovis numero pofitivo impari 2r+ 1.
T

-4

EX LTy —1 ¥ .
x2t3 (x4 yx2) — 2r.ax?® ° (2r—2)a*x* T2 20— 4 a3

f})}
e e e e B S

pro® y° X
':t2ar,". xz.i_‘ aft? IOg(\/&“‘i‘?»\-‘T)-}_ C.

272. Corollarium 3.

Cognito autem i“teg"“li‘/;:T(;i‘;xT) pro gquocunque numero inte-
gro pofitivo m, pari aut impari, (270.271.§.); determinabitur integrale
fx‘“(::-;xz}“ pro quovis alio numero integro pofitivo n, fi —m loco m
ponatar in (268, §.): erit enim
f £Xx 5 5 m(@n—3)
M4 xy2)t T (n—I)20x™ 7F (ayx2)" T2 +(n—~1,:(n——2,{2¢)2.‘t'“_‘ (a4yx2)n—2
. (m+(2n—3)) (m+4(2n—5)) RS .
Tt E— D —am—3)ee) X ety
i st g W gt U e RiGeTRl
5 (m+(2n—3)) (m+(2n—3)) - - - - (m+3)
(n—x)(n--—z) A S 3_2'1_(2“Jn—1x111-‘: (“+?>\2.)
(m+4(2n—13))(m4(20—5)) - = - - (m+71) R
(n—1)(a—2) - - - - - Z3.2.1.20)" ' x"(xt+yX3)

273. Problema,

g : : xKex
Integrare exponentes differentiales formula generaliey = C&I;:EP_'-YT“_'

comprehenfos, quidquid fint exponentes k,e, modo fit p numerus integer nega-

: k41 g ;
tivus, et —— numerus integer, pofitivus aut negativus.

Solutio.
T % ¥
. 5 —— X b —-T
Flat Z._.xE; erit x..._zz:; x'k_ze; £x — = > O ez

: adeoque habebimus
03 £y
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ht'.-r
koo #
ey = X" EX AT | 4 Z « EZ
(4B x4yx2)p T ¢ (e+pz+vyz2)e
it : : k+1 :
Cum igitur fit p numerus integer pofitivas, et numerus inte-
e

ger pofitivus vel negativus; poterit integratio per (265.269. §.) omni
cafu perfici,
Scholion.

Secundum haec’ principia commodiflime perficietur integratio omnium
exponentium differentialium fratorum et rationalium formula generali
(A+Bx*+CxP4-Dxc4 - - - +QxP)ex

Xt
comprehenf‘ornm y quidquid fint numeri integri a, b, ¢, = - = p, s r, modo

I

ey

X aut fit fimplex, aut quadratica funétio, puta X=«4px, aut
X—=o-+vx% vel X—=a+ Bx4vyx2 Cum enim debeat efle

Aex B2 Tsex  Cxb 'Sex QxP~"sex
ey= e P i L BT,
e 2 X X X'
{ingulaeque partes hujus exponentis differentialis, pro numeris integris
s,a—$s, b—s, - - - p—s, tam pofitivis quam negativis, ope praece-

dentinm formularum facile pofiint integrari; poterit eo ipfo etiam integrale
y ope earundem formularum perfecte determinari (242. §.). Inter omnes
alios exponentes rationales; fraftos maxime memorabiles funt, qui formula
xMex
(a+bx)?
fette poflunt determinari, eadem fere ratione, qua fuperius integralia
ejusmodi exponentium differentialium pro n:=2 determinavimus (264.
266. 267. 268. 270. 271. 272. §.)  Prius tamen, quam haec exponantur,
methodum generalem integrandi omnes exponentes differentiales fratos
et rationales paucis attingemus.

generali pro n>2 comprehendentur: integralia ipforum per.

274. Problema.
Datis fafforibus fimplicibus formae p4-qx, ef quadvaticis formae
e+ Bx+vx*, in quos funflio integra rationalis N [it vefolubilis, invenire

: i 2 1% s - . Mex
integrale expomentis differentialis frafli et rationalis IiNf—-

Solutie.
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Solutio.
. Mex s e : .
Si N effet fraftio impropria, poffet ea refolvi in duas partes
L
megXx ol . . - .
Fex, N , nimirum funftionem integram Fsx et aliqguam fraftionem
!‘”E X = oo
proprlam X (10, 11. §.), efletg m“/:T-—: Fex + 242.§.):

quare, cum mtograle JFex pro quavis poffibili funtione integra et ra-
tionali F variabilis x per (250. 251.) facile determinetur, patet, totum
negotium eo demum reduci, ut oftendatur, quo modo integratio cujus-

b a b Me > .
libet frattionis genuinae Ln?z_\_c’ qualem idcirco —I%‘ efle fupponemus,

poflit perfici.
Cum, per hypothefin, nofcantur omnes faftores fimplices, aut
quadratici, vel fimplices et quadratici, in quos denominator N eft rei'qu-

o . T
bilis ; refolvatur exponens differentialis ¥ in frationes partiales

(A-!—B\cje*( Aex (A4Bx)ex
atBx+vE” (p+a0)t’ @+ pBx+yxHn’

quod per praecepta 3tii capitis omni cafu pote-

+1%

quarum fumma aequalis fit

af o
eidem exponenti

EX
N Ll
rit praeftari: deinde integrentur fingulae fraétiones feorfim fecundum prin-
cipia fuperius ftabilita; fumma enim integralium omnium frattionum dabit

. AR .. Me
integrale exponentis differentialis s

N

275. Problema.

Sit funffio a 4 b x" integra rationalis compofita ex faffore” fimplici
e—fx, quadratico d>— c?x2, et pluribus aliis faloribus quadraticis, qui
omnes formula generali p*— 2pqxCof @ +q2x> comprehendantur, ita ut
fingulos inde ordine derivare liceat, fi loco arcus indeterminati @ cevti ar-

eus K, b, - - = - - s fucceffive fubflituantur: exhibere integrale perfellum
XMy

a+b4\“ '

exponentis rationalis

Solutio.

- ] =i 8 xMex
I. Una fra@ionum partialium, in quas exponens s b poteft re-

folvi, fequitur in (1) ob (226. §.); altera in (II) ob (228. §.); omnes vero
reliquae
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reliquae, ob (234 §.), comprehenduntur in (III), ita ut omnes ipde or.

dine {int proditurae, fi loco arcus indeterminati @ certi arcus k, I,- - - s
fucceflive fubftituantur.
pn b i et —fex
L b= m=T(e—I) —mbe="=F Te—Tx
~—2c"" M X cn—m-—1 ity P SR
£ hd? TR A Ay Mt b TR=E —cage

prout eft n—m par aut impar numerus.
apmity (pCofm@P—qxCof(m41)P)ex
n:_iq"'” p*—2pqxCol @4 q*x2 *

2. JTam vero integrale exponentis differentialis (1) fequitur in (IV)
per (241. 245. §.): integrale autem exponentis (1I) fequitur in (V) per
(241. 245. 252. §). Porro fit

—p%; b=—2pqColP; c=4q%;
A__pCofmCP ; B=—qCof(m41)P:
erit 2Ac—Bb=2pq%(Cofm@ —Cofl(m+1) §.Cofl Q)=
—2pq*(Cofm @— (Cofm @ —Sin(m+1) P.SinP);
hinc 2Ac—Bb=2pq*Sin(m+41) . Sin Q.
Vv (4ac—b?)=2pqy (1—Cof@*)=2pqSin .
2pfn+t

Quare, fi hos valores in (255. §.) fubftituas, tum totum in e

ducas, obtinebis integrale exponentis differentialis (1[I), ut fequitur
in (VD).

111

fon—m=—1x
Iv' nben—m—x log(e_-fx‘)
v d—ecx ch—m—
lo ik 2. p2x2
X: nbahi%e = é’d-{-cx o bdu"‘m'—;log(d X%,
3 confequenter
gimmy G b ; num. par
Dbdn—m—1 (fog\d—Cx) +1 (d-l-cx,_:) prout eft n—m_ . impar.
pire ( qx—p Col@
T S ——————

VI Daq =+ 1 2 Sin(m+41) @. Arc Tang oSG

= Cof(m+1) Q. I (p>~ 2pqx Cof@+q> x‘)).
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3. Ob (1) conftabit ergo integrale dati exponentis differentialis

————:T;K ex (IV), (V), et omnibus integralibus, quae ex (VI) poffunt
a xn )

derivari, fi loco @ ii determinati arcus k,l, - - = s fucceflive {ubftitvan-
tur, pro quibus loco @ fubfitutis ex faftore p2—2pqxCof@+-gq*x* omnes
fattores quadratici funttionis a4bx" vi propofiti problematis eliciuntur,
276. Corollarium 1.
Funftio integra ratienalis g4 x" compofita eft ex fatoribus quadra-
: pan : -z L (2k+1) ! 0 ;
ticis, qui ex g —2g ™ x Cof (T T + x2 ordine elicientur,” fi
fucceflive fiat ki=o, k=1, k=2,k=3, et fic porroufque k=3 n—1,

n— . - s
vel k = < ; inclufive, prout eft n par vel impar numerus, ita tamen,

ut hoc altero cafu illa funétio adhuc unum factorem fimplicem g ® + x_ ha.
beat (232. §.): quodfi ergo in (275. §.IV. VL) ponas e::g'%', f=—1,

b=1, a=g, p:g%, a1, (p:(_z_kn-l_—!);r, obtinebis fequentes

formulas, per quas integrale exponentis differentialis + — perfeéte de-

terminatum eft : nimirum obtinebis illud pro numero pari n ex formula (11),

fi loco k terminos feriei o, 1,2,3 - - ~ - n—1 fucceffive fubftituas;
pro numero autem impari n fumes integrale (I), et huic addes integra-
lia, quae fucceffiva fubftitutione terminorum feriei o, I, 2, 3, 4, = = =~ n:3
loco k ex (II) poffunt elici,
Adhibito
+ log (g +x) figno 4 pro pari n—m-—r,
ngn —m-x_ . et — pro impari n—m-—I.
(2k+ L9198
: X— g Boli=——
IL (25in(m+')(‘k+Ijer.ArcTang (2 <+I)
n gn Sin~=~
n
o@D (g—%_gg%xcor@;‘-ﬂ)«+x=)). T
n F n ng = n
P 277. Co-

Volumen I.
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277, Corollarium a2,
Pofito m=o in (276. §.) obtinebis fequentes formulas, integrale

exponentis differentialis pro quolibet numero integro pofitivo,

£x
g + xn
pari, et impari n ea lege, quam in (276. §.) determinavimus, exhibentes.
Adhibito
+ log (ng+ ) figno <+ pro }')ari n.—- 5
IR TV et — pro impari n—1.

ng s
(ak x——'g%‘ Cof(_z__k_"_"__{)r
11, (2 Sin —z—i'—-l-lar.ﬁrc Tang
n g i Sin (2k+ 1) .

2 I r 1
—Cor @D, (g“u"—- 2g ™ x Col EHL) o o x"—) L i
n n ng o
278. Corollarium 3,

Quodi autem ponas — m loco m in (276. §.), prodibunt in-
de fequentes formulae, integrale perfeCtum exponentis differentialis

EX
L . . - . - . * ’
g £ Pro quibuslibet numeris integris et pofitivis m, n ea lege,

quam in (276. §.) expofuimus, exhibentes.

Adhibito
5 Iog(g_rlu'-l- 5 figno + pro pari n4m—1,
& NS - ] et — pro impari n+m—1I.
ng" n
X (2k<+1)
X~—~gn Cof: 3
11 (-—-zS (m—t)(zk-!—:)?r ArcTang - - _,2|_:_I\
gn Sin — =

+ Cofmk-l_l)w I(g “——2gn‘(Cof‘2k+l)'ﬂ'+x )) I'ltm-:

279. Corollarium 4.
Fan&io integra et ratichalis g—x" fic eft compofita ex fattoribus,
2
ut expreffio gn— zg%'xCofi.]f.r-i-x‘ fingulos ejus fatores quadraticos
n

dare
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dare debeat, fi in illa fucceflive fiat k=1, ki=2,k=3, et fic porro
n—I .
ufque k=3n—1, vel k:__z_ , prout eft n par vel impar numerus,
2
ita tamen, ut ad illos praeterea faftor g ® —x? cafu numeri paris n, vel

fattor fimplex g‘lﬁ'— x cafu numeri imparis n debeat accedere (233. §.):

quare fi in (375.§.IV. V. VL) ponas e=d=p=g "nl_, gtee=f == 1,

2k . £ .
a—g, b=—1, cp.:—l{-:r, prodibunt inde fequentes formulae, quag in-
SIS U ol b i .
tegrale exponentis differentialis -~ Pro quovis alio numero integro m
g—x

hac lege compleftuntur. Sin elt numerus par; fumatur integrale (II), ei-
que addantur omnia integralia, quae fuccefliva fubftitutione terminorum fe-
riei 1,2, 3,4, - - - £n—1 loco k ex (III) poffunt derivari: {i vero n
eft numerus impar; {umendum eft integrale (1), cui addi debent omnia in-
tegralia, quae fuccefliva fubftitutione terminorum feriei 1,2, 3, 4y ==~ =

_n__;_{ loco k ex (III) poffunt elici.

o= log (F’«"—'tr_x).

ng s
Adhibito
_rz!_ ¥ figno + pro pari n—m,
1. =z ;—:‘)_ti 1(g » 4x) et — pro impari n—m.
ng T

L 2k
2—g 2 Cof

— 2k

g n Sm—n—ﬂ’.

= - 2k S SRS
---Cof(m—-l;ﬂ w1 (g R—2g 2 _\Cof?‘rr-]-xz))' ng—__“‘:"

IIL (2 Sin .(.Tinf)_ﬂf w. Arc Tang

2go. Corollarium 3.

Pro m:=o prodibunt hinc fequentes formulae, integrale exponentis

differentialis -g—i‘—x“ eadem prorfus lege (279. §.) completentes.

P2 1.
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T
— loo ({_)“ o :()'

I- = ﬂ

ng &

Adbhibito
figno 4 pro pari n,
et — pro impari n.

_](g n —x)+"a n +,,;)

o1

ng B

=it 2k
X—g B COfTTP

111, (2 Sin ?-E 7. Arc Tang

g “ay; Sm—ﬂ'

2k ( .i.
—Cof —w.1\ g ® ——-.ag"xCOf—“ar-]-‘L P
n ng ll
281. Corollarium 6.
Et pro —m loco m obtinebimis ex (279.§.) fequentes formulas,
quae eadem lege (279. §.) exhibent perfeftum integrale exponentis diffe-

rentialis T(—g ) bro quibuslibet numeris integris et pofitivis m, n

Dim=
ng o
Adhibito
figno 4+ pro pari n4m,
s LB T = |
1L : g & n +1:‘1.)-_': 1(?.; + x) et — pro impari n--m,
ng n
2k
—g 0 Cof —=
. —1)2k X £
1l (——QSIH(.T_._HI.}.___ 7. Arc Tﬂl:lg — T

g2 Sin %
(m—1)2k -
=+ Cof ""‘—“-)—-1! l(;, n -—-—2g n xCof-vr-}-\n )) ey
pg o
282. Problema,
Integrare exponwentem differentialem x™ex(a-++bx")? pro quibuscun.

BUmMerus inte-

. . - * m
que exponentibus m, n, p, integris et fraflis, modo fit
ger pofitivus.

Solutio.
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Solutio.
L I-n
: A (z—a)n ez(z—a) n
Sit z=—a+4bx®; ert x =—f—; sx:-—il——)——-
bo nb R

pro his valoribus, pofito rﬂ::—j =@, fiet

m-}-t t
—_—-1 =
x'“st,a—i-bx“)?:zp&z(z‘—a) n____zPez(z—a)
m+1 ey ¢
nb n nb

Explicetur jam (z—a)®~* per feriem (52.§.), deinde, da&is ome-
nibus terminis in zPez, quaeratur integrale per (249.§.)s ac demum

(241. §.), refituaturque valor variabilis z;

multiplicetur id per
n

b®
obtinebitur pro quaefito integrali fequens expreflio,
¢="tE
2 mp I atbxpte (P—1)a (atby)P+P~"

S S 5 14 TR T e

UL T L B CE S L R

| ¥ 2 p+o—2

— @—1(0—2) @—3¥ (akbxmrte=y

+ fradna p+cp—3

+ i - -

+(¢_I(¢*2)(4’—)---(€P—-r)a‘ (a+bx"1‘“"¢“) .
b SRR s Rl r p+o—r

Ultimus terminus eft indeterminatus indicis r, ex quo finguli termini,
poft primum ordine fequentes, elicientur, fi fucceflive fiat r—1, r=—2,

r=3, r=4, et fic porro. Unde perfpicuum fit, quod, cum ¢ .._t—n--;ll_—l-

per hypothefin fit numerus integer pofitivus, ubi ad r=@ deventum fuerit,
terminus ultimus, ob @—r=—o, futurus fit aequalis nihilo: integrale de-
m-+41I

terminabitur ergo per terminos numero (p-——-—- Porro fieri poteft,

ut, prisfquam abrumpatur feries, evadat r=@-p: hoc cafs erit
P3 p+e
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(a4bx")°
o

y cujus loso fumi

p+P—r=0, et terminus generalis dabit
debebit log (a+bx") ob (246. §.).
283. Problema.
Integrare exponentem differentialem x™ex (a-+bx")? pro quibuscungue

m-4 I : .
pumeris m, 0, p, modo fit —-%-— <+ p numerus integer negativus.

Solutio.

L
Cum fit x™ ex (a4 bx")Pe=xm*+nP ¢x(ax™"--b)P; ponatur in (282.§.)
at+bxn

m+4np locom, —nlocon, alocob, b loco a, et ax™"+b = 3

loco a+bx" obtinebitar {equens feries.

o=—(" +5)-

(a_{_b‘n P+ (ﬁ]ﬂ)p-}@‘t
X" (@—1)b X0
fmg-;(a-i—b\“)"—' na“r”( - p+@ T o=t
(a_}_‘b‘n)p*f@"z
(@—1n(@—2)b? X"
o 1 . o P+P—2
(a-{—bt“)‘?*@"‘
4 (0= 1(@=2)9—3)»
SR TR p+9—3
sk T NG 0 S Rt S (A e (e e
(e
+(@—1(0—2) - - - (¢—rr ' )+c.
57 I 8 o mm p+@—r

In hac quoque ferie terminus ultimus indeterminatus eft, qui fingu-
los terminos, poft primum fequentes, ordine dabit, fi in illo fiat fuccef-
five r=1I,r=2,r=3, r=—4, et ita porro. Cum vero, per hypothefin,
m+ —— 4 p fit numerus integer negativus, adeoque @ integer pofitivus; ne-

ceﬁ'e eft, ut, ubi fuerit r=@, ob § —r=—o, terminus ultimus aequetur

nihilo; conftabit ergo integrale terminis numero ¢= — (mz- [+p) ;
Deinde
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Deinde eveniet fors, ut, antequam fiat r=@, evadat r==@+p, pro quo

(E‘.i’_b“_" ;

giloae . . : x"
valore continebit terminus ultimus expreflionem o

tabit log (ﬁ—;—?l) per (246. §.).
284. Problema,

» quae deno-

Far ; XMex X X ;
Datis integralibus, j;w_r:—x;, a-:;xn’ = (:+bx") , pro quibus-

7 5 4 3 . ; : XM gx
cungue numeris integris pofitivis m, n; nvenire inte, rahaf-——-—-—-
g g F f 2 My ¢ 8 (a + bx u) p ?

~ BX g Y
J(a +bxn)p ’Jx"" (a+4bxn)

> pro quolibet numero integro et pofitivo p > 1.

Solutio.
Ponatur in (258.§.) a=—a, y=b, q=n, f=o, hinc X=a+bx?,
deinde p==—Xk , et m+ 1 loco m, obtinebitur ex (260.§.) pro his valoribus
fequens formula (I). Quodfi jam in hac formula fucceflive fiat k=2,

k=3, k=45 - - ~ k==p; prodibit inde integrale (Il); et ex hoc {e-
quuntur, pro m=o, et —m loco m, integralia (IIl) (IV.).
1 XRR S xmtr _, n(k—1)—(m+1) xMex |
J (a+bx")* " pa(k—1)(a4bxn k= 1 na(k—1) (a+bxm)s—*
Iz;/.x-.ﬂ EX = 1 n(p—])—(m-i—[)
(a+bxn)P ™ \ (p—1)na(a4bx")? ~* +(p—xj(p—2}(na)1(a+bx“) ko

+(n (p—1)—(m41))(n(p—2) —(m+1))
(p—1)(p—2)(p—3)(ua)’(a+fbx») ™3

+ (n(p— 1) —(m + 1) (n(p—2) — (m+1)) (n (p—3) —(M+1)
P—1)(P—2) (P—3) P—4) (na)* (a+bx")P~*

T Sl el Al Sttt S s R TR
+(n(p—r)—(m+1))(n(p—2)—(m+1))---(n.z-(m+1)) (M
(P—1)(p—2) - - = = = 3.2.ina)¢" *(atb")
e ) (s ﬁ)f”(P“"z)*‘(m-}-l))—-f_n.l-'rn+11-)/ XMeX
(—1)p—2) - - - - - - 3.2.1.(na)pP7"S atbx

IIf -~ L3 X (np—n — X
(atpx")P ™ (p—1)na(a-+bx" )P~ * + (P—1)(p—2)(na)*(a+bx") P>
+
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(np—n—1)(np—2n—1)x
T —De—2)p—3) (may at bx) 73
(op—n—1)(0p—2n—1) (np — 3n— 1)x

"‘(p—:)(pwz)\p—s) (P—4) (na)* (aF bxn)7=4
Jetheatiinsideey ool lad L SRS ) L5 S el I O R
(p—n—0)(0p—2n—1) - - - - (n.2—1)x
+(P—-IJ(P—2) = -=3.2,(na)r~ ‘(a+bw”)
(mp—n—1)(np—20—1) - - - - (m.1—1)lCex :
Fe—no=--5--- 3:2.1. (M;*’T‘ a+b3?
EX Ve I
IV- ;',u(_a_‘_bxn.)p —((p——l_)na(a-I—b_x")P‘"
n(p—1)+m—r1
-1 6—2) ey Fbrme
(mp—D4+m—1)(n(p—2)+m—1)
=D (P —2) 3 (P (kb7
(lp—D4+m—1) (n(p—2)+m—1)(n(p—3)+m—1)
+(P—1)(P—2) (P'-—3)(P——4) (na)* (af-bxn)pP—4
+ ¥ H - o s b SRR F Y e
(n( P-I)-i'm—l)(“@*")-!- m—1) === fﬂ 2+m*1)
+(P_IJ(P“—2)(P—3) - --3.2.(na)?P"*(a4bx") x‘" z
(n(p—1)+m—1)(n(p—ﬂ)+m—l)-——(n1+m—1?/‘ ex :
i (P—D)(p—2)- - - - - - 3-2.1.(na)P7* X" (at+bxn)
285. Problema,
Integrare exponentes differentiales Jratlos £ -::x“ > ax_: i’i“ s
EX EX X"Mex EX

X"@+bx™)’ (a¥bxi ’ afbxmi ’ av(afbans ! Pro quibus.
cunque uumeris integris et pofitivis m, n, q.
Solutio.

1. Pro n—=2 habentur integralia in (264. 266. 267. 268. 270. 271.

I

72 §) Quodfi autem fit n > 2, difpiciator ante omnia, annon fit :—

.'b b.‘i (a+bx”)q g 3 ’

in

inte-
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integralia per (282. §.), pofito p=—1), pro primo, et p=——q pro fe-
P2l o EX

x m L3+D‘\”) ’
numerus integer pofitivus: hoc enim cafu integrabuntur

cundo exponente. Porro videatur, annon fic
EX
x m (a+b X”J q
ifti exponentes commodiffime per (283. §.).
2. Abfentibus his conditionibus () quaérantur integralia hac ratione.
Si eft b—+ h; invenies inteégralia

f ‘fxitnex— tfxﬁ_n1£x
by PSR T e T e

per (276 - = - 281.§.): inventis autem iftis, determinabis integralia

EX "C_

(atbxm)e’ ka—i—banq per (284. §.).

e Q CAPUT
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CAPUT V.
DE
INTEGRATIONE EXPONENTIUM IRRATIONA.
LIUM, FORMAE GENERALIS
X"ex(a+bx" 4+ cx®")P,

286. Problema,

Iutegrare exponentes differentiales formula genevali

comprehenfos.

Aex
vV iat+bxtcx?)

Solutio,
Pro z=x\c+y(a+bx+cx?) obtinebitar fequens transformatio
dati exponentis, fumto ¢ cum figno 4+, unde per (252.§.) elicietur
ejus integrale (1).

A EX A E7
V@a+tbxtexz) — % " TpFzzye

2cx—b
V(qacFb7)
tionem dati exponentis differentialis pro ¢ eum figno —, unde per (240. §.)
reperietur ejus integrale (1I).

Si vero ponas z —

, obtinebis fequentem transforma-

ers g T
Vatbx—ex® — /¢ - JG—27)
A .
I. ,{(a—i—u:f.:..b_\) -; (293+b+2\/c‘/(3+bx+cx"-).{-C‘

Asx ,-1 :
11'f(\a+bx—-cx~’) 7(-; Arc Sin —— \f’(4“' ) + C.

-% 2¢cx—b +C.

A” Tang 2/ o/ \a +bx—cx-)
287. Corollarium 1.

Pro b=o0, et a==0 feorfim prodibunt hinc (286. §.) fequentes for-
mulae integrales,

Asx
Vv (atex®)
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Aex —--—15 I (xvfc+((a+cx3))+c.

Ng afcx?)
f _____""5 Xy 2 A e A
\/(:t-—u,\‘)_' v c Vx‘a
Asx A :
S — = (e av ey Gttt C.
¢ (btex)  V©

/ s fex i :-—a~ Arc Sin 2 ,{1 4+ C.
x*/ (b—cx) ¥~
288, Corollarium 2.

1o f ol () 1) ponatur q=4%, obtinebitur inde [ex X
@y B +4’ Y—PRI[EX, pro X=e«+ Bx+vx2: quodf
TooTy 8y VX’ . B

ergo fiat «=a , B:i=b, y=rtc, reperientur per (286. §.) fequentia in-
tegralia,
3]

j;‘(((a-{-b\'l‘c __{zex +b)\£c 14 bx 4 cx?)

+ 43 "'C l(zcx+h+3\/c((a+bx+cxl))+C'

lﬁ-‘\/(a+bx-—cxz}:f2°-\“b) (iac+bx_cx=)

+4ac+b Arc Sin ——

26x—b
vV (4ac+b2)
__fzc*c-—b)((a—l—bx—-cxz_l
s r
4ac+b> £ 2ex—b
+ 80_\/(: s A]CTal]a 2(c\/(a+b.\‘—c,\-’-)+c'
289. Corollarium 3.
Hinc autem pro bi=o, et a=0 feorfim obtinebuntur fequentes for-

+C

mulae integrales.

ﬁx((a-{-cxﬂ t\/(a+C\“)+
/;x((a-—cx*):{- xy (a —cx)+ 'Tﬁ: Arc Sin -?2- + C.

Q2 S5

1(\\/c+(kq+cx”‘) +C.
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[ (herym D G b e)

g \/ I(zex +b+ 2y ¢y (bx+cx2)) 4 C.

fx’}sx((b—cx)zfzc‘_b) ‘\*fc(bx—cx"")

bz . 2cx—b
B m}\rc Sin 5 +C.
2go. Corollarium 4.
Aex +2a4bx il
E — — ——e
xponens R ERED pro z e abibit in
—Acz

: quamobrem per (287. §.) reperientur fequen-

it
—+ 4ac—p> 5
‘/ e w—t\az)

tes formulae integrales.

‘/" Asx s A 2a4bx+2y ay (ex24bx+4a)
‘/(c\‘+bt+a)““ \/1 ( X
Asx 2a—bx
jh\/\u S fbx—a ( Arc Cofio -————-‘/(4”_“_—&:5 + C,
S emiagh G c
a 2a—bx

291. Corollarium 5.

Et hinc, pro b=o0, ¢=o0 feorfim, fluunt fequentes formulae inte-

grales,
:ﬁc%x_—5=c+7; Arc Cofin :CL .
—v,%f—:f-_{:?)cc_;._a, 2"+bx+2(a\/(bx+a) :
\(fbc':——a) "_C'l'( Arc Cofin ua;—;hx.

292. Co-
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2g2. Corollarium 6.

w8 x¥e x __sz\/(zF2) x%sx
Pofito z—=bx +a ﬁetbxia—- Tk » adeoque s

b AT e RS
IheT b.} v (z3a) b% z (z4a)
Eapropter, fi integrale algebraicum primae partis eapiatur per

(241. 248. §.), et pars altera integretur per (291. §) prodlbunt fequen-
tia integralia,

Risg 2% bx+af2y abx®
ﬁx—a'_ b b\(bl( bx—a )+C'

x%ex__ sx ¥ Va b x
,ﬁx-[—a— b b,/bArcC"r“ +bx+C'

393. Problema.

SC]

Integrare exponentes differentiales & x/ X%, ‘;; 3 i}{ﬁ, -)%‘;—{T
pro quovis mumero integro impari et pofitivo k, et quolibet trinomio
et pBx+yx2=X.

Solutioe.

Ponatur in (262. §. 1) q=+2; invenietur fequens formula (I) et
(IT). Porro fiat in (261. §. I11I.) m=—o0 et p—-2; obtinebitur fequens
formula (1[I) et (IV). Cum pro n==3 pars fecunda primae formulae fiat

aequalis nihilo; erit integrale exponentis differentialis 7{;2; pro quovis

numero impari pofitivo k /> 1 perfefte algebraicum, licet id pro k=1 fit
logarithmicum, aut trigonometricum (286. §.): invenietur vero illud
ope formulae (1), fi in hac fiat fucceflive n=3, n—5, n=7 - ~~-n=K,
Secunda autem formula, fiin ea ponatur fucceflive n=1, n=3, D=5,
- - = ni=k—a2, dabit integrale /e x\/ X pro quovis numero impari pofitivo
k dependenter a noto integrali /s X (288. §.).  Pari ratione, fi fiat
n=—-—1I, n==1I, n==3, n=§. - - - n= k — 2," invenietur integrale

g5 Nk

f*“‘"x ope tertiae formulae dependenter ab notis integralibus

./';—\ (286. 2g0. § ).  Formula quarta demum dabit integrale
Q3 expo-

xy x
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. ¢ x ¢
exponentis —}W/—(\— dependenter a notis 111temaubu5 -—#x\— (2g0. §),
EX & X i 22 ! ol o .
7 \?,.—R—s- etc,, fi fucceflive fiat =3, n=5, n==7, - - -n=k.
L Bi% it "‘_-’”y\-!-ﬁ L 4v(n=13) /" §X__
f xn *IL—-)-‘ﬁ}——jg /}\’_"_], "n—""k4c~-—,3 )‘ /\.
; L) 3 ‘/"n-r-» (” +_ 2 4‘! '——3 ) g
11. /\ Koo — (U B)y X072 SR L i PSS €N
v 2g(n+43) 47(0+3) ¥

“exy X2 Xa+i Xn
1[1.']~—‘--; \C+~J +f“‘/ —+ 1 Blexy X~

17 &£X __ it -4 Y
- .L/.\;\('.\""—'U‘i—:‘-.).z(x"‘_‘ 2 An+ ./\‘/ Xn—z
294. Problema.

xex  exy'X £X
N ks R L ) v A
pro quovis trinomio X = ux ++pBx+yx2, et guovis numero integro pofitivo r.

Integrare exponentes differentiales x'ex\/X,

Solutio,

Pone p=1% in (261. §. 1), obtinebis fequentem formulam (I); hinc
agtem pro—m loco m elicies formulam (II). - Porro fiat in (261. §. I.)
P=—1%; prodibit inde fequens formula {III), et ex hac formula (IV)
pro —m loco m, Ope harum férmularum facile jam reducentur quae-

oy 2 . SPae &x exX 3 i
fita integralia ad integralia _;sx(){,‘/l——,—,‘/‘—‘—,—,, quae in (288. 286.

290. §-) perlecte determinavimus, et mtegra[ej V/ per (293.§.11L)
pro n==-—1 determinabile,

e ~ -
xm /X3 o B om3)
WM T N — AT L j m= : T T = e AN [il! r
L fxnitrey Xi= =t Kkl Texy'X o e xv X
m- 2 .

X h3) y{(m+3
L. _c_'\“‘fx—_- = ___.‘l’/_,\;___ i ?i._m_—i)fj;\;(i{_ﬁ-:zm—ﬁ EX (X'
X (m—I jexv (InS5=T)gt X2 T2 2(m—1)a f xM I
1L, / T o %P v X . W XA Eex o .2,,,_|.r)f\npk
v A y(m+1) yun+4 1) V3 2y m+1

P A, £ plem—3) ~ ex
IV\/;“(K T (m—1)ex"ET o{m—r)gs xm—r 7 X WV—Uﬂﬂbﬂ{X

295. Pro-
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295. Problema,
Integrave exponentes diffiventiales x'ex/ X", 30 “.K ”‘-'/'\:
VXK XXE? Ty
pro quovis trinomio « +BX+yx*=X, et quibuslibet numeris integris pofi-
tivis v, imparibusque k.

Solutie.

In (261.§. 1) fiat p=2%, naflcetur fequens formula (1), et (IV) pro
—m loco m. Porro pro —n loco n in ([) obtinebitur formula (11), et
(I1I) fi fumatur etiam —m loco m. Denique in (261.§, 1I1.) flat pi=—
et m=—=n-—1; elicietur inde fequens formula (V). Quamobrem, invento
integrali /ex/X* per (293. §.), determinabis /x"ex\/ XX ope primae for-
mulae, fi pro n==k fucceflive ponas m=—o, m=1, m=2, m:=—3, =~

mi=r—1I: captis autem lntcgralxbus_/ ,,f e per (293. §), in-

venies inte mlef

ceflive ponas m=1, m=2, m=3,- - = m —r—1. . Porro determi-

L k
natis integralibus ﬁ'x-\/xk.f'\(\

- ope tertiae f'ormuhe, fiin illa pro n=k fuc-

203. §.) invenies eadem ra-

] ? exy Xk - ]
tione mtegra]q/—.———{—— ope quartae formulae.. Queod autem ad integra-
X

. : oo SR <o s g bl
tionem exponentis differentialis W adtinet; difpiciatur, an fit r<<k—1,

quo cafu invenietur ejus integrale ope folius fecundae formulae, fi in hac
pro n =k facceffive ponatur m=o0, m=1, m=2, m=3,~ - - -
m—r—1: unde fimul conftat, integrale hoc futurum perfette algebraicum,

dependens ab integrali alge bmuco'/‘; per (293.§.) determinabili. Quod-

fi autem fuerit r—=k—1, vel r>k~—1, debebit formula (II) cum (V)
conjungi, ita ut ope formulae (V) ea integralia definiantur, quae formula
(I1) exiftente m==n-—2 dare nequiverit, integralia autem, quibus in ad-
plicatione formulae (V) opus fuerit, ope formulae (II) determinentur.

¥ m+1 B — X7 ._/W(n+2_ m & m=1x v {n
L Jxmtiegx /X e e o T
B(n42—2m)
.f m n
2y \u-l-‘.-t-mj xnexy X",

1L,
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xm+Tgx By = me et
L 7% T imhe—my X2 smte—n) vX
ﬁ\z -|-2~——n) XMex
2y(mtez—n) J /X0
11 f BE = ﬁ 2m+t‘l——-") :
. .&'“*"(X.“ mx&m{x:l—z. 2mu \"/ \,
y(m+n—2) £X
mo xm—1 f‘x_u
sxy/ Xn v Xnt2 -y\n+2—='m) exy Xn
1V /‘ '“(“ max‘“ + }.'""/'"
B(n +2—'zm ex /X
+ 2mo : x{_'
fx""sx_ ggamy 20 x“—z_é)_(__ 2 X" 3gx
AV A6 Ty (C=Ie R VARTS SRRy Ve Gl

296, Corollarium,
Pro z=x* transformabitur wexponens differentialis x"ex (x4 x¥
2 a3l Lix ehis
+?x“)“mr « zk '.szf(e+Bz+y22)%: omnes igitur expo-

nentes differentiales illa formula comprehenfi perfefte erunt integrabiles,

S b : ; :
modo fit L numerus integer, pofitivus vel negativas,

297. Problema, !
Dato integrali /5™ s x (a4 B x)? invenire [x™e X («+ Bx)P, et dato
hoc invenive J/xsx (a4 pxPFE
Solutio.
Primum integrale, ut fequitar in (1), obtinebitur ex (261. §. 11),
pofito y—=o. Quodfi porro idem ejus valor fubftituatar in (261. §. IIL),
tum fcribstor m+ 1 loco m; prodibit inde integrale (IL.).

¥ e X" e4-Bx)pit me e
S = B -t kD) —ﬁ\m+p+1_\/; e

11 K.m sx(“+‘3x)p ti— xmtr ,z+l.@x);s+: a(p +__‘l x"ex(a+Bx)P.

m+p+32 m+p+2

298.Co-
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298. Corollarium 1.
Prima formula pro —m loco m dabit fequentem (I); fecunda vero
formula pro — p loco p dabit fequentem (II).
ex(a+pBx)P __ _’Cﬂ‘+ﬁx)"“+r3‘fp+!-m) sx(a+;3£}_P.
mw

I

xm 1 Lt g moex™ xlu.
I [ Sl e fanex
Bx) = a(p—D)(aA PR = a(p—1) L (@pxE-T

299. Corollarium 2.

+ (
pro quovis numero integro pofitivo q, et quovis impari n, fi in (297,§. I.)
pro p—=—1 fiat {ucceflive m=3, m=3%, m=3, = - = = m=12, et in

Dato mtegrah (292. §.) determinabuntur fequentia integralia

(298. §. II.) pro m=1 fiat facceflive p=2, =3, p=4, - - - p=q.
;"— ﬂ n- n-4
xex _ 2% Zacxz +2:czx_z"
«t+Bx — nB  (a—2,p% ' (n—3g)B}
n-6 n-%
__g_u’x—i"' 2a%x 2 - +
(n—6)3* ' (n—8) 5* e T e
n-3 % n-1 <
+2aT. X F P X ex
ST T e
k gﬁ 2 ,B z
=z

f_"_ﬁ_i‘___( : e P

(0¥ Bx)i— \(q—Da(atpx)i—*  2(q—1)(q—2)x*(atpx)i—2
+ (n—2q+4)(n—2q+6)

2%(q—1)(q—2)(q—3)«*(a+(3x)173

3 (n—2q44)n—2q+4-6) - - -(n—4)(n—2) nt2

=202, (q—1)(q—2) - - - 3.2.1.a0 ‘@tpx) /¥ *

— (n—2q+4)(n—2q46) - - - (n—2)n /‘  Fex
291 (q—1)0(q—2) - - - - 3.2.1.a8 * Jafpx’

300. Corollarium 3.
Per idem integrale (292. §.) determinabuntur quoque fequentia inte.
gralia pro numeris integris pofitivis o, q, fi in (298. §.) fumatur prima
Volnmen I. R formu-
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formula, et in ea pro p=—1 fiat fucceflive m=—%, m=1I, m=2,
- - - m=%—1I, in fecunda autem formula ejusdem §phi pro m._.—i.l
fucceffive ponatur p=2, p=3, p=4, - = -~ p=q.

€ X Wy 3 2/
e
X (e+pBx) (n—2)ax"z (n—4 ) «*x 2
2 52
R s B e e e i
(n—6)a’x =
n-3 nly - 2 n+r I
S =l B i i z
3 28 2 + 22 x __ Pz X EX
— n-1 3 =LY nty [11I C&+/3K
-7 e & 2 R

/ EX ) 1 S n+ q—
:s'lzll\cc—i-ﬁx)'l ( q-Dae+fx)I7 1 2(g—1)(q—2) 2* (atBx)1~2
(343 9—a) (n+39—6)
+’~’ (1—1)(q=2) 9—3 & at/3x 13 e g M
+(h+m1-4)( e £ eoat ol €5 2 M G 0 W
20— 2 q_[)\(1h._2)__..30 Pl x.*__—,\ju-:

X 2
+( +‘*q—4) 1420—6) ==~ (n+4) ’r'+°)y £x

a ;'f_.»-s\ _____ - n G
B% g7 33 xZ(a4/3x)

30i, Corollarium 4.
Duo fequentia integralia determinata per notum integrale
I
x*ex/(x4px) (28y. §) derivabuntur ex (297.§.), fi in prima formula

REESE —
pro p=4% flat m=3, m=4%, - - - m=2—1, et in fecunda formula
P_:T'.‘W p=3, - - - p'_'f—_l pro m=3.

j‘385{(¢+ﬁ'\):< _‘(‘}: nx'\.'nz_._:__ﬁ
4 (n+4+3)8 (v+43 (n+132
n4

n(n—2)x2, z

/
+(ll+3,(l+1‘/|\“_.ﬁ}33"' ----- A e ol s
3

v oY, B :E
+n(:—- n 4)-—-75\:2 ¢ 2(:‘_*_3‘)
(n43)n+1)(n—1) - - - 86 37z

—=0(—2'(—4) - - - 53273
+u 2'(n—4) e K J[.\T;sxf{x-[-';ng-

n-1I

(v+3)(0+1)(n—1) - - = 86
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E < (z+Bx)= vV (a4Bx)1 | quy/ (afpBx)172
/-:s s\\/(-4+. X) n+4q+42 +(Il+tf+:){n+q)

G([J_z_\}i\/(“-{-é’\' 19— 4
+L:1+'i+3)'(n+‘1}'(i-+‘1—3J+ ki Wiy

Q=3 :
+?rq—n‘\,’0 )_-- -;qx T2 A ((.x-l—- >2Xn;:
(n4-q42 )(n4-q(04q—2)--- (v +?x\11+3\’
qg-tI

q(q=2)g=4) - --7-53-%2 By
+ (atate) oty (a2 .-—(t=+?,r(u+5)ﬁ xy apn)

302, Corollarium 3.

Ex (207.§.1) pro p=—% et m=3, m=3, - - - m=3 deri-
EX

vabitur f{equens primum integrale per notum integraief :

x (at x)
(287.'§.) perfefte determinatum, per id ipfum vero determinabitur {equens
fecundum integrale, fi in (298, §. 1) pro m:=—32 fiat p==3, p=43,---

El
3 D=t ol By
/“{Ek X nex =z + n—2)a*x 2
V(etsx) “Sa+41)j8 T tDm—1,8 (041 ( —1\ n—3)/33

SRR e v s e e TR

- n-] l
+n(n—2-_-n—4) -==-5.3«2 ‘: )2\/(.:;—]-,3.\)

(n41)(o—1)(n—3) - - - 4.2.5 2
ntr
e nn—)ne—a) s~ = 5.3, Tix o EX
o )(n—4 53 - /‘__ :

(11-}.1)_‘[1—1)([1—»-—3); --=-4.2.0 an XE\(/-’\x-l—‘B x)

/_‘_?‘i‘___( I . n—qtq
V@+Ax1T \(g—2)ey (a4Ax)172  (92)(@—#*V (aHB1™
(r—q+4) v—q+6) R
T 2 —4@0) 2V &+ Randit
4 (n—ata) (*1-'-;—!-6)_ G ) s

q-I 2x 2
(—2)(q—4) - - 3. 1.2 2. V(= +px
__(n—-q+4 n—q+6 - = = (n—1:i(n+1)
P & Y f X 8K

(q—2)(q—4) == ===~ 3.1.4 2 v e+ps)
R 2 Erit
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Erit autem hoc alterum integrale perfefte algebraicum, independens
a primo integrali, quoties fuerit g—=n+4, vel q>n+4.

303. Corollarium 6.

Per idem integralef - it notum ex (287. §.) determina.

x* V(o fx)
buntur quoque duo fequentia integralia, fi in (297.§.1L.) pro m=—3%
fiat p=—3, p=%, p=3, - - - - p=3—1; et in (208.§.1) pro

p=32 ponatur m=—4%, m=3, - = - m=3%—1,
etpn_ (et pon 4 quyGadpois
) eI q+1 (q+1)(g—1)
e Ln MG oo RS TREERE PRI I
@+D(@Q—n@q—3)

+q(q—2?(q-~4) ---573 oc z -\/(a—rﬁ )

xE

*

(q+IJ(q-—1)(q——3) - = = = 4.2

(9—2)(q—4) §03-1 1 = -

qgq—2)Xq9—4) - - - §5.3.1.a 2 = —
+(q+l}(q—l)(q—3J RIS e w ACL &Y

exy (B9 _ I (q—n+44 8
[ n T ( n-2 + n-4

x® {(n—2)ax 2 (n—2)(n—4)a*x 2

+(q—n+4)tq—n+6)_:3=“_6 sl

- - - - -

(n—2)(0—4)(n—6)x’.x 2
+(q—n+4,(q—n+6} = (qT! ﬁ = ) 2y (e Bx)at2

(n—2)(n—4) = - - 3.1. a2, X

n-1

4 ot (g—n+4)(@—n+6) - --Tq—1)(q+1' B 2 sx((a-—l»—,B_\‘_)_‘!

n-1I

— 5

(b—2)(0—4) = = = = = = SRS &t e x
Ceterum per fe patet, hoc alterum integrale futurum perfefte alge-
braicam, independens a primo integrali, fi fuerit n=q+44 veln>q+4.

304. Corollarium 7.
Ew iisdem formulis (297. §.1I. et298. §. I.) determinabuntur per integrale
ex (291, §.) notum, fequentia integralia, fi in priori for-
mula

Xy (&4 Bx) ¢+z3*=)
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mula pro m=—1 fiat p=—1%, p=%, p=3, - - - p=3 1, et in po-
fteriori formula pro p=41 fiat m=1, m=2, m=3, - - - m=n—1I.
f‘fxv/(“"',m 447 2((06']—,@.}2_{‘_2;:((.:;-{-;3_\()‘1”3
X A3 q q—2
202/ (a4 Bx)374
+ \/:1_‘;‘ + S . - = = = - .

20 z (ﬁx-l—@ﬂ) “ = X
i R Fveemverd
ety (abBA o 1 (q—2n44)P
f Xxn 33k (kn-—l;u\n l+2kn_._])(“_zjmz.xu'-z
(g—2n+4)(q—20+6) 5
+ Z{II—-I/(TI-—QJ(H_B)G'} Xn— 3 + -

4 a=2rbalg—ant6)=--(a=2)p" )(<«+ prynte

=2 (g—1)(n—2) = = =32.T.a" 7 . X
+(q—-2n+4)(q—2n+6) ---(q—2)q3" _:/e x\/(ac-i-,.%):l
20~ (n—I1)(n—2) = = = 3.2.L.&"7" x

305. Corollarium 8.

Denique per dem notum integrale (291. §.) determinabuntur etiam
feqnenna integralia, fiin (298. §. I1.) pro m=—1I fiat p—3 p=3,--~
p—2; et in (208.§. L) pro p=—3% ponatur m=1I, m=2, m=3
-=--m=n—I.

2

f EX ¥ 2
xy (et px) 9 = @2/ (x+f3\‘q"‘ (9—4)=*y" (x+f3>‘)““4,

- - - - -

+w~6Jx’\/(“+ﬁ‘)“ i .

-+ + _EX

lnr.z (24 Bx) a 2 \/(.x—}-,@x)
X = 4 qt2n—4) 8
3‘“\/(“‘*‘3}‘)‘; (Ilﬂl)ux“" 2(n—1)(n—2) %2.x0—2

(st — @) (g +2n—6) 2 T o
23(n—~—l)ul—2)kn-—3)a3 xn—3
— (a42n—4gY o420—6) - - = (q42)8"*\ T
2n~2 (n—1)(n—2) = = = 2.1 e v (.x+3 )t
—(q42n—4) qF20—6) === (94+2)3f8"

+2“*‘ (n—1)(n—2) --=2.1.&%7 f(\a:dl-ﬁx,

R 3 306. Pro-
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306. Problema.
Dato integrali [xmex (a+yx2)P invenire mtegmz‘m Jx Y2 ex (ot wx2)p,
JxMex(atyx2)pta,
Solutio.
Primum invenies, fiin (261. §.1.) ponas B=o0, ‘et m-1 [oco m:
alterum vero obtinebis ex (261.§. IIL.) pofito B=o0, et m+ 1 loco m.

_m+1f _l_,?."-)lu.( I"m-[-{"l-:.v
L. X 2ex(atyx2) P_\ : = e /.“i " x2)p,
y(m~42p-+3) v m+2p+43 (2 4vx2)

m+1r, 2\p+r
. II. \‘“c‘('f.x-[-yx Jlnl»(s-.—.?‘____ +T\ --A!O"!_I} ‘“’E‘( \C!-L‘}'K )P
2pFmt3 2p+m+3

307. Corollarium 1.

Si in prima formula ponatur —m loco m, et in fecunda —p loco p,
prodibunt inde fequentes formulae.

L ‘/5\(.c+}"{‘ P ___.f:H-v\'ZHP"" y(2p4-3—m) e*;(x_—!—fy\—

xp (m—1) xm—* (m—1 x oL 2

. '?(“‘aix____ xm+T ____gm+3__:2_)f xMex i<
Etyx)P2a(p—1)(etyx2? ™ 20(p—1) J (atyx?)i-

308. Corollarium 2.

Ex (306. §.) obtinentur fequentia integralia, per integrale fex /(e
+vx2) ex (289. §.) notum determinata.

/vwwﬂvc-i-y\z S S el B i

(2n+42)y 2u42;2ny?
(2n—1)( 2n—3) o2 x20~5
+(2n+3,-2n(2n:2‘]y3 e TR T
+(’n-—-r)(:n—-3\ ---5.3.a"1%,

3

(2042)2n (2n—2) = - = 6 4 - ,),n) \/,C"""Y\ )
— (A1) (2a==2) = % = & 5an )

-Il‘q : 3. = 5.. ‘/éx\/{.‘c+}'x~),

\20+2)2n(20—2) - - - 0 4. 9"
8 . 219 o qay (e4yx2)aT
X2 exv (e yx2)1 = ‘/( pa
f \/k s I|+q+1 +pu+q+1)\2:=+q——1)
- $a—2)e v (ayxiyi= +
(204g+1)j204-q—1)(2049—3)

43 ;
4 X (e—2)(q—4) --- 75272 -yji+:-'<2¥) xentr
2ntq+1, (204q—1, === (2046 (204,
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q-I
|T—2\(q 4\——--?( ;.,:z

+‘:'> :+li+1 (2 + i-'II - 2i +g: = 1+4 /::-‘ax((;;-*_yxz)

309. Corollarium 3,

Ex (3¢6. §..1.) et (307. §. II.) elicientur fequentia per integrale

:(_——-:—_:i ex (287. §.) notum determinata integralia.
La-fFyx
X2Nex __Cx“‘_‘__(en— Iﬁxxzﬂ::
((.;;-{-y,\‘-f) T \-2n.y 201 20—2)y?
(2n—1)(2n—3) &*. x2"75
_ +2n-@n—zj(2n—4)~,e3 i s e
(2[1——[}(2!1—2 ___5 nl,.n"'l: )
iznaz—n 8 S 6.4 V(4 yx%)
— @o—r)2n=3) - - - 5 2 I. x“J
2n(2zn—2) ---06.4. v ¢-|—}J\
il Yr ( 1 24 2n—q+3
VICEXTOL (q—2)ay etyx2972  (q—2)(q—4)a’y (atyx*)i™?
+(_1—-q+“1"2n—q+5} SAch s Lk T
@—2W@—H@—6wy Grr)i-
i_(z:;——q-]—;‘.(zn—q-]-s) - - =(2n—2) )inﬂ
ac bl :
(q_gj(q—l}) ~-m=-=§5.3,.T.0 2 \/(c‘,*,,?\.z.

¢(zn---c}_-i-g,}-_’:n----q-}-s) — (211—2 2n x2Nex
Vetrxd)

(20— 4) ~ w5 ;-!,az
Hinc patet, fecundum integrale debere fieri perfefte algebraicum,
independens a primo, fi et q=—2n+43, aut q>2n+3.
310. Corollarium 4.
Porro ex (306. 307. §.) derivari poflunt fequentia integralia, per inte-
gralia ex (291. 289. §) nota perfeéte determinata.
j‘sx‘(";:-[-ryﬂ_("cc-}-y.ﬁ; q 5 ay (et px2)i~2
P q q—2
e?\/ (afyx2) 14
bR 1
+ 91— 4 T
q-1 $
Tz (atysd) +,-¢S—z"l Lt S SEITORR,
1 Xy (¢ 4+ vx2)




+yx2)? __ 1 (g—2n+42)y
/‘Ex{-}-‘—(z“n-fl T (2]’! l.‘\,_xz.n +2l!'\2ﬂ—2)“3_ xih—2
+(q—2n+3)(q—2n+4)72

2n(2n—2)(2n—4)x3. x2n—4%

+(q—2n+")(q—2n+4’ -(q- 23?11-() Vet yx2)its

2n(20—2) - - - 4.2.a"x*

+(q—2n+2)(q*—2n+4)——— (q—quwy‘sx( atyx2)d

2n(2n—2)(20—4) == = 4.2, a" X
I Viedyx2)1 | quy (a4 yx*)3~2
./;x'/(x"'?x )q'_( E S ey =y
+C| (q—2) a2y (atyx2)3—4
Q+r)(9—1)9g—3) q
_l_q(qﬂﬂ S esa7.5, f(u-!--ax‘)’)
g+ (@Q@—1)(4—3) =~ - 6 4

q9(¢—2)(q—4) - - - 7.5.3. “ = 1 e
+(‘}+l)(q—-l)(q—3) SFEEY A f v (% +rx2)

xy (e + 1’“)“ (q—2n+3)y
fs Xzn ((2n_l)xell—'$+(2ﬂ_l) (2!1'—3;1423.)&2'“_’
(q—2n+3) (q—2n+4-5)v2
+q . szn-—s-{_----"

(2o—1) (2n—3 )(2n—5)«?

+(q—zn+3)(q—2“+5) - q_mn_x)\f (atyx2)ats

- - -

(20—1)(20—3) - - - 3.1.a"
q-20+3)(q-20+5--(q-1)(q+1)y 2
+(2n_1/(211—3) -=-=3.1.a" ﬁ‘{((“'l'f-‘ )

Erit autem ultimum integrale perfefte algebraicum, independens a
tertio, fi fuerit 2n:==q+3 vel 20> q+3.

311. Corollarium 3§,
Denique ex (306. 307. §.) derivari pofflunt fequentia integralia, ad

integrale ex (291. §.) notum relata.

EX
Xy (e4+yx2)
I I
/ v (H—H‘)* (g—2)ay (2 +yx2)4—2 +(q—4ﬂ“~/ (atysz)i—*

+

teseverere t
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I 1

2. (e 9x?) \/\-é-{-

X __(:_4_ ﬁt_”_—u__
W',\x_*_}u_\-')‘l'_— 2n.ex*® ! 2n(2n—2)x2 x20—2
_fatan—2)(qt20—4*
+ + R U TRy i

21.k...1—-2) (2n—4) . x20"
(q+‘ —2)(q+3n—4)---(g42)y""
znk'.zn—': 2n—4)---0.4.2.a" )\/(%l-mz)l*"
+ (at20—2)(g+20—4)---(q+2)q" [*  ex
3::(2n—z,;2n—4) —==6.4,2.2"J x/ (atyx2)

+ a1

313. Problema,

Integrave exponentem differentialems x™ex(a+bx"?, in quo p eff nu-
merus integer megativus, alteruter vero, vel uterque éxponens m, n, fraflus

: m- 1 A, bl vy ; :
sta tamen, ut b aequetur alicui fratlion P denominatoris 2.
n

Solutio.
Denotante g numeram integrum pofitivam, ponatur p—-—q; erit
pro z=—a-+bx"
m#x 248
e R gz(z—a) n
e i (afbxm)a — mEx’ zd
nb »

: 1
Quare, cum per hypothefin fit "—1::5-1-*, adeoque etiam E_r'::__ — 1

certa fratio i~:— denominatoris 2; poterit quivis hujascemodi expo-
nens differentialis per (304. 305. §.) perfete integrari.

313. Problema.
: s, m 1
Integrare exponentem irrationalem x™ sx(a+bx")*, in quo eft e

aut mumerus integer megativus, aut aliqua fraffio, pofitiva vel megativa,

denominatoris 2, quin ideo
(283. §.).

Volumen L S Solu.

m+4 1 u 2 3
— gequetur numero integro megahivo
e aly gro neg




u o m 3
x@¢x (a4-bxn)* =—i— 2Tz (22—a) 0

CAPUT V.

Solutio.
Pro z=\/(a4b x") erit

nb n

. . . 2 m-=I
Cum jam u fit numerus integer, pofitivus vel negativus, et ——?1:—-;

: m+1 : : :
adeoque etiam —— —1 vel numerus integer negativus, vel aliqua
n

. v 5 . . g .
fra&loiT denominatoris 2; poterit hic exponens omni cafu per

(308. - - - 311, §.) perfeée integrari.

314. Problema,

u
Iutegrare exponentem differentialem x™ex(a-+bx") % pro quacungue fra-

" u - : m I . {
&ione — denominatoris u> 2, modo [it L numerus integer negatt-
14 n

i

vus, aut

Iam vero u, » funt numeri integri per hypothefin: fi ergo fit

n-41

u - p
—  HuMerus integey pofitivus.
HES whe P

Solutio.

I. Pro z:f(a+bx“) fiet

- _IE_ 73 i F mir T
XMeX(abx") p ——— , ZUtM-T (2R n
nbw
M _~adbxn -
H. Pro zi=y/ =22 _ arit
v X0
: m¥r u AR
1 —— L e 1 —
M oy pa n TTm gzaltd
S Ek(a—*‘bhn“l P n § mEz oy

(¢ —b)m *

m+z

numerus integer negativus; poterit integratio, adhibita prima transfor-

% . = : m I u .
matione, per (285. §.) perfici; fi autem fit —+__ — numerus 1in-
n L

teger politivas; poterit ea per (285. §.) perfici, adhibita fecunda trans-

formatione,
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315. Problema,

Definire conditiones, quae exponenten diffeventialem ¢y==x"¢x (a
4+ bxn)P reddant perfelle integrabilem.

Solutio.
1. Omni calu, fen fit ey funtio rationalis, feu alia quaccunque
[ ~ m-41 . =3 m I
funftio, modo fit —— pumerus integer pofitivas, vel b +p nu-
n 11}

merus integer negativns, poterit datis exponens per praecepta 4ti capitis
perfette integrari.

2. Si nulla harom conditionum (1) adfit, attendatur ad exponentem p
Exiltente p numero integro pofitivo, poterit integrale completum pet
(250. §.) determinari: fi autem f{it p numerus integer negativus, unico
cafu poterit datus exponens integrari, nimirum per (312, §.), fi fuerit
1:-‘-141_—-:- aliqua frattio denominatoris 2.

3. Sivero, abfentibus his omnibus conditionibus (1) (2), fit p nu-

. u : : 3 3
merus fra¢tus — denominatoris p—2, vel #>2: cafu primo aut per-
123

tinebit datus exponens differentialis ad formulas, quarum integralia in
(299 - -- 311. §.) funt expofita, aut tunc folum erit is perfefte integra-

e . omH1 : : : o
bilis, {i fuerit bl vel numerus;integer negativus, vel aliqua fratio,
n

oy f

pofitiva aut negativa, denominatoris 2. (313. §.): caflu autem altero non
. T e, o . m-1
poterit datus exponens integrari, nifi per (314.8.), fi fit =, humerus

m I u 3 .
. (LS numerus integer pofitivus.

integer negativus, vel

316. Corollarium.

Si fuerit integrandus exponens differentialis formae sy=x"ex (ax*

Fbxv)k; fiat eyr=x "tk ex(atbx¥ Uk, vel sy—=x"TYKsx(axuv
4b)%, tum inveftigetur per (315.§.), uvtrum, et qua methodo is fit per-
fecte integrabilis.
Scholion,
Omnes exponentes differentiales, quorum integrationem in praefenti

capite expofuinus, ita fuat comparati, ut illorum integratio ad pauca
S 2 praecepta
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praecepta generalia pofiit revocari: omnes fane, ut videbimus in fequenti
capite, formam exponentium rationalium poffunt induere , eoque ipfo reddi
integrabiles. Verum, cum haec integrandi methodus in adplicatione cal-
culi integralis fit faepenumero admodum molefta; cumque hi ipfi exponen-
tes irrationales frequentiflime ingrediantur in disquifitiones analyticas; et
demum innumeri alii exponentes irrationales ad illos fammo calculi compen-
dio poflint revocari: operae pretium erat, completa illorum integralia di-
ligentius, quam (olet fieri, evolvere, aliamque {impliciorem methodum
integrandi ei, quae pro trinomiis irrationalibus a doétoribus calculi inte-
gralis paffim praecipitur, fubftituere. Artificia, quibus exponentes irra-
tionales poffunt reddi integrabiles, quin transformatione in rationales opus
fit, ufu et affidua exercitatione optime difeuntur; praecipua tamen ad bina
fequentia capita poflunt revocari.

I. Multi exponentes irrationales, qui non videntur effe integrabiles,
fola multiplicatione , divifione, aut radicis extraftione redduntur integrabi-
Ies: quaenamm harum operationum inftitui debeat, ex comparatione
formae, fub qua exponens integrandus proponitur, cumr formis illorum
exponentium, quorum integratio nota eft, oportebit determinare.

Il. Palmare artificiom, quo etiam in antecedentibus faepius jam ufi
fumus, confiftit in introductione novae variabilis, quae, pro diverfitate ex-
ponentium integrandorum, jam toti fun&ioni (igno radicali fubftanti,
jam certae ejus parti, aut alteri cuipiam functioni folet aequari. Ceterom,
denuo moneo tyromes, ut, dum formam exponentis integrandi attente
expendunt, formas quoque exponentium differentialium, de quorum inte-
gratione fuperius eft aftum, praeceptaque calculi differentialis perpetuo
prae oculis habeant,  Sub hi« conditionibus eveniet fane faepenumero,
ut certae funétiones pro variabilibus {ponte fe offerant.

Scholion 2.

Quodfi autem nullum artificium in poteffate habeatur, quo datus expo-
mens irrationalis ita poffit transformari, ut fecundum praecedentia princi=
pia fiat, reteunta irrationalitate, integrabilis; tentetur transformatio per
fublationem irrationalitatis.  Multi profecto occurrent exponentes, qui,
licet ii nuilo modo integrabiles effe videantur, fi per fubftitutionem novae
alicujus variabilis ab omni irrationalitate liberentur, fiant eo ipfo per-

fette
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fefte integrabiles.  Conftat praeterea, quemvis poffibilem exponentem
differentialem formae rationalis per praecepta 4ti capitis perfete pofle
integrari, modo concedatur refolutio cujuslibet functionis integrae et ra-
tionalis in fuos factores fimplices: eo circa optandum eflet, ut extaret
aliqua generalis methodus omnibus exponentibus irrationalibus formam
ratiopalium tribuendi, quam tamen penitus ignoramus. Quamobrem ex-
pendemus in fequenti capite peculiares aliquot, latiffime patentes, for=
mas exponentium irrationalium, artificiaque docebimus, quibus ii ab ir-
rationalitate liberari poflunt: tum fubjungemus methodum in defperatis
cafibus, quales in adplicatione calculi integralis fere perpetuo fe offerunt,
adproximandi ad integralia exponentium, quorum perfecta integratio nulla
via poteft impetrari,

Ss CAPUT.
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INTEGRATIONE EXPONENTIUM TRANSCENDE N-
TIUM; TRANSFORMATIONE EXPONENTIUM
IRRATIONALIUM IN RATIONALES; IN-
TEGRATIONEQUE PER SERIES,

317. Theorema,
Ar{;‘?unrf\v fignis fYex; *Yex=fex/Yex; Y Yex=/exYYex; et
gemeratim " Yex=/ex " /Yex; erit pro duabus quibuscunque funilio-
nibus Z, Y wariabilis ae’g/omme X3
fZ Yex =

—ﬂ—/\ ‘(—E———ﬁ ¢ Xx— etec.

Demonftratio.

1. Pro quolibet indice n integralis "/ Yex erit per (257. §.)

+u/¢\n—1fy"\‘_‘+"_|"./; \f&e\ +/ Z’ f ._/5‘.53—-
n._ ¥ . owt
FZJ/{'IS‘\:IZ z‘/‘[

, Cum igitur fit /ZV ex=7/Vex-—[eZ/Yex (257 §.); erit per

(';;) pro fignis in theoremate aflumtis

_/Z\'sx:Z/st-—i{iﬁ_'sx—]—/%f/\'sx:
2 IR
-_—'Zfﬁ'sx—%‘:/;'ex-l-z—?lﬁrex —‘/:‘\Xi L/;'sx'::
4r
:flyi'ex, et fic

318. Co-

o st Sy T P Ll
—=7ZfYex Hﬁ‘x'*',:\_zf\é-\—;x,

porro.
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318, Corollarium r,
.) fequens notiflima ferie

Pro Z=y et Y=x° obtinebjtur per(317.
Bernoulliana, cujus ope integrale cujusvis exponentis differentialis yex

2z 3 : A
per exponentes &y, €y, &V,etc. rationum differentialium funétionis y

commode poflet determinari, nifi ea id vitii haberet, quod, fi y non fit
funétio integra rationalis, in infinitum excurrat,

2 3
f X2y X3 ey x* ey
Xoo XV —— S — —_ etc.
e J 2,6X 2.3 vex* 2.3.4.ax’+

319. Corollarium 2.
Pro P=k=* eft e@=Kk*ex.lk (112, §.): igitar debet efle /k*z%

:—(-39 241.§.). Quamobrem, pofito Yi=a¥*, erit in (317.§.) /Y& x
{1

oAl
(la) (la)”

funétione Z variabilis ablqutzle x erit ergo per (317. §.).

3—|— ete,

/Ys e — pe - ; et fic porro. Pro qualibet

z
% a% :_-7;
} EX* (l.l) EX

320, Corollarium 3,
Series haec (319. §.) abrumpetur, fi aliquis exponentium differen-
p ’ 1
1 S 3 4 : T < :
tialiom ¢Z, eZ, ¢Z, &Z, etc. fuerit aequalis nihilo, quo cafu dabit
illa integrale completum. exponentis differentialis Za*ex: exponens hic
erit ergo per (319. §.) perfecte integrabilis, quoties fuerit. Z aliqua fun-
¢tio integra rationalis variabilis abfolutae x.
321. Corollarium 4.

Pro Z=x" obtinebitur ex (3z0. §.) fequens feries, quae, nifi fit o
numerus integer pofitivus, in infinitum excurret, abrumpetur autem, com-
pletumque dabit integrale exponentis differentialis a* x"ex, quoties fuerit
n numerus integer pofitivus.

n s =T . 1 G
_/;.'-" xBgys=gx i il TE 3 o (n— X’

la (ka)? (la)3
__n(n—1) (n—2)x""3 ) c
(la)? 'JL—""""" + :

24, Cos

a
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322. Corollarium 3.
Exponens negativus n:=—1 dabit in (321. §) fequens integrale,
pro quo finita exprefiio ignoratur.

ANEX R 1 I 1.2 .
‘f X T (xla +xlg|n)l+x3(uu’+x“Hf—{_etc)_i- Ce
323. Corollarium 6.
Com ubique logarithmi naturales fubintelligantur, abjbunt praece-
dentes feries (319. 32I.1322.§.), pro bafi a—e logarithmorum natura.
lium, in fequentes.

‘/;’*'3"5.«‘:7"3x _exgz_i_e z - EZ-]— etc.

EX EX

/;”exsx‘r_.— e* (X" —nx" 4 n(n = 1)x8"2e—n(n—1)(n—2)x""34 etc.) 4 C.

E. 250 T,
T e (bR I ae) b
324. Theorema,

Afflumtis fignis fYex; _{/{’ex:ﬁi—x Yexs nﬁ'ax:fl:yi'sx.

i ex 11 1 p
f&ax:/ﬁT ‘/i’sx, et ita porro; item s Z—Aex; e. AX—=Bex;

e.Bx=Csex, et fic porro: erit pro quibuslibet duabus funfionibus Z, Y
variabilis abjolutae x.
ﬁ Yex—

:Zﬁ'ex—ij/i’ex+ Bx “ﬁ’sx—Cx l{%"ex+ etc.

Demonfiratio.
1. Per (257. §.) erit generatim pro quocunque indice N integralis

h:/;'sx.
+/Mex ﬁsx— /M‘(E‘: ]\‘T/.Ys\.__‘ y

"'—'+M\f /‘&'ex-|- s.fo ﬁ"ex....

= Mx. ﬁ’ex-*- e.Mx. /\ sX=

N+r
=+ Mx. ﬁ’sx?/i’ex st
pofito s, Mx=Pex.

2. Qua-




CAPUT VL s
2. Quare, cum fit fZVex= Z/Yex—JeZ/Yex (257. §) =
Z[/Yex—/[Aex/Yex; erit quoque pro {ignis in theoremate aflumtis
per (1)
ﬁlax:Zﬁsx-Axﬂ'sx-l-ﬁSex stx..H
~-*'Z‘/'s.' x—Ax ﬁ'sx-}-Bx /Yex-—/&ex ﬁsx—
:Zﬁ'ex-—Ax/st-{- Bx ﬁ’zx—Cx ﬁ’sx-}-_ﬁ)sx ﬁ’ex:
IZstx—- Ax‘l_/st-I-Bx I‘I/‘st—Cx“‘l/‘st + etc.
325. Corollarium 1.

Pro Z=(lx)" eritin (324. §.) eZ.-‘—‘.-n([x)“"'.s—i; Ax=n(lx)"~7;

¢. Ax—=n(n—1)(Ix)""2 xx"—'B zx; €. Bx=n{n—1) (a—2)(x)". .E_;:E;

et fic porro per (104. 110.§.): pro his valoribus in (324. §.) fubftitutis
obtinebitur fequens formula
fY (Ix)"exs= (lx)“‘/‘Yst———n (Ix)=—'1. er X
+n (a—1) (b2, f Yex—n(n—)(a—2)(lx)~>. ex
+ n(o—1)(@—2)(n—3)(Ix)* ™%, JVYex—cetc,
Quodfi ergo fuerit n numerus integer pofitivus, abrumpetur haec

feries: et ideo, fi praeterea exponentes differentiales 5—- Yex,_/‘&’n,

x1l I -
E; /:fsx, -f erx, ete, (324.§.) fuerint perfete integrabiles, dabit
illa completam integrale exponentis differentialis Y(Ix)" ex.
326. Corollarium 2.

4 m' Xm+l ‘m+l 11 E
Sit igitor Y=x ﬁetﬁex — A erx__( e 'ﬁex

m-+E
(:1_'_1);, et ita porro: ob (325. §) obtmebnmus pro his valoribus

fequens integrale, conftans terminis numero finitis, i n elt numerus in-
teger pofitivus.

(Ix)" n (Ix)n—* +n(n——~1 Y(Ix)n =2

ik 7 Tt T @t
( — —2)(Ix)n™—2 :

Volumes L T 327, Co-
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327. Corollarium 3.
Series haec (326. §.) valorem infinitum obtinebit, fi fiat m=—1,

1 n
deberet autem illa dare integrale fr :) £X

(ly n+x (Ix)n
8§ =———
i+ I P

Veram conftat effe

ex (104. 110. §.): debet ergo effe per (239. §.).

f(!\)n (l,('\n-}x +C

328, Corollarium 4.
Exponens n-=—1 in (326. §.) dabit fequens integrale,

XMEx I .2____
s \/_ ((u-*-l)lx +(m+l ‘(I‘s)"+(m+l“ﬁ(lx)3
1.2, ? .25 3 m+1 C‘
tarnir T mEror TS T T

Hinc pro m=o fiet,
MR GA E 1 1.2 1.2.3 12.3.4 t.)x-{-ca
(ot t o b T

3209, Corollarium 5.

Pro Z=—xm+x ¢t Y:;-EET; invenies per (324- §.) fequentem for-
mulam integralem. v
AEVEE ( I m-1
Qx5 (o—p)(Ix )2 ~* +(ﬂ—1)(ﬂ"—2)(1-‘)'4
RN o i (m+1‘j3 ¥ etc.)xm“
(=Du=2)(0=3)(1x)* 72 1 (n-1)(n-2)(n-3 )(n-4)(Ix)"~*2
gl (m41)n—* /)L""sx :
Y(o-1)(n=2)(n-3) - - - 3.2.1 Ix

. il Gl
Verum ignoramus artificiam, quo exponens differentialis 7

ad perfeftam integrationem recipiendam difponi gueat.

330. Problema,
coSingm
(atb Col@)®

Integrare exponentem diffeventialem
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Solutio.

Ob ecp'—-—ss—(fo—r—@- (119. §.) erit

e@Sin@P™ __ Sin@™~*.gCofl @ :

(a4 bCof@)= (a+bCof@)®

Pro a+b Col@i=x fiet
Cof@_.— an@—-—-({bz——a"-l-zax—-x*), & Cofl@= —b’-{-
pro his valoribus transformabitur datus exponens in
e(PSmCP"‘ b e ..sx((b=—az+2'ax-.—xz)m"'

(a+bCof@)m — ~ b™ Xt
Hinc evidenter patet, omnem ejusmodi exponentem differentialem
per praecepta 4ti, aut 5ti capitis perfefte efle integrabilem, modo fint
m, n nomeri integri.
331. Corollarium 1.
Pro a=b in (330. §.) habebitur fequens formula differentialig
x:=a+4taCof@P—=a(1+4 ColQ)

e@ Sin @™ e Sin @ I M=2p-x
(af—aCo?@)“:a“(‘f{-Cz'LP)“Z_Z‘T "X 2 Lexy/(2a—x)m—s
Quare erunt omnes exponentes differentiales hujus formae per prae-

cepta 4ti aut 5ti capitis perfecte integrabiles, fi pro numero integro m
fuerit n numerus integer, aut fraftus denominatoris 2.

332. Corollarium 2.
Pro m=—o et n==1 in (330. §.) determinabis per (230. §.) {equentia
integralia (I) (II): et fi practerea fit a—Db, obtinebis fequens inte-
grale (III).

Si eft a>b
1 b+4a Cof@‘l
If-{—bCole e Al Cof i s T ©
51 eﬂ: a<b.
g o e b+aCol @4 Sin@ . /(bz—a2)
= a+bC0f<p_'C+((b2—az) ( a+bCofl@ )'
Si eft az—b.
11 i A y(—Cald) = L Tang 19 4-C.

ataCol@  ay (14 Cold)
T 2 Eo
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Eo autem determinato cafu, quo fuerit m=n =1 in (330.§.), fiet

e@Sin @ pas: 4
IVf FoCor =C b I(a4bCofl@).

333. Corollarium 3.

Et pro m=o, n=2 in (330.§.) elicies inde per (290. 294.§. IV.)
fequentia notatu digna integralia.

St eft a>b.
L MUY | IR
(a+bCol@2 —
i bSin@ b+aCoI'fP
gl e Vo bCof¢)+\((4 ey Cof atbCol®
Sieft ahb
@ i
i @a+bCol@)z
—ct bSin@p a b4aCof@4-Sin@./ (h*a ’))
T (b2—a%)a+bCol@)  V( b‘—a*-)‘ a+ b Colin @ i

334. Corollarium g.

Eadem prorfus operatione, qua in refolutione problematis praece-
dentis fumus ufi, obtinebitor fequens transformatio.

xe=a+bCol Q.
scpf"of;@_“_’____i ¥ (x—a)Tex E
(a+bCofP)»™  bm xn/(B*—a*F2ax—x2)

Atque hinc fit perfpicuum, exponentes differentiales hujus formae
fecundum principia quinti capitis perfeéte integrabiles futuros, fi m fit
pumerus integer pofitivus, et n numerus quiscunque integer, pofitivus
aut negativus, g

335. Corollarium, 6.
Abibit autem haec formula (334 §) pro a=b in fequentem.
x=a+aCof@=—a (x —ColP)
e@(’nr@"’ Y (x —a)™ gx
e =3 PR 2nd1
(a+aCol (,D) al xT((z e

Unde patet, pro quibus numeris mr, n, quave determinata methodo ex-
ponens hic differentialis perfefte eft integrabilis: nimirum per praecepta
quarti vel quinti capitis, fi m eft numerus integer pofitivus, et n aut na-
merus
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- - - - 3 . - 4 v
merus integer, pofitivus vel negativus, aut aequalis alicui frationi + -

quo 2n fiat numerus integer: quodfi autem fit m=_+ J, aut quaecunque

alia ejusmodi, pofitiva tamen, frattio m =2r“l, cum hoc cafu fimus
habitari
(x—at‘lI X—a
v (2a—x) (\—2a1+ 3ax-—~x=)
G—ay¥ r s
W T Gi—x - V(—2et3ai—x)
2i-x 3
Vel (x_a) = oL (x_-a>

V(2a—x)~ K—za’--]—;a\—x’-)
erit datus exponens per theoriam trinomiorum quinti capitis perfefte inte-
¢ 20 o A3, +v+r
2 2

fit no-

grabilis, modo fit n aliqua fra&tio i-%-, u

merus integer.
336. Corollarium 7.

Similes expreffiones algebraicae invenientur pro exponentibus diffe~

Se s@Cofl@™  e@Sin @™ —_eSin®
rentialibus @+bSin g * GEbSIHG) : fi nimirum fiat e @—= Cot 9’ um
a-l-bSm P=x=
erit T _E@ Cof Q™ ¥ exy(b>—a%f zax— XM
* G@atbomn Cp)” b x> -

I eCP‘sm@l“__ ¥ (x—a)ex

(a+bSin@)* — b™ xi/(bF—at42aX—X7)
Adeoque etiam pofitc a=—b.

afaSin0=x.

g@Fgf@m ¥ M=-2n=x b
" (@FaSin@E —am 2 Lexy(aa—x)"" %
]V‘/.‘ES‘*'@“" L7 /2E (x-——a)“"ex
S atadm@)rT an 2n+a #
i i x 2 (2a—x)

Quapropter pendebit integratic horum exponentium differentialium
a theoria duorum capitum praecedentium.

T3 337 Co-
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337. Corollarium 8.

Pro a—o0, et b==1 derivabis ex (336. §. 1) fequentes exponentes
Jifferentiales, prout nimirum utrumque exponentem, m, n, aut alter-
atrum duntaxat, cum proprio, vel contrario (—) figno famferis, vel
etiom m=—o, aut n=—=o pofueris. Patet autem, omnes hos exponentes,
hac ratione transformatos, fecundum praecedentia principia, ea praecipue,
guae in capite quinto funt expofita, commodiffime pofle integrari.

x=Sin@; y(1—x2)=CofQ.
’I"/-‘EQCOFGWl __.Ex(([__xa) Rt [

Sing» x4
i e@Sin@" __ XPEexX ;
f Cof@™ . ~— y(1—x*)mts
sQ ot X

. Sin@» Cofl @™ ~— x /(I —x?*)mt2 3

IV.‘ﬁCPSin@“CO{'Cszxnsx(((-.-53):1\-;
EX
VmeCP“ X“ (I __xz) s

£X

VI fCoﬁP“‘ (U_x.z)m+x°

i n-—_.__fji._..
v11.ﬁ¢sln¢ ==
VIII./&(PCOI'CP“‘-:EX((1—-—:{2)“‘"

338. Problema,

Iutegrare exponentes diffeventiales formulis gemeralibus .{.gf_j'?:fg%l’
¢ Tang @™
4 -"'H" Tan ang ,p)u -mmp?’eh?ilﬁi.f
Solutio,
Tang @ ;
fi —tTang @ i
e Sec @? (119.§);5 erit
E@Cot @m @ Cot@m i Tang@
(a+b Tang @)*~ Sec @2 (a+b Tang @)°
ﬂ]_g¢': Tang@n. ETEI’Ig@ i

(2+b Tang @)" — Sec ¢? (a+b Tang u?)“
Pro
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Pro x=a+bTang®, hinc

X
b
Sec P> =

a b :
3 Cot @ = i eTang @ :—E-I—‘:-; et

a®4b*—2ax+4x2
bz
g aQCOt@N & Ly £x ;
* (a4b Tang @)* x"(x—a)™ (a®>+b*—2ax4x?)
1L e @ Tang @™ Ky Ri (x—a)mex
(at+oTang @, bm* xn(a24b2—2ax+4x2)
Omnes hujuscemodi exponentes differentiales erunt igitur pro qui-
buslibet numeris integris m, n per praecepta quarti capitis perfelte in-

tegrabiles.

Tang =

erit igitur

Scholion.

Methodus, quam pro integratione exponentium differentialiom trigo-
nometricoram praefcripfi, in eo confiftit, ut per congruas fubftitutiones
datis exponentibus forma exponentium differentialium algebraicorum tribua-
tur: quare cum haec transformatio femper fuccedat, cumque integrationem
exponentium differentialium algebraicorum in praecedentibus capitibus
ita pertraltaverim, ut ea in quibuslibet cafibus commodiffime poffit per-
fici, non eft, cur alia methodus integrandi exponentes differentiales trigo-
nometricos defideretur. Subjungam modo problema generale, ut ex ejus
refolutione eluceat, quinam exponentes differentiales trigonometrici hac
methodo poffint reddi integrabiles.

339. Problema,

Integrare exponentem differentialem Xe@, in quo praeter exponentem
diffeventialem €@ arcus @ certae hujus arcus funfiones trigonometicae, ut
funt Sin®, Cof®, Tang @, Cot @, Siav@, Cofv @, Sec @, Cofec @, et fors
variae harum funfionum potentiae, quomodocunque inter Je et cum gquantiia-
tibus conflantibus connexae, comtineantur,

Solutio.

1. Loco ¢ @ fubftituatur in dato exponente differentiali X @ aliquis
valorum in (119. §.) determinatorum, qui videlicet ad transformationis
fimplicitatem plarimum conferre vifus fuerit: introducetur eo ipfo laco €@
aliquis exponentium differentialium eSin@, ¢Cof@, ¢ Tang®, etc.

2. Ea
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2. Ea ipfa jam funétio trigonometrica arcus @, nimirum Sin @, vel
Cof @, aut Tang @, etc., cujus exponens differentialis loco £ @ introductus
fuerit (1), confideretar inftar quantitatis variabilis x, .aut fumma vel dif.
ferentia ejusdem funétionis et certae quantitatis conftantis, e. gr. a=+b Sin®,
fi quam datus exponens differentialis Xe@ comple@itur, ponatur varia-
bili x aequalis, prout illud aut hoc aptius vifum fuerit; deinde expriman.
tar per variabilem x omnes reliquae funtiones trigonometricae arcus @
fecundom principia in (5. S. 1. Schol.) addu&a.

3. Hac ratione reducetur integratio dati exponentis differentialis tri-
gonometrici Xe@ ad integrationem certi exponentis Z sx formae alge-
braicae, quae fecundum principia fuperius expofita perficiatur.

340. Corollarium,
Si datus exponens differentialis X& @ praeter exponentem differentia-
lem @ arcus ¢ compleftatur funétiones arcus m@,puta Sinm @, Colm @,
Tang m §, etc., cum fit exponens differentialis 6. m@P=mesP; fubftituatur

..uy loco &@, deinde peragantur reliqua, ut fupra,

Exempla.
Sitey=¢@.Sinm@.Celmp~;

erit sy:-'—;- sm@.Sinm@.Cofm@n:

1
=—— £Cofm @.Cofm @" (115.§.):

s Coefm@nrtt
igitur y =C-—m-l.)_..
E
Sit Ey:Coff{pn ;
erit 5}"=-[—:1— : ﬁ%, hinc per (r19.§.)
1 . sSinm@ . £X Sl
i m Cofm¢n+"_({[_.xz)u+xpr0x-— inmd.

341. Problema.

Integrare exponinies differentiales @°@.Sin@, " P.Co(Q.

Solu.
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Solutioe.
{ 1. Ponatur Z=0Q"; erit e Z—=n@" ' P, :Z:n(n'-——r)@=l"’-.s¢z;
:- Z,=n{n—1)(n—2)P""3.:Q?, etc.
2. Porro eft /e @. Sin @=—/&ColP (115:§.) =~ColP; et/:P.Colp
=/sSin® (115.§.) =Sin®.
3. Quodfi ergo ponatur Y=Sin @, aut Y=Col@; obtinebuntur ex
(317. §.) fequentia integralia.

ﬁ“s@.Sin(p:C-—(P“Co("Q-l—n{‘P""‘Sinfp-{-n(n_l)‘@n—-zcof-@
— n(o—1)(n—2)@*’Sin@—n(n—1)(n—2)(n—3)¢""*Cof@
e R o O
j&’"é@-Col'(P:C-l—CP"SinCp-i—n@“"Cdf@—-n(n—l)@““‘smt‘p
—u(n—1)(n—2)P" " 3Col@P + -~ = = = - o .
Patet, ita alternare figna 4—, ut poft quosvis bines terminos con.

tiguos pofitivos fequantar bini contigui negativi, et viciffim. Porro cla-
rum eft, feries has eo folo cafu poffe abrumpi, fi n eft numerus integer

pofitivus.
342. Problema,

Datis integralibus fe*Pe@.Sin@" Cof ™2, fe"Pe .Cof P Sinpr—,
pro bafi ¢ logarithmorum naturalium, invenire integrale fe PsQ.Sin@ Cof@™,
Solutio.

1. Ob e.terP=e"PcP (113. §.); debet effe integrale /o' P =Led
(239. §
2. Hinc (1) per (257.§.) elicies fequentem expreilionem quaefiti in-

tegralis.

Je® ¢ . Sin @° Cof Q™=
= LeoSingrCofpn — L/e00(nCofpm+Sings——mSing*Cofpr)-

3. Si porro partem alteram hujus aequatienis refolvas per (257.S.),
affumto integrali (1), tum pofito 1=~ Sip@*==Cof@?, et 1— Cof@>="SinP?,
obtinebis

Volwmen & | W Je®
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J® €@ .Sin ¢ Cofgm= e Sin ¢ Cof g
- -1-_!,'—9’0 (nCofﬂP"‘“Sin@“"’—-m Sin @n +1 Cof pm=r )

+ }'?ﬁ' Qe (m (m—1)Sin@" Cof@™~2 + n(n—1) Cof@™ Sin Pn=2

~= (124 m? 42 mn) Sin §° Cof @» )
Quapropter debet efle
ﬁfﬂ e@.Sin @ Cof pm =

— " ®(rSin@"Cofl @™+ m Sin @~ *+* Cof @™~ *—n Cof ™ +* §in Gn =)
£ 24 m*+n*+2mn ;

— 1 :
-}“r"-l--Er'(-r:nz-}-m'un‘/‘;rqaaq>'8mCPH(‘:C’[.Q>W-2

F2C—D __ fo0epCofgmSin@n~s

2+ m*+n*4+2mn

343. Corollarium 1.
Pro n=—=o0, m=o0, aut n—=o0, m=1, vel m=0, n==1, obtinebis
€x (342. §.) fequentia integralia

1,ﬁrwcp::%ew+c.
: __e"®(rCof ® + Sin®)
II. Je' @ . Cof o= i _{_ C.
1L e"psf?.Sintp:e@(rSi“@qCOF@—[—C.

r*41

344. Corollarium 2.
Si ponas m=—o0, invenies per (342. §.) fequentem formulam, ecujus
ope poterit integrari exponens differentialis s*9 @ . Sin@* pro quolihet
numero integro pofitivo k.

"¢ (r Sin O" — in @n=1
Je#igsingr =R —n ol S0 0" )
n(n—I) .
=g Jeregsngs
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345. Corollarium 3.
Si vero fiat n=o in (342. §.), obtinebitur fequens formula, ex
qua integrale exponentis differentialis e®e@.Col@™ pro quolibet numero
integro et pofitivo k poterit derivari,

F ) e Bf@(rCDf¢:\1+mSin@Cor@m-—-y)
SfeocpCotgm = Lpsio )

m (m — 1) L
P Cof@m—=
s T — U fere o cote
346. Corollarium 4,
Pro m*=r, vel n==1 in (342. §.) reperientur fequentes formulae,
ope quarom integrari poterunt exponentes differentialese®s @ Cof @ Sin®*,
e'? 50 Sin @ Cof @* pro quolibet numero integro et pofitivo k.

I Jer®e®.Cof® Sinp"=
e'@ (rCof® Sin @*—n Col®2Sin "~ "+ Sin @® t5)
r"-}-nz+2n+1
+;¢“§-_E;{%+—-;ﬂf¢ 6@ .Cof ¢ Sin@»~2,
11 fep 6@ . Sin @ Cof g™ =
— &P (rSin@ Cof@" + m Sin @2 Cof ™ —*—Cof @™ *7)
r4m24+2m+1
+r2 +';1£n_~;_:1:1}+1 ﬁffp ¢@.Sin@ Cof@m~2
347. Corollarium 5.

Cum fit Sin @*=1—Cof@?, et Cof®>—=1—S8inP?; poterit quod-
libet produftum Sin @" Cof @¥ explicari per feriem formae Cof Q"
FACofQ +24+BCof@v+4 4 - - - 4 PCof¢**?, vel per feriem aliquam
formae Sin®Cof@¥+4 ASin@Cofl @¥+2 4 BSin@Col@**4 + = = = = = =
4+ PSin® Cof@¥*v~*, prout fuerit u numerus par vel impar: aut per
feriem formae Sin @'4ASin@'+2+4+BSin@®u** + - - - +PSin@"*Y,
vel Cof@Sin@"+ ACof@Sin@2+2 4 = = - = = = 4+ P Co(@Sin@uty—F,
Licebit ergo exponentem differentialem e @e@Sin @' Cof @' pro quibus-
libet numeris integris et pofitivis v, v per (340. 345- 344- §.) perfeéte in-
tegrare,

U2 348. Pro-
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248. Problema.

Dato integralé [Xex, invenire integralia [Xex ArcSinx, /Xex ArcCof x,
JSXex Arc Tang x.
Solutio.
Per (257. 120. 122. §) invenies fequentes expreffiones pro integra=
libus, quae defiderantur.

1. /Xex Arc Sinx=Arc Sin x/Xex— j\'{ 'i""‘fxff{fj :

11, /Xex Are Cofti= Are Cofx [X sx +f;‘; /X e -

ex /X
IIIﬁ{ﬂArcTangx:ArcTang'{j Xax——f |ivjx

Quare, fi generatim integrale fXex fuerit funttio algebraica va-
tiabilis x, pendebunt haec integralia ah integratione exponentium diffe-
rentialium algebraicorum, de qua foperios tratavimus.

-

349. Problema.

Invenire funG¥ionem rationalem variabilis = aequalem exponenti differen
tiali Xex, in quo funRio irrationalis V(@+bxt ex?) cum variabili x
ejusdemque JunBionibus. rationalibus quoguo moda connexa contineatur.

Selutio.

Praeftabitur id, fiin dato exponente differentiali Xsx loco x, ex,
v (a+bx+cx2) fequentes valores fubftituantur.
L. Pro pofitivo coefficiente quadrati x2.
' L bzEG Pz " gl
V(a+bx+exx)= B Sy e » X g aaye’
2(bz+ (a4 22)\/ ) ez

(btzzycp PO z=xyc+y (@atbx+cx*)

IL Pro negativo coefficiente quadrati x2.

2y 2/ (b>4-4ac). b(x 422+ (1—2z?) \/’(b2+4ac)
V(atbx—cx2) =" G P vy

sx.__:—zzsz((bz-[-q.ac). __ 2/ ¢/ (a+bx—cx?)

EX—=

ctzrr 7 PO A= e hac)— b+ acx

350. Co-




CAPUT VL 157

350. Corollarium 1.

Si datns exponens differentialis i X ¢x folam funftionem irrationa-
lem (a+cx2), quomodocunque cum variabili x et ejus funétionibus
rationalibus connexam, compleftatur; valores, pro quibus, loco x, ¢x,
v (aztcx?) fubftitutis, ille formam rationalem induet, erunt, ob (349.§.)
pro b==oc, fequentes.

L. Pro coefficiente pofitivo quadrati x2,

z2+a z?—a
2) e i — .
Vot =51 a=17R,

S (z:-:za}zz : pro z=xy c+y (a+cx2),

II. Pro coefficiente negativo quadrati xZ,

R LT _(1—z*)ya
Ve—el=pre T ye )
_—4zez\[a_ ___V/(a—cxz)"
sx_{.l +2z2)2yc’ pmz_‘(a—i—x(?

351, Corollarium 2.

Per (350. §.) determinari poffunt fequentia memorabilia integraliz.
Pofite z=x 4/ («+x2).
‘/(‘x-[-((xx-{-xz)}“sx:."

7 In & JETE VL gznts aznh T S %
FHE'/Z‘EZ_!-T‘/; zsz_—Q[li+1)+2(ﬁ-—l)_'

_(x+\/(¢+ﬂz))ﬂ+f M(K+\/’(gx+;(2))!1"‘! + c.
= 2(n+1) 2(n—1)

Unde pro n=—=— 1 obtinetur per (246. §.)

&

EX . 2))]— é
ﬁwmzfl"“‘“““” FGFVeray O

Ses+ ey e+ x) (x b v (e b x)rex =
—2 (e..}..c)/;n*}-l‘ez_'_, "‘TC Zn—xsz_!.:_z (c—e)j;""3sz:

:(?‘I'C) (x4 (a4x2) otz £ cec(x-#—(foc-[—xz)}“+a"'c-—e)(x((ac~.= X)),
4(n+2) zn 4(n—2) i

Us Hinc
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Hine autem pro ne=o fit per (246. §.)

‘/Eex +eyl@edx))ex =
=} (edo) (x+ v (422 + NT( I(x+ \/(m-l-x’J)'-ﬁ\-;T—::_—};,s)—z-l- C.

352. Problema,

Exponent:m differentialem Xsx, compleflentem funflionem irrationa.
lem («+Bx+vx2) quacunque ratione connexam cum variabili x, ef bjus
Sunfionibus vationalibus, per refolutionem trinomii a+pBx+yx> in Juos
failores fimplices, convertere in rationalem,

Solutio,

Duo cafus funt hic diftinguendi: faftores enim trinomii a4 x4 yx?

debent efle ambo reales, aut ambo imaginarii (171. §.).
I. Pro fattoribus realibus.
Faltores reales trinomii «+ 3x4yx> fint generatim aJbx, et

f+gx. Valores, quiloco x, ex, et /(x4 x4 vx*)=y (a+4bx) (f4gx),
in dato exponente differentiali Xsx debebunt fubftitui, ut is formam ra-
tionalem obtineat, f{unt’ fequentes.

V@a+B x4 yx2) —=— (eg—b0z
bz*—wg ?
f—az2 2(ag—bf)zez
X=—; _——
bz*—g : ¥ (bz2—g)2
g /LB,
a+bx

II. Pro faQoribus imaginariis,
Quodfi autem ambo fattores trinomii « 4 Bx+yx* fint imaginarij,
confideretur hoc trinomjum fub forma a®—2abx Cof@+4b*x*, pofito
a*—x, b=y, — 2abCof@=p (172. §.): erunt valores loco
X, €%, Y (¢+Bx+4vx*) in exponente differentiali Xex fubftitwendi, ut
is in rationalem convertatur , fequentes,
; PEA Sl S 20y 3(1—22zCoflQ +2%)
V(@4 Bx+yx*)=/(a® —2abx Cofl @+ b?x*) = G —2) )
S rlali=—at) ! _.a(1—22zColQ+2z*)ez
=2b(Col®—z) * **= T b(Cor@—zyp *
z=%(bx—y (@ =2abxCcfQ+b*x*)).
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Scholion,

His principiis nititar methodus, cujus mentionem in (316.§. 1.Schol.)
fecimus. Si generatim pro quocunque numero integro m, tam pofitivo
quam negativo, et alio impari p, pofitivo et negativo, integrari debeat
exponens differentialis ey —x™ex/(«+ B x+ yx*)?; ponetur

pro factoribus realibus
ZP gz (f—az?)™
TEE e

sy—=—2(g—Dbf)pt:

et pro faftoribus imaginariis
(Ga)rtedtify —zm (109 zCof@+42*)P*% ez
bhl‘l‘l (Cofq;___,zjm-fp-}a

€Y —

353. Problema,

Tnvenire funfionem vationalem variabilis z aequalem exponenti diffe-
m

m
ventiali X , in gquo diver[ae potentie \((a4bx")? yV(@+Db x*)9,
m x . . . # - s . -
¢ (a+bx"), etc. snius ejusdemque mefimae vadicis binomii rationalis a+bx",
cum funionibus rutionalibus poteutiae X gquomodocungue connexae, con-
tineantur,
Solutio,

Valores loco ?/(a—l-bx“), xn, et % in XE—;E eom in finem {ubfii-

tuendi, erunt {equentes.
zZm—a £x __mz® Ls2Z
= B e T
b > x n (zm _a)

m
3 pro z=y(a+bx").

354. Corollarium,

wr ; i B 3 : : :
Si in dato exponente differentiali X = contineantur diverfae radices

s B8 7 2k
v (a+bx)e, V(afbx")8, /(a4bxmP, ete.; poteront illae converti in

radices ejusdem denominationis, ut
& afly
v (a+bxme = \/(a+bx®)#7,
B «pBy
V(a+bxn)e = (a+bx)s,

a7
\?(a +bxmh = \/!(a Jbxn)hes,
falta vero hac reduttione, reliqua per (353. §.) perficientur.
355. Pro.
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355. Problema.
Invenire funfionem yationalem variabilis z acqua!am exposinti diffeven-
tiali X? compleflenti funfionem ivrationalem fa_:-bxn cum rationa-
libus funflionibus potentiae X® quacunque ratione comnexam.

Solutio,
: - RV < (33
Subftituantur in dato exponente differentiali X—x- loco, x7, aie et

af-bx"

fequentes valores.
f4gx° £

__f2¥—a ex _ p(bf—ag)z®~Tez
B 2 ng" x = n(fz*—a)(b—gz*)’

_f‘/-a+bx“
pro z=y TR

356. Corollarium 1,
Pro n=1 obtinebuntur ex (355. §.) fequentes valores, qui, loco x,

ld bs 3 > .
gx, et ‘/-;—i-_—g—:"‘ , aflumti, quemlibet exponentem differentialem X & x

5 b
reddent rationalem , fi is folam funétionem irrtionalem \/_;-T-—I—g_x’ qua.

cungue ratione connexam cum rationalibus funtionibus variabilis x,

compleftatur.
fzr _un(bf—ag)zu~—tez
—gz!" ey (b—gzm)? i

a+ bx
pro Z'_‘/t-[-g'&

357. Corollariom 2.

X=

Si autem fiat x =2, prodibunt ex (355. §.) fequentes exprefliones,

quae valores in exponente differentiali XE—;- {ubftituendos exhibent, ut
is eo cafu, quo X binas funfiones irrationales /(a4bx"), /(f+4 gx"),
folis conftantibus a, b, f, g a fe invicem difcrepantes, et cum funtionibus
rationalibus potentiae x® quoquo modo connexas comple&itur, in ratio-
nalem poflit converti,

x‘
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fz*—a ¢ 2(bf—ag)zez

= —; —

b—gz*’ x II(TL——a,(b—gKJ
(':3+bx"):z\/(bf ig),((f-]—gx")*‘/"br_"“@

S8 To—g)
ro z= \ﬁb_\_’g‘_ (a4bx (F4+gxm) :
’ \((f‘-f-gx”) G f+ g X

Hac enim fubftitutione fiet, ut novus exponens differentialis unicam
fantionem. irrationalem y"(b—gz*) compleftatur, de cujus eliminatione
fuperius eft attum.

358. Corollarium 3.

Et pro n=1 in (357. §.) reperientur fequentes valores, qui in
dato exponente irrationali X ex fubfltituti ipfum reddent rationalem, quo-
ties ille binas funttiones irrationales /(a4 bx) et ' (f4gx), cum varia-
bili x ejusdemque funionibus rationalibus quocunque modo connexas,
continuerit.

fz'—a _2(bf—ag)zez
S e A 1
z((bf—ag) __V(bf—ag)
(Cﬂ-l-bx)— ((b gz’ )! ((f'i'g \/(b g‘,‘z)
pro z _V(+bx) ((a-}-b*:)(n"—{-gx)
TV (f4gx) f+gx

Novus enim exponens differentialis continebit unicam fun&ionem

irrationalem \/(b—gz*), de cujus eliminatione fuperius eft aftum,

359. Problema,
Datum exponentem differentialems Xex, fi is completam infegrationem
von admittit, integrare per [eriem infinitam.

: Solutio.

Explicetur funftio X, fecandum principia primi capitis, per feriem
formae Ax*+B x4 Cxc 4 etc., ut fiat Xex==(Ax*+4 Bx*4 Cx+ etc.) e x;
deinde fiat integratio per (249.§.): obtinebitur pro quaefito integrali
JXex feries in infinitum excurrens, quae idcirco, quia tota haberi non
poteft, perfeftum “integrale haud dabit, quotquot ejus termini famantar.
Clarum tamen eft, adproximari pofle hac via ad verum integrale, quod
in adplicatione calculi integralis aeque eft utile, et neceflarium, ac

Polumen L X adpro-
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adproximare ad radices numeroram, quorum perfeftae radices nequeunt
affignari.

162

360. Corollarium 1.

Si funftio X=/(ax™+bx")=(ax™+b x“)é juxta (54. §.) explice-
tur per feriem, obtinebitur per (249. §.) fequens notatu dignum io-
tegrale.

Jexy(ax™4bx") =
_% mi2 apn-mta 4n-3m42
e Rk 2y +b.x z 102X e
i m +2 3 o 3
2a (2n—m+42) 2.42 (4n—3m+2)
6n-§mia §n-7m+2
A T E.3.5b%.x 3
+ =]

2 7 '
2.4.6a (6n—5m42) 2.4.6.8 at(sn—-7m+2)

- - - - - - - - - - - - - - - - - - -

3\

arn-(ar-1)ms2
i:.g.s.-;----(2r-—3\bf.x‘"“*“T >+C.

ar=-1
2.4.6.8---- 2r.a72 (2rn—(2r—1)m+2)

Terminus ultimus, utpote rfus, dabit fingulos, poft primum ordine
fequentes, terminos, fi loco r termini feriei 1, 2, 3, 4, §, etc. fucceffive
fubftituantur.

361. Corollarium 2.

Et i X:=(ax™}bxn) explicetur per feriem (55.§.); obtinebitar
per (249. §.) fequens integrale,

€ X B
V(ax™4bx=) T
= .5,
—_—2 £ m-2 + % jm-2n-32
(m—2)a". x7a— 2(3m—2n—2)a .X 2
l'ghz 'oglsba
ST - '5m-4n-z+ 72 7m-6mn-2

2.4(5 m——4n—-2)at.x ) 2.4 6(?m-6n-2)a1.x 2

..-.-...____.___I_____________

1.3.5.7 = = = = = = = = = = = = (2a—1)b'
:t gr+1 (2r+1)m-2rn-2 +C
2468 « =~ 2r((2r+1)m—2rn—3)a 2z .x 2

Scho-
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Scholion 1.

Nonnunquam commodius perficitur adproximatio, fi, affumtis inde-
terminatis coefficientibus A, B, C, D, etc. ipfum integrale quaefitam /X e x
ponatur aequari feriei Ax+B 24 Cx?*4Dx4 4 etc., aut alteri formae
fimilis, deinde ex aequatione per differentiationem produfta, Xex
—sx(A+3Bx+3Cx>+4Dx*+etc) valores pro A, B, C, D, etc. fecun-

dum principia primi capitis determinentur. Saepenumero etiam, inventa

sequatione X=A+2Bx+3Cx*+ 4Dx3+etc. = 8§, logarithmi log X
—: log S utilifime capientur, unde ulteriori differentiatione aequatio
£X eS S, |

X=3 derivabitur, quae quaefitos valores A, B, C, D, etc. debebit
prodere.

Haec methodus quaerendi aequationem pro determinatione valorum,
quos coefficientes indeterminati debent obtinere, tunc praecipue notabili
compendio calculi poteft adhiberi, fi funftio X in dato exponente diffe-
rentiali X ex potentias polynomiorum compleétatur. _

E. gr. Si u, v fint certae funétiones variabilis x, petaturque integrale

exponentis differentialis :—: ex, quod feriei Ax+Bx*+Cx’+Dx*+ etc.

aequari debeat: cum eo ipfo fiat §=A+2Bx+ 3C x*44Dx?+ etc.,
pofita hac ferie =S8, erit

o S, hinc log fﬂ—?-::logS; fen

\;II =
mlu—nlv=1S: igitar debet efle

msu neyv__ &S

u Sl
unde valores coefficientinm A, B, C, D, etc, quaeri poterunt.

Scholion 2.
Haec vero per coefficientes indeterminatos integrandi methodus
(1. Schol.) id habet incommodi, quod, nifi exponentes variabilis x certa
lege crefcant, aut decrefcant, inaniter permulti coefficientes introducan-

:Ax-{-sz-{-Cx’-i-Dx“-]-Ex‘

X
tur: fic e. gr. —_—
gt ﬁpmms_/I‘_xs_{_x_r
F xS 4 etc.; invenies A=1, B=o, C=0, D=0, E=o. Quocirca,
X2 ut
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ut id vitetor, confultum erit, dum non facile perfpicitar, qua lege ex-
ponentes fefe excipere debeant, eos interea indeterminatos relinquere, at-
que ex finali aequatione, unde jam valores ipforum coefficientium eli-
ciendi fuerint, ita determinare, ut ad illos principia in (28. 29. §.) ftabi-
lita poflint adplicari. Ceterum, prouti in (316. §. 2. Schol.) tacite mo-
nui, nunquam hac aut alia methodo integrandi per feries in indefinitum
excurrentes utemur, fi alia via fopereft, qua completum integrale dati ex-
ponentis differentialis per quamcunque demum fun&ionem, algebraicam,
logarithmieam, trigonemetricam, aut mixtam, invenire licet : ubi vero ad
ejusmodi methodum refugiendum fuerit, curabimus, ut feries, terminis
fequentibus continuo decrefcentibus, convergant, divergentesque feries,
in quibus fequentes termini fiunt majores praecedentibus, omni cafu vita-
bimus. Quo enim magis convergit feries, quaefito integrali aequata, eo
pauciores termini primi fufficiunt ad integrale prope verum exhbendum.
Ex hac potiflimum ratione feriebus formae Ax*+ Bx® 4 Cx< + etc. aliae
feries formae generalis Ax®(x-4 Bx")P4 BxP (x4 Bxn)1 + ete, in multis
difguifitionibas poflunt fubftitui, cujus integrandi methodi exempla in fe-
quentibus occurrent,

CAPUT.
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DE
INTEGRATIONE EXPONENTIUM AEQUATIONUM.-
QUE DIFFERENTIALIUM PRIMI ALTIORISQUE
ORDINIS PLURES VARIABILES COM-
PLECTENTIUM.

o —

362. DEriNITIO.
Integratio ‘exponentis differentialis ¢y involventis duas aut plures va-
riabiles u, v, z, earumque exponentes differentiales su, ev, ez, abfolvi-
tur inventione fun&ionis Z+4C variabiliom u, v, z, cujus ratio differen-
tialis determinata per (142. §.) habet exponentem dato ey aequalem, at-
que haec funéio Z+4C, in qua C denotat conftantem indeterminatam,
vocatur completum integrale exponentis differentialis ¢y. Integrale
ejusmodi licebit aut fimpliciter figno /ey, vel figno “?/ey exprimere:
quocirca poterit fignum /Yer, et quodvis ei fimile, indicare integrale
exponentis differentialis Ver fpeftati inftar unius funétionis folins wvaria-
bilis r, licet fors V alias praeterea variabiles et earum exponentes diffe-
trentiales compleétatur.
Sice. gr. pro su=zx"¢x, et evi=22szex erit
Xfeu=Xfzx2ex=132zx3, et fevi=7/2*szex=}Z%X.

363. Corollarium 1.
Nullus exponens differentialis “Wey involvens duas variabiles u, v
erit per fe integrabilis, nifi is aequetur certae funétioni variabiliom u, v
formae Mzu+Nev, in qua fit veMsu="1eNev (145. 362. §)-

364. Corollarium, 2.

Dato autem exponente differentiali ey==Meu+Nev, in quo fit
veMsu="¢Nsv, captoque integrali “/Msu (362. §.), quod differentia-
tum pro utraque variabili u, v per (142. §.) det exponentem “s.%/ Meu
=Meu+tnpev, itaut fit eMeui="snsv (145.§.); erit ug (N—n)=0,

X3 adeo-
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adeoque N—n ant quantitas conftans, aut aliqua fun&io folius variabilis v,
carens variabili u: omnis ergo exponens differentialis sy=Meu+ Nsv, in
quo fuerit veMeu =—"eNev, habebit pro integrali completo (362.§.) fe-
quentem funftionem.

y=%Meu+tYley—"."YMeu) +C=
¥ ‘LI M
::‘_‘-stu-{-‘f(N——- 2 Efv “‘)sv+c.

565. Corollarium 3.

Si detur exponens differentialis "W*cy involyens tres variabiles u, v, z,
non erit is per fe integrabilis, nifi fub forma Usu+4Vev+Zez, in qua
fit veUsu="Vev, %eUsu="cZscz, 2 Vev—="sZez (149. 362.8.).

366. Corollarium 4.

Quodfi vero in exponente differentiali trium variabilium formae
sy=Ueu+4Vev4Zez fit veUsu=1sVeyv, eUeu=veZsz, 2eVey
==YeZez, capto integrali %/ Uen (362.§.) quod differentiatum pro om-
nibus variabilibus u, v, z, dabit certum exponentem differentialem
wig, YUeu=Ueu+4Pev4Qez, ita ut fit veUsu="sPsv, 2:Uecu
='Qez, *Psv="eQez (149. §.); erit eo ipfo ey — wzg, %/ Uen
=(V-—P)ev4(Z—Q)ez, et % (V—P)ev="e(Z— Q)& z, exiftente
" (V—P)=o0, et “¢(Z—Q)=o, adeoque tam fun&ione V—P quam
Z—Q carente variabili u: integrale completum ejusmodi exponentis dif-
ferentialis ey comprehendetur ergo fequenti formula (362. §.), cujus pars
prima per praecepta praecedentium capitum, pars altera vero per (364. §.)
eft perfefte determinabilis.

y:\:/‘U su+ "’f/’{'ey-——“"‘e : l:/'Ua 'I.l) +C_
367. Corollarium 3.

Semper ergo, dum exponentes differentiaies, involventes duas tresve
variabiles earundemque exponentes differentiales, fuerint integrandi
(362. §.), difpiciatur ante omnia, utrum ii fint per fe integrabiles (363.
365. §.); tam, fi fint per' fe integrabiles, quaerantur illorum integralia
juxta (364. 366. §.): fic enim, ut per fe patet, integratio illorum re-
ducitur ad integrationem exponentium differentialium unicam variabilem
involventiom, de qua in praecedentibus capitibus et aftum,

368. DE-
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368. DEriniTIO.

Aequatio diffeventialis primi ordinis, vel fimpliciter Aequatio differes-
tialis vocabitur in fequentibus omnis aequatio inter duas aut plures varia-
biles u, v, z, earnmque eXponentes differentiales su, sv, £z : aequatio au-
tem inter variabiles u, v, z, carens exponentibus differentialibus harum va-
riabilium, vocatur Integrale datae aequationis differentialis, fi illa per
(141. §.) differentiata reftituat datam aequationem differentialem. Omnis
porro aequatio differentialis formae Meu+Nev4 Osz=o0 erit homoge-
wea, vel heterogemea: primum, fi M, N, O fint totidem homogeneae ejus-
demgque dimenfionis fanétiones variabilium u, v, z (12. 8. §.); alteram, fi
alterutrom aut utrumque horum defit. Dicentur demum variabiles u, v, z
in aequatione differentiali Msu+Nev+4+Oez=0 feparatae effe aut per-
mixtae: primum, fi M comple&atur folam variabilem u, adeoque careat
variabilibus v, z, N folam variabilem v, et O folam z; alterum vero, fi
aliquis factorum M, N, O involvat varisbilem ab illa, in cujus exponen-
tem differentialem is duftus eft, diftinétam.

369. Corollarium 1.

Omnis 2equatio differentialis poteft induere formam aequationis
Yt=0: completum vero ejus integrale, denotante C conftantem inde-
terminatam, erit Z=—C, fi exponens differentialis funétionis Z per
(141. §.) pro omnibus variabilibus, quae in 4==0 continentur, determi-
patts exaequet fun&tionem differentialem ¢ (368. § ).

370. Corollarium 2.

Dato integrali Z=/sy exponentis differentialis ¢y duas tresve va-
riabiles involventis, fumtaque conftante indeterminata C, erit Z.—=C inte-
grale completum aequationis differentialis &y=o0 (369. 362. § )

371. Corollarium 3.

Criterium generale integrabilitatis omnium aequationum differentia-
liom Meu+Nev=o inter duas variabiles u, v in €o confiftet, ut fit
YeMeu="Nev: nulla enim aequatio differentialis hnjus generis erit per
fe integrabilis, quae hac proprietate deftituitur (368. 145. §.); quaecunque
vero aequatio differentialis habuerit hanc proprietatem, erit illa eo ipfo
per fe integrabilis, altuque integrabitur, fi quaeratur integrale Z=f(Meo
Nsv) per(364. §.), tum fiat Z=C (370. §.).

372. Co-




163 CAPUT ¥

372. Corollarium 4.

Et criterium integrabilitatis aequationum differentialiom Usu4Vey
4 7Z ez =o inter tres variabiles u, v,z confitet in relationibus veUeu
—veVev, *eUsni=YZez, *¢Vevi=VeZez: aequatio nimirum dif-
ferentialis non erit per fe integrabilis, nifi fingulae hae relationes in ea
locum habeant (368. 149, §.): quoties vero propofita fuerit aequatio difl'e-
rentialis fingulas has relationes offerens; toties erit ea per fe integra-
bilis, eritque ejus integrale completum Zi=C, i Z=/{Usu+ Vev 4 Zez)
per (366. §.) determinetur (370. §.).

373. Corollarium 3.

Omnis aequatio differentialis Meu+Nevi=0, vel Meu+ Nev 4+ Osz =0,
in qua variabiles funt feparatae (368. §.), debet effe per fe integrabilis,
ita ut integrale completum prioris fit Y/ Meu+4YNev=C, et Y Msu
4+ Nev+720e?=C pofterioris (371.372.§.).

374. Corollarium 6.

: : —N A
Si aequatio Meu+4Nev=o0, quae dat %: —5» bon fit arbitra-

ria, fed in refolutione cujuspiam problematis legitimo ratiocinio determi-
nata; necefle eft, ut ea certae funétioni y+=C variabilium u, v refpon-
deat, pro qua debet neeeflario extare aequatio aliqua differentialis Pen
+Qev="ey—0, ita ut fit'e Peu—=YQev (145.§.): igitur erit etiam
su ~ —Q : N Q : :
= hinc Mg proinde vel e N—=Q et M=P, hinc
quoque ‘eMeu=—="¢Nev, vel debet dari tertia quaepiam funétio F varia-
bilium wu, v, pro qua fieret NF=—Q et MF=P, hinc Y2.MFeu
—uz.NFev.
375. Corollarium 7.

Quamobrem omnis aequatio differentialis Msu+Nevi=o, ad quam
in refolutione alicujus problematis legitimo ratiocinio fuerit perventum,
debebit efle per fe integrabilis, aut, fi non fit per fe integrabilis, pofiibilis
erit fattor F, ex quo et data aequatione nafceretyr aequatio identica

MFeu4NFev=o0 per fe integrabilis (371. 374. §.)-

376. Co-
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376. Corollarium 8.

. Quaevis zequatio homogenea (368. §.) Meu 4+ Nevi=o variabiles
u, v permixtas involvens eft talis indolis, ut illa fimplici fubftitutione no-

. Vi & . . . o' R
vae variabilis z=— 1n aequationem identicam variabiles v, z feparatas

involventem, adeoque per (373. §.) integrabilem pofiit transformari.
Cum enim in hac hypothefi M, N fint functiones variabilium u, v et ho-
mogeneae et ejusdem puta miae dimenfionis (368. §.); necefle utique
eft, ut pro v=uz, hinc svi=uez+zeu, M, N abeant in produéta Pum™,
Qu™ ex certis funéionibus P, Q folius variabilis z in potentiam um,
dataque aequatio differentialis abeat in PumeudQu(uez + zsu)=o,
ex qua nalcitur fequens aequatio differentialis variabiles u, z feparatas
compleétens (368. §.), ejusque integralis per (373. §.).
&u §Z "Qez
+P(-1|-(,' 2 ="0; lu+- P+Qz:C'

377. Corollarium 9.

Hoc modo poterit quoque aequatio homogenea Meu + Nev 4 0ez=0
involvens tres variabiles permixtas u, v,z (368. §.) transformari in aliam,
quae unam variabilem a reliquis duabus feparatam compleftatur, quo ipfo
ejus integratio ad integrationem exponentis differentialis involventis duas
variabiles (362. §.) reducitur. Si enim M, N, O fint fun&iones homoge-
neae mti ordinis (368. 12. 8. §.), et fiat vem=u @, z=ux, hinc svi=ue@
+@eu, ez—=usu-+ucu; necefle eft, ut pro his valoribus funftiones
M, N, O abeant in produéta Pa™, Qu™, Ru™ pro certis funétionibus P, Q, R,
variabilium @, x carentibus tertia variabiliu; data autem aequatio con-
vertetur in Pumsu+4Qu™ (ue@+@eu)+Ru"(uep+ueu)=o, exqua
{equens prodit aequatio differentialis;

e Qs@+Rer
T TPFQeo FRen
378. Corollarium 1o.

Licet ergo aligua aequatio differentialis non fit per fe integrabilis
(371. 372.§.), inde nondum fequitur, eam abfolate non efle integrabilem
fieri enim poteft, ut certo modo transformata reddatur per fe integrabilis,
ficut e. gr. omnis aequatio homogenea in (376. §.)-

Volwnen I, Y 379. Pro.
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379. Problema.

Integrare datam  quamcunque aequationem differentiale;s  Meu
+ Nevi=o,

Solutio.

I. Ante omnia difpiciatur, utrum ea fit per fe integrabilis, et fi eft per
fe integrabilis, quaeratur ejus aequatio integralis per (371. §.).

2. Quodfi vero data aequatio differentialis non fit per f{e integrabilis
(371. §.), videatur, an non certis artificiis ita poflit transformari, ut eo
ipfo reddatur per fe integrabilis (378. §.): generales regulae in eum
finem nullae poffunt praefcribi; particulares antem methodi, quae in fpe-
cialibus cafibus fuccedunt, ufu optime difcuntur.  Ceterum conftat ex
praecedentibue, omnem aequationem differentialem per fe non integrabi-
lem vel homogeneam efTe vel heterogeneam; omnem porro aequationem
homogeneam per (376.§.) pofle reddi integrabilem, unde elucet, folas
aequationes heterogeneas fuperefle, pro quibus defiderantur artificia, ope
quorum eae reddi queant integrabiles.

3. Quare videatur, an non data aequatio heterogenea fic fit comparata,
Ut aut, retentis variabilibus v, v, vulgaribus operationibus algebraicis, aut
fubftitutione novae cujuspiam variabilis fic poffit transformari, ut trans.
formata vel variabiles feparatas complectatur, vel faltem fit homogenea:
cafu enim primo erit ea per (373- §) integrabilis; et cafu altero per
(376. §.). Nonnunquam licebit faGorem F quaerere, qui propofitam aequa-
tionem haeterogeneam, fi ea per illom multiplicetur, reddat per (371. §.)
integrabilem (375. §.).

4 In‘def‘peratis cafibus quaeratur feries, quae variabilem u per alteram
v ita exprimat, ut ea datae aequationi differentiali fatisfaciat. Eapropter
fingatur efle ur=A ve fBya+s + Cvet2 L etc,, hinc eu=(xAve~*
+(e+1)Bvef(at2)Cye+rl etc.) ev, tum fubftituantar hi valores loco
U et su in data aequatione Meu+ Nevz—o: hac enim ratione obtine-
bitur aequatio, ex qua, valore exponentis « rite determinato, valores
coefficientium indeterminatorum A, B, C, etc. per (28. vel 29. §.) poterunt
derivari.

380. Coroilarium r.

Exemplum aequationum heterogenearum per {e non integrabilium
(371.§.), quae fimplici fubftitutione novae variabilis in aequationes identicas

imme-
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immediate per (373. §.) integrabiles poffont transformari (379.§. 3. n.),
offert aequatio Asu+ m(Bu+ Cv)eu—Dsv+n(Bu+4 Cv)jev=o:

ez—Ben T IS
T, abit in fequen-

haec enim, pro Bu4 Cvi=z, hinc sv=

tem aequationem differentialem, cujus integrale completum, ut fequitur,
per (373. §) licuit determinare.
(nz—D)ez 24
et A CTBDF@C—nB)z >
s n(AC+BD+4(mC—nB).z)
Conft—=u+ (mC—nB)>
_D(mC—nB)-I— n(AC+BD)
(mC—nB)*

log(AC 4 BD 4 (mC—nB)z).

32r. Corollarium 2.
Unicus cafus in (380. §.) debet excipi, nimirum quo fit mC=nB,
: hoc autem cafu determinato, ob (mC—nB)z=o,
—D)ez
AL-]-BD

adeoque m = L
C
habebimus in (380.§.) su+(

erit

—o, adeoque per (373. §.

aequatio integralis

n(Bu-}—CU —2D(Bu+Cv) __
2(AC+BD)

aequationis differentialis

Aeu+ (Bu-{-Cv}su—Dev+n(Bu+Cw)ev|—o

= Contt.

382. Corollarium 3.

Exemplum autem aequationum heterogenearum per fe non integra-
bilium (371. §.), quae fimili fubftitutione in aequationes homogeneas per
(376. §.) integrabiles poffunt transformari (379 §. 3.n.) habemus in aequa-
tione (A+Bu+4Cv)su—(D+Eu+Fv)svi=0: {i enim ponatur A+4Bu
—l—Cv_(P et D+Eu+Fvi=g, hinc
__Fe@—Cep Bep—E:zQ

BF—CE ’* Y~ BF—CE '
abibit data aequatio in homogeneam identicam (F@+Ex)e® — (Bp
+CQ@)su=0(368.5.), ex qua pro z = -—%— ﬁ%{f; per

Y 2 (3764

Eu=
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(276. §.) obtinetur fequens aequatio integralis, compleftens integrale per
(373. §.) determinabile.
(E4+F2)ez 3¢
log P+f’z-’+(i£—C)z—-B — Conft.
Notetur tamen cafus, quo fit BF=C®%, adeoque BF — CE—o0
in expreflionibus pro zu, ev: hoc enim cafu abit data aequatio in A su

+(Bu+Cv)eua—Dev — -% (Bu+Cv)ev=0, quae per (380.381.§.)
eft integrabilis,
383. Corollarium 4.

Exemplum porro aequationum heterogenearim per fe non integrabi~
liom (371. §.), quarum conditiones a priori licet determinare, fub quibus
illae in homogeneas per (376. §.) integrabiles poffint transformari (379.§.
3.n.), exhibet aequatio (u*v®4-ucv?)euuevfev=o. Si enim in hac
ponatur v=2z", obtinebitur aequatio (u*z"P>4ucz"d)eu 4 nue Zn(H1 ¢y
=0, quae eo duntaxat cafu erit homogenea, fi fuerit a4+-nb=c-4nd
=e+n(f4-1)—1 (368. 12. 8. §.), adeoque (d—f—1) (a—c) = (e—c

d
terogeneam (u?v®+u¢vé)sufueviev=o, in qua eft (d—Ff—1)(a—c)
~(e—vc¢—1)(d=—Db), transformabilem effe in homogeneam per (376. §.)

a—c¢ § :
—1)(d—Db), et n:-—_—b-, unde fequitur: omnem aequationem he-

a—cC
integrabilem, nimirom pro vi=2z9—?%, exceptis, ut per fe patet, duo-
: a—c )
bus cafibus, quorum primo fit d—p —da—p Pro a=c, et altero
B, = a—cC - . . .
d—p — o pro d=b: his autem cafibus abit data aequatio in fe-
d—b o

Quentes aequationes per (373. §.) integrabiles.
vigv : . -
oy esu—i—wxo; (vrmeduc—e)enfyi~d gyi=o.

384. Corollarium g,

Integratio datae aequationis differentialis Mcu+Nsv=—o0 per {e non
integrabilis (371. §.) ope fattoris (379.§. 3. n.) exigit, ut determinetur
funltio F, pro qua aequatio identica MFe u4NFevi=o fit per {e inte-
grabilis (375.§.): quare, cum in hac hypothefi debeat fieri (M 'eF
+EeM)eu=(N"F4+F"N)ey (375, §.); habebimus fequentem aequa-

tionem,
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tionem, ex qua fator F deberet elici, fi is a priori eflfet determinabilis:
yerum non facile difficultates fuperaveris, quibus haec difquifitio eft ob-

ve M ug N) Ve F ug
F(sv su +M EV N—EG"“O'

385. Corollarium 6.
veM _“sN

&V &l

noxia.

: N certa

Interea notetur cafus peculiaris, quo eft (

fun&io folins variabilis u, carens variabiliy. Cum enim in propofita aequa-
N

;u" , fi hic valor fubftituatur

veM  uN N

tione Mesu+Nev=o debeat efle M= —

: TR s Ao B
in (384. §.), obtinebitur T = Ueu, pofito U = ( = e

Quamobrem , quoties caruerit U variabili v, quo cafa integrale /Usu per
ea, quae in praecedentibus funt capitibus tradita, poterit determinari; toties
erit log F=/Ueu, adeoque, fumta bafi e logarithmorum naturalium,

F= efuw falor, pro quo data aequatio differentialis Meu+4+Nesv=o0

per fe mnon integrabilis transformabitur in aequationem identicam

U U
l‘f'!e‘)r “Ueu - Ne‘f M ev=o per fe integrabilem ; ipfum autem inte-
grale erit idcirco ob (364. §.)

S JUen
U u U ug v/ .
‘fNef Eu.s\’-{-_/([\lef g EJN:u— w)su:C.

386. Corollarium 7.
Exemplo fit aequatio differentialis Pveu+Qéeu+ev=0, comple-

&ens funftiones quascunque P, Q variabilis u carentes variabili v. Pofito
SUsu SJPeu JPeu

M=Pv+Q, et Ne=1, adeoque ¥/Ne V=Y isv=ve 3

SJPeu

Ue U
hinc Ye. ‘fNeJr Yeve=y Pef “en , obtinebitur per(385.§.) ve

P
+ Yeu Qef “=c pro completo integrali illius aequationis differen-
tialis, '
387. Corollariam 8.
Per (386. §.) poffunt integrari omnes aequationes differentiales for-
mula generali Uveu+Vyosu+Tey=o0 comprehenfae, modo funttio-
Y3 nes
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vl il ] U \'4
nes U, V, T careant variabiliv. Cum enim fit — v.e_u..l..Tf. veu 4+ sv

1

1 s T :
=0, pofito z = =T obtinebitur aequatio £z—(n—1) TIrJ_ % &8

—(a—1) % eu=—o per (386, §.) integrabilis, nifi fors fit n=— 1,

60V
quo cafu data aequatio differentialis abit in aequationem ! :i:\ 4
+%\L:° per (373. §.) integrabilem.

388. DErINITIO.
Aequatio differentialis fecundi ordinis , feu Aequatio differentio - diffe-
ventialis erit in fequentibus omnis aequatio inter variabiles quascunque

2 2 a
u, v, z earumque exponentes differentiales ¢u, sv, &z fecundi ordinis.

389. Corollarium 1,

Sicut exponentes differentiales :u, :v, ez fecundi ordinis obtinen
tur differentiatione exponentium differentialium su, ev, ez primi ordi.
nis; fic pro omni aequatiohe differentiali fecundi ordinis relata ad varia.
biles u, v, z poterit cogitari aequatio differentialis primi ordinis relata
ad casdem variabiles, e cujus differentiatione refultet aequatio differen-
tialis fecundi ordinis datae identica (388. §.).

390. Corollarium a,

Omnes aequationes differentio- differentiales inter variabiles u, v in
duas clafles poflunt diftribui: ad primam claffem pertinent aequationes,
in quibus alterutra variabilium u vel v pro abloluta fumitur (4.§), quo
exponens differentialis su==r1 vel evi=1 fiat conftans (81.§.) et diffe-

H i . g . . . 2 =
rentio-differentialis aequalis nihilo, nimirum su=o vel ev—=o: ad al-
teram vero claflem poffunt referri acquationes, in quibus neutra variabi-
linm u, v {umitur pro abfoluta, quae idcirco utrumque exponentem difle-

. . . 2 234
rentio -differentialem su, v involvunt.

391, Corollarium 3.

Dum petitar aequatio inter variabiles u, v carens exponentibus diffe-
rentialibvs harum varishilium, * cujus fecundum differentiale idem fit com
data
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data aequatione differentio - differentiali, duplici integratione eft opus:
primum_int¢grale datae aequationis differentio - differentialis eft aequatio
differentialis primi ordinis, cujus differentiatio reftituit datam aequatio-
nem differentio- differentialem; fecundum, integrale datae aequationis dif-
ferentio- differentialis eft integrale ejus primi integralis (389. 368. §.).
392. Corollarium 4.
Eft autem integratio aequationum differentialium primi ordinis femper
in poteftate, ita ut illa omni cafu faltem per feries pofiit perfici (379.§.):
fecunda integratio cnjuslibet aequationis differentio - differentialis poterit
ergo pro abfoluta haberi, fi prima illius integratio fuerit in poteftate
(39r1. §.)-
393. Corollarium 3.
Ceterum facile ex hatenus ditis colligitur, integrale primum aequatio-
nis differentio - differentialis pendentis a variabilibus u, v, in qua variabilis v
pro abfoluta fumitur, conftantems indeterminatam Cev debere involvere,
ut id completum fit (391. § ).

Scholion.

Defideratur itaque methodus inveniendi prima integralia aequationum
differentio - differentialium (392. §.): generalem, quae omni cafu fucce-
dat, nullam habemus : quare, ne extra fines egrediamur, quos in concin-
nandis his inftitutionibus debebamus conftituere, indicia immediatae inte-
grabilitatis aequationum differentio - differentialium, methodumque inte-
grandi aequationes per fe integrabiles, tum nonnulla artificia breviter ex-
planabimus, quibus aequationes differentio- differentiales per fe haud inte-
grabiles fic poffunt in certis cafibus transformari, ut illae eo ipfo reddantur
integrabiles. 2 [ofigne ejusmodi transformationum exemplum offert aequatio
%% (a4 bxn) s“y +x(ctex")eysx+(f+gx")ysx?=o, cujus integratio
complures celeberrimos Analyftas haftenus occupavit,, a nemine vero adeo
fimplici, generali, perfeftaque methodo pertratata eft, ut ejus meditatio-
nes illis pofiint aequiparari, quas Cl. Pfaff in fuis disquifitionibus analy-
ticis recentiflime expofuit. Verum haec interea intafta cogimur relin-
quere, expofituri in fequentibus, fi iis opus habuerimus.

394. Pro-
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394. Problema.

Explovare, utvum aequatio differentio- diffeventinlis formas o7 = Me a

+N ev+Psusv4Qeud+Revi=0 fit per [e integrabilis. '
Solutio.

Difpiciatar, anfit Qeu=Y¢M, Revi="¢N, et Peusvi='¢Meu
+veNev: nifi enim hae relationes inter fun&iones M, N, P, Q, R Jocum
habeant, aequatio propofita non erit per fe integrabilis: pro iisdem vero
relationibus erit gZ=Msu+Nsvi=o0 primum integrale ejusdem aequa-
tionis (391. 392. 148.§.), ex quo per praecedent praecepta fecundum in-
tegrale Z—C debebit derivari.

395. Corollarium 1.

Cum fit "sRev=":."eN in (304. §.) =Vs.% N (146.§.); erit in
(394- §.) Peusv='eMszu+tev Y/u¢Rev: {i ergo fuerit v variabilis ab-
foluta, proinde evi=1 conftans, et :v:o; debebit fieri YePeuev
::": Meu-dte Rev?,

396. Corollarium 2.

Aeguatio autem tZ=0 in (394. §.) erit per fe primo- et fecundo-
integrabilis, id eft, tam prima quam fecunda integratio ejus aequationis
(391. §.) poterit citra omnem praeviam transformationem perfici, fi fue.
rit Qeu="sM, Rev=":N, et Pecusv—=2'¢eMeu="eNev: erit au-
tem ejus fecundum integrale per (394. 364. §.)

z-:wlsu+if(m-“if£t—"ﬂ)sv+c.

397. Corollarium 3.

Quodfi verc v pro varizbili abfoluta fumatur, quo ev=1 fiat con-
ftans, ' et 2\::0, habebimus aequationem differentio - differentialem ge-
neraliflimae formae :Z — Msu 4+ Peuev 4+ Qsu? 4 Rev?=o0: omnis
aequatio hujus formae, fi fuerit Qeu='eM, et YePeuev—= ":i\]su
4- 'z Rev?, erit per fe integrabilis, primumque ejus integrale exhibebit
fequens formula (394. 395. 393. §.), quae, ut expendenti patet, ita in-
telligenda eft, ut in illa pars tertia in certis cafibus poflit aequari nihilo.

EZ:Msu-I-sv‘fRsv-!—‘J(:Z-—“"e({’v‘[eu-{-sv‘fRsv))-!—Csv:D.
398. Co-




CAPUT Vi1 177
398. Corollarium 4.

Haec tamen indicia nequaquam demonftrant, aequationem f?h—@
(397. §.) effe quoque fecundo.integrabilem: poteft enim ea ob illa indicia
effe per fe primo - integrabilis, quin ideo fit per fe etmmt ecundo - integra-
bilis (394. 397. §.)- Sic e. gr. aequatio (0? — \)bu + (O —1euey
+3u?su*4usvi=o dat M=uw*—v, P=v—1, Q=302, Re—y, ad-
eoque Qesu—="sM, et "&Peuev:"’:Méu+usR£\"‘: ob has relationes
eft illa per fe primo-integrabilis, fed non ideo per fe etiam fecundo-in.
tegrabilis: primum enim ejus integrale eft (397. §.) aequatio differentialis
(w’—v)eutvuev4Cev=—o0, per fe hand integrabilis (363. §.).

369. Corollarium s.

Indiciis quidem, quorum ope ex relationibas inter faftores M, P, Q, R
colligi queat, utrum propofita aequatio differentio - differentialis formae
:Z: M:u +Psusv4Qeuz+4Revz=o0 fit per fe tam primo- quam fe-
cundo- integrabilis, carere poffumus (392. §.): ea tamen ex (394.
397. §.) ultro fe offerunt, nimirum Qsu="'s M, sPeunev=2. ": Msu
—2.%sRav2

400. Corollarium 6.

Aequatio differentio - differentialis §2 = Mazu-I- Penev4Revizo
carens exponente differentio - differentiali zv variabilis abfolutae v, et
quadrato &u* exponentis differentialis \arlabms u, erit per fe primo-in-
tegrabilis, fi fuerit "sM=—o0, et ‘sf‘susv:‘s Meu+"sRev2 (397. §.):
debebit ergo M aut conftans efle quantitas, quo cafu fiet YePeusv= "sRev2,
vel certa funétio variabilis v, carens variabili u: omni vero cafu exprimet
praccedens formula (397. §.) primum illius integrale completum.,

401. Corollarium 7.

Exemplo fit aequatio :Z: v2(a+b v”):u +victev)susv (f
4+ gvuev2 =0, inqua eft M=v3(a+bv"), P=v(c+ev"), R=(f+gv")u;
hinc “:M.:(e a4t+2)(n+1)bv)evz; YeP—=(c+(n41)evMev; R
—(f4 gv?)eu: ut illa ergo {it per fe primo - integrabilis, debet efle
(400.§.) c+(n+1)evr=2a+(n+2)(n+ 1) bv" 4+ gv", unde pro cafa
ejusmodi integrabilitatis obtinemus c==2a-+f, et (n+1)e=(n+42)(n+1)b-}+g.

Folmnen T, Z QU:-
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Quapropter, nifi hae relationes inter quantitates a,b, c, e, f, g, n locum
habeant, aequatio ¢Z=0 non erit per fe integrabilis: pro his autem re-
lationibus facile per (397. §.) definietur ejus primum integrale eZ—o, et
e‘( hoc per praecedentia praecepta fecundum (g9I. §), licet aeguatio
¢Z=o0 non fit eo ipfo per fe etiam fecundo-integrabilis,  Si enim rela-
tiones inter a, b,c, e, f, g, n petas, pro quibus data aequatio fit per fe
primo- et fecundo- integrabilis, debebis fumere aequationem ¢ 4(n-1)ev™
=4a+2(n+2)(n+1)bv"=2f42gv" per (399.§.), ex qua obtinentur
relationes c—=4a=2f, et e=2(n+2)b= 28

nd1.

Exemplum.

Pro n=1 erit aequatio 2= vz(a-{-bv.):u 4 v(ctev)eusy
+(f+gv)uevi=o per fe primo integrabilis, fi fuerit c==2a4f, et
2e—=06b+g: pofito igitur c==2a4f, et e—=3b4ig, invenietur per
(397. §) pro primo integrali aequatio differentialis &Z=—=v2(a+4bv)eu
+v(f+3gv)uev4-Cevi=0, quae non eft per fe integrabilis: hinc itaque
elucet, aflumtam aequationem zZ:o pro illis relationibus, quae ipfam
reddunt per {e primo. integrabilem, non effe per fe etiam fecundo- inte-
grabilem.

Ut pimirom illa fit per fe primo- et fecundo- integrabilis, debet
effe c=4a=2f, et e=—=6b=—=g: pro his autem relationibus erit per
(397.§.) ejus primum integrale completum aequatio differentialis sZ
=v*(a+bv)eu+tv(f+3gv)uev +Cevi=o, feu ¢Z = v2(a+bv)su+v
(22 +3bv)usv+Cev=o0 per (371. §.) complete integrabilis,

402, Corollarium 8.
Dum ergo integranda fuerit aequatio differentio . differentialis

gq”}h._o deftituta criteriis integrabilitatis, quae adhuc e*-;pof'mmuq, viden-

dum erit, annon ea certis artificiis in aequationem identicam &Z =o pof-
fit transformari, in qua ea criteria locum habeant.

403. Problema,

b . . . . . 2
Integrave aequationem diffeventio - differentialem eu+Peuev+ Qen?

+ Rev2=o0 pro quibuscunque faloribus P, Q, R independentibus a varia-
bili u.

Solu=
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Solutio.

1. Confideretur u inftar fan&ionis variabilis abfolutae v, quae per da-
tam aequationem determinata fit, quo pro certa fu:;&Ione Z independente
a variabili u fiat eu=7Zev, et eZ="zev, hinc su=zev?; erit fa&is
{fubftitutionibus zsv*4PZev? + QZ*ev*+Rev?=o0, hinc z=—(pPZ
+QZ*+R).

2. Habebimus igitur aequationem differentialem primi ordinis ¢Z
+ (PZ+ QZ* 4 R)ev=o0 inter binas variabiles v, Z: quamobrem poterit
haec aequatio faltem ope feriei cujuspiam per praecedentia praecepta intea
grari: invento vero hoc integrali, eruatur ex illo expreflio variabilis Z
perv, atque ea loco Z fuabftituatur in eu—%Zev, tum hinc quaeratur u
per praecepta praecedentium capitum.

404. Corollarium 1.

Hoc modo (403. §.) obtinentur fequentia integralia completa (1) (I1)
(111) aequatibnum differentio - differentialium (1) (2) (3) pro quibuslibet
faGtoribus P, Q, R independentibus a variabili u, ubi e denotat bafim loga-
rithmorum naturalium,

1 su+Revi=o I. u=B+Cv—/ev/Rev.
s BibQ a0y Ay deteBep Lt

EV

CTH+/Qev

3. ?su-l-Psuav:o. III. u=B+ ——?;—:;-—-
e

405. Corollarium 2.

Eo cafu determinato, quo faftores P, Q, R etiam a variabili v inde.
pendentes, ideoque totidem quantitates conftantes fuerint; habebimus ob
(403. §.) fequentes aequationes: integrale in (3) poteft determinari per
(353. §.); ex illo autem poterit elici expreflio variabilis Z per v, qua
loco Z in (2) fubftituta, quaeri poterit u per praecepta praecedentium
capitum,

1. iu-{-Psusv—}-qu‘-!-RE\'z:O.

2. su=Zev. 3. fQZ-+PZ+R =C~—v

Z 2 406, €.
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406. Corollarium 3.
Quodfi in fpecie fit R=o0 vel Q=0, obtinebimus per (405.§.) fequen-
tia integralia () (II) aequationum differentio - differentialium (1) (2), quid-
quid fint quantitates conftantes PO R.

X, :u+Psusv+Q5u1=c. L u=B+ p(::;pEL.
: 21
C—R Py
= ; i .
2. su+4Psuev+Revi=o. II. u=B + __Pv‘f"'ﬂ'-
Pe

407. Problema,

Integrave aequationem differentio - differentialem en +Psuev+4Qen
+ Rev*=o0 pro quibuslibet faBoribus P, Q, R independentibus a variabili
abfoluta v.

Solutio.

Ex (403. §.) obtinebimus fequentes aequationes. Cum jam facores
P, Q, R careant variabili v; poterit aequatio differentialis primi ordinis in
(3) per praecepta fuperius tradita integrari: ex integrali porro aequatio-
nis (3) poterit exprimi Z per u, et hac expreflione loco Z in (2) fubftituta
licebit demum etiam exponentem differentialem ev in (2) per regulas in
praecedentibus capitibus traditas integrare, hacque ipfa integratione deter-
minare integrale completum datae aequationis differentio- differentialis ().

v :u+Peusv+qu=+Rev2=0.
2 ay=12-. 3. ZeZ+(PZ+QZ>+4R)su=o.
408. Corollarium 1.

Hine (407.§.) elicientur fequentes aequationes integrales (I)(TI)(III)
aequationum differentio - differentialinm (1) (2) (3) perfete determinatae,
quidquid fint factores P, Q, R carentes variabili v,

1. cu+Peney=o. L v=B+ CTj{l:’:su_
2. zu-{-Revz:o. 1L 1':B+f\/({1_£211f}ebu) 3
JQeu
2 Ene
3 utQew=o. L y=B4 [Ee .

409. Co-



CAPUT VK 181

409. Corollariem, 2.

Si faftores P, Q, R utraque variabili u, v careant, totidem idcirco
quantitatibus conftantibus aequentur; habebimus ob (407. §.) fequentes
aequationes, quarum tertis per (254. §.) integrata dabit expreflionem va-
riabilis Z per u; hac vero expreffione in (2) fubftituta reddetur exponens
differentialis sv per regulas praecedentium capitum integrabilis.

X szu-!-Peusv-{-Qeu"—l—Revz:o.
o pye A8 el iy
o bl 3 8= T PZAR

410, Corollarium 3,

Bini fimpliciores cafus, quorum uno eft R—=o, et altero P=o0, feor-

fim notari merentur: his enim cafibus nafcuntor ex (409. §.) fequentes
aequationes integrales (I) (I1) aequationum differentio - differentialinm
(1) (2) pro quibuslibet quantitatibus conftantibus P, Q, R.

u
gune

I.:u+Peusv+qu==o. I. v=B+Q

-—-Pe
sue -

/C—Re )

2. 2u+Qeuz+Revi=o. IL v=B+yQ

Scholion 1.

Nonnunquam poterit integratio aequationis differentio- differentialis
reduci ad integrationem unias tantum aequationis differentialis primi ordi-
nis, fi aut primi exponentes differentiales ¢u, & v, variabilium u, v, a quibus
data aequatio dependet, aut certae variabilium u, v, vel etiam exponentiunt
differentialium eu, ev fun&tiones inftar quantitatum variabilium confide-
rentur, atque hae novis charaderibus expreflae in data aequatione fubfti-
tuantur. 2

2z z = 2
E. gr. Si in ey=e¢uev 4 uev ﬁat ey =7, hinc gv==¢z; eritey =—zén

>
+us7. igitor ey—=zu=—uev. In sy ._e\su-}-.susv ponatur eVE=X, eU—23

erit eyh_xez-}-zsx' igitar ey ==zx =egusv.
2

2u®gvev — 2ne0ey2 2
In eVe=——F——— fiat 0*=2z et sv2=x; et 20eV— EZ;

bl ; ZEX—XEZ X EV
2evey —ex: igitur eV = —————, et V=—= —
g z2 2 z »

YA Scho-
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: Scholion 2.

Notet autem fibi tyro, multum effe in eo pofitum, ut variabilis abfo-
luta nofcatur, ad quam aequatio integranda refertur, quod quidem in ad-
plicatione calculi differentio-integralis ad refolutionem problematum ma-
thematicorum nullam patitur difficultatem.

E. gr. Si proponatur aequatio Ay™ eysz:y:x—i-sxsy,'ea haud facile
integrabitur, nifi praevie fcias, variabilem z abfolutam, adeoque expe-
nentem differentialem ez=1 conftantem efle: in hac vero hypothefi erit
Ayotiez

pofito ex—=yv, integrale fAy™eyez:=/(ysv 4+ vey), adeoque e

+Csz=yex+Csz.

:}’V’

Si in refolutione cujuspiam probiematis deveniatur ad aequationem
2

VEX* —yeyey : : S
Vsy:%;{—z—ejf-‘—, non adparebit, qua ratione illius integrale pofiit

determinari, nifi conftet, variabilem u==/yex pro abfoluta, adeoque ex-
ponentem differentialem eu==yex pro conftanti fuiffe fumtum; quo cafu
2

. ’ . - €& EVEY
erit utique etiam su*:=y2cx* conftans, ctideo, cum fit Vey e (L

Y oy
habebituar /'V ey :_/ir—-?- -

1 ey*

Joyey=c—5—

y2sx2 2y2 2y%ex*

Scholion 3.

Confideratio haec variabilis abfolutae, cujus primus exponens diffe.
rentialis ==1 conftans fit, maximi et momenti in negotio integrationis
aequationum differentio - differentialium. Frequenter fane fiet, ut propo.
{ita aequatio differentio - differentialis dependens a quapiam variabili abfa-
lata, quae nullo modo videtur efle integrabilis, facile integretur, fi alia
aliqua variabilis pro abfoluta fumatur, Verum, ut haec nova variabilis ab-
foluta rite poffit determinari, necefle eft, ut ante omnia data aequatio dif-
ferentio - differentialis in aliam transformetur , in qua nulla variabilis fumi.
tur pro abfoluta, quod hoc modo praeftabitur.

I. Data aequatio completatur ;u, eu, ev, denotante v variabilem
abfolutam, et sv==1p exponentem differentialem conftantem. Cum in hac
bypothefi fpectetur u inftar certae funétionis variabilis v; debet efle eu
==pev, et ep==qev pro quibusdam fun&tionibus p, q variabilis v: quare,
dum
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dum v pro variabili abfoluta fumitur, eft :uzqsvz; fi antem v non fu.
Z

ENeV

meretur pro variabili abfolata, fieret iu‘:spsv+ p:v:qsv°+ el

2. Hine (1) fequitur, transformationem aequationis differentio - diffe-

rentialis, dependentis a variabili abfoluta v et a certa funétione u ejus va-
z 2 z

o iplet Enay & . . EVEU—gUEV 2 ELEV 2 -
riabilis, fubftitutione fun&ionis S s o hiartine v loco eu abfolvi.
E

Scholion 4.

Quod potro ad deletum variabilis pro abfoluta fumendae attinet, quo
integratio datae aequationis differentio-differentialis facilior reddator, is
ingenio ejus , qui integrationem debuerit perficere, relinquendus eft, cum
nullum generale criterium in eum finem liceat aflignare. Notet tamen fibi
tyro, aequatione differentio - differentiali per (z.Schol.) transformata non
facile alium exponentem differentialem pro conftanti efle fumendum, quam
cujus integratio eft in poteftate, cum hac ipfa integratione, quantitas va-
tiabilis pro abfoluta fumenda debeat determinari.
even’4} eugv’-f-vsvz :u’ in qua

2vien?

eft v variabilis abfoluta, et ev=—1I conftans: fafta transformatione per

E. gr. detur integranda aequatio Vev—

2 =z
A A even? 4 eusv? 4 vevisu — VEUEVEV
2. Schol.) obtinebitur aequatio Vev = S 3

in qua nuolla variabilis eft abfoluta, Quodfi jam pars euev?

> z gy
+ vev2 eu=—=ev2(euev+4 v eu) numeratoris feorfim confideretur, illico ad-

paret, non modo vsu efle perfeftum integrale fattoris eusv + v:u, fed
etiam hunc ipfum faftorem fieri aequalem nihilo, fi ejus integrale veu pro
conftanti fumatur. Quamobrem, quo f{implicior reddatur expreflio aequa-
tionis integrandae, {umatur veu pro conftanti, feu fveu pro variabilizab-
= gvel? — VEusvVEY
foluta: erit enim &(ven)=—seven +vsu=o, et Vev= paie <
Hinc, quia veu, adeoque etiam 2v2su® conftans eft, fiet integrale /Vey

eV I f 1 gv?
e pdly e ke S e e bis- IR
z./; P svelyv=C

v 4v> 4v*su®

Scholion




184 C A P.UT

Scholion 4.

Similibus methodis folet peragi integratio aequationum differentialium
altiorum ordinum: quaevis enim aequatio differentialis ordinis n4 1 ex.
primit ejusmodi aequationem, quae per differentiationem certae aequatio-
njs differentialis ordinis n#i obtenta poteft cenferi, quae idcirco id elt re-
fpe€tu hujus aequationis, quod aequatio differentio - differentialis, fecu
aequatio differentialis fecundi ordinis refpe€tu aequationis differentialis pri-
mi ordinis. Cafum fimpliciffimum exhibet aequatio formae 211:\&\;“, in
qua v eft variabilis abfoluta, hinc evi=1 conftans integratio ejus-

modi aequationis facile perficitur, quaerendo f{ucceflive exponentes
n-1 n-2 n-j
differentiales eu, su, eu, = = = - - s0 fun&wms u, ex quorum uiti-

ma determmatur 1pf'a funftio u.  Si effet su:psvr cum fit ev con-
ftans, et su._s eu deberet utique ner:fsu—-eu et [pevi=—gv"" Jpsv
=(P+C)ev 1, poﬁtofpsv::PI:‘ igitur effet su=(P+C)ev"% unde
monifeftum fit, qua ratione ex su: =Yysv" exponentes differentiales
n=-=1 N-z O=-r

su, &u, - - - su fucceflive poflint determinari: erit mrmrum su=(a2+

A)evt~? pro x=/Vav et conftante indeterminata A : su V72 flasy
JAev)=(3+Av+B)ev®™2 pro B=/xev, et conftante indeterminata

n-13

B:su=¢ev®—3/(Bev + Avev 4 Bev)=(y + $Av* 4 Bv + C)&v*~3, pro
y=/Pev et conftante mdeterminata C: et ita porro.

EL EMEN.
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CAPUT VIL
DE
GENERALIBUS QUIBUSDAM CURVARUM PRO-
PRIETATIBUS.

411, DErINITIO.

Generalis omnium curvarum divifio eft in curvas fimplicis et duplicis cus-
valurae: omnis curva, quae tota jacet in uno plano, vocatur curva fimpli-
cis curvaturae: omnes vero reliquae curvae funt curvae duplicis curvaiurae.
Interea de curvis tantum {implicis curvaturae traftabimus.

412, DEriNITIO.

Si in eodem plano dentur curva ZMP X (2. Fig.) et binae reftae
VU, DE in punfto A fefe interfecantes, atque ex A in reta VU ab-
fcindantur quaecunque partes AQ, AN, tum ex punéttis Q, N ducantur
reftae QP, NM parallelae alteri reftae DE; vocabuntur AQ, AN Ab-
Jeiffae, et QP, NM iis relpondentes Ordinatae feu Applicatae; punftum A
erit Origo feu Initium abfciffarum:; refta vero VU appellabitur Linea (eu
Axis abfcifJarum, et re&a D E Axis ordinatarum.

413. Corollarium.

Situs abfcifae AN refpetu originis A eft fitui abfciffae AQ, et fitas
ordinatae QP refpeétu lineae abfciffarum V U fitui ordinatae NM e diame-
tro oppofitus: eapropter, dum in calculis abfciffTae A Q et ordinatae NM
fpeftantur ut pofitivae, folent abfciflae AN et ordinatae QP prioribus
oppofitae haberi pro megativis.

414. DEFINITIO.

Quaevis abfciffa AQ et ordinata QP fimul vocantur Coordinatae:
hinc AQP eft Angulus coordinatarum aequalis angulo DAV, fub quo
axes coordinatarum VU, DE fefe interfecant. Sunt autem coordinatae
AQ, QP orthogonae feu reRangulae, vel obliquanguiae, prout illa-
rum angulus AQP eft reftus, vel major aut minor reto.

Aa 2 415. De-
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415. DEFiNITIO,

Re&a ab fanget datum alicujus curvae arcam MO X (3. Fig.) in punéto
M, fi eaarcui MOX ita occurrat in pun&o M, ut inter ipfam et arcam
nulla refta per idem pun@tum M poffit tranfire; hinc vocabitur M Pun-
&um contalus.

416. Corollarium 1,

Inter innumeras reftas, quae dato arcui MO X in punéto M poflunt
occurrere, unica tangit arcum in M: poffibile quoque eft, ut aliqua reéta
¢d arcum MO curvae MO X tangat in punéto O, quin ideo etiam arcus
OX ab eadem re&a tangatur in O. Quamobrem dicetur curva MOX a
recta cd tangi in pun&o intermedio O, fi re@a cd utrumque arcum O M,
OX adjacentem pun&o O tangat in O, arcusque hi ad eandem partem illius
reftae jaceant: fecus enim refta cd (4. Fig.) fecabit curvam MOX, licet
fors uterque illius arcus MO, XO ab eain O tangatur.

417. Corollarium 2.

Figs.67.8.  Si, fumta in punfto A reftae VU (5. 6.7.8.Fig.) origine abfciffarum,

dutaque ad pun&um M, in quo refta TS arcum M X tangat, ordinata
orthogona MP, abfciffa AP capiat incrementum PQ, novaeque abfciffae
A Q refpondeat ordinata orthogona Qm; poterit per punéta M, m duci
reta RL, quae cum tangente TS angulum LMS=RMT ad pun&um
contaftus M formet: decrefcente PQ, decrefcet angulus SML=RM T,
poteritque is fieri minor dato quovis angulo (415. §.) Cum igitur angu-
lus SML=RMT aequetur differentiae angulorum RMP, TMP, quos fecans
RM, et tangens TM cum ordinata orthogona MP in punfo contaftus M
formant; evidens eft, fitum tangentis T M refpeftu ordinatae orthogonae
MP ita effe determinatum, ut angulus TMP inter tangentem et ordinatam
in punfto contaltus aequetur limiti, ad quem, P Q continuo decrefcente,
angulus RMP inter fecantem et ordinatam eo propius accedat, quo magis
minuitar PQ (68. §.).
418. Corollarium 3.

Ex his manifeftum fit, rectam, quae datum arcum in aliquo punfto M
tangit, non pofle cum linea abfciffarum VU concurrere, quin puntom con-
curfus T ad eandem partem ordinatae orthogonae MP, ad quam jacet origo
ablciflarom A, vel ad partem oppofitam cadat, prout crefcentibus abfciflis

5.67.8. AP ordinatae crefcunt (5. 6. Fig.), vel decrefcunt (7. 8. Fig.)

419. DE-
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419. DeriNiTIOM
Si refta T S arcam MX tangat in puntto M, lineae vero abfciflarum
VU occurrat in T, ducaturque ad pun&um contatus M ordinata MP, et
reéa MN priori TS perpendicularis, atque lineae abfcilarum occurrens in
N; erit TM ZTangens determinatae longitudinis; T P Subtangens; MN
Normalis ; et NP Subnormalis.

420, Corollarium 1.

Tangens cum fubtangente, et normalis cum fubnormali cadunt ad
partes oppofitas ordinatae orthogonae MP.

421. Corollarium a2,

Datis ordinata orthogona MP et angulo TMP inter tangentem TM
et ordinatam MP in pun&o contaftus M, poterit determinari tangens
MP
M=
% CofTMP’
s R
N TME 2"

fabtangens TP = MP .Tang TMP; normalis M N

t fubnormalis NP—MP.CotTMP.

422. Corollarium 3.

Si reftae cd, ab (3. Fig.) arcum MO datae curvae tangant in punétis
M, O, ducanturque normales ML, ON, et chorda MO; erunt anguli
¢cOM, aMO, LMO,NOM acuti: igitar fecabunt fefe tangentes cd, ab
alicubi in e, et normales alicubi in n.

423. DEFINITIO.

Angulus MnO, fub quo normales ML, ON punétis M, O dati arcus
MO alicojus curvae refpondentes fefe interfecant (422. §.), folet vocari
Amplitudo arcus MO angulus vero ceb, fub quo tangentes cd, ab duftae
ad punéta O, M fefe fecant (422. §.), et Angulus inclingtionis unius tan-
gentis ad alteram,

424. Corollarium 1.

Amplitudo MnO cujusvis arcus MoO aequatur angulo inclinationis
ceb tangentis cO ad tangentem aM: quare, cum arcus MO poft punttum
contaftus M verfus O eo magis deflectat a tangente Ma, isque idcirco €0
magis curvetur in M (415. §.), quo major eft angulus ceM; clarum eft,
curvedinem datae curyae in punéto M ita efle connexam cum amplitudine

Aa 3 arcus

Fig.
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arcus Mo O, ut illa eo major debeat cenferi, quae major eft amplitudo MnO
arcus M O determinatae longitudinis, et viciffim.

425. Corollarium a.

In circulo (1.Fig.) radii r==AC erunt pro quolibet arcu PD normales
punttis P, D refpondentes, ipfi radii PC, DC (419. §.): quodfi ergo fit ar-

cus PD—A; erit angulus PCD:?‘:_— (5. §- 3.Schol.) amplitudo arcus
PD=A (423.§).
436. Corollarium 3. :

Ubicunque in dato circulo datisque circulis aequalibus fumantur arcus
aequales utcunque parvi; erunt amplitudines omnium arcuum inter fe aequa-
les (425. §.): curvedo igitur in quovis circulo circulisque aequalibus
conftans eft, nimitum eadem in fingulis punétis peripheriae unius circuli,
peripheriarumgue circulorum aequalium (424.§.).

427. Corollarium 4.

Si vero duo circuli inaequales defcribantur radiis r, R; erit amplitudo
cujuslibet quantumcunque parvi arcus A in circulo radii r ad amplitudinem
arcus aequalis A in circulo radii R, ficut et R ad r (425. §.): quamobrem,
fi curvedines cenftantes duorum circulorum inaequalium (426. §.) inter fe
comparentur; debebit efle curvedo in circulo radii minoris major quam ia
circtio radii majoris (424 §.).

428. DEFINITIO.

Circulus curvedinis pro quocunque,punfto O datae curvae ZMOX
(3. Fig.) vocabitur circulus, ad cujus conftantem curvedinem (426.-§.)
curvedo curvae ZMOX in punfto O proxime acceflerit, ita nimirum, ut
differentia inter banc et illam curvedinem minor fit, quam eflet inter ean-
dem curvae ZMOX curvedinem et curvedinem conftantem cujuscunque
alterius majoris minorisque circuli (427. §.): radius centrumgue circuli
curvedinis pro punéto O datae curvae brevitatis caufa appellabitur Radius
centrumque curvedinis datae curvae in punéto O.

429. Corollarium 1.

Cognitis radiis curvedinum in duobus punélis unius curvae, aut doa-
rum diverfarum curvarum; patebit eo ipfo, in quonam punto major, in
quove minor curvedoeft: major erit, cujus radius minor fuerit (428.427.§.)
430, Co-
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430. Corollarium a.

Quodfi ergo a pun&o O verfus Z fumantur quaecunquae datae curvae
punéta, nofcanturqﬁe radii curvedinum in fingulis punftis; conftabit eo
ipfo, am curvatura a punto O verfus Z crefcat continuo vel decrefcat, ant
alterne crefcat et decrefcat; et an eadem fit in punttis a dato puncko aequi-
diftantibns (42q. §.).

431. Corollarium 3.

Si in normali ON duta ad punftum contaétus O fumatur punftom ¢,
et radio tO deferibi cogitetur circulos O« cadens intra arcum O X datae
curvae, ducaturque ms tangenti cd parallela, adeoque normali ON per-
pendicularis; erit cd communis tangens arcus O X et circuli O «: differen~
tia vero inter carvaturam curyae ZOX in punfto O verfus X et curvedi-
nem conftantem circuli O« erit eo minor, quo minor fuerit differentia in-
ter deflexus arcus O X circulique O « a communi tangente Od in regione
punéti contattus O, quo minor idcirco fuerit differentia mr inter ordina-
tas orthogonas ms, rs arcus OX ek circuli O eidem quantumcunque
parvae abfciffae Os a punfto contaltus computatae refpondentes. Qua-
propter, fi conftiterit differentiam mr ejusmodi ordinatarum minorem effe,
quam eflet differentia inter ordinatam ms arcus O X, et ordinatam ks vel
us cujuscunque alterius circuli OB vel Oy, qui majori radio gO, vel
minori fO defcriptus concipiatur; conftabit eo ipfo, circulum Oe effe
circulum curvedinis in punéto O datae curvae (428 §.); et viciflim.

432, Corollarium 4.

Sic quoque, fi radio tO deferiptus circulus OB extra arcum O X ca-
dat; erit is, ob pares rationes, circulus curvedinis in pun&to O datae
eurvae, fidifferentia inter ordinatam ms arcus OX et ordinatam ks cir-
culi OB eidem quantumcunque parvae abfciffae Os refpondentem minos
fuerit, quam eflet differentia inter ordinatam ms arcus O X, et ordinatam
rs vel vs circuli Oa vel Od quocunque alio radio minori £O, vel majori
gO deferipti; et vicillim.

433. Corollarium 3.

Quiscunque idcrireo circulus radio tO defcriptus fuerit circulus cur-

vedinis in punfto O; debebit is habere arcum in regione pun&i con-

taltus O adeo vicinum arcui OX datae curvae, ut inter illom et hunc
afcum
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arcum nullus circulus poffit transire, fen is minori radio fO, feu majori
g O deferibi cogitetur (431. 432. §.): ob hanc canfam dicetur circulus cur-
vedinis datae curvae in punfto O verfus X osculari arcum O X; hinc ap-
pellabitur is circulus osculator ; ejusque radius t O radius osculi, vel radius
civeuli osculatoris.

434. Corollarium 6,

Circulus radio tO defcriptus arcumque O X !datae curvae in O oscu-
lans tangit eundem arcum in puntte O interne vel externe (433 §.)-

435. Theorema,

Si in dota curva MO X fuerit fumma quadratorum ordinatae ms et
abfciffae Os divifa per duplam abfciffam Os aequalis fummae Z+V vel
differentiae Z— ) duarum quantitatum Z, \, quarum prior independens [it
ab abfciffla Os, pofterior vero ita ab ea pendeat, ut decrefcente abjcifla Os
poffit  fieri minoy data guavis quantitate; erit Z=tO radius circuli cur-
vedinis in puntto O, qui arcum 0)§;Qtanget in puntlo O interne cafu primo,
et externe cafu [ecundo.

Demonflratio.
ms? 4 y?
u

1. Per hypothefim erit —=Z 4+, hinc ms*2=2Zu—u?

-~
-

+ 2y u pro abfciffa Os=u.

ms? -4 u? 3
2, Vel ___Mi-_—.z—_»,b, hinc ms?=20Z—u2—2yu.

3. Quodfi jam radio tO=Z cogitetur circulus efle defcriptus, in
quo abfciffae u==Os refpondeat ordinata y =rs, vel y==ks; erit
y*=—24du—u%

4. Hinc jam patet evidenter, femper effe ms>y in prima hypothefi
(1), et ms<y in fecunda hypothefi (2): in prima hypothefi jacebit ergo
arcus circularis radio tO =7 defcriptus alicubi in O« intra arcam OX
datae curvae; in fecunda vero hypothefi jacebit is alicubi in O3 extra ar-
cum OX.

5. Ponamus jam in prima hypothefi (1) praeter circulum Oa radio
tO=7Z delcriptum defcribi circalum Of radio gO=Z+w, pro diffe-
rentia w=gt quantumcunque parva; refpondebit in hoc circulo abfciflae
Os=uq guadratum ordinataec ks>=2Zu+2w u—u2,

6. Cam




CAPUT VIIL 1453

6. Cum per hypothefim poflit fieri ¥< o decrefcente abfciffa u=0s;
extabunt abfciffae Os=u pro quibus erit ms<ks in (1) (5), unde ne-
ceflario fequitur, arcum circularem O/ radio Og >Z delcriptum in re-
gione punéti conta&us O cadere extra arcum OX datae curvae; arcum pro-
inde O z radio t O=Z defcriptum in regione punéti contatus O adeo effe
vicinum arcui O X, ut inter hunc et illum nullas alter circulus locum ha-
beat, Verum, ut certo conftet, hunc ipfum circulum O« efle circulum
curvedinis in punéto O, demonftrari adhuc debet, extare abfcifiam u=0s,
pro qua quantumcunque decref{cente fitms—rs< ks—ms (431.§.), quod
hoc modo potelt oftendi.

Per hypothefim extabit abfciffa u=0s, pro qua, quantumcunque ea
decrefcat, erit W<t g: igitar, fumtis pro ms,rs, ks valoribus juxta (1)
(3) (5) erit etiam rs242ks.rs+ks?>4ms?, hinc rs+ks>2ms, et
ideo etiam ks—ms >ms—rSs.

7. In fecunda hypothefi (2), defcripto circulo O B radio tO=2Z ob
(4), defcribatur circulus Oy radio minori O=0t—ft—=Z— w, fumta
quantumcunque exigua differentia w=tf; refpondebit in hoc circulo ab-
fciffae Os=u quadratum ordinatae us*=2Zu—2wu—u*

8. Hinc, quia per hypothefim poteft, decrelcente abfciffa u=0's, fieri
W < w, manifeftum fit, extare debere abfciffas u, pro quibus quantum-
cunque decrefcentibus fieret us*< ms* et us <ms in (7)(2); confe-
quenter omnem circulum radio fO< 2 defcriptum jacere in regione punéti
contaftus O intra arcum O X datae curvae; et ideo circulum O3 radio
tO=—27 extra arcum OX defcriptum (4) adeo efle vicinum arcui OX in
regione punéti contaftus O, ut inter illum et hunc arcum nullus circulas
pofiit cadere. Quamobrem, quo certo conftet, circulum O p fore circu-
lum curvedinis in punéto O, oftendi adhuc debet, dari abfciflas u=—0s in
fecunda hypothefi (2), pro quibus, quantumcunque eae decrefcant, femper
{it ks—ms<ms—us.

Cum enim per hypothefim pofiit fieri << §; erit, fumtis pro ks,
ms, us valoribus ex (3)(2)(7), etiam ks*+2ks.us+us*< 4ms?, hine
ks+us< 2ms, et ideo ks —ms< ms—us.

Volumen 1, Bb 436. Co-
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436, Corollarium.

Cum in regione punéti contadtus O extent abfeiffae u=0s, pro quibus
quantumcunque decrefcentibus femper fit ms >rs, vel ms< ks pro cir-
culo curvedinis O« vel Of radio tO=2Z defcripto, ob (n.4.); patet
evidenter, circulum curvedinis O, vel OB radio tO—=7 defcriptum
nullum abfolute arcum habere, quantumcunque parvus is concipiatur, qui
in regione punéti contaftus O cam certa parte arcus OX datae curvae
coincidat, licet is huic arcui adeo fit vicinus, ut inter illum et huane nul-
las arcus circuli poffit jacere: circulus idcirco curvedinis in punéto O eam
habet naturam, ut curvedo datae curvae in punéto O verfus X non fit ea-
dem cum conftanti curvedine ejus circuli, fed ad eam tantum proxime acce-
dat, ira nimiram ut illa ad nullius alterius circuli curvedinem propius poflit
accedere (428. §.).

437. DEFINITIO,

Difcrimen generale inter Ramos curvarum in eo confiftit, quod aliqui
fint definitae, alii autem indefinitae longitudinis , nimirum refpeftu datarum
linearum, retarum vel curvarum, juxta quas excurrunt. Sic ramus PX
(2. Fig.) dicetur in indefinitum excurreve Jjuxta datam veflam VU, fi is,
quantumcunque producatur verfus U, nufpiam concurrat cum refta VU:
vocabitur porro reta VU Afymptotus rami PX, fi hic juxta reftam VU in
indefinitum excurrens eo propius ad illam accedat,

quo magis verfus U
producitur,

Hoc modo folent concipi rami curvaram juxta ramos aliarum
P

curvarum in indefinitum excurrentes, afymptotique curvilineae: verum de
his nullibi erit fermo in fequentibus.

428. DEriNiTIOO.
Poflibile eft, ut uni eidemque ablciflae in data curva una tantum ordi-

nata, pofitiva vel negativa, aut plures ordinatae, omnes politivae, vel

omnes negativae, aut aliquae pofitivae et aliae negativae, illis numero
aequales, vel inaequales (413, §.) refpondeant. Sic e. gr. in (9. Fig.) ab-
feiffae At una refpondet ordinata, pofitiva ts: abfciffae Ar refpondent
duae ordinatae, pofitivae rp,rq; ablciffae An refpondent pariter binae
ordinatae, una pofitiva nm, et altera negativa no; abfciflae vero Ak
refpondent duae ordinatae pofitivae kh, ki, et ‘una negativa kl; et ab-
{ciffae Ae refpondent quatuor ordinatae pofitivae, ea, eb, ec, ed, et duae
negativae ef, eg,

Omnis
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Omnis linea abfciffarum vocatur generatim Diameter curvae, fi fumma
ordinatarum pofitivarum crivis abfciflae refpondentium aequetur fummae
ordinatarum negativarom refpondentium eidem abfciffae.  Eo autem deter-
minato calu, quo ad extremitatem cujusvis abfciffae cuilibet ordinatae pofi-
tivae refpondet una ordinata negativa priori aequalis; appellatur ea Diame.
ter abjoluta. Diameter porro abfoluta, ad quam ordinatae funt perpendi-
culares, vocari folet etiam Axis curvae; et punftum, in quo curva ab
ejus axe fecatur, eft Vertex curvae.  Si denique aliqua curva binas dia-
metros habeat, quarum quaevis fit parallela ordinatis ad aliam diametrum;
erunt eae Diametri conjugatae.

439. DEFiNITIO.
Cenérum curvae eft punftum, in quo omnis eurvae chorda per ipfum
tranfiens biflecatur.

440. DEFINITIO.

Dam plures alicujus curvae rami in uno punéto concurrunt, fefe tan-
gunt, aut interfecant, diciturid, improprio quidem fenfu, ex pluribus ejus-
dem curvae punétis coalescere, quze nimirum totidem ejus ramis debentur,
Punftum curvae, quod ex pluribus ejusdem curvae punétis non coaluit, vo-
catur fimplex; omne vero, quod ex pluribus punétis coaluit, dicitur mul-
tiplex, atque in fpecie duplex, triplex, et fic porro.

441. DEFiN1TIO.
Ad punéta multiplicia pertinent pun&a flexus comtrarii; punfa re. Fig. 4

greflus, feu cufpides aut punfla reflexionis; et modi. Si duo arcus MO,

OX alicujus curvae ita concurrant in punéto O, ut refta cd, quae cur-

vam in O fecat, utrumque arcum MO, XO in O tangat, et, dam unus

arcus MO parti ¢O communis tangentis cd obvertit convexitatem, eam

alter arcus O X obvertat parti oppofitae Od tangentis; vocabitur O punfum

flexus contrarii.  Quodfi autem uterque arcus eidem parti ¢cO communis
tangentis cd convexitatem obvertat (10. I1. Fig.); erit punftum duplex O Fig. 10.11.
Cufpis curvae, feu Punffum regreffus. Punfta denique, in quibus arcus
curvae fefe, utin @, B (9. Fig.) interfecant, appellantur Nodi.

442. DEFINITIO.
Aequatio ad curvam eft aequatio eam relationem inter curvae coordi.

natas, vel quaspiam reftas lineas angulosque variabiles; et conftantes
Bb 2 quan-
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quantitates (lineas vel angulos) exprimens, per quam natura curvae per-
fefte determinatur. Hinc defumitur divifio curvaram in algebraicas et
transcendentes, prout aequationes ad illas funt algebraicae vel transcen.
dentes (160. §.). Curvae porro algebraicae dividantur in diverios Ordines,
ita ut omnis curva fit generatim nti Ordinis, fi aequatio ad illam eft nti
ordinis (164.§.). Omnis demum curva continug eft, feu regularis, vel
@ifcontinua feu irregularis: curva comtinua vocatur, cnjus natura per uni-
cam aequationem exprimitur: difcontinuae vero curvae, quales in fequen-
%ibus haud confiderabimus, appellantur, quarum variae partes per varias
aequationes debent exprimi.

443. Corollarium 1,

Formula generalis omnium aequationum ad curvas inter binas quas-
3 Xa Xy
cunque variabiles quantitates x,y poteft efle e+P4+u+Yy=o0, fia

X y
denotet quantitatem conftantem, @ vero et  fint fummae omniom ter-

Xy
minorum, in quibus fola variabilis x, vel {ola y continetur, et W exprimat

fummam reliquorum terminorum, utramque variabilem x, y compleéten-
tium (442. §.).
444. Corollarium 2.
Quaevyis variabilium Yy, X contentarum in data aequnatione ad curvam,
puta y, poteft fpetari inftar certae funétionis alterius variabilis X, cujus

exponentes differentiales ey, :y, 53}-', etc., ex data aequatione pofiint elici:
primus vero exponens differentialis sy, prouti is pofitivi vel negativi va-
loris fuerit pro certa abfciffa x, denotabit, ordinatas ¥, crefcentibus ab-
fciflis, crefcere vel decrefcere (85. §.). :

445. Problema,
Data aequatione ad curvam ZMX (12. Fig.) inter ejus coordinatas

orthogonas x =AP, y=MP, invenire aequationem ad eandem curvam in-
ter ipfius coordinatas oblignangulas u=AQ,z=M Q, cognito angulo

O=MQA harum coordinatarum.
Solutio.

Cum debeat effe y=zSin® et xr—u—2z Cof @, fi hos valores loco
¥, x fubftituas in data aequatione inter x, Y, obtinebis aliam aeguationem

aequi-
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aequivalentem inter m et z: femper vero erit Cof@=Cof MQA fumen-
dus cum figno —, ubi angulus §=M QA verfus originem abfciffarum A
fuerit obtufus.

446. Corollarium 1.

Eadem prorfus ratione, fi determinata fit diftantia’ QA=a punéti Q
ab origine abfciffirum A, ponaturque y—MP, x=AP, MO =2z,
MQA =y, obtinebunter valores y—=zSinvy, x—a —z Col'y, pro quibus
loco y, x in data ad curvam ZX aequatione inter ejus ordinatas orthogo-
nas X, y, producetar aequatio ad eandem curvam inter ordinatas z—M Q
fub angulis variabilibus y=MQA ad datum in linea abfcifarum VU pun-
&tum Q comvergentes, et ipfos angulos 7.

447. Corollarium, 2.

Commodiffime exploratur natura curvae ope coordinatarum orthogo-
narum; deinceps idcirco omnes difquifitiones ad orthogonas coordinatas
reftringemus, eas ubique, nifi contrarium notetur, nomine ordinatarum in-
tellettari: facile enim, ubi opus fuerit, quasvis exprefliones analyticas,
compleétentes coordinatas orthogonas certae curvae, in alias aequivalen-
tes, quae coordinatas obliqguangulas ejusdem curvae compleétantur, lice-
bit convertere (445.§.).

443. Problema.

Data aequatione ad curvam RTMS (13. Fig.) inter ordinatas x=APD,
y=MP pro axe abfciffavum V X, invenire aequationem ad-eandem curvam
inter ordinatas uw =N Q, z = MQ pro alio axe Uu, eujus fitus refpeliu
axeos VX ita [it determinatus, ut nofcantur, praeter angulum XHur=a,
diftantiae perpendiculares NL=b, Nn'=a movae originis abfciffavum N
ab axibus VX, DE.

Solutio.
1. Duis perpendicularibus Pq, Pr ad MQ, Uu, invenietur Pq—y Sin«;

bCof« b
I J— C = _— - —
Mg=y Cof «; HL'_—_Sin:u : HN = Sin =

2. Eft vero Pr—HP.Sin PHr=(HL +LA + AP) Sinz, et Hr
== HP.CofPHr: per (1) fiet ergo Pr=b Cof a4 a Sina + % Sin&;

b Cofa2
Bri= Sin: —+a Cofx+x Cof «.

Bb 3 3. De-

Fig. 13.
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3. Debet porro efle u=NQ=Hr—Pq—HN, et 2=MQ=Mgq
4-Pr: igitor fiet per (2) us=(a+x)Cofe—(y+b)Sinz; z=(y +b)
Cole+4(a+x)Sine

4. Ex his demum aequationibus prodibunt {equentes valores pro y, x,
quos in data acquatione oportebit fubftituere, ut ea det aequationem inter
coordinatas u, Zz,

y=2 Col&—uSin & —b. x=2zSine 4 uCofz—a,

449. Corollarium 1.

Quaecunque refta fumatur pro axe abfciffarum datae cutvae, ejusdem
femper ordinis erit aequatio inter coordinatas orthogonas ejusdem curvae
(448. 442. S

450. Corollarium 2.

Solutio praecedentis problematis ita eft comparata, ut ea etiam ad ca-
fum lineae reftae RTMS poffit extendi, quae, fi illa lineam abfciflarum
V X fecet fub angulo @=8STX in T, et axem ordinatarum DE in n,
fitque An—e, mn—=AP==x, dabit aeguationem y=e-+xTang@ pri-
mi ordinis: -aequatio igitur ad lineam reftam RTnS$ erit primi ordinis
pro quovis poffibili axe abfcilfarum (449. §.).

451r. Corollarium 3.
Quidquid fint coefficientes «, 8,4 in aequatione generali z+4 fx
4 yy*=o primi ordinis, poterit, dudtis axibus coordinatarum VX, DE,

fumi An= --—%— , etATe=—: quodfi ergo ducatur per pun&a n, T

B
re€ta RTnS; debebit pro qualibet abfciffa x =— AP effe ordinata y=—=MP
2 x
—=An+4+Mm I—%'—--;:, hinc «+pBx+4yy=—o. Quare, ficut

agquatio ad lineamn re€tam femper eft primi ordinis (450. §), ita quoque
omnis aequatio primi ordinis debetur alicui lineae rectae.

452. Corollarium 4.
Impoflibilis eft linea curva primi ordinis; quocirca curvae infimi ordi-
nis fant curvae fecundi ordinis (451, 442. §.).

453. Pro-
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453. Problema.
Data aequatione ad cwrvam ZMX (5. 6. 7. 8. Fig.) inter coordinatasFiz.5.6.7.3.
=AP, y=MP, determinare angulum T MP inter tangentem T N ef
ordinatam MP in punflo contallus M.

Solutio,

1. Si abfeiffa x=—=AP augeatur incremento Ax—=PQ, adeoque or-
dinata MP=y abeat in mQ, ducaturque per punfta m, M fecans LR;
debebit cotangens anguli TMP aequari limiti, ad quem cotangens anguli
RMP eo propius accedat, quo minus fit incrementum Ax=PQ abfciffae
x=AP (417. '§.).

2, Duéta autem Mp parallela axi abfciffarom V U; erit mp incremen-
tum (5. 6. Fig.) vel decrementum (7. 8. Fig.) ordinatae y=—M P debitum
incremento Ax=—PQ abfciffae x—=AP: quare debebit effe per (444.
157. S t

2‘.

mp=+(— A\‘-}- etc)

2+.x—-.ﬁ.‘;3+u:
¢

Semper vero eft (5. 6. 7. 8. Fig.) Cot,RM P:Cothlmpz}{-;—;: igitar

2

3 a
femper CotR‘MP:_—t(g d\+.4—,3~( +x__:;.\3+ etc)

25\
eoque ipfo debebit effe ob (1) per (78. §.) Cot TMP=++ fi , adhibito
figno 4 vel —, prout crelcente abfciffa x._AP ordinata yHMP cref-
cit (5. 6. Fig.) vel decrefcit (7. 8. Fig.).
454. Corollarium 1.
Angulus TMP in puuéto contaftus M inter tangentem"|T M et or-
dinatam MP ita debet determinari, ut fit Cot TMP:E—E: fumetur au-

tem ey cum fignis coutrariis, fi crefcente abfciffa decrefcat ordinata
(453- §)-
455. Corollariuvm 2.
Pro fitn tangentis TM et normalis MN refpe@tu ordinatae MP et
lineae abfciflarum V U habebimus fequentes expreffiones (454. 419.§.)
Tang




CA-PU T EiL.

Tang NM P=TangM T P=Cot TMP = E: ;

§X

TangMNP=Tang TMP=CotMTP = ~

SinMTP=CofTMP—=

8y
Vv (ey*+ex2)
S MR L BN
Vv (ey*+2x2)
456. Corollarium 3.
Per (455.S.) vero ex (421.§.) obtinebimus pro tangente T M, fub-
tangente T P, normali MN, et {ubnormali NP fequentes expreffiones.
‘__'j:'_ 12 g —'—ysx .
TM= iy Viey*+ex2), TP= s

MN:%((syz»i—sxzj, Np=Y°Y.

EX

SinTMP=CofMTP—=

457, Corollarium 4.

Propofita ergo aequatione ad’daram curvam inter ejus coordinatas ¥y, X,
poterit tam fitus tangentis, fubtangentis, normalis, et fubnormalis refpecta
ordinatae et axeos abfciffarum, quam magnitudo abfoluta per (85. 418, 420.
455. 456. §.) perfefte determinari: id tamen in fequenti capite uberius
exponetur,

458. Corollarium g,

Indeterminatum relignimus in praecedentibus formulis (455. 456. §),
utrum ordinata y, an abfciffa x inftar variabilis abfolutae fit fpeftanda (4. §.):
ubi vero illa ad hanc, vel haec ad illam velut certa funftio ad variabilem
abfolutam relata fuerit; poterit ubique poni ex=1 cafu primo, veley=1
cafu fecundo. In (453. §.) tamen pro determinatione altjoram exponen-

tium differentialinm ;'y, éy: :y, etc. femper debet efle exi=1 (156.
157. §.)-
459. Corollarium 6,

_Fig. 5. 7. Ordinata mQ (5. 7. Fig.) occurrit tangenti TM produ&ae in pun-

&o q, eftque pg=Mp.Cot Mqp=Mp.Cot TMP= > Ax, adhi-

bito figno 4+ vel —, prout crefcentibus abfciflis ordinatae pariter
crefcunt
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crefcunt (5. Fig.), vel decrefcunt (7.Fig.): cum igitur fub iisdem condi-

2 3

3
+ =

E.‘r »
= Ax3+ ete. (453.§.),

fitque qm=pq—mp (5. Fig.), vel gm=mp—pq (7. Fig.) valoris po-
fitivi pro quovis valore differentiae Ax—P Q; erit utroque cafu qm = —
2 3 4

EY EY 4
'3 Ax3—«
2

: &y
tionibus fit mp=-+ s

EVY . Sl
+— Ax*— etc. femper valoris pofitivi, et

3
Ax2—e

ZEX.

. . E
ideo habebit exponens ——
&X

valorem negativam (77. §.).

460. Corollarium 7,

. . . ey £y .
Pari ratione reperies pq—==+ — Ax, et mp—=+ —Ax+
T 8x = 8X e
1 4

h*-l-oc

Y _Ax2 Fig.6.3.
EX

+.¢

Ax?%+ etc., fumto figno 4 vel —, prout cre.

fcentibus abfciflis AP ordinatae crefcant (6. Fig.) vel decrefcunt (8. Fig.):

quare, cum fit mq=mp—pq in (6. Fig.), et mq=pgq—mp in(8.Fig.)

valoris pofitivi pro quovis valore differentiae Ax=PQ; erit utroque cafu
2 3 4

Axt o - Ax 4

mq:zi femper valoris pofi-
2
tivi, quod eft impoflibile quin etiam "5% valorem pofitivum  habeat
(77- S
461. Corollarium 8.

Dam curva, ad quam datur aequatio inter ejus coordinatas x, y con-
2

; A b ; ey
cavitatem vel convexitatem obvertit axi abfciffarum, debet effe "5y valo-
ris negativi cafa primo, vel pofitivi cafu fecundo, et vicifiim (459.460.§.),
2
exponente differentiali ey ex data ad curvam aequatione pro sx:=1 de-
terminato (458. §.).
462, Corollarium q.

Pars ordinatae mQ (5.6, 7.8.Fig.) inter curvam et tangentem inter-Fig.5.6.7.3.
2 4

s Ax 3+x-.&x“+etc,

cepta eft generatim mq:= + = y - Ax2+ -

Volumen I, Cc adhi-
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adhibito figho — vel 4, prout curva concava eft vel convexa ex parte
lineae abfciffarum (459. 460. §.): diftantia vero punéti q a punfto con.

tactus M erit omni cafu Mq:({Mpz-{—pqz):f—;\/(E y*+ex2) ob pg

=+ Ax (450,460 S
463. DEFINITIO.

Pro ordinatis MQ (12. Fig.) ad datum punftum Q convergentibus
(446. §.) folet ad Q duci refta S perpendicularis ordinatae MQ , quae
tangenti T M produftae in b, et normali MN in n oceurrat, quo cafs
vocatur Qb Subtangens, et Qn Subnormalis.

464. Corollarium 1,

Pro z—=MQ, MQA=y, x==AP, Yy=MP, et a==AQ et y=z
Siny, x==a—zCofy; hinc ey = 2zsyCofly 4 ezSiny, et ex — Z&y
Siny—ez Cofly. Ef antem tang TMP:% (455. §.), et tang PMQ
__ Cofy i.iSi:w-l—a_\'(fof'y
T Siny eySiny—exColy
(5.§. 1.Schol.): quodfi ergo praecedentes valores in hac expreffione loco
£y,ex fubftitnantur, invenietur fequens expreffio pro tangente anguli

TMQ; hinc vero reperietur fubtangens Qb=2zTang TMQ, et fubnors
z
Tang TMQ~
2 »
Tang TMQ=Z"Y. Qb=2. Qu=-=-

EZ EZ v

; adeoque tang TMQ=—=Tang(TMP 4 PMQ)=

malis Qn—

465, Corollarium a.
Angulus MQT=y eft in affumta figara acutus, hinc TMQ obtu-

fus; ubiille fuerit obtufus, fiet hic acutus: obtufum effe angulum TMQ,

227 tangentis asguli TMQ, {i is

adeogue acuninm MQA, indicabit valor .

fuerit negativus,
466. Corollarium 3.

Ducatur ex punfto Q ad tangentem T Mb perpendicularis Qr=p;
erit p=—=2zSin TMQ; quare, determinato finu anguli TMQ per ejus tan-
gehtem (464. §.), fiet

p= z%ey

Vez*tzrey?)

467. Co-
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467. Corollarium 4.
Data aequatione ad curvam ZMX inter ordinatas z=MQ fub an-
gulis variabilibus y=MQA ad datam punfium Q convergentes angulos-

que y, femper poterit reperiri aequatio ad eandem carvam inter ordinatam

z et perpendiculum p. Cum enim fit —Z—Z; :ug- y (z2—p?) in (466. §.), fi

- . £7 R
praeterea ex data aequatione determinetur valor pro e obtinebitur ex

illo et hoc valore aequatio inter z et p, exclufo vel inclufo angulo ¥,
qui hoc altero cafu ex hac ipfa aequatione et data facile eliminabitur.

468. Corollarium 5.

Et viciflim, fi detur aequatio ad curvam ZMX inter ordinatam z=MQ
et perpendiculum p=Qr, poterit determinari aequatio, faltem differen-

tialis, ad eandem curvam inter z et angulom y=MQA. Eft enim sy

Pez P P !
—_— . quodfi ergo ex data aequatione inter Z et p determi-
@) 3 : :

netur valor perpendiculi p per ordinatam z, isque fubftituatur in ey; obti.
unde ope calculi integralis licebit

nebitur aequatio inter &Y, €2 et z,
quaerere aequationem inter z et v.
469. Problema,

Data aequatione ad curvam inter coordinatas x= AP, y=MP (5. 6.Fig. 5.€.
Fig.), invenire exponentem differentialem aveus p=7ZM comprehenfi inter
ordinatam MP et aliam ZC datam in diflantia CA ab origine abfeifja-
rum A.

Solutio.

Crefcente abfeiffa x= AP incremento PQ=Ax abeat ordinata y=—MP
in y=mQ, et arcus u=Z M in z'=Zm: cum arcus x et ordinata y
poffint fpeftari inftar duarum funétionum abfciflae x, fi ducatur Mp pa-
rallela axi abfciffarum V U, et chorda Mm; erit Mp=Ax, Ay=y'—y
—mp, et Au=u'—p=Mom. Pro qualibet idcirco differentia Ax=PQ

debebit efle
A u > chorda Mm, et Ap <Mq+qm.

A -
Hirc, fumta chorda Mm=y (dy>+Ax*)= i V (ey? 4 ex*)+p Ax*

+qAx + etc. pro certis coefficientibus p, g, etc. independentibus a
Cc 2 Ax
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Ax (84 89.8.), fumtisque praeterea \alonhus pro Mq et mq juxta
(462. §), erit

Au> %-:{i((eyz-}-exz)-}- pAx*4qA x3+4 etc.

2 3

Ax o] 2 ey AW
Ap q-s—x\(’(sy +ex )izsx*Axaia -;Ti-d.\’j_'_etc.

Debet itaque effe per (131. §
eu=y (s y*>+ &x?).
470. Corollarium.
Hinc pendet ReRfificatio datae curvae ZMX, quae inventione arcus
=ZM perficitur. Data nimirum aequatione ad curvam inter coordinatas
¥s X, qQuaeratur ey, fubftitutoque valore loco ey in expreflione pro &g,
quaeratur arcus w ope calculi integralis.  Ceterum per fe liquet, poni
pofle ex=1, vel ey=1, cum X vel y inftar variabilis abfolutae pofiit
fpettari.
471. Problema,
Data aequatione ad curvam Z M X (5. 6. Fig.) inter coordinatas x— AP,
Y=MP, invenire radium curvaturae pro punflo M.

Solutio.
1. Doftis tangente T M et normali MN ad punétum M, cogitetur
ablcifa x—AP augeri incremento A x=—P Q, tum ducatur ordinata Q m
tangenti occurrens in g, et Mp parallela axi abfciffarum VL’; erit Mp:_\&,

Mq_Ax\/(eyz+ I=Axsu, et mq:-!—lsyA\z-!-.cs} ﬂx3+ze)_\x4
*+ etc., confiderata abfciffa x inftar variabilis abfolutae, quo fiat sx—1
(462. 469. §.}.

2. Sint mk, mv perpendiculares ad tangentem TM et normalem
FIN; erit Mv=mk=mq.Sin TMP, kg=mqCof TMP: ob (1) per
(455- 469. §.) habebimus ergo in hypothefi variabilis abfolutae X, expo-

nentisque eX—1.
z 3 3 4

Mv-h-i--———..t + Aa+ yd\“-i-etc

2 33 4 4

x2f2878Y “YA =+‘“”YA\4+ etc.
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3. Eft autem mv:i=Mk=Mq3kq, figno = vel 4 adhibito, prout
curva concavitatem (5. Fig.) vel convexitatem (6. Fig.) obvertit axi ab-
fcifarum VU: cum igitar haec ipfa conditio etiam in (2) locum habeat,
eb (1) per (462.§.); erit generatim per (1) (2)
ey o aeyey,

Ax24 —— A x? 4 etc.
f.f.

mv—egl *(-I-

4. Hinc demum (2) (3) pro certis cuefficientibus K, L, M, etc. inde-
pendentibus a Ax fiet
mv24+Mvz_ egp?

- | e 2
2.Mv +ey

Quamobrem, cum differentia Ax=—P Q continuo decrefcente etiam
My continuo debeat decrelcere, cumque fumma KAx 4 LAx> 4+ MAX3
+ ete. in hac hypothefi pofiit valorem induere quovis dato minorem (76.§.),
neceflfarium eft, at, admiffa poffibilitate radii curvaturae pro punéto M,
3
is fit ob (435. §.) tM=—15— -
ey
472. Corollarium 1.
Quodf igitar r==tM denotet radium curvedinis in punfto M datae
curvae, ad quod dufta fit ordinata y==MP; erit generatim

¢ 57 (.eyl-!-l}'E
2 s 2 %
ey it b
Si enim data curva,’ ut ZM X in (5. Fig.), concava fuerit ex parte

+KAx4LAx>+MAX? 4 ete.

—

axeos abfciffarum VU; erit :y valoris negativi (461. §.), proinde fiet

g y valoris pofitiviz fi vero illa fit convexa ex parte axeos abfciffaram,
z

ut ZMX in (6. Fig.); erit quidem &y valoris pofitivi (461. § ), proinde

-—:y valoris negativi, fignum tamen — haud aliud hic indicabit, quath
radium curvedinis r=tM hoc cafu, non verfus axem abfciffarum V U,
fed in partem oppofitam punéti M cadere (47E. §)-

473. Corollariom 2.
Circulus curvedinis in quovis punéto M datae curvae radio praecedente
defcriptus osculabitur arcum Mm interne vel externe in M {471. 435. 433. §-)-
Cc 3 474 Co-
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474. Corollarium 3,

Ha&enns abfciffam x inftar variabilis abfolutae fpeftavimus, neglefto-

. v qe . gV r
que exponente differentiali e x==1 et ejus quadrato ex? loco —, -~
~ EX x>

2
retinuimus sy, sv (471.§. 1. 2. n.): quodfi ergo indeterminatum veli-
mus relinquere, quaenam variabilium pro abfoluta fumenda fit; fcriptis
2
£V

i loco sy, :y in (472. §.), tum redulta expref-

. ey
exponentibus — |
EX

flone radii r per (410. §. 2.Schel.), erit

3
(sy>+ex2)Z &g ul
= T A (469. §.).
EyeX—eyex EYEX—EYEX

475. Corollarium 4.
Quia, fi abfcifia x ad ordinatam y ut fantie ad variabilem-abfolu-

tam referatur, debet fieri ey=—1, et ?} —0; erit in ea hypothefi
(474. §O

3
{(sx*+1)* & u?
r= — = —

£ X € X

476. Problema,

Data aequatione ad curvam ZMX (14. Fig.) inter ejus coordinatas
x=AP, y=MP; invenire diffantias perpendicula,~s centri curvedinis de-
biti punffo M ab axibus coordinatarum VU, DE,

Solutio.

Sit M N normalis, et in hac centrum m circuli curvedinis debiti
punfto M, mp=2z vero et mq=—A p=u fint diftantiae ejus perpendi-
culares ab axibus VU, DE ceordinatarum x = AP, y = MP; erit, ob

carvedinis radium r—=mM, Pp= rf;i.”:I 2= ("‘;l“;le." :_1%_ ¥,
hinc u_—_x-}-%gi: quodfi ergo fumantur valores pro radio r, normali
MN, et fubnormali NP per (474. 456. §.) fiet
e sy’jsyzi;sxz) el sx:s _v‘-tsxz) L
EYEX —EYEX EyEX—EYyex

417.Co-
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477. Corollarium 1.

Data aequatione ad curvam ZM X inter ejus coordinatas x —AP et
2

y=MP, poterunt y et £y, sy per x determinari, quo ipfo 'poterunt
ettam u=—Ap, z=mp exprimi per x: hac ergo ratione poterunt deter-
minari duae aequationes inter u, z, x, ex guibus, eliminando variabilem x,
unicam aequationem inter u et z licebit derivare (477. §-)-

478. Corollarium a.

Si cogitentur radii curvaturae ZR, M'm’, Mm , M”m” debiti fingulis
panétis datae curvae ZM X ; jacebunt omnia centra R, m’, m, m” in linea
curva RmS, cujus natura per naturam curvae ZM X perfete eft deter-
minata, ita ut, data aequatione ad curvam Z M X inter ipfius coordina-
tas x—AP, y=MP, ex hac ipfa aequatione per (476. 477. §.) pofiit elici
aequatio ad curvam Rm S inter ejus coordinatas u=Ap, z=mp.

479. Corollarium g,

Aequationes in (476. §.) dant per (474. 469. §.) u=x+ "_E?:V e

D ITeX

— v: fi fumas su et multiplices per ex, ez vero ducas in Yy,
& £

- - r
illudque produftum ab hec fubtrahas; obtinebis ezey—suex —= ——

& ¢
(ey:x-—:ysx)—(sy‘-{-fxz), unde, ob (474. 469. §.) prodit szsy
8. ey
e |

— ENEX=0, et

480. Theorema.

Redins Mm civcali curvedinis debiti pun&o M daiae curvae ZM X tan-
git curvam Rms centrorum curvedinis fingulis curvae ZMX punflis debi-
torum (478. §.) in punflo m, aequaturque fummae Rm 4 RZ grcus Rm
et radit ZR curvedinis punflo extimo Z debits.

Demonfiratio.

e

1. Tangat re&a nm arcum Rm in m; debebit effe Tangump= ==

et Cot'mNp “.::CotMNP:f—‘X (455. §.): igitur erit angulus nmp

complementum anguli mN p ad unum reftum (479 §.), quod efi impofii-

bile, quin tangens nm coincidat cum radio curvedinis Jlm.
2, Dein-




2, Deinde, aequatione pro z in (479. §.) differentiata, tum reftitutis
EZ EN

valoribus pro sz et r ex (474 469. §.), obtinebitur er — : hinc,
EN &X

EZ
erit er=y/ (¢ 2% 4 eu?) exponens differentialis arcus Rm (469. §.). Et
ideo debet effe r'=Rm+-Conft: cum autem pro arcu Rm:=o radius cur-
vedinis r=Mm fiat r=RZ; debet efle confi==ZR, et r=Mm=—Rm

+ZR. °

ob ey="25% (479. ), adeoque sp =" /(en* +¢2%) per (469. §.)

481. Theorema.

Et vicifim, [i curva RmS talem [itum refpellu datae curvae ZMX
habeat , ut , dufla ad quodcunque punflum m tangente Mm, haec aequetur
arcui Rm auffo tangente ZR; erit quaevis ejusmodi tangens Mm radius
circuli curvedinis debiti puntfo M datae curvae ZM X, proinde centra omnium
civeuloyum curvedinis fingulis puntlis curvae ZMX debitorum jacebunt in

curva ZmS. ;
Demon ftratio.
1. Cum per hypothefim M m tangat curvam Rms in m, pro u=Ap,

z=mp, ¢=Rm,x=AP, y=MP; erit Tang Nmp=—~Cot MNP:%%;

- z
tangens Nm = &—2- gu, et fubtangens Np = E—E-; per (455. 456. 469. §.).

. ueg—Mmeu
, hinc x :—-—%———-: porro

Mm.en

2. Adeoque erit Pp =

Mmez—2zeu
Yy

3. Quodfi ergo, pro Mm:=k, hinc eki=eg, ob Mm=Rm+ZR
per hypothefin, fumas sx et ey in (2), reperies, ob & u=\/(s 22+ cu?),

AL EV e
quotientém —— s
£X

EZ
4. Eft itaque Cot MN P:= :—% ob (1),(3), quod nequit fubfiftere quin

fit M N normalis ad punftum M curvae ZM X (455. §S.).

5. Radius curvedinis debitus pun&o M coincidit ergo cum Mm; eidem
vero radio aequari reftam Mm, fic poteft oftendi. Si capias exponentem

differentialem sy in (2), obtinebis ob (3) k=Mm= — &‘}f‘&_u“z

EUEL—EZEW

Eft
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Eft autem per (3) —— » unde differentiando produ.

&z
g \/(E\ +s 2)
2 2 (a\'ax——sxswsys,&
citur epeZ—EZER— %
(ey*+ex?)

ftituto in praccedenti expreflione pro k obtinebitur k== radio curvedinis in
punfto M (474 §)-

: hoc igitur valore fub-

482. DErFINITIO.

Si linea abfciffarum VU (15. Fig.) tangat datam curvam RS in R, fu.
maturque pars ejus conftans ZR, tum cogitetur ad quodvis punétum m
ejusdem curvae duci tangens Mm=Rm+RZ, nimiram zequalis fammae
arcus Rm et reftae conftantis Z R; jacebunt punta extima M omnium tan-
gentium in certa clrva ZM X, cujus Evolutam vocant curvam RmS. §i,
inquiunt , concipiatur curvae Rm S filum ZRmS ita adplicari, ut
ejus pars ZR eandem in R tangat; tum cogitetur extremum Z aequabiliter
verfus X progredi, ut femper pars fili Mm curvam deferens in reftam pro-
tenfa fit, quae curvam in m tangat; curva RS evolyatur in lineam reétam
determinatam per ejus tangentem XS=RS+RZ, punétumque Z genera-
bit curvam ZM X: ob hanc ipfam caufam vocant curvam Rm S evolutam,
et ZMX curvam evolutione prioris genitant.

483. Corollarium 1.

In evoluta RmS curvae ZMX jacent centra omnium circulorum cur-
vedinis fingulis punétis curvae Z MX debitorum, ita ut, {i ad quodcanque
punftum m evolutae ducatur tangens Mm curvae ZM X in M occurrens,
punétum m debeat effe centrum, et Mm radius circuli curvaturae debiti

punéto M (481. §.)-
484. Corollarium 2.

Data aequatione ad curvam Z M X evolatione alterius curvae RmS ge-
nitam inter coordinatas x=—=A P, y==MP, poterit, ob (483.§.), per (476.
477- 478. §.) determinari aequatio ad evolutam RmS inter coordinatas
u—Ap, z—mp.

485. Corollarium 3.

Cum fit tangens Mm=—R m < ZR radius curvedinis in pun&o M cur-
vae ZMX (483. §.); erit quilibet arcus Rm evolutae RmS algebraice
reCtificabilis, fi radius curvedinis in quovis punfto M curvae evolutione
prioris genitae aequetur functioni algebraicae.

Volumen L Dd 486 Pro-

Fig. 13.
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4%6. Problema.
Data acquatione ad evolutam RmS intcy ejus coordinatas Rq=v, mq=t,

invenire aequationem ad curvam ZM X evolutione prioris genitam inter ipfius
¢coordinatas ZP=x,MP=y,

Solutio,

I. Nimiram linea abfciffarum RQ datae evolutae RmS eft perpendi-
cularis ad ejus tangentem VU in R, quae lineam abfciffarum pro curva
ZM X evolutione prioris genita exhibet. Cum jam fit tangens Mm=mR
+ZR=r radius curvedinis in punfto M, pofito arcu R m=—s, et ZR=a;
erit r=—=s+4a. Porro et v|m=Rq=mp, ett=mq=Rp=—Ap—a: igi-
tor per (479. §.) reperietur y= o v, etx—=t-fa~— M .

Eu Ep

2. Deinde t—=Ap —at—u—a dat st —¢u, et v=Rq=—mp=—=z dat

eV==ez: quamobrem, fi pro his valoribus per (48c. §. 2.n.) determines
sy
Eu

et

X . .
:# , obtinebis ex (1)

(s+2a)ev (s4+a)st
y=mm—v, et x=—t-4a — WW-

3. Propofita ergo aquatione ad carvam RS inter coordinatas v=Rq,
t=mgq, determinetur et per sv: hoc enim valore loco &t in (2) fubfti-
tuto obtinebuntur expreffiones pro y,x per v, t, s: ex his demum aequatio-
nibus et aequatione inter v, t data licebit eliminare v, t, eoque ipfo unam
aequationem inter x et y inde derivare, quae tamen ab arcu s=Rm haud
liberabitur.,

487. Corollarium.

Natuora curvae ZM X pendet a reGtificatione illius evolutae RmS: fi
arcus s = Rm fuerit funétio algebraica ordinatze mq=t; erit etiam aequa-
tio inter x, y ad curvam ZMX algebraica, transcendens vero, fi arcus
s==Rm aequatur funétioni transcendenti ordinatae mq=t (486. §.).

488. Problema.
Data aequatione ad curvam 7 M X (5.Fig.) inter coordinatas x—=AP,

Y=MP; invenire [patium MPCZ inter ordinatam MP et aliom ZC datam
in diffantic CA ab origine A abfciflarum.

Solu-
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Solutio.
Sit fpatinm MPCZ=S, quod inftar unius fun&ionis abfciffae x—AP
Si abfciffa x==AP capiat incrementum A x=FPQ, duca-
turque ordinata Q m, et Mp parsllela axi abfciffarum V U, altera vero pa-
reilela m] ordinatae MP occurrat in I; erit fpatium PMmQ=AS, mp
=Ay, Mp=Ax; hinc A8 SMpQP et fimul AS<ImQP pro qualibet
differentia Ax. Habebimus igitur ASi>y Ax et fimul AS< (v+A4y)Ax,
unde ob (84. §.) per (131. §.) obtinetur exponens differentialis S = yex,

poteft {peftari.

cujus integrale aequabitur {patio S.
489. Problema.

Data aequatione ad curvam AX (16. 17. Fig.) inter ordinatas z=BC Fig. 16.1~.
ad datum punfum C convergentes et angulos variabiles A C B=v, quadrare
[elorem ACB, few invenire ejus aream S.

Solutio.

Angulus y=A CB capiat incrementum BCD>=Ay, et ex punfto C
radiis CB=2z, CD defcribantur arcus circulares Bd, Db; erit Dd=Bb
— Az differentia ordinatae BC:=z, etarea feftoris BCD— AS differen-
tia areae S==BCA (17.18. §.): fi ergo ordinataz {pettetur inftar certae
funétionis anguli y; poterit poni Az=« Ay+ g Ay2+ete. (84. S

Tam vero patet, aream AS feftoris BDC pro quovis angulo 4y ita
{e habere ad areas fe€orum circulariom BdC, bDC, utdebeatefle AS;>BdC
et fimul AS<bDC (16.Fig.), vel AS >bDC et AS< BdC (17.Fig.):
ea propter, cum fit arcus circularis Bd=Ay.BC—=Ay.z, et bD=Av.DC,
feu bD=Ay(z+Az) in (16.Fig.), et bD=Ay(z—Az) in (17. Fig.) per
(5- §. 3-Schol.); debebit efle A S >1z2Ay, et AS<Ez2Av+ (z4+i(zAy
+_;3.'lyz+etc.}) «Ay*+ BAY + etc.); vel AS< 1z2Ay, etAs>Lz2 Ay
4 (& (xAy+BAy>+etc)—2) (xAy2+ BAY +etc).

Eft igitar e S=%2z?ey (131.§.) exponens differentialis areae S, cujus

integratio dabit idcirco ipfam aream S—=ABC.

4g0. Problema,
Data aequatione ad curvam BPC (18. Fig.) inter ejus coordinatas Tig. 18.
x=Ba, y=aP, cujus revolutione civea axem abftiffarum A E cogitetur ge-
orpus rotundum BCD; invenire Joliditatem ejusdem corporis.
Dd 2 Solu-

nerari ¢
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Solutio.

Se€tio PmpuP ina perpendicularis ad axem AE abfcindit fegmentum
PBpnPm=S§, quod inftar unius fun&ionis ablciffae x=Ba poteft fpe-
ari.  Siitaque ablcifla x==Ba augeatur incremento Ax:—ab, cogitetur-
que per punétum b duci (etio resc r priori parallela; exprimet AS =Ppsr
partem totius corporis comprehenfam inter feftiones PmpnP et rescr,
quae idcirco pro quavis differentia Ax==ab erit major cylindro! oafeos
PmpuP et altitudinis ab, fimul autem minor cylindro bafeos rescr et
ejusdem altitudinis ab: igitur erit pro quavis differentia A x = ab.

AS>PmpnP.Ax et AS<rescr.Ax.

Habet autem feétio circularis PmpnP ordinatam aP—=y, et fe&io
rescr ordinatam rb=sb=rR+Pa=sS+pa=Ay+y pro radio: pro
ratione 1:7 radii ad {emiperipheriam debet igitur effe PmpnPi==y?, et
rescr—=x(y+Ay)>. Adeoque habebimus etiam

AS >wy2*Ax et AS <xy2Ax42xyAydx+rAyrAx.

Quare per (131. §.) debet effe exponens differentialis & S==7y2sx,
cujus integratio dat foliditatem fegmenti S=BPnpmP.

491. Problema.
In cadem hypothefi (490. S.) invenire fuperficiem rvotundam [fegmenti
PBpnPmp.
Solutioe.
1. Refta AF tangat curvam BC inP, et abfcilfae Bb==Ba+ ab—x-4Ax
refpondeat ordinata rb=rR 4 Rb=rR 4 Par—= Ay+y, quae produé&a occur-
rat tangenti AF in Q: pofito igitur arcu BP= g ponatur arcus Pre=_Au,

2. Quare, dum curva BC fua revolutione circa axem AE corpus rotun-
dum CBD generat, concipi poteft arcus BP generare fuperficiem rotun.
dam fegmenti PBp, quae dicatur S, arcus vero Br fuperficiem rotandam
fegmenti rBs, ita ut differentia AS prioris fuperficiei aequari debeat fu-
perficiei rotundae partis hujus fegmenti interceptae inter feGtionesPmpnP,
rescr in puntlis a, b ad axem AE perpendiculares.

3. In eademt hypothefi (2) generant pars PQ tangentis AF, et chorda
Por conos trancatos PpqQP, PposroP; pars vero Qr ordinatae br
productae in Q intercepta inter tangentem et curvam generat annulum ra-
diorum rb, Qb.

4. Eft
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4 E autem pro quavis differentia Ax=ab abfcifae x=Ba fuper-
ficies rotunda AS in (2) major fuperficie rotunda coni trancati Porsop,
et fimul minor fumma fuperficiei rotundae coni truncati PQqp, et fuper-
ficiei planae annuli radiorum rb, Qb in (3).

5. Supesficies rotunda coni truncati Porsop, fumta ratione 1:7 ra-
dii ad femiperipheriam, et 7 (2y+ Ay)Por=m=(2y +Ay)y 4y>+A4x?).

6. Superficies vero rotunda coni truncati PQqp eft 7(2y+4y
+rQ)PQ; et fuperficies plana annuli radiorum rb, Qb eft #(2y+24y
+Qr)Qr.

7. Quamobrem, fi/(Ay?+ A x2) exprimatur per (469.§.), et rQ,
PQ in (5) (6) determinentur ut mq, Mq in (462. §.), obtinebimus ex

(5) (6) (4) pro certis coefficientibus k, I, m, - - - K, L, M, etc. fequentes
exprefliones.
AS ;>2—:§Ax((sy=+sx=}+k-_ﬂ.xz+1am+m4x4+e:e.

a8 <2TY Ax(/(éy?+ext) + K Ax> + L AX 4 MAx* 4etc.

Per (131. §.) eft itaque sS=27y (ey>+ex® =27yeu (469.§)
Exponens differentialis funtionis S aequalis fuperficiei rotundae fegmenti
PBp, cujus integratio dabit fuperficiem S,

Dd 3 CAPUT
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QUIBUSDAM CURVIS SPECIATIM.

492. Problema,
Adm:}?"n refolutione aequationum omnis ordinis, explovare fitum curvae, ad

guam data fit aequatio inter ejus coordinatas x, y, re/pelu axium harum
coordinatarum.
Solutio.

o kil pgl g
1. Data ad curvam aequatio fit 4@+ 2+ v =0 (443.§.), quae ita
fit comparata, ut pro x==0 vel y==0 omnes termini complectentes x cafu
primo, vel y cafu fecundo, fiant aequales nihilo.

2. Quaelibet ordinata y exhibet diftantiam perpendicularem unius
puntti curvae ab axe abfciffarum ; et quaevis abfciffa x dat diftantiam ejus-
dem punéti curvae ab axe ordinatarum aequalem diftantiae pun&i axeos ab-
fciffarum, in quo ei infiftit ordinatay, ab origine abfciffarum (414. 411.
447- 5.

3. Fiat igitur in data aequatione ad curyam ordinata y==o0; abibit ea
in aequationem determinatam a:-]-ED:o ob (1), per quam determinan-
tur abfciflae x, quibus refpondent ordinatae yt=o0, in quarum idcirco
punttis extimis curva axi abfciflfarum occurrit , eundemque fecat vel tan.
git (2). - Quaevis ergo radix realis aequationis u+&:c, pofitiva vel ne-
gariva, dabit unam abfciflam x, pofitivam vel negativam (413. §.), aequa.
lem diftantiae unius puntti axeos abfcifarum ab harum origine, in quo
curva occurrit eidem axi: toties itaque orelrret ‘earya axi abfciffarum,
quot radices reales habuerit aequatio « - .qp t—o: fi quae harum radi-
cum inter {e aequales fuerint, omnes pofitivae, vel omnes negativae, in.
dicium erit, totidem curvae ramos in uno eodemgque pun&o occurrere axi

abfciflarum: fi autem omnes radices aequationis a4 @ --__o fuerint ima.

ginariae; fignum erit, nullum extare punétum in axe abfciffarum, in quo ei
curva occurrat.

4. Sic
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4 Sic quoque pro x=o abibit data aequatio (1) in aequationem de.

terminatam a4 #==0, quae determinat ordinatas refpondentes abfciflis
x=—0, ordinatas idcirco in origine abfciflarum coincidentes cum axe ordina-
tarum, aequales diftantiis totidem punétorum hujus axeos ab origine ab-
fciflfarum, in quibus ei curva oceurrit (2), (Quonamobrem occurret curva axi
ordinatarum in tot punétis, quot radices reales inaequales habuerit aequa-

tio nc-l-:c—._.'o: fi quae vero ejus radices reales fuerint aequales, omnes po-
fitivae, aut ommes negativae; determinabunt hae unum punétum in axe
ordinatarum, in quo ei totidem rami curvae occurrent; f{i autem omnes ra.
dices illins aequationis fuerint imaginariae; indicabunt eae, nullum dari
punétum in axe ordinatarum, in quo ei curva poflit occurrere.

5. Denique fumatur quaecunque determinata abfcifla x=+a pofitiva

vel negativa, abibit data ad curvam aequatio (1) in aequationem deter-
a *ay _ oy
minatam « 4+ @+ x = o. Quaelibet radix realis hojus aequationis, pofi-

tiva vel negativa, dabit unam curvae ordinatam y, pariter pofitivam vel
negativam, refpondentem abfciffae x=- a, quo ipfo determinabitur unum
pun&um curvae in diftantia x==a ab axe ordinatarum et diftantia y ab axe
abciffarum (2). Si quae autem reales radices fuerint inter fe aequales, omnes
pofitivae vel omnes negativae; omuves unum tantum punétum curvae in
diftantia =—a ab axe ordinatarum et diftantia =—y ab axe abfciffarum deter-
minabunt, in quo totidem curvae rami concurrent: radices demum omnes
imaginariae denotabunt, nullum curvae punftum jacere in diftantia x—=+2a
ab axe ordinatarum.
493. Corollarium 1.

Cum aequatio ad curvam inter coordinatas x, y pro y =o nequeat effe
altioris ordinis, quam eft ipfa curva (442. §.), nec ulla aequatio determi-
nata plures radices poflit habere, quam unitates exponens ordinis comple-
&itur, ad quem ea pertinet (175. §.); perfpicuum eft, nullam curvam poffe
axi abfciffarum in pluribus punétis occurrere, quam unitates continentur in
exponente ordinis, ad quem curva fpeftat; fieri tamen pofle, ut aliqua cur~{
ei in paucioribus punétis, alia vero in nullo punéto occurrat (492.§.3.n),

494. Corollarium 2.
Omnisre&ta, quemcunque illa fitum refpeftu datae curvae habeat, poteft

fumi pro uxe abfciffarum (412.§.): impoflibile ergo eft, ut aliqua refta
datae
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datae cuicungue curvae in plaribus punétis occurrat, quam unitates habet
expouens ordinis, ad quem curva pertinet (449. 493. §.).
495. Corollarium 3,

Refta, quae per puntum curvae 2plex, 3plex, aut generatim nimplox
tranfit, cenfenda eft curvae eo ip['d in 2, 3, aut generatim n punétis occur-
rere (440.§.): quare, cum poflibile fit, reftam per punétum ntuplex curvae
ita ducere, ut illa adhuc per aliguod aliud ejusdem curvae punftum tranfeat,
curvae idcirco ad minimum in punétis numero n+4I occurrat, impofiibile eft,
ut aliqua curva aut néuplex pun€tum habeat (440.§.), cujus index n expunen-
tem ordinis, ad quem curva pertinet (442. §.), exaequet aut fuperet, aut
bina habeat punéta multiplicia, e. gr. punftum mtuplex et aliud rtuplex,
quorum indices m - {imul exponentem ordinis curvae fuperent (494. §.)-

496, Corollarium 4.
Cuarvae fecundi ordinis non poflunt habere puntta multiplicia, cen-
fequenter nec cufpides, neque nodos (442. 441. 495. §.).

497. Corollarium g.

Curva, ad quam datur aequatio inter coordinatas x, y habebit ramum
juxta axem abfciffarvm in indefinitum excurrentem, fi abfcifiis x ultra cer-
tam valorem = a indefinenter crelcentibus femper aliquae ordinatae y,
omnes pofitivae vel emues negativae, refpondeant: et fi hae -continue
fuerint minores; erit linea abfciffarum alymptotus ejus rami (¢92.§. §- b
et 437 §)-

498. Corollarium 6.

Si data ad curvam aequatio fic it comparata, ut determinatae alicui
abfciflae x=% ordinatae y reales, una vel plures, ablciflis vero x:=k+e
quantitate e quomodocunque parva anftis aut minutis ordinatae tantuin
imaginariae refpondeant ; habebit curva unum vel plura punéta in diffantiak
ab axe ordinatarum ita fejunéta a reliquis ejusdem curvae partibus, ut nal-
las arcus curvae in iis pustis initium poffit {fumere, aut terminari (492. §.
5.1n.): puntta ejusmodi conjugata vocantur.

499. Corollarium 7.

Tangens ad punétum conjugatum curvae el imaginaria; et reale cur-
vae punftum, cui non vifi imaginaria tangens refpondet, debet efle conju-
gatum (498. 4:5. $).

500. Pro-
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500. Problema,

Data ad curvam aequatione Z==0 inter coordinatas X,y , determinare

[itum tangentis et fubtangentis pro dato puntlo.
Solutio.

1. Sit UV (19. 20. Fig.) axis abfciffarem, et illarum erigo pun&tum Fig. 19.20.
A vel B. Puntum curvae, ad quod tangens duta cogitetur, fit M, deter-
minatum per ordinatam pofitivam vel negativam P M, et abfciffam pariter
pofitivam aut negativam AP vel BP (413. §.).

2. Cum data zequatio Z==o0 completatur funtionem Z duarum varia-
bilium y, x, erit YeZ+*eZ=—o0 (141. §.): igitur, fifit YeZ=Aey et

B

xg Z=Bsax, habebimus -Z—%- ————

A

3. Iam vero, per hypothefin, datur pun@um contaftus M, cis vel
trans axem abfcifarum UV (1), unde per fe elucet, tangentem T M cafu
primo cis, et cafu fecundo trans axem abfcillarum UV cadere.  Attenda-
tur porro ad exponentem differentialem &y ex data aequatione Z=o de-
rivatom (2): . fi enim is pro data abfciffa x==AP, vel x=BP, et ordinata
y==MP, utraque abfolute fpetata, pofitivum valorem habeat, vel nega-
tivam, conftabit eo ipfo, crefcente abfcifa x==AP vel x=BP ordina-
tam y—=MP crefcere cafu primo, et decrefcere cafu fecundo (444. §.);
confequenter jacebit tangens TM cum fubtangente T P ad eandem partem
ordinatae MP, ad quam jacet origo abfciffarum A vel B, cafu primo, ad
partem vero oppofitam cafa fecundo (418. §.).

4. Quamobrem, quo fitus tangentis et fubtangentis refpe€tu axeos ab-
fcifarum UV ordinataeque MP perfefte definiatur, determinari debet ad-
huc magnitudo abfoluta anguloram MTP, TMP: hi autem determina-
buntur per (455. §.), fi, fpectata magnitudine abfoluta abfciflae x et ordi-
natse y, exponens diffecentialis ey (2) pro illis abfciflis, pro quibus cre-
fcentibus decrefcunt ordinatae (3), cum fignis contrariis fumatur (454-S)
ita ut fiat

Tang MT P=CotT MP:i—‘:%;
EX
Tang TM P:COEM?P: g

figno — pro eo cafu adhibito, quo &y fuerit valoris negativi (3).

Volusmen I, Ee Schos
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Scholion.
Exemplo fit circulus (1.Fig.) radio r==AC deflcriptus. Si diameter
AB fit axis, et A origo abfciffarum; erit y2:==2rx — x2 aequatio ad cir-

X)&x

culum, eaque dabit sy..—...(—r—y—-- Expreflio haec retinebit fua figna,

fi etiam —y loco y fumatur: cum enim ey ex y=—+ /(2rx—x2)
nafcatur; debebit utique, fumta ordinata —y, fumi etiam —ey. Quere,
cum hoc cafu abfciffae negativae locum non habeant, crefcente abfcifla po-
fitiva x=—=AQ ufque x=AC==r habebit ¢y valorem pofitivum, eodem
vero crefcente ultra x—=AC=r obtinebit ey valorem negativum: hinc
ergo per (3) colligimus, tangentem UP et Uq cum fubtangente U Q pro
quovis puntto P, q primi quadrantis AD et quarti AE ad eandem com
origine ablciffarum A partem ordinatae cadere; tangentem vero Vp et VM
cum [ubtangente Vm pro quolibet punéto p, M fecundi quadrantis DB et
tertii BE ad partem ordinatae ei oppofitam cadere, ad quam jacet origo
abfciffarum A. Quodfi demum m denotet angulam ad U vel V, fub quo
tangens fecat axem AB, et n defignet angulom ad P, q, M, vel p, fub
quo tangens occurrit ordinatae, habebis per (4) fequentes exprefiiones,
figno — pro fecundo et tertio quadrante adhibito, ob x==Amp>r,

r—x y

. Tangn=+

N B e

Tangm=+

Pro abfciflis u a centro C computatis effet aequatio ad circulum

— 1

¥* =r2—u?, hinc ey—= : erit igitur ey pro omni abfcifla et or-
dinata valoris negativi, unde fequitur per (3), tangentem cum fubtangente
pro quovis circuli puntto cadere ad partem ordinatae ei oppofitam, ad quam
jacet centrum C fumtum pro origine abfciffarum: per (4) autem, retenta
= % . S z ; Bl
praecedente literarum m, n fignificatione, habebimus Tang m = — et

Tang n = -—}J- Plura exempla in fequentibus fe fponte offerent,

501, Corollarium 1.

Cognito fitu tangentis et fubtangentis (500.§.), innotefcet eo ipfo
fitas normalis et fobnormalis (420. §.). Normalis nimirum cum fubnormali
feroper cadit ad partem ordinatae illi oppofitam, ad quam cadit tangens
cum fubtangente: guodfi ergo immediate ex data ad curvam aequatione
Z=o0
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7 =05 elicias dilferentiando exponentem differentialem ey (500.§. 2. n.),
habebit is pro datis coordinatis, abfolute confideratis, valorem pofitivam
vel negativum, qui indicabit, normalem cum fubnormali cafu fecundo ad
eandem partem ordinatae, ad quam jacet origo abfciffarum, et cafu primo
ad partem illi oppofitam cadere (500. §. 3.0.).

502. Corollarium 2.

Dato fitu tangentis, fubtangentis, normalis, et fubnormalis (500.
501.§.), determinabitur per (456.§.) magnitudo abfoluta harum linea-
rum, modo, fpeftata magnitudine abfoluta coordinatarum, ey pro illis ab-
feiffis, pro quibus crefcentibus decrefcant ordinatae, pro quibus idcirco
ey valorem negativam induit (444 §.), cum fignis contrariis {umatur

(454. S
Scholion.

Sic e, gr. in (500. §. Schol.), fi abfciffae a vertice diametri compu-

ra
- o Wbl

oY r _
tentur, erit in circulo tangens + r_y , fubtangens + e

fignum — adhiberi debet eo determinato cafu, quo fit x>r: fi autem

r
abfciffae computentur a centro, debebit elle tangens—uy— » et fub.

2
tangens -—’u—-*

503. Corollarium 3.
Si aequatio ad curvam Z:=o det YeZ4*eZ = Asy + Bex = 0Tig.19.20.

(s5co. §. 2. n.), fitque A=o vel B=o, adeoque Z—:;:o vel ﬂ: 03

£X
erit cafu primo Tang TMP (19. 20. Fig.), et cafu altero Tang MTP
aequalis nihilo: primo igitar, cafu erit tangens perpendicularis ad axem
ablciffarum UV, et cafu altero perpendicularis ad ordinatam, proinde

parallela axi UV.
504, Corollarium 4.

Verum fieri poteft, ut utraque pars ¥sZ et *sZ aequationis differentialis eZ=—0
aequetur nihilo, quo cafu fiet —E{—: 2 (503. §): hoc cafa aequatio
¢ Z=0 ad determinandum fitum tangentis haud {'ufﬁcxet Sumatur idcirt,o
fecunda aequatio differentialis eZ=o0, adeoque >£Z+2y£ *eZ 4% Z=0
(152.§.), feu Asy 4+2Bsyex+Cex>=o, fi fit !'sZ_.A.-syz Ye XeZ
=Beyex, et x¢Z—Cex?: hinc enim nafcetur aequatio quadratica

Ee 2 ..%_
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A

2
o - i——n :—; + f—:: =0, cujus binae radices exhibebunt duos valo-

res pro j—;: Tang TMP (5c0. §. 4-n). Si utraque radix fuerit realis,

binae tangentes in N pertinebunt ad binos curvae ramos in M concurren-
tes, punftumque M erit duplex (440. §.): et fi hae radices inter fe aequa-
les fint, unica tangens in M ad duos ramos fefe in M tangentes pertinebit :
quod(i autem ambae radices fuerint imaginariae; erit M punftum conjugatum
curvae (499. §.).

505, Corollarium 3,

Et generatim, fi ex data ad curvam aequatione Z+=o0 per (152.153.§.)
2
determinentur fucceflive aequationes differentiales ¢Z=—o0, &¢Z=—o0,
3 r-t :
€2=0, - - - gZ=o0, fingulae vero partes fingularum aequationum

pro dato curvae punéto deprehendantur aequari nihilo; fumatur aequatio
. " . T - . » r - .
differentialis ordinis proxime altioris ¢ Z=0, unde, fingulis partibus ex-.

r
ponentis ¢Z per (153. §.) determinatis, tum per potentiam £y’ et coeffi-

cientem potentine ¢x* divifis, nafcetur aequatio rfi ordinis formae

P P, 2 r . -
-+ 3 i—;; + v -EE—;;—i- et :_:: —o. Quodfi jam omnes radices hu.

jus aequationis fuerint reales, exhibebunt eae totidem valores reales pro
Ex -] - .
tangente e anguli TMP, quo cafu idcirco numero r tangentes ad

totidem curvae ramos in pun&o M concurrentes pertinebunt, punétum.
que M erit rtuplex (440. §.): fi autem omnes radices fuerint imaginariae;
erit M punétum conjugatum (498. §.): in genere demum pro n radicibus
realibus ejusdem aequationis erit M punftum ntuplex (440. §.)-

506. Corollarium 6.

Hinc patet, qua ratione liceat explorare, an curva, ad quam datur
aequatio Z==o inter indeterminatas coordinatas X, y, punéta multiplicia
habeat, quave ratione coordinatae X, ¥, quibus ea punéta refpondeant,
poilint determinari. Sumta nimirum prima aequatione differentiali eZ
=YeZ4>elZ=o (152. §.), fiat YsZ=—o0, *eZ=o0, ficut eft Z=o,
tum ex upa trivm haram aequationum exprimatur valor alterutrius coor-
dinatae x, y, isque {ubftituatur in reliquis duabus aequationibus : quoties
enim hae aequationes communes aliquas radices habuerint; toties poterunt

e
Pk



C 4T 1K 2131

per has radices determinari coordinatae x, v, quibus refpondent puntta
multiplicia: utrum vero haec punéta fint duplicia, vel triplicia etc. per
(504. 505. §.) licebit inveftigare.

s50%7. Corollarium 7.

Ubicunque adfunt cufpides feu puntta reflexionis, aut punéta flexus
contrarii, vel nodi, adfunt eo ipfo pun&ta multiplicia (441. §): quod[i
ergo certo conftet, curvam, ad quam datur zequatio, nulla habere punéta
multiplicia (504. 505. 5¢6. §.), conftabit eo ipfo, eandem curvam nec
cufpides habere, neque punéta flexus contrarii, vel nodos. Ex eo tamen,
quod aliqua curva punéta multiplicia habeat, haud fequitur, eandem quo-
que cufpides vel puntta flexus contrarii, aut nodos habere (440. 441.§ ).

Scholion.

Peculiariter idcirco debet inveftigari, utrum datum curvae punétum
multiplex fit cufpis, pun&um flexus contrarii, vel nodus. Verum has
aliasque complures difyuifitiones generales, quae, nifi uberius, quam fieri
folet, exponantur, tyronem facile in errorem inducunt, intaftas relinque-
mus, ne ab inftituti ratione nimiopere abducamaur : iis itaque fubftituemus
adplicationem praecedentis theoriae ad peculiares quaspiam curvas, alge-
braicas et transcendentes, quarum aliquae in fequentibus erunt ufui.

508. Derin1TIO.
Inter curvas algebraicas maxime memorabiles funt Seffiones conicae.
Curva, cujus naturam exprimit aequatio y*:=px inter coordinatas X,y
reftamque conftantem p, vocatur Farabola, et p ejus Parameter.

509. Corollarium 1.

Sit VU (21. Fig.) axis, et A origo abfciffarum, DE autem axis or-
dinatarum; refpondebit in parabola cuivis abfciffae pofitivae x—AP du-
plex ordinata y=+p.AP (508. §.), una pofitiva, puta y=MP, et
altera negativa y=Pm, priori aequalis, utraque eo major, quo major eft
abfciffa x==A P; abfciflis autem negativis x==—A e pon aliae quam ima-
ginariae ordinatae y:= —p.Ae refpondebunt (508 §.): et pro abfcifla
% = AP=o fiet etiam ordinata y—=MP=o0 (508. § )-

510, Corollariom 2.
Parabola conftat ergo duobus ramis AR, AS in origine abfcifarum
A concurrentibus, qui juxta axem abfciffarum VU in indefinitum excur-
Ee s runt,
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runt, eo magis ab eo recedentes, quo magis verfus U prodacuntur. Linea
vero abfciffarum VU bisfecabit omnem chordam Mm ei perpendicularerr.
et ideo dividet illa fpatium M Am in duas partes AMP, AmP congruen-
tes, proinde Inter fe fimiles et aequales (509. §.). Eapropter appellatur A
Vertex parabolae, AU autem eft ejus Diameter abfoluta, et in fpecie
Axis (438. §.)-
511, Corollarium 3.

Si ex vertice A ad quodcunque parabolae punftum M ducatur reta

AM; erit AM>=MP2+AP?: igitar AM*=(p+x)x (508.§.)

512. Corollarium 4.

Tangens TM (vel Tm) ad quodvis parabolae punftum M (vel m)
cum fubtangente T P debet jacere ad eandem partem ordinatae M P (vel
m P), ad quam jacet ejus vertex A; normalis vero MN (vel mN) cum
fubnormali NP cadet ad partem oppofitam (508. 500. §.3. n.) 501.°§.): po-
fita abfciffa x=AP, et ordinata y==M P, obtinebuntur per (508. 456.

455. §.) fequentes exprefliones pro tangente, fubtangente, normali et
fubnormali, fituque harum reftarum refpeétu axeos et ordinatae.

TM=y(px+4x*); TP=2x; MN=\(p>*+px);
P=13p; SinMT P=ColTMP=\ __p___)
N £p; Sin of T f( 5y
513. Corollarium 3.

Subnormalis parabolae eft conftans, nimirum aequalis femiparametro;
fubtangens vero aequatur duplae abfciflae; et tangens in vertice A fit per-
pendicularis ad axem AU (512. §).

514. Corollarium 6,

2_vp.sy (508. §.); erit per(469.§.)

& u:ipf- V' (p*+4y2), unde, integrando per (289. §.) reperietur arcus
£=2+C pro quavis abfcifa x=AP, qui pro x=—=o0, debebit pariter
aequari nihilo, quo ipfo valor conftantis C poterit definiri (238. §.).

Pro arcu x=AM, cum fit ex —

515.Co-
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515. Corollarium 7.

Si quaerantur exponentes differentiales &y, :y pro sx=—1 ex
(508. §.); habebit sy valorem pofitivum, et :y valorem negativam, pro
quavis abfcila x==A P: in parabola ergo crefcentibus abfciffis crefcunt
ordinatae (444. §.) (prouti id jam ex 509. §. elucet); et in guovis punéto
M obvertit parabola concavitatem axi abfcifarum AU (461. §.); radios
vero curvedinis in quolibet punfte M continetar fequenti expreflione
(472. §.), fitque, pro x=0, in vertice A aequalis femiparametro, adeo-
que aequalis fubnormali (513. S5 .

Laapt
=
2p*
516. Corollarium 8.

Dato radio curvedinis r—=Mm (15. Fig.) pro indeterminato pun&o M Fig. f5.
parabolae ZM X invenietur aequatio per (484. §.) ad ejus evolutam RmS
(482. §.)» quae, cum femper fit ZR4+Rm=r= expreflioni algebraicae
variablis x (515. §.), erit algebraice reétificabilis, ita ut quivis arcus fu-
turus fit Rm=r—ZR.

517. Corollarium 9.

2y*s g
J 8y (508. Fig. 21

Pro fpatio parabolico AM P=S (21. Fig.) erit eS=
488. §.), hinc, cum pro x=—=AP—o0 debeat fieri S—AMP=—o0, inve-
nietur S=—AM P:-;—pyi (247. 238 §) = %yx (508. §): {patium
S=—AMP aequatur ergo duabus tertiis reftanguli MdAP.

518. Corollarium 1o

Si pro x=Ba, y=aP (18 Fig.) arcus BP parabolae revolvatur Tig. 18.
circa axem BE; nafcetur conoides parabolicum BPp=S, eritque ejus
folidites S=2%7 px* (490. 508. §.): fed etiam {fuperficies rotunda conoi-
dis BPp per (508. 491.§.) ope calculi integralis facile determinabitur.

§19. DEFINITIO.
Focus parabolae eft pun&tum axeos, cul infiftit ordinata (emipara-

metro aequalis.

520, Co-
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520. Corollarium 1.

Si F (21. Fig.) fupponatur effe focus parabolae, et ordinata y == QF
—1p pro AF=EKE diftantia foci a vertice A (519. §); debebit effe
1p>=pE (508. §.), unde obtinetur E==3p, et p=4E.

521, Corollarium 2,

In parabola dat 2 E fubnormalem (520. 513. §.), quadratum vero cu-
juslibet ordinatae eft y2=4xE (520.508.§.). Quamobrem, duéta ex
foco F ad quodcunque parabolae punftum M refta FM, cum fit
FM=y (MP2+FP2), fiet FM=x+4E=AP+4AF.

522. Corollarium 3.

Si praeterea ducatur refta Md parallela axi AU, quo fiat angulus
dMT=FTM; erit, ob FT=FM (521.513.§.), etiam angulus
FMT=FTM=dMT: tangens TM biffecat igitur angulum dMF.

523. Problema.

Invenire aequationem ad parabolam inter abfciffas u=Mn in rela
ML axi AU parallele a punffo M, cujus diftantia MP—a ab axe data
fit , computatas, et ordinatas qni=z tangenti TM parallelas.

Solutio.
1. Pro ordinata orthogona y==qq* et abfcifla xr=A q* erit y—a+qr,
et x=AP+4u+nr.
a2 202 a
2. Eft autem AP =—5- (508.§), TP = 5 TM= ..é.((pz + 422
per (512. *S) hinc, ob fimilitudinem triangulorum qnr, MTP, fiet
22z
— et nr—=

0= R N S ey

3. Per (2) determinabitur y et x in (1), atque his valoribus in
(5¢8. §.) fubfiitutis obtinebitur fequens aequatio,

2 PZ+4a2)
7 —(-_"_"_—— u=0.
) o]

524. Corollarium.

Cuivis - abfciffac u==WMn refpondet duplex ordinata, una’ pofitiva
z=nq, et altera negativa z=—=np, priori aequalis: refta ML axi AU
parabolae parallela biflecat igitur omnem chordam qp tangenti ad M
paral-
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parallelam; confequenter omnis reCta ML eft una diameter parabolae,
ficut ad omne punftum M una tangens T M potelt duci (438 §.).

535, DEFINTTIO.
xoe b x

-Curva, cujus naturam exprimit aequatio y*— inter co-

d
ordinatas x, y, reftasque conftantes a, b vocatur Ellip/fis.
526. Corollarium 1.

Sumto in axe abfciffarum VU (22. Fig.) punfto A pro origine abfcif-
farnm ; erit in ellipfi ordinata y=—o tam pro x = © quam pro abfcifla
pofitiva x=a=—AB; cuivis autem abfcillae negativae x—=—Ar, et po.
fitivae x == Ar"}> AB =a refpondebit ordinata y imaginaria: cuilibet de-

mum abfciffae pofitivae x=AP << AB==a refpondebit duplex ordinata,,

una'pofitiva y=—MP, et altera negativa y==—Pm priori aequalis, utra-
que, abfcifa x=—AP continuo crefcente, primum crefcens ufgue dum
fiat y=DC=CE=1%b pro x=AC=% AB=4%a, tum decrefcens, ab-
fciffa crefcente ultra AC, ita ut ordinatae MP—=mP et Qp=qp aequi-
diftantes a medio punfto C re&tae A B inter fe debeant effe aequales
(525. S.)-

§327. Corollarium 2.

Si ducatur chorda mq vel MQ parallela lineae abfciffaram UV, et
ex punétis m, q vel M, Q ducantor ordinatae m P, qp, vel MP, Qp, de-
bebit effle mP:==qp, et MP==Qp: ordinatae mP et qp, vel MP et Qp,
jacent igitur in aequalibus diftantiis a medio puntto C reftae AB (526. §.);
confequenter reCta DE in punto C ad AB perpendicularis biflecat om-
nem chordam mq vel MQ in n,

528. Corollarium 3.

Et quaevis chorda mQ tranfiens per medium punftum C reftae AB
biffecatur in C. Duétis enim ordinatis Qp, mP debebit effle Cp=CP,
eoque ipfo etiam QC=mC: fecus enim eflet e. gr. CP >Cp, adeoque
aligua Ca«=Cp; hinc ordinata ya=qp=0Qp (526. §.), proinde angulus
«Cy=QCp, quod eft impofiibile, quin fit angulus «Cy=PCm, pun-
&tumque « in’'P jaceat. .
529. Corollarium 4.

Ellipfis continetar fpatio finitd ADBEA, habetque quatuor Zertices

A, B, D, E, et duos Axes AB==a, DE=b in Centro C fefe biflecantes,
Velwmen I, Ff quorum
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quorum quivis totam ellipfim in duas partes congruentes, inter fe fimiles
et aequales dividit (526. §527. 528. 438. 439. §): A B=a vocant axem
principalem, feu transverfum, et DE=Db agxem Jecundarium fen Conjuga-
tum (438. S
: 530, Corollarium g3,
Pro Qp=y, Ap=x, Cp=u erit x=Latu: 'pgo hoc ergo va-
= U:'

lore loco x in (525. §.) obtinebitur aequatio y2—1p2z — ad ellip-
Y<y 3 3 a®

fim inter ordinatas y=Qp et abfciflas n=C p a centro C computatas.

531. Corollarium 6.

In (525.§) eft r‘:;}i—\/igfé% pofitivi vel negativi valoris,
prout eft x <{%a vel x >%a, abfcifis x——AP vel —A p a vertice A
computatis: tangens ad quodiibet punétum ellipfeos cum fubtangente ca-
det ergo ad eandem partem ordinatae, ad quam jacet origo A abfciffarum,
vel ad partem oppofitam, prout punétum contaétus in primo quadrante AD
aut quarto E A, vel in fecundo DB aut tertio B E jacuerit (500. §. 3.0.).

532, Corollarium 7,

2buegn
—————— pro qua-
ay(a>—4uz) P q
vis ablcifla u a centro C computata valoris negativi; unde per(5co. §.3.n.)
fequitur, tangentem ad quodvis punum ellipfeos cum fubtangente cadere
ad partem ordinatae illi oppofitam, ad quam jacet centrum C.

Sic etiam ex (530. §.) obtinebitur sy =—

533. Corollarium 8§,

Sumtis abfcifiis u a centro computatis, fi T tangentem, sT fubtan-
gentem, N normalem, et sN fubnormalem denotet, obtinebimus ex (532.
502. §.). fequentes expreffiones:

v , a% — gn?
Ry - 4 2 2 2 . -— . -
T_zbu\(’(a — qu*(a>—12)); sT= T R

u b2

5

b
Ni== -:’—-_;(r:a“——qu’(az-——bz)); sN=

534. Corollarium 9.

Si tangens occuarrat ordinatae in puntto contatus {ub angulo m, et
axi transverfo AB fub angulo n; habebimus ob (§532. §.) per (500. §.4.1.)
Pro magnitudine abfoluta horum angulorum fequentem formulam, qHacCo
deter-
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determinato cafu, quo fuerit uz=o vel u==12a dabit cofm=o velSinn=1:
nimirum tangens ad verticem axeos conjugati DE eft huic axi perpendicu.-
laris, et parallela axi transverfo A B; tangens vero ad verticem axeos
transverfi AB eft eidem perpendicularis, et parailela axi conjugato D E.
: 2bu
Cofin:Sin:1*.“_"\/(a4__4u—__—m___ )’

535. Corollarium 10,
__euy/(at—4uv*(@>—b?) .
Pro £ =DQ erit ez \/‘/0‘4__433 ) per (532. 469.§.);

quodfi ergo integrale bujus expouentis per (359.238.§.) ita determinetur,
—o: obtinebitur arcus x=—DQ debitus ab-

ut pro u=o fiat quoque p=
{ciflae u=Cp; adeoque pro u:CB._—_-;-a obtinebitur quadrans ellip-

feos DB.

536. Corollarinm rr1.

N

b
Et pro S=DCp Q erit per (488.530.§.) eS=——¢u v (a% — 4u2):
hinc, quia debet fieri S=D CpQ:o pto n==Cp=—o0, inveniemus per

b .
(289. 238.§ ) S'-—DCPQ_——(@ —4u*) + —;-ArcSi:}E;—l- Quamob-

rem pro u=—==%a, quo cafu fit ArcSinE;-__. ArcSin1 =1, obtinebitur
‘area quadrantis elliptiic DCB=y%ab=: area igitur totius ellipleos
ADBEA=Zabx eft ad aream LT cireuli, qui fuper axe AB=—=a trans.
verfo tanquam diametro deferiptus cogitetur, ficut axis conjugatus b ad
transverfum a.
. Corollarium 12,
Si pro Ba=x, a[‘._} arcus (:!1{.1{6‘95 BP (18.Fig.) um‘\-\*ur circa

axem transver{um, ;_,Lre:ablt is ft amentum S =Bk p ip aeroidis el

cujus geneflis revolutione totius ellipfeos circa axem transv erfum vl
tur: igitur per (4¢0. 525. §-) reperietur €S, unde integrando per (240.

D=

238. §.) obtinebimus foliditatem fegmenti S=0D Pp= 3—‘1— (3ax>2—2x?)
A Pl S i
Hinc pro x=4a invenietur foliditas dimidii {phaeroidis elliptici == —

et foliditas integri {phaeroidis — - I

=t
1
Lo ]
=]
wn
@]




¥g, 23.

CAP.U T IX

538. Corollarium 13,

Sic per (491. 525. §.) ope calculi integralis quaeri poterit fuperficies
rotunda cujuslibet fegmenti, et dimidii, integrique fphaeroidis elliptici
(537- §)

539. DEFiNITIO.

Parameter axeos transverfi a in ellipfi eft tertia geometrice propor-
2 AT b* :
tionalis DG = polt axem transverfum a et conjugatum b: punctum vero
in axe transverfo a, cui infifit ordinata aequalis femiparametro §p voca-
tur Focus, et hujus diftantia a centro ellipfeos Excentricitas, quam dein-
ceps litera c defignabit-

540. Corollarium 1.

Valor b2=ap (539.§.) fubftitutus in (525. §30. §.) dabit fequentes
acquationes ad ellipfim inter ordinatam ¥, et abfciffam x a vertice axeos
transverfi a, abfciffamque u a centro computatam.

X u2
}-Z:Px__f_\__. }:Zziap_

a
541. Corollarium 2.

Pro’ ordinata y=—21p erit abfciffa, una pofitiva et altera negativa,
=+ 1 (a2—b2) femper valoris realis, modo axis transverfus a fit
major axe conjugato b: in hac hypothefi habebit igitur ellipfis in axe
transverfo A B (23. Fig.) duos focos F, f in aequalibus a centro C diftan-
tiis CF, Cf, eritque excentricitas CF =Cf=c = iV (a*—b?) per
(539- §. g

542, Corollarium 3.
Denotante E—=Bf=—AF diftantiam cujuslibet foci f, Fa proximo

: Sk ; S A
vertice B, A, erit in ellipfi 4c*=a>—p?; E=Lla—c; p—a—

a
105 ,
=4 (E & ?J per (541. 539. §.)-
543. Corollarium 4.

Pofita ordinata MP=y pro abfcifa CP==n, duftisque ad M ex
focis f, F re&is fM, FM, erit M=+ (y>+(c+u?), et FM=+

V(y*+©—u2): fubfitutis itaque valoribus loco ¥? ¢* ex (530.542.§.)
obti-
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obtinebimus fM=- ( 2 + ki et FM=+ (f_-—-—?zn). Ve-

rum, quia pro u=CA=3a debet fieri fM=fA—=—c+%a, et FM=TFA

=—ZLa—c, perfpicuum eft, effe re ipfa fI'I*"”*— -+ —-—I— et FM =

a 2cu

— —— &
a

544. Corollarium 3.

In ellipfi eft fumma reftarum fM+4+FM ex focis ad quodvis pun-
&um M duétarum aequalis axi a=AB transverfo (543. §.): eapropter
eft refta fD=FD ex quovis foco ducta ad verticem axeos conjugati DE
sequalis femiaxi transverfo AC=3a.

545. Coroliarium 6.

Duéta ad punétum M tangente ‘TS, quae axi transverfo AB in T oc-

currat, debebit efle per (533. §.)

2—2a : — 2 ‘
R L P e LU o L
4u 4u 40

546. Corollarium 7.

Datis diftantiis punéti interfeCtionis T tangentis TS et axeos trans-

verfi AB in ellipfi a focis f, F, dataque ordinata M P:=y ad puntum con-
2MP

taltus, dahitur eo ipfo tangens TM.—— VTE.Tf per (545 .542.
533. §-
547. Corollarium 8.
Duéta ex foco F parallela Fm retae fM; erit TF: Fm=Tf: fM

2n

=a:2u (545. 543. §); hive fiet Fm=TF.—=F M (545 543 §):
et ideo erit quoque angulos Fm M—=F Mm. Tangens cum reftis ex utro-
que foco 2d punftum conraftus dutis comprehendit igitar in ellipfi an-
gulos aequales fi1S et FMT; normalis MN idcirco biffecat angulum
fMF (419 §.).
548. Corollarium go.

Aequatio ad ellipfim pro '1b.ur115 x—AP (22. Fig. } a vertice A com-

putatis (540. § ) dabit ey et s\' per a, p, X, eritque ay pro quavis ab-

fciffa x valoris negativi: ellipfis obvertit nimirum in quovis punéto M
Ff3 “conca-
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concavitatem axi transverfo AB (461. §.); radius vero curvedinis in M
comprehendetur ob (472. §.) fequenti formula, ex qua pro x=o, et x—=a
obtinetnr r—2<%p radios curvedinis in utroque vertice A, B axeos trans-

3
at

verfi AB, et, pro x=z2a, r= —=3ia ‘/—P— radius curvedinis in

L
4 el
utroque vertice D, E axeos conjugati.

= (2 e—aw s a—px Y

549. Corollarium ro.

Pro refta FM=—z ex foco F ellipfeos ad punftum M f{ub variabili

angulo y=MT B dutta erit z:-.’ia—ﬁ“' (543 §.)» et u=CP=CF
v _ % b*
—FP=c—zColy, hincet (542.§) z= ’;ZT:‘:T; :  quodfi ergo
Ihdey

ponatur area fettoris BMF:=S; erit eS:—"-—-“——.— per (489.$),
(a—2c Cofy)?

atque hic exponens differentialis per (333. §.) integratus, ita ut pro yi=o

integrale evanefcat, dabit aream BMF.

550. DEFINITIO.

b2x o S
Curva, c.ams naturam ex pr:mt ﬂeau'aflo y* ::~—l- -!.---az inter co-

ordinatas x, y et conftantes reftas a, b vocatur Hyperbola.

551. Corallarinm 1.

Sumta origine abfciffarum in punfto A reftae VU (24. Fig.) erit in
hyperbola ordinata y=—o tam pro X=—=oO quam pro abfcilla negativa

Xx=—AD=——a¢ cuivis porro abfciflze negativae x=—— Av, exiltente
Av < AB=a, refpondebit ordinata y imaginaria; et cuilibet ablciffue tam
pofitivae x=—Ap, quam negativae x—=—AP, exiltente AP> AB=a,

refpondebit duplex ordinata y, una pofitiva, y==Q p cafu primo et y—NMP

cafu fecundo, altera vero negativa priori aequalis, y==— pq cafu primo et

yvi—=-—Pm cafu fecundo, utrague in indefinitam crefcens, abfciffa con-
tinno crefcente, ita ut ordinatae Qpr=pq et MP=Pm aequidiftan-
tes a punflis A, B inter {e aequales fint (550. §.)

552. Co-
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552, Corollarium 2.

Hinc (551. §.)" eadem ratione, qua id pro ellipfi defonftravimus
(527, 528. §.), elacet, omnem chordarn MQ,.mq perallelam lineae ab-
feiflarum VU a refta DE biffecari in n, i DE ad retam AB in punfto
medio C fit perpendicularis; omnemque chordam Qm tranfeuntem per (®
biffecari in C.

553. Corollarium 3.

Hyperbola extenditur per fpatium indefinitum, habetque quatuvor ra-
mos AR, AS, Br, Bs, quorum bini priores in punfto A, bini vero pofterio=~
res in BB concurrunt, tum illi et hi juxta lineam abfcilfarum AB in inde-
finitum excurrentes eo magis ab illa recedunt, quo magis producuntur
(551. 437. §.). Habet praeterea hyperbola unum Axem AB—a definitae
longitudinis, et duos }ertices A, B; alter antem Axis DE priorem in
Centro C biffecans, atque ad hunc perpendicnlaris, in fe indefinitae longi-
tudinis (551. 552. 438. 439. §.), potelt poni =b., Hoc modo habebimus
in hyperbola, ficut in’ellipfi, axem principalcm feu transverjum AB=a,
et fecundarium feu conjugatum DE—=B.

554, Corollarium 4.

Axis transverfus AB, utrinque produétus, dividit fpatium inter quams
vis chordam Qq vel Mm ei perpendicularem arcumque Q Aq vel MBm
interceptum in duas partes congruentes, ideoque inter fe fimniles et ae-
quales: chordae vero Qq, Mm aequidiftantes a centro C et perpendi-
culares axi AB abfcindunt fegmenta QAq, MBm congruentia, inter e
fimilia et aequalia (551. §.).

555. Corollarium s.

Pro Qp=y, Ap=x, Cp=u erit x=Cp—CA=u—33: hine

b2

et ex (550. §.) obtinetur aequatio y* =~——— % b* ad hyperbolam pro

abfciffis a centro C computatis,
556, Corollarium 6,
Prior aequatio (550. §.) pro abfciflis x==Ap a vertice A computa-

b(a42x)ex 5 L
P _\/:EH:-P—&\:) ; et pofterior (555. §.) pro abfcifiis
2bueu

u=Cp a centro C computatis dat sy = T GR =) : utroque cafu
eft

tis dat sy =
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eft ergo sy pro omnibus abfciflis, tam polfitivis, quam negativis, quibus
reales ordinatae refpondent (551. §.), valoris pofitivi; unde per (500. §.
3. n.) fequitur, tangentem cum fubtangente ad quodiibet punitum hyper-
bolae ad eandem partem ordinatae cadere, ad quam jacet origo abiciffa~
rum fumta in vertice A, vel centro C.
557. Corollarium #%.

Sit T tangens ad quodcunque hyperbolae puntum dutta, sT fub-
tangens, N normalis, sN fubnormalis, y ordinata ad puntum contattus,
u abfciffa a centro computata, m angulus inter tangentem et ordinatam,

et n angulus inter tangentem et axem transverfum; erit per (556.

502. §.)

RN IS P I R n~H4uﬁ_3?'_
T._znu\/g‘;u(b 4+a%)—a%); sT= sl
b b2
N=_5 Vv ®rtay —a); sN=——;
Sin n=Coflm = 2bu 9

vV (gu*(b* 4 a%)—a?)
558. Corollarium 8.

+ba +ba
S g \ -1 = — — —1 o
Pro ui—+ La fiet (55?. §.) Sinn ____——b“L il ree —1I: fan

gens ergo in vertice hyperbolie A vel B elt perpendicularis ad axein
transverfum A B.

559. Corollarium g.
Pofito hyperbolae arcu u==AQ, obtinebimus pro abfciflis u=Cp
e/ (4u*(a® + b*) —a%) :
v (4a%0*—a*) ¥

quodfi igitur hic exponens differentialis ita integretur, ut integrale
#=AQ pro n=CA=—=12 fiat aeqnale nihilo, unde conftantis pendet de-
terminatio (238. §.); obtinebitur arcus == A Q cuivis abfciflae u=Cp
debitas.

a centro computatis per (550. 469. §.) ex —

560. Corollarium 1o,
Pro fpatio autem S=—A Qp habebimus per (555. 488. §.) €8S

= euy(4u>—a?): invenietur igitur fpatium A Qp cuivis abfciffae

u=Cp refpondens, fi &S per (289. 238. §.) fic integretur, ut pro
u—=CA=1%a fiat integrale S==A Qp=o.

561, Coe
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561. Corollarium 1r.

Arcus BP (18. Fig.) hyperbolae, refpondens abfcilae x:==Ba, et or.
dinatae y=—aP, revolutus circa axem transverfum BE (553. §.) generabit

conoidem hyperbolicum PBp, cujus foliditas S :gi’;(gaxz +2x3) ope
calculi integralis per (490. 550. 249. §.) facile determinatur: fuperficiem
autem eius rotundam S per (491.550. §.) pariter ope calculi integralis
licebit determinare.

§62, Corollarium 12,

Si ad vertices A, B hyperbolae (25. Fig.) ponantur perpendicula GH,
gh biffefta ita, ut dimidium cujuslibet perpendiculi AG, AH, Bg, Bh
.aequetur femiaxi conjngato £b, tum per centrum C ducantur reétae LI,
Ltl; erit pro quavis abfciffa u=CP, et ordinata y=—MP in m produfta,
mP==2+ igitur mP2—MP2=3b (555.§.), et ideo mhl:mp%;ﬁm-
Crefcente itaque abfciffa u=CP in indefinitam, decrefcet continuo m M,
quin fit poflibile, ut pro certa abfciffa u=CP fiat mM=0; quia fecus
fieret etiam b*—o0: re®ae CL,Cl, CL', Cl* funt ergo alymptoti ra-
morum AK, Ak, BK*, Bk* (437. §.).

563. DErin1TIO.

2

Parameter hyperbolae eft tertia geometrice proportionalis p=—
poft axem ejus transverfum a et conjugatum b: punftum axeos trans-
verfi, in quo ordinata aequatur femiparametro, et Focus, et hujus diftan-
tia a centro hyperbolae Excentricitas c.

564. Corollarium 1.

Per (563- 550. 555.§.) obtinebimus fequentes aequationes ad hyper-
bolam pro abitiflis x=AP (26, Fig.) a vertice A, et aliis u —=CP a
centro C computatis,

x2
)'2.:px+P-a—-- yr=- —Xap.

565. Corollarium 2.

Pofita ordinata y=% p erit abfcifia =+ %/(a>4b*) per (555. §.),
una pofitiva, et altera negativa, priori aequalis: hyperbola habet ergo in
axe transverfo AB utrinque produfto duos focos I, f in aequalibus a

Volumen 1. Gg centro

Fig. 18.

Fig. 26.
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centro C diftantiis CF, Cf, quo fit ut excentricitas fit ¢ =z V(a2 4b2)

per (563. §).
§66. Corollarium 3.

Sit E=F A=(B diftantia cujusvis foci hyperbolae a proximo ver-
tice; erit 4c>=a2+4b?; E=c—=4a; p= 4: _.3:4<E+E) PSR
a
(565. 563. §.).

567. Cotollarium 4.

Duttis ex utroque foco ad punftum M hyperbolae retis fM, FM,
erit fM==\(y*+(c+uv)?) et FM=+ /(y*+(u—c)>): per (555.

566.§.) fiet ergo fﬂ[:i(—;——i—":u) et ].‘1_\'[:__-{__ Ci;__ﬁ__(zll).
a
Cum autem pro u—=fa=CA debeat fieri TM ==fA =c +Za, et FM
ML s e 2 2cu AagriZon a
—FA=c—4%a; debet effe fM= ~ -{———--a , et FM._ﬂ——a—--_z..

§68. Corollarium 3.
Differentia reftarum fM—MF ex focis hyperbolae ad quodvis ejus
punftum M dutarum aequatur axi transverfo AB=—=a.
569. Corollarium 6.

Si ad pun&tum M ducatur tangens TS axi transverfo occurrens in T,
petanturque diftantiae hujus punéti a focis f, I, et vertice A, habebimus

per (557-§.)

; Lis2an—a¥ Lo goa—at _a*4 4cu
Th=—— 73 TP T =,

570. Corollarium 7.
Datis autem diftantiis TF, Tf, et ordinata y=—MP ad punétum

contattus, dabitur tangens TM:z—t;v VTF.Tf (569.557. §.).

571. Corollarium 8.

Ducatur ex foco F refta fm parallela alteri fM, erit TF:Fm=Tf:
fM=a:2u (569. 567. §.): erit itague Fm=T F.E;—:FL‘{.' (569.567.8.);
proinde etiam angulus Fm M:==FMm. Tangens TM du&ta ad punftum
M hyperbolae comprehendit cum re&is fM, FM, ex utroque foco ad
idem punflum duétis, angulos fMT, FMT aequales: hinc, produta
fM io R, normalis MN biflecat angulum FMR (419. §.).

572. Co-
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572. Corollarium 9.

Aequatio ad hyperbolam pro abiuiﬂis x a vertice A computatis (564.§.)
dabit exponentes differentiales ey, ey per X, a, p, eritque .sz'y pro quavis
abfciffa valoris negativi: hyperbolalobvertit idcirco axi transverfo ADB
concavitatem in omnibus punétis (461.§.); radius autem curvaturae pro
quovis hyperbolae punéto poteft per (472. §.) fequenti formula exprimi,
quae, pofita abfcifla x/==o0 vel x*=—a=—AB, utroque cafu dat r=%p
pro radio curvaturae in utrogue vertice A, B.

s+ 42 e+ 22 g 4 oyx )

573. Problema,
Date Angulo ACA=—w, fub quo in eliipfi et hyperbola (27. 28. Fig.) Fig. 27.28,
chorda cd per centrum C tranfiens inclinatur ad axem transverfum A B,
fnvenive aequationem ad utramque curvam, inter abjciffas Cma==v in eadem
chorda a centro computatas, et ordinatas zr=nm fub angulo nvC=p
ad axem transver/um AB inclinatas.

2p*

Solutio.

I. Ordinata orthogona ad punftum n fit npi=y reflpondens ab.
fciffae Cp=—=u; fit porro ms parallela ordinatae np, et mr parallela
axi BA: erit

y=rp-+nr in Ellipfi et Hyperbola;
u=ps—Csin Ellipfi, et uz=ps+Cs in Hype;bola

2. Quare, cum fit rpi=vSin«; nr=zSing, Cse=vCofx, ps=z
Cof #, habebimus

y ==z Sinu+4vSina in Ellipfi et Hyperbola;
u=2z Cof u —v Cofz in Ellipfi;
u=—zCof u + v Cof« in Hyperbola,

3. Si jam hos valores fubftituas loco y, u in aequationibus ad elli.
pfim et hyperbolam (530. 555. §.), obtinebis fequentem aequationem, ad-
hibitis fignis fuperioribus pro ellipfi, et inferioribus pro hyperbola.

2(az Sinx Sine —bzColuCofa) vz
zz—i— : a;"i‘iin;.c"‘__-_ﬁ_-_b‘ Cof g2 )
4 (a2 Sin «* + b* Cof «?)v2 - a* b*
+ 4 (a? Sin p® £ b2Cofp?)
Gg 2 574.Co.

= 0.
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§74. Corollarium 1.
Dufta ad d tangente Td fupponatur ordinata z=nm efle ei poral-
lela; erit angulus u=nvC=dTC: quodfi ergo de fit perpendicularis
de  Sing de Sitv o de? Sin « Sin «
bt FonTv.Colp”: Ce. ANl o it Te.Cost Colu Cof @
Quamobrem, cum pro de==y, Ce==u, fubtangenteque Te per (530.

de2 bz.

533.555.557. §.) debeat effe TeCe =} erit in ellipfi et hyperbola
b*>  Sin g, Sin &
a2 = Cofu.Cof «

» et b*Cofz Cof =42 Sin « Sin «.

575. Corollarium a.

Pro ordinatis z=—=nm tangenti T d parallelis abibit praecedens aequa-
tio (573- §), evanescente fecundo termino ob (574. §.), in fequentem.
Haec autem zequatio dabit pro qualibet abfciffa v==-+ Cm pofitiva et ne-
gativa duplicem ordinatam z, unam pofitivam, et alteram negativam priori
acqualem: quaevis ergo’ chorda principalis dc per centrum ellipfeos aut
hyperbolae tranfiens eft una Diameter ejusdem curvae, omnes chordas
nN, n'N* tangenti ad punftum d' purallelas biifecans (438. §)-

32 Sina? -+ b>Cofa2) vz - a2 b2
Zz+4< 4 (a2 Silg;tliﬁz(:)ul"u_ﬁ T

576. Corollarium 3.

In ellipfi erit chorda ab diameter conjugata diametri de, fi ab fit tan-
genti Td parallela (575. 438. §.): in hyperbola nuila dater chorda per
centrum C tranfiens tangenti Td parallela; licebit tamen reftam ab pa-
rallelam tangenti pro digmetro conjugata diametri cd hyperbolae fumere
(575- 438 §.). Ttaque in ellipfi et hyperbola erit diameter cd aequalis
duplo valori abfciffae v pro z==o0; diameter autem conjugata ab aequari
debebit duplo valori ordinatae z pro v==o0: quare, denotante n diame-
trum cd, et m diametrum conjugatam ab; obtinebuntur ex (575. §.) fe-
quentes formulae pro iisdem diametris, fignis fuperioribus pro ellipfi, et
inferioribus pro hyperbola adhibitis, nulla ratione habita imaginareitatis,
qua diameter conjugata m hyperbolae =fficitur , wnde nihil aliud fequitur,
quam quod diameter conjugata nulli hyperbolae punto occurrat, ficut id
pofito u=o in (555,§) pro axe conjugato b aequatio ad hyperbolam in-
ter y, u oftendit. 3

m—=
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ab ab’
M= 7 Col E @ Sin@e " v (b Colw £a°Sine?)

§77. Corollarium 4.

Dato angulo #z==dCA inclinationis diametri dc ad axem transver-
fum AB ellipfeos aut hyperbolae, datisque axibus a, b poterit determi-
nari angulus #=A Ca inclinationis diametri conjugatae ab ad axem AB,
et eo ipfo etiam angulus conjugationis aCd=—=«+p diametrorum cd,abs:
erit enim ob (§74. §.) in utraque curva

bz 2Cofa
Tang u— — Cote; Sin‘u:\/(a*‘b'iﬁ.xi—i-b“ Cotat?

a;.

a2Sinx

Cof 4= 7 3# Sinaz F67Col 2) |

578. Corollarium 5.
Hinc (576. 577. §.) nalcentur pro diametris m, n ellipfeos et hyper-
bolse fequentes formulae 1) 1I), et ex iis per (577. §.) obtinebuntur
formulae 111) IV).

4 Cof ; s Coﬁu g
L m=b SiouSin(e4g)’ e n'_b\/.&iinub‘in(“'i'u“)’
ab

1II. mn :WTJ-; 1V. ab:mnSin(a-{—p).

579. Corollarium 6.

Si valores pro Sing? et Cofw® ex (577. §.) in (576. §.) fubftituan-
tur, tum pro ellipfi quaeratur fumma, pro hyperbola vero differentia
quadratorum diametrorum conjugatarum 0, m?; erit n*+ m*=a>+ b*
in ellipfi, et n*—m?=a*>—Db* in hyperbola,

580. DEFINITIO.

Binae curvae veternm, Ciffois et Conchois, offerunt exempla curvarum
algebraicarum tertii et quarti ordinis. Si fuper datare&a An (29.Fig.) tan-
quam diametro deferibatur civcnlus AdntA, et ad punétum n ponatur
tangens pq perpendicularis ad An, tum, abfciffis quibuscunque partibus
aequalibus na, nb in pg, dutisque ex A reftis Aa, Ab circuli peri-
pheriam in ¢, d fecantibus, fiat A M=ca, Am—db; curva, quae per
pun&a M, m hoc modo determinabilia tranfiverit, erit Cifjois.

Gg 3 581, Co-

Fig.

29.
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581. Corollarium r.
Pro coordinatis orthogonis AP=x, MP=y erit in ciffoide
AM*=ca*=y2+4x2: cum igitor fit ca®: an®*=—an?: Aa?=—an?: (an?
4 2 s . g ? Anz,MP=z h
4+ An?), et an*: An>=M P2:A P?, proinde an2 SR habebi-
mus, pro radio r, et diametro An=2r

o S 4[..3‘\,-3_4:-2 2 41-2}—2 i :
P AN AR (A0 L),
hine x*(y*+x%)*=41r*y%, et xy*+x?=2ry™
Aequatio ad ciffoidem erit itaque
x}4xy*—2ry*=o,

582, Corollarium a.

3
Aequatio ad ciffoidem dat )'::21--1—&: cuivis ergo abfciffae ne-

gativae x=—=-— Ae refpondet ordinata y imaginaria: pro x=o autem,
fiet etiam ordinata y==o: cuilibet porro abfciffae pofitivae x—=AP
modo ea fit minor duplo radio 2r=An, refpondebit duplex ordinata,
una pofitiva y=MP, et altera negativa y==—mP priori sequalis, utra-
que continuo crefcens, abfciffa x=—=AP indefinenter crefcente, ufque
x=—=Amp~=2r, quo cafu induit ordinata y valorem indefinite maguum.

583. Corollarium 3.

Quamobrem, fi etiam in origine A abfciffarum ponatur ad A n per-
pendicularis p*q*, continebitur tota cifiois inter perpendiculares pq, p*q*
in indefinitum produtas, conftans duobus ramis AR, AS ad diverfas
partes lineae abfciffaram An jacentibus, qui ex origine abfciffarum A
egfedientes juxta illarum axem An et perpendiculum pq excurrent in in-
definitam, ita utii, quo magis produéti fuerint, eo magis fint recefluri a
diametro An, eo magis vero accefluri ad perpendiculum pq (582.§.): pq
eft itaque afymptotus ramorum AR, AS.

584. Corollarium 4.

Aequatio ad ciffoidem (581. §.) dabit pro y, ey, :y, fequentes exe
prefliones. '

b 4
Ak x3 vowe(B3r—x)x%ex 2 3rigx?
y— EEERY i (K e e el R 52
2r—x % Z \E
(2r —x) o2




CARUT IX: 239

Quare, cum femper debeat efe x <2r (582. §.), patet, utrumque
eéxponentem differentialem ey, & \ pro quavis aa.u‘.n x=—AP habito-
rum valorem politivam; unde elucet, et ordinatas crefcere, abfciffis
crefcentibus, et ciffoidem convexitatem in quovis punéto M, m obver-
tere axi abfciffTarum An (444 461 §.).

585. Corollarium s,

Per (584. 455. 456. §.) poteft determinari tangens, fubtangens, nor-
malis, et fubnormalis, fitusque tangentis et {ubtangentis pro quovis pun.
&o M et m: tangens com fubtangente, puta TM vel Tm com TP,
femper cadet ad partem ordinatae, ad quam jacet origo abfciffarum A
(584 5c0. §. 3.1n.); angulus vero MTP = mT P dabitur per Tang T

—-—-‘3‘""—-- (500. §. 4. n.), fietque Tang T==0 pro x:=AP:=o:

2r —x)%
line(a nbfcil}?}arum An eft ergo communis tangens ramorum AR, AS, et
puntum A Cufpis cifloidis (584 441. §.).

586. Corollarium 6.

Si petas radium curvedinis pro quocunque punéto M vel m ciffoi-
dis; invenies illum per (584. 472. §.) figno,— adfeftum, quod indicat,
ipfum jacere in normali MN vel m\] ad partem adverfam tM vel tm,
rx (Br — 3 \i)’

3(2r— x)*
vis pon&um M cifloidis eo minor eft, quo propius punétum M accedit
ad cufpidem A; et ideo curvedo ciffoidis crefcit continuo verfus cufpi-
dem A (430, §.).

fic ut fit tM=tm=— Radius curvedinis ad quod-

587, Corollarium 7.
Rettificatio ciffoidis ope logarithmorum poteft perfici. Si enim ponas
2r—x=—z; obtinebis ex (584. §.)
2ri4-3r’z —23
- —gz*; exI=—¢2z.
Z

Pro quovis arcu u==AM debebit ergo fieri per (469. §.)
3 e for z
su:f(zr '{'gf ui & z:+£z:):r£z. .{.JE.L-;-_;!)-.

Zt

(2r—z)?

23—
—

2

Integrale autem g hujus exponentis differentialis licebit per
(303 §.) perfette determinare.
588. Co-
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588, Corollarium g,
Spatium vero S=AMP refp-ndens datae cuicunque abfciffae x= AP
determinabile eft per funétionem algebraico - trigonometricam. Erit enim

ob (584. ) per (488 §.)
3

3
XZEgX Yele X2ex :
S=oGr—u" ) Ty

Quamobrem integrando per (302. §.) inveniemus

>

3 X : 2
S=C—@Ex*+3rz*) /(2r—x) 4 3% Arc Sin
Vetum, cam pro abfciffa x=o0 debeat fieri S=M AP — o, et
Arc Sin
C—=43~=r?, adeoque

=irct—(Ex+3n) /(e rx—x’)+3—;—: Arc Sinx—_:—r-

e, : [ 32 .
— ArcSin—I1=—2%7; erit C— %, 9—2-—:0, hine

589. Corollarium g,
Totum {patiom intra An, AR, et np comprehenfum, ramo cifloidis
AR in indefinitum produtto, obtinebitur ex (588. §) pro x=—An=ar,
nimirum S—=2Z~r*: hoc fpatium eft ergo triplum areae femicirculi A tn.

590. DerFinNITIO.

Fig. 30. Si, datis duabus reftis EF, Ba (30. 31. 32. Fig.) {ub angulo reto in

3t. 32. D fefe interfecantibus, capiantur in reta Ba partes BD=DA=b,
D C=a determinatae longitudinis, ut {it b=a (31. Fig.), vel b <ta (30.
Fig.) aut b>a (32. Fig.), tum ex punfto C per quodvis puntum G
reftae EF ducatur refta CM, fiatque GM=GN=BD=D A:=b; jace-
bunt omnia hac ratione determinabilia punfta M, N in Conchoide. Pun-
¢tum C vocatur Polus conchoidis; refta vero conftans b=BD—AD eft
ejus Sagiita feu FParameter, et EF Axis vel DireFrix.

591. Corollarium 1.

Conchois conftat duzbus partibus RBS, UAV ad partes oppofitas
axeos EF jacentibus, quarum communis afymptotus eft ipfe axis EF

(590. 437. §-

593.Co-
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§92. Corollarium 2.

Si ex pun&to M ad EF et Ba ducantur perpendicula MQ, MP, erit
MO:MG=CP:CM=(CD+MQ):y (MP2-4CP?), adeoque M Qz:MG=
= (CD+4+MQ)?:(D Q>4 (CD+MQ)?): cum igitar fit CD=—=a, MG=BD
t=DA=b, fi praeterea coordinatae orthogonae fiant DQ=x, MQ=y,
habebimus pro aequatione ad conchoidem (590. §,) .

yribr=@+y)*:(x*+@+y)2);
y*42ay?4(x>4a2—b3) y>*—2ab>y—a*b>=o;
(y+8) (5 +3) (y +b) (y—b) + x> y*=o.
593. Corollarium 3.

Natura conchoidis, quae ope praecedentis aequationis' poteft explo-
rari, pendet a relatione inter conftantes retas a, b (590. §.). Quidquid
illae fint, aequales vel inaequales, deberet, {pro y=—oc, fieri a*b*=0o
(592. §.)> quod eft impofiibile: impofiibile ergo eft, ut conchois axi E¥
in aliguo punto occurrat, eumgque tangat vel fecet (591. §.).

504, Corollarium 4.

Quodfi autem ponatur x=o0, nafcetur aequatio (¥ +2) (y+2)(y+b)
(v—b)=0(592.§.) quatuor radicum realium y:=—a, y =—a, y==—=>b,
y=b (170. 175. §.): conchois poteft ergo fagittae (5¢0. §.) quater oc-
currere omni cafu; ter ex illa axeos EF -parte, ad quam polus C (590.§.)
jacet,' nimirum bis in diftantia a==DC, adeoque in ipfo.polo C, femel
vero in diftantia b==D A, et femel ex parte oppofita axeos EI in diftan-

tia b=DB (492. §. 4. n.).
505. Corollarium §.

Omnis conchois habet punttum duplex in ipfo polo C (594.440.§.).
Si eft diftantia poli ab axe major parametro, nimirum a=—CD >b=DA
(30. Fig.); punétum duplex in polo C eft conjugatum (498. §.). Si vero
eit"a=DC=b=DA (31 Fig.); pun&um duplex in polo C (594.§.)
coincidit cum punfro extimo A parametri D A, eltque idcirco A punftum
triplex (440.§.). Si denique eft b=DA >a=—=DC; punftum duplex in
polo C jacet in parametro DA inter ejus puncta extima D, A (32. Tig.).

Velumen I, Hh 59 6.C 0.
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596. Corollarium 6,

Ex aequatione ad conchoidem (592. §.), fumto exponente differen-
tiali ex=1 pro cooftanti, palcentur fequentes aequationes differentiales
per (141. 142. §.).

— 4,{,_ 2a }-1_{,(\;: +a;'. ,,__bz\\-z - 3})1\_-._,12}32—- 0.
eZ=0[2y’+3ay>+4(x*+a2—b*)y—ab*)ey 4+ xy2ex—0.
2 ( (2y*43ay? +fxz+a2-—bz\,—ab).‘.-_y)
§L= (6y>+ 6ay + x>+ a*—b?)ey2 =
(+4x>ey&x+y rex? )
597. Corollarium 7.

Prima aequatio differentialis (596. §.) dabit —\\;-‘* o prox=o et
y=b=DB (3¢. 31. 32. Fig.), quidquid fit a=DC: omni ergo cafu ha-
bebit conchois ad pum’tum B (594. §) unam tangentem mn parallelam
axi EF (503. §.).

598. Corollarium 8.

Sed etiam pro x==oet y=—b=DA, modo fit DA >DC=a, vel
DA < DC=a (32.30. Tig.), obtinebitur %:o ex prima aequatione
differentiali eZ=o0 (596. §.): igitur etiam ad punftum A conchoidis
(594 §.) dabitur una tangens pq parallela axi EF (503. §.), fi parante-
ter b {it major vel minor quam diftantia a poli C ab axe EF.

599. Corollarium g.
> tuls By ek o : :
Verum pro x=o et y==-—a prodibit ¥ — g ©X primaaequatione

EX
differentisli eZ=—o0 (5¢6. §.), unde pro fitu tangentis in punéto C feu
polo conchoidis nihil poteft coliigi. Quamobrem fumatar in fubfidium
fecunda aequatio differencialis ¢Z = o (596. §.)s quae pro x:—o et
}:—a:DC dabit
i I, hi LI B B 1
SR R T e (u‘ )
Quodfi ergo fit b=DA < a=DC (30. Fig.
C tanquam punéto conjugato conchoidis (595. §.) imaginaria (504. §.).
Si vero fit b=DA=a=DC (31. Fig.); debebit tangens in puntto du-
plici C (595. §) efle perpendicularis ad axem EF (504. §.), et C erit
Cujpis

)3 erit tangens in polo
)




Cufpis conchoidis (441. §.)- Sidemum fit b=DA >a=DC (32.Fig.);
extabunt ad C binae tangentes uv,rs (504. §.), et C erit nodus con-
choidis (441. §.).

: 6oo. DErin1TIO.

Exempla curvaram transcendentium (442. §.) defumemus a quadra- Fiz. 33,
trice, cycloide, et epicycloide. Si quadrans A B (33. Fig.) circuli radio
CB=r defcripti, et radius AC dividantur in quibuscunque punttis E, P,
ficut it BE:BA=CP:CA, tum, dufto radio CE, ex P ad AC da-
catur perpendicularis PM eidem radio in M occurrens; jacebunt omnia
puncta M hoc modo determinabilia 'in Quadratrice dinofiratis AMD.

6o1. Corollarium 1.

Pro arcu @ radio =1 inter crura anguli BCE defcripto et z=CM,

erit CP=2z Sin ¢, BE=r@, AB=irm: cum igitur {it BE:BA

= CP:CA (6co.§.); erit §:3x=2 Sin@P:r, hinc Z:*_%S%P aequa-
tio ad quadratricem inter ordinatas z—CM ad punftum C convergen-
tes et angulos variabiles @ =B CE.

602. Corollarium 2.

Crefcente angulo BCE, adeoque etiam arcu @, crefcet quoque
2=CM, et pro ¢ =47, angaloque BCE :=BCA:=go” fiet zz=r=AC:
quodfi autem decrefcat angulus BCE, dum fiat tam is quam arcus @=0;

fiet etiam Sin @ =0, et z=CM=CD=-" (6or. §).

603. Corollarium 3.
Ex (6o1. §.) facile elicies aequationem inter coordinatas orthogonas
y=MP,x=CP: erit enim

Rend sy
x=zSin@P= s
O A 2 Cef@ . TX
3_":60(@"_“__« Sm@——_—xCot =

604. Corollarium 4.
Pro his coordinatis invenies in (603.§.) exponentem rationis diffe-
rentialis functionis y

Hh 2 ey




Fiz. 34.

C AP TVIX

SR A8 e S AN DTl SRS
V=T Sing? O T 1

Hinc manifeftum fit, ob (59. §.), &y femper habere valorem nega-
tivam: crefcentibus abfciflis x==CP decrefcunt ergo ordinatae y=MP
(444.§.), tangensque MT ad punftum M cum f{ubtangente TP jacet ad
partem ordinatae M P ei oppofitam, al guam jacet origo abfciffarum C
(500. §. 3. n.); et, fumto idcirco ey cum fignis contrariis, obtinebis
fubtangentem cum angulis MTP, TMP per (500. §. 4.0.): nimirum

LY D Sinz2®
TP= x = @Q—zSin2@

ST hmes 1 A o L O Sin @ :
Tang MTP= '_"Sin‘pz ; Tang TMP = @——{—Eiu 2Q

Pro angulo BCE:=o debebit fieri §=o, Sin@=o0, Sin2@=o0:
igitar pro tangente in D erit Tang TDPi=o, et fubtangens
IP=TC=G

6o5. DEFINITIO.

Si diameter AB (34. Fig.) dati circuli perpendicularis fit ad reftam
DE in B, et per quodcunque iilius punétum P ducatur MM* parallela
reftae DE peripheriam circuli in m, m* fecans, fic ut fit arcus Am=—Am?,
tom fiat Am=—=mM=—Am'=m"M*; jacebunt omnia pun&a M, M* hac
ratione determinabilia in una curva, quae Cyclois vuigaris feu Trochois
vocatur,

606. Corollarium 1.

Pro radio AC=r circuli genitoris, et AP=x, MP=y, erit
Yy=mP=Mm=—mP+Am (60s5.§.)- Eft autem mP=/(2rx —x2),
et tam mP finus, quam AP=x finus verfus arcus Am: quodfi ergo
huic fubftitnas arcum radio =1 inter crura anguli ACm defcriptem per
(5. §. 2.Schol.), habebis fequentes aequationes ad cycloidem inter coor-
dinatas orthogonas x=—AP, y=MP.

} i X
y=y(2rx—x*)-4r Arc Sin vy —;
v \ ¥ v ’

2rx—x?)
vel y==\/(2rx—x?)4r Arc Sin V(Erx—x7) |

6o7. Corollarium 2,
Pro x:=AB=2r erit y—=BE=r. ArcSinv 2*=r7x = femiperiphe-
riae AmB circuli genitoris (606. §.).
608. Co-
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608. Corollarium 3."

Ordinata y cycloidis femper eit imaginaria, tam pro abfeiffa negativa
x=——Ap, quam pro pofitiva x==Aq>AB=2r (606. §.): tota cyclois
continetur ergo inter parallelas DE, de per punfta extima diametri AB
tranfeuntes. :

60g. Corollarium 4.
Differentiatio prima et fecunda funtionis y in (606. §.) dabit fe-
quentes exponentes differentiales:
2r—Xx - —r
sy:ex‘/ < y Ay = ST .
610. Corollarium 3.

Cum femper debeat effe x<i2r (608.§.); femper erit ey valoris
pofitivi, et :y valoris negativi (609. §.): tangens MT cum fubtangente
TP pro quovis punfto M cycloidis jacebit igitur cum origine A abfeif-
farum x=AP ad eandem partem ordinatae mP (500. §. 3. n.); ipfa vero
cyclois obvertet concayitatem axi abfciffarum AB in quolibet puntto M

(461. §.).

611. Corollarium 6.
Per (609. 5¢0. §. 4. n.) invenientur pro fitu tangentis refpe&tu ordi-
natae M P et lineae abfcilfarum A B fequentes expreffiones:

Tang ﬁ'ITPz‘/-Q—r—:—x—; TangTMP_—_‘/:—ri_—_{—-

Pro x = AB = 2r erit tang MTP=o0; etpro x=o fiet tang
TMP=oc: tingens in E vel A eft igitur perpendicularis ad BE calu
primo, vel AB cafu fecundo.

612, Corollarium 7.

Radius curvedinis in quolibet punéto M cycloidis erit ob (609. 472 §.)
aequalis funtioni 2\/(#:>—z2rx)=2.mB, nimiram= duplae chordae
mB: pro x==AP=0 erit itaque radius curvedinis in puntto A aequalis
quadruplo radio, feu duplae diametri circuli genitoris, nimirum = 47
—4.AC=2.AB

Hh 3 613. Co-




246 CHAPU T IX

613. Corollarium g.

Pro arcu z=AM per (469. 6¢cg. §.) invenies exponentem differen.

-
~ 21

tialem &x=&x \f/ — : ipfe igitur arcus erit u—=AM=2/"2rx. Hinc

pro x=2r=AB debebit efle AME=24qr2=q4r,
614. Corollarium g.
Et pro fpatio S==AMP habebimus ob (606. 488. §) exponentem
differentialem.

ES—sx(2rx—x2)4rex Arc Sin v :{ .

Hinc fi altera pars integretur per (257.§.), prodibit
; X ’ EX e
=rx Arc Sin v — Xy (2rx—x2 — f——"2
R I g i ¢ Vv (2rx—x3)

Adeoque per (289. 302. §.) debebit effe
S=AMP=%(t+x)y(2rx—x2)4r(x—Zr) ArcSiny _if_ %

Quamobrem pro x=—2r obtinebitur fpatium ABE =r(2r—%r)

Arc Sin v2=3 7 r* triplum areae A m B femicirculi genitoris.
6r5. Corollarium 10,

Ceterum facile ex (605. §.) colligitar, punétum A diametri AB per-
curforam cycloidem AME; fi circulus genitor AmBm®A rotetur fuper
reta DE.

616. DeriNiT10.

Fig. 35. Si fuper peripheria EBF (35. Fig.) circuli radio CB defcripti rotari
cogitetur circalus AbBaA cum priori jaceus in eodem plano; progre-
dietur puntum extimum A diametri AB in curva AA'D, quam Epicy-
cloidem vulgarem vocant.

617. Corollarium 1,

Si circulus genitor ab initiali fitu AbBa perveniat ad fitum A*b*'Brat,
ita ut diametri AB, ab fitum ATB’, a'b* obtineant; erit arcus a"B—2aB
=a*B*: quodli ergo ponatur arcus a*B=—a* B*=—nu, et radius circuli ge-
nitoris cB=c*B'=r, circuli vero, fuper quo ille rotatur, radiusCB=R;

erit angulus a"CB= -ﬁ-— y et angulus a’ C'B.'-:% (5. §. 3. Schol.).

618.Co-
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618. Corollarium 2.

Duéta ad quodcunque punftum AF* epicycloidis refta CAT*—y,

cum fit A'cf=r, Cc* =r+R, et angulus A*¢*C = 180° — B*c¢'C
u 4 popn 5
= 180°— 5 (617. §.); habebimus per (5. §. 1.Schol. 36.Form.)

v:=re+(r+R)*+2r(r +R) Cof “%.J‘ ;

61g. Corollarium 3.
‘Pro coordinatis orthogonis x:=CP, y==A*P debebit ergo efle ob
(618. §.)
y>=r2+ (t+R)2+2r(+R) Ccf-;l — X2,
620. Corollarium 4.
Ubi circulus genitor AbBa fitam DM GN chtinuerit, punfo A in
D, et B in G cadente; erit uz=BD= AaB=rnr: igitur 22— CD?
=r*4(r4+R3F+2r(@+R)Cofx (618.§.); adeoque, ob Cof 7 =—1, erit
22=CD2=R?, ‘et z=R:

621. Corollarium 3.

Duétis ex c¢* ad A"P, CP perpendiculis c'q, c*p; erit angulus
A’c‘q:a‘c‘B‘+a’CB:% = (617. §.), etx=CP
=Cp+c'q, y=A"P=A%q+tc'p: cum ergo fit

Cp=Cc'.Cof a'CB=(r +R) Cof’—;:— 4
ot RS 3. 1 u
c¢'q=A’c'. Cof Atc'qg=r Cof (T + = )
Alq=A'¢'. Sin A'c'q=rSin (-”— + —:i-),
5
¢p=Cec'. Sin a'CB=(r+R) Sin ";21'5
debebit effe

r-4-R ¥,
R g

x=(r 4+ R) Cof ?TJF r Cof

s el r4+R u A
=—r Sin SR —r-—{- (r+R) Sin T

622.Co-
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62a. Corollarium 6,

Epicyclois erit itaque curva algebraica, vel transcende'ns, prout
radii r, R fuerint commenfurabiles, vel incommenfurabiles. Si enim ra-
dii r, R fint commenfurabiles; dabuntur numeri integri k, I, pro quibus fie¢

k ; rl r+4+ R k41 :
_}:_F—-_—l— hing R:_k—’ ef R AT S habebimus ergo in
©21.§)

k :
x::(r—l—R)Co['-l— - :—+r Cof L-‘;-l . -:_..

Quamobrem licebit utrumque cofinum in hac aequatione per Cof—
r

1 *
exprimere, et fi tum valor loco Cof—l;— ex aequatione in (619. §.) de-
terminabilis fubftituatur, determinabitur aequatio algebraica inter x, y,
carens arcu .

623. Problema,
Explovare fitum tangentis ad quodvis puntlum A" ‘epicycloidis.
! Solutio.
u r+R 4
1. Pro e = s et ——E.r— u=—u, habebimus ob (621. §.) fe.

guentes aequationes:
x=(r+R)Cofl@+rColx;
y=r Sin & +(r+R) Sin §.

2. Si arcus u—Ba' crefcat, decrefcet x=CP, et crefcet y—=A!P,
unde fequitur tangentem A'T cum fubtangente TP cadere ad partem
ordinatae A'P oppofitam illi, ad quam jacet origo abfciflarum C (500.
§. 3.n.).

3. Erit autem in (1) ex={t+R) e Cofl@+rsCol z, et ey=rsSinx
4+ (@+R)s Sin@, feu ex—=—(-+R) SinQe®—r Sin gep, et sy=r
Cof psu+(c+R) Cofl @e@: quodli ergo juxta (1) exponentes differen-
tiales @, c¢ determinentur per eu, valorque pro ex fumatur cum fignis
contrariis; debebit efle per (5c0. §. 4.n.)
ex  Sin@+4Sing

sy Col@+Colg — rarg  (P+a)

Tang PA'T =
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__ 2r4R .
Etob@+u= e u erit
Tang PA'T=Tang$ - Ardety u

rR

624, Corollarium 1.

Pro fitu tangentis refpectu lineae abfcifarum, et normalis A'S re<
fpetu ordinatae erit ob (623. §.)
Sin @ 4 Sin &
Col® +Colz

R
—Tang3(@+p)=Tangz - -Ef;_—_%{_——- .

Cot A’TC=CotPAS=

625. Corollarium a.

Dufta chorda A*a®, erit angulus a®* A'c' =% Atctb*=1La' c' B*

L
— —2--1-{- (617.§.); ob A’c’q:-%— = -—uﬁ- (621, §.) autem, erit c*A’q
=gc’— (i o —E—) habebimus ergo angulom a* A' q=—a' A*c™4-c'A™q

r
2r+R . 2

=0go° — ( lr_:; )u. Debet ergo efie Cota'A'q=Tang; - . rr;l{-R .
Angulus intra chordam A'a® et ordinatam A'P aequatur itaque angulo
intra normalem A'S et ordinatam A*P (624. §.), et ideo debet normalis
A'S cum chorda A*a* coincidere, et tangens A'T efle perpendicularis
-ad chordam A'a.

.

(X

626. Problema.
Re&ificare arcum epicycloidis « =— A A'.
Solutio.

Determinatis juxta (623.§. 1. 3. n.) valoribus pro ex, ey, obti<
nebimus

gy*+sx* = E:amz & u2(2(1 + Sin @ Sin 2+ Cof @ Cof )
Lk .(.r?{'_jzisu*. 2 (14 Cof (z—@))

=5 s (rdcof )

'Folumen I. 1i Per
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Per (469 §.) erit ergo

e :+cof-‘r’_
- 0.2 en ——
R 2 2
feu ex—2 Sk eunlCofl ) e
R r
LRI R) el e
D R eSin} r

r
4¢ ._;{-{-R), Sin
u

¢t u=Ba'—o debeat fieri etiam arcuos «x=A A*'—o, et Sin__z_r =0;

u
Eft ergo arcus A A=« ET-]—C: cumque pro ar-

debet efle conftans C=o, hinc

fr+R
627. Corollarium.
Pro arce u=BD=—AaB=—r=, erit a=—AA*D: igitur per (626.§.)

3 il 4r(.--:|_-_R}_ Lt P ER) .
AA D-—-——-_‘“‘K SITI-Z_‘?!-—-— R gt

628. Problema.
Invenive radium cuyvaturae pro quovis punflo A epicycloidis,
Solutio.

Per (623. §. k. 2. 1) et (626.§) determinabis radium curvaturae pro
puntto A' fequenti calculo.

O S R
U R T O
anE= r—:R su(Sin @ 4+ Sinx);

su(Cofl®+Cofp);
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sy’ +ex? H_“(—-I_R 0. 2(14Col(P—u);

:x = r;;? s (rCof @+ (r+R)Cofw);

:y-—-— r;};\ euz(rSin @+ (r+R) Sin z);

2 z
EYEX — sy EX=

= +R§ﬁi+ R ew (x +Sin @ Sin e 4 Cof @ Cof )

(2 r+R3;rL+R) e’ (4 Cofl(x—)).

Per (474- §.), fi radius curvaturae in puntto Ar vocetur Z, erit

ergo ; 1
R o (1 Cof (e M)
2= >— - < _ =
E A F ol la— )
41‘(1‘-}-5}_ I+C0r(’:c—¢’)
—  2r4R \/ &
Confequenter eft
S ATGEER) e D
T L2rt4R > — T 24K

629. Corollarium 1.

Radium curvedinis pro punfto A obtinebis ex (628. §.), pofito
arcu u = Ba'=o0, quo cafu fiet Cof«;g-: Cofo=1% igitur radius

4r(r+R)

2r+R

curvaturae in A fiet Z=-

Ii 630. Co-

| 5]
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630. Corollarium 2.

Radinm vero curvaturae pro punéo D invenies ex (628, §.) ponendo

u
arcum u=BD=AaB=r#, adeoque CofTr— =Coflix—0; quare ra.

dius curvaturae in punéto D eft Z=o,

Error corrigendus.

In 301. §. pag. 130." debet pars prima feriei habere faftorem
2V (x+8x) loco 2/ u+px).
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