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INTRODUCTIO
COMPLECTENS BREVEM EXPOSITIONEM NATURAE
ET DISCRIMINIS QUANTORUM COMMENSURABL
LIUM ET INCOMMENSURABILIUM.

1. DEriNIT 10,
Si quodcunque quantum g aliquoties, puta bis, ter, quater, aut plu-
ries, fumtum exaequet aliud quantum G; erit g pars aliguota quanti
G, et G multiplum quanti G, Quantum e eft communis pars aliquota duo-
rum quantorum M, N, fi e aequetur alicui parti aliquotae tam quanti M,
quam quanti N, fi e, gr. quantum e fit pars §#a quanti M, et pars 7ma

quanti N,
a, Corollarium,

Pars aliquota x partis aliquotae X quanti Z eft pars aliquota quanti Z.

(. §).
3. DEFINITIO.
Quoanta M, N erunt commenfurabilia, {i ea communem habuerint
aliquam partem aliquotam (1. §): quanta vero M, N dicentur incommen/u-
rabilia, fi nullam habeant communem partem aliquotam.

Scholion.

Ut nimirom duo quanta M, N poffint dici commenfurabilia, fufficit,
ut conftet, dari certum quantum e, quod fit communis pars aliquota
eorurdem quantorum (1. §), dari idcirco aliquam partem aliquotam quanti
M, quae aequetur certae parti aliquotae quanti N, licet fors non omnis
pars aliquota quanti M fit fimul aliqua pars aliquota quanti N. Sic fi effet
M=7e, et N—5e, adeoque e pars 7ma quanti M, et pars 5¢a quanti
N; eflet e communis pars aliquota quantorum M, N (1.§), quantaque haec
effent commenfyrabilia, licet non omnis pars aliquota quanti M fit aliqua
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INTRODUCTIO.

pars aliquota quanti N, ut e. gr. pars 3tia ﬂ:? nulla potelt effe

3 .
pars aliquota quanti N=35e; fecus daretur numerus integer n, pro quo
7€l se 15

fieret —3—:—1, hine n :-_—;-, quod eft impoffibile, Verum, ut duo
I

quanta M, N fint incommenfurabilia, haud fufficit, ut ceréa pars aliquota
guanti M nulli parti aliquotae quanti N aequetur, aut ut cerfum gquantum e
nulla fit communis pars aliqguota quantorum M, N; ad id enim neceffario
requiritur, ut nullum abfolute fit poffibile quantum e aequale communi
parti aliquotae guantorum M, N, ut idcirco nulla abfoluta pars aliquota
quanti M, utcunque parva illa fumatur, fit fimul aliqua pars aliquota
quanti N. Haec de discrimine quantorum commenfurabilium et incommen-
furabilium in gratiam tyronum dicta finr, quorum muiti doctrinam, quam
hic paucis exponere conftitui, aut penitus iguorabunt, aut minus, quam
necellarium elt, habebunt peripectam.

4. Corollarium 1.

Si alteratrum duorum quantorum M, N, puta N, fuerit pars quaecun-
que aliquota alterius quanti M; erit quaevis pars alignota quanti N aequalis
alicui parti aliquotae quanti M (2. §), quantaque M, N erunt commenf{u-
rabilia (3. 1. §).

5. Corollarium 2.

Impoffibile eft, ut duo quanta M, N fint commenfurabilia fimul et
incommenfurabilia (3. §) : duo autem quanta homogenea M, N (e. gr. duo
tempora, vel duae lineae, aut duae fuperficies, etc.) femper erunt vel
commenf{urabilia, vel incommenfurabilia (3. §).

6. Corollarium 3.
Quoties duo quanta M, N fuerint commenfurabilia, toties vel erit
ipfum quantum N aliqna pars mta quanti M, ve! certa pars nfa quanti N
aequabitar alicui m#ae parti quanti M (4. 3. §): extabit igitur numerus in-

teger m, vel i’rac:usF aequalis exponenti rationis quanti M ad N, pro

m . :
quo fiet M=Nm vel M= N—E. E. gr. fi dicas, partem §fam quanti N
aequari parti 8vge quanti M, aut totum quantum N effe partem Svam
quanti M, erit M:=N £ cafu prime, et M:= N § cafu altero; confequenter
erit 4, cafu primo, et §, cafu altero, exponens rationis quanti M ad N.
7. Corol-
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7. Corollarium 4.

. e . m
Et viciflim, {i extet numerus integer m vel fractus — aequalis expo-
n 3

nenti rationis quanti M ad N, pro quo fiat M =Nm vel Mr:.\'fl; erit N
pars mfa quanti M cafu primo, et pars nfa quanti N :teqt:abiturnparti mige
quanti M cafu fecundo (1. §): utroque cafu erunt ergo M, N quanta com-
menfurabilia (4. 3- §.). _

8. Corollarium 3.

Quamobrem, fi certo conftet, duo quanta M, N efie incommenfyra.
bilia, conftabit eo ipfo, nullum efle numerum integrum vel fraGum afij-
gnabilem, qui aequetuf exponenti rationis quanti M ad N: fecus enim
quanta M, N, ex hypothefi incommenfurabilia, eflent fimul commenfura.
bilia (7. §), contra (5. §)

9. Corollarium. 6.

Et vicifiim, undecunque conftiterit, nullum effle numerum, nec jnte-
gram, neque fraftum, aifignabilem, qui aequetur exponenti: rationis
quanti M ad quantum homogeneum N, conftabit eo ipfo, quanta M, N
efle incommenfurabilia; fecus deberent ea efle commenfurabilia CEYA
proinde affignabilis eflet talis numerus (6. §), contra hypothefin,

10. Theorema,

Pro quibustibet duobus quantis E > e inaequalibus extat numesys integes
m, proquo gffet E—em, vel E> em et fimul E < e(m+1).

Demonfltratio.

Cum minus quantum e inftar unius partis quanti majoris E liceat
fpeftare, poterit quantum E in partes aequales e, e, e, - - - ¢ mente
refolvi, ita ut numerus m haram partium per magnitudinem quanti E ejus-
demque partis e perfefte determinatus fit, utque aut hae partes fimul
fomtae exaequent quantum E, quo fiat E==em, aut eae omnes una com
quapiam parte x, quae minor {it parte e, totum E conftituant, adeoque fit
E=em-+x, proinde E> em, fed fimul E <e(m+1).

11, Corollarium. 1.

Pro quovis quanto e utcunque parvo et alio homogeneo E utcunque
magno extabit numerus integer r, pro quo réuplum quanti e eflfet majus

A2 quanto




4 INTRODUCTIO.

quanto E, nimiram er’> E (10. §): igitur pars rta quanti E minor quanto

Sice I
e, nimirum — E<e.

12. Corollarium. a.

Siquanta M, N funt incommenfurabilia, dari debet pars aliqua nts
‘quanti N minor quanto M (11. §.), et pro quavis ejusmodi parte, utcunqué
magni_denominatoris n, cum illa vulli parti aliquotae quanti M poilit
aequari (3. §.), cum ideirco M nullum pofiit effe multiplum ejusdem partis

(1.§.), debet extare numerus integer m, pro quo fiat M > N ]—;— et fimul

M;>N"‘";‘ (10. §.).

13. Corollarium, 3,

Ex his rationalium irrationaliumque ritionum natara elucet. Ratio
inter duo quanta M, N cemmenfursbilia eft rationalis, ut et illius expo-
mens, utpote aeqnalis determinato cuipiam nmuero integro vel fratto e,
pro quo fic M=Ne (6. §.). Ratio autem inter duo quanta, M, N incom-
menfurabilia eft irrationalis; exponens illius e eft Jurdus numerus few
srrationalis, nulli determinato numero, integro aut fraéto, acqualis (8 §.)

fed unitati incommenfurabilis, ita ut is pro iisdem numeris m, n fit e> =

m
n

ete<g =, pro quibus eft M= NTT et MﬁNELF- (x2. §.).

Scholion,
Exponens enim e fupponitur per id ipfum, quod is ex unitate 1
compleétitar, indicare, quantum in dara ratione M:N ex quanto N in M
continetur, fen quoties aut totum quantum N, aut certa pars aliquota

quanti N fumi debet, ut prodeat M: utprimum ergo eft M> N —:—1- et

M<N-nl;+—', quia id jpfum debet exponens e rationis M: N indicare;
m-+ ¥

u

i aias m m< 1
s Dimirdm e > 1.—B~ete<:1.-—n---

erit quoque e > —TE ete

14. DErINITIO.
Menfuram alicnjus quanti Q vocant quantum homogeneum q determi-
natae notaeque magnitudinis: quantum autem Q ope menfurae q metiri di-
cimur, dum rationem illivs ad menfuram q inveftigamus,

15.Corol
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15. Corollarium, 1.

Dato exponente e rationis quanti Q ad ipfius menfuram ¢, cum ¢e
ipfo fit Q=qe, poterit poni Q=e pofita menfura q=1: nimirum omne
quantum Q, fpeftata ejusdem magnirudine licebit per certum numerum €
exprimere, qui videlicet aequetur exponenti rationis quanti Q ad quantam
q pro ejusdem menfura afflumtum (14. §.), modo hic numerus ad unitatem
menfuram q denotantem relatus cogitetur.

Sic e. gr. in geometricis dimenfionibus, denotante q certum pedem
cubicum, fi numerus integer 4 vel fratus 4 fit exponens rationis dati
Cylindri C ad eundem pedem cubicum q; poterit poni C:=4 cafu primo,
et C==2 cafu fecundo, modo hi numeri ad ptdem cubicum q pro unitate
affumtum relati cogitentur, quo fiat, ut C=4 vel C=% tantundem deno-
tet, ac cylindrum C aequari quatuor pedibus cubicis q, vel quatuor 5tis
Bnius pedis cubici q.

Scholion.

Hoc fenfu omnis numerus concretus exprimit aliquod quantum, pro
cujus menfura fumta eft unitas, ad quam is numerus refertur; idemque
numerus, inftar abftrati fpeCtatus, dat exponentem rationis quanti per
illum numerum expreffi ad quantum pro ejus menfura affumtum. Sic e. gr.
8 horae exprimunt certum tempus, pro cujus nrenfura una hora eft fumta,
ita ut § fit exponens rationis ejusdem temporis ad affumtam menfuram.

16, Corollarium. 2.

Hoc tamen modo (15. §.) tunc folum licebit datum quantum Q per
certum numerum accurate exprimere, fiillud fit affumtae menfurae q com-
menfurabile: dum enim Q fuerit incommenfurzbile menfurae q; nullus erit
aflignabilis numerus e, pro quo poffit poni Q==qe, adeoque Q—e pro
q9=1 (13. §.).

17. Corollarium. 3.

Semper autem, dum datum quantum Q incommenfurabile fuerit

aflumtae menfurae q, poterit aceipi aliqua nta pars menfurae q minor

: Yitiel ; ] PR
quanto Q, et pro illa determinari numerus integer m, qui det Q>q =

et Q < qm-_-'_—l-.:q -r-r'——i—:—'([:. §.): hac ergo ratione poterimus adpro-

1 I

. m mn . . .
Ximare ad quantum q — =— i~ pro =1, cujus differentia a dato quanto
un o

A3 erit




6 INTRODUCTIO.

erit minor parte nm?— wmenfurae q, quod idcirco in praxi, ubi minutiae
1

folent negligi, quanto Q poterit fubftitui, fi numerus n adeo magnus fit,
ut pars nta menfurae q citra notabilem ervarem pofiit negligi.

Scholion.

Ponamus dari triangulum reftangulum, quod habeat hypothenufam h,
et cathetos aequales q, q; erit h*—=q>+4q*>=29> hinc h—=qy"2. Ex-
ponens rationis hypothenufae h ad cathetum q et 2, nulli idcirco
numero aflignabili, nec integro peque frafto, aequalis; hypothenufa h
eft incommen(urabilis catheto q; fumta catheto q=1 pro menfura hypo-
thenufae, poterit quidem poni h==\2, fed h nullo numero affignabili
poterit exafte exprimi. Interea licebit adproximare ad re€tam qe, cujus
differentia ab hypothenufa h minor fif data quacunqne parte decimali

——— ipfius catheti fi nimirum extraftione radicis " 2 adproxi-
q. 100 o p ’ P

CO-»=

metur ad numerum e, cujus differentia a radice "2 minor {it parte decimali

unitatis,

100=-70
18. Corollarium 4.

Interea etiam eo cafu, quo quantum Q fuerit incommenfurabile

sfumtae menfurae q, quo cafu idcirco pro quovis numero integro n alter
- " . m m I

m extiterit, qui det Q}>q o et Q <gq :-

Q=qe, hinc Q=e pro =1, modo per e intelligatur numerus furdus

m-:l (13. §.), ad quem

(12. §.), licebit ponere

g . m : :
femper major fraftione — et miaor frattione
per (17. §.) adproximare liceat.

Scholion,

Exprefliones hae, utriusque generis, <quantorum per numeros (15,
18. §.) amplillimum habent ufum in univerfa mathefi adplicata, ipfaeque
adproximationes in (17. §.) expofitae utilifime adhibentur, ubi fumma accu-
ratio nec poflibilis eft, neque neceffaria. Verum unbi de demonftrandis
quantorum relationibus agitur, ne certitudo evidentiaque mathematica pati-
tur , fammo rigore opus eit, eoque ipfo ab incommen(urabilitate quantorum
nunquam licet praefcindere, et ea, quae de quantis pro commenfurabilibus
fumtis demonftrata habentur, ad quanta generatim {fumta extendere:; quo.
ties idcirco relatio aliqua duorum aut plurium quantorum in fequentibus
demon-
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demonftranda faerit, quanta ejusmodi in utroque ftatu confiderabimus, quo
evidenter apparear, utrum talis relatio de iis [emper, feu illa fint commen-
furabilia, feu incommenfurabilia, poflit praedicari, atque in hunc finem
fuljungam criteria, tam aequalitatis duorum quantorum uni tertio incom-
menfurubilium, quam proportionalitatis quatuor quantorum talis indolis.

19. DEriNITIO.

Quantom aliquod g bis, ter, quater, et generatim ries contineri dice=
tur in dato quanto G, fi quantum g ries fumtum exaequet aut toturn quan-
tom G, aut unam partem quanti G, ita ut pars altera quanti G minor fit
quanto g-

E. gr. Numerus 4 tey continetur tam in 12, quam in 15, quia nume-
rus 4 ter {umtus exaequat totum numerum 12, et unam partem numeri 15

ita ut pars altera 3 hujus numeri minor fit numero 4.

20, Theorema,

Si dentur duo quanta inaequalia U > u, sadesmgue comparentur cum
guanto tertio homogeneo V; poffibilis debebit e/fe pars aliquota gquanti V,
quae in quanto majove U pluries contineatnr, quam in minore u.

Demonftratio.

Quidquid fint quanta U, u, V, debet neceflario extare pars aliquota
quanti V, quae minor fit fingulis quantis U, u, eorundemque differentia
U—u=D (11.§.), quae idcirco, {i non pluries, femel tamen continea-
tur in u, et femel in D (19. §.), adeoque pluries in U=u-+4D quam in w.

Theorema,
Duo quanta Z, X uni tertio z incommenfurabilia erunt nece[fario inter
Je aequalia, fi pro quovis utcunque magno numero integro n extet alter

- m m- I o m
numerus integer m, quo fiat tam Z>z—et Z <z , quam X > z -
n

m-41

¥ X<
Demonfiratio.

Pro qualibet nta parte quanti z d:ri numerum integram m, pro quo fit

m I
tanr?:./u—et Z <‘7——+——, quam X>z— et \<z-——-~|—--— tantundem
n n n
fignificat, ac quamlibet partem aliquotam quanti z in quovis quantorum

) X toties contineri, quoties ea continetur in altero (19. §.): in alfumta

hype-
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hypothefi eft ergo impofiibilis pars aliquota qu-'nti z, quae in alterutro
quantorum Z, X pluries guam in altero contineatur, unde neceffario
fequitur, quanta-Z, X, cum nequeant efle inaequalia (20. §.), effe inter
{e aequalia.
22, Theorema.

Si, datis quatuor quantis M, N, P, Q, pro guolibet atcunque maogno

aumero integro n alter numerus integer m fuerit poffibilis, qui det tam
m m-1 m .+.

M:>N-H~etM<:N-—-n—-—-,guamPI>Q e 4t Pty (12. §.), erit
ratio quanti M ad N aequalis vationi quanti P ad Q, feu eut M:N=P:Q.

Demonftratio.
Si enim quantum x {it homogeneum quanto Q et petatur ratio quanti
x ad Q, aequalis rationi quanti M ad N, quo fiat M:N=—x:Q; necefle eft,
ut tantundem contineat x ex Q, quantum continet M ex N: pro iisdem

ergo numeris integris m, n, pro quibus fuerit M > N — etM<N — = + . ’

debebit etiam efle x t.:-Q;— et x< Q-—-—n—- . Quare, cum per hypo—

thefin it P> Q -rni et P<Q m-:; : ; erit neceflario x:=P (21. §.), con-
fequenter M:N=P:Q.

DISSER.
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DISSERTATEO L
DE
GENERALIBUS QUIBUSDAM CORPORUM PHYSICO.
RUM, VIRIUMQUE IN ILLA AGENTIUM
PROPRIETATIBUS.

23. DEriNiTIO,

Tria in omni corpore phyfico merentur notari: Polumen, feu pars {patii,
quam totum corpus occupat: Majja, feu quantitas materiae {ub eodem
volumine contentae: Pori denique, feu interstitia omni materia, ad maf-
fam corporis pertinente, vacua et per totum volumen, tefte experientia,
diffeminata.

24. Corollarium 1.

Inventio voluminis dati cujuscanque corporis phyfici ab jisdem
pendet principiis, quibus determinatio foliditatis corporum geometricorum
pititur (23. §.).

E. gr. Volumen cylindri plumbei aequabitur produtto ex area bafeos
in altitudinem cylindri; volumen coni lignei erit aequale uni tertiae pro-
duti ex area bafeos in altitudinem coni, et fic porro.

25, Corollarium 2.

Utcunque autem dati alicujus corporis volumen notum fuerit, poterit
ejusdem mafla penitus ignorari (23.§) Cum enim partem unam voluminis
mafia expleat, partem vero alteram pori occupent; nifi fpatiom innotefecat,
quod omnes pori dati corporis fimul fumti occupant, impoffibile erit
fpatium nofcere, quod ejus mafla explet.

B2 26. Co.




12 DISSERTATIO LI

26, Corollarium 3,

Interea facile ex (23. §.) elucet, maflam cujuslibet corporis eo den-
fiorem futuram, quo minor fuerit pars dati voluminis, quam omnes pori
occupant, quo magis idcirco particulae materiales maffam corporis confti-
tuentes ftipatae, feu quo viciniores illae inter fe fuerint, ita ut generatim,
quaelibet maffa eo denfior futara fit, quo major fuerit illius quantitas
fub determinato volumine.

: 27. DEFINITIO.

Quamobrem, {i mafla per certum volumen fic fit diffufa, ut quaevis
partes aequales ejusdem voluminis, utcunque magnae aut parvae, eandem
maflae quantitatem comple@antur, eadem erit in omnibus voluminis par-
tibus maflae denfitas, ipfaque mafla vocabitur aequabiliter denfa: corpora
autem aequabiliter denfa vgcabuntur, quorum maflae (23. §.) aequabiliter
denfae fuerint. Generatim autem duo corpora, quorum maflae ejusdem
vel diverfae fpeciei materia conftiterint, ute. gr. duo globi aurei, vel duo
globi, quarom unus fit plumbeus, et alter aureus; erunt homogenea cafu
primo, et heterogenea calu fecundo. Hinc intelligitur, quid fignificet,
corpus aliquod C efle homogeneum : quoties nimirum omnes, magnae et
parvae partes corporis C ejusdem fpeciei mafla conftiterint; dicetur C
effe corpus homogeneun. ‘

28. Corollarium 1,

Si corpus C voluminis V fit aequabiliter densum, fumaturque aliqua
pars ¢ ejusdem corporis, cujus velumen aequetur parti dimidiae, gut 3tiae,
vel 4tae, aut generatim parti ntae totius voluminis V; debebit quoque
mafla partis ¢ aequari uni n¢ae parti maflae totius corporis C (27. §.)

2g9. Corollarium 2.

Quare, fumta alia parte q corporis aequabiliterdenfi C; cujus volumen
fit rtuplum voluminis partis p; erit etiam madla partis q rtupla maflae partis
P (28. §.): quaevis idcirco pars q corporis aequabiliter denfi C, cujus
volumen fuerit réuplum unius ntge partis voluminis V totius corporis C, habe-
bit quoque maffam rfup/am unius niae partis maffae totius corporis C (28. §.).

g3o0. Corollarium 3.

Si duo corpora aequabiliter denfa fub eodem volumine inaequales
maflas compleantur, ita ut mafla unius corporis aut totam maffam alterius
ries
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ries fumtam, aut unam nfam partem hojus maflae ries acceptam exaequet;
debebit etiam denfitas prioris corporis aut totam denfitatem, aut unam
ntam partem denfitatis pofterioris corporis ries fumtam exaequare (27.
26. §.).

31. Corollarium 4.

Quodfi autem duo corpora L, I aequabiliter denfa fub inaequalibus vo-
luminibus K, k eandem maffae quantitatem compleftantur; erit mafla cor-
poris 1, cujus volumen k minus eft, denfior quam mafla corporis L, cu-
jus volumen K eft majus. In hac videlicet hypothefi continebit pars cor=
poris L, cujus volumen exaequat volumen k corporis |, minus maflae, quam
corpus | fub volumine k compleétitur (27. §.); confequenter erit denfitas
maflae in illa parte corporis L minor denfitate maffae corporis 1 (20- §s
eoque ipfo erit quoque denfitas maffae totius corporis L minor denfitate
maffae corporis 1 (27. §.)-

32. Corollarium 3.
Ponamus, corpora L, | aequabiliter denfa fub inaequalibus volumini-

bus K, k eandem maflae quantitatem x compleéti, efleque k= K —:1-, vel

i . ; .
k=K —, nimirum volumen minus corporis I aequale aut uni nfae part!

majoris voluminis K corporis L, aut rtuplo unius ntae partis voluminis K;
debebit reciproce denfitas corporis L aequari aut uni ntae parti denfitatis
corporis 1, aut rtuplo unius ntge partis hujus denfitatis. Nam pars x cor=

poris L, cujus volumen fit —K —;; vel =K -nL, habebit maflam pariter
1 ' i L . ;
=p 0 vel = —:;- (28. 29. §.): igitur erit denfitas partis x corporis L,

eadem cum denfitate_totius corporis L (27. §.), vel = ,j_:_ vel :-:;—den-
fitatis corporis 1 (30. §.).
33. Corollarium 6.

Corpora homogeriea et aequabiliter denfa, omnesque illorum partes,
utcunque magnae vel parvae, eandem habent maflaram denfitatem (27. §.).

34. Theorema.
Denfitates D, d duorum corporum aequabiliter denforum , maffas inae-
guales M, m fub eodem volumine continentium, [unt in vatione direfla maf-

Jarum, few effi D:d=M:m,
B3 Demon-
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Demonflratio.
Maffae M, m vel funt commen(urabiles, vel incommenfurabiles (3.§.).

. * 3 . . r
Primo calu neceffario extabit numerus integer r vel fraftus —, pro quo
; Do ARl

fit M:mr\relh‘_m — (6. §.): igitur erit etiam D=dr, vel D=d 5
n
30. §.), hinc utroqu\, c.llu D:d=M:m.

Sint jam maffae M, m incommenfurabiles; neceffe eft, ut pro quolibet
utcunque magno numero integro n extet alter numerus integer r, pro quo

fiat M ;:m%et M< mr—jl_—z (12.§.). Quare, cum pro M::m% vel M

rloy
= m ——— neceflario fieret D'—d — vel D=d-=
1

elfe pro iisdem numeris D:}dL— et D< d%—l- (26. §.), hinc D :d

=M:m (22, §.)

2 (30.§), debebit

35. Theorema.

Denfitates D, d duorum corporum aequabiliter denforum, eandem maffa¢
quantitatem fub diverfis voluminibus V, v continentium, [funt in ratione in-
ver(a voluminum, feweff D:d=v:V.

Demonftratio.
Volumina V, v commenfurabilia pofiunt effe, vel incommenfurabi-

lia (3.§.). Cafu primo dabitur certus numerus integer n vel fractus 'ri’
pro quo fit V=vn vel V= v— (6.5.)s quo fiat \"“V—--velv-—-V—-

confequenter erit reciproce D:d—n—- vel D= d-; (32. §.), et ideo
utroque cafu D:d=v: V.

Quodfi vero volumina V, v fintincommenfurabilia debebit, pro quolibet,
utcongue magno, numero integro n extare alter numerus integer r, quo

fiat \F'P\’Ln et Vv r—]—t—‘(m.&): cumigiturprcV"*v—veth» —i_—l-

r+r

deberet efle reciproce d =D Er_ vel d=D (32 §.), erit re ipfa

,’:>D-— etd<D————(,r §), hinc d:D=V:v per (22. §.).
36, Co-
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56. Corollarium .

Denfitates D, d duorum corporum aequabiliter denforum, inaequales
maflas DM, m fub inaequalibus voluminibus V, v continentium, f{unt in.
ter fe in ratione compofita ex direfta ratione maflarum, et inverfa vo-
laminum, feu eft D:d=Mv:m V. Si enim cogitetur tertiom corpus
aequabiliter denfum, cujus denfitas fit §, maffa M, et volumen y; erit

Did=v:V per (35. §);
d:d=M:m per (34. §.):
igiter multiplicando
Déd;dd=vM:Vm, feu D:d—=vM:Vm.

37. Corollarium 2. n

Pro corporibus homogeneis aequabiliterque denfis erit per (33.§.) in
(36. §) D=d, hinc vM=Vm, et M:m=V:v, nimirum : maffae duo-
rum corporum homogeneorum et aequabiliter denforum funt inter fe in
ratione direfta volaminum.

38. DEriNiITIOM

Corpus, quod aut conftanter in eodem loco manet, aut locum con-
tinno mutat, dicitur quié/cere cafu primo, et moveri cafu altero: quidquid
autem aut aétu aliguem motum producit, ant eum producere nititur, ita ut
is fublatis impedimentis neceflario debeat fequi, ei Zim motricem velut
motus caufam tribuimus,

39. DEFINITIO.

Omne corpus, tefte experientia, ita eft comparatum, ut illad per-
petuo deorfum urgeatur; atuque labatur, nifi quid lapfum impediat: vis,
quae omnia corpora circa terrae fuperficiem deorfum urget, vocatur Gra-
vitas feu Vis gravitatis,

40. Corollarium 1,

Omne corpus, quantumlibet parvum id fit vel magnum, eft grave
(39. §.

41. Corollarium a.

Utrum minimae omnium corporum phyficorum particolae aeque gra-
ves fint (40. §.), fingulae nimiram pari efficacia a vi gravitatis deorfum

urgeantur (39.§.), nondum hic poteft definiri: afflumemus id interea inftar
hypo-
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hypothefeos, quae, prouti deinceps videbimus, cum experimentis fumma di-
ligentia inftitutis, calculisque legitime fuperftrutis quam optime confentita

Scholion.

Haec tamen de quavis terrae regione feorfim {umta debent intelligi.
Sicut enim ex variis obfervationibus exprimentisque in certa regione, quae-
cunque ea fit, inftitutis clare videtur fequi, eandem efle efficaciam vis
gravitatis in minimas omnium corporum ejus regionis particulas; fic ex
aliis obfervationibus et experimentis aeque clare fequitur, efficaciam vis
gravitatis in minimas corporum particulas diverfam effe in diverfis terrae
regionibus.

42, DEFINITIO.

Perpetua experientia docet, minima omnium corporum libere (nimi-
tum ob folam vim gravitatis, quin aliud aliquid in motum ab ejus attione
pendentem quaqua ratione influat) {abentium percurrere reftas inter fe ad
fenflum paraﬂe]as, atque ad fuperficiem uquae f{tagnantis perpendiculares:
ob hanc caufam vocari folent ejusmodi reftae jam Lineae verticales, jam
.gravitatis Direlfiones,

43. Corollarium.

Filum tenue, e cujus uno extremo globulus plumbeus, aut aliud ali-
quod grave corpusculum libere pendeat, exhibebit, quiefcente hoc cor-
pusculo, dire€tionem gravitatis (42. §.).

44. DEFINITIO.

Planum verticale eft, quod talem habet fitum, ut impoffibile fit, ex
aliquo ejus punéto lineam verticalem demittere (42. §.), quin illa tota in
eodem plano, produéto fi opus eft, jaceat, Horizontalem autem lineam vo-
cant, ad quam linea verticalis (42. §.) eft perpenéicularis: et planum ho-
rizontale dicitur, ad quod linea verticalis eft perpendicularis, ita ut illa cum
plano, ex omni parte, angulos reftos comprehendat.

45. DEFiNITIO.
Pondus abfolutum cujuslibet corporis, feu fimpliciter Pondus eft tota
preflio, quam vis gravitatis in illo producit (39. §.).
Scholion.
Pondus corpor’s diftingui debet a vi gravitatis in corpus agente, velut

effettus a fua caufa. Si e, gr. globum plumbeum G manu fuftineas, maoum
certa
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certa efficacia deorfum premi experieris: nimirum globus G a' vi gravita-
tis deorfum premitur, et iltam preflionem, quam vis gravictatis ut caufa
effeétum (38. 39. §.) in globo G producit, is neceflario perfentiscit, qui
glooum G manu fuftinet; eandem vero prelfionem nomine pouderis globi
G folemus intelligere.

46. Corollarium 1,

Cum quaelibet particula dati corporis C a vi gravitatis deorflum urgea-
tur (39. 40. §.); debebit pondus corporis C aequari fummae preflionum,
guas fingulae particulae materiales ejusdem corporis ob vim gravitatis
perfentifcunt (45. §S.).

47. Corollarium 2.

Quare, cum minimae particulae omnium corporum pari efficacia a vi
gravitatis premantur (41. §.), fic pendebunt pondera P, p duorum cor-
porum ab illorum maflis M, m, ut pondus P debitum maflae M futorum
fit aequale ponderi p, vel majus aut minus pondere p debito maflae m,
prout fuerit mafla M aequalis maffae m, vel major aut minor mafla m
(46. §)).

48. Corollarium 3.

In (pecie vero, fi maila alicujus corporis A fuerit rfup/a maflae al-
terius corporis B, vel rtupla unius nfge partis maflae corporis B; debe-
bit etiam pondus corporis A eflfe rtuplum ponderis corporis B cafu primo,
vel rtuplum unius ntge partis ponderis corporis B cafu fecundo (46.47.S.).

49. Theorema.
Pondera P, p quorumvis duorum corporums maffas M, m lLabentiwm
Jint his maffis proportionalia few eft P:p=M:m.
Demonfiratio.

Mafflae M, m commenfurabiles funt, aut incommenfurabiles (3. §.).
Pro maffis M, m commenfurabilibus debet dari numerus integer r vel frattus

'-:-;—,.pro quo fit M=mr vel M=m % (6. §.): igitar etiam P=pr
vel P=p —;— (48.S.), adeoque utroque cafu P:p=M:m.

Si vero maflae M, m fint incommenfurabiles, debebit pro quolibet
utcanque magno numero integro n extare alter numerus integer r, qui
Volumen II. C det
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det M>m— et M< m s s (12. §.): quare, cum pro M=
n n i
vel M=m r-:l deberet fieri P:p—%— vel P=p "'1" (48 §.);

r4+

nl (47.§.), et ideo P:p=M:m

erit re ipfa P .':>p% et P<p

(22. §-).
50, Corollarium 1.

Si duo corpora aeguabiliter denfa habeant volumina V, v, maffas
M, m, pondera P, p, et denfitates D, d; erit D:d=Mv:mV (36.§.),
et M:m=P:p (49. §.): igitur D:d=Pv:pV, nimiram: denfitates duo-
rum covporum acquabiliter denforum funt in ratione compofita ex ratione
divelia ponderum et inver/a voluminum,

51. Corollarium 2.

Semper autem, dum duo corpora fuerint homogenea et aequabiliter
denfa (27.§.), ervnt illorom pondera inter fe in ratione dire@a volu-
minam, nimiram: P:p=M:m (49.§.) et Viv=M:m (37. §.), hine
P:p=V.:v.

52. Corollarium y.

Quodlibet corpus determinati ponderis p habet maffam m perfeéte
determinatam, ita ut nullom alind corpus ejusdem ponderis p plus vel
minus, quam m, maflae poflit habere (47.§.): quamobrem, fumto certo
pondere p pro menfura omnium ponderum, fumtaque maffa m ei debita
pro menfura omrium maflarnom (14. §.), facile omnes corporum maflae

per eorum pondera, et haec per illas aeftimabuntur. Cum enim fit
M e
P m (49- §.); patet, exponentem rationis geometricae cujuslibet

ponderis P ad aflumtam illinas menfuram p aequalem faturum exponenti
rationis maffae M debitae illi ponderi ad ejusdem maifae menfuram m:
quodfi ergo per M intelligatur, non maffa corporis pondus P habentis,
fed exponens rationis hujus maflae ad aflumtam menfuram m, licebit po-
nere pondus P=M, exponente M relato ad unitatem —p; et fi per P,
non pondus corporis habentis maffam m, fed exponens rationis hujus
ponderis ad affumtam menfuram p intelligatur, poterit poni ipfa mafla
M=P, exponente P relato ad unitatem =p (15.18. §).

Scho.
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Scholion,

Hoc fenfu in fequentibus maffae corporum determinabuntur per ipfo.
rum pondera, et pondera per maflas, ea nimirum ratione, qua in dif-
quifitionibus geometricis arcus per angulos, et hi per illos folent deter.
minari. Si e. gr. pondus p unius librae pro menfura omnium ponderum,
et maffa m corporis, cujus pondus uni librae aequatur, pro menfura
omninm maffarom fumatur, tum detur alicujus corporis C mafla M —= 8§
id eft 8pla maflae m; dicetur illius pondus efle P—=8, nimirum Splum
ponderis p unius librae, adeoque 8 librarum: dato vero pondere P—3}
id eft aequale 3 8vis unius librae; erit ejus mafla M=}, nimirum aequa-
lis 3 8uis mafflae m. Ceterum notent fibi tyrones, faepenumero ipfa
corpora gravia nomine ponderum intelligi; fic e. gr. ubi in fequentibus
de ponderibus quibusdam A, B, C e datis punétis pendentibus fermo fue-
rit, re ipfa nomine ponderum debebunt intelligi corpora, quorum pon-
dera fint A, B, C.

53. DEFINITIO.

Quaevis maffa aequabiliter denfa fic eft conformata, ut ea fub quibus.
libet voluminibus aequalibus det pondera aequalia (27. 47. §.), quo fit, ut
fi pondus talis maffae fub certo volumine nofcatur, eo ipfo etiam illius
pondus fub dato quovis alio volumine pofiit determinari (51. §.). Ob hane
caufam quaevis maffa aequabiliter denfa fub determinato quopiam volumi-
ne v, e.gr. volumine unius digiti, vel pedis cubici, folet.confiderari:
pondus vero maffae {ub tali volumine vocatur ejus Gravitas refpeliva, aut
Jpecifica, feun Pondus vefpeitivum , nimirum reftritum ad determinatum vo-
lumen v, Mafla aequabiliter denfa certae {peciei (e. gr. aurum) determi-
natum habet pondus fub determinato volumine v, diftinétum ab illo pon-
dere, quod alterius fpeciei mafla (e. gr. argentum) fub eodem habet yvoly.
mine, unde ratio denominationis gravitatis Jpecificae elucet,

54. Carollarium 1.
Si P fit pondus maffae aequabiliter denfae fub volumine V, et G
illius gravitas fpecifica reftricta ad volumen v; erit P:G=V:v (53.51.§.)

55. Corollarium 2,
\4
Ex (54. §) fequitur P=G —, hinc P—=GYV pro-v==1, quo fiat,
ut V exprimat exponentem rationis voluminis, fub quo pondus P’ continetur,

C 2 ad
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ad volumeh v. Si ergo cognita gravitate fpecifica G maffae alicujus cor-
poris C petatur pondus P hujus corporis; fumatur volamen v, ad quod
gravitas fpecifica fit reftri®ta (53. §.) pro menfura voluminis V ejusdem
corporis, tum, determinato exponente rationis ejusdem voluminis V ad
menfuram v (14. 15. 18, §.), ducatur in illam gravitas fpecifica G.

E. gr. Peratur pondus P cylindri ferrei, cujus radius bafeos fit r=—6
digitis, et altitudo a==2 pedibus, data gravitate fpecifica ferri G= 55815,
quae pondus unius pedis cubici ferri exprimat. Si V denotet volumen
cylindri, pro cujus menfura {umatur pes cubicus; erit, denotante 7 fe-
miperipheriam circuli radio =1 deferipti,

Ve=anr2=2.3, 141.5=1,57 ped, cub.

P=G V=558 1,57=876,06 b,
56. Corollarium 3.

Volumen zotem erit V=v _([;_ (54 §.), fen V:%— pro v=1.

Dato itaque pondere P, dataque gravitate fpecifica G maffae alicvjus cor-
poris C, invenietur volumen V ejusdem corporis, fi pondus P dividatur
per gravitatem fpecificam G, tom per quotum relatum ad onitatem =—v
exprimatur volumen V (15. 18. §.).

E.gr. Si P =876.06 It fit pondus cylindri ferrei, et G = 558 {§
gravitas fpecifica ferri aequalis ponderi ferri in uno pede cubico =v;
erit volumen ejusdem cylindri

876,06 b
V:—*'S'S—gr—s——“:l, 57 pEd- cub,
57. Corollarium 4.
Et ipfa gravitas fpecifica erit G=P. —{;—-(54, §), feu G:Ph—Y-

e -,F—}—pro V=1. Quare, dato poundere certi corporis invenietur gravi-
tas fpecifica G illins maflze, fi volumen v, ad quod gravitas fpecifica G
debet reftringi (53. §.)s fumatur pro menfura veluminis V, tum invento
exponente rationis hujus voluminis ad menfuram v (14. 15.18. §.), divi-
datur per illam pondas P,

E. gr. Si, dato pondere P=876,06 th cylindri ferrei, quaeratur gra.
vitas fpecifica G ferri, quae exprimat pondus ferri in uno pede cubico=v;
quae=
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quaeratur ‘volumen V:i=1,57 ped. cub. ejusdem cylindri, tum per 1,57
dividatur P: erit enim

G_876 ob I'B

1. 57
58. Corollarium 5.

Si gravitates fpecificae G, g duarum maffaram sequabiliter denfarum
2d idem volumen v refiringantur, adeoque denotent pondera talinm maf-
farum fub eodem determinato volumine v contentarum (53. §.), denfitates
vero earundem maflarum fint D, d; erit D, d=G:g (50 §)-

§9. Corollarium 6.

Hac ratione, affumta denfitate d certae maffae aequabiliter denfae
pro unitate feu menfura denfitatum omnium maflarum aequabiliter denfa-
rum, cognitaque gravitate fpecifica g illius maffae, facile innotefcit den~
fitas D cujuslibet alterius maffae, data ejus gravitate fpecifica G ad idem
\olumen reftricta, ad quod grav:t'\s fpecifica g relata fit: erit nimirum

-—-E— pro d=1, aut etiam D=G pro

558 tb.

g=1, id eft, exponens rationis gravitatis fpecificae G maflae M ad
gravitatem fpecificam g maffae m, relatus ad unitatem aequalem denfifati
d hujus maffae exprimet denfitatem D maffae M (r15. 18 §.).

E.gr. Si denfitas d aquae fumator pro menfura denfitatum reliqua-
rom maflarum, fciaturque exponens =14 gravitatis fpecificae mercurii
ad gravitatem fpecificam aquae; erit denfitas mercurii D=—14, hoc nu-
mero ad unitatem —d relato, quo fiat, ut D=—14 tantundem denotet,
ac D=d 14, adeoque fignificet, denfitatem mercurii efle 14p/am denfita-
tis aquae,

Scholion.

Veri fimillimum quidem eft, nullas in natura mafas extare, quae fint
aequabiliter denfae, unde fequi!videtur, ea, quae haftenus de talibus maf-
fis funt demonftrata, ad corpora, qualia in natura re ipfa occurrunt,
non pefle applicari. ~ Verum conftat quoque, dari maflas, quae ad aequa-
biliter denfas proxime accedunt, ita ut ad fenfum pro talibus poffint ha-
beri. Si e. gr. pondera duorum aut pluriam plumbeorum globorum ejus-
dem diametri ope exquifitiffimaer bilancis feorfim explores; nullum inter
‘illa difcrimen notabile deprehendes: unde neceflario fequitur, quemvis

C 3 globum
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globum plumbeum ejusdem diametri eandem ad fenfum quantitatem maflae
continere (47. §.), confequenter maflam plumbi pro aequabiliter denfa
pofle haberi. Ad tales ergo mallas praecedentia principia femper licebit
applicare, eo videlicet rigore, quem in omni praxi, ubi minutiae facile
negliguntur, folemus obfervare.

6o. DEFINITIO,

Divifio corporum in folida, fluida, dura, ctc. repetenda eft a di-
verfo gradu cohaefionis inter particulas materiales ea corpora conftituen-
tes: quidquid illa fint, non eft, cur hic illorum definitiones quaeramus;
dabimus eas, ubi de talibus corporibus in fpecie actum fuerit. Suppo-
pemus enim in fequentibus, omne corpus efle rigiduem (eu perfelfe durum,
pimirum tale, cnjus omnes partes, etiam minimae, tanta vi inter fe co-
haereant, ut refpettivi illarum fitus a nnliis aflignabilibus viribus poffint
turbari.

61. DeriniTIO.

Omnis vis motrix debet maffam, in quamilla agit, ad motum folli.
citare (38 §.) ¢ dum hanc ab illa #rahi, urgeri, premi, etc, dicimus, ean-
dem vis motricis attionem, nimirum f{ollicitationem ad wmotum, f{ed fub
diverfo refpeftu confideratam indicamus.  Aequales dicentur vires, fi
quaevis illarum datam maffam eadem efficacia ad motum follicitet: quod
autem aliqua vis majori, alia minori efficacia id praeftet; erit illa major,
et haec minor, fimulque fumtae vires inaequales erunt.

62. Corollarium.

Quaecunque vis V agat in punftum c datae maffae mn (1. Fig.) di-
reftione ¢V, {femper licebit cogitare pondus unum P, quod, fi e punéto c li-
bere penderet, punftum c deorfum directione verticali ¢P tanta efficacia
ad motum urgeret, quantaillud a vi V ad motum direftione ¢V conci-
piendum urgetur, id eft; quaevis vis V poteRt aequari certo ponderi P
(61. §.), atque hoc fenfu vires per pondera folent aeftitnari.

Scholion.

Fieri poteft, ut, durante motu alicujus maffae, vis V maffam continuo
movens continuo mutetyr, crefcat nimirum vel decrefcat: hoc cafu de-
bebit vis V quovis momento alteri ponderi aequari, majori vel minori,
prout illa eodem momento major evaferit vel minor. Verum in fequen-
tibus
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tibus nifus dantaxat virium ad motus prodacendos in confiderationem voca-
bimus, nullam mutatiopis rationem habituri, quam fors nifus illi fubire
deberent, fi motus re ipfa fequeretur.

63. DeriniTIO.

Si duae aut plares vires datam maffam ad motum follicitent, fefe ta-
men ita impediant, ut ideo folum nullus in eadem mafla motus fequatur,
Jicet haec a qualibet vi ad motum poflit concitari; dicentur eae vires efle
inter fe in Aequilibrio.

64. Corollarium 1.

Quotcunque vires A, B, C, - - - a,b, ¢, - - - &, B, v, etc. agant in
datam maflam, debebunt omnes inter fe eflfe in aequilibrio, fi vires
A,B,C, etc. inter fe, vires quogue a, b, c, etc. pariter inter {e, et a, 3,7y, etc.
etiam inter fe feorim fuerint in aequilibrio €63. §.).

65, Corollarium 2.

Et i omnes vires P, Q, R, - - - Z, m, n, - - - x in certam maflam
agentes fint inter fe, et aliqnae illarum P, Q, R, - - - Z inter fe feorfim
fint in aequilibrio; debebunt etiam reliquae vires m,p, - - - X inter fe

feorfim effe in aequilibrio (63. §.)-
66. Corollarium 3.

Vires sequales V, U (1. Fig.) in idem datae maffae mn punétam c
fecundum direétiones ¢V, cU oppofitas, in una reéta VU fitas, agentes
erunt neceflario inter fe in aequilibrio (61. 63. §.).

67. Corollarium 4.

Si autem vires V > U in punétum c maflae mn fecundum oppofitas
diretiones ¢V, cU agentes {int inaequales, mnon poterunt eae efle in
aequilibrio, fed punftum c concipiet neceffario motum aliquem fecundum
direftionem ¢V vis majoris V (61.63. §.).

68. Corollarium 3.

Vicifim ergo, fi duae vires V, U agentes in punftum ¢ maflae mn
fecundum dire€tiones oppofitas ¢V, cU fint inter fe in aequilibrio; de-
bebunt eae inter fe efle aequales (67. §.).

69. Corollarium 6.
Si autem duae vires V, U agentes in punftum c diretionibus oppo-

fitis ¢V, cU non f{int inter fe in aequilibrie, fed re ipfa motum aliquem
in

Fig. L
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in pun&o c direftione ¢ U producant; eruat vires V, U inaequales,’ vis.
que U erit major vi V: nam nec V=U poteflt efle (66.§.), nec V >U
(67. §- :
70. Corollarium 7.

Quae in (66. 67. 68. 69. §.) de duabus viribus V, U in idem pun&um
¢ datae mafifae mn agentibus difta funt, ad vires etiam A, B in duo di-
verfa maflae mn puncta b, a agentes debent extendi, modo mn fit mafla
corporis rigidi (6c. §.), et direftiones virium bA,aB oppofitae cum pun.
&is b, a in una reta AB jaceznt: eadem enim eft in hac hypothefi a&io
utrinsque vis in quodvis pun&um b, a, ac fi vis utraque in punCtum a,
vel utraque in b immediate ageret.

71. Corollarium 8.

Fig.2. - Si, fumta quacunque linea mn (2. 3. Fig.) perfe€te inflexili feun rigida

(60. §.) et libere quaguaverfus mobili, cogitentur in ejus punftaa,b,c,d,e,
agere vires, A, B, C, D, E directionibus a A, bB,cC, d D, eE inter (e pa-
rallelis, ita ut aut omunes ad eandem lineae mn partem jaceant (2. Fig.),
aut aliquae 2 A, bB, ¢C, ad unam, aliae vero dD, eE ad partem ejus op-
pofitam cadant (3. Fig.), fic tamen ut hae ipfae direCtiones dD, eE ad
partem certi punfti 7 in linea mn ei oppofitam jaceant, ad quam priores
aA, bB, ¢C jacent; impofiibile erit aequilibrium inter vires A, B, C, D, E

(63. S)-

72. Corollarium g.

Tig. 11, Sit linea AB (r1.Fig.) fulcro immobili b in C ita innixa, ut circa il-

lud libere pofiit converti. Si ejus punétum B a vi quacunque Q diretione
BQ ad motam follicitetur; debebit neceffario linea AB circa C moveri,
pun&umque ejus A progredietur in arcu A« radii AC: verom fi in A
adfit fulcrum immobile a, nafcetur ob aftionem vis Q certa preflio in
pun&o A verfus fulcrum a determinata quapiam diretione Ay, atque hanc
ipfam preflionem debebit fulcrum a fuftinere, ne ob illam punftum A motum
aliquem in arcu A« concipiat: quare, cum pro omni preffione vis aliqua
poffit cogitari, quae in punftunr; quod premitur, immediate agens, in
illo eandem preflionem producat; poflibilis erit quoque certa vis P, quae,
fi in pun&um A direftione oppofita AP agat, illud hac direftione eadem
efficacia ad motum f{ollicitet, qua id direftione A y a vi Q follicitatur, quae
idcirco, fublato fulcro a, cum vi Q fit in aequilibrio (63. §.).
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73, Corollarium 10,

Quodf{ vero fupponas, reftam AB circa fixum punétum C libere pofle
moveri, vires tamen P, Q diretionibus AP, BQ in ejus punfta A, B
agentes inter fe effe in aequilibrio (72. §.); necefle eft, ut pun&tum C
ejus lineae werfus fulecrum immobile b determinatam quampizra preflionem
certa dire@tione Cv perfentifcat, ob quam, nifi illam f(uftineret fulcrum b,
punétum C direttione Cv motum conciperet: ea propter, quia pro qua-
libet preflione, quam datum pun&um perfentifcit, vis aliqua eft cogitabilis,
quae immediate in illud punétum agens, parem preflionem data diretione
producat; pofiibilis eft vis Z, quae, fublato fulcro b, punéum C direc-
tione oppofita CZ tanta efficacia ad motum urgeat, quantaid a viribus
P, Q direftione Cv urgetur, quae proinde cum his viribus fit in aequi-
librio (63- §-).

74. Corollarium 11,

Hinc (72. 73.§.) perfpicuum fit, femper, fi in unum punftum B datae
lineae AB libere quaquaverfus mobilis direftione BQ agat quaecunque
vis Q, poffibiles effe duas vires P, Z, quae in bina quaevis alia punfta A,
C ejusdem lineae certis direftionibus AP, CZ agentes cum vi Q in per-
fetto aequilibrio fint. Quamobrem nihil, quod fit impofiibile adeoque ab-
furdum, quaeremus, inveltigaturi, quaenam relationes inter datam vim Q,
viresque quaefitas P, Z, direftiones viriom BQ, CZ, A P, et diftantias puna
Gorum A, B ab intermedio punéto C debeant intercedere, ut vires ommnes
Q, P, Z inter fe fint in perfeto aequilibrio,

. Velumen Il D DISSE R.
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DE

LEGE AEQUILIBRII VIRIUM IN RECTAS INFLEXILES
DIRECTE AGENTIUM.

75- Hypothefis.

Divettiones vivium in datas quascungne reflas agentium fint perpendici-
lares ad easdem rellas,

76. Theorema,

Si aut rela inflexilis AB (6 Fig.) in medio punflo C, aut angulus
quiscunque invariabilis ACB (4. 5. Fig.) aequalium cruvum AC, BC in ver-
tice C ita figi cogitetur, ut tam illa rela, quam hic angulus libere circa
puntfum C converti, nullum tamen_alium motum a viribus Py Q direlioni-
bus AP,BQ (75-§.) in punfa A, B agentibus poffit recipere; erunt vires
P, Q in aequilibrio, fi eae fuerint inter Je aequales.

Demonftratio.

Cum enim puntta A, B ab aequalibus viribus P, Q pari efficacia fe-
cundum direttiones AP, BQ debeant premi, cumque, per hypothelim,
et puntta A, B aequaliter diftent a pun&o fixo C, et direftiones virium
AP, BQ fub aejualibus angulis ad retas AC, BC fint inclinatae (75-§8.)3
evidens eft, tanta efficacia niti vim P retam A C cirea C convertere, quanta
efficacia nititur vis Q reftam BT circa C movere: quare, cum ob infle
xibilitatem reftarom AC, BC, AR, invariabilitatemque anguli ACB neu-
tra reftarum AC, BC a vi in illam immediate agente circa C poflit con-
verti, quin totarefta AB (6. Fig.), totusque angulus ACB (4. 5. Fig.),
in eandem partem circa C converratur, cumque idcirco vires P, Q reftum
AB (6. Fig.) et angnlum ACB (4. 5. Fig.) in partes oppofitas nitantur
convertere; necefle eft, ot fub affumtis conditionibus aut perfete quiefcat
reta AB et angulus ACB, viresque P, Q fint in aequilibrio (63. §.),
aut in partes oppofitas eodem tempore moveatur, quod eft abfolute im-
peflibile.

77. Co-
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77. Corollarium 1.

]
<5

Quod reftam AB (6. Fig.) in medio punto C retinet, ne illa prae. Fig.§.
ter motum rotationis circa C alium aliquem motum poflit concipere, debet
fuftinere preflionem, quam ambae vires P, Q in punfto C directione Cyv
(75. §.) producunt; id ipfun ergo motum duataxat punti C, ad quem illud
ea preflione fecundum direCtionem Cv follicitatur, impedit: gquodfi ergo
foluto vinculo in C, quo refta AB quaquaver{us libere mobilis redda-
tur, in ejus punéto medio C diretione oppolita CV (75. §.) applicetur
vis V aeqnalis fammae virium aequalium P, Q, quae idcirco punftum C
dire€tione CV tanta efficacia premat, quanta illud a viribus P, Q diretio-
ne Cy premitur; erit vis V cam viribus P, Q in aequilibrio (76. 66, §.
78. Corollarium 2.

In quotcunque puntaaeth, betg, cetf, d et e, aequidiftantia a Fig. ».
punfto medio C datae reftae ah (7. Fig.) in omnem partem libere mobi.
lis agant vires aequales v, v, v, etc. direftionibus av, by, cv, dv, ev, fv,gv, hv
(75-§.)s erit cam omnibus vis unica X in aequilibrio, modo ea agat in
C direttione oppofita CX (75. §.), aequeturque {ummae omnium virium
vy Vs v, ete. (77. 64. §.).

79. Theorema,

Quidquid fint duce vires P,Q (8. Tig.) in duo pun@a A, B datae refae Fig. .
AB quaquaverfus libere mobilis direffionibus AP, BQ agentes, et ubicun.
que inter punffa A, B fumatur tevtium punffum C, in quod direflione oppo-
Jita CZ (75. §.) agat vis tertia Z; necefle eff, ut in flatu aequilibrii inter
omues tyes vires P, Q, Z, (74. §.), vis media Z aequetur fumimmae virium

P, Q.

Demonfiratio.

Produfta refta AB fiat CD=CB, et AC=EC, cogitentarque in

D, E applicari vires s=Q, u=P, in C vero fupponatur adiiuc una vis Z
agere. Cum, per hypothefim, vis Z in aequilibrio {it cum viribus P,
erit, ob pares procfus caulas, etiam vis altera Z in aeqguilibrio cum viri-
bus s, u: quare, fi practerea in C direCtionibus Cx, Cy agerent vires
aequales x, y, quarum quaevis’ fit=P4+s+Q+4u=2P-42Q, cum hae
inter fe eflent in aequilibrio (66. §.), deberent neceflario omues vires P,
Q 2, Z,s,u, 5,y inter fe efle in aequilibrio (64.§.). Eflet autem una pars
=20 vis x cum viribus aequalibus 5, Q, in D, et B et aitera pars =2 P rjus-
Da dem
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dem vis x cum viribus aequalibus P, u in aequilibrio (77. §.): fublatis
ergo viribus x, P, Q, s, u, maneret vis =2Z agens in C diretione CZ
com viy=20P-+2Q agente in C diretione oppofita Cy in aequilibrio
(65. §.), eoque ipfo deberet fieri 2Z =2P + 2Q (68. §.), hinc
Z=P+Q.

s 80. Theorema.

Si diftantia AC punfi A retfae inflexilis AB ab ejus punfo C major
fit quam difiantia BC, et tres vires P, Q, Z agentes in punfla A, B, C
direffionibus AP, BQ, CZ (75. §.) fint inter fe in aequilibrio ; erit vis P
in diftantia majori AC minor vi Q agente in difiantia minori BC,

Demoniltratio.

Patebit id, fi oftendatur, nec P=Q poffe effe, neque P > Q. Ea-
propter accipiatur AD=BD, et in punéto D direttionibus oppofitis Dr, Ds
applicentur vires aequales r=—=2Q, s=2 Q: quia hae inter fe debent efle
in aequilibrio (€6. §.); erunt omnes vires P, Q,Z, r,s inter fe in aequi-
librio (64.§.) lam vero, fi eflet P—=Q, adeoque vis r cum viribus P, Q
in aequilibrio (77. §.); deberent, fublatis viribus P, Q, r, viress, Z
inter fe efle in aequilibrio (65. §), contra (71. §.): fi autem effet P >Q,
puta P—=Q<4 &, adeoque vis r cum viribus Q, Qin A et B in aequilibrio
(77- §.); manerent, remotis viribusr, et Q, Q exD, A, B, vires Z, s, o
in C, D, Ainter fe in aequilibrio (65.§.), contra (71. §.)

81, . Theorema.

Si, reffa aB inaequaliter fe@ain b, C, ita ut fit aC>bCSBC, tres
vires k, q, Q gjusmodi ¢ffe dicantur , ut, fi, vi Q agente in B, in b applice-
dur vis q, et inCuvis Z—=q+Q, vel in a visk, et in C vis Z=k+Q,
cafu primo vis Z=q+Q cum viribus q, Q, et cafu altero vis Z=Xk
+Q. cum viribus k, Q debeat ¢ffe in aequilibrio; erit vis k agens in
majori difiantia aC minor vi q agente in minori diffantia bC.

Demonftratio.

Produta reta aB fumatur Ca==CE, et in a, E applicentur vires
2equales k, u, in C vero diretione oppofita Cx agat vis x—=k+u;
erunt vires k, u, x inter fe in aequilibrio (77. §.): quodfi ergo vires
g, Q et Z=q+4Q fint inter fe in aequilibrio; erunt omnes vires k, u,
9, Qy x=k+u, Z=q+Q inter fe in aequilibrio (64. §.). Quapropter,
cum
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cum, per hypothefim, vires k, Q cum vi =k+4-Q in C fint in aequilibrio,
debebunt, fublatis his viribus, reliquae q, u cum vi =q-u in C ma.
nere in aequilibrio (65. §.) quod non poteft fieri, quin, ob CE==aC>bC,
fit u<gq (80. §.), feu k< q.

82, Theorema.

Si, reta AB in C (9.Fig.) fic fela, ut pars mejor AC fit rtupla
partis minoris BC, adeoque AC=BC.r pro quocunque numero integro r,
in punila A, B, C dire Yionibus AP, BQ, CS agant vires P, Q, S, quarum
Jecunda Q fit rtupla primae, simirum Q=Pr, et tertia S acqualis fum-
mae veliquarum vivium P, Q; erunt vires P, Q, S in aequilibrio.

Demonfiratio.

1. Produ&a AB in utramque partem fiat AE==BC=AD, et
CF=CD, hinc BF=BE.

2. Cum pars AC fit réupla partis BC; poteft AC in numero r par-
tes aliquotas fingulas :=—=A E—=BC dividi, eruntque in CD numerc r+1,
totidemque in CF, in BE autem erunt numero r, totidemque in BF
partes aliquotge, fingulae =—BC, ob (1)

3. Quodfi ergo in pun&ta media a, b, ¢, - - - n, o r, {ingolarum
partium aliquotarum totius re€tae DF in (2) cogitentur agere vires aequa-
les p—:1P directionibus ap, bp,cp, etc.; erit famma virium p in a et b
agentium p+p=P, adeoque erunt eae vires cum vi P in aequilibrio
(77.§.) Summa porro omniam viriam p per EF diffufarum erit == P.2r
ob (2), feu =Pr=Q per hypothefim: quare erunt etiam vires p per
EF diffafae cum vi Q in aequilibrio (78. §.). Omnes ergo vires p pef
totam reftam DF diffufae erunt cum viribus P, Q in aequilibrio {64. §.).

4. Eapropter, fiin C direttionibus oppofitis CS, CR applicentur vires
acquales S=P+Q, R=P+4Q, quia illae inter fe debent efle in uequi-
librio (66. §.); habebimus vires P, Q, R, S, et vires p per DF diffufus,
omnes ob (3) per (64. §.) inter fe in aequilibrio. Eft autem furama
omnium per DF diffufarum viiigm p ob (3) —Pr4+P=Q+P=R; adeo-
que, ob DC=CF per (1) eft vis R cum omnibus per DF diffufis viri-
bus p in aequlibrio (78 §.): fublatis igitur omuibus viribus p una cum
vi R, manebit vis S—=F + Q (ola cum vir:bus P, Q in aequilibrio (65 §..

D3 $3.Co-

rig. 9.
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83. Corollarium.

Re&a ergo ae (1o. Fig.) fic fetts in C, ut pars major aC fit
rtupla unius ntge partis partis minoris Ce, pimirum a C:Cel—i s erit vis
x=u+v in aequilibrio cura viribus u, v, fi faerit reciproce vis vi=u -[—r]-
rtupla unius ntae partis vis u. Si enim capiatur Cb=C d:Ce.—;r pars
nia reGae Ce, et in b, d cogitentur applicari vires z, y, prior z:=vn,
et -pofterior y=ur, direftione vero Cx concipiatur loco x agere vis
V=u+4z+y+v; cum in aflumta hypotheli debeat efle a C=Cd.r,
et ¢eC=bC.n, erunt vires u,y in C cum viribus v, y in a, d, et vires
z, v in C cum viribus z, v in b, e feorfim in aequilibrio (82.§.): igitur
erunt omues vires, illae et hae, inter fe in aequilibrio (64. §.). Quare,
cum per hypothefim fit \':u%; hinc vn=ur, adeoque z=y, cum-
que idcirco vires z, y in C cum viribus z,y in b, d feorfim debeant
effe in aequilibrio (77. §.); necefle eft, ut fublatis his viribus maneat
vis =v-u in C cum viribus v, u in e, a in aequilibrio (65. §.).

84. Theorema,.

Quotiescunque tres vires P, Q, x (8. Fig.) direffionibus AP, BQ, Cx
egerint in tria punffa A, B, C reffae AB quaquaverfus libere mobilis ;
erunt illae inter fe in aequilibrio, fi fuerit P:Q=BC:AC, et x=P4Q
(79- §)

Demonftratio.

1. Partes AC, BCreftae AB erunt inter fe commenfurabiles vel incommen.
furabiles (5.§.). Primo cafu extabit certus numerus integer r vel frattus —:;— ’
proquo it AC=BC.r vel AC=BC- Trl-n (6. §); hinc, ob .P:Q=BC:AC
per hypothefim, etiam Q=Pr vel Q:P]—I;-, quod nequit fubfiftere,
quin vires P, Q, x fint inter fe in aequilibrio (82.83. §).

2. Sint vero BC, AC duse reftae incommenfurabiles: debebit pro
quovis quamtumlibet magno numero integro n extare alter numerus in.
teger r, qui det-AC >BC. % et AC< BC.—L%--E— (12 §.); et pro iis-
dem numeris, cum per hypothefim fit P;:Q=BC:AC, erit Q> P —
et Q<P A 2

-

I
n
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3. Hoc praemiffo fupponamus in pun&o A requiri vim &, hinc in C
vim x—=w+Q, quo vires @,x cum vi Q fint in aequilibrio (74.79. §.);
dico, debere efle w=P, hinc x=P+Q.

4. Si enim accipiatuor bC:BC.—E-, et aC:BC.—EiE—S ja-
n n

cebit ob (2) punftum A inter punéta a, b, et fi in b applicetur vis
n g : = A n =
q:Q—;—, in C autem vis Z=q+Q, vel in a vis k=Q ?—T—T’ et in

C vis Z=k+4Q; erunt vires q, Q cum vi Z=q+Q cafu primo, et
vires k, Q cum vi Z=k-+4Q cafu altero in aequilibrio (83. §\. igitur

erit ob (3) vis w <q et w> k (81.§.); adeoque femper w <Q ——y5 &L
8 Qe + , hinc Q> w-—, et Q <w » quod ob (2) eﬂ:;m-
poflibile, quin i‘c Q;P=0Q:w (22 §) promde M:P,

85. Theorema,
Et vicifim, fi vires P, Q cum vi Z=P+Q in refla AB quaqua-
verfus libere mobili fint in aequilibrio ; debebit ¢ffe P:Q=BC:AC.

Demonfiratio.

Si ftante aeqailibrio inter vires P, Q, Z non eflet P:Q:=BC:AC;
deberet in AB dari unum pun€tum a vel b, pro quo fieret BC:aC=P:Q,
vel BC;bC=P:Q; et fi, remota vi P ex punfto A, applicaretur in a
vis k=D, vel inb'vis q=P, eflent vires k, Z, Q cafu primo, et g, 7% Q
cafu fecundo inter fe in aequilibrio (84. §.), contra (81. §.).

86. DEFiNITIO,

Omnem reftam AB (11.Fig.) AC (12. Fig.) inflexilem gravitatisque Fig.11.12.
expertem, in cujus bina punéta A, B fupponuntur agere duae vires P, Q,
fi ea in uno punéto C ita fit fixa, ut circa illud a viribus P, Q libere moveri,
nullum tamen alium motum poffit concipere, vocant veffem mathkematicum
ref¥ilineum , et punétum fisum C centrum motus. Ipfe vero vedtis eft Jie-
terodromus, fi centrum motus C (11 Fig) jacet intra punéts A, B, in
quae vires P, Q agunt: %omodromus autem appellatur veétis, in quo pun-
{ta A, B a viribus P, Q ad motum follicitata (12.Fig.) ad eandem par-
tem centri motus C cadunt,

87.Co-
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87. Corollarium 1.

Si directiones AP, Bq (11.¥ig.) duarum viriam P, q in punfta A,B
veltis heterodromi AB (86. §.) agentium cadant ad diverfas partes ejus-
dem veftis, nitentur vires P, q vetem AC ad eandem partem circa cen-
tram motus C convertere, confequenter non poterunt effe in aequilibrio
(63.§): quare, ut duae virgs P, Q- in duo punéta A, B veétis hetero-
dromi agentes poffint effe in aequilibrio, debent illarum direttiones AP,
BQ ad eandem partem ejusdem vectis jacere.

88. Corollarium a.

In velte antem homodromo AC (12. Fig.), ut duae vires P,Q
agentes in ejus punéta A,B (86.§.) poffint effe in aequilibrio, debent di-
reftiones AP, BQ earundem virium ad diverfas veétis partes cadere.
Vires enim P, g" agentes in punéta A, B, quarum diretiones AP, Bq¢
cadunt ad eandem partem veftis AC, nitantur hune circa centrum mo-
tos: C ad eandem partem convertere, et ideo nequeunt illae effe in aequi-
librio (63. §-)-

89. Corollarium 3.

Duae vires P, Q agentes in punéta A, B veftis heterodromi AB
(x1. Fig.) fecundum dire&tiones AP, BQ (75.87.§) debebunt eile in
aequilibrio, fi fuerit P:Q=BC:AC; preffio autem, quam vires P, Q
in centro motus C direftione Cv diretionibus AP, BQ parallela produ-
cent, aequabitur preffioni, quam vis unica v==P+4Q in C produceret,
fi illa diretione Cv in C immediate ageret. Si enim re¢ta AB non effet
in C fixa, fed quaquaverfus libere mobilis,! et in C direftione CZ ad AB
perpendiculari ageret vis Z—=P+4Q; effet Z cum viribus P, Q in aequi-
librio (84. §.): cum igitur vis Z illum duntaxat motum impediat, quem
punétum C reftae AB diretione Cv poteft concipere; aberit omnis mo-
tus, viresque P, Q fervabunt retam A B in aequilibrio, fi remota vi Z
recta AB in C ita figatur, ut circa C libere converti, fed nullum alium
motum a viribus P, Q poflit recipere.

go. Corollarium 4.
Et viciflim utprimum in vefte heterodromo A B duae vires P, Q di-
reftionibus AP, BQ in ejus punéta A, B agentes (75.87. §.) fuerint inter
fe
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fe in aequilibrio; debebit effe P:Q=BC:AC. Secus enim daretur in
reta AB aliud aliquod punftum D vel d, pro quo eflet P:Q=BD:AD
vel P:Q=Bd:Ad, et fi in D vel d direftionibus Dr, Ds vel dr, ds
(75- §.) applicarentur vires aequales r, s, ut fit re=s=P+Q; eflent tam
hae inter {e per (66.S.), quam P, Q inter fe per hypothefim, adeoque omnes
guatuor r, s, P, Q inter fe in aequilibrio (64. §.): quare, remotis viribus
r, P, Q inter {e in aequilibrio exiftentibus (84. §.); deberet fola vis ¢
agens in D vel.d reftam circa C libere mobilem fervare in aequilibrio
(65. §.)5 quod eft impoliibile.

g1. DerinITI1O.

Praeterea memorabilis eft veétis inflexus fen angulavis, quem duae Fig. 13.

reftae inflexiles. AC, BC (13. Fig.) conftituent, fi illae fub certo angulo
A CB conjungantur, qui in vertice C ita fixus fit, ut circa hunc libere
converti, nullum tamen alium motum poflit recipere, nec ullam muta.
tionem fubire, quaecunque vires P, Q agant in ejus latera AC, BC.
Omnis vero veétis, tam angularis (13. Fig.), quam retilineus (11.
12. Fig) duo Brachia habere cenfetur, quortan nomine ejus partes
AC, BC inter centrum motus C punftaque A, B, in quae binae vires
P, Q fupponuntur agere, interceptae debent intelligi,

92, Theorema.

In omni vefle, tam rellilineo quam angulari (11, 12.13. 14. Fig.), Bio. 11 e
vires P, Q direftionibus AP, BQ in punffa A, B agentes (75.S.) erunt 13. 14,
in aequilibrio, fi illae fint in ratione inverfa brachiorum, feu fi fit P:Q
=BC:AC (91. §.).  Et viciffim erunt eae in hac ratione, fi fuevint in
aequilibrio.

Demonfiratio.
Cum id pro quovis ve(te heterodromo (11. Fig.) in (89. go. §)

fit demonftratum, fupereft, ut idem adhuc pro velte reftilineo homo-
dromo (12. Fig.) et angulari (13, 14. Fig.), demonftretur,

1. Quamobrem cogitetur produci majus brachium AC ultra C, ut
fiat Cb= CB (12, 13. 14. Fig.), et in b concipiantur agere vires
Velumen I, E aequales
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aequales q, q', quarum quaevis aequetur vi Q, dire&ionibus bq, bg
(75. §.); erunt, non modo vires g, q' inter fe (66. §.), fed etiam vires
Q, q' pariter inter {e in aequilibrio {76. §.).

2. Quodfi ergo fit P: Q=BC:AC, cum eo ipflo fit quoque
 P:q=bC:AC ob (1), adeoque vis P cum q in vefte heterodromo
Ab in aequilibrio (89. §.); erunt ob (1) omnes guatuor vires P, g,
Q, q' inter fe in aequilibrio (64. §.): remotis itaque viribus q, q' ma-
nebunt vires P,Q inter fe in aequilibrio ob (1) per (65. §.).

3. Et fi vires P, Q fint inter fc in aequilibrio; erunt ob () per
(64. §.) omnes quatuor P, Q, q, q' inter .fe in aequilibrio: igitur re-
motis viribus Q, q' manebunt vires P, q ob (1) per (65. §.) in veéte
hetercdromo Ab inter fe in aequilibrio; proinde debebit effe P:q =

bC:AC (go §.), hinc ob (1) P:Q=BC:AC.

DISSER.
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VIRIBUS IN RECTAS INFLEXILES OBLIQUE AGEN.-
TIBUS, EARUMQUE COMPOSITIONE,
ET RESOLUTIONE.

93. Theorema,

Si in ounffum A reffae AC (15. 16. Fig) circa fixnm extremum C li- Fig. 15.18,
bere mobilis agant duae vires, una X direffione AX ad -AC perpendicu-

lari, et altera Q dirveione AQ Jfub angulo acuto vel obtufo QAC ad AC
inclinata, et CD [fit perpendicularis ad direffionem vis Q; erunt vires

X, Q in aequilibrio, fi fuerit X:Q=CD:AC; et vicifim, fi vires X finé

in @equilibyio, erit X;Q=CD;AC.

Demonfiratio.

1. Si praeter vires Q, X agentes in pun&tum A applicetur in A vis
x:=X direftione Ax ad AC perpendiculari, etin D vis g=—Q dire-
&ione Dq cum AQ jacente in una re&a AD, refta vero AC fuppona-
tor effe unum latus plani ADC ad D reftanguli et circa puné&tum fixum
C mobilis; erunt vires X, x inter fe, et q, Q pariter inter e (66.70. §.),
confequenter omnes quatuor vires’ X, x, q, Q inter fe in aequilibrio
(64- §)-

2. Sit jam X:Q=CD:AC, adcoque ob (1) etiam x:q=CD:AC,
debebunt vires q, x elle inter fe in acquilibrio, cum illae planum ADC
haud alia efficacia circa C converters nitantur, quam qua eae vettem an-
gularem AC D piterentur circa C convertere (92. §): quodfi ergo ab-
fint vires g, x, manebunt vires X, Q ob (1) inter fe in aequilibrio
(65- §)-

3. Si vero dicas, vires X, Q effe in aequilibrio; debebunt, iis re.
motis, vires x, g inter e manere in aequilibrio; ob (1) per (65. 8.7 fed
fi vires x, q agentes in puntta A, D plani ADC circa C mobilis funt in

E 2 aequi-
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aequilibrio, erunt illae eo quoque czfu in aequilibrio, fi e'dem plano
vettis angularis ACD circa C mobilis fubftituatur ; confequenter debe-
bit effe x:q=CD:AC (92. §), hinc ob (1) X:Q=CD:AC.

94. Corollarium 1.

Vis Q agens in punftum A retse AC circa fixam extrémum C li
bere mobilis fecundum direftionem A Q fub angulo CAQ ad AC incli-
natam , tanta efficacia nititur re€tam A C circa C convertere, quanta ef-
5%&;2 — Q Sin CAQ, f
haec in idem punftum A diretione Ax ad AC perpendiculari ageret
(93. §2)- '

ficacia id praeftare niteretor vis x-=X=—

95. Corollariom 2.

Si in pun@tum A rectae AC circa fixum extremum C mobilis agant
vires P, Q fecundum dire&iones AP, AQ; erunt hae vires in aequilibrio,
fi fuerit PSinPAC=QSinQAC: et viciflim, fi eae fint in aequilibrio,
erit PSinPAC=QSinQAC. Si enim in A dire&ionibus AX, Ax ad
A C perpendicularibus applicentur vires X=PSinPAC, x=Q Sin QAC;
erunt vires X, x (66. §), proinde etiam P, Q inter fe in aequilibrio
€94- §.), fi fuerit X=x; et viciflim, fi vires X, x, adeoque etiam P, Q
fint inter fe in aequilibrio (94. §.), erit X=x (68. §.).

96. DeriNiTIO.

Si in datum pun&um A (17. Fig.) agant duae vires P, Q fecundum
direCtiones AP, AQ fub quocunque angulo PAQ concurrentes, quem
deinceps nomine Anguli virium intelligemus; debebit punttum A media
quapiam direftione AC ab iisdem viribus ad motum inchoandum follici-
tari, ac fi illad ab una vi C ea ipfa direétione premeretur: idcirco vo-
catar direftio.ejusmodi AC Direffio media virium P, Q; et vis C, quae
fola agens in punétum A iftud dire€tione media A C tanta efficacia pre-
meret, quanta id a viribus P, Q ea direétione premitur, appellatur /is
media, relpeétu cujus vires P, Q vocantur laterales.

97. Corollarium 1.

Inventio direQionis mediae AC (96. §.) pendet ab inventione angy-
forum PAC, QAC inter illam et directiones datarum virium lateralium
P, Q interceptorum,

98. Co-
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98. Corollarium 2.

Debet autem direftio media viriom P, Q in punftum A agentium
ejusmodi effe indolis, ut, fi punfium A fupponatur pertinere ad reftam
inflexilem A C coincidentem cum direttione media, reftaque AC cogite-
tur in C ita figi, ut ea circa C libere converti, nullam tamen alium mo-
tum poflit recipere, vires P, Q eo ipfo debeant efle inter {e in aequi-
librio (g6. §.).

9y. Corollarium 3.

Et vicifim, fi vires P, Q agentes in pun&tum A reftae AC circa
punétum fixum C libere mobilis fint inter fe in aequilibrio; debebit refta
AC coincidere cum media direttione virium P, Q.  Secus premeretur
punftum A a viribus P, Q alia quapiam direttione Ay, ac fi, abfentibus
viribus P, Q, vis media y fola fecundum direftionem Ay in A ageret
(66. §.); confequenter deberet refta AC converti circa C, contra bypo-
theflim aequilibrii.

100, Corollarium 4.

Quoties ergo fuerit PSinPAC=QSinQAC, toties erit AC dire-
&io media virium P, Q (99. 95 §.); et vicifim quoties fuerit AC di.
reétio media virium P, Q, toties debebit effe PSinP AC = Q Sin QAC
(98 95- §-

: 1o1. Corollarium 5.

Quemcunque fitam habeat direétio media -AC dataram virium P, Q,
et quantacanque fit vis media C ex illis refultans, fi haec innotefceret,
diretioneque oppofita A M applicaretur vis M ei aequalis; deberet vis
M in aequilibrio =ffe cum viribus P, Q (96.66. §.). Et viciilim, inventa
vi M, quae direftione A M oppofita diretioni mediae AC virium P, Q
agens in pun@um A cum viribus P, Q fit in aequiiibrio; erit eadem vis
M aequalis vi mediae refultanti ex viribus lateralibus P, Q (68 90 §.)-

102. Corollarium 6,

Quoties demum tres vires M, P, Q direftionibus AM, AP, AQ in
datum pun@um A agentes fuerint inter fe in aequilibrio; debebit diretio
media quarumvis binsrum viriom coincidere ¢um p‘.‘t]dl.!f‘ta direftiome vis
tertiae ; e. gr. directio media virium P, Q coincidet cum produtta di-

E 3 reftione
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retione AM vis tertiae M. Si enim AC fit produftio direftionis A M,
et puntum A fupponatur fpeftare ad rettam A C coincidentem cum illa
produétione, atque circa pun&um fixum C libere mobilem; erunt nunc
quoque omnes tres vires M, P, Q ‘inter fe in aequilibrio: quare, cum vis
M direttione CM agens in punftum C nullo patto influat in converfio-
pem rettaec AC circa C, fublata vi M, manebunt vires P, Q inter {e
in aequilibrio, eoque ipfo et AC direttio, media harum viriom

(99. §.)-
ic3. Problema,

Datis duabus viribus P, Q in unum punFum A fecundum dirsF ones
AP, AQ agentibus, datogue carum angulo PAQ=Q, invenire direio-
gem mediam AC,

Solutio.

Dire®io media viriom P, Q determinabitur, fi definiantur anguli
PAC=p, QAC=q, quos direttio media AC cum direttionibus AP, AQ
illarum virium debet intercipere (97. §.): hi vero anguli poflunt fequenti
modo invenjri. Debet effe

o e O o
et PSinp=—Q Sinq per (100. §.):
per (Vol. L. 5. §. 1. Schol ) erit ergo
P Sin p=QSin® Cofp—QCol @ Sinp; .
QSing=F Sin @ Cof g—P Cof{@P Sing.
Quate, fi prior aequatio per Cof p, et poiterior per Cofq divida-
tur, fiet
PTangp=0Q Sin @ —Q Cof@ Tangp;
Q Tangq=PSin@— P Col® Tangq.
Habebimus itaque
_“-QSip@ Ao a0 PSinip
Tangp= PTQColp’ Tang q = QFP Coi@

104. Problema,

Tuventa direione media AC duarum virium P, Q in punflum A fe-
candumn diveiones AP, AQ agentium, invenire vim medigm M.

Solu-
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Solutio.

Cum nota fit direftio media AC, noti debent efle etiam anguli
p=CAP, q=CAQ (103.§.). lam vero vis media aequabitur vi M, quae
fecundum mediam direftionem C A, feu potius fecunduom illius produ-
&ionem AM in pun&tlum A agens cum viribus P, Q effet in aequilibrio
(1c1. §.): proilla, fi AP verfus S, et AQ verfus R producatur, erit
ergo AS dire&io media vicium M, Q, et AR direftio media virium M, P
(102. §.). Per (1co. §) habebimus itaque

MSinMAS=QSinQAS; MSinMAR—=PSinPAR.
Sedet PAC=MAS=p; QAC=MAR=q;
et QAS=PAR=180°—@: ergo erit
MSinp=QSin®; MSinq=PSin@;
QSin @ M___l_)_Sin(D ;

TR S e TR
105. Corollarium 1.

Datis dusbus viribus P, Q agentibus in datum punttum A, dato-
que virium angulo @=PAQ (96.§.), licebit tam illarum direftionem
mediam AC per (1c3. §), quam dependenter ab -hac ipfam vim mediam
M per (104. §.) determinare. Poteft vero vis media M inveniri etiam

independenter a direftione media AC hoc modo.

QSin0Colp b4 0cofp (105 §):

Sin p
igitur elevando ad quadratum

Q2 Sin ®2 Cof p2?
L0 ol —p242PQCor9 +Q: Cof 02
=—P2+42PQCofl @+ Q2 —Q2Sin 02,
Hinc porro, fafta translatione et reduétione, ob Sinpz+4Cofp* =1,

obtinebimus

- Q2 SIL@z_:Pz_*.Qz_[_gPQCOfsPc

Sin p?
Et ideo per (rog §.) fiet
M=y (P2+Q2+42P QCof ).

106, Corollarium 2,

Si vires P, Q agentes in punftum A fint aequales, nimirum P=Q;
erit vis media ex illis refultans M=y (2P>+2pP> Cofcp):l‘(z(l—{-(?oﬂ;ﬁ)
per




5 DISSERTATIO IIF

-
per (165.§): direftio autem media AC (g6. §) ita determinabitur, ut
fit Tangp = Tang q, proinde angulus p=P AC=q=QAC (103. §.),
id eft, dum aequales vires P, Q fub quocunque dire@ionum angulo
PAQ datum punftum A ad motum follicitant, direftio media AC debet
angulum P AQ biflecare.

107. Corollarium 3,

Eo determinato cafu, quo engulus virium @=P A Q reftus fuerit,
erit Sin@—=1, et Cof@=o0: igitur erit vis media M=y (P>4Q?) per
(105_§_); et prodiretione media AC debebit fieri Tangp..—._% , Tang q::-g_—
(103 §)- Quodfi porro in eadem hypothefi vires P, Q fint aequales;
fiet vis media M—=Py 2, direftione media AC biffecante angulum virium
P AQ (106. §.).

108. Corollarium 4.

Pro quolibet angulo virium @=PAQ eft Cof @ fra&io genuina ra-
dii =1, adeoque minor unitate, et quidem valoris negativi, dum angu-
lus @ eft obtafus: femper elt ergo 2PQ Cof @< 2P Q, hinc etiam
P24 Q242PQCof@< P24 Q242P Q= (P4 Q)?, et ideo M< P+Q
(105. §.). Nimiram omni cafu erit vis medid minor quam fumma virium
lateralium (6. §.).

109. Corollarium s,

Cum porro pro quolibet angulo @ obtufo fit ejus cofinus negativus,
pro quovis vero acuto pofitivus; patet, vim mediam M refpondentem dua-
bus viribus lateralibus P, Q majorem futuram pro quolibet angulo ¢ =—=PAC
acuto, quam pro obtufo (105. §.).

110. Corollarium 6.

Ex (102. 104. §.) elucet, femper, dum tres vires M, P, Q in datum
punftum A agentes funt in aequilibrio, binas quasque vires effe inter fe
in ratione direfta finuum angulorum, quos illarum diretiones cum dire.
&ione vis tertiae comprehendunt: eft enim

M:Q=2Sin@ : Sinp;
M: P=Sin@®: Sinqs
P: Q= Sinq : Sinp;
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Scholion.

In quamplarimis disquifitionibus vires per lineas utilifime exprimun-
tur: ficat enim omnia quanta ad certas menfuras relata (14. §.) per nu-
meros poflunt exprimi (15. 18. §.); fic licebit eadem quanta per lineas
determinatae longitudinis exprimere, modo communis aliqua linearum
menfura praevie definiatur.

i. Sit v communis virium menfura, ut e. gr. pondus unius librae com-
munis pondernm menfura (14. §.); pro menfura aurem linearum {umatue
lineola I, e. gr. unus pes. Quidquid fit vis V, femper erit cogitabilis li-
nea refta L, cujus ratio ad affumtam menfaram | aequetur rationi vis V ad

€jus menfuram v, quo fiat L:1=V:v, hinc V:v.——l‘—, et ideo V= -T-
pro vi=1, vel etiam V=L pro l1=1. Hoc fenfu dicetur reffa L cxpri-
mere vim Vi proprie autem aequatio V=L nihil aliud poteflt denotare,
quam exponentem rationis (qui fub V debet intelligi) vis V ad aflumtam
virium menfuram v aequari exponenti rationis (quem L in illa aequatioune
debet fignificare) linese reftae L ad aflamtam linearum menfuram I, quo
fiat, ut idem numerus, tali exponenti aequalis, jam vim V, jam reftam
L expreflurus fit,. {i is ad menfuram v virium, vel menfuram [ lincarum
pro unitate aflTumtam referatur (15. 18. §.).

2. Quotcunque ergo dentur vires U, X, Z, poterunt illae per totidem
lineas reftas u, x, z exprimi. Afflumta nimiram communi virium men.
fura v et communi linearum menfura 1, quaeratur refta u exprimens
vim U per (1), tum determinentur reliquae reftae x, z ita, ut illae ad
reftam u in eadem fint ratione, in qua funt vires X, Z ad vim U: nam fi
fit v=U io fenfa (1), et Z:U=z:u, X:U=x:u; erit utique etiam
x=X et z=Z in eodem fignificatu.

111, Problema.

Datis viribus P, Q in punfum A Secundum direftiones AP, AQ, fub
dato angwlo P AQ concurrentes agentibus, geometvice determinare tam di-
rectionen, quam vim wediam.

Solutio.

In reftis AP, AQ coincidentibus cum virinm P, Q direftionibus fu-

mavtur partes Ab, Aa, quae datas vires P, Q exprimant, ita ut it P: Q=
J olamnen 11, F Ab:
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Ab:Aa, tum conftruatur parallelogrammum Abda; diagonalis Ad erit
direftio media viriom P, Q, exprimetque foa longitudine vim mediam M,
itaut fit M:P—=Ad:Ab, et M:Q=Ad:Aa (110.§. Schol.)

Demonftratio.

In parallelogrammo enim Abda eft Ab:Aa=—=SindAa:SindAb=
SinQAC:SinPAC: cam igitur fit Ab:Aa=P:Q; eflt quoque P:Q=
SinQAC :SinPAC, et PSinPAC=QSinQAC, ecque ipfo coincidit
diagonalis Ad cum media dire&ione virium P, Q (100. §).

Porro eft in eodem parallelogrammo Ab:Ad=Sina Ad:SinPAQ,
et P:M=SinaAd:SinPAQ (103. §.): igitar del::et efle A b:Ad’-‘—;l"‘{ M >

E: . a

Q

cumque fuerit P:Q=—A b: Aa, adeoque A bl‘-—Q—Fi , eftetiam
Ad=P:M, feua Aa:Ad=Q:M.

-
*

112. DEFINITIO.

Duas vires P, Q fecundum direttiones AP, A Q in unim punftum A
agentes in unam vim componere tantundem f[ignificat, ac tam mediam
directionem AC virium P, Q, quam vim mediam ex illis refultantem in-
venire (g6. § ); baec vis media vocatur idcirco wvis compofita, et refpettn
illius funt P, Q vires componentes. Quod(i autem detur una vis V agens
in pun€tum A fecundum datam direftionem AC; vim V in duas vires
P, Q, quae in idem pun&tim A fecundum certas direCtiones AP, AQ
cum AC in eodem plano jacentes agant, re¢folvere tantundem fignificabit,
ac ejusmodi vires P, Q invenire, ut et media illaram direftio coincidat

cum directione AC vis datae V, et vis media ex illis refultans aequetur
datae vi V.

113. Corollarium 1.

Preflio, quam punftum A fecundum dire€ionem mediam AC a da-
tis viribus componentibus P, Q perfentiscit, aequatur preflioni, quam vis
compofita V in panéto A preduceret, fi illa, remotis viribus P, Q. fola
in panétum A fecundum mediam direCtionem AC ageret (112.¢6. §):
hoc fenfu aequivalebit vis compofita V viribas componentibus P, Q fimul
fumtis, licet vis compofita V femper fit minor quam fumma virium com-
ponentium P, Q (112. 108 §.).

114. Co-
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114. Corollarium 2.

Compofitio datarum virium P, Q, dato illarum angulo PAQ=0
(96.§.), perficietur trigonometrice, {i dreftio media AC per (103 §)
et vis media (112.§.) per (104.§.), vel (105.§.) determinetur. Geometrice,
vero poterit ea per (I1I. §) perfici.

115, Corollarium 3.

Quodfi autem detur vis VV agens in datum punftum A fecundum da.
tam diretionem AC, quae in binas vires P, Q fecundum determinatas
dire€tiones A P, AQ debeat refolvi; poterit haec refolutio, dato angulo
PAQ=0, trigonometrice perlici, fi vires P, Q per (104.§.), ob (112.§.)
ita definiantur, ut fit

__ VSinQAC | __ VSinPAC
b= Sin® o 4 Sin@ 7

116, Corollarium 4.

Geometrica datae vis V in punftum A direftione AC agentis refo-
lutio perficietur hoc modo. Abfcindatur in re€ta AC pars Ad, quae vim
V exprimat (110 §. Schol.), tum ex d ducantur parallelae da, db ad da-
tas direSiones AP, AQ virium, in quas V debet refolvi: latera enim
Ab, Aa debebunt has ipfas vires exprimere (taz 1o

117. Corollariom 5.

Hoc modo vis V==Ad ageos in punftum A datae reftae AB
(18. Fig.) fecundum direftionem AC fub angulo acuto BAC—=x« ad AB
inclinatam, conftrufto reftangulo Abda, refolvi folet in duas vires,
quarum una Aa—VSinx diretione Aa ad AB perpendiculari, et altera
Ab=V Cof « direttione Ab in refta AB jacente agat in punftum A

(116. §.).

F 2 DISSER.

Fig. 18.




DISSERTATIO 1V.
DE
CENTRO AEQUILIBRII VIRIUM DIRECTIONIBUS
PARALLELIS IN DATUM SYSTEMA PLURIUM
PUNCTORUM AGENTIUM,.

118. DeErinN1T 10,

S."?c,’:m punflorum eft quodvis aggregatum plurium punforum ‘deter.
minata aliqua ratione per datum fpatium diftributoram, quae, ne illorum
fi
les inter fe conuexa poterunt cogitari, ac i ea totidem punta unius
corporis rigidi exhiberent (60. §.).. Si punctis mafias quascunque, puta
lineas, fuperficies, aut corpora, fubftituas; habebis Sy/lenia Pluriam
meflarum,

tus refpeftivi ab u'lis viribus poflint turbari, omnia per lineas inflexi-

119, DeEriniTIO

Centrum aequilibrii dati (yftematis, cujus fingula punéta (118. §.) a cer.
tis viribus (ecandum dire@iones inter fe paralielas et in eandem plagam
tendentes ad motum follicitentur, vocabitur punftum, quod refpeftu pun.
ftorum totius fyftematis talem fitum habeat, ut, fi in illod certa vis fe-
cundum determinatam directionem agere fupponatur, ea in quovis firu
totius fyflematis cum omnisus cjus viribus in aequilibrio efle debeat,
feu directiones harum virium unam eandemque in omni fitu fyftematis
plagam refpiciant, feu non, modo eae in quovis fitu feorfim fpettato
omnes in eandem plagam tendant, et inter fe fint parallelae,

Scholion.

Cafus hic dire@ionum parallelarum et maxime memorabilis, tum
quia is in corporibus phyficis ad fenfum habet locem, tum etiam quia
ad hunc cafum omnes reliqui cafus poffunt revocari, quod patebit, ubi
geveraliflima ftaticarum difciplinaram principia recenfuerimus.  Gravitas
quidem fic agit in guodlibet corpus phyficam, ut omnia illivs punéta,
Quemcunque fitum totum corpus habeat, femper fecundum directiones ad

fenfum
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fenfum parsallelas deorfum premantur, quo fit, ut hae direfiones in omni
corporis fita unam eapdemque plagam refpiciant. Verum pofiibile eft,
ut punéta dad (yltematis ab aliis viribus ad motum urgeantur, quarum
direftiones fint inter fe parallelae, et omnes in quovis fitu fyitematis in
eandem plagam tendant, licet haec mutato fitn fyftematis mutetur.

120, Theorema,

Si veffa bD (19.Fig.), in cujus punita b, a agant duae vires Q, P
Jecundum divelliones paraliclas bQ, a P jecetur in C, ita ut fit P : Q=bC:aC,
et in C diveilione Cc parallela dirveflionibus b Q, aP applicctur vis c=P 4+ Q;
erit hacc in aequilibrio cum viribus P, Q.

Demonfiratio.

1. Vires P, Q, ¢ agentes direétionibus aP, bQ, Ce in punfta a, b, C,
fi ponatur angulus DaP=DbQ=cCb=¢, poflunt per (117. §.) in
fequentes vires refolvi, )

Vis Pinaa=PSinQ@, et aa'=PCofP;
Qinb2=QSin@, et b= QCofl @;
cinCy=cSin@, et Cy=c CofQ.

2. Quamobrem erunt vires P, Q, ¢ in aequilibrio, fi vires ax, aa',
bB,bA, Cy,Cy omnes inter fe fuerint in aequilibrio, {t autem per
hypothefim ¢=P+4Q: igitur eft vis Cy' aequalis {ummae’ viriom az’,
bg' in (1), proinde cam his viribus in aequilibrio (66. 70.§.). Porro eft
per hypothefim P:Q=bC:aC: igitur az:bB=bC:aC in (1); confe-
quenter funt quoque vires au,; b3 cum vi Cy==ax4bA in aequilibrio
(89- §- :
121.-Corollarium 1.

Secundum quascunque diretiones a P, b Q inter fe parallelas egerint
binae vires P, Q in duo punéta a, b urius rectae bD; jacebit illarum cen-
trum sequilibrii in punéto C ejusdem reftae fic determinato, ut fit Ca:
Cb=Q:P; idemque centrum ita premetur a viribus P, Q direétione Ce
parallela diretionibus aP, b Q, ac fi in illud uua vis e==P+Q imme=
diate ageret (120, ¥19. §.).

122, Corollarium 2.

Pro viribus aequalibus P, Q erit Ca==Cb: centrum aequilibrii illa-
rom coincidet ergo cum punfto medio C retae ab (121 §.).

F3 123. Co-

Fig. 19.
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123, Corollarium 3.

Data diftantia ab punttorum a, b rectae bD, in quae agant datae vi-
res P, Q directionibus aP, bQ inter fe parallelis, invenietur illarum cen-
trum aequilibrii C, inventa hujus diftantia ab alterutro punéto a, b;
determinabitur vero haec diftantia ex aequatione aC.P=bC.Q (r21.§.).
Eft enim

bC=—ab—aC; aC=ab—bC:
igitur erit
(ab—bC)P=(ab—2a(C)Q;
ab.P __ab.Q
i = gl 2

124, Corollarium 4.

Poterit porro centrum aequilibrii C duaram viriom P, Q dire@ioni-
bus parallelis aP, bQ in punfta a, b datae reétae bD agentium deter-
minari etiam per ejus diftantiam dC a dato quocunque puntto d in eo.
dem refta. Cum enim f{it

aC—=dC—da; bC=db—dC;
habebimus per (121. §.)
P:Q=(db—dC(C):(dC—da); hinc
da.P+db.Q
dC—= =—a
P+Q

125. Corollarium g.

Fig. 20. Si dicas, punftum « reftae aZ (20. Fig.) effe centrum aequilibrii

viriom A, B, C, - - - P fecundum directiones parallelas aA, bB, cC,

- - - pP agentium in pun&a a, b, ¢, - - - - p ejusdem reftae, in quo

vis unica X—=A+4+B+C+4 - - - 4 P applicata fecundum dire&tionem

oppofitam « X parallelam illis direftionibus {it in aequilibrio cum omnibus

viribus A,B,C, - = - P, in puntta vero q, « cogitentur agere vires

Q, S=A+4+B+4C+ - - - 4 P fecundum directiones qQ, «$ prioribus
parallelas, quarum centrum aequilibrii 3 dabit

2p= ZASHEL0 1,y )

ita ut una vis U=S+Q in B fecundum direttionem AU dire&ionibus

QQ, «S parallelam applicata cum viribus Q, S fit in aequilibrio (121.§.);

erit
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erit eadem vis U etiam cum viribus A, B,C, - - - P, Q, abfentibus

-

1

S, X, in aequilibrio, punftumque 3 erit centrum aequilibrii virium
A,BC, - - <P, Q (119. §). Cum enim in hac hypotheli omnes vires
A BC,---P,Q,8, U, X fint inter fe in aeguilibrio (64. §.), et vi-
res S, X feorfim inter fe in aequilibrio (66. §.); necefle eft, ut his re-
motis vis U cum viribus A, B, C, - - - P, Q maneat in aequilibrio
(65. §-

126. Problema.

Datis quotcungue viribus A, B, C, ete. in data puni¥a 2, b, c, etc. unius
veffae a Z fecundum direfiones parallelas aA, bB, cC ete. agentibus ; invenire
illarum centvum gequilibrii, dire@ionenque et quantitatems vis in codem
centro applicandae , quae cum ommuibus illis viribus fit in aequilibrio.

Solutio.

Sumto quocunque puntto Z in data refta, multiplicentur diftantiae
fingulorum punétorum a, b, ¢, etc. a punéto Z per vires in iis applicatas,
et fumma productorum dividatur per fummam omnium viriom; erit quo-
tus diltantia quaefiti centri aequilibrii, puta ¥, a punéto 3. Quodfi jam
in hoc direftione oppelita ¢V parallela direftionibus virium A, B, etc.
cogitetur applicari vis V aeqnalis fummae omniom virium A, B, etc.; de-
bebit illa efie in aequilibrio cum omnibus his viribus.

Demonfiratio.

I Ex (124. 121. §.) elucet, folutionem hanc pro duabus viribus re-
ipfa locum habere.

2. Porro, fi numero n vires A, B, C, - - - P habeant in « centrum
aequilibrii, pro quo fit
gl el A.aZ4B.bZ+ ---+4P.pZ

A+B 4+ - - - - - + P )
et vis X==A4B + - - - 4+ P in « agens directione oppofita cum viri-
bus A, B, = -~ - P fimul fumtis fit in aeqnilibrio; habebunt etiam una
plures vires A, B, - - = P, Q ‘unum centrum aequilibrii in 3, pro
quo fiet

zﬁ_zw(n"ui-ﬁ-l- ---+P)+7q.Q

—  A4B+4+---4+PH+Q ’
etvis U=A+4B+ - - - - 4+ P4+ Q in B fecandum oppofitam directio-
nem AU agens erit cum omnibus viribus 4, B, - - - P, Q in aequi-
librio
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librio (125.§.): “utprimum ergo data folutio de certo numero n virium
vera eft, debet illa eo ipfo etiam de numero n+41 talium virium vera
effe, unde et ex (1) per (Vol. L. §. 31.) fequitur, datam folutionem pro-

blematis de quovis poflibili virium numero veram debere eile.

127. Problema.
Si fingula punfa a,b,c,d, e, f, - - - p, q alicujus fyftematis a to-

tidem viribus A, B, C, D, E,F,- - = P,Q fecundum direfliones aA, bB, - - -
qQ inter fe parallelas et in eandem plagam tendentes ad motum folliciten-
tur, confietque, vires A, B, C, - - - P habere centrum aequilibrii in «,
in quo vis una X—=A+4B4C 4 - - - 4 P agens direflione oppofita ax
parallela virinm A, B, ete. diveffiontbus cum ommibus viribus A, B, C -~ -P
effet in aequilibrio; invenire tam centrum aequilibrii virium A, B, C, ---P,Q
quam divellionem quantitatemque vis in illo applicandae, ut eq cum omnibus
viribus 8,8,C, - - = P, Q fit in acquilibrio,
Solutio.

Da&a e centro aequilibrii & viriom A, B, C, - - - - P ad punftum
q, in quod agit vis Q, re€ta «q, determinetur in eadem refta pun&tum j3
fic, ut fit

2 «q.Q

LD e— H

A+B+CH- - -4+ +Q°
erit 3 centrum aequilibrii virium A, B, C, - - - P, Q, in quo vis unica
v—=A+B+C+4 - - - + P4 Q fecundum direftionem Sv oppofitam
et parallelam direCtionibus illarum virinm applicata debebit cum omnibus
viribus 4, B, C, = - - - P, Q efle in aequilibrio.

Demonfiratio.

Si in centrum sequilibrii & viriom A, B, -~ - - P fecurndum oppolitas
direftiones « x, ay parallelas dire€tionibus illarum virium agant vires
aequales X, y, quarum quaevis aequetur flummae virinm A, B, C, - - - P,
et praeterea in 3 agat vis v=y4+Q=A4+DB-4+C+ - - - +P+Q di-
reftione Sv parallela direttionibus @y, qQ; erit 3 centrum aequilibrii
virium ¥y, Q, et vis v in aeguilibrio cum vicibus v, Q (121. 123. §.): cum
igitar per hypothelim {it vis x in aequilibrio cum viribus A, B, C,- - -P;
erunt omnes vires A, B, C,- - - P, Q, v, x, y inter fe in aequilibrio
(64. §.). Quamobrem, quia vires x, y funt inter fe feorlim in aecqui-

librio
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librio (66. §.), fublatis his viribus manebit vis v in aequilibrio com viribus
A, B C,--- P,Q (65 §), punftumque S erit centrum aequilibrii vi-
tium A, B,C, - - - P, Q (119.§).

128. Corollarium 1.

Pro quovis fyltemate punftorum, quae a totidem viribus fecundum
direCtiones inter fe parallelas et in eandem plagam tendentes ad motum
urgeantur (118. §.), debebit dari unum centrum aequilibrii, in quo vis
unica fecundum diretionem oppofitam applicata, in quovis fitu {ykema.
tis cum iisdem viribus eflet in aequilibrio, fi illa fummae omnium virium
aequaretur. Cum enim hoc pro [yltemate duorum puntorum in (121. §.)
fit demonftratum, idque, fi de fyftemate conftante punétis quocunque
numero n verum effe fupponatur, eo ipfo etiam pro f{yltemate uno plu.
rium punétorum debeat fubfiftere (127.§.); neceffarium eft, utid gene-
ratim de quovis poflibili {yftemate fit verum (Vol. 1. §. 31.).

129. Corollarium 2,

Elt autem abfolute impolfibile, ut unum idemque fyftema plura cen-
tra aequilibrii habeat. Ponamvs enim datum fyfema (2r1. Fig.) habere
unum centrum aequilibrii in punfto «, in quod agat vis x=—= A+ B 4
- - = 4 Q directione oppofita et parallela direftionibus virivm A,B---Q
in quovis fitu fyftematis, quo illa fit in quovis f{yftematis fitu in aequilibrio
cum omnibus viribus A, B, - - - Q (128. §.); dico, praeter hoc nullum
alind centrum aequilibrii 3 in eodem fyltemate efle pofiibile. Secus enim
poflet fyftemati talis fitus tribui, in quo direftio xx vis x cum reta «3,
non coincidat, fed certum angulum x« /3 formet; daretur porro aliqua
vis v, quae in 3 certa direftione Sv agens cum omnibus viribus
A, B, - - - Q fyftematis effet in aequilibric (r19. §.): quare, fiin « co-
gitetur agere vis y aequalis vi x fecundum direttionem «y diretioni «x
oppofitam, quae cum x*it eo ipfo in aequiiibrio (66. §.); debebunt om-
nes vires A, B, - - - Q, v, y,x efle inter fe in aequilibrio (64. §.).
Cum igitur vis x fit in aequilibrio cum viribus A, B, - - - Q; deberet,
fublatis his omnibus viribus, vis y cum vi v manere in aequilibrio, quod
eft impofiibile,

Volumen I1. G 130, DE-
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130. DEFiNnITIO.

Si fyftema plurium punétorom ad datum quodcunque planam referatur,
produétum ex qualibet vi in uno punéto fyftematis applicata (118. §.) in di-
ftantiam perpendicularem hujus punéti a dato plano vocabitur, iuiproprie qui-
dem, Momentum vis vefpeiu ejusdem plani; fumma vero momenrorum oms=
niom virium {y(temaris refpeétu unius plani pofitione dati dabit Momen-
tum Jyfiematis refpelu ejusdem plani.

131. Corollarium.

In quotcunque 'partes cogitetur datum fyftema plurium punétorum
divifum, quae feorfim totidem fyftemata exhibebunt (118.§.); erit fum-
ma momentorum omnium partium refpettu dati plani aequale momento
totins fyfematis refpettu ejusdem plani (130. §.).

132. Lemma,
Tig. 22, Si refla AB (22. Fig.) Jfecetur in C in data ratione r:s, utfit AC:
BC=r:s, et ex punflis A, B, C ad planum MN pofitione datum ducantur
perpendicula Aa, B3, Cy; debebit ¢ffe (r+s)Cy=r.Bf+s.Aa

Demonfiratio.

Cogitetur daci per C aliud planum mn parallelum plano MN; de-
bebunt perpendicula Az, B3 ei in duobus punttis a, b occurrere; et fi
ex C ad haec punfta ducantur in plano mn reftae Ca, Cb, nalcentur
triangula fimilia AaC, BbC ad a, b reftangula: erit igitar

AC:B€=Aa:Bb:
quare, cum per hypotheflim fit
A BC=r 5, ént
r:s=Aa:Bb=(Cy—Ax): (BA—Cy)

Et hinc obtinebimus
r(Bf—Cy)—s(Cy— Ax), adeoque
(r4s)Cy=r.BB+s.Awxs
133. Corollarium 1.

In fyflemate duorom punétorum A, B, quae a duabus viribus P, Q
fecundum dire&iones parallelas AP, BQ ad motam follicitentur, jacebit
centrum aequilibrii in punfto C reftae AB, ita ut fit P:Q=BC:AC
(12n §.): erit ergo (P+Q)Cy=P.Ax+Q.B3 (132. §.), fen momen-

fum
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tum {yftematis duorum punétorum refpecta dati plani M N aequabitur pro-
dufto ex fumma duarnm viriam in illa punfta agentium in diftantiam
centri aequilibrii fyltematis ab eodem plano (130. §.).

134. Corollarium 2,

Sit n41 numerus punftoram a, b, c,d, e, f,- - -p, q alicujus fyfte-
matis, in quae totidem vires A, B,C, D, E, F, - - - P, Q agant fecun-
dum direftiones aA, bB, cC, etc. parallelas et in eamdem plagam ten.
dentes, punftum vero x (it centrum aequilibrii virium A,B,C, - - - P,
quarum fummam denotet K: fi refta g fic fecetur in 3, ut fit e B:8q
—Q:K, adeoque etiam «3:2q:=Q:(Q+K); erit 5 centrum aequilibrii
omnium n+ 1 virium A, B, C, - - - P, Q (127.§.), demiflisque ex g, 3, &
ad datam quodcunque planum MN perpendiculis qq', 33", ax'y fiet (Q+K)
B3 =K.ex'+Q.qq (133.§). Quare, fi K.zz' aequetur fummae pro-
duftorum ex n viribus A, B, C, - - - P in diftantias punttorum a, b, c,
- - - p a plano MN, aequabitur (Q+K) S£' fummae produttorum ex
n-+41 viribus A,B,C, - - -P, Q, quarum fummam Q+ K exprimit, in
diftantias punétorum a, b, ¢, -~ - - p, g ab eodem plano MN,

135. Theorema.

In guolibet [yfiemate punflorum @ totidem viribus Jecundum direRiones
inter fo pavallelas et in eandem plagam tendentes ad motum follicitatorum erit
produllum ex fumma omnium virium in diftantiam communis centri aequis
librii (128. §.) @ quovis plano pofitione dato aequale Jummae momentoruns
[fngularum virium , adeogue Gequale momento totius fyffematis (130, §.) re-
Jpeltu ejusdem pland.

Demonliratio.

Verum eft id de f{yftemate duorum punétorum (133. §.); et fi id fup-
ponatur efle verum de fyftemate n punftorum, verum erit id eo iplo etiam
de fyfremate n+1 punttorum (134. §.): debet ergo propofitum theorema
generatim pro quovis poffibili {yftemate punétoram (118. §.) fubfifiere
(Vol. 1.-§. 31.).

136. Theorema.

Omne planwm mn (23. Fig.) tranfiens per centrtim aequilibrii v dati
cujuscungie [yftematis uvxy (118. 128. §.), dividet totum Jufiema in duas
partes UvXx, uwyx, quarun momenta refpectu plani mu erunt inter f2

acqralia,
G2 Demon-

Flg_
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Demonfiratio.

Centra aequilibrii partium uvx, uyx fyltematis uvxyu fint in a, b,
et MN fic panum parallelom plano mn, ad quod ex a, b, y dutta fint
perpendicula aA, yC, bB plano mn in «, v, B occurrentia.  Porro fint
V.V fummae viriam agentium in partes uvx, uyx fyftematis uvxyu;
erit V.aA momentum partis uvx, Y.bB momentum partis uyx adco-
que V.aA+Y.bB momentum totius fyftematis uvxyu refpectu plani
MN (135. 131. §): cum igitar hoc ipfum momentum fit etiam =(V+Y)
vC (135. §.); debet efle

(V+Y)yC=V:aA+4Y.bB.
Igitur fiet
(V+Y)yC=V (yC—ae)+ Y (yC-+b 3);
hinc V.aa=Y.b 3,
quod ob( 135. §.) erat demonftrandum.

137. Theorema.

Et vicifim omne planum mn, quod datum quodcunque [yfiema (118 §)
UVXYyu in duas partes uvx, wyx ita dirimit, ut illavum momenta ve-
Jeedu ejusdem plani Jint intex fe aequalia, tranfit per centrum aequilibrii
Jyftematis,

Demonfiratio.

I. Secus jaceret centrum aequilibrii fyftematis uvxyu extra planum
mn, pofletque per illud duci alind planum m'n' parallelum plano mn,
quod datum fyftema uvxyu in partes rvs, rys dirimeret; inter utrum-
que autem planum jaceret una pars ruxs fyftematis, quod et impofibile.

2. Nam partes nvx, ruxs, rys deberent habere propria centra
aequilibrii, pota in, a, b, g, et fi A, B, G denotent fummas virium in eas-
dem partes agentium (i28. §.), daétis perpendiculis ad, gy, b3, be ad
plana m'n', mn, effent A.a d, B.be, G.gc momenta partium uvx, ru xe
sys refpetu plani m'n', et A.ac, B.bj2, G.gy momenta earundem par-
tium refpettu plani mn (135. §.); confequenter eflt A.ad+B.be mo-
mentum partis rvs refpeétn plani m'n!, et G.gy+B.bB momentum
partis uyx refpectu plani mn (131. §.): igirur per hypothefim in theo-
remate allumtam, et (1) od (136, §.) deberet efle
G.gy+B.bB=A.ax;

A.ad+B.be =G.gc.
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3
Quare fieret G.gy—=A.ax—B.b3: ob G.gy >G.gc deberct ergo
efle A.ae—B.bB > A.ad+B.be, quod eft impoflibile.
138. Theorema.
Si planum m'n* datum [yflena (118. §.) uvxyu dividat in duas
partes rvs, rys, centrum vero acquilibvii totius [yftematis jaceat extra
planum w'n' alicubi in y; erit diffirentia momenti partis r ¥S ¢ monienio

fa ex fum-

partis tvs, in qua jacet v, re/pecti plani m'n' aequalis prod
ma virium totius [yffematis (119. §.) uvxyu in diftantiam. illius centri
aequilibrii v ab vodem plane m*n's

Demonfiratio.

1. Tranfeat per y planum mn parallelum planc m'n’, quo totum fy-
ftema uvxyu in tres partes uvx,uxsr, rsy dividatur. Centra aequi-
librii harum partiam fint a, b, g, et ad, be, b3, gy perpendicula ad
utrumque planum; A vero, B et G fint fummae virium (119.§.) agen-
tium in partes uvx, uxsr, rsy fyltematis,

2. Erit momentumn partis ruvxs refpeftu plani m'n' aequale fummae
A.ad4-B.be ob (1) per (135 13L.§.), et G.gc. momentum partis rys
refpeftu ejusdem plani m'n' (135. §.): differentia horum momenterum
erit ergo

A.ad$B.be—G.ge=
=A(yetaa)+B(ye—bp)—G(gy—yc)=
—(A4+B4+G)yc+A.ae—(B.bg+G.gy).

Sed A.axz et B.b34G.g7y funt momenta partiam uvx, nyx re-
fpetu plani mn, ob (3) per (¥35. 131. §.), inter fe aequalia (136. §):
igitur eft etiam

(A.ad+B.be)—G.gc=(A+B+G)yc.

139. Theorema.

Si in fingula punffa a, b, c, d, e, etc. (24 Fig.) dati cujuscnnque fi- Fig. 24.
fiematis uvx plurium punflormm (118. §.) agant vel determinatae vires
A,B,C, D, E, ete. fecundum diveé¥iones ak, bB, cC,dD, eE inter Jfo pa-
ralielas et in eandem plagam. tendentes, vel quaecunque aliae vires A', By
C, Dy, EYy quae ad priores fint in certa ratiome m:n, et gquidom vel fecun-
dum priores divelliones vel fecundum ahias divetliones a A', bBY, ¢C'y dU', €,

G 3 inter
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inter [e parallelas et in eandem plagam tendentes; idem erit [femper con-
trum aequilibrii totius fyftematis.

Demonfiratio.

Secus haberet datum {yftema uvx in hypothefi virium At, B, C*, D, Ef
unum centrum aequilibrii 2 diftin€tum a centro aequilibrii #, quod illud in
hypothefi viriom A, B, C,D, E debet habere (128. §.), du&oque planoM N
ad reftam S fub angulo SMN inclinato eflet diftantia perpendicularis
ey centri aequilibrii # minor quam diftantia B4 centri S a plano MN,
quod in aflumta hypothefi eft impofiibile.

Si emim a',b', ¢, d', e fint diftantiae perpendiculares punftorum
a, b,c,d, e a plano MN; deberet efle per (135. 130.§.)

(A4B+4+C4D+E)zey=A.a4+B.b'4C.c'+D.d+E.e';
(A4-B+4C+DH-ENBi=A'.a +B.b'4C.c+D.d+E.e.

Cum vero per hypothefim fit A': A==m:n, confequenter A'=A S

et fic B=B—, C'=C-", D=D—, E'=E—; abibit, falta fub-
ftitutione, fecunda aequatio in fequentem
(A+B+C+D+E)Bé=A.2+B.b'4C.c'+D.d* +E.e.
Ex hac vero et prima aequatione evidenter fequitur, debere efle
«y=/3d, adeoque impoffibile elle, ut fiat 2y << 4.

DISSER.




55

DISSERTATIO V.
DE
CENTRO GRAVITATIS IN GENERE,

e

140. DEFINITIO.
Dum vires fingula punéta certi fyftematis (118. §.) dire&ionibus inter
fe parallelis et in eandem plagam tendentibus ad motum follicitantes a
gravitate proveniunt (39. §.), centrum aequilibrii ejusdem fyltematis vo-
catur centrum gravitatis,

141. Corollarium 1.

Pondera e totidem punélis alicujus reftae libere pendentia fpeftari
debent inftar virium in eadem punfta fecundum direftiones inter fe pa-
rallelas agentium (42. 43. §.), fic, ut, quaccunque in praecedente diflerta-
tione de ejusmodi virium centro aequilibrii generatim funt demonftrata,
etiam ad centrum gravitatis taliam ponderum debeant extendi (140.§.).

142. Corollarium 2.

Quamobrem jacebit centrum gravitatis duorum ponderum aequalium
P, Q e punélis a, b (25. Fig.) datae reftae bD libere pendentium in me-
dio punéo Cinter a et b (141. 122, §.).

143. Corollarium 3.
Quodfi autem pondera P, Q fuerint inaequalia; debebit illorum cen-

tram gravitatis coincidere cum punfto C retae ab, {i hoc ita determine-
tar, ut fit P:Q=bC:aC (141. 121. §.).

144. Corollarium 4.

Erit porro diftantia centri gravitatis C duorum ponderum P, Q ab
alterutro punéto fufpenfionis (a vel b) aequalis produéto ex refta ab in
pondus (Q vel P) pendens ex altero punéto fufpenfionis (b vels) divifo
per fummam ponderum P, Q (141.123. §.).

E. gr. Sitrefta ab=—7 pedibus, quaeraturque centrum gravitatis C
ponderum P=61b, Q=151h; erit
aC

Fig.




Fig. 26.
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b= ——————6:_1;5 - =4 pedibus;
bC:—-——~6?_i_6l$ =2 pedibus,
145. Corollarium g,

Et difrantia centri gravitatis C duorum ponderam P,Q a dato quo.
cunque in refta bD punéto d aequabitur {ummae produftorum ex diftan-
tiis fingulorum pun€torum fufpenfionis a, b a punéto d in pondera ex illis
pendentia divifse per fummam ponderum (141. 124. §.).

E. gr. Detur punftum d in diftantiis da=—3 pedibus, db=10 pedi-
bus a puntis a, b, et quaeratur centrum gravitatis C ponderum
P—=is516, Q=5 tb; jacebit illud in diftantia a punéto d

0= 2 154..1-0';
55
146. Corollarium 6,

Et generatim quotcunque pondera A, B,C, - = = P, Q e totidem
punétis, a, b, ¢,- - - p, g datae reftae aZ libere pendeant, habebunt
illa commune centrum gravitatis in punéto 3 ejusdem reftae ita deter-
minato, ut illios diftantia Z 3 a-dato quocunque in eadem reéta puntto Z
aequetur {ummae produftorum ex diftantiiis Z a, ke A R Zp, Zq
fingulorum puntorum fufpenfionis a puntto Z in ipfa pondera ex illis
pendentia divifae per fuminam omnium ponderum: preffio vero,
centrum f3 direftione verticali By ab omnibus ponderi

o _}_; pﬁ'd.

qual‘n
bus perfentifcet,
aequabitur preffioni, quam in illo unicam pondus S fummae omnium pon.
derum aequale ex 3 libere pendens produceret (141. 126. §.).

147. DeriniTI1O.

Omnis mafla: gravis, linea, fuperficies, et corpus, determinatae
figurae, poteft (peétari inftar anios fyftematis plurium pun€orum mate-
rialium (118 §.): prefliones aequales, quae in fingulis pun

&is fecundum
direftiones verticales inter fe parallelas in quov
o

is maffae fitu deorfum ten.
dentes a vi gravitatis producuntor (41. 42. §.), licebit inft
riom aequaliom confiderare ;

i totidem vi-
produfta ex his viribus in diftantias perpen-
diculares puntorum, in quae illae agunt,
earundem virium refpeftu dati plani,

a dato plano erunt Moments
et-fumma omsium momentoram

dabit
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dabit Momentam totius maflae gravis refpeétu ejusdem plani (130. §.):
fumma demum omnium virium aequalium in punfta maflae agentium erit

pondus totius mailae (45. §.).

148. Corollarium 1.

Omnis maffa gravis nvx (27. Fig.) habebit aliquod idque unicum
centrom gravitatis C: fi in hoc direftione verticali oppofita CV cogite.
tar agere vis V aequalis ponderi totius maflae uvx; vel fi, sbfente
vi V, malla uvx in centro C ita cogitetur figi, ut illa, quin circa C
convertatur, moveri nequeat; debebit utroque cafu tota mafla uvx in
aequilibrio fervari: unde neceflario fequitur, preffionem, quam gravitas
in centro C direftione verticali Cy producit, aequari prefiioni,
quam in illo vis una y ponderi maflae uvx aequalis produceret (141.
128. 129. §).

149. Corollarium 2,

Poteft ergo omne fyftema plurium maflarum graviom f{pectari inftar
unius fyftematis totidem punftorum, cum centris gravitatis illarum maf-
farum coincidentium, quae a viribus per poudera earundem maffarum de-
terminatis fecandum direftiones verticales deorfum ad motum debent ur-
geri (148. 118. §.): omne itaque fyftema plufium maflarum graviom ha-
bebit aliquod idque unicum centrum gravitatis (140. 128. 129. §.), quod
tanta efficacia direftione verticali deorfum premetur ac fi ex illo unum
pondus aequale fummae ponderum omnium maflarum totum fyltema con-
ftituentium libere penderet: momentum cujusvis talis maflae refpectu dati
plani erit produftum ex diftantia centri gravitatis ejusdem maflae in il.
lius pondus, et fumma momentorum omnium maflarum dabit momentum
totius fyftematis refpectu dati plani (r30. §).

150, Corollarium 3,

Momentum cujuslibet maflae gravis uvx refpeftu cujuscunque plani
mn erit aequale produto ex pondere ejusdem maflae, feu ipfa mafla ei
proportionali (52. §.), in diftantiam perpendicularem Cc ejus centri gra-
vitatis C (148. §.) ab eodem plamo (140. 147. 135. §).

151. Corollarium 4.

Et momentum cujusvis fyftematis plurium maflarum graviom (149 §.)

refpeftu dati plani aequabitur produtto -ex fumma ponderum omnium
Volumen I, H mafla-

Fig. ar.
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maflarum ip diftantiam perpendicularem centri gravitatis totins {yftematis
ab eodem plano (149 140. 135. §.).
152. Corollarium g,

Si in fingula puné&a datae maflae gravis M cogitertur agere vires
aequales independentes a gravitate fecundum quascunque diretiones in
quovis maffae M fita inter fe parallelas et in eandem plagam tendentes;
erit commune centrum aequilibrii .omniom harume virium idem cum centro.
gravitatis maflae gravis M (r4r. 147. 139. §.).

153. Corollarium 6.

Et fi, dato quocunque fyftemare plurium maffarum graviom A, B,
C, ---P,Q, in centra gravitatis {ingularum maffarum (148. §) agant
quaecunque vires AT, B, CY - — - PF, Qf, ponderibus illarum maflarume
proportionales, fecundum direftiones in quovis fitu fyltematis inter fe
parallelas et in eandem plagam tendentes, feu illae vertieules fint, few
a verticalibus utcunque declinent ; erit centrum aequilibrii omnium virium
Ar B, Cf - - = P5 Q" idem cum centro gravitatis {y{tematis maffarum
gravium A, B, C, - - = P, Q (149. 140. 139. §.).

154. Corollarium 7.

Centrum gravitatis fyftematis duarum maffirum graviam A, B (28.
Fig.), quarum centra gravitatis z, x aliunde fint nota, jacebit in reftae
xz punto a, quod, data mutua centrorum X,z diftantia xz, determi-
nabitur ob (149 §.), fi refta xz fecetur in a in ratione inverfa ponde-
rum, vel maffarum A, B illis. propertionalium (121. §., vel per (123. §)
definiator ejus diftantia ab alterutro centro x,z, aot ab alio quocunque
puncto u dato in refta xz per (124. §.), quo fiat

L LS D

plis: xz. X SN 1 2
M Rk e N
xu. XFzo. Z
e AR R

r55. Corollarium 8.

Ex (154. §.) nafceniur fequentes formuize, cpe quarum, dato centro
gravitatis a unius fyftematis duarum maflarum gravium 4, B, datoque cen.
tro
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tro gravitatis z vel x ‘alterntrius maffae, "centram gravitatis alterius maf-
fae in refta ux transeunte per data centra poterit determinari.

Si datis a, x quaeratur z.

ax.X _ ax(X+72)
1z= —— 3 XZ=—— :
P ua.Z—axﬁ_‘zua(X-]—Z)——ux.x
Z AR
Si datis a, z quaeratur x.
az .72 az (X+72)
ax=— ; ZxE=——
g ua.X+az.Z S na(X+2Z)—uz.Z ;
X X

156. Corollarium 9.

Quodfi autem detur {yftema numero n4 1 maflarum graviam A, B, Fig. av.

C,- - - I’, Q (21. Fig) fuis ponderibus proportionalium, quarum centra
gravitatis a, b,¢c, - == p,q nota fint, -noT'caturque commune centrum
gravitatis « n maffarum A, B,C, - - - P; iovenietur centrum gravitatis
omnium n41 maflarum A,B,C, - - - P, Q in punéto S reftae aq,

fi ob (149. 140.127. §) fiat
«q.Q X
AEBECH= = o EPHQ

157. Corollarium 10,

ocﬁ;:-

Hinc (154. 156.§.) per fe manifeftum fit, qua methodo centrum
gravitatis cujuslibet {yftematis ploriom maffaram graviom inveftigare
liceat, datis centris gravitatis et ponderibus fingularum maflarum
(148. §)

Sic, fi e. gr. detur fiftema quinque maffarum gravium A, B,C, D, E
fuis ponderibus proportionalium, quarum centra gravitatis in a, b, c, d, e
fita fint, duta refta ab, eademque in 1 ita fefta, ut fit
ab.B |
A+B 7
erit 1 centrum gravitatis maffarum A, B (154. §.). Si jam ex hoc ad ¢
ducatur retta lc, tum determinetur

Ie. €

Im= e

A+BF

al=

C
H 2 erit

Fig. 29.
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erit m commune centrum gravitatis triom maTarum A, B, € (156. §)
Si porro ex m ad d ducatur refta md, deinde quaeratur
md.D ;
A+B4CHD’
erit n commune centrum gravitatis quatuor maffairum A, B, C, D (156. §.).
Si demum ex n ad e ducatur refta ne, et determinetur
ne.E
A+B+C+D+E
erit o commune centrum gravitatis quinque maflarum A, B, C, D, E

(156. S.).

mn=—

no—

158. DEriniTIO.
Planum gravitatis datae maflae gravis, vel Diameter gravitatis, ek
planum vel linea retta tranfiens per centrum gravitatis ejusdem maflae

(148: §- _
159. Corollarium 1.

Innumera poffunt duci plana gravitatis, et innumerse diametri gravi-
tatis in qualibet maffa gravi (158 §.).

160, Corollarium 2,

Omnes diametri gravitatis cujusiibet mailae gravis (159. § interfe-
eant {e in ejus centro gravitatis (158. 148. §.).

16r. Corollarium 3.

Communis interfettio duorum planorum gravitatis datae cujuscunque

maflae gravis erit diameter gravitatis ejusdem: maflae (¥58. §
162. Corollarium 4.

Et fi diameter gravitatis alicujus malfae fecetur a plano gravitatis ejus-

dem maflae, erit interfeftio illius centrum gravitatis (158. §.)-
163. Corollarium 3.

Omne planum gravitatis vel wnius maflue gravis M, vel certi {y te-
matis S plurium maffarum gravium, dividet totam maffam M, vel totum
fyftema S in duas partes, quarum momenta refpeftu ejusdem plani erunt
inter [e aequalia (153. 149. 147. 136. §.).

164. Corollarium 6.

Et viciffim omne planum daiam maflam gravem M, vel datum fyfte-
ma S plurism maflarum gravium in duas partes dirimens, quarum mo-
menta
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menta refpeétu ejusdem plani fint inter fe aequalia, erit unum planum gra-
vitatis ejusdem maflae M vel fyltematis S (149. 147. 137. 158. § ).
165. Corollarium 7.

Si vero planum mn (27. Fig.) datam maffam gravem uvx in duas
partes rus, rvxs dirimat, qoin id tranfeat per centrum gravitatis C
maffae uvx; erunt momenta partium rus, rvxs refpecta plani mn in-
aequalia, et differentia momenti partis rus a momento partis rvxs, in
qua jacet centrum gravitatis C maflae uvx, aequabitur produéto ex pon-
dere totius maffae uvx in diftantiam Cc centri gravitatis C a plano mn
(148. 147. 138 §.)-

166. Corollarinm §.

Ex (164. §.) demum colliges, quod fi omnia pun&a alicujus maffae
gravis in uno plano jaceant, hoc ipfum plabum debeat effe unum pla-
num gravitatis talis maflue: momenta enim partium, in quas mafla ab
ejusmodi plano dirimitur, aequantur nihilo (147. §.).

167. Hypothelis.

In invefligatione centrorum gravitatis [umantur omnes maflae, lineae,
Juperficies, et corpora, pro aequabiliter denfis et lhomogeneis, quo fiat, ut
tam majfae, quam pondera illis proportionalia, per volumina, [ub quibys
continentur, poffini exprimi.

Scholiom,

Si enim generatim it P pondus maflae M fub volumine V contentae,
et p pondus talis maffue contentae {ub determinato quopiam \'?_lumine Vs
puta uno pede cubico; erit P:p=V:v(51. §.), hinc [-"::p-:f—- Quam-
ebrem licebit ponere P—=V, modo per V intelligatur exponens rationis
voluminis V, fub quo pondus P continetur, ad volumen determinatum v,
fib quo continetur pondus p pro menfura prioris affumtum, ita ut V in
P=V numerum eoncretum ad unit.tem =p relatam exprimat (15.:8 §).
Hoc fenfu poterit maffa et pondus cujuslibet lineae gravis per ejus longitu-
dinem; malfa vero et pondus cujusvis fuperficiei gravis per ipfam fuper.
ficiem geometrice determinatam, et mafla pondusque dati cujuseunque
corporis per ejus volumen exprimi, Si¢ e. gr. in inveftigatione centri
gravitatis coni, cujus altitudo a, et area bafeos b data fit, licebit iplins

H 3 | ma{lam

Fig.




Fig. 30.
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exprimere. Nul-

maflam et pondus ei proportionale per volumen
lae quidem extant lineae graves aut fuperficies; ni’ﬁil tamen obftat, quo-
minus tales cogitari poflint: ficut autem proprietates maflarum homoge-
nearum et aequabiliter denfarum in prima differtatione expofitae infignem
ufum habent in pra&icis difquifitionibus, licet ejusmodi maflae nufpiam
extent; fic etiam inveltigatio centri gravitatis talium maflarum amplum
habebit ufum in difquifitionibus mechanicis.

168. Problema,

Dato' momento p datae cujuscungne maflae gravis M refpelu plani poji-
tione dati; invenire diftantiam D centri gravitatis majjae M ab eodem piano.

Solutio.
Cum fit =MD (150. §.); -eerit D:%, id eft: momentum da-

tac maflae gravis refpe@u plani peflitione dati divifum per ipfam maflam
dabit diftantiam ejus centri gravitatis ab eodem plano.

169. Problema.
Exponere methodum, qua momentum alicujus maffae gravis vefpeliu
plani pofitione dati liceat invefligare.
Solutio,
1. Imaginemuar nobis in {30. Fig.) quamcunque lineam curvam, vel

fuperficiem, aut corpus grave ABCDEA: MN vero fit datum planum,
refpe€tu cujus determinare oporteat momentum illius mafiae.

2. Sumta ad arbitrium linea abfciffarum P Q perpendiculari ad planum
MN, fixaque abfciflfarum erigine in punfto P, capiatur abfciffa x=Pa,
et per puntum a cogitetur duci planum ap parallelum plano M N: ab.
fcindet ap ex tota maffa ABCDEA partem pAg, cujus magnitudo
pendebit a longitudine abfciflae x=Pa. Supponamus itaque, poflibiles
elle duas funttiones m, u variabilis abfciflae x, quarum prior m maflam
pAg, et pofterior » momentum ejusdem mallae refpettu plani MN
exprimat.

3. Quodfi jam abfciffa x=Pa abeat in Pb=x+4Ax pro ab=—Ax
et per punftum b tranfeat planum br parallelum plano MN; abi-
bit fun&tio m=pAq (1) in novam funitionem m'=pAq+4pgsr,

et
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et funftio x exprimens momentum maflae m=—pA q abibit in certam
funétionem u* exprefluram momentum maflae r As aequale fummae mo-
mentorum illius partium p Aq. pqsr refpeftu plani MN (147. §.).

4. In (3) erit itagne Am=m"—m funttio aequalis maflae pqsr
inter plana pa, rb parallela interceptae, et Aur=p*— s funftio aequa-
lis momento maffae Am=—pqsr refpettn plani MN (Vol. 1. §. 18 )

L

5. Ignoramus quidem, in quonam punfto centrum gravitatis maflae
pqgst=Am inter plana pq, rs interceptae jaceat: facile tamen quisque _
per fe perfpicier, cur iilud cum certo punéo c fito inter plana pg, rs
debeat coincidere, ita ut illius diftantia cd a plano M N major fit quam
bQ, et fimul minor quam aQ. Cum ergo momentum A x maflae Am
=pyqsr debeat effe Au—=Am.cd (135. §.); erit femper

Ap>Am.bQ et Au< Am.aQ.

Hinc pro linea abfciffarum PQ==a, proinde aQ:=—a—x, et bQ

—a—(x+A4x) fiet
Ap>Am(a—x—Ax); Ax <dm(a—x).

6. Verum, fi re ipfa elt poflibilis aliqua funftio m variabilis x, quae
maflam pAq exprimat (2), debet pro ejus differentia dari expreflio for-
mie Am—emAx+eAx>4fAx34 etc. (Vol. L. §. 84.): eapropter erit
in (5)

ap . F(a—x)(edx+fAx>4ete)

an COTEMD e Bxbed B AL i)

Ap

Ax
Et ideo erit exponens rationis differentialis fontionis . per (Vol. L

€. 131.)

<(a—x)em+(a—x)(e AxF A x2*fetc.)

ep—(a—x)]em.

7. QuodE ergo poflibile fuerit, em per x et ex determinare, pote-
rit quoque s g per X et ex definiri, tum ope calculi integralis determi-
nari momentum g« maflae m=p A g refpeétu plani MN. Si porro notus
fuerit valor abfcillae x=Pa, pro quo maffa m=—pAq abeat in maflam
ACD, puta valor x=Pe, fubftituto hoc valore loco x in funttioune g,
obtinebitur momentum totius maflae ABCDEA refpetu dati plani
M N.

Sche-
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Scholioa:

Tdem problema in {yftemate infinitefimaliftarum potelt hoec modo folvi.
Si feftioni pq cogitetur infinite vicina {eftio rs, ut ab=dx fit infinite
parvum incrementum variabilis x=Pa; erit dm=pgqsr infivite par-
vam incrementum maflae m==pA q, et illius momentum relpeftu plani
MN aequabitur infinite parvo incremento dx momenti z maflae pAq re-
{pectu ejusdem plani: cum ergo in hac hypoth®i centrum gravitatis maf
{ae pgsr adeo vicinum debeat efle feCtioni pq, ut differentia inter illius
diftantiam a plano MN et diltantiam aQ==a—x f{it infinite parva, pro.
inde nulla; erit momentum d gz aeguale produto ex maffa d m in diftan-
tiam a—x (135. §.), id eft, du—=@—x) dm.

170, Corollarium 1,

Sumta origine abfciffarum in Q, pofitaque abfciffa Qa=—=z, ut fiat
a—x=—z; erit mafla m==pAq certa funftio variabilis z, ejus autem
momentum g refpectu plani M N dabit e x—=zem (169. §.), ubi jam ex-
ponens differentialis ¢m fumendus erit cum fignis contrariis, cum cref-
cente variabili z=—=0Qa verlus P decrefcat mafla m=pAq, ejusque mo-
wentum z (Vol. I. §. 132.).

171. Corollarium 2.

Pars refidua maffae ABCDEA fit M—=pqCDp, adeoque M=
ABCDEA—m; erit sM=—=-—em. Praeterea denotet K momentum
maflee ABCDEA ef k momentum malfae pqCD p=M refpettu plani M N,
quo fiat k==K-—g; erit quoque sk==—=e g, Quare ob (169. 170. §.)
habebimus f(equentes expreffiones pro exponente rationis differentialis
momenti ftatici k maflae M=pqCDp refpettu plani MN, in quartm
prima fumetur ¢ M cum fignis contrariis, cum crelcente variabili x==Pa
decrefcat mafla M=pq CDp, ejusque momentum k.

ek=(a—x)eM; sk==zsM.

172, Corollarium 3.

Haec principia offerunt methodum univerfalem inveftigandi centrum
gravitatis datae cujusvis lineae curvae et (uperficiei, quae tota in uno
plano jaceat. Sit enim ABCDA ejusmodi vel linea curva, vel fuper-
ficies plana; necefle eft, ut illius centrum gravitatis jaceat in plano
iplins curvae vel (uperficiei (166. 158. §.): quare cogitentur duo plana ad
planum, in quo ABCDEA jacet, perpendicularia, illud in MN, MR, et fefe
fub
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fub angulo refto RMN interfecantia, quo fiat, ut diftantiae centri gravitatis
maflae ABCDEA ab iisdem planis 2equentur diftantiis illius a rectis MN, MR
exhibentibus interfeftiones ecrundem planorum cum plano, in quo jacet
ABCDEA. Quodl jam per (169. 170.171.§.) determines momenta curvae
lineae, | vel fuperficici ABCDEA refpettu planorum per MN, MR ductorum,
eaque dividas per mallum ABCDEA vel datam, vel quacunque methodo in-
ventam; invenies diftantias centri gravitatis a retis MN, MR (168. §.), at-
que per has erit fitus centri gravitatis perfefte determinatus. Fac enim
diftantiam illius a recta MN eflle =S, et diftantiam a refta MR inventam
efle —s; fumta Mf=S et Md=s, duflisque ex f,d ad MR, MN per-
pendicularibus fc, dc in ¢ fele interfecantibus: erit ¢ quaefitum centrom
gravitatis.
173, Corollarium 4.

Ubi autem inveftigandum fuerit centrum gravitatis vel alicujus corporis,
vel cujuspiam lineae curvae aut {uperficiei, quae non tota in uno plano ja-
ceat; licebit totam ad tria plana fefe {ub angulis reftis interfecantia referre,
tum momenta refpeétu fingulorum planorum per (169.170. 171.§.) quaerere;
fi enim haec per datam vel quacunque ratione determinatam maffam dati cor-
poris, aut datae lineae curvae vel fuperficiei dividantur, obtinebuntur di-
ftantiae illius centri gravitatis a fingulis planis (168. §.), et per has erit
idem centrum perfefte determinatum.

Scholion.

In multis tamen iisque maxime memorabilibus cafibus facile una diame-
trorum gravitatis datae mafiae cognofcitur, quo ipfo inveftigatio centri gra-
yitatis compendiofior redditur. Perfaepe porro occurrunt tales mailae, qua-
rum centra gravitatis per data centra aliarum maflarum fecundum principia
fuperius expofita (154.155.157. §.) poflunt determinari, quin fit neceffarium
ad praecedentem methodum, aut aliam illi fimilem refugere. Utrumque in
fequentibus differtationibus pluribus exemplis illuftrabitur: multa horum
exemploram exhibent cafus , qui in practicis difquifitionibus frequenter pof-
funt occurrere: reliqua id habent atilitatis, quod tyronibus uberrimum cam-
pum fefe in adplicatione principiorum calculi differentio- luteg:alla in primo
horum opusculorum volumine expofitis aperiant.

Folumen II. | DISSER.
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DISSERTATIO VI
DE

INVESTIGATIONE CENTRI GRAVITATIS LINEARUM
ET PLANORUM GRAVIUM.

174. Problema.

. Lovenire cemtriym gravitatis datae lineae reilae AB (6. Fig.).

Solutio.

Biffecetur data reta AB in punéto C; erit C illius centrum gra-
vitatis.

Demonfiratio.

Cum enim fingula pun&a retae A B pari efficacia fecundum direc-
tiones varticales inter fe parallelas deorfum a vi gravitatis premantur;
necefle eft, ut, fi vis una V aequalis ponderi totius retae AB (167. §.)
fecundum directionem verticalem CV oppofitam direftioni gravitatis in
punétum medium C ejusdem retae agere cogitetur, ea reftam A B fer-
vet in aequilibrio (120. §.): punétum ergo C eft centrum gravitatis rectae
AB (140. 110. §.).

175. Theorema,

Si relfa QC fit axis datae curvae XQZ (31.Fig.), et XZ chords
ad axem perpendicularis; jacebit in QC centrum gravitatis arcus XQZ,
Jeu QC erit diameter gravitatis hujus arcus (158. S.).

Demonflratio.

Ex quocunque punéto a axeos QC ducatar chorda pq ad illum
perpendicularis, debebit haec biffecari in a (Vol. I. §.438.); pro quovis
ideirco puntto gravi alterutrius arcus QX, QZ dabitur unum punétum
grave in altero arcu, cujus diftantia perpendicularis ab axe QC aequetur
diftantiane perpendiculari prioris punéti ab eodem axe: quodfi ergo cogite-
tur planum LK per axem QC tranfiens et ad planum, in quo totus ar-
cus XQZ jacere fupponitur, perpendiculare; erit fumma momentorum
fingulorum pun&orum gravium arcus QX refpeftu plani LK, aequalis
fummae
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fummae momentorum fingulorum pun&orum graviam arcus Q Z refpetu
piani LI, proinde etiam momentum totius arcus QX aequabitur mo-
mento arcas QZ (147. §.). Planum K. erit ergo planum gravitatis ar-
cus XQZ (164. §.): quare, com etiam planum, in quo totus arcus
XQZ jacet, fit uoum planum gravitatis ejusdem arcus (166. §.); erit
eo ipfo axis QC diameter gravitatis hujus arcus (161. §.).
176. Problema.

Data aequatione ad curvam quamcunque X QZ inteF abfeifas z—=Qa
in curvae axe QC jacentes et ordinatas orthogonas y=—pa; invenire cen-
trum gravitatis arvess pQq fubtenfi a chorda pq perpendiculari ad

axem QC.
Solutio.

1. Centrum gravitatis arcus pQq debet coincidere cum uno punto
v axeos QC (175.§.), quod idcirco determinabitur inventa ejus diftantia
Qv a curvae vertice Q.

2. Quamobrem fit arcus pQ=@, pQq=M=2 @, et x momentum
arcus M refpetu plani MN perpendicularis in Q ad planum curvae XQZ
axemque QC; erit

eM=2e@=2y(sy>+¢c2*) per (Vol. I §. 469.);
ep—=zeM=—2z/ (ey*+¢2?) per (171 §.).

3. Porro clarum eft, tam maffam M—=pQgq, quam ejus momen-
tum g refpeétu plani MN debere aequari nihilo, fi fiat z=Qa=o:
formulae - ergo differentiales in (2) debebunt dare integralia M, x fingula
=0 pro z=—o0, unde conftantium inventio pendet (Vol, L. §. 238.).

4. Quodfi autem integralia M, & perfefte fuerint determinata, de-
terminabitur per illa etiam diftantia Qv (1) centri gravitatis y a punéto Q,
nimirom QT:_T'\Z_ (168. §.), cujus generalis expreffio erit hoc cafu

[z (ey*+e2z2)
Qy=L L
JV Lé_)'-l-.EZ‘)

177. Corollarium 1.

Sit pQq arcus circuli ex centro C radio CQ=r defcripti; debebit
ejus centrum gravitatis y jacere in radio CQ biflecante tam chordam
pq=2y, quam arcum p Qq; illius autem diftaatia Qv a punfto Q in-

I2 venietur
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venietur hoc modo. Pro momento g arcus pQq=M refpettu plani MN,
et z:=Qa, adeoque y?—2rz—z? fiet

s}rzuei; hine @ez—=rez— ysy;
A T e
Viey ey =-"22
igitur erit per (176, §. 3. n.)
eM= 2];7' : s‘:c:~2—:;—i:rsm——2rsy;

hinc g=rM—2ry pro M=pQq.
Per (176. §. 4. n) habebimns

IELY AT INAITICR, L) S8
A Lk Tl M

178. Corollarium 2.

Diftantia centri gravitatis y arcus circularis pQq, ab hujus centro
2ry

magnitudinis C erit Cy=CQ—Qy: igitur per (177. §.) Cy= = s
P

hinc pQq:pq=CQ:Cy, id eft: Diftantia centri gravitatis y arcus cir=

colaris pQq eft quarta geometrice proportionalis ad arcum, ejus chor-

dam, et radium.

179. Corollarium 3.

Pofita chorda 2y=pq=XZ=zr, abibit arcus circularis pQq in
femiperipheriam XQZ=r#, denctante 1:7 rationem radii ad femiperi-
pheriam (Vol. L. §. 5. Schol.}, quem fignificatam pro = ubigue in fe-
quentibus retinebimus: diftantia centri gravitatis y {emiperipheriae circu-
laris XQZ ab hujus centro magnitudinis C debet ergo aequari duplo
quadrato radii divifo per ipfam femiperipheriam, fen radio dutto in nu-

< e - .
merum ——, nimirum erit (178. §.)
2r2 2r
Cy————=—"—=
TR0 T # |

Et pro integra peripheria M circuli, quo cafu fit chorda 2y=o,
erit in (177. §.) Qy=r, id eft: centram gravitatis peripheriae circu- *
laris coincidit cum ejus centro maguitudinis.

180. Coa
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180. Corollarivm s.
Hac ratione poterit folatio praecedentis problematis ad alias quoque
curvas adplicari. Sit pQgq arcus parabolae, ad quam eft aequatio y*=pz

(Vol. 1. §. 508); erit

X

pez pPZez
2V —D&Z3 . e ;
}Ey p !Ey 2)" zz%
Viey*+ez?) = V(p+42).
A

Adeoque per (176. §. 2. 1) fiet
=~ V(p+42)

: z%e
sM = Vip+42z); sp=

2z%

Quamobrem, fi capias integralia algebraico-logarithmica M, # per
(Vol. L. §. 303. 289), quantitatesque conftantes juxta (176.§. 3. n.) de-
termines; obtinebis diftantiam Qy.._-‘mﬁ centri gravitatis y arcus pa.
rabolici pQq ab ejus vertice Q.

181. Corollarium 6.

Sic quoque, fi pQq fit arcus elhpfeos vel hvperbo!ae, determine-
vel y2—=pz + (Vol. L.
§. 540. 564.), tum, fubftituto eo valore loco sy in (176. s 2.n.), quae-

tur ey ex aequatione y*—pz—

rantur integralia, x, M per (176. §. 3. n.): erit enim Q?::—l diftantia
centri gravitatis arcus pQq ellipfeos vel hyperbolae ab ejusdem vertice
Q (176. §. 4. n.).
1§2. Corollarium 7.
Pro arct M=p Qq (32. Fig.) cycloidis erit ey =&z ‘/- '.’r_z—-__y__ Fig. 32.
(Vol. L. §. 609.): igitur fiet in (176. §. 2. n.)

EMIZEZ\/Z: g Ep—2z 62‘/‘221' .
Quamobrem integrando per {176. §. 3. 1n,) inveniemus
M=4y2rz; p=%2rz%
13 Diftantia
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Diltantia centri gravitatis y arcus pQq cycloidis a vertice Q pro
quavis abfcifa z==Qa erit ergo ob (176. §. 4. n.) Qy= —;1— a2
unde pro z=Qc=2r reperietur diftantia centri gravitatis 5 totius cy=
cloidis XQZ, nimirum Qy=%r, fen aequalis duabus tertiis partibus
radii r=Q c circuli genitoris.

183. Theorema,

Si centra gravitatis e, = - - a,b, - - -~ x (33.Fig.) ompivm in dato
plano vel corpore gravi ApCqA cogitabilium et inter [e parallelarum fe-
&ionum df, - - - pg,rs, - - - uv in una reffa A C jaceant; jacebit
quogue in eadem refta centrum gravilatis totius plani vel corporis ApCq A,
adeogue AC erit illius diameter gravitatis (158. §.).

1. Sit mn unum planum, in quo jaceat refta AC: erit mn com-
mune planum gravitatis fingularum feCtionum gravium df, - - - pq,
rs, - - = = uv inter fe parallelaram, quae in dato plane vel corpore
ApCqA poffunt cogitari (158. §.); fingulaeque fetiones dividentur ab
eodem plano in partes de et ef, ~ - - pa et ag, rb et bs, - - - ux et
x v, quarum quaevis binae inter fe habebunt aequaliamomenta refpeétu plani
mn (163. §.): igitur erit fumma momentorum ex parte AqC plani mn
aequalis {fommae momentorum ex parte oppofita ApC, fen planum mn
dirimet datum planum vel corpus ApCqA in duas partes, quarum mo-
menta refpeftu ejusdem plani erunt inter fe aequalia (147. §.).

2. Quotcunque igitur plana muo, quarom communis interfeftio fit
refta A C, cogitentur tranfire per datum planum vel corpus grave ApCq;
erit quodvis illorum unum planum gravitatis maffae ApCqA ob (1) per
(164. §.), eoque ipfo eft refta AC una diameter gravitatis ejusdem maf-
fae (1601, §.).

184. Problema.

Invenire centvum gravitatis dati cujsscunque trigngufi veflilinei ABC
(34. Fig). '
Solutio.

Billeftis duobus lateribus AC, BC in b, a, ducantur ex verticibus
B, A angulorum oppofitorum reftae Bb, Aa; debebit reta. Bb quam-
libet cogitabilem feftionem trianguli A B C_lateri A C parallelam, et
Aa quamyis ejus fettionem parallelam lateri BC biflecare: reftae Bb, Aa

: erunt
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erunt ergo duae diametri gravitatis trisngnli ABC (183. §.), cujus cen:

trum - gravitatis debebit idcirco efle punftum interleftionis g reftarum

Bb, Aa (160. §.).

Ducatur jam ex b parallela b3 ad Aa; erunt triangula CAa, Cbj3
inter fe fimilia; hinc, ob Cb=2XCA, etiam b2=1Aa, et CA=%Ca
=—1BC, Bf—=%BC: quamobrem in triangulis fimilibus Bga, Bb2 ha-
bebimus BB:Ba=bpg:ga, feu 3BC:1BC=%Aa:ga=3%Aa,

185. Corollarium 1.

Centrum gravitatis cujuslibet trianguli reftilinei ABC jacet in pun-
&o g reftae Aa ex vertice A cujuscunque anguli ad punftum medium
a lateris oppofiti BC duftae, ita ut ejus diltantia ga a punfto a aeque-
tur uni tertiae, diftantia’ vero Ag a punfto A aequalis fit duabus ter-
tiis totius reftae Aa, nimiram gar—=1Aa, et gA=2Aa (184. §.).

186. Corollarium z.

Hinc pendet inveatio centri gravitatis cujuslibet quadrilateri ABCD
(35-Fig.). Sienim dofta diagonali AC, duétisque ad ejus mediom pun-
&am ¢ reftis Be, D¢, hae ipfae reftae dividantur in tres partes aequa-
les, quo fiat Ba—3%Bec et Db=%Dc; erunt puntta a, b centra gravi-
tatis triangulorum ABC, ADC (185. §.): determinatis ergo eorundem
areis, et ducta refta’'ab, invenietur centrum gravitatis d = quadrilateri
ABCD, fi refta ab ita fecetur in d, ut fit (167. 154. §.).
ab. ADC ab,ABC

M A T ADC ¢ P B CTADT

Secus poterunt in hac determinatione punéti d areis ABC, ADC
fubftitui perpendicula Bq, Dp ad diagonalem AC demiffa: com enim fit

ADC.B
ABC:ADC=Bq:Dp, hinc ABC:—-——D—pwﬂ—; erit etiam
b ADC.Bgq
ab.ADC A m'_
ad= : ; bd= s
ADC.Bg 5 ADC.Bq
Dp 4+ ADC Tehp -l-ADC
ab.Dp _ab.Bq

187.Co-

Fig. 35.
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187. Corol lariaum 3.
Geometrice determinabis centrum gravitatis quadrilateri ABCD, 6,
determinatis centris gravitetis a, b triangu’orum ABC, ADC per (185.§.)

dufague refta ab, et dutis ad diagonalem A C perpendiculis Bq, Dp,
ducas reftam indefinitam b3 fub quocunque angulo abB,. tum in hac
capias bn=Bgq, mn=Dp: fi enim ex m ducas ad a reftam ma, et
huic ex n parallelam nd; debebit nd reftam ab fecare in centro gravi-
tatis quadrilateri ABCD, ob bm:bn=—=ab:bd, adeoque

ab.bn _~ ab.Bg

b= bm = Bq-+4Up (186. §.).

188. Corollariom 4.

In multis cafibus habebit datum quadrilaterum ABCD duo latera
parallela CB, AD, quae perpendiculis Bq, Dp in (186. 187. §.) poterunt
{ubftitui. Cum enim in hac hypothefi fit Bq:Dp=BC:AD, hinc Bq +
Dp:Bq=BC+AD:BC; poterit in (186. 187. §.) fummi BC loco Bg,
AD loco Dp, et BC+AD loco Bq+4Dp.

189. Corollarium §.

Quodfi vero quaevis bina latera oppofita BC et AD, DC et AB,
fuerint inter fe parallela; jacebunt reftae Be,Dc, ab in unarefta BeD,
et centrum gravitatis d coincidet cum punfto medio reftae BeD in
(186. §.): centrum gravitatis cujuslibet parallelogrammi ABCD (36.Fig.)
elt itaque punftum ¢, in quo ejus diagonales AC, BD fefe interfecant.

1go. Corollarium 6.

Si guaeras centrum gravitatis dati cujuscunque’polygoni irregalaris,

ut ABCDEFA (37. Fig.), refolve illud in triangula per diagonales

AE, AD, BD, tum, determinatis fingulorum triangulorum centris gra-

vitatis a, b, ¢, d per (185.§.), et areis, quaere per (167. 157. §.) com-
mune centrum grayitatis omniom triangulorum.
191. Theorema.

Centrum gravitatis cujuslibet polygowi regularis coincidit cum illius

centro magnitudinis,

Demoag-
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Demonftratio.

Si cogitetur unum planum perpendiculare ad planum dati polygoni
regularis tranfire per illius centrum magnitudinis, et unum angulum peri-
metri ejusdem polygoni biffecare; dividetur] polygonum in duas partes
inter fe fimiles et aegquales, proinde perfette congruentes, eundemque
refpeftu plani {ecantis fitum habentes; centra idcirco gravitatis harum
partium in iisdem jacebunt diftantiis a plano fecante: produta ergo ex
areis aequalibus earundem partium dati polygoni in diftantias centrorum
gravitatis a plano fecante, fes momenta partium polygoni refpeétu plani
fecantis erunt inter fe aequalia (150. §.), proinde erit planum fecans
unum planum gravitatis dati polygoni regularis (163. §.).  Quodfi vero
omnia plana ad planum dat polygoni regularis perpendicularia, et quos-
cunque angulos illias perimetri biffecantia {int plana gravitatis ipfius po-
lygoni, quia etiam planum in quo totam polygonum jacet, eft illius
planum gravitatis (166. §.); necefle eft, ut omnes reftae quoscunque
angulos perimetri biflecantes fint diametri gravitatis ejusdem polygoni
(161. §.), quae omnes, ficut in illius centro magnitudinis, ita quoque
in ejusdem centro gravitatis fefe debent interfecare (160. §.).

192. Problema,

Data aequatione ad curvam XQZ (31. Fig.) inter abfiflas z=0Qa
in ejus axe QC computatas, et ordinatas orthogonas y—opa, invenire
centrum gravitatis fpatii pQqap==M inter arcum pQq et chordam pq
ad axem QC perpendicularem comprehenfi.

Solutio.

1. Centrum gravitatis {patii pQqap erit certum punftum y axeos
QC (183.§.), cujus inventio pendet ab inventione diftantiae Qy a cur-
vae vertice Q.

2. Cum jam M denotet maffam fegmenti pQqap, fi praeterea vo-
cetur z ejus momentum refpe€tu plani MN in Q ad QC perpendicularis;

debebit effe (168. §.) Q¥ :_:1_ .

3. Porro pro S=Qpa eft M=2S, et sS—=yez (VolLl §.488),
sM=2sS: ob (171. §.) debebit ergo poni
sM=2yez; ENT—2YZ6Zs

K 4. Ab

.

Volsmen IL,

Fig. 31.
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4. Ab integratione horum exponentium differentialium pendet ita.
que inventio tam maffae M=pQqap, quam ejus momenti u refpettu
plani MN; clarum vero eft, pro abfcifa z==Qar=o0, vel ordinata Vi
pa=o, debere fieri tam M=o, quam =0, unde fequitur, integralia
eorundem exponentium fic efle determinanda, ut quodvis illorum aeque-
tar nibilo, feu fiat z—=o, few y=o.

5. Inventis autem integralibus M, z, invenietur eo ipfo etiam di-
ftantia Qy centri gravitatis y (3) per (2), cujus generalis expreflio erit
ob (3)

—Sfavzez _ fyzez
Qr= J2yez T [fysz

193. Problema,
Tig. 38. Tuvenive centrum gravitatis fegmenti pQqap (38. Fig.) circuli radio
CQ=r deferipti. :
Solutio.
Centrum gravitatis fegmenti M=pQqap coincidet cum puncto ¥
radii CQ:=r perpendicularis ad chordam pq, et ejus diftantia a punéto Q
erit Q-y':-’;'T (192. §. 2.n).  Verum pro y:=pa, et z=Qa eft
y*=2rz—z>* aequatio ad circulum, ex qua obtinebimus

(r—2)ez

y

y=y(2rz—2z2); i

et zez=rez—ysy.
In (192. §. 3.n.) debebit ergo hoc cafa poni
eM=2yez; sp=2ryez—2y%sy:
adeoque integrando per (192. §. 4. n.) inveniemus
p=rf2yez—3y’=rM—%y3
Quare cum area fegmenti pQqap fit
M=%r.pQq—yv(>—ys
erit diftantia centri gravitatis ¥ a puné&o Q
V‘l
PQIT—2yy(F—y) ’
ubi pQq eft arcus fegmenti p Q qap.

ye—m B s
bl ey Lignt &
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194. Corollarium 1.
Diftantia Cy centri gravitatis y fegmenti circalaris pQqap a centro
C circuli, ob Cy=r—Qy, erit per (193. §.)
V}

PQg.r —2yy (& —y?)

195. Corollarium 2.

Cy=4.

Pro chorda 2y*=2r in (194.§.) obtinebitur diftantia centri gravi-
tatis y femicirculi XQZCX (39. Fig.) radio CX=r defcripti ab ejus
centro C per femiperipheriam X QZ, nimirum

i r
—_— 4

3
XQ%. ¢ P40

Cy=%.

Scholion.

Si fuper radio XC=QC:=r quadratrix dinoftratis cogitetur defcribi,
origine in X fumta; debebit illa terminari in centro gravitatis y femi-
peripheriae X Q Z circuli radio r deferipti, per (179.5.) et (Vol. 1. 602.§.).
Proprietatem hanc quadratricis Gu/dinus in fua Centro- Baryca. Cap. VI,
primus notavit: verum hanc ipfam proprietatem habet etiam cyclois vul-
garis, quae fuper diametro XZ poteft defcribi. = Semibafis enim XC hujus
cycloidis debet aequari femiperipheriae circuli genitoris (Vol. I. 607. §.):
diameter circuli genitoris ejusdem cycloidis debet ergo effe — —2':(: =

adeogue aequalis diftantiae Cy centri gravitatis y {emiperipheriae circa.
latis XQZ ab ejusdem centro C (179.§.). Altera vero proprietas cy-
cloidis fuper diametro XZ defcriptae, et, ut vidimus, transeuntis per
centrum gravitatis y femiperipheriae circularis XQZ, in eo confiftit,
quod centrum gravitatis ejusdem cycloidis cum centro gravitatis areae

2. XE

femicircularis XQ ZCX coincidat: cum enim, ut offendimus, fit

diameter illius circuli genitoris; erit $. diftantia centri gravitatis
g

ejusdem cycloidis a punéto C (182. §.), aequalis diftantiae ceptri gravita«
tis areae femicirculi XQZ ab eodem punéto C (195. §.).
196. Corollarium 3.
Et pro z=2r, hinc y=o erit Qy=r et Cy=0 (193. 194. §.),
id eft: centrum gravitatis integri circuli coincidit cum illius centro mag-
nitudinis.

K2 197. Co-

Fig. 39.




Fig. 40

Fig. 41

Fig. 43.
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197. Corollarium 4.

Datis chordis rs=2c, pq=2C (40. Fig.) in circalo radii CX=r
jacebit centrum gravitatis « fpatii rsqp inter chordas parallelas rs, pq
comprehenfi in radio CQ easdem biffecante in b, a; diftantia vero illius
2 centro C determinabitur'hoc modo. Si ¥, d fint ceatra gravitatis feg-
mentorum pQqap, rQsbr; debebit effe per (155, §.)

Wi s Cy.pQgap—Cd.rQsbr 5
pgsr

Quare, fi per datas chordas 2¢, 2C, datumque radiom r expriman-
tar tam areae fegmentorum pQqap,rQsbr, pqsr=pQqap—rtQsbr,
quam diftantiae Cy, C¥ juxta (194.§.), prodibic, peratta fubfitutione et
reduttione, fequens expreffio

C3—¢3
r.gs4cy (r*—c?)—Cy (1*—C?)
Si autem diftantiam centri gravitatis « areae pqsr a punéto a de-

fideres; invenies illam fubtratione diftantiae Ca==\/(r>*—C2) ab inven-
ta diftantia C .

—
C%-—}'.

198. Corollarium 5.
Pro 2C=2r in (197. §.) invenietur diltantia Ca centri gravitatis «
fpatii rs ZX (41.Fig.) inter diametrum X Z circuli et chordam rs=2¢

ei parallelam comprehenfi a centro C magnitudinis ejusdem circuli, ni-

mirum _
rF—c?

% r.sZ4cy (t2—c?) ¥

Cur—

199. Corollarium 6.
Datis centris gravitatis y, B (42. Fig.) fegmenti pQqap et trianguli
Cpgq, invenietur in radio CQ biflecante chordam pq=2y centrum gra.
vitatis « feftoris Cp QqC circuli radio CQ=r defcripti, determinata

per (167.154. §.) ejus diftantia a centro C, nimirum

Cure L¥:PQqap+CE.Cpq
PQgap+Cpq

Cum enim fit Ca—=/(r*—y2?), et Cf=2%Ca (185. §.), determi-
nata area trianguli Cpq=y (t*~y?), determinatague area fegmenti
PQqgap,
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pQqap, et diftantia Cy illius centri gravitatis y a centro C per (194.§.)s

debebit elle

ry

Co—4, ———-
* PQq

denotante pQq arcum fectoris.

200, Corollarium 7.
Si y effet centrum gravitatis arcus pQq, fieret Cy:;&—yl (178-S)
hinc Ca=2Cy (199 §.), id eft: diftantia centri gravitatis & cvjuslibet

feftoris CpQqC sb ejus centro magpitudinis C aequatur duabus tertiis
diftantiae centri gravitatis ¢ arcus pQq ab eodem centro C.

sor. Corollarium 8.

Si defiderecur centram gravitatis v {patii abed (43. Fig.) inter arcus Fig. 43.
concentricos ab, de radiis Cd=—=Ce=—r, Ca==Cb=—R defcriptos com-
prehenti; jacebit illud in pun&o v radii Cm biflecantis arcus ab,de,
jta, ut fi x, u dicantur efle centra gravitatis fe&orum Cab,Cde, illius
diftantia a centro C debeat elle per (167. 155. §.)

Cx.aCb—Cu.Cde
alb—Cde

Hinc, fi z¢, 2C fint chordae fubtendentes arcus de, ab, obtine-
bimus per (199. §.)

v

4RC : 4rc
Cr== - — -z
~ 3.ab 7 By 3.de ’
aCb—:ZR.ab; dCe—4%r.de;
CV-—Q CR2 —cr2 22 4c RY—1r?
=i ib.R—dewr  ~ g.ab = R—.

202. Corollarium g.
Centrum gravitatis v dimidii annuli AmBEnDA (44 Fig.) radio- Fig 44,
rum CD=r, CA=R jacebit in radio Cm ipfum biffecante in diftantia
a centro C (20m §.).

R R3 _r3 4 R!._r?
Cv= 4 . = o - -
V=73.AmB  Re—r2 37 Re—r

K3 303.Pro-
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203. Problemas,
Tnvenire centrum gravitatis v Jfpatii pQq (31. Fig.) infer arcum pQq
parabolae , et chordam pq illius axi QC perpendicularem comprehenfi.
Solutio.
Sit M=pQqap area dati fpatii pro z=—=Qa, y—pa: cum debeat
effe y= p%z% (Vol. I. §. 508.); erit in (192.§. 3. n.)
i 3

X
£M=2pzz%sz; BpE=2p> 2z 62,

Perafta igitar integratione per (192. §. 4.n.), invenietur diftantia
centri gravitatis y fegmenti pQqap ab ejus vertice Q per (192.§. 2.n.)

L
Q'Y'=—-ﬁ-:‘;’-zz}Qa,

3204. Problema.
Invenire contyum gravitatis § [patii pQqap inter arcum pQq ellip-
Jeos et chordam p q ejus axi transverfo QC perpendicularems com-

prehenfi.
Solutio.

Pro Qa=z, pa==y eft in ellipfi (Vol.I. 540.§.) y= {(pz-——Ez) g
a
igitar debet poni in (192. §. 3. n.)

 §

APk
a
%
2 3
Ep = E 'ZZEZ{(a—z)'
az

Captis integralibus per (Vol. I. §. 289. 301.), et determinatis con.
ftantibus juxta (192. §. 4.n.) per (Vol. L §. 238), reperiemus

£
2p*

Dl:-;%—- (-f' (2 z—a)\/'(a z_zz)

+-—?ﬂ_— Arc Sin 2za—a +- Ta ) ;

16
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T
2p* a(2z—a)

po "F: (“3"({“—33)’-}-"-——8———- V(az—z2)
=
a

+*% Arc Sin ”‘a_a -+ ;:! )
Quamobrem, fi z dividamus per M, obtinebimus hinc diftantiam Qv
centri gravitatis y fpatii elliptici pQqap pro quavis abfcifla z—=Qa 0b
(192. §. 2.0.).

205. Corollarium 1.

Si ablciffa z—=Qa=—%La aequetur femiaxi transverfo ellipfeos; erit
pQqap dimidia area ellipfeos, et diftantia illius centri gravitatis y a

vertice Q erit Q'y:-—{l—- pofita abfciffa z==%a in (204. §.); unde de-
terminari poteft etiam ejus diftantia a centro a ellipfeos, ob ay == Qa
—Qy=2%La—Qy; nimiram erit

. o
::.\’.}‘.7-—4\ 2a
Qy= ¢ gmr—
K b AR 3w

Centrum ergo gravitatis y femiellipfeos pQqap coincidit cam cen-
tro gravitatis femicirculi rQsar, qui fuper axe conjugato pq utrinque
produto e centro ellipfeos a radio aQ aequali femiaxi transverfo poteft
deferibi (195, §0)-

206. Corollarium 2,

Hoc modo licebit etiam quaerere diftantiam Qy centri gravitatis ¥
fpatii pQqap inter arcum pQq hyperbolae, et chordam pq illius axi
transverfo QC perpendicularem comprehenfi. Cum enim, pro z=0Qa,

y=pa, in hyperbola fit y=y (pz+ p:‘ ) ob (Vol. I §. 564.); de-
bebit efle in (192. § 3. n.)

2p%

M=22_ oz (at2);
b

a

S

2 : §
P — P_r zZsz\ (at2z):
aZ

quodfi ergo determines integralia algebraico - logarithmica M, g juxta
(192,
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(192. §. 4.n.) per (Vol. L 30r.238. §), « tum dividas » per M; dabit
quotiens diftantiam Qv per (192. §. 2.n.).

207. Problema.

Fig. 45- Invenive “centrum gravitatis y Jpatii pQqap ( 45. Fig.) inter arcus
pQ, qQ cifoidis et chordam pq illius axi QC perpendicularem com-
prehenfie

Solutio.

Pro abfciffa z=Qa, ordinata y—pa, et axe ciffoidis QC=1a eft

3
y= 7 (:__—-z—)- per (Vol. L. § 584 ): in (192. §. 3.n.) debet ergo poni
5

aﬂl:ﬂ—. s‘u:__z_z__iizl_.
v (a—z) ? v(a—z)
Si jam hi exponentes differentiales juxta (192.§. 4.n.) per (Vol. L
§. 302. 287.) integrentur, fiet
2
M= 2 3;2 Arc Sin 222
—3@z+32)y(az—22);
g:-—-s—-;%:* - ‘i;’ Arc Sin -
— 582>+ 103z 41522 / (az—22).
Confequenter, divifo momento z per maffam M, invenietor diftan-
tia Qy juxta (192. §. 2. n.) centri gravitatis v fpatii pQqap a cufpide
Q ciffoidis pro quavis abfcifla z=Qa.

2Zz—a

208. Corollarium.

Conftat, retam PR ad axem QC=u cifloidis perpendicularcm efle
afymptotum, cui rami QS, QT nufpiam poflunt occurrere, licet ii, quo
magis producuntur, eo propius ad PR debeant accedere (Vol. L §.583.):
quodfi igitar {upponas, ramos QS,QT alymptoto PR in punttis P, R,
quorum diftantiae a puntto C fint indefinite magnae, occurrere; obtine.
bitur pro z=QC=a diftantia Qy=%a=£QC centri gravitatis y to-
tius fpatii inter ramos QS, QT et afymptotum PR comprehenfi a cuf-
pide Q ciffoidis.

209. Pro-
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209, Problema,

Dato radio t circuli genitoris QbCdQ (32. Fig.) eycloidis XQZ, in- Fig. 32.
venire centrum gravitatis v fpatii pQqap inter arcum pQq et chordam,
pq axi QC perpendicularem comprehenfi.

Solutio.

. Sumta pro z=Qa,y=pa aequatione ad cycloidem (Vol, L

§. 606.), debebit effe in (192. §. 3. n.)
M:zfaz((arz—zz)-{-zrfaz Arc Sin v—?—;

lu..'—_"zfz«sz\((:’.rz—-——z.z)-}.-zrfzaz ArcSin v-§--
2. Quodfi autem alteram partem utriusque integralis refolvas per
(Vol. I. §. 257.); invenies in (1)
M=32rz ArcSin v —:‘—--!— zﬁfsz((zr—-z)

z%cz

—afr

. z i
p=rz* Arc Sinv T-l—-zfz* sz (2r—2)

3

=z
V. Z
—1"/‘___.‘5 L S

3. Si demum binas pofteriores partes‘ utriusque integralis in (2)
juxta (192. §. 4. n.) per (Vol. I. 289. 302. 301. §.) determines, obtinebis

M=(z+r)y (2rz—2z*)+r(22—71) Arc Sinv -?—

= I?rz—ézz'l-’}r‘ ((2rz_zz)+_'zl{2zl___r2)Arcsin v._:z'.-

Hinc, fi g dividatur per M, derivabitur diftantia Qy centri gravitatis
v fpatii pQqap pro quavis abfcilla z:=Qa (192. §. 2.n.).
a10. Corollarium.

Pro integra cycloide X QZ debet in (209.§.) poni z=QC=2r, hinc
M=3r?.7, =320’ 7; diftantia centri gravitatis y fpatii XQZ CX a ver-

tice Q erit ergo

Volumen II. L 211. Thep-




Fig. 46.

Fig. 47.
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211, Theorema.

Si ex centris gravitatis G, g (46. Fig.) duorum triangulorum fimi-
lium ABC, abc ad punfta extima B,C,b,c, laterum h-nmm'o‘:_,;'or.'f.rr; BC,
bc ducantur reffae GB, GC, gb, ge; erunt triangula- GBC, gbe dnter
Je fimilia,

Demonfiratio.

Si rettae BG, CG, bg, cg producantur, 'debebunt illae biffecare
latera AC, AB, ac,abin E,D,e,d, (185. §.): erit ergo AC:ac =
EC:ec, et AB:ab—AD:ad. Quare, cum in triangulis fimilibus
Abe, abe, fit angulus A=a, C=c¢, et AC: ac= AB:ab, BC:bc
=A C:ac; debebit etiam effe AC:ac==AD:ad, et BC:bc—Ec:ec:
funt ergo etiam triangula ADC et adc, BEC et bec inter fe fimilia;
proinde eft angulus ACD=acd, et EBC=¢bc, et eo ipfo etiam an-
gulus GCB=gcb, et triangulum BGC eft fimile triangulo ghe.

212. T heerema.

Si relfae ex cemtris gravitatis quorumvis duorum polygonorum fims-
lium confiantivm n-latesibus ad pun®a extima duorwm latersm homalogo-
rum duifae comprehendant triangula inter Je fimilia; wneceffe eft, ut hae
ip/a propriciate ctiam polygona Jimilia confiantia uno pluribus lateribus
Zaudeaut.

Demonfiratio.

1. Imaginemur nobis in (47. Fig.) duo polygona fimilia ABCDEFGA,
abcdefga, quorum quodvis habeat latera numero n-1, et centra gra-
vitatis eorundem polygonorum fint Q, q, duo vero quaecunque latera
homologa DE, de: demonftrandum eft, quod, fi ducantur rectae QD,

QE, qd, qe, triangula QDE, qde in aflumta hypothefi- debeant efle
inter fe fimilia.

2. Duétis re®tis DF, df nafcentur duo polygona fimilia ABCDFGA,
abcdfga conftantia ob (1) lateribls numero n, et triangula fimilia
DFE, dfe,

3. Quamobrem, fi P, p fint centra gravitatis polygonorum (2), et du-
cantur reftae PD, PF, pd, pf; erunt per hypothefim triangula PDF,
pdfinter fe fimilia.

4. Por.
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4. Porro fint R, r centra gravitatis triangulorum DFE, dfe; erunt
triangula DRE, dre per (211 §.) inter fe {imilia.

5. Duétis autem inter centra gravitatis P,R, p,r (1) (4) reis
PR, pr, jacebunt centra gravitatis Q, q (1) in iisdem retis, ita ut fit
per (154. §.)

QR = PR.ABCDFGA __. pr.abcdfga

DFE S5k o dfe
igitur debet efle
QR:qr=PR.ABCDFG.dfe:pr.abcdfg.DFE,

6. Cum autem generatim areae polygonorum fimilium fiot inter fe
ut quadrata quaramvis dimeafionum homologarum; necelle eft, ut ob
() (2) 3) (4 fit ABCDEG:abcdfg=DFE:dfe:=DE?: de* =
DR2:dr? unde et ex (5) obtinebimus

QR:qr=PR:pr

7. Deinde ob fimilitudinem triangulorum in (2) (3) (4) erit angulus
PDR=pdr, et PD:pd=DF:df—=DE:de=DR:dr, unde neceflario
fequitur, etiam triangula PDR, pdr efle inter fe fimilia, et ideo effe
DR:dr=PR:pr=QR:qr per (6): igitur funt etiam triangula DQR,
dqr, inter fe fimilia, anguli QDR et qdr, DQR et dqr, DRQ etdrq
funt inter {c aequales, et QR:qr=DRidr=RE:re ob(4). Quamob-
rem, cum f{it etiam angulus DRE=dre (4), hinc QRE=qre, de-
bent quoque triangula QRE, qre efle fimilia,

8. Hinc demum, ob f{imilitadinem triangulorum DRE, dre, et
DQR, dqr, item QRE, qre in (4) (7), necellario fequitur fimilitudo
triangulorum DQE, dqe, quae erat demonftranda (1).

213, Corollarium 1,

Si re&ae QD, QE, qd, qe ex punétis Q, q, intra perimetros da-
torum polygonorum fimilium aflumtis, duftae ad puncta extima D,E, d, e
doorum laterum homologorum DE, de comprehendant triangula QDE,
qde; debebunt haec triangula efle inter fe fimilia, fi punéta Q, q fint
centra gravitatis polygonorum. Cum enim hoc de figuris trium laterum
in (211. §.) {it demonftratum, et, utprimum id in figuris quotcunque

L2 laterum
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Iateram Tocum habet, eoipfo etiam in figuris uno plurinm lateram fubfi-
ftere debeat (212. §.); debet id neceflario de quibuslibet cogitabilibus
polygonis fimilibus verum effe (Vol.I. §. 31.).

a14. Co rollarium 2.

Si ex pun&is Q, s duorum polygonorum fimilium ad puna exti-
ma duornm laterum homologorum ducantur reétae QD, QE, sd, se, con-
ftetque, illas comprehendere triangula fimilia D QE, dse, et Q effe cen-
trum gravitatis polygori ABDFA; erit eo ipfo etiam punftum s cen-
trum gravitatis polygoni abdfa. Secus jaceret illud in certo punéto q,
effentque triangula qde, qse ob (213.§.) eidem tertio triangulo QD E,
binc etiam inter fe fimilia, quod eft impofiibile.

ars. Corollarium 3.
Dato itaque centro gravitatis Q certi polygoni ADF, invenies cen-
tram gravitatis 8 polygeni adf priori fimilis, i, duétis ad extima pun-
€a D, E unius lateris DE re&tis QD, QE, fuper latere homologo de
- conftruas triangulum sde fimile triangulo QDE (214 §)-

DISSER-
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DE
INVESTIGATIONE CENTRI GRAVITATIS IN COR-
PORIBUS, EORUMQUE SUPERFICIELUS.

216. Theorema.

Sz’ ABDC (48. Fig.) fit corpus quodcimque, in quo fingulae Jfef¥iones mn Fig. 48,
bafibus AB, CD inter fe pavallelis et aequalibus pariter parallelae et aequa-

les Jua centra gravitatis habeant in vefta PQ intevcepta inter centra gra-
vitatis P, Q bafium AB, CD; erit punflum medium a rveffae PQ centrum
gravitatis corporis ABDC.

Demonfiratio.

Si per punftum medium a reftae PQ tranfeat planum MN perpen-
diculare ad PQ; erit momentum cujusvis feétionis mn refpettu plani
MN sequale produfto ex ipfa feltione mn in diftantiam ba punéti b
reftae PQ, per quod tranfit feftio mn, a punéto medio a rettae PQ
(150. §.): cum ergo omnes ejusmodi fetiones fint inter {e aequales, et
pro qualibet feftione mn cadente ad unam partem ‘plani MN detur una
fe&io mn jacens ad partem oppofitam plani MN in pari diftantia ba;
necefle eft, ut fumma momentorum omnium feftionum ex una parte pla-
ni MN cogitabilium aequetur fummae momentorum omnium fectionum
cogitabilium ex parte oppofita plani MN. Plaoum MN dividit itaque
totum corpus ABDC in duas partes, quarum momenta refpeftu ejusdem
plani funt inter fe aequalia (147.§.); et ideo eft MN planum gravitatis
corporis ABDC (163.§.): eapropter, quia PQ eft diameter gravitatis
ejusdem corporis (183. §.), debet punftum a efle illins centrum gravita-
tis (162. §.).

217. Corollarium 1.
Reta P Q intercepta inter centra gravitatis P, Q bafium ABCDE, Fig. 49,
abcde dati cujuscunque prifmatis Bd per (1go. §) determinabilia tranfit
per centra gravitatis omnium feftienum prifmatis illios bafibus parallela-
L3 Tum




86 DISSERTATIO VIL

rim (214. §): medium ejus punétam « eft ergo centrum gravitatis prif-
matis Bd (216. §.).
218. Corollarium a.

Bafes prismatis regularis funt polygona regularia, inter quorum cen-
tra jacet axis ejusdem prifmatis: centrum gravitatis prifmatis reguolaris
coincidit ergo cum puntto medio illius axeos (191.217. §.).

219. Corollarium 3.

Fig, §0. Et ob (196. §.) per (216. §.) erit medium pun&um « axeos PQ
dati cujuscunque cylindri ABCD (50. Fig.) centrum gravitatis ejusdem
cylindri.

230, Corollarium 4,
Tig. §1. 2. Sic quoque, fi datum corpus fit fegmentam cylindricam ABCcab

§3. 5% (51. Fig.) abfciffum plano ABba axi cylindri paralielo, vel fruftum cy-
lindricam ABCDdabc (52. Fig.) inter plana Ad, Bc axi cylindri pa-
rallela interceptum, aut feftor cylindricus ABCDdabe (53. Fig), ve!
dimidius annulus cylindricus (54. Fig.); coincidet ob (216. §.) centrum
gravitatis ¢jusmodi corporis cum medio pun&to « reftae PQ interceptae
inter centra gravitatis P, Q illius bafium per (194. 195. 197. 198. 199,
202, §.) determinabilia.

3221. Problema,

Fig. 5. §6- Invenire centrum gravitatis datae pyramidis, datigue coni ABD
(55. 56. Fig.).
E Solutio.
1. In cono ABD jacet centrum gravitatis cojuslibet fe@ionis pq
parallelae illius bafi BD in axe AC (1g6. §.): in pyramide autem (55-
Fig.), fi ex centro gravitatis C bafeos BD ducatur recta AC ad verti
cem A, transibit haec refta per unum pun&um ¢ cujuslibet feftionis Pq
parallelae bafi BD, quod, quia reftae pc, ce, BC, CE duttae ad pun&a
extima laterum homologorum pe, BE comprehendunt triangula pce,
BCE fimilia, debet efle centrum gravitatis fedionis pq (214.§.); adeo-
que etiam centrum gravitatis cujuslibet feftionis pq parallelae bafi BD
pyramidis jacet in refta A C inter ejus verticem A et centrum gravitatis C
bafeos intercepta. In cono et pyramide (56. 55. Fig.) debet erga ejus
centrum gravitatis jacere in refta AC (216. §.).
2. Quam-
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3. Quamobrem fumta parte indeterminata z—Ac in refta AC=a
cogitetur per punftum c tranflire [eftio pq parallela bafi BD, quae ab-
fcindat ex ABD partem Apq=m; erit, fi ponatur tota maffla ABD=M

m:M=2z*:a’, hinc m = iz’.
al

3. Sit jam MN planum perpendiculare ad AC, et @ momentum
maflae m=p A q refpettu ejusdem plani; erit per (371. §.)

. M
ep—zem; et in (2) em=— 1; 28z

3Mz4
Zi

3M

igitor sp— - z*gz, hinc p =

4. Pro z=AC=a in (3) invenietur ergo x=—3Ma momentum
totius pyramidis vel coni ABD refpeftu plani MN: cum igitur illius
centrum gravitatis debeat coincidere cum uno punéo y reftae AC ob (1);
erit ejus diftantia perpendicularis ab eodem plano ob (168. §.)

A},:%:il\Ia:M:%a:%AC'

222. Corollarium 1,

Data quacunque pyramide ABD (55. Fig.), cujus centrum gravitatis Fig. 5.
defideretur, - quaeratur centrum gravitatis C illius bafeos BD (190. §.),
et refta AC inter illud verticemque A intercepta dividatur in quatuor
partes aequales, quo fiat Ay=3AC; erit y centrum gravitatis pyra-
midis (221, §.).

223, Corollarium 2.

Cum bafis pyramidis regularis fit polygonum regulare, inter cujus
eentrum et verticem pyramidis jacet axis pyramidis; patet, centrum gra-
vitatis tam pyramidis regularis (§5. Fig.) quam cujuslibet coni (56. Fig.)
coincidere cum puncto y illins axeos A C, cujus diffantia Ay a vertice A
aequatur tribus quartis totius axeos AC (191. 221. §.)

224. Problema.
Invenive centrum gravitatis dati coni truncati (57. Fig.) vel dataeFig.57.38-
pyvamidis triuncatae mdnbBMDN (58 Fig.).

Solutio.
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Solutio,

1. Determinatis centris gravitatis C, ¢ bafium BMDN per (1gr.
105. §.), duttaque reta Cc, jacebit in hac centrum gravitatis ¢ totins
maflae mdnbBMDN, quod idcirco perfefte determinabitur, i definia-
tur illius diftantia Cy vel cy ab alterutro centro C, c.

2. Quamobrem cogitetur compleri tam conus quam pyramis truncata,
quo reftaCe produfta occurrat vertici A, et {it in hac refta punftum a
centrum gravitatis maflae Abndm, et e centrum gravitatis maflae
ABNDM; adeoque per (221.§.)

Aaz=3Ac; Ae=3AC

3. Maffa ABNDM compofita eft ex maflis Abndm, mdnbBNDM:

ob (1) (2) per (155. §.) debet ergo effe
Ae. ABNDM—Aa.Abndm

Ay= ABNDM—Abndm j
feu ob (2)
Preie st AC.ABNDM—Ac.Abndm

ABNDM—Abndm

4. Sed maflae ABNDM, Abndm funt inter fe ut cubi dimenfio-
num homologarum, adeoque

AC:Ac>=ABNDM:abndm=
quare fiet, facta fubftitutione et redutione in (3)

ABNDM.A¢
AC?

AC*—Ac?
ik T

5. Ut autem formula compleftatur dimenfiones immediate in dato
cono, vel data pyramide truncata determinabiles, ducantur ex centrig
gravitatis ¢, C bafium mbnd, MBND ad pun&a homologa d, D reftae
cd=r, CD=R (in cono truncafo radios bafium exprimentcs), et dd =
¢C=a fit parallela reftae AC: erit enim Dd:DC:=d¢:AC, et Dé:d¢
=—dd:Ac. Quare habebimus

R—r:R=a: AC=

n -
R—r'
ar
R—r

Rer:r=a:Ac=

-
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In (4) debebit itaque efle

R4 —r*

Ay=3a. W—rj(R=n

6. Hoc modo determinatur diftantia centri gravitatis y coni et py-
ramidis truncatae a wertice A coni et pyramidis integrae: cum autem
non detur punétum A, et punfta C,c femper debeant determinari (1);
derivetur ex (5) diftantia ejusdem centri y ab alterutro punéto C, c. Hing,
quia et Cy=AC—Ay, et cy—Avy—Ac, fumtis pro AC, Ac, Ay

valoribus ex (5), fiet s i
— C rnamedl; 1os RN
Cy—z3a. ®—0) R—1) =

R Lt e, 5
Y —% B (RP—r*) (R—r) 3

225. Theorema.

Si yevolutione plani QXC (59. Fig.), ad C weffanguli inter duas
veRas QC, XC et quamcungue hincam curvam QX intercepti, circa veffam
QC generetur corpus votundum XQZs aecbebunt centra gravitatis cujus-
libet fegmenti pQq plano prqs ad QC perpendiculari abjeiffi, et cujuslibet
frufti ABqp intercepti inter felfiones ADBE, prqs ad QC perpendicu.
lares jacere in axe QC.

Demonftratio.

Omnes feftiones, ut e. gr. ADBE; ad QC perpendiculares, proinde
bali XRZS corporis XQZ parallelae {unt totidem circuli, quorum cen-
tra jacent in axe rotationis QC, unde per (196. 216. §) neceffario fequi-
tur, quod debebat demonftrari.

226. Problema.

Data aequatione ad curvam QX inter coordinatas orthogonas z=Qa,
y=—pa, invefiigare cenlra gravitatis partium pQgq, ABqp corporis XQZ
revolutione plani QXC ad C reflanguii civca axem abjcijjarum QC geniti,
pro feffionibus ADBE,prqs baf XRZS paraliclis et ad QC perpendi-
cularibus.

Solutio.

1. Centrum gravitatis partis pQq fit punftum ¥, et centrum gra.

vitatis partis ABqp fit puntom « in axe rotationis QC (225. §.):

Velmmen Il M often-

Fig. 59.
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oftendendum eft, qua ratione diltantias centrorum gravitatis 7, %, a punfto
Q liceat inveftigare.

2. Sit MN planum ad QC perpendiculare, M mafia PQq, et x ejus
momentum refpetu plani MN, adeoque eM:=7y2sz (Vol. I, §. 490.):
habebimus per (171. 168. §.)

sM=rny?ez; eu=nry*zez; Q'y:—ﬁ—-

Quamobrem, ut data aequatione ad curvam QX inter coordinatas
z2=Qa, y=pa inveniatur diftantia Qy centri gravitatis y mailae pQa,
integrari debent exponentes diflerentiales eM, sz, fic ut illorum inte-
gralia pro z:=o pariter aequentur nihilo, cum evanelcente zi—()a
tam maffa M==pQq, quam ejus momentum g refpetu plani MN de-
beat aequari nihilo.

3. Porro, quia feftio ADBE in determinata diftantia Qb a vertice
Q dari fupponitur, feCtione altera prqs jacente in diftantia variabili
Qa=z; habebit tam fegmentum AQB quam illius momentum refpeéta
plani MN valorem determinatum, pars vero ABgp fegmenti pQq ejus-
demque momentum refpectu plani MN erit valoris variabilis: exponen-
tes differentiales maflae ABqp ejusque momenti aequabuntur ergo ex-
ponentibus differentialibus maffae pQ q=M, ejusque momenti x (Vol. I.
§. 91.). Ob (2) poteft ergo poni :

eM—=y%ez; su=my2zez;

intelligendo per M maflam ABqp, et per « illius momentam refpe&tu
plani MN. Verum, quia’mafla ABqp decrefcente Qa=z decrefecit, et
pro z=0Qb fit aequalis nihilo, vt ope harum formularom tam mafla M =
ABgp, quam ejus momentum u rite determinetur, fic erunt integrandi
exponentes diflerentiales M, sx, ut illorum integralia pro 2 —0b
aequentur nihilo. Inventis vero completis valoribus pro M, u, innotefcet
€o ipfo diftantia centri gravitatis « maffae ABqp a puntto Q, nimirum

Qo= %— per (168. §.).

227. Corollarium 1.
Aequatio ad curvam QX inter coordinatas z = Qa, y=pa fit
y*=~Az+Bz? et e=Qb data diftantia fetionis ADBE a punéo Qs
habebimus pro centro gravitatis  maflae ABqp in (226.§. 3.n.)

&M
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eM=r(Az4+B2z2)ez; sp—=n(Az2+B2%)ez}
M=#»((Az*+3B2)+C; s=»($Az+5B2%)4C;
#(1Ae24+5Be))+C=0; C=—= (£ Ae® 4+ 1Be¥);
s((Ae?+iBe)+C=0; C=—x(3Ae 4 ;BeY);
o 4A(z3—ed)43B(z%—e?)
s a g i 6A(z*—e*)+ 4B (zP—e’)

228. Corollarium 2.
Si fiat e=—=Qb=o0, abibit maffa ABqp in fegmentum pQq: quodfi
ergo fit y centrum gravitatis fegmenti pQq, obtinebitur illius diftantia
Qy a punfto Q pro e=o ex (227-§.), nimirum '

___4A+3Bz
QY=6at4Bz '~

2329. Corollarium 3.

Si QX C fit quadrans circuli, cujus revolutione circa radium Q C=r¢
generetur dimidius globus X Q Z, continebit aequatio generalis in (227.§.)
valores A—2r, B==~—1, pro quibus per (227. 228. §.) invenientur fe-
quentes exprefliones diftantiae Qa centri gravitatis & frufti fphaerici
ABqp intercepti inter feftiones ADBE, prqs perpendiculares ad radium
QC, et diftantiae Qy centri gravitatis y fegmenti fphaerici pQq a

punéto Q.
8r(z? —e3)—3(z*—e)

Qe 12r(z>—e2)— 4(z3—e?).’

§r—3z
Q= A, = Z,

230. Corollarium 4.
Erat z—=Qa: fi igitur ponas z=QC=r in (229. §.) obtinebis di.
ftantiam Q& centri gravitatis « frufti {phaerici inter bafim X Z dimidii
globi XQZ et feftionem AB ei parallelam intercepti a punfto Q, ni.

miram
8r(r—e¥)—3(rt—ed)

=
Q 12r(r2—e*) —4(c?—¢?)

M2 231. Coe
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231. Corollarium s,

Quodfi autem in (230: §.) fiat e==Qb=o0, obtinebitur diffantia Q
centri gravitatis « dimidii globi XQZ a pun€to Q, atque ex hac repe-
rietur ejus diftantia Car=Q C—Qa=r—Q« a centro C, nimiram

Qe=fr; Ca=3ir.

Verum pro z=—2r fiet in (229 §) Qy=r, id eft+ centrum gravi-

tatis integri globi coincidit cum illius centro magnitudinis,

232. Corollarium 6.

Pari ratione applicari poffunt praecedentes formulae (227. 228 §.)
ad arcum QX parabolae, ellipfeos, et hyperbolae, qui fua revolutione
circa axem QC generet paraboloidem, [phaevoidem ellipticum, vel conoi-
dem  hyperbolicum XQZ: aequatio enim generalis y>==Az+4Bz> in
(327. §.) complettetur A =p et B=0 pro parabola; A =p vero et
B :—f:— vel B:——-% pro. hyperbola vel ellipi (Vol.I. §. 508.
540. 563.): _ :

233. Corollarium 7.

In fpecie itaque diftantia centri gravitatis v cujuslibet fegmenti p Qg
paraboloidis X QZ fubtenfi a fefione prqs perpendiculari ad axem QC
3 vertice Q erit per (232, 228. §.) Qy=%z=%Qa.

234. Corollarium §.

Diftantia autem: centri gravitatis y fegmenti pQq conoidis hyper-
bolici, revolutione arcus hyperbolae Qp circa axem transverfum QC
geniti, ab ejus vertice Q erit pro z=Qa per (228 232. §.).

_ 4az4-32z%
s i 6a+4z
235. Corollarium g.

Et diftahtia centri gravitatis y fegmenti pQgq fphaeroidis elliptici,
revolutione arcus ellipfeos Qp circa axem transverfum geniti, ab ipfius
vertice Q, erit per (228 232 §.)

. faz—3z2% ,
Qy= 6a—4z
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236, Corollarium 10,

Pro z==QC=1a erit Qy—+%5a=—4F QC diftantia centri gravitatis ¢
dimidii fphaeroidis elliptici X QZ ab ejus vertice Q (235.§): et pro
z—a fiet Qy=—=%a, id eft, centrum gravitatis integri fphaeroidis elliptici
coincidit cum ejus centro magpitudinis.

Scholion.

Paucas adhuc applicationes praecedentis problematis fubjungam,
prius quam ad inveftigationemr centri gravitatis fuperficierum corporum
rotundoram transeam: commendo autem tyroribus, ut ipfimet fibi plura
his fimilia problemata proponant, eademque propria diligentia refolvere
ftudeant, atque ifftud confilium, quoties opportuna occafio in aliis quoque
difquifitionibus fe obtulerit, fequantur: plurimum fane lacrabuntur, qui
continua ejusmodi exercitatione ufum calculi differentio-integralis in pri=
mo horum opusculorum volumine pertratati fibi familiarem reddiderint.

237. Problema.
Tuvenire tam maffam quam centrum gravitatis corporis pQq genity
revolutione arcus parabolae Qp (60. Fig.) circa tangentem QC in ejus

vertice Q- I
Solatio.

1. Pro coordinatis orthogonis z—=Qa, y=—pa, mafla M=pQq,
ejusque momento  refpeftu plani in Q ad QC perpendicularis, debebit
effe per (226. §.)

eM=ry2ez; sp=mny zez.
2. Centrum vero gravitatis y corporis pQq jacebit in axe rotationis

QC (225.§) in diftantia Q-y:r;—fi a pun&o Q (168 §.)-
3. Sed, fi QB fit axis parabolae Qp, ad quem tangens QC eft per-
pendicularis (Vol., L. §. 513.)5 erit u2==pv pro ordinata orthogona u=pb,
&

et abfciffa vi=Qb (Vol. L. §. 508): igitur erit vZ= :2 +  Quamob-

&
rem, ob pb=Qa, Qb=ap, habebimus etiam yz-:.—?-?-_—,. etob (1)(2).

™ n
eM= —2%z; espu———2%:2;
p* p*

” ™
M:aj-;z’ s u =6p2’ z5; Qy=%z=4%Qa.
M3 238 Pro-

Fig. 6o..
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238. Problema.
Invenive moflam et centrum gravitatis corporis pQq (45. Fig.) revo-
Iutione plani pQa ad & re@anguli circa axem QC ciffoidis QS geniti.

Solutio.

Acquatio ad cifloidem QS inter coordinatas y=pa, z=—Qa eft
--2—[1__—_?- (Vol. L §. 582.) pro 2r=QC; centrum vero gravitatis
y corporis pQq revolutione plani pQa circa axem ciffoidis QC geniti
jacet in ipfo axe QC (225.§.): quodii ergo M fit mafa, et 2 momen-
tam ejusdem corporis refpetu plani in Q ad QC perpendicularis, habe-
bimus per (226. §)

Y=

T2 Z rzicz I
eM=——; sp—=—--—; e
2r—z ° . Ay s Qv M

Quamobrem erit

3
— - Breisz
6I\I-——TZZEZ—".'}l'?rZBZ--—-q,?r['“Ez-!-—E____—_;
= . 16rr4ez
g__:;__—7rz3sz—2r7rzz.~:z-—4r—¢rzs:r,_st‘frsz-i'_z‘ ool
r—z

Adeoque integrando per (226. §. 2.1n.) juxta (Vol. I. §. 242. 249.
252. §.) obtinebimus.

2r xz3

I=8=rlo — —rxz>—47r2z;
PII 8‘ g 2r—2% 3 4 y
rz* 73
« 2r T Z 2rrz ]
w u=167=r%log T T 2 rrzi—_Qx iz,
= 4 3

Hoc modo determinatur tam maffa M corporis p Qg, quam diftan-
tia Q¢ illius centri gravitatis y a vertice Q, pro qualibet abfcifla
z—=Qa,

239. Problema,

Tnvenive maflam et centrum gravitatis corporis pQq geniti revoln.
tione arcus Qp (60. Fig.) ellipfeos ad axem transverfum QB relatae circa
tangentems QC in vertice Q.

Solutio,

1. Centrum gravitatis y debet jicere in axe rotationis 0¢,
ita ut, pro pa=y, Qa=z,M=pQq, et momento x -ejusdem maf-
fue
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fae refpetu plani in Q ad QC perpendicularis debeat fieri (226. §.
I,.2: 0.)
eM—=ay?sz; ep—wy?*zez; Qy= -;'_l

2. Com vero z=Qa:=pb, et y=ap=—Qb fint coordinatae or-
thogonae ellipfeos relatae ad axem transverfum QB fumtum pro linea
abfciffarum; debet effe per (Vol. I. §. 525.)

by b2 y2

zi= _— =——; igitur debet effe
a a*

a? a® - 5
yzn—'——-{,—azﬁ— b2 Zz+ "';‘:I—]—V/Lbz—42').

Hiac et ex (1) obtinebimus

:2 ez\/(b*—422);

2

xa?
2
b Z eZ -}

2
ma
su—iwatzsz— bz z}sz +

sM=Ira?ez—

zsz\/ (b2= 422).

ma
2b

Quare integrando juxta (226.§. 2.n.) per (Vol. L §. 242. 249. 248.
289. 238.) inveniemus

x a? a2
+ %a—— Arc Sin —::)1 -
az 2 2 L2
p=iratzte—— e go_ I3 v (b2—422) + a2 b?

4% 24b 24

Hinc jtaque determinabitur tam maffa M=pQq, quam diltantia

Qy= {T illius centri gravitatis y a vertice Q pro data quacunque abfcifla

z=0a,
240, Corollarium 1.

Si Qb fit femiaxis transverfus =—%a, hinc pb femiaxis conjugatus
=3b ellipfeos; exhibebit pQq corpus revolutione quadrantis elliptici
Qp circa illius tangentem QC in vertice Q geniti, cvjus et maTa M,
et diftantia Qv centri gravitatis y a vertice Q invenietur pro z=%b ex
(239. §.), ut fequitur.

(1043 %) 17b 17
Il— ——7a%b; — T : ;
X B b Q=R s T et O

241. Co-
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241, Corollarium 2.

Ellipfis abit in circulum, fi ejus axes a, b fiant aequales: fi ergo in
(239. §.) ponas a=b, obtinebis fequentes exprefliones pro maffa M cor-
poris pQq revolutione arcus circularis Qp circa illius tangentem QC
geniti, ejus momento p reflpe&u plani in Q ad QC perpendicularis, et
diftantia ipfius centri gravitatis y a puntto contatus Q, pro diametro
=—a circuli, et quavis ablcifla z—=Qa.

M=ira*z—}rz’ + Za z [ (a® — 4 2?)
oal . s A
+ 3 Arc Sin S

ad

24

o z4

4

Ta -
p=gwaiz? — wRET V(a2 —32*} 4

R -

242. Corollarium 13.

Mafla vero M corporis pQq revolutione quadrantis Qp circuli circa
tangentem QC geniti, et diftantia illius centri gravitatis y a punto con-
tactus (Q, erit pro femidiametro z=Qa=2%a (241.§.)

(1043 ) 17a 17
M=——"—'7a?; Qy= , = .Qa.
48 Q= To% 3% 2Go+37) ' 28
243, Corollarium 4.
£ Nt : b2y b2y?
Si ob (Vol. L §. 550.) loco aequationis ad ellipfim z2= et

fumas aequationem 22— e —+ rx ad hyperbolam in (230. §. 1.
a ’ a*
3.n.); obtinebis fequentes formulas pro mala M corporis pQq revola-
tione arcus pQ hyperbolae circa tangentem QC ad ejus verticem Q ge-
niti, illius momento x relpectu plani in Q ad QC perpendicularis, et
diftantia Qv centri gravitatis y a vertice Q.
w:: ZZez — zzz ez (b>+42%);
2

Ta T a*
5 2o 262V (b* 1 42%);

eM—=iratsz+

sur—=imwa‘*zez+

L

b i
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Integrando antem exponentes differentiales ¢ M, e # juxta (226.§.2.0.)
per (Vol. I §. 242. 249. 248. 289. 238. §.) inveniemus =

5 a waZ
=gratzdiammat e g zy (b*+422)

wazh b
5 8 i T
' ma® xa* 3 i wa*h?
w4 T A — T gy S

244. Problema,
Data aequatione ad lineam ‘QX (59.Fig.) inter coordinatas orthogo- pig e
nas z=—Qa, y=—pa, invefligare centrum gravitatis Juperficici rotundae
pQq revolutione lineae QP circa axem abfciffaram QC genitae.

Solutio.

1. Cum centrum gravitatis {uperficiei rotundae pQq in axe rotatio-

nis QC debeat jacere (179. 183. )3 fit illud in y, et quaeratur ipfius
ditantia Qv a vertice Q: erit denotante M maflam, et x momentum

fuperficiei pQq refpectu plani MN in Q ad QC perpendicularis, per
(168. §.)
[ad
Qy—y

2. Cum porro debeat effe su=zeM (171. §.), fi valor pro ¢M de-

terminetur per (Vol. I. §. 491.), habebimus
eM=27yV (sy*+e22); ep=2 rzy\/ (ey*+ez?).

3. Quare, data aequatione ad lineam Q X inter coordinatas z=Qa,
y=pa, quaerantur ope calculi integralis maffa M et momentum g ex
(2), tum definiatur diftantia Qy per (1), quae generatim hoc modo
exprimi poterit
Q?:#'fyz((fﬁ+ez=) :

JyV (ey*+ez%)

4. De reliquo, quia evanefcente abfciffa z—=Qa, et ordinata y=pa,
tam fuperficies M=pQgq, quam illias momentum 2 refpetu plani MN
debet evanefcere, perfpicuum eft, integralia M, 4« in (2) (3) nihilo de.

Folumen 11, N bere
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bere aequari, tam pro z=—o, quam y—=o0, unde conftantium detormi.
natio pendet (Vol. I. §, 238.).
245. Corollarium 1.
Sit QX linea refta, adeoque XQZ fuperficies conijca, ejus axis

r A
QC:=a, et radius bafeos XC=r; erit pa=y= — %% quare erit in

(244» S. 2.n.)
s YZ“‘:‘P- £z v’(ﬁyz+ezz):3—:~ V(@+12);

2mr > 27
——— - 2N . —
sM=—=— = zez (@ +r12); cpu—=

2 z2ez /(8 412);

az

22y (@ +1);

2rr

382

M= :: z2\(a® $12); ap=

Nimirum diftantia centri gravitatis y fuperficiei conicae pQq pro
quavis abfcifia z—=1Qa ab ejus vertice Q aequatur duabus tertiis ejus-
dem abfciTze: et fic diftantia centri gravitatis y fuperficiei convexae cu-
Jusiibet coni XQZ ab illius vertice QC aequalis eft duabus tertiis
axeos QC.

246, Corollarium 2.

Sit Qp arcus circuli r—=QC=XC deferipti; erit aequatio ad Q X

(r—z)ez
Vv (2rz—z2)

2

y*=2rz—z2?: igitor ey=

Pro maffa M fuperficiei convexae pQq fegmenti fphaerici, ejus mo-
mento u refpeftu plani MN, et diftantia Qy ipfius centri gravitatis
2 vertice Q habebimus itaque juxta (244. §.)

eM=2rwsz; sp—arwrzez;
M=z2rrz; p=rwxz?; Qy=iz.

Medium erge punétum altitudinis Qa fegmenti fphaerici pQq eft

eentrum gravitatis illius fuperficiei convexae; et ideo etiam medium

punétum
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pun&um radii QC perpendicularis ad bafim XRZS dimidiae {phaerae eft
centrum gravitatis illius fuperficiei convexae.

247. Corollarium 3.

Si Qp fit arcus parabolae, proinde M=pQq fuperficies convexa
fegmenti conoidis X QZ parabolici revolutione parabolae QX circa illius
axem QC geniti, et y centram gravitatis ejusdem fuperficiei; erit per
(‘.’fol. I §. 508.) et (244- §-)

AL . Head PeZ ;
Yy —pz; a2y — 2y 5
eM=mezy (p>+4p2); sapa—wzez\y (pP>+4p2);

Lol 2l
Qy= M

Integralia vero M, # determinabis per (Vol.I §.248. 282. 238.),
fic ut fingula pro z=o azequentur nihilo.

248. Corollarium 4.

Quodfi sutem Qp fit arcus ellipfeos, et QC ejus femiaxis trans-
verfus, hinc M=pQq fuperficies convexa fegmenti fphaeroidis elliptici
revolutione ellipfeos circa axem transverfum geniti, y vero centrum gra-
vitatis ejusdem fuperficiei; erit per (Vol. I. §. 540.) et (244. §.)

. oD { g, (a—3z)ez
}’-—--—;—((az—-zz); EY— e 't \/-(az_zz) H

be 2 2
cM:la-z—- z‘/(ic?—- +az—z2 ); .
pro c=2y (a*—b?).

xbhc azbz )
P . zez‘/ az—z% }i
p= ( ——+

Qusmobrem, cum exponentes hi differentiales per (Vol. I. §. 288.
294.) facile integrentur, fi fingula integralia per (Vol. L. §.238.) ita de-
finjantur, ut ea pro z==o0 2equentur nihilo; determinabitur eo ipfo di.

. . sl g . aila [ad o
{ftantia centri gravitatis y a vertice Q, nimirum Qy =-§* Pro quali-
bet altitudine z=—=0Qa fegmenti pQq: et fi flat z—=4ib=QC, reperie-
tur diftantia ceve:i gravitatis fuperficiei convexae dimidii {phaeroidis el
liptici XQZ ab ejus vertice Q.

N2 249. Co-
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249. Corollarium 3.

Et fi Qp fit arcus hyperbolae, cujus revolutione circa axem trans.
verfum QC generetur fuperficies convexa pQq conoidis hyperbolici;
habebimus ob (Vol. 1. §. 563.) per (244.§.) fequentes exprefliones pro
mafla M fuperficiei pQq, ejus momento x, et centro gravitatis y: cum
igitur exponentes differentiales sM, ¢z per (Vol. L §.288.294 ) fint per-
fette integrabiles, fi illorum integralia per (Vol. L. §. 238) fic determi.
nentur, ut fingula pro z=o aequentur nihilo, invenietur eo ipfo di-
flantia Q v centri gravitatis y a vertice Q.

b b (a¥2z)ez
2a Viaz+z2); ey= za vV (az+z2)

be azb2
‘M':j;z"_- £Z \/(- = —[—az+ Z“);

be 2h2
§p= :20 zsz‘/-( sczb -I-az-l-z’)

-2

y=

pro ¢=2 (a*4b2).




DISSERTATIONES
AD

MECHANICAM CORPORUM SOLIDORUM
PERTINENTES.







103

DISSERTATIO VIIL
DE
MOTU PUNCTORUM AEQUABILI UNIFORMITERQUE
ACCELERATO ET RETARDATO.

250. DEFINITIO,

(luotiescunque aliquod corpus movetur, fingula ejus punéta defcribunt
totidem lineas, jam retas, jam curvas (38. §.): quodvis ergo punttum
corporis moti poteft in motu conftitutum cogitari, atque hic motus erit
reftilineus vel curvilineus, prout pun&um eodem motu lineam reftam vel
curvam deferipferit.
251. Corollarium 1. ’

Dire&io motus refilinei manet perpetuo eadem per lineam reftam
determinata, quam pun&tum mobile eodem motu defcribit: in motu au-
tem curvilineo direftio fingulis momentis mutatur (250. §.).

252, Corollarium 2.
Spatium, quod datum puntum fuo motu intra certum tempus per-
currat , determinabitur per longitudinem lineae, reCtae vel curvae, quam
illud eodem tempore percurrerit (250. § ).

253. Corollarium 3.
Crefcente ergo tempore, quo motus dati punéti duret, crefcet quo-
que fpatium intra idem tempus percurfum (252. §.).

254. DEFINITIO.
Uterque motus, retilineus et curvilineus (250. §.), erit aequabilis
feu uniformis, {i fpatia, quae punftum mobile intra quaecunque tempus-
cula aequalia conficiat, fuerint inter fe aequalia. '

255. Corollarium 1.
Quodcunque fpatiolum percurrat punétum motu aequabili progrediens
intra determinatum tempusculum, debebit illud 22/, 3plo, mylo tempore

conficere fpatium pariter 2p/um , 3plum, mpium (254. §.).
256, Co-
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256. Corollarium 2.
Si ergo datum punftum progrediens motu aequabili tempore quo-

cunque v conficiat fpatium V; debebit illud tempore u._..v--— rplo uniu®

ntae partis temporis v conficere fpatiom U=V = —— pariter rplum unius

ntae partis {patii V. Si enim x fit {patiolum tempusculo = ""_:'1" per-

curfum, quia tempus v eft np/um et tempus u rp/um tempusculi v-TI\-

debebit effe Vi=xn et U=xr (255. §.), hinc x:V-}}-e;U_—;V_E...
257. DErINITIO.

Omne punftum P in motu conftitutum (250.§.) cenfetur quovis
momento hsbere certam Celeritatem (eu Velocitatem, quam refte definies,
quod fit intenfio motus punftum P ad (patium eo majus vel minus, quo
ipfa eft major vel minor, quovis tempore percurrendum determinans.

‘ 258. Corollarium 1.

Punétum incedens motu aequabili eadem perpetuo celeritate move-
bitur: et vicifiim motus punfti eadem conftanter celeritate incedentis
erit aequabilis (257. 254. §.).

259. Corollarium a.

Celeritas dati punéli et fpatium ab illo intra quodcunque tempus con-
fectum erunt duo quanta heterogenea (257.252. §.): proprie igitur nulla
celeritas poterit aequari alicui {patio.

260. Theorema.

Spatia S, s, quae a duobus punf¥is mobilibus P, p motu aequabili pro-
gredientibus intra datum quodcungue tempus percurvantur, erunt inter fe
ué celeritates C, ¢ corundem puntlorum, feu erit S:s=C:c.

Demonflratio.

Cum mobile P perpetuo celeritate C, et p celeritate ¢ incedat
(258 §.), necefle eft, ut quae ratio intercedit inter celeritates C,c, ea-
dem intercedat etiam inter fpatia S,s, quae a punttis P, p intra idem
tempus percurruntur (257. §.), adeoque fit S:s=~C:c.

261, Theorema.

Spatia vero 8, s, vel ab uno punio motu aequabili incedente, vel
a duobus punflis motu aequabili parique celevitate progredientibus intra
tempora
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tempora inaequalia T, t confela, erunt inter fe ut tempora, few erit
S:a=T:L
Demonfltratio.

Duo punéta P, p eadem celeritate motu-aequabili incedentia percur-
rent intra idem tempus t {patia aequalia s, s (260. §.): quamobrem, fi
punftum P alio aliquo tempore T conficiat fpativm S, demonitrandum
eft, futorum S:s=T:t, quod fequenti ratiocinio poteft evinci.

1. Tempora T, t funt commenfurabilia aut incommenfurabilia (3. §.).

. 1 m
Primo cafu dabitur aliguis numerus integer m vel fraétus < » Pro quo
m = -
fiat T—tm vel Te—t — (6.§.); adeoque etiam St=sm vel S=s2
n n
(255. 256. §): utroque cafu erit itaque Sts=1T:t

2. Si autem tempora T, t fint incommenfurabilia, dabitur pro quovis

utcunque magno numero integro n alter numerus integer m, pro quo

fic (12. §)
m

I
]
n

T >t et fimul T<t

. m
3. Sint s', ' fpatia, quoram primum tempore :t-n_’ et fecundum
tempore =t Bt percurrat punétam P: quia per hypothefim idem
n

pun&tum conficit fpatium s tempore t, et S tempore T; debebit effe
m
s‘:s-:l— et S'=s __‘n+_x per (256. §.);

S>s et S< S ob (2) per (253. §):

m

igitur Sgs% et fimul S>s s L

Hinc et ex (2) per (22. §.) obtinetur S:s=T:t.
262. Problema,

Spatia, Celevitates, et Tempora ad certas menfuras revocare, et per

CONGTHOS NUMEYOS EXPrimere.
Solutio,

1. In conftituendis menfuris datorum quantorum id perpetuo eft ob-
fervandum, ut quaevis menfura et quantum, pro quo illa defideratur,
fint inter fe duo quanta homogenea (14. §.). '

Volumen II, (0) 2. Pro




-

106

DISSERTATIO VIIL

2. Pro temporum ergo menfura tempusculum aliquod debebit ac-

cipi (1): in fequentibus erit nobis minutum Jecundum communis omnium
temporum menfura.

3. Menfuram fpatiorum indeterminatam relinquimus: ob (1) et (252 §.)
aequabitar illa generatim certae lineolae I, puta uni pedi, vel pluribus
pedibus. i

4. Quia demum menfura celeritatum determinata quaepiam celeritag
debet efle (1); famemus pro menfura celeritatis in quovis motu illam
determinatam celeritatem @, qua mobile motu aequabili incedens quovis
minuto {ecundo percurreret fpatiolum 1 pro fpatii menfura acceptum (3).

E. gr. Si fpatium a punfto P percarfum aequetur aliquot pedibus ;
erit unus pes menfura ejusdem fpatii: pro menfura ergo celeritatis, qua
punétum P progreditor, accipiemus illam determinatam celeritatem @,
qua punftum P, aut alind quodcunque ‘pun&tum, motu aequabili incedens
unum pedem quovis minuto fecundo deberet conficere,

5. Stabilitis hoc modo menfuaris {patiorum, celeritatum et temporum,
inveftigentur exponentes rationum geometricarum eorundem gquantorum
ad aflumtas menfuras: fi enim hos exponentes ad easdem menfuras pro
totidem unitatibus acceptas referas; obtinebis eo ipfo numeros denomi-
natos, qui data fpatia, datasque celeritates, et data tempora expriment
€x5:16.37:18. 8.

263. Corollarium 1.

Deinceps ergo ubique folos exponentes rationum geometricarum fpa-
tiorum, celeritatum, et temporum ad menfuras eorundem (262. S
4- n.) inveftigabimus, quibus inventis ipfa fpatia, celeritates, et tempora
per (262. §. 5. n.) licebit determinare: atque hi exponentes ubigue in
fequentibus formulis prae oculis habeantur, ubi fpatia, celeritates, et
tempora certis literis, puta C, S, T, deflignata fuerint,

264. Corollarium 2,

Si punftum P progrediens motw aequabili celeritate C percurrat fpa-
tium s intra unum minutum fecundum; aliud vero puntum pariter mota
aequabili incedens celeritate. @ conficiat intra miputum fecundum fpatio-

lom | pro menfura fpatii s afflumtum; erit C:@=s:l (260.§.), hinc

C s

T"-—-— T Perfpicaum ergo eft, in omni motu aequabili exponentem

rationis
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rationis celeritatis ad ¢jus menfuram @ aequari exponenti rationis fpatii intra
unum minutum fecundum percurfi ad ejusdem menfuram I (262.§. 3.4.n.):
quare, literis C, s hos exponentes deinceps indicantibus, erit Cr=g
(363_ §.). Hoc, nulloque alio fenfu dicetur celeritas mobilis motu acqug-
bili progredientis acquari fpatiolo, quod idem miobile quovis minuto fecun-
do conficit.

Scholion.

Si e. gr. dicatur celeritas C punfti P motu aequabili incedentis efle
ofto pedum, et ideo fcribatur C—=g pedibus; expreflio haec haud indi-
cabit, celeritatem puntti P re ipfa aequari (patiolo ofto pedum, gquod
utique abfurdum eft (259. §.): celeritatem enim punéti P ofto pedum
effe tantundem fignificat, ac eam efle pun&ti P celeritatem, qua illud quo.
vis minuto fecundo fpatiolam s=—8 pedibus debet conficere; ita ut pro-
prie nequeat poni C:=8, nifi per § intelligatur numerus abftraftus ae-
qualis exponenti rationis geometricae celeritatis ad iplius menfuram Q,
nimirum ad celeritatem @, qua motu 2ejuabili unus pes quovis minuto
fecundo deberet confici (262. §. 4. n.); vel numerus denominatus rela-
tus ad unitatem celeritati @ aequalem, quo caflu exprimeret C—=§ tan-
tundem ac C=8 @, nimirum celeritatem 8plam celeritatis ¢, ficut {pa-
tium s erat 8plum unius pedis.

2365. Corollarium 3.

Si punftum P incedens celeritate C motu aequabili conficiat uno
minuto fecundo fpatiolum s, et tempore T fpatium §; erit S:s=T:n
(261. §.): igitur, fumta lineola 1 pro menfura fpatiorum, erit etiam
e :+ = =T: 1 hinc LR U i -—T—, feu sl i Sl K1
i L 1 1 1 l @ 1
(264.§). Exponens itaque rationis fpatii quovis tempore confefti ad
ejus menfuram 1 aequatur produéto ex exponente rationis celeritatis ad
ipius menfuram @ in exponentem rationis temporis ad ejusdem menfu.
ram 1" (262. §. 3. 4. 2. n): eapropter, fi iidem exponentes defignentur
liceris S, C, Ty poni poterit S==CT, quae aequatio improprie indicabit,
Jpatium notu acquabili data celevitate gaovis Lenipore percusfum acquale
effe produffo ex celevitate in tempus.

02 26€. Co-




DISSERTATIO V1IL
266, Corollarium 4. :

Habebimus ergo %:T (265.§.), id eft: exponens rationis fpa-
tii motu aequabili quacunque celeritate et quocunque tempore percurfi
ad ipfius menfuram divifus per exponentem rationis celeritatis ad ejus
menfuram dabit pro quoto exponentem rationis temporis ad ejusderm men-
furam (262. §. 2. 3. 4. n.); improprie vero dicetur fpatium divifum per
celeritatem aequari tempori, quo illud percurritur.

267. Corollarium gs.

Erit porro 7 =0C (265. §.), "id eft: fi exponens rationis fpatii,
motu aequabili quacunque celeritate intra certum tempus percurfi, ad
ejus menfuram dividatur per exponcutem rationis temporis ad ipfius men-
furam; erit quotus aequalis exponenti rationis celeritatis ad ejusdem men-

furam (262.§. 2, 3. 4. n.); improprie autem dicetur /patium divifum per
tempus dare celevitatem pro quoto,
Scholion.

Per haec pauca principia omnis motus aequabilis poteft determinari,
feu datis celeritate et tempore quaeratur fpatium; feu datis celeritate et
fpatio defideretur tempus; feu datis fpatio et tempore petatur celeritas.

Ponamus e. gr. punctum P incedere motu aequabili celeritate 8 pedum
(264. §.), petique fpatium §, quod illud intra 12 minuta fecunda confi-
ciat; erit per (265. 263. §.)

S=8. 12 = g6 pedibus.

LY

Si autem conftet, datum punétum progredi motu aequabili celeri-
tate 6 pedum, et quaeratur tempus T, quo fpatium 120 pedum pofiit
ab illo confici; erit per (266. 263. §.)

120

6

Si denique dicas, pun&tum P progrediens motu aequabili fpatium
104 pedurs intra 13 minuta fecunda percurrere, et quaeras ejus celerita.
tem; invenies per (267. 264. §.)

T

— 20 minutis fecundis.

s 04
C= 3

=—§ pedibus.
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268. DeriniTIO!
Motum, in quo celeritas continuo mutatur, crefcit videlicet vel de-
crefcit, vocant inaequabilem feu difformem, et quidem acceleratum calu
primo, retardatum vero cafu altero,

269. Corollarium 1.
Omnis motus dati punéi erit neceflario vel aequabilis vel inaequa-
bilis (258. 268. §.)-
270. Corollarium 2.
Species autem motuum inaequabilium, tam acceleratorum, quam re-
tardatorum, funt numero infinitae pofiibiles, pendentes a totidem legi-
bus, quibus celeritates poffunt crefcere et decrefcere (268. §.).

271. Corollarium 3.

Celeritas punéti P motu inaequabili incedentis continuo mutatur; fi
ejus motus duret quocunque tempore T, habebit illud in fine temporis
T determinatam aliquam celeritatem C, ita tamen, ut et aliam habuerit
proxime praecedente momento, et aliam f{it habiturum proxime fequente
momento (268. §.). Hoc fenfu vecabitur C celeritas debita tempori T,
poteritque ea aeftimari ex fpatio, quod punétum mobile hac ipfa celeri-
tate motu aequabili progrediens intra unum minutum fecundum confice-
ret, juxta (264. §.).

Si e. gr. celeritas, quam punétum P motu ‘inaequabili progrediens
in fine 12 minutorum fecundorum ab initio ejusdem motus efflaxorum ha-
beat, dicatur eflfe § pedum; indicabit id talem efle punéti P celeritatem
C, qua, fi illad hac ipfa celeritate motu aequabili incederet, quovis mi-
nuto fecundo fpatiolum ofto pedum deberet conficere.

272. Corollarium 4.

Si pun&um P motu accelerato percurrat tempusculo t fpatiolum-x,
celeritas vero ejus initio tempusculi t fit c, et in fine tempusculi t fit ¢';
necefle eft, ut fpatiolum x majus fit fpatiolo ct et fimul minus fpatiolo
¢'t, quorum primum celeritate c, et fecundum celeritate c¢' motu ae-
quabili intra tempusculum t poteft confici (265. 268. 257. §.)-

03 273.Co-
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273¥ Corollarium 3.

Si autem motus punéti P fit retardatus, punctumque P conficiat hoc
motu fpstiolum x intra tempusculum t, ejus vero celeritas initio tem-
pusculi t fit c, et in fine tempusculi t fit ¢'; debebit (patiolum x minus
effe {patiolo ct, et fimul majus fpatioclo c¢'t, quorum primum vel fecun.
dum a punfto P tempusculo t deberet confici, fi illud celeritate c vel ¢
motu aequabili incederet (265. 268. 257. §.).

274. DEFINITIO.

Inter omnes motus inaequabiles (270. §.) maxime memorabilis eft
motus uniformiter acceleratus et retordatus: in primo funt incrementa,
et in fecundo decrementa celeritatis duobus quibuscunque temporibus ab
initio ejusdem motus genita inter fe in ratione direfta temporum. Poteft
autemn motus uniformiter acceleratus vel de quiete, adeoque nulla celeri-
tate, vel determinata quapiam celeritate y inchoari: illam vocabimus
purum, et hane affelfum.

275, Corollarium 1,

Quare, fi punftum P progrediens motu uniformiter accelerato vel
retardato temporibus T, t ab initio ejusdem motus computatie capiat
incrementa, vel patiatur decrementa celeritatis C, c¢; erit C:c=T:¢t
(274 §)-

276. Corollarium 2,

Si ergo in fpecie K denotet incrementum vel decrementum celeri-
tatis- puniti P motu uvilormiter accelerato progredientis debitum uni mi-
nuto fecundo; erit C:K=T:1", hinc C=KT (263.§) incrementum
vel decrementum celeritatis debitum tempori T: punctum ergo P habebit
in fine temporis T celeritatem C=KT, {i ejus motus uniformiter acce-
leratus purus fit; celeritatem vero y+ KT vel y—KT, fi illud cele- ;
ritate y motum uniformiter acceleratum affeCtum ,! vel uniformiter retar-
datum inchoet (274. §.)-

277. Problema,

Punflum P progreditur motu uniformiter accelerato, wvel uniformites

setardato; ncrementum vel decrementum colevitatis primo minuto fecundo

genitum ¢ft K1 invenire Jpatium S, quod illud dato quocuique tempore T
ab iaitio ejusdem motus compusato debet percurvere.

Soiutio.
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Solutio.

1. Si M, N fint duo quanta determinatae magnitudinis, pro quibus et
tertio quanto S-femper fit S >M—N -—'-—et fimal S<< M+N T:T , quan-
tumcunque magnum numerum integrum denotet m; cum f'emper fit pof-
fibilis ejusmodi numerus integer m, pro quo pars mig N — quanti N
minor fieret quovis dato utcunque parvo guanto homogeneo (@158
erit neceflario S=M (Vol. L. §. 129.).

2. Totum jam tempus T, quo motus pun&i P uniformiter accelera-
tus vel retardatus durare (upponitur, cogitetur divifum in numero m tem-

puscala aequalia t, t, t, = ~ - t, quorum quodvis fit t=-§? pars mia
temporis T.
3. Debebit pun&tum P fingulis tempusculis t, t, t, - - = t ordine na-

turali fibi fuccedentibus certa {patiola percurrere, quae omnia fimul con-
ftituent fpatium S toto tempore T ex iisdem tempusculis compofito
percurfum.

4. Spatium S in (3) per (272.273. §.) erit ergo, prout motus pun&i
P fuerit acceleratus vel retardatus, majus vel minus, quamn fumma fpatio-
lorum, quae a punéto P fingulis tempusculis t, t, t, - -~ - t (2) deberent
confici, fi illud quovis tempusculo illa determinata celeritate, quam ha-
bet initio ejusdem tempusculi, motu aequabili incederet.

5. Idem porro fpatium S in (3) per (272. 273. §.), prout motus
punti P fuerit acceleratus vel retardatus, debebit effe minus vel majus
quam fumma fpatiolorum, quae a punéto P fingulis tempusculis t, t, t
- - - = t (2) deberent percurri, fi illud quovis tempusculo motu aequa=
bili illa determinata celeritate progrederetur, quam habet in fine ejusdem
tempusculi.

6. Celeritas, quam pun&um P in fine cujuscunque temporis T de-
bet habere, eft generatim y=+ KT, figno + adhibito pro motu accele-
rato, et — pro retardato, ita ut fit y=—0 pro motu uniformiter acce-
lerato puro, vel y celeritas initialis, qua punétum P motum uniformiter
acceleratum affeftum, aut uniformiter retardatum inchoet (276.§.): quodfi
ergo in hac expreflione loco T terminos feriei t, 2t, 3t, 4t, - - - (m—1)t

mt fucceflive fubftituas, obtinebis fequentes exprelliones celeritatum,
quas
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quas punttum P.in fine fingulorum m tempusculorum ¢, t,t, - « = t ab
initio motus ordine naturali f{ibi fuccedentium (2) debet habere,
y+Kt; Ti—_K.zc; peER g o
--==9+K(m—1)t; y+K.mt,

7. Quare, cum punétum P foum motum acceleratum vel retardatum
celeritate y inchoare fupponatur, adeoque hanc ipfam celeritatem initio
primi tempusculi t (2) hzbeat; cumque il'ud tantum celeritatem initio
cujusvis fubfequa tempusculi, quantam habet in fine proxime praeceden-
tis tempusculi, debeat habere: habebit punttum P initio fingnlorum m

tempusculorum t, t,t, - - - t ab initio motus ordine naturali fibi {ucce-
dentium {2) fequentes celeritaies, ob (6).
y; v Kt y+K.2t; v +K.3t5 - - - - g+ K(m—1)t.

8. Singulae celeritates in (6) duftae in t dabunt ergo per (265. §.)
fequentem feriem fpatiolorum, quae punétum P fingulis tempusculis
t,t,t, - - - t ab initio motus ordine natarali fibi fuccedentibus percur-
reret, {i id quovis tempusculo illa determinata celeritate, quam habet in
fine 'ejusdem tempusculi, motu aequabili incederet,

Pt=FK e stE K2t vt K, 33 =0 el
————— ytt+K(m—1)2; yt+K.mtz,

g- Singulae vero celeritates in (7) dutae in t dabunt per (265. §.)
fequentem feriem f{patiolorum, quae 2 punéto P fingulis tempusculis
t,t,t, - = = t ab initio motus ordine naturali fibi fuccedentibus deberent
confici, fi illud quovis tempusculo ea celeritate, quam habet initio ejus-
dem tempuscu]i, motu aequabili progrederetur,

pt; ytEKet2; ytEK.2t2; ytF+K.3t2;
--------- yt+=K{m—1)ez.

10. Quamobrem obtinebimus, ob (4) (5) per (8) (g) fequentes ex.
prefliones.

Pro motu accelerato:
(G+v+v+v+---- +v )t
(+K@+2+43+4--- +Lm—1)) £2;

L

S >

g ( Gtr+r+-----4+nt
S(HKG+23 4o oo - + m) e,
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Pro motu retardato.

(G+r+r+r+----- +)t

S (—K(l +2434-- - +m—0)t%
Gl Gr BRI E sy +7)t
@i (1 Bt E Ll +m)) t.
Camque fit 14243+ - - - + (m—1)=3(m>—m); 1+2+43
4 ---+ m=%(m>+m); et per hypothefim in (2) t:—% : habe.

bimus etiam
pro motu accelerato
I

SHyTH+IKT*—1IKT? —=;

m

S< yTH+IKT24+iKT?.—:

m
et pro motu retardato

S yT—iKT243KT2. —;

m

S>yT—iKT>—1KT2. —.

m

Ex his autem expreflionibus, cum illae pro quovis poffibili numero
integro m in (2) debeant fubfiftere, fluit per (1) fequens expreflio ge-
weralis quaefiti fpatii S, in qua fignum -+ vel — debet adhiberi, prout
motus punéti acceleratur vel retardatur.

S=¢TH+EIKT>

278. Corollarium 1.

Pun&um P progreciens motu uniformiter accelerato puro (274. §.),
fi id primo minuto fecando acquirat celeritatem K, percurret guovis
tempore T ab initio motus computato per (277. §.) fpatium S:=31KT=

279. Corollarium 2.
Si punftum P incedens motu uniformiter accelerato puro intra tem-
- - C ;
pus T acquirat celeritatem C=KT (276. §.), quo fit K= - debebit

illud tempore T. per (278- §.) conficere fpatiom S=3CT.

Volumen IL, P 280. Co-
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280, Corollarium 3.

Puntum P progrediens motu uniformiter accelerato puro per fpa-
tiom S tempore T tantam habebit in fine ejusdem temporis celeritatem C,
ut, fiillod hac ipfa celeritate motu aequ-bili incederet, intra idem tem-
pus T fpatium duplum 2S=CT deberet percurrere (279. 265. §.).

281. Corollariom 4.

Spatia S, s motu uniformiter accelerato puro temporibus inaequali-
bus T, t ab initio ejusdem motus computatis percurfa erunt inter fe ut
quadrata temporum: erit enim per (278. §.)

S= LK T2 =1 K t2:
igir. S s 3e="TFA 12,
282. Corollarium 3.

Eadem fpatia S, s motu uniformiter accelerato puro temporibus T, t
ab initio motus computatis confeta erunt inter fe ut quadrata celerita-
tam C, c iisdem temporibus genitarum: cum enim fit per (281.§.)

S:s=T2:t>; et per (275.8§.)
T:t=C:c: erit S:s=0C2:¢2
283. Corollarium 6.

Totum tempus T, quo motus uniformiter acceleratus purus punéti P
duret, cogitetar dividi in quaecunque tempuscula aequalia t, t, t, t, ~--t;
intra numero m tempuscula tempus =—tm conftituentia fit percurfum
fpatium S, et s fit fpatium confeftum intra namero m—1 tempuscula
conftituentia tempus =t(m-—1): erit S—s fpatiolum folo mfo tem.
puscolo percurfum, et per (278. §.) habebimus

S=1K.m2t2; s—i1K (m—1)2t2;

S—s=iK(zm—1)t2

284. Corollarium 7.

Pro m=1,m=2,m=3, m=—4, et fic porro, obtinebuntur ex
2m—1 numeri impares I, 3, §, 7, etc. ordine naturali crefcentes: f{pa-
tiola ergo, quae datum punftum P motu uniformiter accelerito puro pro-
grediens fingulis tempusculis aequalibus t, t, t, - - - t ab initio motus
ordine naturali fibi fuccedentibus conficiat, erunt inter fe ut numeri im.
' pares
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pares 1, 3, §,7, etc. ordipe naturali crefcentes, feu ut termini feriei
1Ke.1, $Ke2.3, K255 K27, ete (283. §.)-
285. Corollarittm 8,

Quodlibet punftum P progrediens motu uniformiter accelerato af-
fefto, data celeritate y inchoato, capiet intra primum minutum fecun-
dum certum incrementum K celeritatis ¥, et percurret quovis tempore T
ab initio ejusdem motus computato fpatium S=yT++KT?(274.277.§.)
nmae f{patiorum, quorum unum vT motu aequebili celeritate

aequale fur
initiali y, et alterum 3K T? motu uniformiter accelerato puro intra idem
tempus T deberet confici (265. 278. §.).
286. Cor ollarium 9.

Pro celeritate initiali ¥ motus uniformiter retardati, et decremento
K, quod illa primo minuto fecando patiatur, percurretur quovis tempore
T ab initio ejusdem motus computato fpatium S=¢T—1KT? (277. §)
aequale differentiae fpatiorum, quorum unum v T motu aequabili celeri-
tate initiali v, et alterum 1 K T2 mota wniformiter accelerato puro intra
idem tempus T deberet confici (265.278 §.), fi in hoc iisdem gradibus
crefceret celeritas, quibus gradibus illa in motu retardato decreftit, quo
decrementum K genitum primo minuto fecundo in motu retardato ae.

quetur celeritati, quam punétum mobile motu accelerato intra primum

minutum fecundum acquirat.
287. Corollarium 1o,

Celeritas, quam punftum mobile P progrediens motu uniformiter
retardato, celeritateque y inchoato, intra tempus T ab initio ejusdem
motus computatum acquiret, fi K fit decrementum celeritatis primo mi-

nuto fecundo genitum, erit C=y—KT (276. §.): quare pro T:_lf{_.

evanefcet celeritzs C. Tempus ergo, quo motus ubiformiter retardatus

punéi P poteft durare, et T=—» quo in (286.§.) fubRitato obti-

nebitur fpatium, quod punétum D intra totum tempus, quo ejus motus
uniformiter retardatus duraverit, conficiet, nimirum
¥ i

LAy 6L b1
S=r 3K e T oK

Pz 288. Co-
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288. Corollarium 11,

2
Per (278. §.) fit S::_i{ fpatium, quod punftum mobile P motu
uniformiter accelerato puro intra tempus T—= —ht- conficeret; {patium

ergo, quod punftum P progrediens motu uniformiter retardato celerita.
teque ¢ inchoato intra totum tempus, quo idem motus duraverit, con-
ficiet (287. §.), aequatur fpatio, quod motu uniformiter accelerato puro
intra idem tempus poteft confici, [i in hoc iisdem gradibus crefcat cele.
ritas, quibus illa in motu retardito decrevit.

289. DEFiNITIO.

Puntum mobile, quod aut quiefcit, aut eadem perpetuo celeritate
et direftione movetur, in eodem flatu guietis vel motus perfeverare dici-
tur: quodfi autem datum punttum de quiete ad motum concitetur, vel
aftu in motu conftitutum certam mutationem in direCtione vel celeritate
fubeat; dicetar id fuwm flatwm mutare.  Ubi autem de corpore mobili
fermo. fuerit, dicetur illad in codem flatu perfiverare, vel fuum flatum
wiutare, prout vel omnia ejus punéta (250, §.) in eodem ftatu perfevera-
verint, vel omnia aut aliqua fuum ftatum mutaverint,

290. Corollarium.

Mutationes ftatus cujuslibet mobilis, punéti et corporis, funt numero
infinitae pofiibiles (289. 270. §.); nihil vero reperitur in ipfis mobilibus,
quod videatur exigere, ut, dum illa fuum ftatum mutant, hanc potius quam
aliam quanicunque mutationem fubeant: ne igitor fine omni fundamento
mobilibus, punétis vel c8rporibus, aliquid, quod iis non competat, ad.
tribuamus; quotiescunjue certum mobile fuum ftatum mutaverit, caufam
hujus mutationis extra ipfon quaeremus, ac fi illud fe ipfum ad mutat
tionem fui ftatus nulla ratione poffet determinare,

Scholion.

Argumentis quidem evidentibus deftitnimur, quibus evincere liceat,
omnia mobilia fic effe comparata, ut illa nunquam pofiint fe ipfa ad mu-
tationem fui {tatus determinare, caufas proinde omnimn mutationum, quas
ftatus mobilinm fubeant, extra illa neceffurio effe quaerendas. Non eft
tamen, cur metuamus, ne, {i huic fententiae nniverfa motus theoria (u.
perftruatur, eadem theoria naturze eorporum adverfetur, cum omnia
con-
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confetaria indidem legitime fluentia cum perpetuis obfervationibus, quas
circa maturam corporum adhuc facere licuit, quam optime confentiant, ita
fane ut hoc ipfo confenfu ea fententia extra omne dubiam poni videatur.

291. DEFINITIO.
Inertia mobilis, punéti et corporis, eft ejus impotentia fe ipfum de-
terminandi ad mutationem f{ui ftatus: mobile inertia praeditum, voca-

tur iners.
292. Corollarium 1.

Inertia eft communis omnium mobilium proprietas, vi cujus illa in
eodem perpetuo ftatu, in quem femel fuerint repofita, debebunt perfeve-
rare, nifi is ab externis caufis turbetur (29o. 291. §.).

293. Corollarium 2,

Quodlibet punétum mobile, fi id quiefcat, perpetuo quiefcet,. nifi
ipfum externa aliqua caufa ad motum determinet: fi autem datum pun-
&um mobile aftu moveatur, debebit illud fecundum eandem diretionem
eademque celeritate motu aequabili progredi, nifi hanc vel illam, aut
utramque externae caufae mutent (292. 289. 258. §.).

294. DEFiNiTIO,

Caufae externae omnis motus funt vires motrices (38. §.), aliae ab-
Jolutae {en invariabiles, et refpeflivae aliae feu variabiles.  Vis abjoluta
vocatur, quae eadem conftanter efficacia datum mobile ad motum urget,
feu illud quiefcat, feu moveatur:. vis autem wvarighilis eft, quae quovis
momento, durante motu, alia efficacia agit in mobile.

295. Corollarium,

Sicut vires agentes in punéta quiefcentia per totidem pondera poffunt
exprimi; fic quoque quaelibet vis agens in datum punétum in motu con-
ftitutum poterir uni ponderi aequari, quod aut idetn pérpetuo maneat, aut
durante motu continuo mutetur, prout vis agens fuerit invariabilis vel va-
riabilis (294. 62. §.).

296. DEFINITIO.
Effeffus genuinus cujuslibet vis motricis datum mobile ad motum

continuo follicitantis intra certum tempus produtus eft fpatium, per quod
P mobile
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mobile hoc tempore ob -folam vis illud urgentis aftionem eodem tempore
‘ exertam propellitur.
297, Corollarium 1.

Si vis V pun&um P ad motum continuo follicitans certo momento

ceflet agere in punttam P; punftum hoc haud quiescet, fed motum,
-ad quem id determinatum fuerit, vi fuae inertiae continuabit, celeri-
tatem, quam eo momento habuerit, perpetuo confervaturum, nifi
ejus motui aliqua caufa adverfetur (292. 293. §.): dum ergo punttum
P a vi V tempusculis a, b, ¢, ----p,q, r, -~~~ 2z ad motum
continuo follicitatur; debet id quovis tempusculo q et a vi V per cer-
tum fpatiolum propelli, et ob celeritatem intra tempuscula a, byc, ---p
acquifitam , quam illud vi fuae inertiae toto tempusculo q confervare co-
gitur, certum fpatiolum conficere.  Quare fi punftum P a vi V ad mo-
tam continuo follicitatum tempore quocungue T ex tempusculis a, b,
¢, - - -z compofito fpatium S dicatur percurrere; necefe eft, ut iftud fit
in duas partes refolubile, quarum una ob inertiam puntti P, altera vero
ob folam attionem vis V eodem tempore exertam percurfa fic, ita ut
genuinus effetus vis V hoc tempore produfius unam duutaxat partem
totius fpatii S exaequet (296. §.).
248, Corollarium a.

Hinc evidenter elucet, qui poffit fieri, ut utcunque cognito fpatio S,
quod datum punftum P a data vi V ad motum continuo foilicitatum intra
certum terapus T conficiat, effeftus genuinus vis V eodem tempore pro.
ductus penitus ignoretur (297. §.).

299. Corollarium 3.

Quia vero omnis punéti P, iu motu conftituti celeritas, independens
ab ejus inertia (292. 293. §.), neceflario ab aliqua vi debet generari; per-
fpicuum eft, nullos effectus genuinos a datis viribus totidem punéta ad mio-
tum continuo follicitantibus intra determinatum tempus T polle produci,
quin illse hac ipfa produétione certas celeritates ab iisdem effeftibus, quid.

quid ii fint (2¢8- §.), ita dependentes generent, ut aequalibus effeftibus
celeritates pariter aequales, majoribus vero minoribusque effettibus ce-
leritates quoque mujores minoresque refpondeant (296, 257. §.).
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300. Corollarium 4.

Quamobrem, fi quotcunque punéta mobilia a totidem viribus invariabi-
libus et inter fe aequalibus, vel variabilibus, quae’tamen, utcunque crefcentes
vel decrefcentes, quovis momento durante motu inter {e aequales maneant,
ad motum fecundum datas direftiones continuo follicitentur; debebunt om-
nia punéta pari efficacia quovis momento ad motum urgeri (294.§.), fingu-
lae idcirco vires producent intra quodvis determinatum tempus et effeCtus
aequales (296. §.), et celeritates aequales (299. §.).

g3or. Corollarium 3.

Quodfi vero duo punéta P, p a duabus viribus invariabilibus et in-
aequalibus U, u ad motum continuo follicitentur; necefle eft, ut effica-
cia, qua punfum P a vi majori U ad motum quovis momento urgetur,
major fit quam efficacia, qua punétum p a vi minori u ad motam quo-
vis momento impellitur (294 §.): vis major U producet ergo quovis
tempore T et effeftum et celeritatem majorem, quam vis minor ©
(296. 299. §.).

302, Theorema.

Si punum P celeritate quacunque v aliunde ad motum determinatum
a data vi V tempore T od motum continuo follicitetur ; debebit vis V hoc
tempore certam celeritatem ¢ producere, punifumque P habebit in fine tem-
poris T celeritatem aequalem fummae vel differentiae celeritatum v, c, prout
direflio, fecundum gquam vis V agit in punftum P, eadem eff cum direflio-
ne, fecuudum quam punffum P celeritate v ad motum aliunde ¢ft determi-
natum, vel illi oppofita.

Demonflratio.

Punftum P cogitar vi fuae inertiae quamvis celeritatem, ad quam
illad a certa vi determinatur, et recipere, et perpetuoi.confer\-'are
(292. 203. §.): quaelibet!autem vis, nifi ipfius aftio penitus impediatur,
debet fingulis tempusculis conftituentibus tempus T, quo punétum P ab illa
ad motum continuo follicitatur, et effeftus aliquos, et certas celeritates
producere (296. 299. §.); quae fimul fumtae conftituent celeritatem c
toto tempore T produftam. Eapropter, fi punftum-P initio temporis T
habeat jam celeritatem aliquam vy, debebit haec cum celeritate ¢ ita com-

poni, ut punétum P in fine temporis T habeat celeritatem vel fummae
celeri-
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celeritatum y, ¢, vel differentiae earundem aequalem, prout nimirum
direfio, fecundum quam punftam P celeritate y aliunde eft ad motum
determinatum, eadem eft cum direttione vis V, vel ei oppofita.

303. Corollarium 1.

Quaevis vis invariabilis, datum punétum mobile P ad motum continuo
follicitans , - eundem intra idem tempus producet effetum, eandemque
celeritacem, feu puntum P initio ejusdem temporis quiefcat, feur aliunde
fit ad motum determinatum (294, 296. 299. §.): pun&um ergo P, celeri-
tate y alionde ad motum determinatum, et a data vi invariabili V ad mo.
tum fecundum eandem vel oppofitam diretionem tempore T continuno fol-
licitatum, habebit in fine temporis T celeritatem aequalem fummae, cafu
primo, vel differentiae, cafu fecundo, celeritatum ¥y, ¢, quaram pofterio-
rem c vis V intra tempus T produceret, fi illa punétum P de quiete ad
motum determinaret, temporeque T ad motum continuo urgeret (302. §.)-
Et generatim crefcente tempore T, quo punétum P urgetur a vi invaria-
bili V, crefcet neceflario etiam celeritas punéti P, fi fecundum eandem
direftionem punftum P et determinatum {it jam ad motum, et ad motum
a vi V impellatur.

304, Corollarium 2.

Vis invariabilis V datum punétum P de quiete ad motum determi-
nans, et ad motum numero m tempusculis aequalibus t, t, t, - - - ¢
tempus T conftituentibus continuo fecundum determinatam direftionem
follicitans, prodacet fingulis tempusculis t aequales effetus (294.296. §.),

et aequales celeritates, puta g, g, & - - - g (299. §.), quae celeritatem
—gm toto tempore T productam conftituent: punétum ergo P habebit in

et .

fine primi tempusculi t celeritatem =g, et in fine mp/i temporis T=tm
celeritatem = gm pariter mplam: {i autem punftum P initio temporis T
ad motum celeritate y fecundum eandem diretionem, aut oppofitam, aliun-
de fuerit determinatum; erit ejus celeritas in fine temporis T aequalis
fummae cafu primo, vel differentiae celeritatum 7, gm cafu fecundo
(303 §.-
305, Corollarium 3.

Quare fi punftum P a vi invariabili V ad motum fecundum determi-
natamn directionem continuo follicitatum capiat intra quodcunque tempus x
incrementum vel decrementum celeritatis y ; debebit illud intra tempus

i
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X—-x-_- tplum uniug niae part:s temporis x capere incrementum vel

decrementum celeritatis Y =y — pariter rp/um unius nfge partis in-

crementi vel decrementi y. Si emm v denotet incrementum vel decre-
. ST R S —

mentum gemtum tempusculo =x-——; erit y=vn et Y=vr (304.§.);

hinc v..._y—— et Y..._y—-.

306. Corollarium 4.

Aft fi punftum P vel quiefcat initio temporis T, vel celeritate y
aliunde fit ad motum determinatum, et a vi'variabili V ad motum fe-
cundum eandem vel oppofitam direftionem tempore T continuo follicite-
tur; necefle eft, ut vis V fingulis tempusculis aequalibus t, £, t, = - - ¢
tempus mp/um T:=tm conftituentibus inaequales effeCtus (294. 296. §.),
et inaequales celeritates «, 3, - - - ! producat (299. §.), quae celeri-
tatem c toto tempore T produftam conftituant: punttum P habebit ergo
in fine tempusculi primi t celeritatem aequalem fummae vel differentiae
celeritatam v, &, et in fine temporis T celeritatem aequalem {ummae vel
differentiae celeritatum v, ¢ (302.§.), quin ideo incrementum aut decre-
mentum ¢ celeritatis initialis fic mp/um incrementi vel decrementi «, ficut

eft tempus T mplum tempusculi t.

307. Theorema.

Omnis vis, quae datum punffum P fecundum determinatam divef¥io-
nem ad motum continuo jfollicitans motum ejusdem pun€li uniformiter acces
lerat vel retardat, debet effe invariabilis: et viciffim vis invariabilis motum
puntti P uniformiter accelevabit vel retardabit, prout mimirum punfum P
eo momento, quo vis illa in id agere, incipit, quiefcit, aut certa celeritate y
ad motum [ecundum eandem vel oppofitam divelionem aliunde eff determi-
natum.

Demonfltratio.

Pars prima theorematis per fe ex (3c6. §.) fequitar; in motu enim
uniformiter accelerato vel retardato debet ‘effe incrementum vel decre-
mentum celeritatis tempore mplo T=—tm genitum pariter mp/um incre-
menti vel decrementi quocunque fimplo tempusculo t produ&i (274. §.),
quod, fi is motus a vi variabili pendeat, erit impoffibile. Pars vero al-
tera poteft hoc modo evinci.

Folumen 11, Q 1, Vis

L=
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1. Vis invariabilis punftum P ad motum' continuo follicitans pro=
ducet quibuslibet daobus temporibus t, T ab illo momento, quo ea
agere incipit, computatis, incrementa vel decrementa celeritatis g, G
ipfis temporibus direte proportionalia; adeoque erit motus punéti P ab
illa dependens uniformiter acceleratus vel retardatus (274 §.). . Erunt
enim tempora t, T commenfurabilia vel incommenfurabilia (3. §.). Primo

cafu extabit aliquis numerus integer m vel {raétus —:l:— s pro quo fit
T=tm vel T=t % (6. §.): igitar etiam G=gm vel G-:: g-l;}—
(304. 305. §.); proinde femper G:g=T:t.

2. Quodfi autem tempora T, t fint incommenfurabilia; extabit, fumte

quantumcunque magno numero integro n, alter numerus integer m, pro
quo fiet per (12. §.)

T::>t-~%—- ey Bt

n

: m .
3. Eadem vis producat tempore :tT incrementum vel decre-

' o m-41
mentum celeritatis e, et tempore :t_r';__ incrementum vel decre-

mentum E: cum temporibus T, t producantur, per hypothefim, incre-
menta vel decrementa G, g; erit

mj’ ’ e=g% per (305.§);

E=g

G>e, G<E ob (2) per (303. §.):
m-4I

n

igitur G> g—:?- et fimul G<g .
4. Ob (2) (3) erit itaque etiam nunc G:g=T:t per (22. §).

308. Theorema.

St punffum P a numero m vivibus aequalibus et tnvariabilibus fecun-
dum datam direflionem ad motum eodem momento determinetur, et tempore
T continuo follicitctur ; acquiret punffum P intra tempus T celeritatem
mplam celeritatis, quam quaevis illarum virium, abfentibus reliquis, feor-
Sim eodem tempore gemeraret.

Demon-
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Demonfltratio.

Cum vis invariabilis punftum P ad motum continuo follicitans eadem
protfus efficacia quovis momento agat, fen quiefcat punftum P, feu
moveatur, aut ob. fuam inertiam (292. 293. §.), aut ob aétionem cujus-
cunque alterius vis aCtu in illud exertam; iplum vero punttum P omnem
celeritatem, ad quam id a certa vi determinatur, et recipere cogatar,
et perpetuo confervare (293. §.): clarum eft, qued, fi punftum P a nu.
mero m viribus aequalibus et invariabilibus ad motum fecundum determi-
natam diretionem tempore T continuo follicitetur, fingulae vires eas-
dem celeritates aequales tempore T debeant generare, quas eae feorfim
in totidem punéta agentes producerent (300. §.); adeoque punétum P in-
tra tempus T debeat acquirere celeritatem mplam celeritatis, quam’ una
ejusmodi vis, abfentibus omuibus reliquis viribus, eodem tempore pro-
duceret.

309, Corollarium 1.

Perfpicoum eft, pun&um P eadem prorfus efficacia quovis momento
ad motum fecandum determinatam direftionem follicitatum iri, feu illud
a numero m viribus aequalibus et invariabilibus v, v, v, - = - v, feu ab
unica vi U=vm mpia vis v, ad motum et determinetur et continuo
urgeatur (294. §.): vis mpla U=—vm producet ergo quovis tempore T
celeritatem G=—gm mplam celeritatis g, quam vis fimpla g intra idem
tempus poteft generare (308. §.).

310. Corollarium a.

. Vis ergo invariabilis X=x % rpla unios ntge partis vis x, datum
puntum P ad motum determinans et continuo follicitans, producet quo-
vis tempore T celeritatem K=k -—:l— rplam unius ntge partis celeritatis k,
quam vis x intra idem tempus generaret. Si enim vis —x —:—1— tempo-
re. T generet. celeritatem z; erit k—=zn et K=zr (300. §): igitur
z=k — et K=k —-

R . n
311. Theorema,
Celeritates G, g, quas a'éca._e vires invariabiles V, v, pun&a P, p, ad

tnotum eodem momento determinantes, et continuo follicitantes, intra idem
Q2 tempus
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tempus T ab initio motus computatum produxervint, erunt inter Je in ra-
tione divella earundem virium, fen erit Cic=V.:v.
] Demonfiratio.
1. Si vires V, v {int commenfurabiles (3. §.); dabitur certas nume-
rus integer m vel frattus -:nT, pro quo debebit effe Vi=vm vel
[ =v -% (6. §.): igitur etiam C=cm vel C:‘C'*E" (309. 310. §.);
adeoque utroque cafu C:c=V:v.

2. Sint jam vires V,v incommenfurabiles; neceffe eft, ut accepto
quantumvis magno numero integro n alter numerus integer m fit poffi-
bilis, pro quo per (12. §.) fiat

va-—g}- et fimul qu—m—:t—-

“s m , .
3. Vis invariabilis Emv— producat tempore T celeritatem x, et

m-+1

vis — v celeritatem X: cum, per hypothefim, vires V,v eo-
n
dem tempore celeritates C, c producant; erit

m
x—c——, X=¢
n

per (310. §.);
C> x, C<X ob (2) per (301 §.):

m 1
n

-

igitar Cbc% et fimal C <c

4. Quamobrem, ob (2) (3) per (22. §.), debet etiam nunc effe
Cic=V:v.

S 312. Corollarium.

Motus pun&orum P, p a viribus invariabilibus V, v ad illum et de-
terminatorum, et continuo follicitatorum debet effe uniformiter accele-
ratus purus (307. 274. §.): fpatia ergo S, s, quae punéta P, p intra idem
tempus T percurrerint, erunt in ratione dire@a virium V,v. Sienim
tempore T generentur celeritates C, ¢, debebit effe

8=ZCT; s=1%cT; per (279.§.)s
igitur S:s=Cie=V:v per (31L §.).

T R I e

DISSER.
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DISSERTATIO IX.
DE
DETERMINATIONE MOTUS PROGRESSIVI DATARUM
MASSARUM PER DATAS VIRES.

313. DEFINITIO.

Motus progreffivus dati corporis, vel cujuscunque fyftematis pluriom
corporum aut puntorum, vocatur is determinatus motus, quo fingula
punéta corporis vel fyftematis fecundum dire€tiones inter fe parallelas et
celeritatibus quovis momento aequalibus promoventur.

314. Corollarium 1.

Omne corpus determinatae figurae exhibet unum fyftema plurium
punétorum, quibus minimae particulae materiales, in quas illud eft refo-
lubile,, poflunt fubfitui (118.§.): quaecunque ergo de motu progreilivo
fyftematis plurium punftorum in genere fuerint dicta, ea etiam ad mo-
tum progreflivam corporum pertinebunt (313. §.).

315, Corollarium 2,

Spatia, quae a fingulis punétis dati fyftematis plurinm punftorum
motun progreffivo incedentis intra eadem tempuscula percurruntur, debent
effe inter fe aequalia; et viciffim motus dati fyftematis erit progrefiivus,
fi fingula ejus punéta fecundum directiones parallelas moveantur, et que-
vis cogitabili tempusculo fpatia aequalia conficiant (315. 257. §.).

316, Corollarium 3,

Determinato motu unici pun&i cujuscunque fyftematis plurivm pun-
Gorum motu progreffivo incedentis, nofcetur eo ipfo motus totius fyfte-
matis: fingula enim ejus punéta eandem quovis momento celeritatem con=
ftantem aut variabilem habebunt, atque hanc ipfam celeritatem totum fy-
ftema eodem momento habere cenfebitur; fingula porro punéta per idem
quovis tempusculo {patium promovebuntur, quod pro {patio a toto fy-
ftemate intra idem,tempusculup confefto habebitur (313. 315. §.).

Q3 317. Co.
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517. Corollarium 4.

Quocunque motu progreflivo feratur datum f{yftema plurium punfto-
rum, eacdem manebunt diftantiae mutuae duorum quornmvis punétorum
ejusdem fyftematis, reftaque inter quaeque duo punéta intercepta per-
petuo fibi mauebit parallela (313. 315. §.).

318. Corollarium s.

Si fingula pun&a alicujus fyftematis fecundum direttiones inter fe
parallelas in eandem plagam tendentes ab ejusmodi viribus ad motum
continuo follicitentur, quae fint invariabiles et inter fe aequales, vel va-
riabiles quovis tamen momento inter fe aequales; erit motus totius fylte-
matis progreflivas, modo fingula pun&a eo momento, quo illa'a datis
viribus urgeri incipiunt, vel omni celeritate deflituta quie{cant, vel omnia
fecundum direCtiones datarum virium, aut direftiones illis oppofitas pari
celeritate ¥ ad motam jam fint determinata (313. 300. 302. §).

319. Corollarium 6.

Fo determinato cafu, quo fingula punfta dati alicujus fyftematis,
quiescentia vel ad motum fecundum direttiones inter fe parallelas celerita-
te v jam determinata, a totidem viribus quovis momento inter fe aequalibus
fecundum easdem celeritatis y, vel oppofitas, direftiones ad motum con-
tinuo follicitata fuerint, conftiteritque, motum progreflivam indidem pen-
dentem (318 §.) uniformiter accelerari vel retardari; debebunt illae vires
efle invariabiles (313. 307. §.).

320. Corollarium 7.

Et viciffim, fi fingula punéta dati fyftematis, quiefcentia vel ad mo-
tum celeritate v fecundum direttiones inter fe parallelas jam determinata,
a totidem viribus aequalibus et invariabilibus fecundum easdem celerita-
tis v, vel oppofitas, direftiones ad motum continuo follicitentur; debe-
bit motus progreflivas totius fyfematis indidem pendens (318. §.) uni-
formiter accelerari vel retardari (313. 307.§.)-

321. Corollarium 8.

Minimas omnium corporum gravium particulas in quavis altitudine ab
aequalibus viribus fecundum diretiones inter {e ad {enfum parallelas deor.
fum follicitari, ideo in (41.§.) fuppofuimus, quiaid cum omnibus obferva-

tionibus
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tionibug expetimentisque peculiari diligentia inftitutis quam optime confentit :
cum ergo ob fimiles rationes motus corporum gravium libere labentium pro
uniformiter accelerato poflit haberi; licebit motum cujuslibet corporis gravis
libere ex quacunque altitudine labentis inftar ‘motus ‘progreflivi (318. §)
uniformiter accelerati fpeftare, qui a viribus gravitatis aequalibus et inva.
riabilibus minimas ejus particulas fecundum diretiones inter {e parallelas
deorfum ad motum continuo urgentibus dependeat (319. §.).

322. Corollarium g.

Quapropter, ubi motus corporum gravium libere labentium deter-
minari debuerit, licebit illa inftar totidem punétorum fecundum direétio-
nes verticales inter fe parallelas motu uniformiter accelerato defcenden-
tium confiderare, quae a viribus aequalibus et invariabilibus fecundum
easdem diretiones deorfum ad motum continuo urgeantur, ideoque
quovis tempore ab initio lapfus computato et per aequales altitudines de-
cidant, et aequales celeritates acquirant (321, 316. 311. 312, §.).

Scholion.

Verum haec omnia de lap(u libero corporum gravium in fpatio ab
omni aere vacuo debent intelligi. Aer enim refiftit defcenfui corporum
gravium, evertitque principia, quibus univerfa doétrina de libero ipforum
lapfu folet fuperfirui. Sic e. gr. duo corpuscula, quae in libero aere di-
verfis temporibus ab - initio lapfus computatis per aequales altitudines de-
cidunt, contra (322.§.), in fpatio ab aere vacno aequales altitudines eodem
tempore, tefte experientia, conficiunt. Quaecunque ergo in fequentibus
de lapfu corporum graviam fuerint demonftrata, ad defcenfum ipforum in
fpatio ab aere vacuo debebunt reftringi.

323. Hypothefis.

Sumto pede Rhenano pro menfura altitudinum, per quas corpora gra-
via libere Iabentia defcondant; exprimet g=—155=15, 625. ped. altitu-
dinem, per quam quodlibet corpus grave de quiete libere labens primo mi-
nuto fecundo Jfui lapfus decidet (322. §.).

Scholion,

Qua optima ratione altitndinem hanc inveftigare licuit, inferius in dil-

fertatione de pendulis videbimus. Interea notent fibi tyrones, numerum

15625 aequari perfeCto quadrato numeri ¥25, adeoque radicem cjus gna-
' draticam
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draticam efle hanc ipfum numerum, unde non parum commodi in calculos
redundabit.
324. Corollarium 1.

Quia motus corporum gravium de quiete libere labentium eft unifor-
miter acceleratus purus (322. 274 §.); necefle eft, ut omne corpus grave
de quiete libere labens tantam celeritatem k in fine primi minuti fecundi
fui lapfus habeat, quanta id motu aequabili per duplam altitudinem 2g
decideret (323. 280. §.): omne corpus grave de quiete libere labens ac.
quiret ergo intra primum minutum fecundum fui lapfus celeritatem
k=—2g=31 § =31, 25 ped. rhen. per (323. 271. §.).

325, Corollarium 2.

Ob (322. 275. 281.282. §.) erunt celeritates C, ¢, quas corpus grave
de quiete libere labens intra duo quaecunque tempora T, t ab initio lapfus
computata acquifiverit, inter fe in ratione direfta temporum; altitudines
vero A, a, per quas illud temporibus T, t defcenderit, erunt inter fe ut
quadrata temporum T, t, et ut quadrata celeritatum C, c. Dato vero
tempore T in minutis fecundis (262.263. §.), quo motus corporis gravis
de quiete libere labentis duret, poterit ob (324. 322. §.) per (278.276.§.)
tam altitudo A lapfus intra tempus T, quam celeritas eodem lapfu ge-
pita, ut fequitur, perfecte determinari.

A=gT?; C=ngT.

E. gr. Ponamus globulum plumbeum tempore T=35 minutis fecundis

de quiete libere labi; defcendet is hoc tempore per altitudinem
S=gT2=15,625.25 = 390, 625 ped.

Celeritas vero, quam is eodem tempore acquiret, debebit efle
C=2gT=—31,25.5= 156,25 ped.
adeoque tanta, guanta is motu aequabili progrediens quovis minuto fe-
cundo fpatium 156,25 pedum rhenanorum deberet conficere (271. §.).

336. Corollarium 3.

Cognita vero altitudine A, per quam corpus grave certo tempore T
de quiete libere labens decidat, vel celeritate C, quam illud intra idem
gempus acquirat; poterit inveniri ipfum tempus T in minutis fecundis per

325. §.), nimirum

ey i~-; 18— g

g

-——Z—Eo
327. Co-



DISSERTATIO IX. 129

327. Corollarium 2.

Cum debeat effe g :% (325. §.), patet, qua methodo altitudinem

g (323. §.): inveftigare liceret, {i tempus T liberi lapfus alicujus corporis
gravis per notam quampiam altitudinem A in minutis f{ecundis poflet deter.
minari. Aft, quiadeclcenfus ifte in wacuo deberet fieri (322. §. Schol.),
in vacuo autem f{patio, guale e. gr. in vitreo recipiente ope antliae pnevma-
ticae obtinetur, tantaaltitudo A, quanta ad accuratam temporis T obferva-
tionem effet neceflaria, non potelt haberi; manifeftam eft, hanc metho.
dum ad inveltigationem altitudinis g non efle idoneam.

328. Corollarium 5.

Si T:—:—jg— fubftituas in A—=gT?2 (325.§.); obtinebis binas fe.
quentes formulas, quarum una dat altitudinem A, per quam corpus grave
de quiete libere defcendens debet labi, ut datam aliquam celeritatem C ac.
quirat; altera vero celeritatem dat, quam corpus ejusmodi libero lapfu per
determinatam altitudinem A deberet acquirere.

2
A:%; C=2/gA.

329, Corollarium 6.

Data igitur quacunque celeritate C femper poterit affignari altitudo A,
per quam corpus grave de quiete libere labens ®andem acquirat celeritatem
328. §.): altitudo ejusmodi A vocatur altitudo debita celeritati C, eftque

femper A= :& , et C—=2 /g A ipfa celeritas debita altitudini A.

E. gr. Celeritatem conftantem C punéi P motu aequabili incedentis
(258. §.), aut celeritatem C punéti P motu quocunque inaequabili pro.
g:edientis acquifitam tempore determinato (271. §.), aequari celeritati,
quae altitudini A 10co pedum rhenanorum fit debita, tantundem fignifica-
bit, ac celeritatem C punéti P illi derterminatae celeritati efle aequalem,
quam corpus grave per altitudinem ICoo pedum defcendens acquireret,
ita ut illa fit

C=2\g.1000=2\15,625.1000=250 ped.

Volumen IL, R 330. Co.
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330. Corollarium 7.

Si corpus grave de quiete libere labens moveatur quotcunque tem-
pusculis aequalibus t, t, t, - = -t ab initio lapfus ordine naturali fibi fucce-
dentibus; debebit illud quolibet mto tempusculo t ob (322. 324. 283 §.) -
percurrere altitudinem =g (2m—1)t2 .

Quovis igitur mfo minuto fecundo defcendet id per altitudinem
=g(am—1I).

Quamobrem fpatia fingulis minutis fecundis ab initio lapfus ordine na-
turali fibi fuccedentibus percurfa conftituent feriem

g, 38,52 78, 98, 11g, etc.

331. Theorema.

St corpus PQR (61. Fig.) vel quijcens, vel ad motum progrefivum
Jecundum diveQionem g G per cjus centrum gravitatis g transeuntem, aut
diretionem gv ei oppofitam, celeritate ¥ jam determinatum, vis quaecuin-
que V fecuzdum divel@ionem g G ad motum follicitare incipiat, et tempore T
continno follicitet; erit nunc quogue motus totius corporis progreffivus, per
vim V ita determinatus, ac fi, illa abfente, finguiae minimae ;rm-ria.-iae

\l  Jo-
cundum direltiones direfioni gG parallelas ad motwm continuo impellerens
tur, exiffente mafla totius corporis =M, et maffula cujusvis minimae éyus
garticklae =m.
Demonfltratio.

Si quovis momento, quo centrum gravitatis g corporis PQR a vi V
fecundum directionem gG ad motum follicitatur, in minimas quasque
ejus particulas, ut a, b, c, d, ete. cngitentur agere totidem vires aequsles

& 3, v, ¢, etc., quarum quaevis fit =V T fecandum direttiones oppo-

fitas ax, bj, cy,dd, etc. parallelas direftioni gG; erit centrum gravi-
tatis g corporis PQR idem cum centro aequilibrii omnium virium «, 3,
¥, 6, etc. (i52.§.), fummaque hardm viriom aequabitur vi V, ficut fum-
ma maflularum m, m, m, m, etc. minimarum particularum a, b, ¢, d, etc.,
in quas illae agunt, aequatur maflae M totius corporis; confequenter erunt
omnes vires &, 3, v, 4, etc. cum vi V in aequilibrio (#28. §.): perfpicuum
eft ergo, vim V minimas particulas a, b, c, d, etc. corporis P QR eadem
prorfus
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prorfus efficacia ad motum fecundum direftiones a A, bB, ¢C, dD, etec.
direGioni gG parallelas quovis momento follicitaturam, qua illae, abfente
vi V, eodem momento a viribus aequalibus A, B, C, D, etc., quarum

m N . . .
guaelibet fit =V T follicitarentur, i hae in illas immediate agerent,

unde neceflario fequitur, quod erat demonftrandum (300. 302. 313. §-
332, Corollarium 1.

Cum datum corpus PQR, vel quiefcens, vel celeritate ¥ ad motum
progreffivam fecundum dire@tionem g G per ejus centrum gravitatis g
tranfeuntem, aut direCtionem gv illi oppofitam jam determinatum, a vi
quacunque V ad motum fecundum direCtionem gG continuo follicitatum .
fuerit; motus progreflivus totius corporis perfecte determinabitur, fi
unica ejus particu'a, q
avi=V —:PI— per miffulam m ejusdem particulae, maflam N totius

nam ob parvitatem inftar punéti confiderare liceat,

corporis, et ipfam vim V determinata, ad motam fecundom direftionem

direftioni gG parallelam continuo follicitari, eoque momento, quo vis
A" —:;— in illam incipit agere, vel quiefcere, vel celeritate y ad motum
fecundum eandem, vel oppofitam direfionem aliande determinata efle
fupponatur, tum quaeratur et [patium, quod illa intra datom tempus T
debeat percurrere, et celeritas, quam intra idem tempus debeat acquirere
(331 316, §).

333. Corollarium 2.

Vis invariabilis V, datum corpus P QR ad motum fecundum direftio-
nfeuntem tempore T continuo

nem g G per ejus centrum gravitatis g tra
impellens, producet motum uniformiter acceleratum vel uniformiter re.
tardatum , fi corpus P QR initio temporis T quiefcat, aut ad motum pro-
greflivum celeritate y fecandum direltionem gG vel direGtionem oppofitam
gv jam fit determinatum (332. 3¢7. §.).
334. Corollarium 3.

Et viciim, fivis V, datum corpus PQR ad motum fecundam di-
retionem gG per illius centrom gravitatis trranfeuntem tempore T con.
tinuo follicitans, producat motum uniformiter acceleratum vel retardatum,

prout corpus P QR initio temporis T quiefcit, aut ad motum progr
R 2 cele-

eflivum
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celeritate y fecundum direCtionem g@, vel illi oppofitam gw aliunde eft
determinatum; erit vis V invariabilis (332. 307. §.).

335. Theorema.

Si' duo corpora A, B maflavum aequalium M, M a duabus viribus in.
variabilibus et inaequalibus V, v ad motum Secundum diveftiones ver illorum
centra gravitatis tranfeuntes determinentur , determinataque continuo follici~
tentur; erunt Jpatia S, s ab illis intra quodlibet tempus ab initio motus
computatum percurfs, et celeritates C, ¢ intra idem tempus acquifitae, inter
Je in ratione divela earundem virium, few erit S:s=—C:c— Viv.

Demonf(tratio.

Sit m maffula cojusvis minimae particulae utriusque corporis A, B;

erit per (333. 332. 311, 312. §.)
m m mr m
Cic=V —:v— et Sis=V——:y_M .
M M M M
igitur C:c=S:s=V:v.
336. Theorema,

Si autem duo corpora A, B maflas inacquales M, w habentiz & viribus
acqualibus et imvariabilibus V', V ad motum Jecundum direftiones per illo-
Fum Centya gravitatis tranfeuntes determinentur, et determinata continuo
Jollicitentur ; erunt tam Jpatia S, s ab illis intra quodcunque tempus T per-
ourfa, quam celeritates C, c intra idem tempus acquifitae, inter f¢ in ratione
inver/a maflarum, few erit Cicr=S:s=—p: M.

Demonfiratio.

Si m denotet maffulam cujusvis minimae particulae corporis tam A
quam B; debebit effe per (333 332. 3ir. 312, §.)

nt m m m .
Cic—=V —PT.V _,u._ et S:s=V '“M—VT

FLEH mr m
igitur C:c=Srs — TR —=pu:M.

337. Theorema

affarum inaequalium M, m a viribus inacqualibus et
¥ ad motum fecundum direftiones pex illorum centra gra-

Si duo corpora ma
invariabilibus V,

vitatis
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vitatis tranfeuntes determinentur, deteyminataque continuo follicitentur > evunt

tam fpatia S, s ab illis quovis tempore T confeila, quam celeritates Csy e

intra idem tempus acquifitae, inter [b ut vires divifae per nic/jas.
Demonfiratio.

Tertinm aliquod corpus habens maflam M, a vi invariabili v ad mo-
tum fecundum direftionem per ejus centrum gravitatis tranfeuntem deter-
minatam, continuoque follicitatum conficiat tempore T fpatium s*, et
acquirat celeritatem c'; debebit efle per (335. 336. §.)

C:cf=Vsv et S:av=V:v;
cric=m:M et sss=m:M:
igitur debet effe
Cc':clc=Vm:vM et Ss';s's=Vm:vM;
Vi iy

hinc C:C:-ﬁ:? et S:SZ-ET

Sy
._:;;" »
338. Problema

Dato mafla M corporis Z quod @ data vi invaviabili V fecundum dive-
fionem per cjus centrum gravitatis tranfenntem de quiete ad motum deter-
minetur , et dato tempore T continuo follicitetur ; invenire [patium S, q:;od
idem corpus intra tempus T percurvet, et celevitatem C, quam eodem ten-
pore acquiret.

Sofutio-.

1. Si corpus Z cogitetur ob folam f{uam gravitatemr de quiete libere
labi; defcendet illud motu progrefiivo tempore T per altitudinem =—g T%,
et acquiret hoc tempore celeritatem =—2gT (325. §.): motus vero hic
poteft cenferi ab una vi invariabili ponderi ejusdem corporis aequali pro=-
duttus, quae eorpus Z omni gravitate deftitutum fecundum diretionem
verticalem per ejus centrum gravitatis tranfeuntem deorfum continuc
orgeat (332. 321, 46. §.)-

2. Cum igitur corpus Z a vi invariabili V ad motum fecundum di-
reftionem per ejus centrum gravitatis tranfeuntem ‘continuc follicitatnm
fpatium S tempore T percurrat, et celeritatenr C acquirat; necefle eft,
ut fit S ad gT2, et Cad2gT, ficat vis V ad vim aequalem ponderi
corporis Z, ob (1) per (335. §.)-

K3 3. Deno-
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3. Denotante ergo P pondus corporis Z; habebimus per (2) lequentes
proportiones:
S:gT=V:P etCiagT=V:P.
Cum porro omnis vis V uni ponderi aequetur (295. §.); erunt V, P
guanta homogenea, pro quorum communi menfura (14. §.) certum pon.
dusculum p debebit accipi, eritque

Vit P NP
S:eT2=—1:— etC:i2g T= —:—.
g p D g P

4. Pro menfura maflae M corporis Z fumi debet in hac hy-
pothefi maflula m, cujus pondus aequetur pondusculo p pro men-

M
fura ponderum V, P fumto, quo fiat —E“-l—:—l-)-_ (52. §.): igitur erit

etiam
M _ A% N
S:gTz'—.."—-Y-: — et Ci2gT—: 1.8
p Hl m
e :
Quamobrem, quia —, i funt exponentes rationum geometri-

caram vis V ad illias menfuram p, et maflae M ad ejusdem menfuram
m, fi deinceps literae V, M eosdem exponentes exprimant, ficut fimiles
pumeri per S, C, T debent intelligi (263. §.); habebimus

S:gT*=V:M et C:2gT=V:M;

;
hinc S=g ‘1 T2; C:zg-i‘;—- T

N

339. Corollarium 1.

Cognita igitur altitudine g (323. §.), per quam quodvis corpus grave
de quiete libere lsbens primo minuto fecundo {ui lapfus debet decidere,
facile per (338. §.) determinabitur tam fpatium S, quod datum corpus, a
data vi V invariabili fecundum direftionem per ejus centrum gravitatis
tranfeuntem de quiete ad motum determinatum et centinuo follicitatum,
dato quocunque tempore T percurret, quam celeritas C, quam illud eo-
dem tempore acquiret,

340, Corollarium a.

Ex (338.§.) fluunt binae fequentes formulae, quarum prior dabit
fpatium, quod corpus datae mallae M, a data vi invariabili V ad motum
fecun-
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fecundum dire@ionem per ejus centrum gravitatis tranfeuntem continuo
follicitatum, debet conficere, ut id datam celeritatem C acquirat;
altera vero dabit ip/2m celeritatem C, quam illud eo tempore, quo datum
fpatium S percuriitur, debet acquirere, :
85— ic_f_, C=3 ‘/g_vs-.
4gV M
341. Corollarium 3.

Quodfi autem quaeratur tempus T, quo corpus datae maffae M, a
data vi invariabili V ad motum fecundum direGionem per ejus centrum
gravitatis tranfeuntem continuo debet follicitari, ut illnd datum fpatium
S percarrat, vel determinatam celeritatem € acquirat; erit per (338.§.)

i M8 - ol L ME
v

342. Corollarium 4.

Quoties datum corpus motu progreflivo ita debuerit incedere, ut
illud quovis dato tempore T determinatum f{patium § conficiat, determina.
tamque celeritatem C acquirat; toties poterit determinari vis una invariabi-
lis V, a.qua datum corpus eo fine fecundum direttionem per illius cen-
trum gravitatis tranfeuntem ad motum continuo debebit follicitari: erit
enim per (338. 340.§.)

MS V= ‘MC | o MEH
gI*’ AT SR

V= ¥
343. Problema,

Data vi invaviabili V, quae corpus Z maffae M, ad motum progrefs
foum celeritate vy fecundum diveflionem per illius centrum gravitatis tranjenn-
tem aliunde determinatum, ad motum Jecundum eandem wel oppofitam di-
reifionem tempore T comtinuo follicitets invenive tam fpatium S, quod &
corpore Z intra tempus T debebit confici, quam celeritatems C, quam iliud
i fine temporis T debebit habere.

Solutio.
1, Ob (332. 333. §.) quaerendum eft fpatiom S, quod quaevis mini-

. 3 T R ; m .
ma corporis Z particula, ob vim invariabilem =V o illam ad motum
continue
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continuo follicitantem motn uniformiter accelerato vel retardato celeri-
tateque y inchoato progrediens, intra tempus T percurreret, una cum
celeritate C, quam illa in fine temporis T deberet habere.

2. Si corpus Z a vi invariabili V de quiete ad motum determinaretur,
continnoque tempore T follicitaretur; deberet quaevis minima ejus par-
ticula motu uniformiter accelerato puro incedens (333.338. 316. §.) fpa-

tium —g¢g :1 T* conficere, et celeritatem =2g—3r T acquirere.

3. Abfente vero omni vi V percurreret quaevis particula corporis Z
motu aequabili celeritate initiali ¥ fpatium =y T intra tempus T (316.
265. §.)-

4. Quare, fi direftio vis V .corpus Z ad motum continuo follicitan-
tis, eadem fit cum direftione celeritatis initialis 7, quo cafu motus pro-
greffivus corporis Z debet uniformiter accelerari (333. §.); percuarret ob
(1) corpus Z tempore T fequens fpatium § per (285.§.) fummue {fpa-
tiorum (2) (3) aequale, et habebit in fine ejusdem temporis fequentem
celeritatem C per (302. §.) aequalem fummae celeritatis initialis y, cele-
ritatisque {2).

v
Tz; C‘:T-!-Zg—ﬁi— T

5. Si autem diretio vis invariabilis V corpus Z ad motum continuo
follicitantis oppofita fit diretioni celeritatis ¥, adeoque motus progreffi-
vus corporis Z uniformiter retardetur (333. §.); debebit ob (1) corpus
Z tempore T percurrere fequens fpatium S per (286. §.) aequale;diffe.
rentiae {patiorum (2) (3), et fequentem celeritatem C in fine temporis T
habere, utpote aequalem differentiae celeritatis initialis y, celeritatisque
(2) per (302 §.). = 3

S=g¢T—g — T —— T2; C—=y—2 f-m—']'

344. Corollarium 1,

M
valor celeritatis C fit pofitivus, proT'—z—%;.

Cum pro b

vero fiat celeritas C_o, et pro T > induat C valorem negativum

My

bV D2
(343- §); - perfpicuum eft, motum corporis Z fecundum diretionem
celerita-
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celeritatis initialis y uniformiter retardatum iri, quamdiu fuerit tempus,

; M 5 3 :
quo is duret, T < 2—1{\7 ; durabit porro hic motus retardatus tempore
My : : - : My2
= , intra quod corpus Z percurret fpatium S=—— (343.5.);
ng M}i 4gv 34)§)$

crelcente vero tempore ultra T—= gV progredietur corpus Z ob fo-

lam' vim V fecundum direStionem hujus vis oppofitam direftioni celerita-
tis initialis y motu jam uniformiter accelerato (333. §)»

345. Corollarium 2.

Si corpori gravi Z imprimatur determinata celeritas y fecundum di-
reftionem verticalem verfus terrae fuperficiem, cum hoc cafu vis V, ipfum
ad motum fecundum eandem direftionem deorfum continuo follicitatura
debeat aequari ponderi ejusdemn corporis; erit V=M (338. §. 4 n.):
altitudo ergo A, per quam corpus grave Z hoc cafu intra datumn tem-
pus T labetur, et celeritas C, quam in fine ejusdem temporis habebit,
erit per (343-§.)

A=—+T+4eT?3; C=vy+2gT.
346. Corollarium 3.

Si vero corpori gravi Z imprimatur determinata celeritas y fecun-

dum directionem verticalem oppofitam direftioni gravitatis (42. §.); erit

nunc quoque V=M (345. §.), corpusque Z afcendet quovis tempore T

per altitudinem A—yT— gT2, et habebit in fine ejusdem temporis T

celeritatem C—=y— 2gT (343. §.), quae pro Tie= —212;— fiet aequalis ni-

hilo, quo ipfo per T::—:— determinatur totum tempus afcenfus per
2

altitudinem A P S per hanc ergo altitudinem afcendet corpus Z

mota uniformiter retardato (274. §.), tum labetur deorfum ob folam vim

gravitatis motu uniformiter accelerato puro (321 274. §.)-

347. Problema.

Data maffa M corporis Q, quod a data vi variabili fecundum di-
reflionem per ejus cemtrum gravitatis tranfeuntem ad motwm continuo ur-
geatur , coque momento, quo eadem vis in illud agere incipit , quiefiat , aut
ad motum progrefivum determinata celeritate [ecundum diveffionem vis im-
pellentis, vgl direffionem €i oppofitam jam f[it determinatum ; invefligare ce-

leritatem , quam corpus Q intra datum quodcungue tempus debebit acquirere.

Velumen II, S Sola-
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Solutio.

1. Quidquid fit vis variabilis corpus Q ad motum continuo follici.
tans; producet ea motum progreffivum vel acceleratum, vel retardatum
(331. 332, 302. 268. §.): quodfi ergo ab eo momento, quo illa in LOIpdS
Q agere incipiat, effluat tempus T, et celeritas corporis Q in fine huju
temporis fit C; necefle eft, at, i tempus T creflcat quocunque ; tempua-
culo AT, celeritas C intra hoc tempusculum vel certum incrementum
AC capiat, vel decrementum aliquod AC pariatur.

2. Quacunque porro lege vis variabilis corpus Q impellens ad motum
durante motu mutetur, quomodocunique ea ergo tempore T crefeat vel
decrefcat, f{upponatur illa effe’==V in fine temporis T, crefcenteque
tempore T tempusculo AT, hoc ipfo tempusculo incrementum aliquod
AV capere, vel decrementum AV pati: quare erit V vis, quae initio
tempusculi AT aget in corpus Q; ea deinde toto hoc tempusculo cref-
cet vel decrefcet, eritque =V + AV vel = V—AV in fine ejusdem
tempusculi,

3. Si corpus Q toto tempusculo AT a vi invariabili V vel V4AV
aut V—AV ad motum continuo follicitaretur; incrementum vel decre-
mentum celeritatis, quod iila hoc tempusculo produceret, effet aequale
celeritati, quam eadem vis corpus Q de quicte ad motum determinans et
ten:pu:c"lo AT continuo follicitans intra hoc tempusculum generaret
(332. 303, §.)+ idem ergo incrementum vel decrementurn effet per (338 §.)

v N4AV ;

2g—-fu— AT, vel 2g m — AT, aut 2g y

4. Quodfi jam vis corpus Q tempusculo AT ad motum continuo
impellens continuo crefcat; erit illa quovis momento durante motu tem-
pusculo A T major quam V et minor quam V4 AV per (2): incremen=
tum ergo vel decrementum celeritatis A C, quod ilia tempusculo AT pro-
ducit (1), debet effe majus incremento vel decremento, quod vis inva.
riabilis =V, et fimul minus incremento vel decremento, quod vis inva-
riabilis =V +4-AV eodem tempusculo produceret. Quamobrem habebi-
mus hoc cafu per (3)

20(V4AYV
AC »—2— V AT et fimul AC< “(\lﬁh{—-——-—)— AT

5. Si
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5. Si autem vis corpus Q tempusculo AT continuo urgens continuo
decrefcat; debebit ilia quovis momento durante motu tempusculo AT
minor effe quam V, et major quam V—AV per (2): incrementum ita-
que vel decrementum celeritatis AC, quod illa intra tempusculum AT
generat, erit mihus incremento vel decremento, quod vis invariabilis =V,
et majus incremento vel decremento, quod vis invariabilis =V—AV eo-
dem tempusculo produceret. Quare ob (3) habebimus
2g(V—AV)

TR —=AT,

Ac< 280 AT et fimul ACH 2B

6. Leges, quibus vires variabiles poflunt crefcere durante motu et
decrefcere, funt numero infinitae pofiibiles (294. §.): eft autem impoffi-
bile motum corporis Q ab ejusmodi vi pendentem perfefte determinare,
nifi nofcatur lex, qua illa durante'motu mutatur. Cogimur ergo fupponere,
legem, qua vis variabilis V corpus Q ad motum continuo impelleus, crefcit
vel decreftit crefcente tempore T, quo motus ab illa dependens durat, eo-
que ipfo etiam funitionem temporis T eidem vi aequalem effe aflignabi.
lem, quo pro certis coefficientibus I, m, n, etc. independentibus a tem-
pusculo AT differentian AV certae feriei 1AT 4+ mAT* +nAT? | etc.
aequetur (Vol. L. §. 84.).

7. Hinc (4) (5) (6) fiet pro quovis cogitabili quantumlibet parvo
tempusculo AT %

AC, 2gV ,AC 2::\ G

KI-:)_L\T et [imul .(ll + l\ll (IAT-{-mAT +etc),
vel

AC gV 2gV __ 2g ., :

AT < M et ﬁmul AT ;> i M - (IAT4+mAT>+ete);

8. Ex his denique expreflionibus obtinebimus per (Vol. I. §.131.)
fequentem expreflionem exponentis rationis differentialis celeritatis C con-
fideratae inftar unius funétionis temporis variabilis T, qui, fi crefcente
tempore decrefcat celeritas, cum fignis contrariis fumetur (Vol. L. §.132,)

ELo 2R e
sC= m VeT.

g. Ab hujus exponentis differentialis integratione, dependebit jam in-
ventio celeritatis C debitae tempori T, quam facile perficies, fi antea
S 2 vim
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vim V per certam functionem vel temporis T, vel ipfius celeritatis ex-
primas: utroque enim cafu obtinebitar in (8) aequatio differentialis intra
binas tantum variabiles, nimirom Cet T. Ut vero pars conftans quaefiti
integralis per (Vol. L. §. 238.) rite determinetur, attendendum eft ad jni-
tiom motus datae maflae : ubi enim ifta de quiete ad motum a data vi
fuerit determinata; debebit effe C=0o pro T=o0: fi vero ea eo momento,
quo a data vi urgeri incipit, aliunde fit ad motum celeritate v determinata;
erit C=v pro T=o.
348. Problema.

Data funtione exprimente celeritatem C, quam corpus moty progref-
JSivo inaequabili incedens intra determinatum tempus T acquirat; invenire
Jeatium S, quod illud hoc tempore conficiet.

Solutio,

1. Si tempus T, quo motus duret, crefcat quocunque tempusculo
AT; debebit etiam fpatium S eo tempore percurfum crefvere aliquo
fpaticlo A S.

2. Celeritas vero C debita tempori T capiet tempuscolo AT incre-
mentum aliquod A C vel patietur decrementum A C, quo fiat, ut celeritas
corporis initio tempusculi AT fit C, eaque toto tempusculo A C crefcens vel
decrefcens in fine ejusdem tempusculi in C4+AC vel C——AC abeat,

3. Quare, fi datum corpus incedat celeritate continuo crefcente; erit
fpatiolum AS, quod illud tempusculo AT conficit (1), majas fpatiolo
CAT, quod celeritate invariabili = C, et fimul minus fpatiolo (C4-AC)AT,
quod celeritate invariabili ==C-+AC tempusculo AT percurreretur
(265.§.), per (2) ob (257.§.), id eft: erit femper

AS>CAT et fimal AS<(C4+ACAT.

4. Si aotem datum corpus progrediatur celeritate continuo decref-
cente; neceffe eft, ut fpatiolum AS, quod illud tempusculo AT percur-
rit (1), fic minus fpatiolo CAT, quod celeritate invariabili C, et majus
fpatiolo (C—AC)AT, quod celeritate invariabili = C—AC intra tem-
pusculum AT conficeretur (265. §.), ob (2) per (257.§.), ideft: erit
femper

AS<CAT et fimul AS »>(C—AQAT.

5. Sed,
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5. Sed, quia ccleritas C aequatur certae fun&ioni ipfius temporis T,
dari debent coefficientes I, m, n, etc. independentes a AT, pro quibus fit
AC=I1AT+mAT* 4+ nAT?+etc. (Vol.1. §. 84); habebimus ergo

in (3) (9 -
AS AS ;
-A—T-:>C et TI—.-<C+1AT+mA!T2+nAT3+etc.,

vel

AS AS i >
'E,—r—flc et AT SC—IAT—mAT2—n AT?—etc.

6. Utroque cafu debebit itaque per (Vol.I. §. 131.) exponens ratio-
nis differentialis fpatii S fpeati inftar unius funétionis temporis T efle

‘S:C'To

7- Exprefla ergo celeritate C debita tempori T per certam funétionem
temporis T, aut fpatii S, vel expreflo tempore per unam funétionem ce-
leritatis C, aut fpatii S, compleftetur aequatio differentialis eS=CsT
duas tantum variabiles, ejusque integratio dabit fpatium S per celerita-
tem C vel tempus T.

349. Corollarium 1.

In omni motu inaequabili progreffivo, quo intra tempus T conficia-
tor fpatinm § et generetur celeritas C, accepto tempore T pro variabili
abfoluta (Vol. . §. 4.), quo fiat eT==1 (Vol. L §.124.), habebimus per
£348.§)

2
ES sS ne ES
AT :C, E-—E-,'i:'——.‘a—,r-.—-ec.
350. Corollarium 2.
S :
In (348.§.) eft iT:iU— : pro hoc valore in (347. §.) fubftituto

inveniemus (equentes formulas, quarum ope fubfidio calculi integralis
relatio inter fpatium S mota inaequabili dependente a vi variabili V intra
quodcunque tempus confeftum et celeritatem C, quam mobile in fine ejus-
dem temporis debet habere, poterit determinari, modo ipfa vis variabi-
lis V per certam funttionem celeritatis C vel fpatii § poffit exprimi.

Cs C:-%ig—'V&S.
S 3 351.Co-




Fig. 62.
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351. Corollarium 3.

Et confiderato tempore T, quo vis variabilis V datam maflam DM fe-
cundum diretionem per ejus centrum gaavitatis trasfeuntem ad motum
continuo follicitet; inftar variabilis abfolutae (Vol. 1. §. 4.), per cujus
fua&iones fpatium S, celeritas C, et ipfa vis V debeant determinari;
obtinebimus ex (347. 349. §.) fequentem aequationem differentialem, ex
qua,  fi antea vis variabilis V per congraam funftionem temporis T ex»
primatur, ope primae integrationis quotiens -z-—i,— feu exponens ¢S, et

ope fecundae integrationis ipfum fpatium S poterit derivari.

(_85_ 2!
()=

vel :S:-—zﬁ Y eoT5

2
S - 2% v.T,
ey m,

352, Theorema,

Datum guodcungue [yfiema pluvium maflarum A', B, C, = - - - P
(62. Fig.) incedet eodem motu progreffivo, [ew fingulze majlac A’ B, C,
- - = D' a totidem viribus A, B, C, - - - P, iisdem malfis proportionalibus
ad motum fecundum diveffiones aA, bB, cC, - - - pP inter fe paralielas et
per illarum centra gravitatis tranfeuntes continuo- follicitentui, few, llis
abfentibus, totum [yfiema ab unica V aequali fumnmae virium A, B, C, =--P

g Jecundum diveftionem GV per centrum graviiatis [yflematis tranfeuntem et

paralielam direftiogibus vivium A, B,C, - - = P ad motum continuo ur-

geatur.
Demonftratio.

1. Poflibile eft, ut eo momento, quo datum f{yltema a datis viribus
_urgeri incipit, totum fyftema vel quiefcat, vel ad motum progreffivum
certa celeritate y- fecundum earundem virium direttiones vel direftiones
illis oppofitas jam {it determinatum (313. §.)
2. Quodfi ergo fingulae maffae A', B, C, = = = P* a totidem viribus
A, B, C, - - - P ad motum continuo follicitentur ; debebunt hae ejus-
modi motus progrefiivos in maffis A', B!, C',- - - P producere, quales pro-
ducerentur, fi, denotante m maffalam cujuslibet minimae particulae cu-
jusvis maflae A’, B, C, = - = PY, quaeyvis minima particula maliac A' a
vi
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i L e 4 A m
vi A __rAn__l__’ quaevis maflaec B'a vi B i quaevis maffae C'av C o

- = = quaevis mafiae P' a vi P , ad motum continuo follicitaretur

(331. §.): cum igitur per hypothefim fit A:B = A‘ B, A:C=A':C,
B M

Y P— A P] 3d€‘0q'L.EB AT’ C=A—— —--P—.A—'——‘[

perfpicuum eft, vires A, B, C, - - - P ejusmodi motus in malffis A’, B,

C' - - -I" produtturas, quales producerentur, fi quaevis minima particula

’ m . .
cujuslibet maflae a vi =A 75 ad motum continuo urgeretur. Hinc et

(1) evidenter jam fequitur, motum totius {yftematis futurum progref-
m

3’
ab his, abfentibus viribus A, B, C, - - - P, fingulae minimae particulae
fingularnm maflarum AY, BY, €', ~ - - ' fecundum dire&iones parallelas
directionibus aA, bB,¢cC, - - - - pP, ad motum continuo urgerentur
(318 §.)-

3. Si vero totum fyftema ab unicavi V==A+B+4+C+---+ P
ad motum fecundum directionem GV per centrum gravitatis ejusdem fy-

£ m m =
fivum, qualem vires aequales A——A—; , A A e ete: producerent, {i

ftematis tranfeuntem impellatur, quia totam fyftema inftar unius corporis
rigidi determinatae figurae, cujus maffa aequetur fummae A' 4 B' 4+C'+
- - = 4+ P* maffarum illud confticuentium, poteft confiderari (118.§)3
producet vis V motum progreflivam, qualem, abfente illa, producerent
vires aequales minimas quasque particulas maflarum A, B, C, - - - P!
ad motum fecundum direétiones parallelas direttioni GV continuo {olli-

citantes, {i, denotante m maffulam cujusvis particulae, quaevis earundem
m

A4B4+C+---F ¢

virium aequalium effet =V (331- §.),. vel

(AFB4ChautP
_:::"—}-B" ‘:’_Ui""“l'}”) = m (A‘I"A—' + f\‘—*+--'+‘\_> <2

AFBFCOF ---- F P Y
3 :
ob B—A- A"C A—A]—,—---P-_A—A—l,utm(zj.

4. Utroque ergo cafu (2) (3), incedet totum fyftema tali motu pro-
grefiivo, qualis locum haberet, fi fingulae minimae particulae fingularum
maffarum A", BY, €%, - - = P! idem fyftema conftituentium a viribus aequa.

libus,
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libus, quarum quaevis fit =A-% » fecundum diretiones parallelas

Fig. 63.

ad motum continuo urgerentur, eoque momento, quo vires ejusmodi
agere inciperent, illae particulae vel quiefcerent, vel celeritate ¥ ad mo.
tum fecundum easdem vel oppofitas direttiones ob (1) jam eflent deter-

minatae,
353. Corollarium,

Omne corpus, fi illad in quascunque partes, quarum maflze fint
A, B, CY, - - - P!, mente refolvatur, potelt confiderari inftar unias fy-
ftematis plurium maffarum (118. §.): quodfi ergo datum corpus, vel
quiefcens, vel ad motum progreﬂirum celeritate y jam determinatum, ad
motum aut ab unica vi V z2equali fummae virium A, B,C, - - - P fe-
cundum direftionem parallelam dire€tioni celeritatis ¥ et per centrum
gravitatis totius corporis tranfeuntem, vel a pluribus viribus A, B, C, - -
- - P continuo urgeatur, quae totidem corporis partes A', BY, C*, ---P*
fecunidum directiones per illarum centra gravitatis tranfeuntes et directioni
celeritatis y parallelas ad motum continuo impeilant, atque inter fe fint
ut maflae A%, B* CY, - - - P*; debebit totum corpus utroque cafu eodem
motu progreflivo incedere (352. §.).

Scholion.

Inter omnes pofiibiles maflarum motus fimpliciffimus eft motus pro-
greflivus, cujus palmares proprietates in praecedentibus expofluimus: ve-
rum, quia ad illins principia determinatio omnium aliorum motuum poteft
revocari, plurimum intereft, et vim illorum, et ufum quam ditinétiffime
habere perfpetum. Eapropter fubjungam exempla aliquot, ufum praece-
dentis theoriae illuftratura, quo melius tyrones ad adplicationes, quales
per decurfum horum opusculorum explanabuntur, pofiint praeparari.

354. Problema,

Data mafla M (63. Fig.) determinatur de quiete ad motum a vivaria-
bili V Jecundum direftionems G A per ejus centrum gravitatis G tranjeun-
tem, ab cademque tempore T continuo urgetur; cognita funiione celeritatis
C tempori T debitae, per quam vim N exprimere liceat; deterniiaare nio-
tum majjae M.

Solutio,
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Solutio,

1. Claram eft, maffam M motu progreflivo fecondum direftionem GA
inceffuram (331.§-), cujus determinatio exigit, ut et celeritas C, quam
illa intra datum quodcunque tempus T acquirat, et {patium S definiatur,
quod intra idem tempus debeat conficere.

». Vis malfTam M ad motum continuo follicitans crefcit continuo vel
decrefcit, ita ut in fine temporis T determinatae fit magnitudinis, quam,
per hypothefim, determinata funétio V celeritatis C intra idem tempus
genitae debebit exprimere, Quodfi ergo hanc funétionem loco V in

- as s 20\
(347- §.) fubftituas, compleftetur agquatio differentialis aC=~—';;—l‘—- eT
C 2
binas tantum wvariabiles C et T, quae feparatae dabunt —6\7- — -mg— e T
P fetic” G fsC — 28 o
igitur integrando invenies aequationem T » per quam re-

latio inter celeritatem C et tempus T perfefte determinabitur.

3. Per (2) poterit inveltigari celeritas C tempori T debita: fi illa de.
terminetur per quamcunque funétionem temporis T, fubftituta hac funéio-
ne loco C in (348. §.), obtinebitur nova aequatio differentialis sS=Ce T
inter variabiles S et T feparatas, cujus integratio dabit fpatium S=/CeT
intra tempus T percurrendum,.

4. Et i fpatium S per celeritatem C determinare cupias, independen-

ter a temporeT; funétio V' vim impellentem per C exprimens fubftitua-

CeC. a2p
Y s

inter duas tantum variabiles C, S, cujus proinde integratio dabit S per C.

tur in (350. §.): invenietur enim aequatio differentialis

5. Daum vis impellens maffam M fecundum direttionem G A conri.
nuo crefcit, motus progreflivaus maffae M continuo acceleratur: aft, fi vis
illa continuo decrefcat, fieri potelt, ut ea aliquando penitus evanefecat,
quo caflu motus maflae M initio accelerabitur, tum convertetur in aequa-
bilem, illa determinata celeritate C, quam mafla 1 eo momento habue-
rit, quo vis impellens evanuerit (293. §.). M tus aequabilis mailae M,
cognita celeritate C, qua is perficiatur, per (265. 266.§.) facillime pote-
rit determinari: gquamobrem, quia per hypothelim datur funétio celerita-
tis C vim impellentem V exprimens, ponatur haec funtio aequalis nihilo,

Vouwen II. 17 et
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et ex aequatione V=0 quaeratuor valor pro C: hac enim ratione definje-
tur celeritas conftans C, qua data mafla M poft certum tempus. aeqguabi-
liter progredietur. Si vero et tempus. hoc, et fpatium intra illud percura
fam noffe cupias; quaerantur aequationes indetermimatae inter C et T,
S et T per (2)(3): fi enim in prima aequatione loco C fubftituas celeri-
tatem conitantem derivatam ex aequatione V=—0; obt.nebis tempus T,
mtra quod illa generatar: et fi hoc ipfum tempus fubftituas in fecunda
aequatione inter S et T; invenies fpatium S eodem tempore percurfum,

Exemplum.

MafJa M=r1c00 tb determinatur Je quicte ad motum a vi variabili
ui=icolb, quae coutinuo decrejcens eodem tempore et celeritatem v — 6
bedibus producat, et decrementum d=101f patictur; decrements vero,
quae 1p/G intra quacvis dwo tempora ab initio. motus computata patiatur,

fint inter fo in wvatione divefla celeritatum iisdem temporibus genitarum.

I. Sit C celeritas quocunque tempore T produca, ‘et D decremen-
tum, qued vis initialis u intra hoc tempus patiatur; erit per hypothefim
dC
s

y:C=d:D, hine D=

Quamobrem vis, qua maffa M in fine temporis T ad motam fecun-
dum directionem G A urgebitur, erit aequalis vi initiali u imminutae de-
eremento: D, nimirum

C
:u——quc—-:loo—- --ST—IF.
2

II. Hoc jam valore fubftitato in (347- §.) obtinebimus aequationems
differentialem hanc :

2g dC sC 2g
—_— La — — . — .
§C—= (u % eT; feHU? GC eT.

Integrando ergo per (Vo I. 252. §.) inveniemus
I TR 9
COD&———J—Jog(u‘}'—-dC,-— ¥y M Ta

Cum autem maffa M de quiete ad motum determinata fit, adeoque
pro T—=o etiam C=o effe debeat; debebit conftans per (Vol.I. §.238.) ex
aequa-
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I ) 3 g by
aequatione Conft — e loguy = o0 determinari, nimirum Conft == -

loguy: confequenter erit
E . ] ...2:_2._ -

-—a—- loguy— -'a- 1Dg (uy—dC) — TN T’
yM . SN
2gd - uv~dC‘“T’

Porro fiet
uy _ 2gdT

uy—dC~  ¢M
Igitur pro bafi e logarithmorum naturalium obtinebimus

aegdT
uy ¥M

T o

et hinc fit

adeoque

log

2¢d T
i . RAT M
C= 2gdT e 7’ --]').
de }’I\I
Si vero M, y,d per numeros datos exprimas, et leco g numergm
juxta (323. §.) fubftituas, habebis

12 6o
— log ———;
T 0,625 € 66—C ’
0,625
60 12 T
Ry A =
W=y T
€ 12

Nimirum data celeritate C invenietur tempus T, quo illa fit pro-
dufa, et dato tempore T definietur celeritas C, fumto pro e valore
juxta (Vol. L §. 42.).

1II. Pro eadem funétione celeritatis C vim V in (1) exprimente ob.

tinebimus per (350. §.)
CoC 28 (. &5
M
My CeC
2g uy—dC
T2 Integra-

) ¢S ergo erit

eS=
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Integratio autem dabit

I ;
21:; :3 (—dC—uylog(u ?-—dC_'-)+ Conft.

Cum vero initio motus pro C=0 debeat efle etiam S=ac; inve-
nietur valor conftantis per (Vol I. §. 238.), nimirum

My
S Rl Y log uy + Conft;
My
et Conﬁ:_-—zg—d:——. uylog uy.

Quamobrem debet effe

e /A uy
S-—-—ngT (U‘Yklg u’}'—dC — d C)

Et fi pro M, v, g, d, ut in ({I) {ubftituantur numeri, invenietur pro
S fequens expreffio:
=

dC

bi.’) (6 08

IV. Verum vis variabilis V—=u—

fiet pro C= % =60 ped.

aequalis nihilo in (I): mafla M incedet ergo motu accelerato, quamdin
ny
d
modi celeritate invenietur et tempus T, quo illa fit genita, per (1), et

feu C <60 ped.s pro quavis ejus-

fuerit ——— <tu, hinc C <
v

fpatiom S intra idem tempus percurfum per (II).  Utprimum autem
mafla M celeritatem C:=6a ped. acquifiverit; progredietur illa hac tele-
ritate motu perpetuc aequabili, quovis tempore t confetura f{patiym
Ct=6ot ped. Sitempuns T quaeras, intra quod celeritas haec conftans
€=060 ped. acquiritar, et fpatium S, quod intra idem tempus percurritur,
eum pro hac celeritate fiat

log -b—cf-_?—E*: log 6o—log (6a—C)=Ilog 60;

debebit effe per (II) ([II)-

Lo __ 144
Te=—F—r 06 Iog, 6o S'= T

Et pro log nat 60=4,c94344 etc. fiet
T=78,6"; S=3564,6 ped.;

(log 6a. — 1)

Quam-
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Quamobrem, fi petatur{patiom S quod mafla M intra quodcunque
tempus T* ab initio motus computatum debeat percurrere, exiftente
T* 78,6, puta 1:=78,6'"+t; debebit poni

S*=13564.6+60t ped.

355. Problema.

Data naffa M (63. Fig.) quie/cens a vi variabili ' fecundum diref¥io-
nem G A per ejus centrum gravitatis G tranfeuntem et determinatur ad mo-
tum , et continuo jollicitatur ; eft autem vis V ejusmodi, wut illa per certam
Sfuni¥ionem temporis , quo motus durat, perfefte poffit exprimi: determinare
motum mafjae M.

Solutio.

r. Mafla M incedet nunc quoque motu progreflivo fecundum direétio-
nem GA (331. §.), ad cujus completam determinationem fufficiet et cele-
ritatem C, quam data mafla M intra datum tempus T acquirat, et fpa-
tium S inveltigare, quod illa eodem tempore percurrat.

2. Cam jam vis V, qua mafla M in fine dati cujuscunque tem.
poris T ad motum urgetur, per certam funfifnem hujus tgmporis poffit
exprimi; fubftituatur haec funétio loco V in (347. §.); compleitetur ae-

quatio differentialis e C:—= T: Ve&T binas tantum variabiles C et T fe-

paratas, eoque ipfo poterit ope calculi integralis determinari celeritas C
intra tempus T producenda.

3. Si porro funétionem temporis T exprimentem celeritatem C eo-
dem tempore productam, qL;am juxta (2) determinare licuerit, in (348.§.)
fubltituas; obtinebis novam aequationem differentialem §S—CeT inter
duas variabiles S, T, ex qua ope calculi integralis invenietur fpatium S
tempore T percurrendum.

4. Si conftet, vim maffam M ad motum urgentem crefcente tempo-
re T continuo decrefcere; ponatur funétio V temporis T vim, qua mafla
M in fine ejusdem temporis urgetur, per hypothelim exprimens aequalis
pihilo, et ex aequatione V=0 eruatur valor temporis T: valor enim
ifte determinabit tempus T, quo elapfo vis maffam M ad motum follici-
tans penitus evanefcet; confequenter progredietur poft hoc tempus mafla

M motu perpetuo aequabili illa determinata celeritate C, quae intra idem
103 tempus

Fig.63.
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tempus fuerit genita, atque hanc cooftantem celeritatem derivabis ex ae.
quatione integrali inter C et T in (2) inventa, fi valorem ex aequatione
Vi=o erutum loco T in illa {ubftituas; eodem autem valore loco T fub-
frituto in aequatione integrali inter S et T in (3) inventa, definietur fpa-
tinm S, quod durante motn accelerato eodem tempore mafla M debet
conficere.

Exemplum,

Mafla M= 1coo th impellatur ad motum a vi u=100 1§ continuo de-
crefcente, ita ut illa primo minuto fecundo patiotur decrementum d=—20 iB,
et decrementa intra duo quaecunque tempora ab initio motus computata ik
inter f¢ ut radices quadratae temporum,

1. Pro decremento D, quod vis u intra tempus T patiatur, erit
V1 T=d:D —dT; vis, qua mafla M in fine temporis T urge-
bitur, erit ergo 3 ¥

V=u—dT*=100—20 TZ{{,

2. Hinc (1) per (347- §.) obtinebimus celeritatem C, quam mafla M

intra datum guodcunque tempus T acquiret, ut fequitur.

EC:—'Z“—IE-(U——dTé>ET;

o 3 3
C= -i-i;(uT*’%dTIJZO,SIzsCIOT“ : il 7

3. Et pro hac celeritatis expreflione inveniemus per (348.§.) fpa-
tiom S, quod intra tempus T debet confici, nimirum hoc modo.

2 3
eS= ——(uT— %‘dT"') ¢T3

]
— 2 1 2 _4’_d_ E).._‘\ nefl neT2—8§ %‘
s= 5zt el =ostas (25 T—$ TF).

4. Pro V=o in (1) fit T=

motu perpetuo aequabili, utprimum ab initio motus effluxerit tempus

n#
5+ mafla M debebit ergo progredi

Celeritas,
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Celeritas, quam intra hoe tempus acquiret, et fpatium, quod eo-
dem tempore percurret, fiet ergo ob (2) (3)

C:o,gr:g(:o.zs—g.zs%):: 26,042 ped.

5
= 0,c625 (25 .252—% 25’) =—4557,292 ped

5. Maffa M incipiet itaque progredi fecundum direftionem G A motu
accelerato, intra quodvis tempus T celeritatem C per (2) acquifitura, et
fpatinm S per (3) determinabile percurfura: verum motus hic non nifi 25
minutis fecundis durabit, poft quae erit motus maffae M perpetuo aequa.
bilis, celeritate C=26,042 ped. perficiendus (4). Spatium ergo, quod
maffa M, poftquam ejus motus fuerit aequabilis, quovis tempore t percur=
ret; elt Ct==26,042t: fi autem quaeratur fpatium quocunque tempore
T=25""+t ab initio motus computato percurrendum: cum primis 2§
minutis fecundis motn accelerato conficiatur fpatium S=4557,292 ped.;
erit illud fpatium =4557,2924 26,042 t ped.

DISSER.




Fig. 64.

DISSERTATIO X
DE

LAPSU CORPORUM GRAVIUM PER PLANA INCLINATA

ET LINEAS CURVAS.

356. DerFin1iTIO.

P;’am;m inclinatum F GH (64. Fig.) vocatur, quod plano horizontali DE
(44. §) fub angulo acuto occurrit.  Tertium . planum idque wverticale,
confequenter perpendiculare ad planum horizontale DE (44. §.), fecet
tam hoc planum in 1K, quam planum ianclinatum in AC, fic ut illud fit
quoque perpendiculare ad communem interfedétonem G H planorum incli-
nati F G et horizontalis DE; deinde demittatur ex A ad planum hori-
zontale perpendicularis AB, quae interfettioni IK in punfto B debebit
occurrere: hac ratione obtinebitur in eodem plano verticali triangulum
reGtangulum ABC, complettens Angulum inclinationis AC B, Longitudi-
aem AC, Altitudinem AB, et Bafim BC, plani inclinati FG,

357. Corollarium,
Pro angulo inclinationis A CB=w, longitudine AC=1, altitudine
AB=—a, et bafi BC=Db dati plani inclinati FG, erit (356.§.)

aCofe—=bSine; a=—1Sinx; b =1 Cofl =

Scholion.

Praecipvi cafus, qui in defcenla corporum gravium per plana incli-
nata poflunt occurrere, in eo confiftunt, quod corpus per planum, fuper
quo jacet, aut motu lubricationis, aut motu rotationis delcendat: prio-
rem motum concipiet e. gr. corpus figurae cubicae, pofteriorem autem
corpus figurae fphaericae.  In praefenti differtatione folum motum lubri-
cationis confiderare, ejusque genelim et naturam exponere conftituimus,
ab omnibus hujus motus obftaculis, ut e. gr. eft adfrictus et aeris refiften.

tia, mentem abftraéturi.
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358. Problema,

Dato angulo inclinationis =, datoque pondere P corporis uxy fu.
per plano inciingto FG jacentis; dnvenire vim ipfum ad defcenfium Jollici-

tantem, :
Solutio,

1. Cogitetur per centrum gravitatis ¢ corporis uxy duci planum
verticale, a quo fecetur planum horizontale DE in 1K, et inclinatum
FG in AC, fic ut illad fit fimul perpendiculare ad communem inter-
feCtionem HG plani inclinati et horizontalis; necefle eft, ut, fi ex A
demittatur perpendiculum AB ad planum horizontale, et ex centro gra-
vitatis ¢ corporis uxy ducatur cb perpendicularis ad planum inclinatum
: FQG, linea item verticalis ca (42. §), lineae cb, ca, et triangulum ABC
in eodem plano verticali jaceant, triangulumque ABC ad B reétangulum
apgulum inclinationis, longitudinem, altitudinem, et bafim plani inclinati
complettatur (356. §.). Ducatur demum in eodem plano verticali reéta
cd parallela plano inclinato, adeoque perpendicularis ad cb; erit angulus
bca aequalis angulo inclinationis «=—=ACB, et dca illius complemen-
tum ad reftum (356. §.). '

2. Corpus jam uxy urgetur a gravitate ad deflcenfum fecundum di.
reftionem verticalem (42. §.) eadem prorfus ratione, qua illud omni gra-
vitate deftitutum a vi ejus ponderi P aequali urgeretur, {i haec directione
verticali ca immediate in centrum gravitatis ¢ ageret (148.33I. §.):
quare, cum vis P in punftum ¢ agens diretione ca, ob angulum
bca=x et illius complementum dca ad retum (1), in duas vires poflit
refolvi, quarnm una =P Cofa agat direftione c¢b perpendiculari ad pla-
num inclinatum FG (1) et altera =PSin« direftione cd parallela plano
inclinato (1) per (115.8.); clarum eft, ab his folis viribus dependere
defcenfum- corporis uxy.

3. Verum, quia planam F G, et rigidum per hypothefim (60.§.) et
immobile, totam attionem vis =P Cofx diretione perpendiculari cb
centrum gravitatis ¢ maflae uxy verfus illud prementis (uftinet; perfpi-
cuum eft, hanc vim nullum abfolute motum poffe producere: in deter-
minatione motus malfiae uxy fuper plano inclinato FG fufficiet ergo fup-
ponere, praeter vim =P Sin« centrum gravitatis c-diretione cd paral-
lela plano inclinato, et in eodem plano verticali jacente, in quo jacet

Jolumen 11, U rectan-
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re€tangulum ABC altitudinem, longitudinem, angulumgue inclinationis
plani inclinati compleftens, urgentem, nihil effe, quod in motum mafTae
uUxy quaqua ratione influat (2) (1).

359. Corollarium 1.
Motus corporis uxy vi fuae graviratis per planam inclinatum FG
defcendentis erit progreflivus, quo fingula ejus puntta fecundum diretioe
nes incer fe et plano inclinato parallelas promovebuntur (353. 335.§.).

360, Corollarium a.

Centrum gravitatis ¢ corporis uxy, ubicunque hoc jaceat fuper plano
inclinato G, follicitatur ad motum a vi invariabili =P Sin« per pondus P
ejusdem corporis et angulum inclinationis « duti plani inclinati determi-
nata (294. §.): motus progreflivus, quo corpus uxy per planum FG de-
fcendere cogitur (359.§ ), debet ergo uniformiter accelerari (333. §)

361, Corollarium 3.

Si in plano verticali tranfeunte per centrum gravitatis ¢ corporis
BXy, in quo jacent reftae cb, ca, cd, et reftangulum ABC (358 §.
1.n), rea cd utrinque produci cogitetur; debebit illa occurrere per-
pendiculo AB produéto in A, eretoque ad BC perpendiculo CC'=
AA'=BB'; erit retangulum A*B'C* fimile et aequale rectangulo ABC,
in cuojus hypothenufa A'C' centrum gravitatis ¢ corporis uxy per pla.
pum FG defcendentis deber moveri (358. §. 3. n.).

362. Corollarium 4.

Spatinm, quod centrum gravitatis ¢ corporis uxy per planum in.
clinatum FG defcendentis tempore quocunque conficiat, dabit {patium,
quod ipfom corpus uxy eodem tempore percurret; et celeritas, quam
centrum gravitatis ¢ illo tempore acquifiverit, dabit celeritatem corporis
uxy intra idem tempus genitam (359. 316. §): in determinatione motus
corporis gravis uXy per planum inclinatum FG defcendentis licebir €rgo
ipfum corpus inftar unius punéti gravis ¢ confiderare, quod per hypothenu-
fam rectanguli A* B' C* angulum inclinationis A* C* B*= A CB, longi.
tudinem A" (T = AC, altitodirem A’B'— A B, et bafim B*C'=BC
plani iuclinati comple&tentis, cogatur defcendere (351. 358. §. 1. n.).

363. Co.
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363. Corollarium g3,

Ut vero omni cafa motus corporis uxy fuper plano inclinato rite
determinetur, {upponatur id omnis gravitatis efle expers, et a vi =P Sin «,
per pondus P ejus maffaec proportionale et angulum inclinationis « dati
plani determinata, ad motum fecundum direftionem per ipfius centrum
gravitatis tranfeuntem atque longitudini plani inclinati parallelam conti-
nuo follicitari (358. §- 3. n.).

364. Corollarium 6,

Ex (360.275. 281. 282. §.) generatim fequitur, fpatia, quae a cor-
pore gravi per planum inclinatum de quiete defcendente diverfis tempo.-
ribus ab initio defcenfus computatis percurruntur, efle inter fe, ut qua.
drata eorundem temporum, celeritatumque intra haec tempora genitarum;
ipfas vero celeritates efle inter fe in ratione fimplici direfta temporum.

365. Problema,

Si corpus grave in punflo £ plani inclinati ABC exiftens (362. §.)
defcenfum verfus C celeritate v inchoet ; invenire [pativm s, quod illud dato
tempore t percurret, et celeritatem c, quam in fine temporis t habebit,

Solutio.

Sit P pondus corporis et mafla ei proportionalis (52. §.), angulus

autem inclinationis fit k—A CB; erit ob (363. §.) per (343.§. 4. n.),
P Si P Sin
s=yt4g ~—~l’,n—at2; c:y-l—zg—%— t;

debet ergo effe
s=yt4gt2Sin &; c=y+2gt Sin a.

366, Corollarium 1.

Si quaeratur tempus t, intra quod corpus in pun&o. f plani incl.
pati exiftens, defcenfumque celeritate y inchoans datum fpatium s=fC
percurret, et celeritas ¢, quam illud in punfto C habeat; erit per
(365. §.)

S' 2Y .
t=((4!{52:g“§;nt?) Z; c=y(4gsSine+v2)

U2 367. Coe

Fig. 65.
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367. Corollarium 2.

Ponamus autem corpus grave exiftens in punfo f plani inclinati
defcenfum per (patium fC:=s inchoare celeritate y debita altitudini Ak
determinatae per parallelam fk bufi BC, et quaeri tam tempus t defcen-
fus per fpatium fC, quam celeritatem corporis in punéte C: cum hoc
n::;!“uk fit 'r:Bz;‘/g.Ak per (329. §;), et Sinx=SinACB=SinA k=

A k

Af —"f0 habebimus ob (366. §.)

St ) Bk
V(4g fC.—=+4g.Ak)—2 /g. Ak
2¢Sine :

Bk
c:({4g.fC.T—+4g.Ak):

L —

adeoque erit

t:iAC_(Ak ; ebc=3yg.AC.

:::in.x.,/;:; i

368. Corollarium 3.
Si corpus grave fuum defcenfum per planum inclinatum de quiete
. it y ; : a , i
inchoet, erit y=o in (365. §.), et Sinz= == (357- §.): datis ergo an-
gulo inclinationis «==ACB, longitudine |=AC, et altitudine a==A B
plani inclinati, poterit determinari tam fpatium s, quod corpus grave de
quiete delcendens per planum inclinatum quoyis dato tempore t ab initio
delcenfus computato conficiet, et celeritas ¢, quam eodem tempore ac-
Quiret, nimirum per (365. §.).
gatz

: : 2gat
s=gt*Sina=-—=-—-; c=2gtSine = —
k 4

369. Corollarium 4.
Tempus t, intra quod corpus grave per planum inclinatum de quiete
defcendens dutum fpatiom s conficiet, celeritatemque ¢ acquiret, erit

per (368. §.). |
2, S A3
g g i « __‘/.ga 4

c le
2gSine
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370. Corollarium g.

Ex (369. 368. § } nafcentur porro fequentes formulae, quarum prior
dabit fpatium s a corpore gravi per planum inclinatum de quiete defcendente
conficiendum, nt illud datam celeritatem ¢ acquirat; pofterior autem dabit
celeritatem ¢, quam idem corpus defcendens per datum fpatium s acquiret.

T ke

4g>ine ~ 4ga
gas
c:z{gsSinu:z‘/— e

371. Corollarium 6.

>

Si duo corpora gravia de quiete defcendant per duo plana inclinata,
guorum anguli inclinationis fint «, «'; erunt fpatia s, s' eodem tempore !
percurfa, et celeritates c, ¢! intra idem tempus acquifitae inter fe ut finus
angulorum inclinationis: erit enim per (368 §.)

s=g T?Sinxy - s'—gT2Sina'3
e—2pTSinz; c—2gTSinx:
igitur s:s'=—Sinx:Sin&'=c; c"

373, Corollarium 7.

Tempora t, t, intra quae duo corpora gravia per integras longitudi-
nes 1, L duorum planorum inclinatorum, akitudines a, A habentiumn, de
quiete defcendant; erunt inter fe, ut longitudines divifae per radices qua~
dratas altitudinum, nimiram per (369. §.)

s bt - Lz
t—/‘ga % T—‘/?’ﬂ

1 L
igitur t: T—=——:
> TR

373. Corollarium 8.

Tembpora t, T defcenfus duorum corporum gravium per integras lon.
gitudines duorum planorum inclinatorum ejusdem altitudinis a=—A, vel
ejusdem longitudinis [=L, erunt inter (e ut ipfae longitudines cafu pri.
mo, vel in ratione inverfa radicum quadraticarum ipfarum altitudinum
cafu altero, feu erit (372. §.)

t:T=I:L, pro a—A3;
t:T=yA:ya pro I=L,
U3 374. Co-
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374. Corollarium o.

Theoria motus corporum gravium per plana inclinata deflcendentium

5
de quiete iibere labentia primo minuto fecundo decidant (325.§ ). Tempus

potelt fervire ad inveftigandam altitudinem g, per quam corpora gravia

enim defcenf(us corporis gravis per totam longitudinem s=1 dazi plani inclj-

) t=
nati eft \/ 5
facilius accuratiusque poterit iliud obfervari, quo major fuerit longitudo 1

plani inclinati, quove minor fuerit angunlus inclinationis «. Quamobrem,
fi conftruator planum inclinatum notabilis longitudinis | et parvae altitu.

(369- §-): hoc ergo erit eo majus, proinde eo

dinis, ut eo minor fic angu'us inclinationis, tum obfervetur tempus t,

intra quod grave aliquod lcnrpusculum per totam longitudinem | defcen-

£ Sin «

Scholion.

dat; invenietur g=

Indubivm eft, facilius obfervari tempus t defcenfus corpusculi gravis
per longitudinem plani inclinati, quam tempus liberi lapfus per certam
altitudinem (327. §.): certum porro eft, quod, fi fuperficies plani incli-
nati probe laevigata fit, et corpusculum grave fuper illo defcendens figu-
ram f{phaericam babeat, adeo exigua fit futura refiftentiu ‘ab adfri€tu pen-
dens, ut illa penitus contemni queat: verum femper aderunt alia motus
obftacula (e. gr. aeris refiftentia), ob quae alia, hac accuratior, methodus
inveltigandi altitudinem g merito defiderabitur.

375. Theorema,
Tempus defcenfus corporis gravis per totam longitudinem | dati plani

suclinati ¢t ad tempus liberi lapfus per altitudinem a ejusdems plani, Sicut
longitudo | ad gltitudinem a.

Demonftratio.

Si corpus tempore T defcendat per totam longitudinem s=1 plani
inclinati, vel tempore t per 1llms altitudinem a libere labatur; erit

(369. §.);

t=‘/¥,— per (326 §):

i3 a
adeoque erit T:t= TS : ‘/-—— =l:s

376. Theo-
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376, Theorema,
Celeritas, quam corpus grave per totam longitudinem 1 plani inclinati
de guiete defcendens poteft acquirere, acquatur celevitati debitac altitudme a

ejusdem plani (329. §.).
Demonfiratio.

Celeritas in defcenfu per totam longitudinem 1=s dati plani incli-
nati acquifita erit cc=2/ga (370. §.): haec ipfa vero celeritas debetur
altitudini a ejusdem plani inclinati (329. §.).

377. Theorema,

Si fe ad longitudinem A C perpendicularis occurrat altitudini AB plani
inclinati produffae in e; debebit corpus grave in A exiftens eodem tempore
per partem Af plani inclinati defcendere, quo tempore illud libero, lap/u
altitudinem Ae percurreret, '

Demonfiratio.

1. Tempus per Afelt t::‘/—%‘ﬁigf— (369. §.): tempus vero liberi
lapfus per altitudinem Ae debet effe T:‘/*e
g

- (326. §.).

2. Sed in triangulis, ad B, f re@angulis et ioter fe {imilibus, A CB,
6 g

Afe eft AB: AC=Af: Ae: debet ergo efle Ae=
t=T in (1).

AD , hinc
378. Corollarium 1.

Du&a ad pun&um infimum C perpendiculari hC ad longitodinem
plani inclinati AC, quae ejus altitudini AB productae in h occorrat;
erit tempus defcenfus corporis gravis per totam longitudinem A C plani
inclinati aequale tempori liberi lapfus per altitudinem Ah (377. §.).

379. Corollarium 2.

Cum chordae AC, Ch (66. Fig.) infiftentes diametro Al dati circuli
fint ad invicem perpendiculares ; patet, cur corpus grave eodem tempore
per datam quamcunque chordum A C circali fitum verticalem habentis
debeat defcendere, quo illud libere labens per diametrum verticalem Ah
ejusdem circuli decideret (378. §): diameter verticalis Ah, et omnes
chordee Aa, Ab, Ac, fi per illas totidem corpora gravia defcendunt, per-
cutreniur codem tempore, id eft, erunt jpaiia injochiona.

380. Pro-

Fig. 66.
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Fig. 67.
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380. Problema.

Corpori gravi in punffo infimo. C plani inclinati ABC (65. Fig) exi-
fleati imprefJa fit celeritas v, qua illud fecundum direltionem parallelam plano
inclinato AC per idem planum motu progreflivo verfus A cogatur afcendere :
invenire fpatium s=Cf£ dato tempore t con fciendum, et celeritatem c, quam
idem corpus in fine temporis t in punio £ plani inclinati habebit.

Solutio.
Si P fit et pondus et ei proportionalis maffa corporis gravis (52. §.);
debebit effe ob (363. §.) per (343-§.)

PoneE o PSina
syt —g—p ' =y —28—p ¢

ergo s=yt—gt? Sing; c=y—2gtSinw.

381. Corollarium 1.
Tempus t, quo corpus grave motu celeritate y in C inchoato per
partem s—CF plani inclinati AC afcendet, et celeritas ¢, gquam in f
habebit, invenietur ex (380. §.), ut fequitur:

= y— (y>*—4gsSina)
7 2 gSinx

I8

; =\ (y*—4gsSing).

382. Corollarium 2.

Afcenfus corporis gravis per planum inclinatum C A in C celeritate y
inchoatus fiet celeritate ¢ continuo decrefcente (38o. §.); ubi haec eva.

nuerit,, corpus vi fuae gravitatis defcendere incipiet. Fiet vero celeritas
c¢=—o pro t= (380. §.), et pro hoc wvalore temporis t erit
,\,Z

A b
2gSina
—'r_'ﬁ_iﬂ_ (380 §.): afcenf{us ergo in C celeritate ¥ inchoatus dura-
bit tjni:;;ore = :—-—T—.———, feu per fpatium s=Cf= --——fd.
2gSine g

s—=

383. Problema.

Punftum mobile P progrediens in reffa D A (67. Fig.) in A celevitate C
praeditum cogitur motum in reffa AB ad priorem fub dato angulo BAE
— « iuclinata continuare; invenire celevitatem, qua illud in A hunc mio-
tum inchoabit.

Solutio.
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Solutio.

1. Punétum P exiftens in A talem habet per hypothelim celerita-
tem C, qua illud, abfente omni caufa ejus motum turbante, proximo
minuto fecundo vi folius inertiae certum fpatiolum Ab motu aequabili
percurreret (271. 292. §.), adeoque, ducto ba ad AB perpendiculo, ad
diftantiam ab a re€ta AB, et ad diftantiam Aa a punfto A promovere.
tur: quare cum primum refta immobilis AB, in qua pun&tum P in A
exiftens motum continuare cogitur, penitus impediat; manifeftum eft,
punctum mobile P per celeritatem C in A fic effe ad motum determinatum,
ut illud vi folius inertiae fpatiolum A a proximo minute fecundo motu
aequabili {uper re€ta AB deberet conficere.

2, Quamobrem, dum punftum P eam celeritatem C fecundum di-
reftionem A E bhabet, qua illud motu aequabili fpatiolum Ab proximo
miouto fecundo percurreret; cenfendum eft punétum P talem habere ce-
leritatem fecundum novam diretionem A B, qua illud motu aequabili
fpatiolum Aa=—=AbCofBAE=AbColx proximo minuto fecundo confi-
ceret (1), id eft: pro celeritate C—Ab fecundum direftionem AE ha-
bebit punttum Pin A celeritatem c¢=A a==C Cof«, qua illud motum di-
reftione A B debebit inchoare (264. 271. §.).

384. Corollarium 1.

Si punétum mobile P celeritate C incedat in refta DA motu aequa-
bili, et in A cogatur fuper reéta AB fub dato angulo x==BAE ad DA
inclinata motum continuare; progredietur illud fecundum dire€tionem A B
motu pariter aequabili celeritate ¢=CCofl« eo majore, quo minor fuerit
angulus inclinationis e==BA E (383 §.): erit autem haec celeritas, ob
Cof«=—1, femper minor celeritate C, decrementumque celeritatis ob
curvedinem viae D AB in punfto A erit =C—C Cofa=CSinva.

385. Corollarium 2.

Pun&tum mobile P in A ad motum aequabilem fecundum dire&tio- Fig. 68.
nem Aa celeritate y determinatum (68. Fig.) cogatur moveri in linea
ABCDEFGH ex reftis AB, BC, - - - GH numero quocunque n com-
pofita, quarum quaevis ad proxime praecedentem fub determinato angulo
2—aAB=bBC=cCD=dDE=eEF=fFG=gGH fit inclinata:
progredietur pun&um P per A B celeritate —yCof«, et decrementum

VFolymen I X celeri-
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celeritatis ob angulum in A erit = ¢Sinva; adeoque incedet idem
punctum per BC celeritate =y Cofx?, et decrementum celeritatis ob
angulos in A, B erit =y Sinv«®; hinc fiet celeritas punéti P per CD
incedentis ==y Cof a3, et decrementum celeritatis ob angulos in A, B, C
erit =y Sinv «®; et fic generatim erit yCof«" celeritas, qua punftum P
per GH incedet, et decrementum celeritatis initialis y ob omnes angu-
los A,B,C, - - - G erit ySinva® (384 §).

_ 386, Corollarium 3,

Sit AEH curva quaecunque nullibi per cufpides aut pun&a regreflus
(Vol. 1. § 441.) interrupta; pofiibile erit, dufta ad A tangente Aa chor-
das AB, BC,CD, - - - GH ita ducere, ut quaevis illarum ad proxime
praecedentem fub angulo @=—a A B inclinetur.  Quidquid fit numerus n
harum chordarum, debebit punétum mobile P, {iid in A, ad motum ae-
quabilem celeritate y fecundum direftionem tangentis Aa determinatum,
cogatur moveri in linea ABCDEFGH ex iisdem chordis compudita,
in H habere celeritatem ==y Cofz", et per totam viam pati decremen-
tam celeritatis =9 Sinva" (385. §.): quo minor fuerit angulus x=a A B,
€0 minores, eoque plares erunt chordaie AB, BC,- - - GH in curva
AEH; celeritas yCol«" punéti mobilis P in H erit eo major, et decre-
mentum celeritatis ¥ Sinv " ob viae in A, B,C, - - = G curvedinem eo
minus; pro z=—o fieret decrementum celeritatis vSinvea'=—o0, et celeri-
tas puntti P in H punéto yCofz"=y. Quare, cum curva A EH fit li-
mes, ad quem linea ex chordis AB, BC, - - - GH compofita eo propius
debet accedere, quo magis decrefcit angulus e==aAB, guemve ilia eo
duntaxat determinato cafu attingeret, {i fieret =0; clarum eft, punétum
mobile P, in A fecundum diretionem tangentis Aa ad motum aequabi-
lem celeritate y determinatum, fi illud in curva AEH moveri cogatur,
eandem celeritatem vy, confefta via AEH in punéto H, proinde in quo-
vis punito ejusdem curvae habiturum.

387, Corollarium 4.

Si ergo pun&tum mobile P in data curva A EH progrediens a vi qua-
cunque x in quovis punfto curvae fecundum diretionem tangentis eidem
punéto debitae ad motum urgeatur; debebit celeritas plmc’n P ob con-
tinuam vis x ationem eadem prorfus lege mutari, qua mutaretur,

punctum



DISSERTATIO X, 163

pun&um P a vi x perpetuo fecundum eandem direftionem in una refta ad
motum follicitaretur: fecus enim deberet ob folam viae curvedinem certa
mutatio in celeritatem redundare, contra (386. §.).

388. Problema.

Data acquatione ad curvam BD (69. Fig.) inter ejus coordinatas or-
thogonas x—=Ea, y=Pa, i qua mafla M infiar unius punii confiderata
moveri cogatur, dataque vi invariabili, quae tllam in quovis curvae puntfo
P Jecuudum direionem Pb pavallelam axi abfciffarum ED ad motum fol.
Licitet ; invenire tempus T motus per arcum BP=s, et celevitatem C ei-
dem tempori in puntlo P debitan.

Solutio.

1. Sit V vis, quae maffam M in P exiftentem fecundum dire&ionem
Pb parallelam axi abfeiffarum ED, adeoque perpendicularem ad ordina.
tam Pa ad continuationem motus per arcum P D urgeat; peterit, dufta
ad P tangente Pf, et ad hanc perpendiculari Pd, vis V in duas vires

refolvi, quarum upa = V ColfPb in punftum P agat direltione Pf, et
altera =V SinfPb direGione Pd (115.§.). Malla M premetur ergo a

vi —=VSinfPb verfus curvam BD in P {ecundum direfticnem Pd per-

pendicularem ad tangeniem fP; curva BD utpote rigida et immobilis

fuftinebit ergo totam altionem vVis VSin f Pb direftione Pd agentis
Quare debet mafia M fic confiderari, ac {i illa in guovis puntto P curvae
ab una vi =V Col fPb fecundum direétionem tangentis Pf in eodem
punéto ad motum urgeretur, pnde necefiurio fequitur, ob (386, §.) per
(350.8§.) debere efie

D}
1 CO!‘i‘Pﬂ
CeC=2 g—-/—T—"-——s 5.
M
= EX
Sed ob apgulum reftum aPb eft CoflfPb=—SinaPf=
ca
(K ol. . \\ 455 4)9). hD"‘ ltd\ll‘" valore fubfiitato in l, Liabebimus
Ve
CeC=2g—— &X.
el xl -
Quodfi jam aequatio haec ita integretur, ut pro x= EF:=¢ fiat ce-
leritas mallae C=o in puntto B; debebit elle
2‘_"v g \.? P!
1e—=—_—x-+Conft, eto—=—=—¢ + Conlt;
7 M ‘ M

X 12 hinc

Fig. 69.
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i s 2gV_ LRESTY |0 gl
hinc Conft—=— M6 $C2 = M X g T

v
adeoque C‘::z‘/-g&'l (x—e).

3. Inventa celeritate C debita tempori T motus per arcam s—B P,
habebimus ob es=y (sy>+ex2) (Vol.I. §-469.) et ss=CsT (348 §9).

: s > -
hinc e T= -fc-—, fequentem expreflionem pro ¢éT, ex qua; data ae-

Quatione inter y et x, derivabitur T, fi ¢T fic integretur, ut pro
x=EF=e fiat T=o.

T ey bant) o TR v dant)
e gV ST Vis—e)
2 M (X—e) - Ty

VL
389. Corollarium 1.

Carva BD jaceat in plano verticali, in eodemque plano fitus fit axis
abfciffarum ED, quo ordinatae orthogonae P a fiant horizontales; debe.
bit hoc quoque cafu maffa M inftar punéti fpetata, fi illa per curvam
BD, a vi invariabili V perpetuo fecundum direftionem verticalem ad
motum deorfum follicitata, defcendere cogatur, confefto arcu s—=RB P
tra tempus per aequationem differentialem

T— I vV (ey?+sx2)
v% gV ~  Y(x—e)
2y 5

determinatum, in pun&o P habere celeritatem

v
C==3 ‘/EM (x—e),
pro x=Ea, ex=EF, et y=Pa (388 §.).

in-

390. Corollarium 2.

Quodfi ergo corpuscuium grave, cujus pondus et maffa illi propor-
tionalis fit M (52, SJs per curvam BD in plano verticali jacentem vij
folius gravitatis cogatur defcendere: cum vis, qua illud quovis momento
fecundum dirc&tionem verticalem deorfum urgetur, ejus ponderi M debeat
aequari; acquiret idem corpusculum in defcenfu per arcum B P celeritatem

C=2yg(x—e)=2yg.Fa;
tempus
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tempus autem defcenfus per eundem arcum licebit ope calculi integralis
ex aequatione differentiali
1. . V(ey*d4sx2)
2v'g Vix—e)
elicere, modo nofcatur aequatio ad curvam BD inter ejus coordinatas
x=—Ea et y=Pa (389. §.).
391. Corollarium 3.
Proprietas generalis ‘omnium curvarum BD per nullas cufpides, nul-
laque punéta regreflus interruptarum erit haec: celeritas, quam corpus-
culum ‘grave in defcenfu per quemcunque arcum BP ejusmodi curvae ja-

8 T =

centis in plano verticali poteft acquirere, aequatur celeritati, quam illad
libero lapfu per altitudinem Fa acquireret (390. 329. §.)
392. Problema.

Data diametro ED=2r circuli genitoris cycloidis GDH jacentis in
plano verticali; invenire tempus T, quo corpusculum grave de quiete per
arcum BP decidat,

Solutio.
1. Pro x=Ea, y=Pa, e=EF, et z—aD, erit z=2r—x, 2=

—a&x: igitur per (Vol. I. §. 609g) sy=——ex v/._\._.._

2r—x

2. Quare fubftituatur ifte valor loco ey in (390 §.)s obtinebimus
aequationem differentialem

f X &x2 2,
I rmandoll 1 exy2r

2yg VvV x—e) =2yg  V(zr—x)(x—e)’

o1 =

{é e i i .
£okss ‘/-23‘ V(—2re4(2r4-e)x—x?)
Hinc integrando per (Vol. I. §. 286.) inveniemus

T:‘/—-é-{g— + Arc Sin Fh ide) +C.

2r—¢

Verum pro x—=EF=—e habetur initium defcenfus in punéo B, pro-
inde T==o0: igitur debebit efle
0:‘/._1-__ S AeiSin E:__(?Lff_{:i_}_ C.
2g

2c—¢e

X3 et
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e £5G L. _2e-—s=2re—e. r 7
gt C= \/_2;; Arc Sin P -——-/-;g—-ArcSm—:,

il d i et SR
feu Conft— fzg Arce Sn 1= 1= V B
Confequenter debet effe

. 2x—(2r+e)
T=(ArcSin —- +3i7) \/Etg

L—~F

393. Corollarium i.
Si x=Ea abeat in x=—ED, abibit arcus cycloidis BP in BD: pro
—ED=2r erit ergo ob (392. §.) tempus defcenfus per arcum cycloi-
dis BD
T=(ArcSin = —~+'-rr"‘/————‘(ArcSmI+zr,f:r'

feuT-—r\z?r-l-z:r,J\ --—.._rfn‘r

394. Corollarium 2,

Témpus ergo defcenfus corpusculi, gravis per quemyis arcum BD
eycloidis jacentis in plano verticali, ita ut diameter ED circuli genito-

el AR
ris axem cycloidis exhibens fit verticalis, eft conltans —= n-v 2 (395.§.):
quotcunque idcirco arcus DP, DB, DH ex vertice D abfcindantur; debe-
bit corpusculum grave per quemvis arcum ex P, B,H eodem tempore ad
D decidere, id eft: cyclois eft /inea tautochrona.

395. Problema.

Sit GDH femicirculus radio r=ED deferiptns jacens in plano verti-
cali, ita ut diameter GH Jit horizontalis, et vadins BD verticalis: inve-
nire tempus T, quo data mafla M infiar punf¥i fpetlata per arcum BP de-
bebit defecendere, fi illa a data vi invariabili V perpetuo [ecundum direitio-
nem verticalem vadio ED parallelam ad motum deorfuni u,smt::.

Solutio,
1. Pro abfciffis a centro E compntatis x==Ea, et ordinatis ortho-
gonis y=Pa, exiftente EF=e, debebit efle per (389. §.)
1 V (ey® Le x2)

= — o - ==

— gV v ix—e)

¥V
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Fiat vero z'=—Da, et'b=—=FD; erit x=r—2z; &X—=-—s&z, ek

e—r—b: cum ergo [it

(r—z)ez
£ PP T e 2y . - 1
i (G e o L e P S erit
‘r—2z2e2?

— -
T I ‘/( 2L B -I-sz).
T e "V (—z)—(@—b)’

HV il
feu eT= z — - EE B S b

Zv’ ..M ina——?.) (bﬂ—z)“

Sed decrefcente variabili z=Da crefcit arcus BP, et; tempus T,

defcenfus per eundem arcum: debet ergo poni

g I r EZ
él_—. .--u\" “.l - I.
gk s 2% (2r—z)%, (b— z)*
‘: V1
2. Ut jam exponens hic differentialis juxta (Vol. 1. §. 361. Schol.2.)
Al g ; T =3 I - 3
poflit integrari, refolvatur funttio (2r—2) i — — in feriem
(2r—z)*
infinitam  per (Vol. 1. §.53.), et finguli ejus termini ducantur in
. 3 b —— ; debebit effe in (1)
5 b — Z) i
- M
P G R
g ,‘( L}-—(ZJ
an0— 1
I.3.5 .4« (20—1) B i
e * 2405 ¢ o.20(2 1) \/.{L:--zj-_

Faftor fub vinculo continet feriem, cujus finguli termini poft pri-
mum ordine paturah fequentes ex parte indeterminata ejusdem factoris
derivabuntar, fi fucceffive flat n=1, n=—2, n=—3, n=4, et fic
pO‘.'I.'O.

3. Captis itaque fingulorum terminorum integralibus in (2), debe-
bit fieri

Ti=
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T::——z 2g\’>< RS e s

E\/(b
2N—1
+éié."'(“*?’. ET w)

s+ 2n(2r)" v (b—2z)

4. Sed per (Vol. I. §. 287 302.) erit primum et fecundum inte-
grale £

f £e -—Arc sm_z_z_—@“;
25/ (b— :
an—1I 20—1 en—3
___(___ s w(@d=0be s
,/\b—-—z) 2n(2n—2)
(2n—1)(2n—3)b2 2 ;
2n(2n—2)(2n—g4)

—— - - - - - - —_—

(2!’!'—-7)‘.721'1——3}. 2L q’g_hl\":‘z{?) '
=] “n'\2ll—2) L T 2f(b-£)
(Gn—1)(@n—3)---5.3.1.b" 2z—b
+ AN (B —2)li= = S 4.2 Arc Sin —D~—-

5. Quare, fubftitutis his integralibus (4) in (3), inveniemus pro
tempore T fequentem expreffionem :

g rM ;[( . 2z—b
TH_E(ng’) ArcSm——B—-{— <L AR T

12,37 5%. ... (20—1)2, b® 22z—b
T 2%.4%6% . .. (20)*(2r)" © aresin __b_)

2n—gx an—3
_1.3.5...(2n—1)(z 2 +(2n—!)bz 2
2.4.6...2n(2r) 2n 2n(2n—2)

2 n—

—_——

(2n—1)(2n—3)b2.2"
ke 211("n—~2}”°n—4)

(2n—1)(2n—3)--- 5,352 7%
- 3 2n(2p—2) = =--=-4,2 )z((b—-z)]-.-c

6. Hoc
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6. Hoc modo determinatur tempus T per duas feries, unam trigono-

. 2z—b -
metricam compleftentem Arc Sin G5 L et alteram algebraicam:
invenientur autem f{inguli termini utriusque feriei poft terminum primum

& —
trigonometricum Arc Sin TR
ponatur D=1, n:—2, n=3, ni=4, et fic porro. Ut vero etiam con-
ftans quantitas per (Vol. L. §. 238.) rite determinetur, animadvertendam
eft, tempus T defcenfus per arcom BP pro z=FD=b) fieri aequale ni-
hilo: cum igitur pro z=b tota pars algebraica in (5) fiat aequalis nibilo,
2}:——b . 2b—b WP ARy
= Arc Sin s T =ArcSint:==%17; eritin(3)

3 1%.3% .. (2n—1)2 bn
(”;{\ (E#—I--“_-]_" Peatt ("n, Eg-r-.'ﬁ ;)+C

2 (L aaE L rM ( e 123%5% . . (@0—1 {
hine C= “4—(25-‘,) 6 vy + 4 {J-...L':-.n;-{:r,")

7. Quapropter tempus defcenfus per arcum BP erit pro quavis va-
riabili z=Da, et altitudive b==DFT in (5) (6)

.-("’ e Al
= [(14___ r;ﬁ '1.1’21”) (01) )-—--—Alc“n-g—

(8]

ordine naturali fequentes, {i fucceflive

et Arc Sin

an—1
3.5, (2—D) 4 Gn—nbs 3
- +2_.4.6. .20(2r) 2n (2 n—2)
AT
(ﬂ““’(““_‘ ) =83 b'”') T ] ( l"\] z
+__ 2n(2n—2) - - - - - - 2v/( z) z

396, Corollarium 1.
Pro z=—no fiet pars algebraica integralis in (395. §. 7. n.) aequalis
nihilo; in parte vero trigonometrica erit pro z=0
2z—Db 4 34

%h—- ArcSin ———B-—z-_—-— %kcwi—l-—— —{-——— —t

Quare, cum pro z==0 arcus BP in BD abeat; obtinebim
{395. § 7.n. ) fequentem expreflionem temporis, quo mafla M ia::""’rp“--
fpettata, fi ea a vi invariabili V perpetuo fecundum direttionem vertjca.
lem deorfum urgeatur, perarcum BD circuli e centro E radic r=£D
deferipti, et in plano verticali jacentis debebit delcendere,

] olumen 1L, Y —
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CLR f.f:.“.‘“) B
=ﬁ<*“>+<“>( Ly
La (2 )+---+("“'.°_‘._‘JJ ( )

397. Corollarium 2.

-

Si corpusenlum grave, cujus maflam pondusque ej roportionale de-
. g ] p 1 proj

M, vi fuae gravitatis per arcum BD circuli in plano verticali ja-

' . 5 i il 7 = = i LA
centis defcendere cogatur; vis ipfum ad defcenfum fecundum direftionem

ilem deorfum continuo f{ollicitatura aequabitur ejus ponderi M: tem-

pus d:zl'ccr:l‘-us per arcum BD erit ergo ob (396. §.)

e e

1.2 d 'ﬂn_ ' 2 hn
S S R L 2 - . .
| ~ o ) It
nZ. 4. ievrie 2 (...I/

Scholion.
ultimi problematis inferius in theoria motus pendulorum vi-

Tranfibimus jam ad aliam motus fpeciem , qualis fere perpetuo

mac

hinis. Hi¢tenus enim plerumgue motum reétilineum et

livum maflarum, pendentem a quibuscunque viribus,- variabilibus

invariabilibus, prae oculis habuimus: fequitur, ut de motu waffarum

fixos tractemus. Cum autem univerfa hujus motus theoria
de miomento inertiage innitatur, haec autem, abfolure freétata,
geometrica, ab omni motus notione independens; praemittemus

‘tafione trattatum de momento inertiae, in quo et pal-

proprietates evolvemus, et ejusdem guantitatem pro corpo-

figurae determinare docebimus.




DISSERTATIO X1
DE
MOMENTONIENZERTIAE

398. DeEriNiTIO.

Duf‘trim de momento inertiae, de cujus inveftigatione traftare confti-
tuimus, poftulat, ut data corpora ad reftas pofitione datas relata cogi-
entur, quae nomine Axium folent intelligi: quodli enim corpus aliquod
in minimas particulas mente refolvatur, et quaevis particula per quadra-
tum f{uae diftantiae a dato axe multiplicari cogitetur; aggregatum omniom
produ(“mmm erit Momentum inertige totius corporis 1';.:,-'_p.r.'.. dati axeos.
Alia momenta inertiae inufitata funt in difquifitionibus mechanicis: ut
vero eo clarius et ordinatius nonnullas proprietates momenti inertiae re-
fpe&tu datorum axium exponere, inveftigationemque ipfias pro certi
{ibus eo commodiorem reddere liceat; momenta quoque inertiae refpefta

3

datorum planorum in confiderationem vocabimus.  Nimiruin, fi quaevis

minima particula alicujus corporis cogitetur multiplicari per quadratum
illius diftantiae a plano pofitione dato; erit aggregatum omnium producto-
rom Momentum inertiae totius corporis velpeltu ejusdem plani.

399. Corollarium 1.

Momentom inertiae fummae plurium maffarum refpeétu dm axeos

vel plani zequale eft fummae momentorum fingularum mal

ejusdem axeos vel plani (398.

g4oo. Corollarium 2.

Adeoque momentum inertiae p maflae P aequalis differentiae S—Q

(erentiae

duarum maffarum S, Q refpeftu dati axeos vel plani aequabitur dill
s —q momentorum s, q harom maffaram refpectu ejusdem axeos vel plani:

nimirum ob S=P +Q hinc s=p-+q (399 §.), erit p=s—q.

X2 401, Co-




‘Fig. 70.
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g4o1. Corollarium 3.

Si data mafla variabilis K, cujus momentam inertiae refpeftu dati
axeos vel plani fit k, vel incrementum aliquod X capiat, vel decremen-
tum X patiatur; debebit neceflario etiam illius momentum inertiae k ca-
pere certum incrementum x, vel pati decrementum x, sequale momento
inertiae mallae X refpectu ejusdem plani vel axeos (399. 400. §.).

p 402, Corollarium 4.

Sit » momentum inertiae datae maflfae M relatae ad axem vel pla-
num A. Si tota maffa M in unico punéto in diftuntia =k ab axe vel
plano A collefta concipiatur; erit Mk?2 illins momentum inertize refpecta
ejusdem axeos vel plani (398. §.): igitur erit x=—=Mk?, modo diftantia

i ; u s A P
k fic dererminetur, ut fit k — \/T - Licebit itague momentum inertiae
|
cujuslibet maflae M refpe€tn dati axeos vel plani A aequare produto
Mk* ex eadem mafla in quadratum reftae k determinantis diftantiam

punéti, in quo tota maffa M colletta idem haberet momentum inertiae g
re(pectu ejusdem axeos vel plani A.

403. Corollarium 3.

Datus axis B C (7o0. Fig ) confideretur inftar communis interfe&ionis
duorum planorum ABCD, EFBC angulum reftum DCE comprehen-
dentium, p vero fit minima particula datae cujuscunque maflae. Si ad
plana AC,FC ducantur perpendicula pa, pc, et pb fit perpendicularis
ad axem B Cj erunt pab, pcb reftangula fimilia, et aequalia: igitur fiet
P pb*=p(pa*+ab2)=p.paz+4p pc= Quare, fi mafla quaecunque M
in minimas particalas mente refolvatar, et cum dato axe BC conjungantur
bina quaecunquae plana «d invicem perpendicularia, quorum communis in.
terfectio fit ipfe axis BC; erit produftum ex qualibet particula p maflae
M in quadratum diftantisae pb ab axe BC aequale fummae produétorum
ex eadem particula in quadrata illius diftantiarum pa, pc a planis AC,
FC: igitur momentum inertiae cujuslibet maffae M refprRu dati axeos BC
acquatur fummae momentorum inertice ejusdem maffae re/pelu duorum pla-
norum'AC, FC fife in dato axe interfecantium (398. §.).

404. Co-
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404. Corollarium 6.

Si minimae particulae datae maflae inaequaliter diftent ab axe vel plano
pofitione dato; erit illius momentum inertiae refpetu dati axeos vel plani
majus producto ex tota mafla in quadratum diftantiae minimae, et fimul
minus produ¢to ex tota mafla in quadratum diftantiae maximae (368. §.)

405. Problema.

Dato momento inertiae corporis cujuscunque Z refpeffu axeos 1K trans- Fig. 71,
euntis- per illius centrum gravitatis G; invenive ejus momentum inertiae
rejpeltu alterius axceos CD priori paralleli (71. Fig.).

Solutio.

1. Sit AB planum, in quo jacent axes TK, CD, et LH, EF fint
plana inter {e parallela ad planum AB in 1K, CD perpendicularia ; erit
diftantia planorum LH, EF aequalis diftantiae D =G g centri gravitatis G
dati corporis Z ab axe CD.

2. Si porro, denotante M maflam corporis Z, denotet MG? illius
momentum inertiae refpectn axeos 1K, Mg® vero momentum inertiae
refpeétu novi axeos CD, et A, H, F fint ejus momenta inertiae refpeta
planorum AB, LH, EF; debebit efle per (403. §.)

MG*=A+4+H; Mg’=A+4F:
igitur Mg*=MG*+F—H,

3. Cum planum L H tranfeat per centrum gravitatis G dati corpo-
ris Z; dividet illud hoc corpus in duas partes ad diverfas ejusdem plani
partes jacentes, ita ut quaevis particula unius partis corporis Z extraplana
LH, EF alicubi in q, et quaevis alterius partis alicubi intra eadem plana
in p vel extra in r debeat jacere.

4. Si ex quavis particala p vel r ducatur ad planum LH perpendi-
cularis pa vel ra, quae plano EF occurrat in b; erit

p-pb*=p(ab—pa)*=p(Gg—pa)’;
r.rb*=r (ar—ab)’=r (ar—Gg)*:
igitur p.pb*=p(D—pa)*=p.D*+p.pa*—2p.pa.D;

r.rb*=r@r—D)y;=r.D*+ r.ar*—2r.ar.D.

Y 3 Et
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Et fi ex qualibet particula q ducatar ad planum LH perpendicularis
qa, quae plano EF in b occurrat; erit

q.qb*=q(ab+qa)=q(Gg+qa)?
igitur q.qb*=q (D 4 qay = L].,:l:"}'q.(_".i:+:'].q3‘D.

5. Hinc (4) generatim fequitur, produfum ex gquavis minima parti-
cula z dati corporis Z in quadratum illius diftantiae a plano EF obren-
tom iri, {i produéto” ex particula z in quadratum ejus diftantiae a plano
L H addatur produftum ex eadem particula in qua antiae D=Gg,

ntiam a plano L H mul-

iratum dil

tum ut!p.um ‘)[Ddll tom ex par ticula z in illius aitta

tiplicatum per D vel addatur fummae illorum ‘produftorum, vel indidem

fubtrahatur, prout paiticula z alicubi in g, vel alicnbi in p aut r jacet.

6. Cum ergo omnes minimae particulae dati corporis Z ita fint diftri-
butae refpeétu plani LH, ut aliquae illarum, ut p, r, neceflario ad partem
10 BK, aliae vero, ut q, ad partem oppofitam I A N K debeant cadere (3);
debebit aggregatum produtorum ex fingulis particulis corporis Z in qua-
drara diftantiarum a plano EF (feu F in (2) per §. 398.) ita dependere a
fumma produtorum ex iisdem particalis in quadrata refpeftivarum diftan-
tiarum a plano LH (feu ab Hin (2) per §. 3¢08.), ut illud fit proditurum,
fi huic addatur fumma productorum ex fingylis minimis particulis malam M
corporis Z conftituentibus in D* (adeoque produtum M.D? ex tota mafla
M in D?), et dupla fumma produttorum ex fingalis particulis ad partem
IANK cadentibus in illarom diftantias a plano LH multiplicata per
D=Gg, tum a (umma fubtrahatur duopla fumma preductorum ex fingulis

=1

particulis cadentibus ad partem 1OBK in dil

per D, eb (5). Quamobrem, quia fumma
fingnlis particulis corporis Z jacentibus ad partem IANK plani LH exad:

=

multiplicat

q'.lil.': momentum {taticum '!I]l‘[i\' CC'"_!?'CH'IS /: ad eandem p'li':".'ﬂl. l',‘.'lll.'._':‘.'li':- (3),

et fumma produ&oram ex fingulis particulis cory

tem 1OBK plani {.H dat momentum ftaticum

dem partem dentiz (2) refoe®u nlant 1. H 7 =LAt QY L e itad Vin
em pariem cadentis (3) reipectu ptani 1 (14 £ o I f1 1liud mo-

mentumn vocetur m, et iftud m', habebimus F=H 4+ M.D*+42mD
—2m' i_):H—{‘ M.D*42D ":.1‘1‘—11'.'1'}, Sed momenta {tarica m, m! 1 11T

corporis Z, in quas iftud a plana LH per ejus centrum gravitati
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tranfeunte dirimitur, refpedtu ejusdem plani funt inter fe aequalia (163.§.):
debet ergo effe m—m'—o, et F=H4+M.D2

7. Hinc vero (6) et ex (2) fit Mg’=MG'+M.D".

406. Corollarium 1.

Dato momento inertiae maflae uvxy (72. 73. Fig.) refpeftu axeosFTig, 72.73.
mn tranfeuntis per illius centrum graviratis y invenietur momentum iner-
tiae ejusdem maflae refpeftu alterius axeos MN priori paralleli, i dato
momento addatur produétum ex mafla uvxy in quadratum diftantiae yC
illius centri gravitatis ¥ a novo axe MN (40s. §.).

407. Corollarium 2.

Et viciflim, cognito momento inertiae datae maffae uvxy refpe&ta
alicujus axeos MN, invenietur illius momentam inertiae refpeftu sxeos

momento f{ubtrahatur produ€tum ex mafla uvxy in quadratum diftantiae

9 C centri gravitatis y ab axe MN (406. §.).

408. Corollarium 3.
Sit maffa quaecunque M relata ad tres axes A, B, C, quorum pri-
] ]
mus A tranfeat per centrum gravitatis ejusdem maflae, et quivis axium
B, C it axi A parallelus, feu planum, in quo jacent axes A, B idem {it
cum plano, in quod cadunt axes A, C, feu ab illo diverfum, Si A B,C
fint momenta inertize maifie M refpeftu 2xium A, B, C, exesque B, C ja-
ceant in diftantiis d, D a centro gravitatis maflae [M; debebit] efle per
(407. §) :
A'—=RB*'—M.d*; A'=C'—M.D":
igitar B —M.d*=C'—M.D?;
hine C'=B'+M(D*—d*), et B=C'—M(D*—d%.
409. Corollarium 4.

Cognito ergo momento inertiae muflse M refpefu certi axeos inve=-

nietur momentum ineriiae ejusdem maflae refpe€tu cujuscunque alterios

axeos priori paralleli, fi prodottum ex maffa M in differentiam quadrato-
rum diftantiarum illius cenfri gravitatis ab urrogue axe cogniro momento

addatur, vel ab illo fubtrahatur, prout diftantia centri a novo axe, refpeftu
cujus




Fig. 74
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cujus momentum quaeritur, eflt major vel minor quam illius diftantia s
priori axe, refpe€tu cujus momentum nofcitur (498. §.).
410, Corollarium 5.

Hinc (408. §.) porro fequitur, pro D=d debere efle B'=C!, id eft :
momenta inertiae cujuslibet maffae M relpeftu omnium axium inter fe
parallelorum in diverfis planis jacentinm et a centro gravitatis maflae M
acquidiftantium funt inter fe aequalia.

411. Corollarium 6.

Datis momentis inertiae P, R duarum partium ey x=p, uvx=—r con-
ftituentinum maffam uvxy (74, Fig-) refpetu axium PQ, RS parallelo-
rum per centra gravitatis G, g illarum partium tranfeuntium, invenietur
momentum inertiae A totius maffae uvxy relpeftu cujusvis tertii axeos
AB prioribus paralleli et intra vel extra illos cadentis, {i fummae momen-
torum P, R addatur fumma produétorum ex maflis p=uyx,r=uvx in
quadrata diftantiarum Ge, gE centrorum gravitatis G, g a novo axe AB.
Cum enim in hac hypothefi fit P+ p.Ge* momentum inertize maflae p=
uyx refpefta axeos AB, et R+r.g E* momentum inertiae maffae r—=
uvx refpetu axeos AB per (406. §.), et momentum inertiae maflae
uvxr—p<r refpetu axeos AB debeat aequari fummae momentorum
inertiae maffarum p, r refpetu ejusdem axeos (393. §.); necellarium eft,
ut illud momentum fit =

P+R+4p.Ge*+r.gE%
Scholion.

Adplicabimus jam haec ad praccipuas corporum figuras, quales in
difynifitionibus mechanicis folent occurrere. Notent vero {ibi tyrones, in
hac quogque difguifitione ubique nos maflas tantum homogeneas et aequa-
biliter denfas prae oculis habituros, ut per corporum volumina tam illorum
maflas, quam pondera iis proportionalia liceat exprimere, prout id in inve-

ftigatione centri gravitatis obfervavimus (167. §. Schol.).

412. Problema.

Tuvenive momentum inertize dati cujuscungue cylindri vefli ABDC

(75. Fig.) refpellu illius axeos ab.

Solutio.
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Solutio.

i. Inradio aB=R baleos capiatur x=—ae pro radio cylindri varia.
bilis de qp; erit, pofito axe ab=—a, mafla cylmdri .1"513D(.“.._["‘l._n-ai{2
etmafla cylindri deqp=m= rax™

2. Si jam variabilis x==ae augeatur quacunque differentia Ax—eg,
abibit cylinder deqp in cylindrum hgnm=wa(x+4A4x)*; quodfi ergo x
denotet momentum inertiae cylindri variabilis deqp=—m, crefcente varia-
bili x=ae diflerentia A x=—e g crefcet mafla m=—deqp differentia A m=—
bgnm—deqp=ma(x-+Ax)y—wmax>= —xa(2xAx+ Ax?), etillius momen.
tum w crefcet differentia A x aequali momento inertiae maflae Am (401.§.).

3. Minima diftantia particularum maffam Am=—hgnm-—deqp inter
fuperficies convexas cylindrorum deqp, hgnm interceptam conftituen.
tiam ab axe ab eft radius ae—x, et diftantia maxima radius ag:=—x
4 Ax: momentumn inertiae Az maflae Am refpeftu axeos ab eft ergo
majus producto Am.x* et minus produfto Am(x+Ax7 per (404. §.).
Ob (2) habebimus ergo pro quavis utcunque exigua differentia Ax=—eg

AupralexAx4Ax3).x2;
et Apuma(2xAx+A%%)(x+A4Ax)2%;

adeoque fiet

%pzraﬁ-]—rax Ao e

et

<2wmax’+trwa(§x2Ax+AxACH A

4. Exponens rationis differentialis funftionis u aequalis momento
inertiae cylindri degp debet ergo ob (3) per (Vol. L. §. 131.) efle

ep—2wmax’ex; hinc u=Z%wrax4

5. Quodfi jam fiat x—aB=—=R; obtinebitur momentum inertiae
totius cylindri ABDC per (1) (4)

p=azaR4=ZM.R2
413, Corollarium 1.

Momentum inertiae cylindri excavati (75. Fig.), cujus cavitas deqp rig. 7
fit cylindrica ejusdem axeos ab=a, refpeftu axeos ab erir aequale dif-
fercntiae momenti inertiae Lxar4 maflae cavitatem explentis a momento

Folmmen I1, 257 inertiae
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inertiae 1waR% totius cylindi ABDC pro perfefte pleno accept

(412. §.), denotante r —a e radium cavicatis et R = aB radium totigs
cylindri (goo. §.): fi ergo x denotat momentum inertiae -\')‘1'.udri exca=
vati, et M illius maflam feu pondus (411 §. Schol.), erit

pg=fraRét—irart=ira(R —r?) (R*+1?);
fes p=%7a (R*—r*) = § M(R*+1").

414, Corollarium a2,

Momentum inertiae cylindri ABDC refpeCtu axeos AC paralleli axi
ab et jacentis in ejus convexa fuperficie, cum centrum gravitatis cylindri
in ab fit fitum (219. §.) erit =% raR4+7aR%R*=37raR*=2M.R*
(412. 406. §.)-  Si vero defideretur momentum inertiae cylindri ABDC
refpettu cujuscunque alterius axeos EF axi ab paralleli; invenietur id
—imaR*+7aR*. aG*=1M.R*+ M.aG* pro diftantia mutua a G axiom
ab, EF (412. 4¢6. §.).

' 415. Problema.

Data aequatione ad lineam QX (59. Fig.) inter coordinatas orthogo-
nas x=Qb, y=Ab, cujus revolutione circa axem QC generetur corpus
QXSZRX; invenire momentum inertiae fegmenti QADBE refpelu
axeos QC.

Solutio.

1. Si variabilis x==Qb crefcat quacunque differentia Ax=—ba; de-
bebit mafla m=—=AQB capere incrementam Am=ABqp, et illius mo-=
mentum inertize u refpettn axeos QC capiet incrementum Agx aequale
momento inertiae maflae Am=—ABqp refpeftu axeos QC per (4o1. §.)3
ordinata vero y==Ab aequalis radio fetionis ADBEA crefcet certa dif-
ferentia Ay, per quam determinabitur radius pa==y + Ay fetionis prqs pe

2. lam vero evidens eft, maflam Am:=ABqp aequari uni parti cy-
lyndri bafeos prqs et altitudinis ba=Ax, cylindrum vero bafcos
ADBEA et altitudinis ba==Ax aequalem efle uni parti maffae Am
=ABqp: momentum ergo inertiae Ax maflae Am (1) erit majus mo-
mento inertiae cylindri pofterioris, et minus momento cylindri prioris
refpettu axeos QC (399. §.). Quamobrem, cum ob (1) per (412. §.) fit
z7y*Ax momentum inertiae cylindri pofterioris; et 2 ;r(y+A4y)*Ax
momentum inertiae cylindri prioris, debebit effe

Aupiny*dx: Ap<iz(y+Ay)Ax.
3. Quid-
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3. Quidquid fit fun@io y variabilis x determinata per datam aequa.
tionem inter y, x; extare debebunt certi coefficientes f, g, h, ete, inde-
pendentes a Ax, pro quibus fieret Ay :==fAx 4+ gA x>+ hAx + etc
(Vol. 1. §. 84), eoque ipfo erunt alii ejusmodi coefficientes A, B, C, ete.
poflibiles, pro quibus fieret (y+4y)*=y? +AAx+BAXx*+CAX +etc.
(Vol. I §. 32.): in (2) debebit igitur efle

Ap

A x PETY
____2-’:“ <irxyt+in(AAx+BAx*4CAx +etc)

4. Ob(3) per (Vol. I. §. 131.) erit itaque exponens rationis differens
tialis fantionis # aequalis momento inertise fegmenti AQB=m refpettu

axeos QC

sp—Lilrytex—=3%y%*em;
pro em==y*ex per (Vol I §. 490.).

Quare, fi ex data aequatione inter y, X exprimatur y perx, vel ex
per y et &y, licebit ope calculi integralis tam maffam m fegmenti
QADBEA, quam illius momentum inertiae x refpeftu axeos QC de.
terminare.

416, Corollarium 1.

Sit QX linea refta, prainde Q XZ conus reftus axeos QC=a, et

gadii bafeos XC=R; habebimus pro x=Qb,y=Ab

2

R
§ oy — |- H Y - 1
y:x=R:a; hinc y*=-75

Xy
R x R4
sm=———X"6X; ep= —23 x%ex (415. §3
A 2

Confequenter integrando inveniemus

LR LSRN+ oS R® x*
39 X5 P—Toa? Ay Mot ea

—
m—

a

. ; e 7R -
Hine pro xt==QC=a prodibit mafla M=—F—a, et momentum ine

m R4a : : 2 i
5 —-3M.R* totius coni refti XQZ refpettu illius

ertiaze g =

axeos QC.
Z 2 417.Cos
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417. Corollarium a,
Fig. 57 Momentum inertiae z coni truncati et recti bdDB (57.Fig.) refpe@a
illins axeos ¢C, fi M fit illius mafla, de=—¢r radius minoris, DU=R
‘vero radins majoris bafeos, et Cc=—g axis, erit aequale diflerentiae mos=
menti inertiae coni Abd a momento coni ABD (4co. 3-)» adeoque per

(410. §.)

a=7% 7R% AC—5 714 Ac

. WeRs o iEE
I0 -E':I__'_T'J R—l‘ )

id eft

RS —1* - RE—1*

KB—

418, Corollarium 3,
Fig. §9. Sit QX quadrans circuli, et XQZ dimidius globus radii XC=QC
=R; erit y»=2Rx—x2: igitur in (415. §.) fiet

™ i
em=w(2Rx—x*)ex; ep=— 2Rx—x*)’sx.

Hine integrando reperiemus maffam m fegmenti fphaerici AQB pro
quavis abfcilla x==Qb, et illins momentum inertiae x refpeftu axeos
QC, nimirum
| =$7x(3R—x);
=357 x}(20R2—15R x43x3).
20R*x—15R x* 43 %3

3R =X iR

feu p—=m.

419, Corollarium 4.

Pro x:=QC=R in (418. §.) invenietur mafla m et momentum’ in-
ertize w dimidii globi XQZ refpetu axeos QC ad bafim XRZSX per-
pendicularis, . nimirum

m=3%7rR}; a=— 4 xR°=2mR2%
Si autem-bis fumas tam maffam, quam momentom inertize dimidii

globi, invenies maffam M et momentum inertiae w totius globi refpeitu
illius axeos (399. §.), nimirum

M=3%rR; pu=F xR =2MR"

420, Co-
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420. Corollarium g,

Determinatis moimentis inertize fegmentorum fphaericorum A QB,
pQq refpeftu axeos QC per (418. §.); invenies momentum inertise
maflae ABqp, interceptae inter fetiones fphaerae A DBE, prqsp inter
fe parallelas et axi QC per illarum centra b, a tranfeunti perpendiculares,
refpetu ejusdem axeos, fi momentum fegmenti AQB fubtrahas a mo-
mento fegmenti pQq per (4co. §.).

421. Corollarium 6. :
Momentum inertiae globi excavati, ita ut illius cavitas fit {phaera
concentrica, refpeftu axeos ejusdem reperietur aequalis differentiae mo-
menti maflae cavitatem explentis a momento totius globi pro perfette
folido accepti (4o00. §.):" quodli ergo radius totius globi vocetur R, ra-
dius cavitatis r, maffa vero feu pondus globi excavati M, et illius mo-
mentum inertiae «; erit per (419.)

——

p=FrRP—F&Lr': M=4+R3—%71%
Adeoque etiam
RS —r%
=L r(RP—rf)—2M ——.
p=sr( JSIM s
423, Corollarium 7.
Sit QX arcus parabolae, pro quo erit y2—=px (Vol. I, §. 5¢8.);
debebit efle in (415. §.)
EM=wpPXeX; &p=i7p>x?ex:
confequenter fiet
=3wpx?; p=iwp*xi=im.y?
ubi m denotat pondus feu maffam fegmenti A QB conoidis parabolici X QZ,
et w illias momentum inertiae refpettu axeos QC.

423. Corollarium 8. .

Pro arcu QA hyperbolae, cujus revolutione circa axem transver-

fum QC generetur conois QADBEA; erit per (Vol. L. §. 550)
2 b2

y'= —— x4 —x*: pro maffam conoidis QAB, et momento in-
a

ertise x refpeftu axeos QC habebimus ergo per (415- §)

Z3 £m




182 DISSERTATIO XI.

bz b2 2
sm.__:r(—-—- x -+ '—5'—}{ )sx; s,u:%rr( = X+ —-x2> EX;

et integrando inveniemus

W=z 6 —(3ax242x%);

L= gbﬁ (1022x3 +15ax%46x5).

b2 1082 x4 15ax>-+6x* i
10az 3aft2x

feu pr=

424. Corollarium 9.
Quodfi autem QA fit arcus ellipfeos, cujus revolutione circa axem

transverfum QC generetur fegmentum A QB:=m {phaeroidis elliptici ;
b* bz

erit y*=-— x — —-—x’- (Vol. I. §.525): pro momento inertiae x
fegmenti m=AQB refpe&u axeos QC debebit ergo per (415. §.) efle

b2 b? ) T b? b* X2 ; X:
T X — _ﬂx- EX: & —_—— — — — eX>
em= ( g ERES D = X 2 )

ok (3ax*—2x%);
M= \dal X°);

bé
P=om (10a*x? —15ax*46%%).
b* 10a®x—15ax>2+46x?
feu p= -—m
102 3a—2X

425. Corollarium 10,

Et pro x—=QC=4%a in (424. §.) prodibit maffla m, et momentum
inertiae u dimidii fphaeroidis elliptici X QZ refpeétu axeos transverfi Q G,
fimirum

e el

Hujus duplum dabit maffam M integri fphaeroidis et illius momen-

tum inertiae u refpeftn axeos transver{i, nimirum

me—

wba xb%a

e a= =MbY

M=
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. 9326, Corollarium 11,
Eodem prorfus modo invenietir momentum inertiae p fegmenti
m=A ( B fphaeroidis elliptici revolutione arcus QA ellipfeos circa axem
conjugatum QC geniti.  Hoc enim cafu, pro x=Qb, y=Ab, , erit

a
aequatio ad ellipfim y*= BT -E:_—-x‘: igitar per (415. §.)

a® . 2 ,,) ‘Jl"( 3 a? ,‘)3
e m— O e e EX: gpr——| — X == — X" E§X3
&m m b b,, ’ H 2 b bz 2

mss——— ()b‘ (3bx*—2x3);
2 %3 e 3 5
O 6ob4 (Iob x3—15bx* 4 6x5),
DR 10b*x—15bx*46x?
fousp = 1obr 3b—2x

427. Corollarium 12.

Et pro femiaxe conjugato x=QC==4%b obtinebis ex (426. §.) mal-
fam m et momentum inertiae x dimidii fphaeroidis elliptici- XQZ revo-
lutione quadrantis QX ellipfeos circa femiaxem conjugatum QC geniti,
cujus duplum dabit maflam M et momentum inertiae u iategri fphaeroi-
dis revolatione ellipfeos circa axem conjugatum geniti refpeftu ejusdem

axeos, nimirum
7a’h ma%h

%7

M=—

4328. Corollarium 13,
Centrum gravitatis globi BP D Q (76. Fig.) coincidit cum illias cen- Fig. 76.

tro magnitudinis C (231. §.): quare, {i axis mn detur in diftantia .
AC=AB+BC=d+R a centro C, pro radio globi BC=R, et BA=4d,

cum momentum inertiae globi BP DQ=M refpeftu diametri P Q axi mn
parallelae fit £ 7 RS =2MR* (419. §.); erit illius momentum inertiae x
refpe@u axeos mn per (406. §.)

p=f AR TR (R
=28 r RF 4+ 47 R3(d42R)d;
fes p=%M(7R* + 10Rd+5d%).

Et




Fig. 77.
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Et pro d=BA=o0 erit momentum inertige globl M=BPDQ re-
fpectu axeos pq illum in B tangentis

p=3TRE=FMR%,

429. Problema.
Invenive momentum inertiae lentis BP D Q (77.Fig.) ex duobus fegmen-
tis Jphaericis BPD, BQD compofitae vafpedtu illius axeos minoris P Q.
Solutio. ,
1. Sint axes lenrfs PQ=2b, BD=2a, adeoque femiaxes PC=b,
BC=a: cum femiaxis BC fit ordinata circuli maximi fphaerae, ad quam
fegmenta BPD, BQD pertinent, refpc.idens abf'uﬁael C, fi radius ejus-

dem fphaerae vocetur R; ‘erit

a’=—2Rb—b?; hincR= k13 14T
: 2b

2. Pro hoc ergo valore radii R, fi ponas x*=PC=Db in (418. §),
invenies et maflam m fegmenti BPD

, et illius momentum inertiae re-
fpectu axeos PQ, cujus duplum dabit maffam M totius lentis BPDQ,
ejusque momentum inertiae p refpettu axeos PQ.
3rb(3R—b);
p=gs7b*(20R*— 15Rb+3b%);
confequenter
D'I 3 W(Da b+b )s
a1 2a2h2 L b4
ek w (1oMb s A bIE B AN, o k5 D i ol
3a°+b*

430. Corollarium,

Centram gravitatis lentis BPDQ ex fegmentis {phaericis aequa-
libus BPD, BQD compofitae coincidit cum medio punéto C, in quo
illius axes PQ=2b, BD=2a fefe biflecant (229. 154. §.): momen-
tum inertiae ejusdem lentis refpe@tu axeos mn paralleli ejus axi minori
PQ, et perpendicularis ad axem majorem B D in A produftum, erit ergo
—pn4+M,AC?, denotante M mafiam lentis, et g illins momentum iner-
tia refpetta axeos PQ (4%6. §.). Quamobrem, fumto valore pro » et M
ex (429.§.), pofitaque diftantia AB=—d, ut fit AC=d+a; erit mo:
mentum inertiae lentis refpeCiu axeos mn
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=y sr(10a*b+52°b*+b%)+ 17 (3a’b+4b3)(d+a) =
gy a ‘Oa“+ia’b’+b“)
=5 M (1o(d+a) + Py .

Hinc, fi fiat d—AB=o0, obtinebitur momentum inertiae lentis
BPDQ refpettu axeos pq in vertice ejus B paralleli axi minori PQ et
perpendicularis ad axem majorem BD, nimirum =

s57w(q0a*bt 152’ b* - b¥ =
408*+ 1527 b2+ b4
3a*+b? '
431. Problema.

= M

Invefligare smomentum inertiae dati corporis ADC (30. Fig.) refpelu
plani MN pofitigge dati.
Solutio.
1. Sit PQ perpendicularis ad planum M N, fumtaque ejus parte varia-
bili x=@Qb cogitetur per b tranfire planum br parallelum plano M N,
quod ex toto corpore AD C abfcindat partem rs CD=m, cujus momen=
tum inertiae refpettu plani MN vocetur mk?,

2. Si variabilis x=0Q b crefcat differentia Ax=ba, crefcet fun&tio
m aequalis maflfae rsCD differentia Am aequali maffae rsqp inter plana
br, ap parallela interceptae, et momentum inertiae m k* maflae m cref-
cet differentia A mk? aequali momento inertiae maflae Am=pgqsr re.
fpeftu plani MN per {401.§.). Cum jam x==Qb fit minima, et x4+Ax
=—Qa maxima inter diftantias omnium minimarum particularum maffam
Am=pqsr conftituentium a plano MN; erit per (404. §.)

Amk*> Am.x* et Amk* <Am(x+A4x)%;
feu Amk*> Am.x* et Amk® <Am.x*+Am(2xAx+A4x2).

- 3. Quidquid vero eft funtio m variabilis x, dari debent certi coefli-
cientes f, g, h, etc. independentes a Ax, pro quibus fieret A m= -Ei:— Ax
+fAx24gAxifete. (Vol. I, §.84): in (2) erit ergo pro qualibet co-
gitabili differentia A x—=ba

Amk?
Volwmen II, Aa Ax

Fig. jo,
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Amk?

X2sm
o >—;—:—-+ fx*Ax+gx2Ax24 etc.;

Aneitad { ik +fx2Ax+ gx2Ax24 etc,
Ax < &X +(£EE- +fo+g&x"+ete.)(2xAx+A x2),

X

4. Hinc (3) per (Vol. L. §. 131.) invenietur exponens rationjs diffe-
rentialis momenti inertine mk® maflae m=rsCD refpettu plani M N,
Dimirum smk*z=x2em.

5. Quamobrem, f{i exponens & m rationis differentialis maffae
m=—rsCD pendentis a variabili x=Qb fuerit per x et ¢x determina-
bilis; poterit quoque ope calculi integralis determinari momentum inertiae
mk® ejusdem maflae refpeftu plani MN; et hinc invenietur porro mo-
mentum inertiae totius maflae ADC pro illo valore variabilis x, pro quo
maffa indeterminata m=—rsCD in ADC abiverit.

432. Corollarium 1.

Inveftigatio haec momenti inertiae dati corporis refpeftu plani pofi-
tione dati ferviet in multis cafibus ad eo facilius inveniendum momentum
inertiae ejusdem corporis refpeftu dati axeos: fi enim concipiantur duo
plana fefe fub angulo refto interfecantia, ita ut communis illorum inter-
feftio coincidat cum dato axe, tum quaerantur per (431.§.) momenta
inertiae corporis refpectu utriusque plani; erit fumma momentorum ae-
qualis momento inertiae ejusdem corporis refpeétu dati axeos (403. §.).

433. Corollarium 3.

Exemplo fit cylinder re®us (78. Fig.) axeos ch:=a et radii cd=R.
Sit enim ABDC planum tranfiens per centra ¢, h bafium, in quo axis
ch jaceat, et radius cd fit ad AB perpendicularis: £ in hoc capiatur
€g—x et per g ducatur planum abfe parallelam plano ABDC; erit
maffa ABbaeCDf=m certa fan&io variabilis x, pro cujus momento
inertiae x refpectu plani ABDC debebit effe ex=x%em (431. §)
Cum autem fit m=2a.Acga, hinc em—2aeAcgar—2a.y&X pro
ag=y (Vol. 1. §. 488.); habebimus

su—=2ax*yexr=3zax*exy (R2—x2),
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Hinc integrando per (Vol.I. §. 289. 308-) prodibit
x R=
4

4
#:—Z—X\('(R’—x‘}’-!-a /(Rz——xz)+——3§ Arc Sin %

Pro x=cd=R erit ergo ,u:iE:Arc Sin t={FfaxR* momentam
inertiae dimidii cylindri refpe&u plani ABDC, et2p—%axR* momen-
tum integri cylindri refpe€tu cojusvis plani ABDC traleuntis per centra
bafium c, h: momentum inertiae integri cylindri refpeftu illius axeos ch
aequale fummae momentorum ejusdem cylindri refpeftu duorum plane.
rum ad invicem perpendicularivm per centra ¢, h tranfeuntium * (432. §.)
erit itaque ==jawR*+jarR¥=ZaxR* ut in (412. $)-

434. Corollarinm 3.

Petatur momentum inertiae u corporis ABZ X (59. Fig.) revolutione
plani AbCX ad b, C reftanguli circa axem QC geniti refpeftu axeos
MN jacentis in plano ad QC in Q perpendiculari, dato illius momento
inertiae Z refpectu axeos QC. Si per (431.§.) quoeeratur momentam
inertiae X corporis X ABZ refpettu plani in Q ad QC perpendicularis;
erit u—X+17Z.

Quodlibet enim planum, in-quo axis QC jaceat; dividet corpus
ABZX in doas partes fimiles et aequales, ita ut momenta inertiae re-
fpe€tu omnium ejusmodi planorum inter fe aequalia fint Futura (398.§.):
quodfi ergo cogitentur duo plana fefe in QC fub angulo refto interfe.
“cantia, et Y fit momentum inertiae corporis ABZX refpetu unius talis
plani; erit Z=Y+Y=—2Y momentum inertiae ejusdem corporis re-
fpectu axeos QC (403.§.); adeoque Ye==1Z. Sed i onum planum, in
quo QC jacet, concipiatur efle perpendiculare plano, in quo jacet axis
MN, ita ut MN fit communis inter{c{tio horum planorum; erit eo ipfo x«

=X+Y (403.§.), confequenter p=X-+1Z.
435. Corollarium 4.

Sit inveniendum momentum inertiae x cylindri refti (78. Fig)
ARSEDC refpettu axeos AB cum diametro bafeos coincidentis. Pro
radio cA=R, axe ch=—a, cu=x, fi per u tranfeat feflio sr parallela
bafi ARS, fiat maffla A RSrs=m, et illius momentum inertiae refpectu

plani ARS fit X; erit

Aa 2 me=

_Fig. 59.

Tig. 78
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m=zR’x; em=xR*sx: igitur (431. §.)
eX=xZem=xR2x%ex; X=IxR2x.
Quamobrem pro x:=ch=—a invenietur X=%m=R>a?® momentiim in-
ertiae totius cylindri RSE D C refpeétu plani ARS : cum ergo Z—+4maR*®
fit illius momentum refpeftu axeos ch (412. §); erit momentum iner-
tiae refpectu axeos A B per (434. §.) p=X+iZ=%wR*a’+L7aR*
=7z M(42°43R*), denotante M maflam cylindri.

436. Corollarium g.

Quageratur momentum inertiae x« coni re@&i ABD (56.Fig.) refpe&tu
axeos MN jacentis in plano ad axem coni AC=a perpendiculari,
dato tam hoc axe, quam radio bafeos BC=R. Pro x—Ac, duta

per ¢ feftione cq paraiiela bafi, fit X momentum fnertisae maliie m=A p q
refpectu plani MN, adeoque e X:=xZem (431. §.). Cumr area bafeos fit
x R?

==xR*, hinc area feftionis Pq: R*=x*: 2% erit pg=——x?;
AT R R :
m= x*, hincsm= —;z— ¥*&x. Quare habebimus
xRz x R*
eX—=——x%x; X= — %% o
z T

Pro x—=AC=a fiet itaque X=}»R*a3 momentam inertiae totius

¢4

coni ABD refpeftu plani MN; Ef autem Z= P
tum refpecto axeos AC (416. §.): momentum refpeéty axeos MN debet

ergo per (434.§.) effe u=X+2Z=%(wrR2a+ 57 R%a=3 M (42*4R?),
exprimente M maflfam ceni.

illins momen-

437. Corollarium 6.
Quidquid demum fit corpus QA DBE A (59.Fig.) revolutione plani
QAb ad b reftanguli circa axem Qb=x geniti, {i y=—Ab fit ordinata
curvae QA refpondens abfciffie x=Qb, et X defignet momentum in-
ertiae corporis QA B=m relpettu plani in Q ad Qb perpendicularis,
g vero exprimat illins momentum refpetu axeos MN per Q in eodem
plano excurrentis, et Z denotet illius momentum refpectu axeos Qb
erit
e X=x%em (431.§.) =mx2y®ex (Vol. 1. §. 490.);
eZ=imy*ex (415.§.); sp=eX+2¢Z (434 §)s
igitur
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igitar habebimus
w 3
;p:rx’y’sx-[v;';ry"cx:?(.; X2 y2 4 y4) ex,
Data itaque aequatione ad curvam QA inter ejus coordinatas ortho-
gonas y, x, licebit ope calculi integralis ex hac expreflione momentum

inertiae # corporis AQB refpettu axeos MN ad Qb perpendicularis im-

mediate elicere.
438. Corollarium 7.

Sit Q A arcus circuli, qui circa axem Qb revolutus generet fegmen-
tom’ fphaericum AQB:=M; erit y2==2Rx—x2: pro momento inertiae
u fegmenti fphaerici M— A QB refpetu axeos MN illud in vertice Q
tangentis erit ergo per (437. §.)

B b= %’(4\ (2Rx—x*) +(2Rx—x?)?)ex
—:-\412\13—3:{4-{—41{" X2) sX.

igitur erit
b= -}(Rx4——;-x5+-‘,!R=x3) = & rx’(15Rx—gx?+420R%);
feu pro malfa AQB=M,

15 Rx3420R3x—0gx?
3R—x

p=Fs7x3(15Rx 4+ 20R*—gx*) =M

Ex hac porro expreflione momenti inertiae fegmenti fphaerici AQB
refpeCtu axeos MN invenies pro x==R vel x==2R momentum inertiae
dimidii vel integri globi refpeftu axeos MN illum in vertice Q tangentisz:
nimirum momentum inertiae dimidii globi, denotante M illius maffum, erit

R RF=43MR?;
et momentum inertiae integri globi, denotante M ejus maffam, fiet, ut in

1428. §.)

ll

— 28y RF=ZMR=

5

439. Corollarium §.
Pro fegmento m=—QAEBDA conoidis parabolici revolutione arcus.
parabolie QA circa ¢jus axem Q C genito, et illius momente inertiae w

refpectu axeos MN illud in vertice Q tangentis, debebit iﬂ» y2=px:
Aa 3 igitar
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igitur 8p= :—(4px’+p=:{2)sx;

hine pi=-(px*+3p*x%); fenlob m=4rpxe,
7r

_ 7’ L
p= TGP =m(3 X +p?).

440. Corollarium 9.
Pro fegmento m=—A QB fphaeroidis elliptici revolutione arcus el-
lipfeos QA circa axem transverfum QC genito, cujus momentum iner-

tiae refpectu axeos MN illud in vertice Q tangentis fit «, erit
T b2
il

x#; igitur per (437.§.)

2

6u= ::4 ex ((42°—2ab?)x*—(4a*—b?*) x* +a>b*x?),

Adeoque debebit efle
bz

P=rrom ((30a’ — 152 b2)x*— (242>—6b?) x*+ 10a%b* x%);
2

feu ob m= g; (3ax2 —2x?)

8 (30a’—15ab*) x>—(2 42>—6b*)x>+ 102 b2x

pe=agtt. a®(3a—2Xx) B
Hine pro x=—3a invenies momentum inertiae dimidii fphaeroidis

elliptici revolutione quadrantis ellipfeos circa femiaxem transverfum geniti

refpectu axeos M N fphaeroidem in vertice Q tangentis, fi M fit maffa dimi-
dii fphaeroidis,

wab? ¥ :
p= (9224 4b>) =35 M (9a* + 4 b,
8.120
Et pro Xx=—a reperies momentum inertiae integri fphaeroidis ellip-
tici revolutione ellipfeos circa axem transverfum geniti relpetu axcos
fphaeroidem in vertice axeos transverfi tangentis, denotante M illing

maflam ;
=ab?
= 6 az 4+ b2)= "M (62a>+b2).
B 120(-’*-&-19) 25 M (62* 1 b?)
441. Problema.
Fig- 79- Tuvenire momentum inertiae prifmatis triangularis veli A BCFED

(79.Fig.) dafium ad C, F velangularum refpellu lateris AD.
Solutio.
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Solutia,

1. Sit latus prifmatis AD=I, et latera bafium angulos reftos com-
prehendentia finot AC=DF=a, CB=FE=b; erit maffa prifmatis
(411. §. Schol.) M=%abl.

2. Duto plano aADd perpendiculari.ad ACFD; erit communis
interfefio horum planorum ipfe axis A D refpeéta cujus debet determinari
momentum inertiae totius prifmatis: aequabitur ergo illud fummae mo-
mentorum inertiae dati prifmatis refpettu planorum aADd, ACFD
(404 §

3. Quare fumatur Ce=x, et per e ducatur feftio eohi parallela
plano ACFD: pro mafla m=ACFDhieo, et illius momento iner-
tiae u refpeétu plani ACFD habebimus ex==x2em (431. §.).

Sed cae:-—A—i;'CE —a— -T:- X3

confequenter

ACeo—% (AC+4oe)Ce—ax— x23

a
S Ly

x*:

m—ACeo.AD=axl|— al
ab

Debet itaque poni

1
sm= -ab—(b--—x) £X; & m:—-%l- (bx2—x3)eX.

Quamobrem erit

al al x
p=—— (G —§ x4) = ———(4b—3x).

4. Pro x=BC:=0>b in (3) obtinebimus ergo momentum inertize
totius prifimatis refpetu plani AF, = 5alb3.

§. Porro capiatur A f=x, duftoque per f plano fohg parallelo ad
aADd, ponatur maffa AfohgD=m, et g fit illius momentum inertiae
refpettu plani aADd; erit per (431, §.) ep=x2em,

b x@-
22 e ?

Sed eft fo:-_‘_’—-x, hinc Afo=

LR
2a

x3: igitur fiet

Lh ]




Fig. 8o.
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3 bl
em=— x e x; hinc e,u:—a——x%x.
L T bl
Quare debebit efle p— oy x4,

6. Pofita variabili x=AC=a in (5) inveniemus ergo momentum
inertiae totius prifmatis ABCFED refpettu plani aADd, =% blad.

7. Ex his (4) (6) per fe jam ob (2) fluit momentum inertiae p dati

prifmatis refpettu lateris AD, nimirum
p=+5alb’+ibla®=+5abl(3a*4Db?)
=5 M(32" 4+b*) ob (1)

: 442. Corollarium 1.

Momentum inertiae ¢ prifmatis triangularis re&i ABCDEF (80.Fig.)
refpectn axeos AT, {i uterque angulus bafeos ad B, C fit acutus, aequa-
bitur fammae momentorum prifmatum ACpqDF, ABpqEF bafium ad
p, q rectangularium, in quae illad plano Apgql ad CB ED perpendicu-
lari poteft dividi (299. §.): quare, cum pro Ap=a, Bp=b, Cp=yo,
AF=1 per (441. §.) debeat efle

Mom. ABpgqEF=; abl(3a*4-b?);
Mom. ACpgDF=y3acl(3a*>+c?):
Fiet eo ipfo
p=szabl (382409 +kacl (30 + )
hinc, ob prifmatis maffam M=Z%al(b+c), erit
p=-al(b*+c3+3a%(b+c)=:M(32>+4 b2+ c2—bc),

443. Corollarium 2.

Si autem unus angulus bafeos ABC prifmatis triangularis reti
ABCDEF, puta angulus ad C (81. Fig.) fit obtufus, et planum ApgF
ad BCDE perpendiculnfe; erit momentum inertiae prifmatis ABCDEF
refpeftu axeos AT aequale differentiae momentorum prifmatum ABpqEF,
ACpqDF (goo. §.): cum ergo fit pro Ap=a,Bp=b,Cp=c, et
AF =1 per (441. §.)

Mom. ApqEF= {:abl(3a%>+b?);
Mom. ACpqDF='acl(3a2+4¢c2);
erit momentum p prifmatis ABCDEF refpeftu axeos AF

r=x5abl(3a*+b%) —&Hacl(3a*+¢c2);
adeo-
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adeoque ob illius malfam fal(b—c)=M
p=s%ald’—c*+3a°(b—c)=;zM@3a*+b*+c*+bc)
444, Corollarium 3,

Si bafis ABC (8o. Fig.) prifmatis fit aequicrura angulorum ad C, B
aequalium; erit b—=c=4BC, et a=1y(4AB*—BC’) in (442. §.):
pro AB—=AC—u« et BC=p, AF=I erit ergo momentum inertiae 2
prifmatis ABCDEF refpetta axeos AF

S 2 B 2 2 I 2 3
v=es (S 4+ 4836w —p)) 5 VG —p,

o w=-L Gar— )y U~y =rsM (G~

445. Corollarium 4,

Momentum autem inertiae prifmatis triangularis refti regularis ba.
feos aequilaterae refpeftu axeos AF erit pro a—=S=AB=BC=CA,
et AF=I1 per (444. §.)

F‘::‘Ex‘l(g:‘i%mﬂzt

446. Corollariam 3.

Momentum inertiae cujuslibet prifmatis reéti regularis (49. Fig.) re.
fpeftu illius axeos PQ, datis latere bafeos AB=—p, radio PA—=z, axe
PQ=I, et numero n laterum AB, BC, CD, etc., invenietur, fi capiatur
momentum inertiae prifmatis triangularis APBbaQ per (444.§.), illudque
multiplicetur per numerum n tslium prifmatum datum prifma conftituen-
tiom (399. §.): ea-propter, fi M denotet maflam totius prifmatis
ABCDEedcba, erit illius momentum inertiae refpettu axeos P Q

p=F5L16«*—p*) V(42> —F*) = F M (6> —f7).
447. Corollarium 6.

Momentum inertiae cujuslibet parallelepipedi A BCFGHDE (82. Fig.)
refpeftu axeos MN coincidentis cum ejus latere ED invenies, {i illud in
duo prifmata triangularia FGEDHA,FCEDBA mente refolvas; horum
momenta inertiae refpeftu axeos MN per (441. 442. 443. §.) quaeras;
tum in unam fummam colligas (399. §.).

Volymen Il. Bb 448, Co-

Fig ts,

Fig. 49.

Fig. 82.
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448. Corollarium 7.

In fpecie ergo, fi ABCFGHDE=M fit parallelepipedum reftan-
gulum, et GE=I,CE=a, ED=b; erit illius mafla M==abl, et
momentum inertiae refpettu axeos MN per (447.441. §.)

#=rsGE.GF.ED(3GE*+GF")+7EC.FC.ED(3EC? 4 FC2),

feu p= Jabl{(@®*4*) =1 M(a>+1?).

449. Corollarium 8.

Si a—CE, et b=ED continuo decrelcat, tum prope evanefcat;
abibit parallelepipedum in virgam tenuiffimam GE=I, cujus-momentum
inertiae refpedtu axeos MN ad illam perpendicularis poterit poni
=1MP=%P (448 §..

450. Corollarium g.

Si vero tantum a==CE decrefcat et prope evanefcat; debebit paral-
lelepipedum reftangulum abire in laminam tenuiffimam pariter rectangu-
lam GHDE, cujus momentum inertiae refpeftu axeos MN, pro EG=],
ED=b, poterit poni =1MI>=3bl (448. §.).

451. Corollarium 10,

Si denique b==ED adeo parvi valoris fit, ut prope evanefcat; pa-
rallelepipedum re&angulum abibit in laminam tenuiffimam retangulam
FCEG, cujus momentum inertiae refpeftu axeos MN ad illlam perpen.
dicularis poterit poni =1 M (a*4-1*)=%al(a2+12) pro a=CE, I=GE
(448. §-

- 452. Corollarium 11.
In cubo AFED erit GE=CE=ED=I=a=—b: momentum iner-
tiae cubi AFE D refpetu axeos M N erit ergo #a? (a242a%)=%a"—=2Ma®

€448. §.).
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DE
MOTU MASSARUM CIRCA AXES FIXOS.

453. DEFINITIO.

Si corpus rigidum Z (6o. §.) circa lineam reftam R pofitione datam fic
moveatur, nt haec durante motu eundem perpetuo fitum refpe€tu om.
nium punftorum corporis Z retineat; erit ejus motus gyratorius, et
reta R Axis gyrationis, et quidem fixus (qualis in fequentibus difquifi-
tionibus ubique fubintelligetur), {i is perfette quiefcat, nullisque viribus.

cedat,
454."Corollarium 1.

Singula punfta a, A (83. Fig.) corporis in motu gyratorio circa da. Fig. 83.
tom axem MN cooftituti easdem perpetuo fervant diftantias af, AF ab
axe gyrationis MN (453- §.

455. Corollarium a3,

In motu igitur gyratorio debent fingula punta a, A corporis defcri-
bere peripherias circalorum abc, ABC ad axem gyrationis MN perpen-
dicularium, centraque f, F in illo habentium, quorum radii af, A F aequan-
tur perpendiculis ex puntis s, A ad eundem axem demiilis (454. §)

456. Corollarium 3.

Cum autem durante motu gyratorio corporis circa datum axem MN
fingula ejus punéta tam ab axe MN (454. §.), quam inter fe ea:dem
perpetuo diftantias fervent (453. 60.§.); evidens eft, fingula punéta
a, A quovis tempore t per arcus fimiles ad, A > promoveri, interceptos
inter crura af, df et AF, DF angulorum aequalium afd, AFD, quos
perpendicula af, AF ex iisdem pun€tis ad axem MN dutls intra idem

tempus debent percurrere.

Bb 2 457. Dg-
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457. DEFinNITIO.

Si recta af perpendicularis ad axem gyrationis MN circa hunc axem
in circulo acb moveatur, debebit illa quovis tempusculo t per certum
angnlum afd promoveri independentem 2 longitudine ejusdem reétae:
quamobrem licebit reftae af et cuivis ejus pun&o a, « ejusmodi celerita-
tem tribu ‘e, per quam ea ad certum angulum afd certo tempore per-
currendum determinetur (257. §.); atque haec deinceps nomine Chleritatis
angularis reftae af et cujuslibet ejus punéti debebit intelligi.

458, Corollarium 1. :

Spatia, quae celeritatibus angularibus percurri fupponuntur, funt to-
tidem anguli, non autem lineae ut in {252. §.): femper vero illae et hi
anguli debent inftar quantorum heterogeneorum concipi, quorum unuin
alteri aequari nequeat (456. §.).

Scholion,

Contra rei naturam loquuntur idcirco,.qui celeritatem angularem in
ipfa illius definitione certo angulo ponunt aequalem: in (264. §.) expofui,
quo feofu celeritas puncti in linea refta vel curva incedentis per certum
fpatiolum pofiit exprimi; mox vero declarabo, quo fenfu celeritatem quo-
que angularem certo angulo vel arcui aequure liceat. Eulerus, in
Theoria motus corporum folidorum Jew rigidorum, celeritatem angularem
in motu gyratorio vocat celeritatem punti, cujus diftantia ab axe gyratio-
nis unitate exprimitur: is ergo dat definitionem celeritatis angularis ob~
fcuriorem fuo definito, affumens in ipfa definitione, quod ex genunina no-
tione celeritatis angularis demonftrandum eflet.

: 459. Corollarium 2.

Motus reftae af circa datum axem MN erit uniformis feu aequabi.
lis, i illa fingulis tempusculis aequalibus per aequales angulos promovea-
tur, proinde eadem perpetuo celeritate angulari circa MN volvatur (458.
457- 254. §.).

460, Corollarium 3.

Fig. 83.8%.  Quodfi ergo duae reftae af, su (83. 84. Fig.) ad axes fixos MN,
mn perpendiculares motu uniformi incedant in circulis acb, pyr; erunt
anguli afd, sur, quos illae intra idem tempus percacrerint, inter fe ut
celeritates angulares earundem rectarum (459. 458- 260. § ).

461. Co-
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461. Corollariom 4.

Anguli vero afd, ale, quos refia af, determinata celeritate angu.
lari motu uniformi circa axem MN in circulo acb incedens, intra diverfa
tempora percurrerit, et anguli afd, sur, quos duze reftae af, su, aequa-
libus _celeritatibus angularibus in circulis acb, pqr circa diverfos axes
MN, mn mota uniformi incedentes, diverfis temporibus confecerint, erunt
inter fe in ratione direfta refpeftivorum temporum (259. 258. 261 §.

462, Corollarium 5.

Quo motus ejusmodi ad calculam poflit revocari, congrnae menfurae
celeritatum angularium, fpatiorum (458. §.), et temporum conftituantur
oportet. Retento minuto fecundo pro menfura temporum (262. §. 2. n.),
fumatur, ob (458 et 262. §. 1. n.), pro menfura fpatiorum angulus
aequaii angulo d, inter cujus latera intercipiatur arcus ex ejus vertice ra-
dio =1 defcriptus et eidem radio aequalis (Vol.l. §. 5. Schol. 3. n.2.).

463. Corollarium 6. :
Hinc licebit pro menfura cujuslibet celeritatis angularis ¥, qua in
mota uniformi (459. §.) angulus A quovis minuto fecundo percurratur,
eam determinatam celeritatem angularem o accipere, qua motu pariter
uniformi quovis minuto fecundo anguius ¢ fumtus pro menfura angulo-

rum A (462.§.) debeat percurri (262. §. n. 1. 4.).

464. Corollarium 7.
In (463. §) erit ergo A:d=4y:a per (461.§): igitur J—:— =-L,

b
id eft: exponens rationis anguli A quovis minuto fecundo celeritate an.
gulari y percurfi ad angulum ¢ pro ejus menfura acceptum aequatur ex-
ponenti rationis iplius celeritatis angularis y ad celeritatem angularem o
pro illius menfura acceptam (463 §.). Quodfi ergo ¢jusmodi exponentes
per A et y deinceps exprimantar; poterit poni y=A, atque hoc unico
fenfo, improprio ut patet, licebit celeritatem angularem y in motu uni-
formi (459. §.) aequare angulo A, qui eadem celeritate quovis minuto
fecundo percurritur (264. §.).

Bb 3 465. Co-
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465. Corollarium g.

Verum, fi @ denotet arcum radio =1 ex vertice anguli A inter
ejus crura defcriptum, aequabitur @ exponenti rationis anguli A ad angu.
lum ¢ pro illius menfura accepium 462.§.) et (Vol.1. §. 5. Schol. 3. n.2.):
hoc ergo exponente expreffo per A poterit poni A=@, hinc etiam y=¢@
(464. §.). Eodem itaque fenfu, quo celeritatem angularem y in quovis
motu uniformi (459.§.) angulo A aequare licuit, qui eadem celeritate quo.
vis minuto f(ecundo percurritur (464. §.), poterit illa aequari etiam ar.
cui @, qui ex vertice ejusdem anguli radio &1 inter ipfius crura de-
fcriptus poteft cogitari.

466. Corollarium g.

Per haec jam poterit motus uniformis reftaram eirca datos axes
(459- §-) eadem prorfus ratione, qua motus uniformis punétorum in li-
neis incedentium (265. 266. 267. §.), determinari.  Si enim refta af
motu ejusmodi in circulo abe circa axem M N volvatur celeritate angu-
lari C, angulumque S==afd quocumque tempore T percurrat; debcebit
illa quovis minuto fecundo percurrere angulum A:S=1":T (461.§.):

A

y

T
erit ergo. —— : =1 T denotante ¢ menfuram angulorum A, S

C S T .
(462.8.), fen e R T (464. §.), unde, i per C, S, T intel-
ligantur exponentes rationum celeritatis C, fpatii S, et temporis T ad

menfuras a, ¢, 1" (462. 4653. §.), neceflario fequitur C:S=1:T, hine

ML h T L

467. Corollarinm ro.

Haftenus motum gyratorium uniformem reCtarum circa datos axes
confideravimus (459. §.). Difformis feu inaequabilis erit ejusmodi motas
cujusvis reftae, fi celeritas angularis illo durante non maneat perpeiuo
eadem (457.§.), fed continuo mutetur (268.§.). In tali motu habebit ergo
refta af quovis moemento aliam celeritatem: celeritas angularis, quam
illa in fine certi temporis T ab initio motuas computati habuerit, erit ejus
coleritas tempori T debita aeftimanda ex angulo, quem eadem refta quo-
vis minuto fecundo tali celeritate percurreret, fi ejus motus effet unifor-

‘i:
mis,
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mig, vel ex arcu radio =1 ex vertice ejusdem anguli inter ejus crura
defcripto (271. 464. 465- §.).
468. Corollarium 11,

Quocunque autem tempore duret motus gyratorius dati corporis circa
datum axém MN; necefle eft, ut omnia illins pun€ta eadem celeritate
angulari circa axem MN volvantur (456. 457. §.): cenfebitur ergo totum
corpus quovis momento determinatam habere celeritatem angularem, ni-
mirum illam, quam fingula ejus punéta eodem momento habuerint; motus
autem ipfius gyratorius uniformis erit vel difformis, prout perpendicula ex
fingulis ejus punélis ad axem gyrationis demiffla motu uniformi vel dif-
formi (459. 467. §.) circa eundem axem fuerint mota,

469. DErFiNITIO.

Eodem tempore, quo in motu gyratorio dati corporis circa datom
axem MN (453. §.) perpendiculum afiex quocunque ejus punfto a ad axem
M N demiffum per certum angulum afd promovetur, percurritur ab ipfo
pun&to a arcus ad circuli acb: celeritas punéti a, qua ejusmodi arcus per-
curritur (257.§.) vocabitur deinceps Celeritas linearis fen vera punéti a, quo
illa ab ejus perpendiculique af celeritate angulari (457. §.) diftinguatar.

470. Corollarium 1,

Vera feu linearis celeritas cujuslibet punéti a corporis in'motn gy-
ratorio circa datum axem MN conftituti aeftimabitur ex arcu circulari,
gquem illud eadem celeritate -motu uniformi circa axem MN percurreret

€469. 264. 271. §.).
471, Corollarium a.

Sunt aotem srcus =d, AD a quibuslibet duobus punétis a, A corporis
circa axem MN motu gyratorio incedentis quovis tempore percurfi inter
fe fimiles (456. §.), adeoque inter fe in ratione diftantiarum perpendicula-
riom af, AF eorundem punftorum ab axe MN: in motu gyratorio cor=
poris circa datum axem M N funt ergo verae feu lineares celeritates fin-
guiorum ejus punétorum quovis momento inter fe ut perpendicula ex iise
dem punétis ad axem MN demifla (470. §.).

472.Co-
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473. Corollarium -3.

Quamobrem debebunt elfe celeritates lineares omnium pun@orum cor-
poris in motu giratorio circa axem MN conflituti inter fe sequales, fi
illa aequaliter diftent ab axe MN; punfta vero inaequaliter diftantia
ab axe MN inaequales habebunt celeritates, majores magis, et minores
minus diftantia (471. §.). '

473. Corollarium 4.

Cognita unici pun&: a corporis circa axem MN moti celeritate vera
feu lineari ¢, datisque diftantiis fingulorum puntorum ab axe MN, pot-
erit eo ipfo determinari celeritas vera x cujusvis alterius puntti A: erit

enim x:c—AF:af (471. §.); confequenter x—=c¢ —
474. Corollarium 3.

Si pun&um a corporis in motu gyratorio circa axem MN tantam
per arcum ad acquirat celeritatem linearem feu veram c, et angularem v,
ut illud eadem celeritate motu uniformi circa M N quovis minuto {ecundo
arcum =—de, retta vero af ex a ad M N perpendicularis angulum —dfe
deberet percurrere; erit c—de, y=@ pro arcu @ ex f radio =1 in-
ter crura anguli dfe defcripto (470. 465. §.), et dei@—=afi1: debebit
ergo efle

e i
c—y.af, et V="
475. Corollarium 8.

Adeoque, fi nofcatur celeritas angularis y in motu gyratorio dati,
corporis circa datum axem (468. §.) conftans (459. §.), vel certo tem.
pori t ab initio motus computati debita (467.§ ), eaque muitiplicetur per
diftantiam af dati punéti a ab axe M N, determinabitur eo ipfo vera feu
linearis celeritas ¢ punéti a (474. §.)» a qua inventio celeritatum linea~
“rium omnium reliquorum punétorum ejusdem corporis dependebit (473-§.).

476. Corollarium 7.
Data autem celeritate vera fen lineari ¢ unici punéti a corporis in motu
gyratorio circa datum axem MN confticuti, fiilla dividatur per diftantiam
af ejusdem punéti ab eodem axe, invenietur eo ipfo celeritas angularis ¥

puncti a (474-§.) totiusque corporis (468. §.).
{ 477. Theo-
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477. Theorema.

Si in punf¥a befa (85. Fig.) vei a ¢t d plani ABCD, circa axem
MN fixum cum illo firuii Time connexum libere mobilis , aequidiflantin ab
axe MN agant vires aequales P et Q ve! Q et R direffionibus bP et aQ
vel aQ et dR ad idem planum perpendicularibus; erunt ege vires inter fe
in aequiiibrio.

Demonftratio.

1. Si punfta b, a aequaliter diftent ab axe MN, quo perpendicula
bB, ax ex illis ad MN duéta fint inter fe aequalia; debebit refta ab
in axe MN biffecari: cum igitur vires aequales P, Q agentes in punéta
b, a plani AC circa axem fixam MN volubiiis neceflario in aequilibrio
eflc debeant, fi illae agentes in punéta b, a reftae inflexilis ba et circa
fixum ejus puntum medium c libere mobilis effent in acqui[\:brio; patet,
illas re ipfa futuras in aequilibrio (76. §.).

2. Si autem in pun&a a, d aequidiltantia ab axe M N agant vires ae-
quales Q, R; duétis ad MN perpendicalis 2z, d 3, productoque perpen-
diculo d 5 in b, ut fit b—=dpB=a«, cogitentur in b agere vires P, §,
inter fe et viribus aequalibus Q, R aequales, direétionibus bP, b§ ad pla-
pum AC perpendicularibus: erit vis S cum R, et P com Q in aequi-
librio, per demonitrata in (1). Quare erunt omnes quatuor vires S, R, P, Q
inter fe in aequilibrio (64. §.), et eo ipfo, quia vires P, § funt inter {e
feorfim in aequilibrio (66. §.), debebunt iis fublatis vires Q, R manere in
aequilibrio (65. §.).

478. Corollarium,

Si duo plana ABDC, CDFE (86. Fig.) fub quocunque angulo inva.
riabili BDF circa axem fisum MN mobili inter fe fint connexa, in quo-
rum punéta a, c aequidiftantia ab axe M N agant vires aequales P, Q di-
reCtionibus a P, ¢Q ad plana A D, ED perpendicularibus; erunt hae vires
in acquilibrio. ~ Sit ab in plano AD, bf=ab in plaro ED perpendicu-
laris ad axem M N, et in punétum f cogitentur agere vires g, p inter fe
et viribus aequalibus P, Q aequales diretionibus fq, fp ad planum ED
perpendicularibus : jacebunt direttiones viriam P, p in plano anguli abf;
yires idcirco P, p erunt inter {e in aequilibrio (76. §.). Quare, cum etiam
vires g, Q debeant inter fe efle in aequilibrio (477. §.), erunt omnes qua-
tuor vires P, p, q, Q inter fe in aequilibrio (04 §.): fublatis itagne

Fotumen 11, Cc viribus

Tig. 85,

Fig. 86,
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viribus p, q inter fe feorfim in aequilibrio exiftentibus (66. §.), manebunt
reliquae P, Q inter fe in aequilibrio (65. §.).

479. Theorema,

Si in duo pun®a a, e planorum ABDC, EFDC fub angulo invaria.
bili et circa axem fixum MN libere mobili inter [e connexorum agant vires
P, R direflionibus ad eadem plana perpendicularibus; erunt illae in acqui-
librio, fi [t inter fe in vatione inver/a diffantiarum ab, e d puniorum a, e
ab axe MN, id eft, fi fit P;R =ed:ab: o viciffim , fi vires Py R fint in
aequilibrio, erit P:R=ed:ab.

Demonfiratio.

L. Per hypothefim funt ab, ed perpendiculares diftantiae punéorum
a,e ab axe MN. Sit ed >ab, et fiat cd=ab, atque in punttum c
cogitentar agere vires r, Q inter {e et vi P aequales direétionibus cr, ¢ Q
ad planum ED perpendicularibus.

2. Debebunt vires r, Q inter fe neceflario effe in aequilibrio per
(66. §.), quidquid fint reliquae vires P, R.

3. Ponamus jam effe P:R==ed:ab; erit ob (1) etiam r:R=—¢cd:cd:
vires igitur r, R erunt per (92. §.) inter fe in aequilibrio.  Quamobrem,
cum etiam vires P, Q debeant elfe inter fe in aequilibrio {478. §.), erunt
omnes quatuor vires r, R, P, Q inter fe in aequilibrio (64. §.): unde,
quia vires r, Q funt feorim inter fe in aequilibrio (2), neceflario fequirar,
vires quoque P, R inter fe feorfim effe in aequilibrio (63. §o)

4. Si autem dicas, vires P, R efle in aequilibrio; erunt ob (2) omnes
quatuor vires r, Q, P, R inter fe (64. §.), et binae P, Q feorfim inter
fe in aequilibrio, ob (1) per (478 §.): fubiatis igitar viribus P, Q mane-
bunt vires r, R inter fe in aequilibrio (65. §.). Erit itaque r:Ri—ed:cd
(92. §.); hinc ob (1) etiam P:R==ed:ab.

480. Corollarium.

Si duae reftae af, AF (83. Fig.) cum axe fixo MN fub angulis reftis
firmiffime fint connexae, ita ut et utraque circa axem MN libere pofiit
converti, et impoilibile {it, ut una illarum circa MN convertatur, quin
eo ipfo altera quoque circa MN debeat converti; in punéta vero a, A
agant vires P, R fecundum diretiones aP, AR perpendiculares ad af, AF

in
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in planis ad MN perpendicularibus jacentes, in quibus jacent reftae af, AF:
pitentur hae vires reftas af, AF in partes oppofitas circa axem MN ea-
dem prorfus efficacia convertere, ac f{i reftae af, AF pertinerent ad
bina plana circa sxem MN mobilia et in hoc firmillime inter {e connexa,
ad modum, qui in (86. Fig.) eft confpicuus. Vires ergo P, R erunt in-
ter (e in aequilibrio, f{i illae fuerint in ratione inverfa rectarum af, AF,
jd eft, fi fuerit P:R=AF:af; et viciflim erit P:R= AF:af, fi vires
P, R fint in aequilibrio (479. §.)-
481. Problema,
Data direftione vis V. agentis in punium A (87. Fig.) circuli Apq Fig.'sy.

circa axem fixum MN per ejus centrum C tranfeuntem et ad illius planum

perpendicularem libeve mobilis ; determinare vim, quae tota Jua efficacia cir-
cuium Apq circa axem MN convertere nititur.

Solutio.

1. Direétio datae vis V fit AD in plano Aaeb perpendiculari ad
planum circuli A pq hocque in Ab fecante, quae detur per langulos
DAb=p,bAC:=x inter eandem diretionem AD, radium circuli AC,
et interfectionem commuuem Ab planorum Aaeb, A pq comprehenfos.

2. Siin plano aAbe fit aA perpendicularis ad planum circuli Apq (1);
poterit vis V agens in punétum A direftione AD in duas vires refolvi,
quarum una agat direftione Aa fitque —=VSinDAb=VSinj3, et altera
agat direCtione Ab fitque =V Cof DA b = VCof 3, ob (1) per (115. §.)
Quare, cum prior vis agens in pun&um A direftione Aa perpendiculari
ad planum circuli A pq, adeoque parallela axi gyrationis M N nulla ratione
pofiit influere in converfionem ejusdem circuli circa axem MN; videndum
eft, quantum influxum in hanc converfionem vis altera ==V Cof 3 agens
in punftum A direétione A b jacente in plano circuli (1) habeat.

3. Si ad puné&um A in plano circuli Apq ducatur tangens AB; erit
illa perpendicularis ad radium AC. Vis ergo =—VCoif in (2) agens in
punctum A diretione Ab poterit refolvi in duas vires, quarumi una
=V Cof3.CofbAC=V Cof 3 Cofx agat directione AC, et altera =V
Cof 3.SinbA C=V Cof 3Sin« agat direttione A B per (115.5.). Ef vero
evidens, priorem Vim nullo paéto-in converflionem circuli Apq circa axem
MN poffe influere; alteram vero vim agentem direttione AB in plano

Cc 2 circuli
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circui Apq ad radium ejus AC perpendiculari tota fua efficacia niti,
eundem radium circulumque circa axem M N convertere,

4. In aflumta hypothefi (1) tantum ergo habebit data vis V, agens in
pun&um A fecundum direftionem AD, influxum in converfionem circuli
Apgq circa axem MN, quantum haberet vis =V Cof5Sin«, fi haec in
punétum A fecundum direttionem tangentis A B ageret, quae tota fua
efficacia eundem circulum circa axem MN niteretur convertere (3).

482. Corollarium 1.

Semper, fi in (481. §. 1. n) fit angulus’ bAC=xz=—0, erit vis
VCofBSinx=o0: quoties ergo direttio AD darae vis V agentis in pun-
&uam A circuli Apq jacuerit in piano AaeC perpendiculari ad planum
circuli et cum hoc radium AC pro communi interfectione habente, erit
vis, quae in converfionem circuli Apq circa axem M N deberet impendi,
aequalis nihilo, ipfaque converfio impoflibilis (481. §. 1. 4. n.).

483. Corollarinm 2.

Et pro angulo DAb=p;=0 erit vis VCofB Sina=V Sin«, id eft:
fi dire€tio vis V agenris in punétum A circuli A pq jaceat in plano cir-
culi, ita ot illa cum radio AC angulum « comprehendat; cfficacia, qua
illa circolom Apq circa axem MN nitetur convertere, aequabitur effi-
caciae, qua vis =V Sin« in punfto A fecundum direftionem tangentis
A B applicata eundem circa M N convertere niteretur; haec vero vis tota
deberet in ejus converfionem impendi (431. §. 1. 4. n.).

484. Corollarium 3.

Quodfi autem ponas angulum x=go° in (483. §.); erit vis VSin
«=—V, id eft: vis V agens in punftum. A circuli A pq fecundum di.
reCtionem tangentis AB ad radium AC eo ipfo perpendicularem, nitetar
tota fua efficacia eundem circulum circa axem MN conyertere (483. §.).

485. Corollarium 4.
Conditio eflentialis, fine qua nulla vis V agens in punétum aliquod B
(88 Fig.) corporis abcde, circa axem fixom MN cum illo firmiflime con.
nexum libere mobilis, poterit corpus abcde circa eundem axem conver-
tere, eft, utillius dire&io non Jaceat in planot circulum bpq per B trans-
euntem et axi MN perpendicularem ita fecante fub angulo refto, ut inter-

feétio
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fe&io coincidat cum radio BC ad idem pungum B dufto (482. §.): omni
autem alio cafu aderit una vis per (483. 484. 431 §. 4. n.) determinabilis,
quae, fecundum direftionem tangentis BP ad radium B C perpendicularem
in punétum B aftura, tota fua eflicacia corpus abcde circa axem MN

nitetur conveitere.

486, Corollarium g3,
Si igitur motus gyratorius corporum circa datos axes fixos dependens
a viribus in quaecunque illorum punfia agentibus generatim fuerit determi-
nandus, licebit fupponere, directiones omnium virium coincidere cum tan-
gentibus, quae ad eadem punéta totidem circulorum ad axes gyrationis per-
pendicularium centraque in iisdem axibus habentium poffunt duci (485. §)

487. Theorema,

Si in punflis B, F corporis abede circa datum axem MN libere mo-
bilis applicentur vires P, Q, quae idem corpus fecundum direftiones BP,FQ
in partes oppofilas circa axem MN nitantur convertere (486. §.) s erunt illae
in aequilibrio, [i fuerint inter f¢ in ratione inver[a diflantiarum BC, FD
punttorum B, F ab axe gyrationis MN, feu [i fuerit P:Q=FD:BC: et
vicifim, quotiés vires P, Q fuerint in aequilibrio, toties erit P: Q=FD:BC.

Demonfiratio.

Per hypothefim coincidunt directiones BP, FQ virium P, Q cum tan=
gentibus, quae ad pun&a B, F circulorum Bpg, Fnm ad MN perpen-
dicularium et e centris C, D radiis CB,D F defcriptorum poflunt duci: quodfi
ergo cogitentur duo plana ABCD, FECD, quorum primum fit perpen-
diculare ad planum circuli Bpq hocque in BC interfecet, et alterum fit
perpendiculare ad planum circuli Fnm, atque iftud in FD interfecet;
erunt direftiones BP, FQ virinm P, Q perpendiculares ad plana A BCD,
F ECD, unde, ut patet, neceflario fequirur, vires P, Q debere effe in aequi=
librio, fi et P:Q=FD:BC; et efle P:Q=FD:BC, fi vires P, Q funt in
aequilibrio (479. §.).

: 488. Problema. "

Si, dato pun¥o A circa axem fixum MN in diftantia AF (83.Fig) Fiz. 83.
libere mobili, cogitetur in eodem punio mafla w collefla, quam vis quaecun-
que R Jeccundum: divefTionem AR ad motum circa MN jollicitet (486.§.): in-
venire celeritatem vevam C punii A, quam eadem vis tempore T producat.

Cc 3 Solutio.
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Solutio.

R .
bit efle per (387. 347. §.) eC=2 g-—;—sT.,

489. Corollarium 1.

funétionis temporis variabilis T futurus fit (488. §.).
R
C=2g—=&T.
E g % &

490. Corollarium 2.

sC 245 2;','.R
AF T _u.AF

sy= eT.

491, Problema,

ducat.

1. Si vig R fit invariabilis; debebit effe C:'gg;1 T celeritas vera
punéti A (469 §.), quam ea vis tempore T producet (337.338. §.).

2. Quod(i autem maffa z in panfto A collefta a vi variabili ad motum
circa axem MN follicitetar, et eadem vis intra tempus T fiat = R; debe-

Omni ergo cafu, feu mafla z collefta in punéto A a vi invariabili
—R ad motum circa axem M N urgeatur, feu a vi variabili, quae intra
tempus T, durante motu maflae »# circa M N, fiat =R, ita erit compa-
rata vera celeritas C punéti A, quam eadem vis tempore T producet, ut
exponens rationis differentialis ejusdem celeritatis {pettatae inftar unius

Quaelibet vis, tam invariabilis R, quam variabilis intra tempus T in
vim =R abiens, fi illa datam maffam « in punéto A collettam ad motum
circa axem MN fecundum diretionem AR continuo follicitet, producet
intra tempus T celeritatem angularem y punéti A reftaeque AF ad MN
perpendicularis, cujus exponens differentialis erit per (489. 476. §.).

Si, datis duobus pun¥is a, A inter e et cum axe gyrationis MN ita
connexis, ut newtrum illorum circa MN poffit converti, quin etiom alterum
circa MN eo ipfo moveatur, in punflo a mafla m collela cogitetur, in
puni¥o_vero A agat quaecunque vis invariabilis R fecundum divef¥ionem AR
(486.§.) 5 invenire celevitatem angularem vy, quam vis R tempore T pro-
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Solutio.

1. Pun&a A, a reftaeque AF, af concipient tempore T eandem ce-
leritatem angularem y (468. §.).

2. Cogitentur in puncto a applicari duae vires invariabiles inter fe ae-
quales P, p fecundum direftiones oppofitas aP, ap (486. §.); erunt eae
inter fe in aequilibrio (66. §.), confequenter erit punftum a ob vires P,p,R
in eodem ftatu motus, in quem’‘illud ob folam vim R, abfentibus viribus

P, p intra tempus T poteft reponi. Quod(i' ergo vires P, p ita {int com-

paratae, ut fit P—=p:R=AF:af, adeoque P—=p=R. A;IP; ;  debebit

punftum a etiam in hac hypothefi in eodem prorfus ftatu motus manere,
proinde eandem celeritatem angularem y tempore T concipere (1). Sed
vires P, R funt in hac hypotheli inter fe in aequilibrio (480. §.); quae
idcirco. tolli poflunt, quin jdeo ftatus “motus 'puntti a turbetur:
punftum ergo a debebit datam celeritatem y intra tempus T con.

cipere, {i illud a vi invariabili p:R.—-—-—f ad motum circa M N con-
a
tinuo urgeatur.

3. Hinc autem (2) per (490. §.) fequitur, celeritatem angularem ¥
debere efle

2 R.AF 20.R.AF
p=— . . T—=-2F sl

m.aft at 7 ‘m.at2

T

492. Corollarium 1.

Coaequatis celeritaribus augularibus, quarum unam vis invariabilis R
agens in punctom A intra tempus T debet producere, fi in eodem puntto
mafla u colle€ta cogitetur, et nallaina; alteram vero eadem vis debet ge-
nerare, fiin puncto a mafla m colleéta concipiatur, et nuila in A, habebi-
mus per (492. 491. §.).

2g.R __ 2g.R.AF

2. AE T m.al? >

igitunim.af2—=pu. AF2,

I AR
: _ z.AF 7 m.af?
celeritates angulares in (490. 491. §.) inter fe aequales.

erunt

Et viciffim pro m.af2—=u, ATz, adeoque

493. Co-
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493. Corollarium, 2.

Produfta m.afz, u. AF? ex maffis m, #, quas in punétis a, A’ col-
leftas imaginati nobis fumus (490. 491. §.), in quadrata diftantiarum re-
fpectivarum af, AF ab axe gyrationis MN funt momenta inertiae earun-
dem maflarum refpetu axeos M N (308. §.): vis ergo invariabilis R ageus
in pun&tum A eandem tempore T producet celeritatem angularem 7, feu

-mafla ¢ in punto A collefta, nulla yero in a, feu mafla m in puncto a col-

Fig. 89.

le€ta, nulla vero in A cogitetur, modo maffae m, x ita fint comparatae, ut
momentum inertiae maffae x in punto A refpeftu axcos gyrationis MN
aequetur momento inertiae maffae m in punéto a refpeftu ejusdem axeos
(492. §)

494. Corollarjum 3.

Si, data mafla m collefta in punéto a, quaeratur vis invariabilis R,
quae in punéto A applicata producat celeritatem angularem v intra tempus
T; erit illa ob (491. §.)
y.m.af?

gg. DA

Per hanc vim invariabilem ita determinatur celeritas angularis ¢

H—

pun&i A retaeque AF, ut alia vis hac major vel minor in eodem pun-
&o A zpplicata neceflario aliam celeritatem angularem majorem vel mi-
norem deberet intra idem tempus generare {(49I. §.).

495. Corollarium 4,

Si ergo in’ punftis a, b, c,d, e, - - - Z (89. Fig.) circa datum axem
MN mobilibus et cum eodem per perpendicula aa’, bb, ec', dd', ee', ~~-2z2!
ita connexis, ut punftum R per perpendiculum RS cum MN connexum,
circa MN converti nequeat, quin eo ipfo omnia punta circa MN debeant
in eandem partem converti, totidem maflae A,B,C,D,E, - - - Z collettae
cogitentur, A' vero, B, C, D, Et, - - - Z! fint vires invariabiles, qua.
rum prima A', vel fecunda B, aut tertia C!, et fic porro, in puntto R ad
celeritatem angularem y intra tempus T producendam requiratur, prout
vel tantum in punéto a adeft maffa A, vel tantum in b malla B, aut tan.

tum in ¢ maffa C, et fic porro; erit per (492.§.)

Al
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At ate e b Yol b

A= g RS.T ' P = 2gRs.T°
¥ muie T S

496. Corollarium 3.

Hinc (495. 494- §.) et ex notione celeritatis angularis (457. §.) evi.
denter fequitur, quod, fi omnes maflae A, B,C, D,E, - - - - Z in fuis
punétis a,b,c,d,e,- « - z colleftae fimul circa axem MN debeant
moveri, ita ut refta RS dato quocunque tempore T datam celeritatem
angularem y concipiat, ad generationem hujus celeritatis vis una inva-
riabilis

X=A"4+B'+C4D'+E + - - - 4 Z2=
A ] _(A.a‘a"+B.b'b=+Cc'{:2+D.d‘dz) :
— 2g.RS.T(+E.efe* 4 - - - - - + Z.z"2%)
fit neceflaria, quin alia aliqua vis invariabilis, vi X major aut minor, ia
eodem punfto R applicata eandem celeritatem angularem v intra idem
tempus T pofiit generare.

497. Corollarium 6.

Quamobrem, {i in hypothefi maffarum A, B, C, D, E, - - = Z iu toti.
dem punétis a, b,c,d, e,- - - z circa datum axem MN mobilibus col.
lectarum (495. §.) in punéto R applicetur data vis invariabilis V; conver.
tentur omnes maflae circa axem MN, rettaque RS concipietintra quodvis
tempus T certam celeritatem angularem vy, pro qua debebit efie (496.§.)

y __ (Aa"2>4B.bb2+4+C.c’'c*+D.d"d)
2g.RS.T (+E.e'e* 4 - = = - = + Z,z'2%)°
ipfa igitur celeritas vy erit
2g.V.RS.T
Y= A A+ B.b b2t C.c’ct+ - - - + Z. 22!
id eft: celeritas angularis y, quam vis invariabilis V dato tempore T
Folamen LI Dd . gene.

V=
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generabit, aequatur produfto 2g VT .RS divifo per fummam produéto.
rum ex fingulis maflis A, B, C,- - - Z in pun&is a, b,c, - - = z col-
lectis in quadrata diftantiarum refpeftivarum a'a, b'b, c¢'c, - - - 2%z ab
axe gyrationis MN,

498. Problema.

Punflum R eft cum dato corpore civca axem fixum MN libere mobili ita
comnexum, ut illud a nulla vi circa MN poffit converti, quin eo ipfo totum
corpus motum gyratorivm cirea euwndem axem couctpiat (453.§): invenirve
celeritatem angulavem v (457. 468. §.) et veram feu linearem celovitatem C
puntti R, quam data vis invariabilis V tempore T delebit generare, i illa
in punlum R fecundum divettionem RV agat 486 §.).

Solutio.

Corpus rigidum, de quo hic fermo eft, poteft fpe@ari inftar aggregati
minimarum maflularam cum axe gyrationis M N in certis diftantiis a a%, bb?,
ccly ddh eely - ~ -, z2' cum illo firmillime connexarum (453. 60. §.):
cum igitur momentum inertiae ejusdem corporis refpeftu axeos M N aeque-
tur fummae productorum ex fingulis maflulis in quadrata refpe&ivarum di-
ftantiarumm sb axe MN (398- §.); obrinebitar celeritas a gularis 9, quam
data vis invariablis V intra tempus T prodncet, fi productum 2gVT.RS
€ividatur per momentum inertiae dati corporis refpeftu axeos M N
(405.§.): et fi haec celeritas multiplicetur per RS, invenietur celoriras
vera punfti R, quam eadem vis intra idem tempus generabit (475- §.).
Quamobrem, fi pro pondere fen ei proportionali mafla P dati corporis
denotet Pk illius mementum inertiae refpectu axeos MN (402. §.), erit

(497. §

B0 e L D V.RS:
e o WL

499. Problema,

In eadem hypothefi '498. §.) invefligare celeritatem angularem vy et ve-
ram C puntli R, quam data quaecunque vis variabilis in R agens tempore
T producat.

Solutio,

1. Vis variabilis in punfto R applicata debebit toto tempore T, quo

motus gyratorius corporis circa axem M N durare fupponitur, crefcere

vel
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vel decrefcere (294. §.), ita ut, fi tempus T crefcat differentia AT, et V
quantitatem vis in fine temporis T exprimat, haec intra tempusculum AT
incrementum aliqguod AV capiat, vel decrementum AV patiatur: vis ergo
in fine temporis T adeoque initio tempusculi AT agens in R erit= V;
vis vero, quae in fine temporis T+ AT, confequenter in fine tempusculi
AT aget in R, erit =V + AV, vel =V—AV.

2, Semper autem, feu crefcat vis agens in R feu decrefcat tempore
T (1), debebit celeritas angularis y tempore T genita, crefcente tempore T
differentia A T, augeri certa differentia Ay, quae celeritati aequabitur a
vi in R agente tempusculo AT productae.

3. Cum jam initio tempusculi AT agat in R vis=V, haecque toto
tempusculo AT continuo crefcat, vel continuo decrefcat, et in fine tem-
pusculi AT fiat =V+4AV vel =V—AV (1); evidens elt, vim in R
corpus ad motum circa axem M N continuo follicitantem quovis momento,
durante motu tempusculo AT, minorem efle vi invariabili ==V -} AV et
majorem vi invariabili =V, vel majorem vi invariabili =V—AV et mi.
norem vi invariabili = V.

4. Igitur in hypothefi vis continuo crefcentis erit celeritas A y, quam
illa tempusculo AT producit (2), major celeritate, quam vis invariabilis
=1V, et minor illa, quam vis invariabilis =V 4 AV eodem tempusculo
produceret (3). '

5. Si autem vis continuo decrefcat, debebit efle celeritas Ay, quam
illa tempusculo AT generat, minor celeritate, quam vis invariabilis =V,
et major celeritate, quam vis invariabilis =—=V—AYV intra idem tempus-

culum generaret (3).

6. Sed, fi P it pondus feu ei proportionalis maffa corporis circa axem
MN mobilis, et Pk? illius momentum inertiae refpettu axeos M N, quae-
vis autem viriam invariabilivm V, V44V, V—AV feorfim in punttum

R agere cogitetur; debebit tempusculo AT generare per (498.§.)
2 V.RS
vis V celeritatem angularem — LP = AT;

2g(V ]
vis V4 AV celeritatem angularem = ﬁ-—i}}%\ )‘RSQT

20(V—AVIRS
vis V—AYV celeritatem angularem :_____g{ t_{{u&; T

Dd 2 7- Quam-

-
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7. Quamobrem habebimus ob (4) (5) (6) pro quovis quantomcnns<
que parvo tempusculo AT

2¢VV.RS 2g/VLAVIRS
dy>~—-gp—kz_—-AT; et Ay <L T AT;
vel
V.RS 2g(V—AVIRS
ﬁy<._2_gTE_~AT; et Ay > £ Piz ) AT

8. Poteft porro, ficut in (347. §. 6.n.), poni AV=1AT4+mAT?
+nA T34 ete. pro certis coefficientibus I, m, n, etc. independentibus a AT :
Pro hoc vero valore in (7) fubftituto fiet

Ay, 2gV.RS Ay _.2¢gV.RS, 2¢ RS !
AT > -——m—;—--—; et BTI; - Pi= t P Kz (]AT+mAT2+nAT3+ etc.),

vel

Ay _2gV.RS Ay, 2g. VRS 2g.RS 2
3.—1.<;.——P—F-_; etﬁ> *‘sz o7 (IATHmAT?4nAT3+ ete.).

9. Quapropter erit per (Vol. I. §. 131.) exponens rationis differen-
tialis celeritatis angularis y confideratae inftar unius fun@ionis temporis
variabilis T omni cafu :

2¢.RS

7 Vel

L T—
10. Hinc, quia pro celeritate angulari y debet effe C:==y.RS vera

feu linearis celeritas pun&@i R; erit exponens rationis differentialis verae

celeritatis C punéti R (475. §.) omni cafu, feu crefcat feu decrefcat vis

agens in R, eC=s7.RS, adeoque per (g)

' 2g.RS2

AT "‘-"To

po== Pk

11. Cognita ergo lege, qua data vis variabilis, durante motu gyra-
torio corporis circa axem MN tempore T, crefcat vel decrefcat, expri-
matur V per congruam funétionem vel ipfius temporis T, vel celeritatis
angularis y aut linearis C: i enim haec funétio loco V in (9) (10) fab-
ftituatur, obtinebitur utroque cafu aequatio differentialis inter duas varia-
bilés y et T vel C et T, ex qua ope calculi integralis ipfam celeritatem
angularem ¥ vel linearem C licebit elicere.

500. Co-
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500, Corollarium.

Omnis ergo vis, tdm invariabilis V agens in punftum R diretione
RV (486.§.), quam variabilis intra tempus T in vim == V abiens, fi illa
corpus quodcunque, cum dato z2:e gyrationis MN firmifime connexum,
ad motum circa eundem axem continuo follicitet, producct tempore T ce-
leritatem angularem v et veram C:punéi R, pro qua, denotante P maftum,
et Pk* momentum inertiae ejusdem corporis refpectu axeos M N, debebit

effe (499. 498. §.)

I TN 20.RS? .
ET--—‘—PTL'I_‘/(?F; SC:—W——EC:T-

501, DEriN1TI1O.

Si maflze A,B,D,E, F, a quibuscunque viribus ad motum gyrato- Fig. 9a.
rium circa datum axem mn continuo follicitentur, (g2.Fig.), una vero
maffa M ita fit comparata, ut datae vires eandem intra datum quodcun-
que tempus celeritatem angularem debeant producere, - fen ab illis omnes
maflae A, B, D, E, F, circa axem mn ad motum urgeantur, feu, remotis
omnibus his mafis, fola malfa M in certo punéto d colleéta ab iisdem viri-
bus circa mn moveatur; dicetur maflis A, B, D, E, I reflpondere in
puntto d malls aequivalens M; datas vero maflas A, B, D, E, F ad pun-
&um d reducere idem erit, ac maffam aequivalentem M in dato punéto d
determinare,

502, Corollarium. L

Ad quodcunque punétum reducantur maffae in motn gyratorio circa
datum axem conftitutae; eaedem manebunt celeritates verae, feu,lineares
finguiorum punétoram in motu gyratorio circa eundem axem conflitutorum
(501. 475. 473. §.). na

503. Problema.

Corpus R (90. 9. Fig.) follicitatur & vi U agente in punflum o ad mo-rig, g0.5:.
dum gyratorium civca Gxem mv; reducere maffam corgoris R ad datum
puntlum a,

Solutio.

1. Quidqnid eft vis maffim R ad motum circa axem mn follicitans,

invariabilis = U, vel variabilig jntra tempus T in vim =U abiens, neceflle

Dd 3 eft;
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eft, ut illa tempore T producat certam celeritatem angularem y, quae,

fi Rk? defignet momentum inertia¢ ejusdem maflae refpeétu axeos mn,

det (5co. §.)

2g.2ab
Rk?

(AE b
R k=

sy= - UeT: igitur y= SUeT.

2. Si, abfente corpore R, in punfto a, in quod vis U agit, mafla x
‘collefta cogitetur; debebit vis U inter tempus T producere celeritatem
angularem y, quae per (490.§.) dabit

2g
x.ab

UeT: igitar y:-:;q’b JUeT.

EY =

3. Quamobrem, fi maffa corporis R ad punftum a fit reducenda, quo
maffa aequivalens x in pun&o a determinetur; debebit in (1) (2) per
(501. §.) poni y=y: igitar erit

2g.ab 122 2
1 L o T
R k2

hinc maffa aequivalens x=——-
EY

504. Corollarium 1.

A quacunque vi U agente in punftum a datom corpus R ad motum
gyratorium circa datum axem mn follicitetur; dabit corpus R reduttum
ad idem pun&um a maffam aequivalentem x aequalem momento inertiae
ejusdem corporis refpeftn axeos mn divifo per quadratum diftantiae ab
punéti a ab axe gyrationis mn (503. §.)-

505. Corollarium 2.

Si plures maffae A, B, D, E,F ab aliqua vi U agente in punfum a
(92 Fig.) ad motum gyratorium circa datum axem mn continuo urgean-
tar, cum omnes maflze A, B, D, E, F inftar totidem partium unius cor-
poris circa axem mn mobilis poffint confiderari; erit mafla aequivalens,
quam eaedem maflae A, B, D, E, F ad punétum a reduftae dabunt, aequa-
lis fommae momentorum inertiae fingularum maffaram A, B, D, E, F re-
fpectu axeos gyraticnis mn divifae per quadratum ab® diftantiae ab
punéti a ab eodem axe (504.399. §.)-
506. Co-
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§06. Corollarium 3.

Quoties ergo motus gyratorius aut unius maflae R (go. 91. Fig.), aut
plurium maflurum A, B, D, E, F (92. Fig.) circa datum axem mo, depen-
dens ab aliqua vi U agente in datum punftum a, fuerit determinandus;
quaerantur ante omnia momenta inertiae fingularum maflarum refpectu
axeos gyrationis mn; tum determinetur mafla aequivalens M in punéto a
refpondens omnibus mallis per (504, §¢5.§.): inventa enim mafla hac M
licebit ob (50I. §.) inveltigare tam celeritatem angularem y quam veram C
pundti a per (488 489 490. §.), qua cognita poterit per (473. §.) deters
minari etiam vera celeritas cujusvis alterius punfli in motu circa axem
mn conftituti,

507. Corollarium 4.

Sit in punéto d colletta maffa u, et in punftum a agat quaecunque Fig.90.91.
vis U; debebit hiec intra tempus T producere certam celeritatem angu-
larcm z, pro qua, cum u.cd® it momentum inertiae maflae u refpeétu
axeos mn (398. §.), debebi efle per (500. §.)

2¢g.ab B 2g.ab
e o T . — L
vy UeT: igitor z—= u.x;d‘f”“'

Si igitur ponas z=y in (503. §. 2. n.), obtinebis

2g.ab . Lar o A
Y R ke S X.aD JUsT:

x.ab?

adeoque fiet n=

508. Corollarium g,

Ex (507. §) et (503. §. 2.n.) fequitur, quod pro cafu vis invariabilis
in (493 §.) eflt demonftratcum; nimirum, vim quoque variabilem agen-
tem in datum punctum a eandem intra idem tempus celeritatem angula-
rem produtturam, feu in punéto a colle€ta fic maffa x, et abfic omnis alia
mafla convertenda circa datum axem mn; feu in punéto d coiletta fit mafla
u, et nullain a, modo tales fint m.{ae x, u, ut momentum inertiae x.ab?
maflie x in punfto a aequetur momento inertiae u.cd> maffae u in P
&o d refpeftu axeos mu.

-

509, Co-
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§09. Corollarium 6.

2

In (507-503.§) eft u= —g= ¢ erat autem X in (503. §.) malla
aequivalens in puntto a debita maflae corporis R ad idem punétum re-
duétae, et u in (507. §.) mafla aeguivalens in punfto d.debita maflae

x ad idem punétum reduftac; adeoque debebit efle u=

7 mafla ae-
quivalens in punfto d debita maflae corporis R reduttae ad punttom d
(301. §.). Hinc igitur et ex (504.S.) generatim fequitur, mallam cujus-
libet corporis R circa axem fixum mn mobilis ad quodcunque puné&tum
reduCtam (punétum a, in quovis U fupponitar applicari, vel aliud aliquod d)
dare in eodem punfto maflain aequivalentem aequalem momento inertiae
corporis R refpetu axeos mn divifo per quadratum diftantiae ejusdem pun.
&i (avel d) ab axe mn.

s10. Corollarium 7.

Hme vero (509. §.) per (506. §.) porro elucet, plures maflus A, B,
D, E, ¥ circa datum axem mn mobiles (92. Fig.) ad quodlibet punttum,
(a in quo certa vis U agat, vel aliud d) reduétas dare in eodem punéto mal-
fam aequivalentem aequalem fummae momentorum inertiae fingularum maf-
farum A, B, D, E, F refpectu axeos mn divifae per quadratum diltantiae
ejusdem punéti (a vel d) ab axe mn.

DISSER.
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DE
MOTU PENDULORUM, CENTROQUE OSCILLA.
TIONIS.

511. DEFINITIO.

Q

Ui corpus grave FDBE (93. Fig.) ope reftae inflexilis aB tranfeuntis Fig, 9.
per ejus centrum gravitatis G et ad datum axem fixum horizontalemque

nm perpendicularis cum hoc in punto a ita commeftatur, ut illad circa

nm libere poflit moveri; vocabitur aFDBE Pendulum compofitunt ; pun-

Stam a eric punflum fufpenfionis ; et angulus Gaf, fub quo retta Ga in-
clinetar ad reftam verticalem «3 tranfeuntem per punétum fufpenfionis,
appellabitur Elongatio a fitu naturali.

512. Corollarium r.

Refta aG inter centrum gravitatis penduli pun&umque fufpénfionis
intercepta sequatur diftantiae centri gravitatis ab axe fufpenfionis nm

(511 §.

513. Corollarium 2.

Retae verticales Gv, a3 duftae e centro gravitatis G punéoque fus-
penfionis a funt in plano|verticali ad axemn nm in a perpendiculari inter fe
parallelae, ita ut angulus BGv debeat aequari elongationi Ga/2 pendulia
fitu paturali (511. §.).

514. Corollarium 3.

Si P fit pondus penduli feu mafia ei proportionalis, licebit totum pen-
dulum omni gravitate deftitutum conliderare, quin ideo ftatus motus turbe-
tur, in quo illud: ob gravitatem cogatur perfeverare, modo centrum gra-
vitatis G a vi v=P direftione verticali Gv deorfum continuo urgeri fup-

Ponatur (148. §.).

Volumen IL. Ee 515, Co.
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515. Corollarium 4.

Poteft autem vis vi=P agens direCtione Gv refolvi in vim —P Cof
BGv=PCofGap fecundum direftionem G B, et alteram y=PSinBGy
=PSinGap fecundum diretionem Gy in eodem cum Gv plano ad a G
perpendicularem (11§, §.) : priorem vim {uftinet, ut patet, folus axis fixus
nm in puntto a; pofterior vero vis nititur;'tota fua efficacia retam Ga
ipfumque pendulum circa axem' nm movere.

516, Corollarium 3.

Si ergo pendulum in fitu natarali, centro gravitatis G com pun&o
fuspenfionis a in eadem refta verticali a2 jacente, quiefcat; debebit il-
lud, ob angulum Gap=o, adeoque etiam PSinGaf=o, perpetuo in
eodem fitu quieflcere, nifi externa aliqua caufa independens a vi gravitatis
ejus ftatum turbet (514. 515. S.).

517, Corollarium 6,

In quovis autem alio fitu, fub qualibet' elongatione Gaf a fitu na-
turali (511, §.), concipiet pendulum ob folam gravitatem motum gyra-
torium circa axem fuspenfionis nm, quo fingula ejus punéta quovis tempus-
culo per certos arcus circulares in planis verticalibus ad nm perpendicula-
ribus debebunt promoveri, ipfo centro gravitatis G incedente in arcu Gg
circuli e puncto fuspenfionis a radio aG in eodem plano verticali defcripti,
in quo jacent reftae aG, ag (514. 515. §.).

518. Corollarium 7.

Quamobrem cognita celeritate linearifen vera C, quam centrom gra-
vitatis G penduli intra datum tempus T concipiat, innotefcet eo ipfo ce-

leritas angularis = :(—; totius penduli (517. 468. 476. §.); verae autem

celeritates omnium religuoram punftorum poterunt inde per (473. §)
determinari,

519. Problema,

Datis elongatione @—=GapB a fitu naturali, mafla feu ei proportio-
nali pondere P penduli, et diftantia AG=D illius centri gravitatis ab axe
JSuspenfionis nm (511. 512. §.); invenire veram celeritatemC, quam centrum
gravitatis G durante motu per arcum Gg (518. §.) coucipiet

Solutie.
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Solutio

1. Pendulom aED'tE poteft concipi omnis gravitatis expers, fi in
ejus centrum gravitatis G vis v:=P direftione verticali Gv deorfum con.
tinuo agere f{upponatur (514. §.).

2. Ob hanc vero vim (1) concipiet centrum gravitatis G durante ejus
motu per arcum Gg eandem celeritatem veram C, quam, abfente cor-
pore FDBE, punftum G reftae aG conciperet, fi in illo mafla M aequis
valens maflae totius penduli effet colleta (501. §.).

3. Si igitur GH, gh fint perpendiculares ad re®am verticalem ag,
ponaturque aH—e, ah=x; eritob (1) (2) per (,89 S) quaefita ce.
leritas

Cia—=2 LT‘

(x—e).

4. Sit k refta, per cujus quadratum k* debet multiplicari miffa P
penduli, ut productum P k* aequetur ejus momento inertiae refpeftu axeos
horizontalis tranfeuntis per centrum gravitatis G et paralleli axi mnp
(402. §.); erit Pk +{’ D> momentum inertiae penduli refpeftu axeos nm

P k24 PP
(4;6 _\).), et M= ___U—z‘

penduli (2) per (504. §.).

5. Porro pro data elongatione a fitu naturali @==Ga B, fi practerea
penatur angulus Gag—a, fiét aH—=e=DCofl@, et ah=x=D Cof
(@—w): confequenter erit

x—e=D (Cof (¢ — &) — Cof®).

6. Pro his igitur valoribus (4) (5) in (3) fubftitutis obtinebimus fe.
quentem expreflionem celeritatis linearis C, quam centrum gravitatis G
penduli durante motn per arcum Gg debebit concipere,

D Ly
D( kai_ p? )z. ((COF(@——&)—CO{‘@)'

520. Corollarium 1.
Crefcente arcu Gg crefcet quoque angulus «=Gag, hinc decrefcet
@—a—=gaC, et crefcet Cof(Q—=x): celeritas centri gravitatis G du.
rante motu in arcu GC debet ergo continuo crefcere (519. §.).

mafla in punfte G aequivalens maflae

Ee 2 531.Coe
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521. Corollarium a,

Si centrum gravitatis G percurfo toto arcu d‘f'incidat in lineam ver-
ticalem a g in punfto C, abibit angulus «=Gag in ¢ =GaC, adeoque
fiet —a=o0 et Cof(@—=a)=1: in puncto C lineae verticalis a3 ha.
bebit igitur centrom gravitatis G penduli celeritatem (51g. §.).

x gD _} P ED .
C:2D(L”_—_'l_—L')—7_) .\/([—COfLFJ_—QD‘/_(Rz_{_—Uz‘ Sln\-‘¢)-

522. Corollarium 3.

Si porro centrum gravitatis G percurfo arcu G ¢ fupponatur excurrere
uvltra C per arcum CI, abibit angulus x=Gag in a=Gal=0¢ + Cal,
adeoque fiet @ —a=—-—Cal, hinc erit Cof(®—u)=Col(—Cal)=Cof
Cal: celeritas centri gravitatis in punfto 1 erit igitur (519. §.)

e gD Nz =
C'“w(x--b u=) .\ (CofCal— Cof ).

523. Corollarium 4,

Quare, fifit angulus Cal<<@=GaC; erit ColCal< et > ColQ,
crefcente vero angulo Cal decrefcet CofCal, et differentia CofCal—
Cofl@: centrum gravitatis G habebit ergo in quovis punéto I celeritatem
realem C minorem illa, quam in punéto C reftue verticalis a8 habuit
(521. 522. §.), eaque fiet eo minor, qupi magis creverit angulus Cal
crefcente arcu CI (522. §.), modo fit Cal< GaC et CI< GC.

524. Corollarium g.

Sed pro Cal==@=GaC fiet' celeritas centri gravitatis G in punto I
aequalis nihilo, ob CofCal—Col@ =0 (522.§.); et pro Cal 5>0=GaC
erit CofCal< Col@, adeoque CofCal—Col@ valoris negativi, celeri-
tasque centri gravitatis G in I imaginaria (522. §.).

525. Corollarium 6.
Quare, fi pendulum in fitu a F DBE per datam elongationem @=Ga B
a fitu naturali (511. §.) determinato quiefcat, ita illad a [ola gravitate ad
motum gyratorium circa axem fuspenfionis n m follicitabitur (514. 517. §.),
ut ejus centrum gravitatis G, abfentibus omnibus motus obftaculis, celeri-
tate continuo crefcente in arcu GC ad reftam verticalem a S per pun&um

fuspen-
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fufpenfionis a trafeuntem fit defcenfurum (520. §.), obtentaque celeritate
maxima in punfto C ejusdem retae (521. §.) ultra hanc rettam per ar-
cum CI celeritate continuo decrefcente afcenfurum (523. §.), donec per.
curfo arcn CI aequali arcui GC, per quem delcenderat, omnui celeritate
fpolietur (524. §.), confequenter ob parem gravitatis aftionem ex punéto 1
ad G celeritate motu eadem lege primum accelerato usque C, tum retardato
redire cogztur.
526. Corollarium 7.

Motus penduli aFDBE circa axem fuspenfionis nm erit ergo oscil-
latorius, quo illius centrum gravitatis G alternatim recedet a fuo ficu ini=
tiali per arcum G1, et accedet ad illum per arcam 1 G, ita ut areus GC, 1C
ad partes oppolitas retaec verticalis 23 trafeuntis per punttum fuspen-
fionis a fint inter fe aequales futuri (525. §.): motus idcirco per arcum
GIl=2GC = 2C1 vocari folet iutegra, et per GC, aut Cl dimidia
Oscillatio.

§27. Corollarium 8.

De reliquo evidens eft, celeritatem maximam centri gravitatis G, quam
illud in punéto infimo C arcas GI debet habere; per elongationem pen.
duli a fitu naturaii @ =GaC(511. §) fic elle determinatam, ut illa eo
minor fit, quo minor eft haec elongatio, et aequetur nihilo, pro elonga-
tione ¢=GaC=o (521. §.).

528. Problema.
Data celongatione penduli a [its naturali =GaC (511 §.); invenire
tempus T integrae oscillationis in.arcu G1=2GC (526. § ).

Solutio.

Tempus unius integrae oscillationis T aequatur tempori, quo centrum
gravitatis G percarrit arcom Gl=2GC circuli radio aG=D in plano
verticali ad axem fufpenfionis nm perpendiculari deferipti: quare, cum
centrum] {.lgza\-‘iiaFis G in hoc motu poffit fpectari inftar puncti maliae
M= —[(—1}-—{;)—), quod a vi v=P perpetuo fecundum diretionem
verticalem Gv deorfum impulfum in arcu circulari GI incedere cogatur
(519.§. 1. 2.3.n); invenjes per (396.§) pro r=D=2aG,b=CH
=DSinyQ, V=P, et M=tV

D tempus dimidiae oscillatio-

Ee s nis,
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nis, cujus duoplum dabit tempus unius integrae oscillationis ut fe.
quitur

T:‘rS(L —t'n
o st <o+ (L 220y, (55)'=

mr s (D) (32

Conftat autem, terminum indeterminatum fattoris § daturum fingulos
illins terminos poft primum =1 ordine fequentes, fi fuccefiive fiat
=¥, N==2, n=73, et ita porro.

(=]

w-l:‘

529. Corollarium,

Quo miner fuerit elongatio penduli a fita natorali @=—GaC, eo mi-
por erit arcus GI=2GEC, in quo fingulae oscillationes perficientur
(526. §.), eoque minor fiet b=CH=DSinv@: et fi adeo parva fit e¢lon-
gatio @, confequenter etiam arcus GI adeo exiguus, ut b—=CH refpeétu

radii D—=aG prope evanefcat; -erit valor fraftionis prope aequalis

b
2D
nihilo. Tempus igitur integrae oscillationis in valde parvo arca G poterit

ob (528 §.) poni
(528 8 P i e 4De
———W‘/-‘-'-'—'-'—z D

k2 p..
£t accuratius = ( 8 lJ) ‘/ +

Schelion,

% 2
Proprie nequit in (528. §.) fieri T.—T‘_/*—E;) , nifi b penitos

evanefcat, fen fiat b—o, adeoque arcus GI, in quo oscillationes perfici
fupponuntur, in pun&um C abiens nullus evadat. Cum autem pendulum
in fitu naturali, exiftente b=—o0, perfefte debeat quielcere (516. §.), ejus-
demgue celeritas in hoc fitu aequetur nihilo (527. §.); clarum eft, expref-
fionem temporis in (528. §.) ita efle ad certum valorem b pendent‘.m ab
k24D )\ &
2gD

denotare debeat tempus vero proximum, guo pendalum in arcu GI prope

elongatione penduli @=GaC reftrictam, ut T== proprie

evanefcente , non tamen aequali nibilo, fingulas oscillationes perficiat,
530. DE-
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530. DEFINTTIO. :

Si corpus grave FDBE fuccellive decrefcat, ac demum in unum
punftum grave G abire cogitetur, ope reftae inflexilis aG et omni gravi-
tate deftitutae cum fixo punéto a ita connexum, ut circa hoc libere pofiit
moveri; habebitur loco pendali compofiti (511, §.) fimplex pendulum lon-

gitudinis a G.
531, Corollarium r,

Quaecungue f{uperius pro pendulo compolito aFDBE funt demon-
ftrata, fubfiftent etiam pro pendulo fimplici aG, in quod illud abibit, fi
corpus grave FDBE in unum punétum grave G abeat (530. §.), cnjus
momentum inertiae Pk? (519. §. 4. n.) refpeftu axeos horizontalis per G
tranfeuntis et axi nm paralleli aequetur nihilo, ob k=0 (308. 402.§.)-

532, Corollarium a.

Pendulum {implex in fitu verticali a8 quieflcens perpetuo quiefcet,
nifi 2b externa aliqua vi, independente a gravitate, ad motum congitetur
(531. 510. §.).

533, Corollarium 3.

In quovis alio fitn per elongationem @=GaB a fitu naturali deter-
minato (51I. §.) debebit pendulum fimplex aG ad motum oscillatorium a
gravitate concitari, vi cujus pun&tum grave G alternatim defcendet per
arcum GC afcendetque per illi aequalem CI, et defcendet per IC afcen-
detque per CG (531. 526. §.).

534. Corollarium 4.

Defcenfus penduli per GC vel IC tempore unius integrae oscillatio-
nis in arcu GI (533. 526. §.), fiet celeritate continuo crefcente, ascen~
fus vero per CI vel CG celerizate continuo decrefcente evanefcenteque in I
vel G (531. 525. §.): maxima vero celeritas penduli in infimo punéto C
arcus G CI ita dependebit ab ejus elongatione @=—=GaC a fita naturali,
ut ea pro b=CH et longitudine penduli aG=D fatura fit (531. 525 §.)

»_—3\,/g DSIU\@::(gh:g\/g.CH‘
535. Corollarium 5.

Tempus porro unius integrae oscillationis penduli fimplicis in arcu
GI=2GC (533. 526. §.), data tam ejus longitudine D—=aG, quam
elon-
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elongatione =GaC a fita natarali, pro qua fit CH=b=DSinv g,
obtinebitur per (531. 528. §.)

T==S$§ ,‘L'
=g
o X35 a0 o (BRFI)IN? b )“_
proS~I+“'+(2_4_6,.,...211)'(?f) 67
fen
gl Ll T Rty TN "
=t - - -4 (3522280 (ssuve)'

536. Corollarium 6.

Si antem adeoc exigua fueric elongatio §=gaC penduli fimplicis,
adeoque arcas g1 =2gC, in quo illud fingulas oscillationes perficiat,
adeo parvus, ut b=Ch refpectu longitudinis D—aG prope evanefcat;
erit ob (536. §.), ut in (520. §.), tempus unius integrae oscillationis in
ejusmodi arcu gl prope verum

D ; ) BN b)
’I‘._:r‘/ 2T,etaccurataus T.——r(zg) (1-{-{;—0— .

537. Corollarium 7.

: D x? :

Ex (536. §.) obtinetur 8= 7% altitudo, per quam corpus grave
libere labens primo minuto fecundo decidit (323. §.): cognito igitur per
obfervationes tempore T, quo pendulum fimplex datae longitudinis D in
certa terrae regione fingulas oscillationes in exiguis arcubus perficiat, po-
terit eo ipfo inveniri altitudo g, per quam corpora gravia in eadem regione
de quiete libere labentia intra primum minutum fecundum debent de-
cidere.

538. Corollarium §.

Cognita autem altitudine g liberi lapfus corporum gravium intra pri.

mom minotum fecundum pro quacunque terrae regione; invenietur

agT?
D= iz (537. §.) longitudo penduli fimplicis, quod in arcubus exi-

guis oscillans fingulas oscillationes tempore T perficiet: et pro T=1 fiet

2g . ? ok Fegdal ;
) = e longitado penduli fimplicis fingulas oscillationes intra unum

minutum fecundum abfolventis,

539. Co-
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539. Corollarium 9.

.Si in omnibus terrae regionibus eadem (it longitudo D penduli fimplicis
fingulas oscillationes intra unum minutum fecundum ablolventis; debebunt
quoque corpora gravia de quiete libere labentia in omnibus terrae regioni-
bus per eandem altitudinem =g intra primum minutum fecundum decidere :
quodfi autem longitudines D, d pendulorum fimplicium fingulas oscillationes
intra unum minutum fecundum abfolventium diverfae fint in diverfis terrae
regionibus; erunt altitudines G, g, per quas corpora graviz de quiete in

iisdem regionibus libere jabentia primo minuto fecunde decidant, inter fe
. s 1) w2 d=?
dire@e ut longitudines pendulorum, nimirum: G=— T s B :

(537. §.), hinc G:g=D:d.

s4o0. Corollarium 1zo.

Vires gravitatis V, v in illis terrae regionibus, in quibus pendula fim.
plicia fingulas oscillationes uno minuto fecundo abfolventia diverfas ha-
bent longitudines D, d funt itaque inter fe dirette ut hae longitudines: fi
enin corpora gravia in iisdem regionibus de quiete libere labentia per al.
titudines G, g primo minuto fecundo decidant; erit Viv=G:g (322.
312, §) =D:d (539. §-

541. Corollarium 11,

Si duo pendula fimplicia longitudinum D, d in eadem terrae regione

fub eadem elongatione @ a fitu mnaturali temporibus T, t {ingulas oscil-

lationes perficiant; erunt haec tempora inter {e ut radices quadratae longi-
tudinum; et ipfae longitudines inter {e direfte ut quadrata temporum: erit

enim per (535. §.)
: o D & g
T-—WS/'—ZE, et t—-.-rS‘/-z—g-,
adeoque fiet
Tit=yD:y/d; et D:d=T=:t%
542. Corollarium 12.

Quodfi autem pendula fimplicia longitudinum D, d in arcubus prope
evanefcentibus oscillent ; erunt tempora T, t, quibus illa fingulas oscilla-
tiones abfolvent, femper inter fe dire€te ut radices quadratae longitudinum

Folumen 1L, Ff D,d,
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D, d, et hae ut quadrata temporum, etiam fi diverfa fit pendalorum elon-
gatio (511. §.): femper enim erit per (538§

2gT? g 2gt?
- At FTERIE C TV

hinc D:d=T=2:t?, et T:t=yD:yd.

D=

543. Corollarium 13,
Pendulum longitudinis D fingulas oscillationes in arcn rope eva-
4 g prop

nefcente tempore T abfolvens, abfolvet quovis alio tempore Z oscillatio-

Z :
nes numero N = —;~: -——’—IT— (536. §.).

4 it
28
$44. Corollarium 14,

Quamobrem, fi duo pendula fimplicia longitudinam D, d fingulas oscil-
lationes temporibus quibuscunque T, t abfolventia, in eadem terrae re-
gione in arcubus prope evanefcentibus oscillent; erunt numeri N,n os-
cillationum, quas illa eodem tempore Z debebunt perficere, inter fe inverfe

ut radices quadratae longitudinum: nimirum erit per (543. §.)

: Z 7
Ne—= *-'—'-'J—'T eluna= ___i_—-'
'r,‘_/-———-. ?rv"_.___
2g 2g

adeoque N:n=/d: /D,

545. Problema,

Fig. 69.93. Datis longitudine 1=EP (69. Fig.) penduli fimplicis et diffantia
D=aG centri gravitatis G penduli compefiti aFDBE (93. Fig ) ab axe
Suspenfionis nm, invenire rationem temporuin,, quibus ejusinodi penduia fib
eadem clongatione Q=PED=GaC (69 93. Fig.) a Jituw maturali fingulas
oSculationes abfolvant.

Solutio.

1. Sit k linea retta, cujus quadiatom K* aequetur momento inertiae
penduli compofiti a FDBE (93. Fig.) refpetu axeos horizontslis tranfeun-
tis per illius centrum gravitatis G et paralleli axi oscillationis nm divifo
per maflam ejusdem penduli, et T fit tempus vnius integrae oscillationis;
erit per (528. §.)

=
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k4D> _ =S k2 4+ D2
i) e e T
2, Si autem pendulum fimplex (69. Fig.) =E tempore t fingulas
oscillationes abfolvat; erit per (535. §.)

D xS

Debebit ergo efle

k2 IBE ka -
T:t::‘/-———-g—:\/l, et’I"—:t*::—-—g-g- ‘L

e |

546. Corollarium 1.

Pro 1=D effet T*:t>=(k>-4-12):1*, confequenter T?>t* et T >t
(545.8.): tempus ergo unius integrae oscillationis penduli compofiti ma-
jus eft tempore, intra quod pendulum fimplex fub eadem elongatione a
fitn naturali fingulas oscillationes abfolveret, fi illius longitudo aequaretur
diftantiae D==aG centri gravitatis G penduli compoliti ab axe oscilla-

tionis n m. :
547. Corollarium 2.
: s5k : k24 D> i
Semper autem, fi penduli fimplicis longitudo fit = —p 2 ent
T=t(545. §.), id eft: pendulum compofitum aFFDBE (g3. Fig.) et
pendulum fimplex EP (69. Fig.) ablolvent fub pari elongatione GaC —
PED a fitu naturali fingulas oscillationes eodem tempore, {i longitudo I
penduli fimplicis per diftantiam D centri gravitatis penduli compofiti ab
iy . _ k*+4 D*
axe fufpenfionis ita determinetur, ut ea fit lzw——l—)-—-
548. DEFiNITIO.
Pendula “ifocheona funt, quae fingulas oscillationes eodem tempore

abfolvunt.
549. Corollarium 1.

Ut pendulum fimplex longitudinis I fub eadem elongatione a fitu natu-
rali, quam pendulum quodcunque compofitum aFDBE (93. Fig ) habeat,

K4D 7 ki4aGR

{it huic ifochronum, debet necellario effe 1= = &
yaele . aG

(548. 547.).

Ff 2 550. Cos
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550. Corollarium 2,

Cum jgitur omne corpus grave FDBE unum centram gravitatis G
habeat (148. §.), per quod poteft tranfire axis horizontalis parallelus axi
oscillationis nm; adeoque in omni pendulo compofito aF DBE poffibilis
debeat efle refta k (545. §. 1. n.), et alia D=aG: evidens eft, pro quo-
vis pendulo compolfito pofiibile efle pendulum fimplex ei ifochronum
(549 §)-

558. Corollarium 3.

Ob I=aG+ ——lk{—;- fit 13>aG: longitudo penduli {implicis ifochroni
pendulo compofito aFDBE eft ergo major diltantia a G centri grayitatis
G ab axe oscillationis nm (549. §.).  Quare cogitetur in reta aG pro-

; - et ke, - . . A
dufta punttum z in diftantia a.z:—--—-lt— » In quo tota maffa gravis

FDBE fic collettas erit az pendulum fimplex ifochronum pendulo com.-
pofito aFDBE (53E 549 §.)-

552. DEFINITIG:

Punftum z reftae aB tranfeuntis per centrum gravitatis G penduli
compofiti aFDBE, pro quo, fi tota maffa gravis corporis FDBE in
illo colletts effet, nafci deberet pendulum fimplex az compofito aFDBE
ifochronum , vocatar Ceatrum oscillationis penduli compofiti aF D BE,

553. Corellariom 1.

In omni pendulo compofito aF DBE datur in recta aB tranfeunte per
illins centrum gravitatis G et perpendiculari ad axem oscillarionis nm
k24 D2

D
guae femper eft major quam diftantia D=aG centri gravitatis G ab hoc

axe (55L 552. §).

Bnum centrum ofcillationis z in diftantia ab eodem axe az— »

554. Corollarium 2.
Diftantia centri oscillationis z penduli compofiti aFDBE excedit di-
ftantiam D=aG illius centri gravitatis G ab axe oscillationis n m diffe-
rentia az—aG=az—D—=Gz, eftque (553. §.)

_ k24D2 e 7,
Gzm= —— —D =

D
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555. Corollarium 3.

Inventio centri osciliationis z in dato quocunque pendulo compofito
aFDBE dependet igitur a calculo, quem fuperius pro inveftigando mo-
mento inertiae tradidimus. Si enim dato centro gravitatis G dataque illius
diftantia D=Ga ab axe fufpenfionis nm et maffa P corporis FD BE,
quaeras ejus momentum inertine z=—Pk?* refpeftu axeos horizontaiis
tranfeuntis per centrum gravitatis G et paralleli axi nm; innotelcet—eo

k2

ipfo k::-%— (545. §. 1. n.), et diftantia Gz= D :% centri 0s-

cillationis z a centro gravitatis G (554. §).

556. Corollarium 4.
Dato autem momento inertiae N—=P k=4 P D= penduli aFDBE re-
fpeftulipfius axeos oscillationis mn (519. §, 4. n.), datisque mafla P pen-

duli et diftantia D:=Ga illius centri gravitatis G,ab axe oscillationis nm;
N

.
nm (553.§.) divifione momenti inertiae N per produftum ex pondere
penduli in diftantiam centri gravitatis ab axe oseillationis.

centri oscillationis z ab axe oscillationis

invenies diftantiam az—

557. Corollarium s.

Exemplo fit cylinder reétus (78. Fig.) circa axem cum diametro AB Fig.7s.
coincidentem oscillans. Cum axis cylindri ch fit perpendicularis ad axem
oscillationis nm, tranfeatque per centrum gravitatis u, ita ut fit uc=4%ch
(219. §.); jecebit. centrum oscillationis cylindri in ipfo axe ch, puta in
ejus punéto z (552. §.): fiigitur, pro radio cylindri R=—Ac, axe a—ch,
et mafla fen pondere P, capiatur diftantia D=—uc=—2%a centri gravita.
tis u ab axe oscillationis, et momentum inertine N=-3= P (42* + 3 R?) to-
tius cylindri re(peftu axeos AB (435.§.); erit diftanta centri oscillatio-
nis z ab hoc axe per (556. §)

_ &P(ga243R2) R>
SRSTT o A e

558. Corollarium 6.
; Si conus reftus ABD (56. Fig.) oscillet circa axem MN ad illins Fig. 56.
axem AC==a perpendicularem; jacebit in AC centrum gravitatis y in
diltantia D=Ay=3a (223. §.), et centrum oscillationis (552. §.) alicubi

Ff 3 : intra
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)
s 2

intra centrum gravitatis y et bafeos centrum C (553. §.), cujus ditantia X
ab axe oscillationis M N, adeoque a vertice coni A, denotante P pondus,
et N momentum inertiae coni refpectu axeos M N, erit per (556. §.)
N N
%G e e
P.D . 24
Eft aotem per (436. §.)
N==P(4a2+R>)=P (32244 R?Y):

igitar debet effe

559. Corollarium 7.

Fig. 59. Oscillet conoides parabolicum pQq (59. Fig.) circa axem MN ejus
axi Qa perpendlcuhrem cum iliius centrum y.wwana y jaceat in axe QQa,
ita ut ejus diftantia a vertice Q fit D:=Qy=%Qa (233. §.) ; jacebit cen.
frum oscillationis in eodem axe, puta in punttu % (552. 553-S.), ita ut
illius diftantia a puntto Q, pro axe conoidis a=—Qa, .pondere P, et
momento inertize N refpectu axeos MN, debeat efle (550. §.)

N N

e P Pa sy

Sed pro x= Qa=a, et parametro p parabolae Qp, cnjus revolu-
tione circa axem Qa generatur conoides pQq debet effe (439. §.)
N=1P(3a°+p)=PGa>+2p):
debet ergo peni

—"a“-}--f 1,): 52
.§_a

Qz=

560. Corollarium §.

Et generatim, quidquid fit curva Qp debita coordinatis orthogonis
y=pa, x=Qa, cujus revolutione circa axem Qa generetar cOrpus ro-
tundum pQq oscillans circa axem MN axi Qa pemeudicunrcm, jacebit
et centrum gravitatis corporis pQq in axe Qa (225. §-), et iplum cen-
trum oscillationis, puta in pun&to « (552. §.), pro cujus diftancia Qe ab
axe oscillationis MN facile ex praecedentibus derivabitur expre(fio generalis.
Si
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Si enim N denotet momentum inertiae corporis pQq refpe@tu axeos mn,
et n exprimat produttum ex pondere corporis pQq in diftantiam illius
centri gravitatis, ab axe M N aequale momento ftatico ejusdem corpuris

refpectu plani in Q ad Qa perpendicularis (150. §.);

erit sz-?N— per (556. §.);

N:—%f(u’yzﬂ“)sx per (437.8.);

n== [xy*ex per (226. §.):
igitur erit

T 2.2 » .
Sy 4y 4y y9ex

kaﬂ_ T_/;‘i}-’zﬁx (77 -f,\yz,gx_

B

§61. Problema,
Inveftigare centrum oscillationis penduli egihPDQi (77. Fig.) com- Fig.77s
pofiti ex duabus partibus egih, BCDQ, quarum centra gravitatis ¢, C
jaceant in una re@a AD ad axeém oscillationis mn perpendiculari.

Solutioe.

1. Commune centrum gravitatis partiam egih, BPDQ, adeoque
centrum gravitatis ipfius penduli egih PDQ coincidet in hac hypothefi
cum punéto « reftae AD intra centra gravitatis C, y ita jacente, ut pro
maffis feu ponderibus m, M partium egily, BPDQ, fit (154. §)
m,Ay-+-M.AC

m 4 M '

2. Quodfi jam m', M’ fint momenta inertiae partium egih, BPDQ
penduli refpettu axeos oscillationis mn; erit m'+4 M!' momentum inertiae
totius penduli refpeftu ejusdem axeos (399 §.): quare,’ cum illius cen-
trum oscillationis' cum aliquo pun&o z reftae A D debeat coincidere
(552.553. §.), et m4M fit malla, A vero diftantia centri gravitatis pen-
duli ab axe mn; erit diftantia centri oscillationis ab eodem axe per

(556. §.)

Ac=

b ) S m! 4 M
T Aa(m4M) T m.AYFM.AC .

3. De-
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3. Determinatis ergo ponderibus m, M partiom egih, BPDQ pen-
.“duli, inventisque diftantiis Ay, A C centrorum gravitatis v, C earundem
partiom ab axe oscillationis mn, quaerantur momenta inertiae m', M' il.
larum refpectu hujus axeos: fi enim fummam horum momentorum dividas
per {ummam productorum ex ponderibus ' m, M in diftantias refpectivorum
centrorum gravitatis y, C ab axe mnj dabit quotus diftantiam centri os-
cillationis z ab eodem axe.

562. Corollarium 1.

Sit datum pendulum compofitumex virga parallelepipeda AB (76.Fig.)
longitudinis 1 craffitiei vero adeo parvae, ut illa refpetu longitudinis eva.
nefcat, et ex globo BPDQ radii R=PC; erit in (561. §.)

- Ay=%l; AC=14R (217.231.§);
m' = jml* per (449- §.);
M = IM(R*+ 10R1451) per (428. §.):
pro ponderibus m , M virgae A B et globi BPDQ erit, ergo diftantia centri
oscillationis z penduli ABPDQ ab axe oscillationis mn
_ m'Mr __3mPP4IM(7R2410R 14-512)
T m.Ay+M.ACT m.gl-FMU+K) 4

3 _ m.IBPEMGER+2RI412)
idelt Az= m.2i0 MOFR)

Tig.76.

Az

563. Corollarium 2.

Si autem etiam pondus m virgae A B fit tam parvum, ut illud refpeétu
ponderis M globi BPD Q evanefcat; poterit diftantia centri oscillationis
z penduli ABPDQ ab axe oscillationis m n poni (562. §.)

_ P42RIFZRE 2R2
I O (R T

564, Corollarium. 3,

Fig.77. Sit pars una egih penduli (77. Fig.) virga cylindrica longitudinis
1= AB, et radii r; pars altera BPDQ fit lens compofita ex fegmentis
aequalibus BP D, BQD fphaerae radii R, cujus axes fiat PQi=2b,BD=21;
erit in (561. §.) :

Ay
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Ay=Ll; AC=Il+a;
m'=.5m(41*43r2) per (435. §);

o= A 10a*4 5a>b* 4 b*
M= M\ 10(l+ 2)? 4 — 3-:2:&:1 )(430. §):

pro ponderibus m, M ergo virgae cylindricae egih, etlentis BPDQ erit
diftantia centri oscillationis z penduli egihPDQ ab axe oscillatio-
nis mn

” 4 I q2ht 'f'ab
m(%l=+%r=)+m(f’+°)’+a+::2+j; 4)

Az=——"" 1+ M(i+a) :

565. Corollarium 4.

Quodfi autem pondus m virgae cylindricae egih evanefcat refpefta
ponderis M lentis BPDQ; erit prope vera diltantia centri oscillationis z
ab axe oscillationis mn in (564. §)

a®4-1a’b24 55 b4
—3 | i
Az=ltat S (14w

566. Corollarium 5.

Segmenta fphaerica BPD,BQD abibunt in duos femiglobos aequa-
les globum BPD Q conftituentes, fi axes lentis BD, PQ inter fe aejuen=
tur: pro a=—b==R debebit ergo ex (565.§.) prodire formula, quam jam
in (563. §.) invenimus.

567. Corollarium 6.

Pari ratione poteft determinari_diftantia Az centri oscillationis z pen«
duli egih PDQ ab axe oscillationis mn, i pars una egih fit virga cylin-
drica longitudinis I==AB, et radii r, pars altera autem BPD Q lens com-
pofita ex aequalibus fegmentis BP D, BQD fphaeroidis elliptici revolutione
ellipfeos circa axem conjugatum geniti, cujus axes {int PQ=2e, BD=2¢,
pro ellipfeos axe conjugato b et transverfo a. Pro centris gravitatis y, C
virgae et lentis, maflis illarum m, M, et momentss inertize m', M refpetu
axeos mn, debebit enim efle

Ay=%l; AC—I+c;
m*=7m(41>+3r) per (439 §)

Polsmen II. Gg Porro
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Porro pro x=e invenies per (426.§.) momentam inertize fegmenti
BP D refpeftu axeos PC, cuojus duplum dabit momentam inertiae totiug
lentis BPDQ refpetu axeos PQ (399. §.), unde additione produéti
M.AC2=m(l4c)? reperietur momentum inertiae lentis refpettu axeos
oscillationis mn (406. §.), nimiram

a*(1oeh2—15be2 4 6He?)
ML:M((I_*_C):_}' \ msz(Sbs—ze,‘j- *.4)_

Hinc per (561. §.) fiet

2 (eb2—2be2 J 363
m@3i43e) +0((op 4 DO I 30
Az = % :

m.:l4M(14c).

568. Corollarium 7.

Pro 2e=PQ=b, 2¢==BD=a abibit lens BPDQ in fphaeroidem
ellipticum revolutione ellipfeos circa axem conjugatum P Q genitum, pro
quo cafu erit itaque diftantia centri oscillationis z ab axe oscillationis mn

in (567. §.)

¥ gk mEPHEDEM2Fald%a%) :
£33 m.ii+M(+2%a)
§69. Corollarium §.

Si vero pondus m virgae cylindricae egih refpeétu ponderis M lentis
vel integri fphaeroidis elliptici BPDQ in (567. 568. §.) evanefcat; erit

a*(eb2—2bez-L3e3) |
Az=Il4c+ bi(gg—z = U+;U) in (567. §.)3

2

Az=l+3a+4 L.

a .
l+ in (568' §'J'

a

B~

570. Problema.

Fig. 77. St pendulum compofitum fit ex virga tenuifima parallelepipeda vel cy-
lindrica egih, et cono truncato BPQ, qui bafi minore in B ita fit ei virgae
anunexus, ut illius axis BC cum virgae axe AB in eadem refa AC jaceat;
invenire centrum oscillationis (77. Fig.).

Solutio.



DISSERTATIO XIII 235

Solutio,

1. Sit m pondus, I longitudo, et y centrum gravitatis virgae egih,
cum crafiities illius evanefcat refpetu longitudinis, feu paralielepipeda illa
fit, feu cylindrica, per hypothefim; poterit utroque cafu illius momen-
tum inertiae refpectu axeos mn poni —=fimlI*=m' (4490. 435.§.); di=
ftantia antem centri gravitatis y ab axe oscillationis erit A y—

2. Porro fit axis coni trancati BC=a et in hoc illius centrum gravi-

tatis @, cujus diftantia a puntto B, pro radio r bafeos minoris in B, et ra.
dio R bafi ris in PQ t per (224. §.) B p R
io e0S majoris i , eritp 4. x—1}a, =) (R=n) "

Hinc, fi M fit mafla ejusdem coni, et M' momentum inertiae refpettu axeos
oscillationis mn, fiet ob (1) per (561. §.) diftantia centri oscillationis z
ab axe ofcillationis

& g m.L1* 4+ M
=7 3 Z 3R -{-:4—41'!{
m.zl+m(¢ TR +1)

3. Inveniendum fit jam in (57. Fig.) momentum inertiae x coni trun. Fig. 57,
cati bdDB=M refpefta diametri BD bafeos majoris, pro illius axe :
Cc=x, et radiis CD=R, c¢d=r: fi k denotet illius momentum iner=
tiae refpettu plani BMDNB, et Z refpettu axeos Cc; erit per (434.§.)

pe=k+1Z

Verum pro angulo dDC=¢ erit r=cd=R—Dd¢=R—xCot@:

igitur fiet
=37(3R>x—3Rx2Cot 0+ x2Cot ¢3);

hinc per (431. §.)
ek=x*eM=%7(3R2x*—6Rx? Cot 9+ 3x*Cot @) ex;

Y s 2 Y o
et k— ——B—(R-— 3RxCot@ +2x2Cot @*)=

+3Rr460);

St 5 (R:+3Rr+t_5_r3} R—r)
fen k= 5 M x* ——2- YT T

Et per (417.§.) eft

Rf — 5

—

Gg 2 His
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His itaque valoribus loco k et £ Z in aequatione pro u fubftitutis in-
veniemus
3(R*—rN4-2x2R2'R4-2r)+6x2r2(R—2r)

s=55M <

4. Differentia quadratorum diftantiarum A«, xC centri gravitatis «
coni truncati BPQ (77. Fig.) ab axibus parallelis mn, PQ eft

Ae*—Coa’=(I4+Ba)*—(a—Bz)*=12—a242(14a)Ba=

2R3 ;i
— a4 La(l43) CRJ_—E';)LR“_":) ob (2).

5. Quare pro x=—=a=BC dabit # in (3) momentum’ inertiae coni
trancati BPQ refpeftu axeos P (QQ coincidentis cum diametro illins bafeos
majoris; et {i eidem momento addas productum ex malla feu pondere
coni M in differentiam A «* —Ca? juxra (4) determinatam, obtinebis mo-
mentum inertiae M' ejusdem coni refpeftu axeos oscillationis mn (409.§.):
hoc ergo valore loco M* in (2) fubftituto inveniemus fequentem expref-
fionem diftantiae centri oscillationis ab axe oscillationis 3

Az— :

:n%l+1‘.‘1(l+a dRT+ 5 ) [‘“

Ll(’—r’,: U(—I)

12

Ki._,r.i

+M< 55 (RE—1%) 4 %2*R2(R+2r) +-—-‘ r2(R—z2r)

i IRA 4 14— 2R3
Hr—a+a(lt)Tp ey )]

571. Corollarium 1.

Conus truncatus BPQ, fi radius r bafeos minoris in B evanefcat, abi-
bit in conum iftegrum axeos a==BC: pro r=—o obtinebimus ergo ex
(570. §) fequentem formulam pro diftantia centri oscillationis z ab axe
oscillationis mn, fi una pars egih penduli fit virga tenuiffima longitu-

dinis | et ponderis m; pars altera BP Q autem conus reftus axeos a=BC,
radii R bafeos in PQ, et ponderis M.

A MEPAMEGR 0410 —3)
<oz m. i+ M@Gatl)
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572. Corollarium a.

Si petatur diftantia A z centri oscillatienis z ab axe oscillationis mn
pro pendulo ex virga tenuifima egih et corpore BPDQ compofito,
quod conftet e duobus conis truncatis aequalibus BPQ, DPQ bafium
majorum in P Q congruentium; erit, ut in (570.§. 1.n) Ay=3%l, m’
=m%[* prolongitudine I, et pondere m virgae egih: quodfiergoBD=2a
fit axis corporis BPD Q, in cujus medio punfto C jacet ejus centrum gra-
vitatis, M vero denotet illius pondus, et M' momentum inertiae refpeétu
axeos oscillationis mnj erit per (561. §.)

mIl4MF
m.il+M(I+a)

Si jam R fit communis radius bafium majorum in PQ, et r radius mi-
norum bafium in B, D utriusque coni truncati BPQ, D PQ; invenies mo-
mentum inertiae utriusque coni feorfim refpettu ‘diametri in PQ, fi in
(570. §. 3.n.) ponas x=—=a, et £M loco M, cujus duplum dabit momen-
tum inertiae totius corporis BPDQ refpeftu diametri PQ parallelae axi
oscillationis m n, unde additione produéti M.A C>=M(l42a)* obtinebitur
momentum inertiae M* ejusdem corporis refpectu axeos oscillationis mn
. (406. §.). Hoc ergo valore fumto pro M! in praecedente formula inve-
niemus

Az—

[ I 112 f 2
Ar= i age Lo i (040
o ;:'R’:_=’>+za=R2<R+zr>+6a2rf(?—M)].

20 (R¥—r3)

573. Corollarium 3.

Pro r=o abibit corpus BPDQ compofitum ex duobus conis trune
catis aequalibus BP Q, DPQ in corpus conftans ex duobus conis integris
aequalibus axiom BC=CD=a, et communis radii R bafium in P Q con-
gruentium: pro r=o inveniemus ergo ex (572. §.) diftantiam centr1 os-
cillationis z ab axe oscillationis mn pro pendulo ex ejusmodi corpore
BPDQ et virga tenuifiima egih compofito, nimirum

Az PECHMGE GR 4232 4 (143)2)
mil+ MQ+a)

Gg 3 574, Co-
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574. Corollarium 4.

Si cono truncatc BPQ in (§70. §.) fubftituas cylindrum axeos
2:—=BC, et radii R, cum illius centrum gravitatis x coincidat cum medio
punéto axeos BC (219. §.); erit Aw=1+3a, hinc ob (570. §. 1. n.) per '
(s61. §

om.IE W
AT T MU+

Cum sutem momentum incrtiae cylindri BPQ refpeétu diametri PQ
illius bafeos fit vz M (42>43R?) per (435.§); erit M* = 75 M (4a*+
3R?) 4+ M(A&*—aC?), fen

M =M ($a>+ i R24-(I+ 32— (Fa)")

=MGEa2+iR+1(1+44a))
momentum inertiae ejusdem cylindri refpeftu axeos oscillationis mn
(409. §): quare, fi hunc valorem loce B! in}praecedenti formula fubfti-
tuas, invenies diftantiam centri oscillationis z ab axe oscillationis mn
pro pendulo ex virga' tenuifima egih longitudinis 1 et ponderis m, et
cylindro BPQ axeos a=—BC, radii R et ponderis M compofito, ni~
mirum

miP4MEa2 4 ER2 4 10+2))
mil4M(+2a) :

Az—=

575. Problema,

Dato numero N oscillationum, quas pendulum compofitum fub elonga-
gione @ a fitu naturali intra certum tempus T abfolvat, invenire longitu-
dinem L penduli fimplicis [ub eadem elongatione @, vel in quocungue arcw
exiguo ad fingula minuta fecunda oscillantis.

Solutio,

1. Si pendulum compofitum intra T minuta fecunda oscillationes nu-
mero N abfolvat; debebit illud fingulas oscillationes intra tempus N
ablolvere.

2. Quodfi ergo D fit diftantia centri oscillationis dati penduli com.

pofiti ab axe oscillationis; erit D longitado penduli fimplicis dato com.
pofito
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pofito ifochroni, quod ideirco fub elongatione @ a fita naturali qunamvis

oscillationem intra tempus = perficiet ob (1) per (552. 548. $)

Adeoque, denotante L longitudinem penduli fimplicis fub pari elonga.
tione a fitu naturali ad fingula minuta fecunda oscillantis, debebit effe
per (541. §)

Nz
. -

2
L: D=2 %; hinc L=D

3. Porro pro cognita elongatione @ penduli fimplicis a fita naturali,
quod longitudinem D habeat, et tempore ::_&_ fingulas oscillationes
perficiat (2), debebit effe per (535. §.) proxime

% —1 (I+§EL_)) ‘/—2[-;;- : igitue

D T X
:r_\/- o = N(;+8_%_) pro b=DSinv Q.

-
eft tempus, intra quod pendulum fim:

. : D

Hinc 2utem, quia = \/-gg

plex longitudinis D fingulas oscillationes in quocunque arcu exiguo debet

abfolvere (536.§.); fiet pro longitudine L penduli fimplicis in quibus-
libet arcubus exiguis ad fingala minuta fecunda oscillantis, per (541.§.)

b 2
T Nz(l+'8—r)
L;D:J?-:——-—-b—-—;; hinc L=D T —;
N*‘(I-l- s__ﬂj) i
— N'(b+8D)
fen L—-“-—"mq——

576. Corollarium 1.

Quaamobrem, f{i determinanda fit in quapiam tetrae regione longitu.
do L penduli fimplicis, quod in arcubus exiguis oscillans fingulas oscil.
lationes minutis fecundis perficiat, fumatur tale pendulum compofitum,
pro quo diftantiam D centri oscillationis ab axe oscillationis calculo de-
finire liccat; tum obfervetur ope exquifiti chronometri tempus T in mi-

nutis
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nutis fectndis, intra quod illed fub determinata elongatione @ a fitu na.
turali determinatum aljquem numerum N oscillationum -abfolvat: per
hacc enim reperietur quaefita longitudo

N2 (b4 8D)*
L=*WTTL_ ob (375.5).

Ubi autem elongatio @ penduli compofiti a fitu naturali valde parva
fuerit, ita ut b=DSinv® refpectu 8D fere evanefcat; poterit poni

G RO o

e 57T Pt T

.

Exemplum,

Clar. Liesganig falis peculiari diligentia obfervationibus compe-
rit, pendulum ex filo tenuifimo AB (77. Fig.) et duplicato cono trun-
cato BPDQ compofitum, quale in (572.§) confideravimus, Viennae
87861 oscillationes —N intra 86409,4 minuta fecunda = n abfolvifle.
Erat autem, omnibus dimenfionibus ad menfuras viennenfes relatis, lon-
gitudo fili, = A B==431,941 lin.; pondus fili, ‘m=1% gran.; femiaxis
corporis BPDQ, a—BC= 5,922 lin.; radius communis bafium majo-
rum conorum truncatorum B PQ, DPQ in PQ cohaerentium, R=PC
4,26 lin; radius communis bafium minorum in B, D t=2,28 lin.3

et pondus totius corporis BPDQ, M=3540 gran.

Quare, fi hos valores in (572. §.) fubfituas, invenies diftantiam
D= Az centri oscillationis z ab axe oscillationis mn aequalem longitu-
dini penduli fimplicis pendulo compofito Liesganigiano ifochroni,
pimirum D==437.903 lin.  Hinc autem determinabis porro longitudi-
nem L penduli fimplicis fub pari elopgatione a fitu naturali ad fingula

minuta fecunda oscillantis, nimirum

— jad 6oq L8780
L9 (864004)

Id eft L=452,739 lin.vienn. =440, 562 lin. patif.

§77. Corollarium 2.
Toventa ope penduli compofiti longitudine L penduli fimplicis in arca.

bus exiguis ad fingula minuta fecunda oscillantis (576. §.), potelt eo iplo
etiam
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etiam altitudo g determinari, per quam corpora gravia de gniete libere
labentia intra primum minutum fecundum decidunt, ob g=zi='L per
(537- S

Exemplum,

In (576. §.) invenimus L=440,562 lin. paril. pro longitudine pen.
doli fimplicis ad fingula minuta fecunda oscillantis: affumta ergo ratione
radii ad femiperipheriam I:w==1:3,1415 etc., quo fiat =3, 1415 etc.
erit

Quia vero eft pes rhenanus ad parifinum ==13913:144c0, {i g ad
pedem rhenanum referatur ; debebit efle
130131 14400—=7".220,281:g
AnE 7 .220,281 . 144C0
hinc g— SRS H
13913
et adhibitis logarithmis fiet
log g=—=S8 — log 13913
pro S=2log7 + log 220,281 4 log 144cs.
Iam autem eft
log #=0, 4971499
2log #=0,9942998
log 220, 281=—2,3429771
fog 14400=—4, 1583625

—_—

igitar §==7,4956394
Porro log 13913=4, 1434208

igitar log g=3,3522186

Quare, cam huic logarithmo proxime refpondeat numerus 2250,187;
debet poni gr—2250, 187 lin. rhen, = 15,6262 ped. rhen., qui numerus
ab illo, quem in (323. §.) calcoli gratia propofuimus, ¢33 pedis rhe.
nani ditiert,

578. Corollarium 3.

Oblervationes enim a diverfis Academicis in variis terrae regionibus
ope pendmm‘um compofitorum fatae evicerunt, haud eandem efle ubique
Jolumen IL s
Hh longi-
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longitudinem penduli fimplicis ad fingula minuta fecunda oscillantis
(576.§.), fed eam continuo decrefcere, fi locus obfervationis continuo
magis a polo ver{us aequatorem removeatar: unde neceffario fequitur,
nec ecfficaciam gravitatis in corpora terreftria eandem effe in omnibus
terrae regionibus, fed illam continuo fieri minorem, prout terrae regio
magis a polo verfus aequatorem removetur (540. §.).

Scholion.

Vienna, wbi Liesganigius experimentum cepit (576. §.) jacet fub
latitudine ==48°.13": fub hac itaque latitudine, ut vidimus, eft longi-
tudo penduli fimplicis ad fingula minuta fecunda oscillantis = 440, 562
lin. paril. Mairanus vero Parifiis fub latitudine = 48°. 50* invenit lon-
gitudinem talis penduli =440, 57 lin. parif.; in hac ergo terrae regione
eft efficacia vis gravitatis in corpora terreftria nonnihil major quam
Viennae. Et fane pro hac penduli fimplicis longitudine habebimus, ut
in (577.§.), altitudive g ad pedem rhenanum relata,

__ ®*.220, 285, 14400
A 13913
et adhibitis logarithmis
log g==8 — log 13913
pro S—=2log 7+ log 220,285 - log 14400.
Quamobrem erit
2logm=0, 9942998
log 220, 285 = 2,3429850
log 144c0=—4, 1583625
5=7. 4956473

log 13913==4, 1434208
log g=3,3522265

-

Confequenter eft hic g==2250,227 lin. rhen. ==15,6265 ped. rhen.,
loco 15,6262 ped. rhen. in (577. §).

579. Corollarium 4.
In (575.§.) fit T=N= ( 89)‘/ o =D Sinv®. Si

ergo ignoretur tempus T, intra quod pendulum compofitum numerum N
oscilla-
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oscillationum fub data elongatione @ a fitu naturali abfolvat; poterit illud
proxime ope hujus formulae determinari, fi antea quaeratur diftantia D
centri oscillationis ejusdem penduli ab axe oscillationis, ' Ubi autem elon.
gatio @ tam parva fuerit, ut b=DSinv @ prope evanefcat; poterit idem

—— quaeri, aut, adhibitis logarithmis,

-

tempus ope formulae T=N=
adhibitoque pede rhenano pro menfura linearum D, g, ope formulae
log T—=logN+1log ND+0,2503032.

Exemplo fit experimentum Liesganigianum. Pendulum illins
abfolverat 87861 =N oscillationes intra tempus T; diftantia vero centri
oscillationis ab axe oscillationis erat in (576.§.) D=437,903 lin,. vienn.

==3,041 ped. vienn. Quare, ob rationem pedis viennenfis ad rhenanum

=14013:13913, erit
14013

D= 204524013 ped. rhen.
13913

Eft autem log 3,041 =0, 4830104 ;
log 14013 =4.1465311;

4.6295475;

log 13913=4, 1434208
hinc log D=0,4861267;

et ZlogD=0,2430633.
Porro eft log N—=4.9437961;

hinc log N +%log D=5, 1868544.
0, 2503032

log T =4,93655%2.

Quamobrem eft T=—864c8, 44 min. fec., quod tempus cum obferva-
tione Liesganigiana (576. §.) quam optime confentit.
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