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INTRODUCTIO
COMPLECTENS BREVEM EXPOSITIONEM NATURAE

ET DISCRIMINIS QUANTORUM COMMENSURABI¬
LIUM ET INCOMMENSURABILIUM.

1. Definitio.
Ci quodcunque quantum g aliquoties, puta bis, ter , quater, aut plu-

ries , fumturo exaequet aliud quantum G ; erit g pars aliquota  quanti
G, et G multiplum  quanti G. Quantum e efi communis pars aliquota  duo¬
rum quantorum M, N , fi e aequetur alicui parti aliquotae tam quanti M,
quam quanti N, fi e, gr . quantum e fit pars $ta  quanti M, et pars ima
quanti N.

2. Corollarium.
Pars aliquota x partis aliquotaeX quanti Z eft pars aliquota quanti Z.

(I . § )-
z. Definitio.

Quanta M, N erunt commsnfurabilia, fi ea communem habuerint
aliquam partem aliquotam(i . §) : quanta vero M, N dicentur incomtnenfu-
rabilia,  fi nullam habeant communem partem aliquotam.

Scholion.
Ut nimirum duo quanta M, N poflint dici commensurabilia, fufficit,

ut confiet , dari certum quantum e , quod fit communis pars aliquota
eorundem quantorum ( i . §) , dari idcirco aliquam partem aliquotam quanti
M, quae aequetur certae parti aliquotae quanti N, licet fors non omnis
pars aliquota quanti M fit firaul aliqua pars aliquota quanti N. Sic fi eflet
M= 7e , etNn = 5e,  adeoque e pars ima  quanti M, et pars 5 ta  quanti
N ; efiet e communis pars aliquota quantorum M, N ( i .§) , quantaque haec
«fient commensurabilia, licet non omnis pars aliquota quanti M fit aliqua

Columen// . A pars



2 1NTR0D UCT10.
I\ l 7 9pars aliquota quanti N, ut e. gr. pars 3 tia — — —  nulla poteft efle^ 3

pars aliquota quanti N ;= 5 e > fecus daretur numerus integer n , pro quo

fieret — — — , bine n = — , quod eft impofiibile. Verum, ut duo3 n 7
quanta M, N fint incommenfurabifia, haud fuffieit, ut certa  pars aliquota
quanti M nulli parti ali quotae quanti N aequetur, aut ut certum  quantum e
nulla fit communis pars aliquota quantorum M, N ; ad id enim neceflario
requirimur, ut nullum abfolute fit pofiibile quantum e aequale communi
parti aliquotae quantorum M, N , ut idcirco nulla abfoluta pars aliquota
quanti M, utcunque parva illa fumatur, fit fimnl aliqua pars aliquota
quanti N, Haec de discrimine quantorum commenfurabilium et incommen¬
surabilium in gratiam tyronum dicta finr, quorum multi doctrinam, quam
hic paucis exponere conftitut, aut penitus ignorabunt, aut minus, quam
necelfarium eft, habebunt perspectam,

4 . Corollarium  1,
Si alterutrum duorum quantorum M, N , puta NT, fuerit pars quaecun¬

que aliquota alterius quanti M; erit quaevis pars aliquota quanti N aequalis
alicui parti aliquotae quanti M (2. §) , quantaque M, N erunt commensu¬
rabilia (3. 1. §) .

5. Corollarium  2.
Impofiibile eft , ut duo quanta M, N fint commensurabiliafimul et

incommenfurabiiia(3. §) duo autem quanta homogenea M, N (e. gr. duo
tempora , vel duae lineae , aut duae superficies, etc.) femper erunt vel
commensurabilia, vel incommenfurabiiia(3. §).

6 . Corollarium  3.
Quoties duo quanta M, N fuerint commensurabilia, toties vel erit

ipfum quantum N aliqua pars mta  quanti M, ve! certa pars wta  quanti N
aequabitur alicui mtae  parti quanti IVI(4. 3. §) : extabit igitur numerus in¬
teger ' m, vel fraftus aequalis exponenti rationis quanti M ad N , pro

quo flet M~ Nm  vel M:=r N — . E. gr. fi dicas , partem 5tam  quanti N
aequari parti %vae  quanti M, aut totum quantum N efle partem 8vant
quanti M, erit M~ N1 cafu primo, et N Z cafu altero; consequenter
erit 4 , cafu primo, et Z, cafu altero, exponens rationis quanti M ad N.

7 . C 0 r o I-



INTRO D UCTIO.

7. Corollarium 4.

Et vicifiim, fi extet numerus integer m vel fractus— aequalis expo¬

nenti rationis quantiMad N, pro quo fiat M- Nm  vel erit N
pars mta  quanti M cafu primo, et pars nta  quanti N aequabitur parti catae
quanti M cafu fecundo( 1. §) : utroque cafu erunt ergo M, N quanta com-
menfurabilia(4. Z- §•)•

8. Corollarium  5.
Quaraobrem, fi certo conftet , duo quanta M, N effe incommenfura-

bilia, conftabit eo ipfo, nullum eife numerum integrum vel fra&um alii-
gnabilem, qui aequetuf exponenti rationis quanti R1 ad N:  fecus enim
quanta M, N , ex bypothefi incommenfurabilia, effent fnnul commenfura-
bilia (7. §) , contra (5. §)

9. C orollarium.  6.
- Et viciffim, undecunque conftiterit , nullum effe numerum, nec inte¬

grum, neque fraftum, ailignabilem, qui aequetur exponenti rationis
quanti M ad quantum homogeneum N , conftabit eo ipfo, quanta M, N
effe incommenfurabilia; fecus deberent ea effe comtnenfurabilia(5,
proinde aflignabilis eflet talis numerus (6. §) , contra hypothefin.

10. Theorema.

Pro quibuslibet duobus quantis  E > e inaequalibus extat numerus integer
ui , pro quo ejfet em, vel E> em et fnnul  E e (m-j- 1) .

Demon ft ratio.

Cum minus quantum e inftar unius partis quanti majoris E liceat
fpe&are , poterit quantum E in partes aequales e, e, e, - e mente
Tefolvi, ita ut numerus m harum partium per magnitudinem quanti E ejus¬
dem que partis e perfefte determinatus fit , utque aut hae partes fimul
fumtae exaequent quantum E , quo fiat E—em,  aut eae omnes una cum
quapiam parte x , quae minor fit parte e , totum E conftituant, adeoque fit
E — em -j-x, proinde E > em , fed fimulE e(m-f 1) .

11. Corollarium.  1.

Pro quovis quanto e utcunque parvo et alio homogeneo E utcunque
magno extabit numerus integer r , pro quo rtuplum  quanti e effet majus

A 2 quanto



4 INTRODUCTIO.

quanto E , nimirum er > E ( io. %■) : igitur pars tta  quanti E minor quanto
e , nimirum— E < e.r

13 . Corollarium , a.

Si quanta M, N funt incoimnenfurabili*. dari debet pars aliqua nta
quanti N minor quanto M (ii. §.) » et pro quavis ejusmodi parte , utcunqufe
magni denominaturis n , cum illa nulli parti aliquotae quanti IVI poliit
aequari (3. §.) , cum idcirco I\I nullum poflit effe multiplum ejusdem partis
( 1. §.) , debet extare numerus integer m, pro quo fiat M > N — et iimuln
M> Nl!l± -L (IO>§.).

13. Corollarium . 3,
Ex bis rationalium irrationahmique  rationum natura elucet. Ratio

inter duo quanta M, N commenfurubilia eft rationalis,  ut et illius expo¬
nens, utpote aequalis determina' o cuipiam nmuero integro vel frafto e,
pro quo fit M— X1 e (.6. §.) . Ratio autem inter duo quanta, M, N incom¬
mensurabilia eft irrationalis ; exponens illius e eft furdus  numerus feu
irrationalis,  nulli determinato numero, integro aut frafto , aequalis (8 §•)
fed unitati incommensurabilis, ita ut is pro iisdem numeris m, n fit e> ~

et e pro quibus eft M> N et M< N ——*- (12. §.).

S c h o 1i o n.
Exponens enim e supponitur per id ipsum» quod >°s ex unitate I

complectitur, indicare, quantum in data ratione M: N ex quanto N in M
continetur , seu quoties aut totum quantum N, aut certa pars aliquota
quanti N fumi debet, ut prodeat M: utprimum ergo eft M> N — et
M< N m-f 1

n , quia id ipsum debet exponens e rationis M: N indicare;
. m rn -f- i . . t m m 4-1erit quoque e > — et e<; - » nimirume > 1 —et e< 1. --u u n n

14. Definitio,
Men/ttram  alicujus quanti Q vocant quantum homogeneum q determi¬

natae notaeque magnitudinis: quanrum autem Q ope mensurae q metiri  di¬
cimur, dum rationem iilius ad mcnfuramq inveftigamus.

I 5. Coroli
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15. Corollarium , 1.
Dato exponente e rationis quanti Q ad ipfius menfuram q » cum eo

ipfo fit Q— qe , poterit poni Q:= e pofita menfura qt= 1: nimirum omne
quantum Q , fpe&ata ejusdem magnitudine licebit per certum numerum e
exprimere , qui videlicet aequetur exponenti rationis quanti Q ad quantum
q pro ejusdem menfura aflumtum (14. § .) , modo hic numerus ad unitatem
mensuram q denotantem relatus cogitetur.

Sic e. gr . in geometricis dimetifionibus , denotante q certum pedem
cubicum , fi numerus integer 4 vel fraftus f  fit exponens rationis dati
Cylindri C ad eundem pedem cubicum q ; poterit poni C^ 4 casu primo,
et C— j  casu fecundo , modo bi numeri ad p^dem cubicum q pro unitate
aflumtum relati cogitentur , quo fiat , ut C— 4 vel Cr= | tantundem deno¬
tet , ac cylindrum C aequari quatuor pedibus cubicis q, vel quatuor 5tis
unius pedis cubici q.

S c ho 1 io n.
Hoc seniu omnis numerus concretus exprimit aliquod quantum , pro

cujus menfura fumta eft unitas , ad quam is numerus refertur ; idemque
numerus , indar abftracti fpeftatus , dat exponentem rationis quanti per
illum numerum exprefli ad quantum pro ejus menfura affumtum. Sic e. gr.
8 horae exprimunt certum tempus , pro cujus nrenfura una hora ed fumta,
ita ut 8 fit exponens rationis ejusdem temporis ad aflumtam menfuram.

16, Corollarium . 2.
Hoc tamen modo ( 15. §.) tunc solum licebit datum quantum Q per

certum numerum accurate exprimere , fi illud fit aflumtae mensurae q com¬
mensurabile : dum enim Q fuerit incommensurabile mensurae q ; nullus erit
affignabilis numerus e , pro quo pofiit poni Q = qe , adeoque Q = e pro
S— 1 ( iZ - § >) .

17. Corollarium . 3.
Semper autem , dum datum quantum Q incommensurabile fuerit

aflumtae menfurae q , poterit accipi aliqua nta  pars mensurae q minor

quanto Q , et pro illa determinari numerus integer m, qui det () > q

u (12 . § .) ; hac ergo ratione poterimus adpro-

ximare ad quantumq , cujus cunerenua a uaiu iju»uw

Z erit
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erit minor parte nta — raenfurae q , quod idcirco in praxi , ubi minutiae

folent negligi , quanto Q poterit fubftitui , fi numerus n adeo magnus fit,
ut pars nta menfurae q citra notabilem en orem poflit negligi.

S cho 1i o n.
Ponamus dari triangulum re&angulum , quod habeat hypothenufam h,

et cathetos aequales q , q ; erit h2:= q 2+ q 2~ 2 q2, hinc h — q -/2 . Ex¬
ponens rationis hypothenufae h ad cathetum q eft 2 , nulli idcirco
numero afiignabiii , nec integro neque frafto , aequalis ; hypothenufa h
eft incommenfurabilis catheto q ; fumta catheto qt = X pro menfura hypo¬
thenufae , poterit quidem poni h — y^2 , fed h nullo numero afiignabiii
poterit exafte exprimi . Interea licebit adproximare ad reftam qe , cujus
differentia ab hypothenufa h minor fit data quacunqne parte decimali
a -1 - ipfius catheti q, fi nimirum extra&ione radicis ■J'2 adproxi-icc -•-o
ruetur ad numerum e , cujus differentia a radice y''2 minor fit parte decimali
- -- unitatis,IOO- o

i8 - Corollarium 4.

Interea etiam eo cafu , quo quantum Q fuerit incommenfurabile
affumtae menfurae q, quo cafu idcirco pro quovis numero integro n alter

mextiterit , qui det Q > q ^ - et Q < q —C 12- §-) , licebit ponere
Q— qe , hinc Q — epro q — 1,  modo per e intelligatur numerus furdus

femper major fraftione et minor fraftione —^ 1 (iz . § .) , ad quem
per ( 17. §.) adproximare liceat.

§cholion,
Exprefliones hae , utriusque generis , quantorum per numeros ( 15.

rg . § .) amplifiimum habent ufum in univerfa mathefi adplicata , ipfaeque
adproximationes in (17. § .) expolitae utiliffime adhibentur , ubi fumma accu¬
ratio nec poifibilis eft , neque neceffaria . Verum ubi de demonftrandis
quantorum relationibus agitur , ne certitudo evidentiaque mathematica pati¬
tur , fummo rigore opus eft, coque ipfo ab incommenfurabilitate quantorum
nunquam licet praescindere , et ea , quae de quantis pro commensurabilibus
fumtis demonftrata habentur , ad quanta generatim fumta extendere : quo¬
ties idcirco relatio aliqua duorum aut plurium quantorum in sequentibus

demon-
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demonftranda fuerit , quanta ejusmodi in utroque statu confiderabimus , quo
evidenter appareat , utrum talis relatio de iis fi-mper , feu illa fint commen-
furabilia , feu incommenfurabilia , postit praedicari , atque in hunc finem
fuljurgam criteria , tam aequalitatis duorum quantorum uni tertio incom-
menfurabilium , quam proportionalitatis quatuor quantorum talis indolis.

19 . Definitio.
Quantum aliquod g bis , ter , quater , et generatim ries contineri  dice¬

tur in dato quanto G , fi quantum g ries  fumtum exaequet aut totum quan¬
tum G , aut unam partem quanti G , ita ut pars altera quanti G minor fit
quanto g-

E. gr . Numerus 4 tej continetur tam in 12 , quam in 15 , quia nume¬
rus 4 ter fumtus exaequat totum numerum 12, et unam partem numeri 15,
ita ut pars altera 3 hujus numeri minor fit numero 4.

20 . Theorema.

Si dentur duo quanta inaequalia  IJ u , endevnque comparentur cum
quanto tertio homogeneo  V ; poffibilis debebit ejje pars aliquota quanti V,
quae in quanto majore  U pluries contineatur , quam in minore  u.

D e m o n Ar a t i o.

Quidquid fint quanta U , u , V, debet necefiarfo extare pars aliquota
quanti V , quae minor fit fingulis quantis U , u , eorundemque differentia
U — u= D ( n . §.) , quae idcirco , fi non pluries , femel tamen continea¬
tur in u , et femel in D ( 19. §.) , adeoque pluries in Ur= u + D quam in u.

2i . Theorema.

Duo quanta Z,  X uni tertio  z incommenfurabiliaerunt necejfario inter
fe aequalia , fi pro quovis utcunque magno numero integro  n extet alter

„ m _ m -J- i , _ m
numerus integer m , quo fiat tam  Z > z — et Z < z — - — , quam  X > z—

v . m + 1
et  X < z - -n

D e m o n Ara t i o.

Pro qualibet nfa  parte quanti z diri numerum integrum m, pro quo fit

tam Z t> z — et Z < z —- ' - , quam X > z — et X < z - -- - - tantundemn n n n
fign.ficaf, ac quamlibet partem aliquotam quanti z in quovis quantorum
Z , X toties contineri , quoties ea concinetur in altero ( 19. in affu.nta

hypo-
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hypothefi eft ergo impoflibilis pars aliquota qu nti z , quae in alterutro
quantorum Z , X pluries quam in altero contineatur , unde neceflario
sequitur , quanta Z , X , cum nequeant efle inaequalia (20. § .) , elTe inter
fe aequalia.

22 . Theorema.

Si , datis quatuor quatitis  JV1» N , P , Q , pro quolibet utcunque magno
numero integro  n alter numerus integer  m fuerit pojftbilis, qui det tam

M£> N et  M < N quam  P > Q -^ - et P < Q ( ,2. § .) , erit
ratio quanti  M ad N aequalis rationi quanti  P ad Q , Jeu erit  M :N = P :Q.

D e m0 nftrat io.
Si enim quantum x fit homogeneum quanto Q et petatur ratio quanti

xadQ,  aequalis rationi quanti M ad N , quo fiat M: N= x:  Q ; neceffe eft,
ut tantundem contineat x ex Q , quantum continet M ex N : pro iisdem
ergo numeris integris m , n , pro quibus fuerit M> N — etM < N -  ,n n

debebit etiam effe x > Q ^ - et x < Q ^ -d_I _. Q ua re , cum per hypo-

thefin fitP > Q -̂ - et P <1Q 1 ; erit neceflario x P (21. § .), con-
fequenter M:N P: Q.

DISSEK-
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DISSERTATIO I.
DE

GENERALIBUS QUIBUSDAM CORPORUM PHYSICO¬
RUM , VIRIUMQUE IN ILLA AGENTIUM

PROPRIETATIBUS.

23 . Definitio.

T ^ ria in omni corpore phyfico merentur notari : Vohmen,  feu pars spatii»
quam totum corpus occupat : Majfa,  feu quantitas materiae fub eodem
volumine contentae : Pori  denique , feu interstitia omni materia , ad mas¬
sam corporis pertinente , vacua et per totum volumen , tefte experientia,
difleminata.

24. Corollarium 1.
Inventio voluminis dati cujuscunque corporis pbyfici ab iisdem

pendet principiis , quibus determinatio soliditatis corporum geometricorum
nititur (23 . §.) .

E . gr . Volumen cylindri plumbei aequabitur produfto ex area bafeos
in altitudinem cylindri ; volumen coni lignei erit aequale uni tertiae pro-
dufti ex area bafeos in altitudinem coni , et fic porro.

25, Corollarium 2.
Utcunque autem dati alicujus corporis volumen notum fuerit , poterit

ejusdem mafla penitus ignorari (23 . §,) Cum enim partem unam voluminis
mafla expleat , partem vero alteram pori occupent ; nili spatium innotescat,
quod omnes pori dati corporis fimul fumti occupant , impoffibile erit
spatium noscere , quod ejus mafla explet.

B 2 26. Co-



ia DISSERTATIO I.

26. Corollarium 3.
Interea facile ex (23. §.) elucet » mailam cujuslibet corporis eo den-

Jiorem  futuram , quo minor fuerit pars dati voluminis , quam omnes pori
occupant , quo magis idcirco particulae materiales mailam corporis condi-
tuentes ftipatae , feu quo viciniores illae inter fe fuerint , ita ut generatim,
quaelibet massa eo denfior futura fit , quo major fuerit illius quantitas
fub determinato volumine.

27 . Definitio.
Quamobrem , fi massa per certum volumen fic fit diffufa, ut quaevis

partes aequales ejusdem voluminis , utcunque magnae aut parvae , eandem
maflae quantitatem complectantur , eadem erit in omnibus voluminis par¬
tibus massae denfitas , ipfaque massa vocabitur aequabiliter denfa:  corpora
autem aequabiliter denfa vqcabuntur , quorum massae (23. §.) aequabiliter
denfae fuerint . Generatim autem duo corpora , quorum massae ejusdem
vel diverfae fpeciei materia conftiterint , ut e. gr . duo globi aurei , vel duo
globi , quarum unus fit plumbeus , et alter aureus ; erunt homogenea  cafu
primo , et heterogenea  cafu fecundo . Hinc intelligitur , quid fignificet,
corpus aliquod C esse homogeneum: quoties nimirum omnes , magnae et
parvae partes corporis C ejusdem fpeciei massa conftiterint ; dicetur C
esse corpus homogeneum.

2F. Corollarium i.
Si corpus C voluminis V fit aequabiliter densum , fumaturque aliqua

pars c ejusdem corporis , cujus volumen aequetur parti dimidiae , ^ ut 3tiae,
vel 4tae,  aut generatim parti ntae  totius voluminis Vj debebit quoque
massa partis c aequari uni ntae  parti massae totius corporis C (27. §.)

29 . Corollarium 2.
Quare , fumta alia parte q corporis aequabiliterdenfi C; cujus volumen

fit rtuplum  voluminis partis p ; erit etiam massa partis q r tupla  massae partis
P (28- §0 : quaevis idcirco pars q corporis aequabiliter denfi C , cujus
volumen fuerit rtuplum  unius n tae  partis voluminis V totius corporis C, habe¬
bit quoque mafiamr tuplam  unius x\tae  partis massae totius corporis C (2g. § .) .

30. Corollarium 3.
Si duo corpora aequabiliter denfa fub eodem volumine inaequales

massas corapleftantur , ita ut massa unius corporis aut totam massam alterius
ries
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ries  fumtaro , aut unam ntam  partem hujus mafiae ries  acceptam exaequet;
debebit etiam denfitas prioris corporis aut totam denfitatem, aut unam
ntam  partem denfitatis pofterioris corporis ries  fumtam exaequare (27.
26. §.).

31 . Corollarium 4.
Quodfi autem duo corpora L, 1 aequabiliter denfa fub inaequalibus vo¬

luminibus K, k eandem maffae quantitatem compleftantur; erit mafla cor¬
poris l , cujus volumen k minus eft, dentior quam mafla corporis L, cu¬
jus volumenK eft majus. In hac videlicet hypothefi continebit pars cor¬
poris L, cujus volumen exaequat volumenk corporis 1, minus maffae, quam
corpus 1fub volumine k comple&itur (27. §.) ; confequenter erit denfitas
maffae in illa parte corporis L minor denfitate maffae corporis 1 (26-§.) »
eoque ipfo erit quoque denfitas maffae totius corporis L minor denfitate
maffae corporis 1 (27. §.).

32.  Corollarium 5.
Ponamus, corpora L, 1 aequabiliter denfa fub inaequalibus volumini¬

bus K, k eandem maffae quantitatem ft  completti , effeque k:= K — >vel

k = K -̂ -, nimirum volumen minus corporis ! aequale aut uni ntae  parti
majoris voluminis K corporis L, aut rtuplo  unius ntae  partis voluminis K;
debebit reciproce denfitas corporis L aequari aut uni ntae  parti denfitatis
corporis 1, aut rtuplo  unius ntae  partis hujus denfitatis. Nam pars x cor¬
poris L, cujus volumen fit r= K vel — K habebit maffam pariter

-jj- vel z=z (28 . 29. §.) : igitur erit denfitas partis x corporis L,

eadem cum denfitate. totius corporis L (27. §.) » vel = vel —den¬
fitatis corporis 1 (30. §.) .

33. Corollarium 6.
Corpora homogenea et aequabiliter denfa, omnesque illorum partes,

utcunque magnae vel parvae, eandem habent mafiarum denfitatem(27. §.).
34 . Theorema.

Denfitates  D , d duorum corporum aequabiliter denforum, maffas inae¬
quales  M , m fub eodem volumine continentium, funt in ratione direEta maf-
/arum , j 'eu ejl  D : d= M:m.

B 3 Demon-



X4 DISSERTATIO 1.

Demonftratio.

MaffaeM, m vel funt commenfurabiles , vel incommenfurabiles (z.§ .).
Primo cafu necefiario extabit numeras integer r vel fradtus — , pro quo

fit HI= tnr velMs =: m — (6. %.) : igitur erit etiam D = dr , vel D“ d —n n
(30 . §.) , hinc utroque cafu D :d—

Sint jam maffae M, m incommensurabiles ; neceffe eft , ut pro quolibet
utcunque magno numero integro n extet alter numerus integer r , pro quo

fiat M > m -~ etM<  m 1 (12 . §.) . Quare , 'cum pro M— m -jj- vel M
m - - neceffario fieret D — d — vel 0 — d (30. debebitn n n ^ y

effe pro iisdem numeris D > d -̂ - etD< d - (26 . § .) , hinc D : d
p= M : m (22. § .). •

35 . Theorema.

Denfitates  D , d duorum corporum aequabiliter denforunt, eandem maffae
quantitatem fub diverfis voluminibus  V , v continentium, funt in ratione in-
verfa voluminum, /eu eji  D : d= v : V.

Demonftratio.

Volumina V, v commenfurabilia poliunt effe , vel incommensurabi¬
lia ( 3. § .). Cafu primo dabitur certus numerus integer n vel fra&us ,

pro quo fit V — v n vel V = v -^- (6. §.) , quo fiat v:= V -^ vel \ ~ V
1 r

confequenter erit reciproce D = d — velD := : d — ( 32. §. ) , et ideo
utroque cafu D : d= v : V.

Quodfi vero volumina V, v fint incommensurabilia debebit, pro quolibet,
utcunque magno , numero integro n extare alter numerus integer r , quo

f r "4“ 1 r r j _x
fiat V > v — et V < v —- — ( i 2.§ .) : cumigiturpro V := v — vel V:= v

deberet effe reciproce d c=:_D ~  vel d — D (32 §.) , erit re ipfa

Et d < I) ( ; r. § .) , hinc d : D^ V : vper (22 . -§ .)•

36 , Co-
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36 . Corollarium 1.
Denfitates D, d duorum corporum aequabiliter denforum , inaequales

maffas ]\I , m fub inaequalibus voluminibus V, v continentium , sunt in¬
ter fe in ratione compoiita ex diretta ratione maffarum , et inverfa vo¬
luminum , feu eft D : d= Mv : m V. Si enim cogitetur tertium corpus
aequabiliter densum , cujus denlltas fit S, maffa M, et volumen v ; erit

D; v : V per (35. §.) ;
<i: d := :M:m per (34. §.) •

igitur multiplicando
Di : dd — vM : Vm , feu D : d — vM : Vm»

37.  Corollarium 2.
Pro corporibus homogeneis aequabiliterque denfis erit per (33-§ -)

(36 . § ) O" d , Ifinc vM ^ Vm , et M: m = : V : v , nimirum : maffae duo¬
rum corporum homogeneorum et aequabiliter denforum funt inter fe in
ratione direfta voluminum.

38 - Definitio.
Corpus , quod aut constanter in eodem loco manet , aut locum con¬

tinuo mutat , dicitur quiefcere  cafu primo , et moveri  cafu altero : quidquid
autem aut aftu aliquem motum producit , aut eum producere nititur , ita ut
is fublatis impedimentis neceffario debeat fequi , ei Vim motricem  velut
motus caufam tribuimus.

39 . Definitio.
Omnecorpns , teste experientia , ita est comparatum , ut illud per¬

petuo deorfum urgeatur j aftuque labatur , nifi quid lapfum impediat : vis,
quae omnia corpora circa terrae fuperficiem deorfum urget , vocatur Gra¬
vitas  feu Vis gravitatis.

40 . Corollarium i.
Omne corpus , quantumlibet parvum id fit vel magnum , eft grave

(39' §■>.
41 . Corollarium 2.

Utrum minimae omnium corporum pbyficorum particulae aeque gra¬
ves  fine (40. § .) , lingulae nimirum pari efficacia a vi gravitatis deorfum
urgeantur ( 39. §-) , nondum hic poteft definiri : affumemus id interea instar

hypo-
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hypothefeoS , qnae, prouti deinceps videbimus, cum experimentis fumma di¬
ligentia inftitutis , calculisque legitime fuperftruttis quam optime confentiU

S choli on.
Haec tamen de quavis terrae regione feorfim fumta debent intelligi.

Sicut enim ex variis observationibus exprimentisque in certa regione , quae¬
cunque ea fit , inftitutis clare videtur fequi , eandem effe efficaciam vis
gravitatis in minimas omnium corporum ejus regionis particulas ; fic ex
aliis observationibus et experimentis aeque clare sequitur , efficaciam vis
gravitatis in minimas corporum particulas diversam effe in diverfis terrae
regionibus.

42 . Def initio.
Perpetua experientia docet , minima omnium corporum libere (nimi¬

rum ob (olam vim gravitatis , quin aliud aliquid in motum ab ejus atrione
pendentem quaqua ratione influat) labentium percurrere reftas inter se ad
sensum parallelas , atque ad fuperficiem aquae ftagnantis perpendiculares;
ob hanc causam vocari Colent ejusmodi retiae jam Lineae verticales,  jam

■gravitatis Directiones.
43 . Corollarium.

Filum tenue , e cujus uno extremo globulus plumbeus , aut aliud ali¬
quod grave corpusculum libere pendeat , exhibebit , quiescente hoc cor¬
pusculo , direftionem gravitatis (42. § .) .

44 . Definitio.
Planum verticale  eft , quod talem habet fitum , ut impoffibile fit , ex

aliquo ejus punfto lineam verticalem demittere (42. §.) , quin illa tota in
eodem plano, produfto fi opus eft, jaceat . Horizontalem  autem lineam  vo¬
cant , ad quam linea verticalis (42. §.) eft perpendicularis : et planum ho¬
rizontale  dicitur , ad quod linea verticalis eft perpendicularis , ita ut iliacum
plano , ex omni parte , angulos reftos comprehendat.

45 . Definitio.
Pondus abfolutum  cujuslibet corporis , seu (impliciter Pondus  eft tota

preflio , quam vis gravitatis in illo producit (39. § .) .
Scholion.

Pondus corpor .s diftingui debet a vi gravitatis in corpus agente , velut
effetius a fua caufa. Si e. gr . globum plumbeum G manu fuftineas , manum

certa
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certa efficacia deorfum premi experieris : nimirum globas G a' vi gravita¬
tis deorfum premitur , et iftam preffionem , quam vis gravitatis ut cauta
effe&um (38 39 §-) in globo G producit , is necessario perfentiscit , qui
globum G manu fuftinet ; eandem vero preffionem nomine ponderis  globi
G solemus intelligere.

46 . Corel larium  1.
Cum quaelibet particula dati corporis C a vi gravitatis deorfum urgea¬

tur (39. 40. §.) ; debebit pondus corporis C aequari summae pressionum,
quas fingulae particulae materiales ejusdem corporis ob vim gravitatis
perfentifcunt (45. § .) .

47 . Corollarium  2.
Quare , cum minimae particulae omnium corporum pari efficacia a vi

gravitatis premantur (41. §.) , fic pendebunt pondera P, p duorum cor¬
porum ab illorum massis M, m, ut pondus P debitum inallae 1\I futurum
fit aequale ponderi p , vel majus aut minus pondere p debito massae m,
prout fuerit massa M aequalis massae m , vel major aut minor malla m
(46. §-) .

48 . Corollarium  Z.
In specie vero , 6 massa alicujus corporis A fuerit xtupla  massae al¬

terius corporis B, vel xtupla  unius ntae  partis massae corporis B; debe¬
bit etiam pondus corporis A esse xtuplum  ponderis corporis B cafu primo,
vel xtuplum  unius ntae  partis ponderis corporis B cafu fecundo (46-47-§-)-

49 . Theorema.
Pondera  P , p quorumvis duorum corporum maj/as  M , tn habentium

Junt his majjis proportionalia / eu ejl  P : pr = M: m.
Demonftratio.

Maffae M,  m commensurabiles funt , aut incommensurabiles (3. § .).
Pro massis M, m commensurabilibus debet dari numerus integer r vel fractus

- ~ ,,pro quo fit M~ mr  vel I\I = m (6. §.) : igitur etiam P =̂ pr

vel P — p (48 - §.) , adeoque utroque cafu P : p ~ M : tn-

Si vero massae M , m fint incommensurabiles , debebit pro quolibet
utcunque magno numero integro n extare alter numerus integer r , qut

Volumen II. C det
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det M > m et M< m ——— (12. §.) : quare , cum pro M=n n n

vel M= :m- r ^ T- deberet fieri P := p - -̂ vel P — p r ^~ 1 (48 - §. ) ;

erit re ipfa P > p — et P <5 p — 1 ■■(47 . §.) , et ideo P : p ;= !Vl: m
(22. §>).

50. Corollarium 1.
Si duo corpora aequabiliter denfa habeant volumina V, v , maffas

M, m, pondera P,p,  et denfitates D,d;  erit D : d= Mv : mV (36 . §.) ,
et M: m= P : p (49. §.) : igitur D : d= Pv : pV,  nimirum : denfitates duo*
rum corporum aequabiliter denforutn fiunt in ratione compofiita ex ratione
direffa ponderum et inverfia voluminum.

51. Corollarium 2.
Semper autem , dum duo corpora fuerint homogenea et aequabiliter

denfa (27. §.) , erunt illorum pondera inter fe in ratione direfta volu¬
minum , nimirum : P : p = ; M: m (49. §.) .et V ; v = M: m (37 . §.) , hinc
P : p = V : v.

52 . Corollarium 3.
Quodlibet corpus determinati ponderis p habet mafiam m perfefte

determinatam , ita ut nlillum aliud corpus ejusdem ponderis p plus vel
minus , quam m , maffae poflit habere (47. §.) : quamobrem , fumto certo
pondere p pro menfura omnium ponderum , fumtaque mafia m ei debita
pro menfura omnium mafia rum (14. §.) , facile omnes corporum maffae
per eorum pondera , et haec per illas aestimabuntur . Cum enim fit

P M
1 (49. §.) ; patet , exponentem rationis geometricae cujuslibet
ponderis P ad affumtam illius menfuram p aequalem futurum exponenti
rationis maffae M debitae illi ponderi ad ejusdem maffae menfuram m:
quodfi ergo per M intelljgatur , non mafia corporis pondus P habentis,
fed exponens rationis hujus mafiae ad affumtam menfuram m , licebit po¬
nere pondus P = jIM, exponente M relato ad unitatem = p ; et fi per P,
non pondus corporis habentis mafiam m , fed exponens rationis hujus
ponderis ad affumtam menfuram p inteliigatur , poterit poni ipfa mafia
M= P, exponente P relato ad unitatem s= p ( 15. 18- §-) .

ScliO-
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Sch ol i on.

Hoc fenfu in fequentibus maffae corporum determinabuntur per ipfo-
rum pondera , et pondera per maffas , ea nimirum ratione , qua in dif-
quifitionibus geometricis arcus per angulos , et hi per illos ("olent deter¬
minari. Si e. gr . pondus p unius librae pro menfura omnium ponderum,
et massa m corporis , cujus pondus uni librae aequatur , pro menfura
omnium massarum fumatur , tum detur alicujus corporis C massa M — 8
id eft 8pla  maffae m ; dicetur illius pondus esse P^= 8 , nimirum Splum
ponderis p unius librae , adeoque 8 librarum : dato vero pondere P = £
id eft aequale z 8vis  unius librae ; erit ejus malTaM= | , nimirum aequa¬
lis 3 8vis  maffae m. Ceterum notent libi tyrones , faepenumero ipfa
corpora gravia nomine ponderum intelligi ; fic e. gr . ubi in fequentibus
de ponderibus quibusdam A, B, C e datis punftis pendentibus fermo fue¬
rit , re ipfa nomine ponderum debebunt intelligi corpora , quorum pon¬
dera fint A, B, C.

zz . Definitio.
Quaevis massa aequabiliter denfa fic eft conformata , ut ea fub quibus¬

libet voluminibus aequalibus det pondera aequalia (27. 47. § .) , quo fit, ut
fi pondus talis massae fub certo volumine nofcatur , eo ipfo etiam illius
pondus fub dato quovis alio volumine possit determinari (51. § .) . Ob hanc
caufam quaevis massa aequabiliter denfa fub determinato quopiam volumi¬
ne v , e. gr . volumine unius digiti , vel pedis cubici , folet confiderari:
pondus vero maffae fub tali volumine vocatur ejus Gravitas refpe&iva,  aut

fpscifica,  feu Pondus refptctivum,  nimirum reftri&um ad determinatum vo¬
lumen v. Nassa aequabiliter denfa certae fpeciei (e. gr . aurum ) determi¬
natum habet pondus fub determinato volumine v , diftinftum ab illo pon¬
dere , quod alterius fpeciei massa (e. gr . argentum ) fub eodem habet volu¬
mine , unde ratio denominationis gravitatis fpecificae  elucet.

54 . Corollarium  1.
Si P fit pondus massas aequabiliter denfae fub volumine V , et G

illius gravitas fpecifica reftrifta ad volumen v ; erit P : G = V : v (53. 51. §.)

55 . Co rollarium  2.
V

Ex (54. §.) sequitur P := G — , hinc P~ GV  pro v .— 1,  quo fiat,

ut V exprimat exponentem rationis voluminis , fub quo pondus P continetur,
C 2 ad
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ad volumeh v. Si ergo cognita gravitate fpecifica G massae alicujos cor¬
poris C petatur pondus P hujus corporis ; fumatur volumen v , ad quod
gravitas fpecifica fit reftrifta ( ZZ. §.) pro inenfura voluminis V ejusdem
corporis , tum , determinato exponente rationis ejusdem voluminis V ad
menfuram v ( 14. 15. iZ. §-) , ducatur in illam gravitas fpecifica G.

E. gr . Petatur pondus P cylindri ferrei , cujus radius bafeos fit r := 6
digitis , et altitudo a= 2 pedibus, data gravitate fpecifica ferri G — 558ffi,
quae pondus unius pedis cubici ferri exprimat . Si V denotet volumen
cylindri , pro cujus menfura fumatur pes cubicus ; erit , denotante v  fe-
ttiperipheriam circuli radio = 1 defcripti,

Vt = air r2t= 2 . 3,1414 = 1,57ped . cub.
P = G V" 558- 1,571= 876,06 Itz.

56 . Corollarium 3.
P P

Volumen autem erit Vr = v (54. §.) , feu V — -g - pro v = 1.
Dato itaque pondere P , dataque gravitate fpecifica G maffae alicujus cor¬
poris C, invenietur volumen V ejusdem corporis , fi pondus P dividatur
per gravitatem fpecificam G , tum per quotum relatum ad unitatem = v
exprimatur volumen V ( 15. iZ- § -) .

E . gr . Si P == 876 06 Ifc fit pondus cylindri ferrei , et G = 558 jtz
gravitas fpecifica ferri aequalis ponderi ferri in uno pede cubico — v;
erit volumen ejusdem cylindri

8 ' 6,06 ttz
Vt = — 57  ped . cub.

57. Corollarium 4.

Et ipfa gravitas fpecifica erit G = P . (54. § .) , feu Gc= P ; - ^ -
_ P V
— ^7̂ pro v — 1. Quare , dato pondere certi corporis invenietur gravi¬
tas fpecifica G illius maffae , fi volumen v , ad quod gravitas fpecifica G
debet reftringi ( 53. 8 -) » fumatur pro menfura voluminis V , tum invento
exponente rationis hujus voluminis ad menfuram v (14. 15. iZ . §-) , divi¬
datur per ilium pondus P.

E. gr . Si , dato pondere P= 8?6,o6tB cylindri ferrei , quaeratur gra¬
vitas fpecifica G ferri, quae exprimat pondus ferri in uno pede cubico = v;

quae-
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quaeratur volumen V — 1,57 ped. cub. ejusdem cylindri , tum per 1,57
dividatur P : erit enim

876,06 tfi
i - 57 — 558 tL.

58 - Corollarium  5.
§i gravitates fpecificae 6 , g duarum maffarum aequabiliter denfarum

*d idem volumen v reftringantur , adeoque denotent pondera talium maf¬
farum fub eodem determinato volumine v contentarum (53. §.) , denfitates
vero earundem maffarum fint D, d ; erit D , d—G ; g (50 . §.).

59 . Corollarium  6.
Hac ratione , affumta denfitate d certae maffae aequabiliter denfae

pro unitate feu menfura denfita ûm omnium mafiarum aequabiliter denfa¬
rum,  cognitaque gravitate fpecifica g illius maffae, facile innotefcit den¬
ti tas D cujuslibet alterius maffae, data ejus gravitate fpecifica G ad idem
volumen reftri &a , ad quod gravitas fpecifica g relata fit : erit nimirum

(j G
D ~ d (58. §.) , hinc D:= pro d = l , aut etiam D “ G pro

g — 1,  id eft , exponens rationis gravitatis specificae G maffae M ad
gravitatem fpecificam g maffae m, relatus ad unitatem aequalem denfitati
d hujus maffae exprimet denfitatem D maffae M (15. iZ § .) .

E . gr. Si denfitas d aquae fumatur pro menfura denfitatum reliqua¬
rum maffarum,  fciaturque exponens “ 14 gravitatis fpecificae mercurii
ad gravitatem fpecificam aquae ; erit denfitas mercurii 0 —14,  hoc nu¬
mero ad unitatem — d relato , quo fiat , ut D — 14  tantundem denotet,
ac D= di4,  adeoque fignificet , denfitatem mercurii effe 14piam  denfita-
tis aquae.

Scholion.

Veri fimillimum quidem eft , nullas in natura maffas extare , quae fint
aequabiliter denfae , unde fequi;videtur , ea, quae haftenus de talibus maf-
fis funt demnnftrata , ad corpora , qualia in natura re ipfa occurrunt,
non poffe applicari. Verum conftat quoque , dari maftas , quae ad aequa¬
biliter denfas proxime accedunt , ita ut ad fenfum pro talibus poffmt ha¬
beri . Si e. gr . pondera duorum aut plurium plumbeorum globorum ejus¬
dem dianucri ope exquifit 'ffimae* bilancis feorfim explores ; nullum inter
illa diferimen notabile deprehendes : unde neceffario fequitur , quemvis

C 3 globum
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globum plumbeum ejusdem diametri eandem ad fenfum quantitatem maffae
continere (47. Z-) , consequenter massam plumbi pro aequabiliter denfa
posse haberi . Ad tales ergo massas praecedentia principia femper licebit
applicare , eo videlicet rigore , quem in omni praxi , ubi minutiae facile
negliguntur , foiemus obfervare.

60 . Det init 10.

Divifio corporum in /olida , fluida , dura,  etc . repetenda eft a di¬
verto gradu cohaelionis inter particulas materiales ea corpora conftituen-
tes : quidquid illa fint , non eft , cur hic illorum definitiones quaeramus;
dabimus eas , ubi de talibus corporibus in fpecie aftum fuerit . Suppo¬
nemus enim in sequentibus , omne corpus esse rigidam  feu perfecte durum,
nimirum tale , cujus omnes partes , etiam minimae , tanta vi inter fe co¬
haereant , ut refpe&ivi illarum litus a nullis allignabilibus viribus possint
turbari.

61 . Definitio.
Omnis vis motrix debet massam, in quam illa agit , ad motum folli»

citare (38 §•) : dum hanc ab illa trahi , urgeri , premi,  etc . dicimus , ean¬
dem vis motricis aftionem , nimirum sollicitationem ad motum , fed fub
diverso refpeftu confideratam indicamus . Aequales  dicentur vires , fi
quaevis illarum datam massam eadem efficacia ad motum follicitet : quodfi
autem aliqua vis majori , alia minori efficacia id praeftet ; erte illa major,
ethaecnwaor , fimulque fumtae vires inaequales  erunt.

62 . Corollarium.

Fig. 1. Quaecnnque vis V agat in punftum c datae massae mn (1. Fig .) di-
reftione c V, femper licebit cogitare pondus unum P, quod, fi e punfto c li¬
bere penderet , punftum c deorsum dire&ione verticali cP tanta efficacia
ad motum urgeret , quanta illud a vi V ad motum direftione cV conci¬
piendum urgetur , id eft ; quaevis vis V poteft aequari certo ponderi P
(61 . § .) , atque hoc fenfu vires per pondera folent aeftiinari.

Schol i on.
Fieri poteft , ut, durante motu alicujus massae, vis V massam continuo

movens continuo mutetur , crescat nimirum vel decrescat : hoc casu de¬
bebit vis V quovis momento alteri ponderi aequari , majori vel minori,
prout illa eydem momento major evaserit vel minor . Verum in fequen-

tibus
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tibns nisos dnntaxat virium ad motus producendos in confiderationem voca¬
bimus , nullam mutationis rationem habituri , quam fors nilus illi fubire
deberent , fi motus re ipfa fequeretur.

6z . Definitio.
Si duae aut plures vires datam maffam ad motum sollicitent , fefe ta¬

men ita impediant , ut ideo folum nullus in eadem maffa motus fequatur,
iicet haec  a qualibet vi ad motum poflit concitari ; dicentur eae vires effe
inter fe in Aequilibrio.

64 . Corollarium 1.
Quotcunque vires A, B, C, - a, b, c,- u, fi,  7 , etc . agant in

datam maffam, debebunt omnes inter fe efle in aequilibrio , fi vires
A,  B, C, etc . inter fe , vires quoque a,b,c , etc . pariter inter fe, et «, £ , 7»etc.
etiam inter fe feorfim fuerint in aequilibrio ( 63. § .) .

65. Corollarium 2.
Et fi omnes vires P, Q , R, - Z , m, n, - x in certam maffam

agentes fint inter fe , et aliquae illarum P, Q, R, - Z inter fe feorfim
fint in aequilibrio ; debebunt etiam reliquae vires m, n, - x inter fe
feorfim effe in aequilibrio (63. § .) .

66. Corollarium z.
Vires aequales V, U (1. Fig .) in idem datae maffae mn punftum c Fig. i.

fecundum direftiones c V, cU oppofitas , in una refta VU fitas , agentes
erunt necefiario inter fe in aequilibrio (61. 63. § .).

67 . Corollarium 4.
Si autem vires V > U in punftum c maffae mn fecundum oppofitas

directiones cV , cU agentes fint inaequales , non poterunt eae effe in
aequilibrio , fed punftum c concipiet necefiario motum aliquem fecundum
direftionem cV vis majoris V (61. 63. § .) .

68 . Corollarium 5.
Viciflim ergo , fi duae vires V, U agentes in punftum c maffae mn

fecundum direftiones oppofitas cV , cU fint inter fe in aequilibrio ; de¬
bebunt eae inter fe effe aequales (67. § .) .

69 . Corollarium 6.
Si autem duae vires V, U agentes in punftum c direftionibus oppo-

litis cV , cU non fint inter fe in aequilibrie , fed re ipfa motum aliquem
in
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in punfto c direftione cU producant ; erunt vires V, U inaequales, ’ vis-
que U erit major vi V : nam nec V = U poteft effe (66. § .) , nec V > U
(67 . § -) .

70 . Corollarium 7.
Quae in (66. 67. 68 . 69 . §.) de duabus viribus V, U in idem punftum

c djtae massae mn agentibus difta funt, ' ad vires etiam A, B in duo di¬
versa mafiae mn punfta b , a agentes debent extendi , modo mn iit massa
corporis rigidi (60. §.) , et direftiones virium bA,aB  oppositae cum pun-
ftis b , a in una refta AB jaceant : eadem enim eft in hac hypothefi aftio
utriusque vis in quodvis punftum b, a, ac fi vis utraque in punftum a,
vel utraque in b immediate ageret.

71 . Corollarium Z.
Fig. s. 1- Si , fumta quacunque linea mn (2. 3. Fig .) perfefte inflexili seu rigida

(60 . §-) et libere quaquaverfus mobili , cogitentur in ejus punfta a, b,c , d, e,
" agere vires , A, B, C, D, E direftionibus a A, bB, cC , d D, e E inter fe pa¬

rallelis , ita ut aut omnes ad eandem lineae mn partem jaceant (2. Fig .) ,
aut aliquae a A, bB, eC, ad unam , aliae vero dD , e E ad partem ejus op¬
positam cadant (3. Fig.) , fic tamen ut hae ipsae direftiones dD , e E ad
partem certi punfti y in linea mn ei oppofitam jaceant , ad quam priores
a A, bB , cC jacent ; impossibile erit aequilibrium inter vires A , B, C, D , E

(63 . §•) • „ , , .72 . Corollarium 9.
Tig. ii*  Sit linea AB (ri.  Fig .) fulcro immobili b in C ita innixa, ut circa il¬

lud libere possit converti . Si ejus punftum Bavi  quacunque Q direftione
BQ ad motum sollicitetur ; debebit necessario linea AB circa C moveri,
punftumque ejus A progredietur in arcu A« radii AC : verum fi in A
adfit fulcrum immobile a , nascetur ob aftionem vis Q certa presso in
punfto A verius fulcrum a determinata quapiam direftione Ay , atque hanc
ipfam pressionem debebit fulcrum a fuliinere, ne ob illam punftum Amotum
aliquem in arcu A * concipiat : quare , cum pro omni preflione vis aliqua
posst cogitari , quae in punftum , quod premitur , immediate agens , in
illo eandem pressionem producat ; possibilis erit quoque certa vis P, quae,
fi in punftum A direftione opposita AP agat , illud .hac direftione eadem
efficacia ad motum sollicitet , qua id direftione Ay a vi Q sollicitatur , quae
idcirco , sublato fulcro a, cum vi Q fit in aequilibrio (63. §.) .

73 . Co-
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73. Corollarium 10»
Quodfi vero fuppojnas, reftam AB circa fixum punftum C libere posse

moveri , vires tamerr P , Q direftionibus AP , BQ in ejus punfta A,B
agentes inter fe esse in aequilibrio (72. § .) ; necesse eft , ut punftum C
ejus lineae verfus fulcrum immobile b determinatam quampiam preffionen*
certa direftione Cv perfentifcat , ob quam , nifi illam fuftineret fulcrum b,
punftum C direftione Cv motum conciperet : ea propter , quia pro qua¬
libet preffione , quam datum punftum perfentifcit , vis aliqua eft cogitabilis,
quae immediate in illud punftum agens , parem pressionem data direftione
producat ; possibilis eft vis Z , quae , fublato fulcro b , punftum C direc¬
tione oppofita CZ tanta efficacia ad motum urgeat , quanta id a viribus
P, Q direftione Cv urgetur , quae proinde cum his viribus fit in aequi¬
librio (63. §.)•

74 . Corollarium  1 r.

Hinc (72. 73. §.) perfpicuum fit , femper , fi in unum punftum B datae
lineae AB libere quaquaverfus mobilis direftione BQ agat quaecunque
vis Q , possibiles esse duas vires P , Z, quae in bina quaevis alia punfta A,
C ejusdem lineae certis direftionibus AP , CZ agentes cum vi Q in per-
fefto aequilibrio fint. Quamobrem nihil , quod fit impoffibile adeoque ab-
furdum , quaeremus , inveftigaturi , quaenam relationes inter datam vim Q,
viresque quaefitas P, Z, direftiones virium BQ , CZ , A P, et diftantias pun-
ftorum A, B ab intermedio punfto C debeant intercedere , ut vires omnes
Q , P , Z inter fe fint in perfefto aequilibrio.

Velumen 11- D DISSER.
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DISSERTATIO II.
DE

LEGE AEQUILIBRII VIRIUM IN RECTAS INFLEXILES
DIRECTE AGENTIUM.

75 . Hypothefis.
Direltiones virium in datas quascunqne reffas agentium Jint perpendicu¬
lares ad easdem rectas.

76 . Theorema.
Fig-4-; >6. .Si aut recta inflexilis  AB (6 Fig .) in medio punito C, aut angulus

quiscunque invariabdis  ACB (4. 5. Fig .) aequalium crurum  AC , BC in ver¬
tice  C ita figi cogitetur , ut tam illa refta , quam hic angulus libere circa
punitum C converti, nullum tamen alium motum a viribus  P , Q directioni¬
bus  A P, B Q (75. §.) in punita A,  B agentibus pojfit recipere; erunt vires

„ P, Q in aequilibrio, fi eae fuerint inter Je aequales.
Demonftratio.

Cum enim punfta A, B ab aequalibus viribus P , Q pari efficacia fe¬
cundum direftiones AP,BQ debeant premi , cumque , per hypothefim,
et punfta A, B aequaliter dident a punfto fixo C , et direftiones virium
A P, BQ fub aequalibus angulis ad reftas AC , BC fint inchoatae (75. §.) ;
evidens ed , tanta efficacia niti vim P reftarn AC circa C convertere , quanta
efficacia nititur vis Q reftarn BC circa C movere : quare , cum ob infle-
xibilitatem reftarum AC , BC, AB , invariabilitatemque anguli ACB neu¬
tra reftarum AC , BC a vi in illam immediate agente circa C poffit con¬
verti , quin tota refta AB (6. Fig .) , totusque angulus ACB (4. 5. Fig .},
in eandem partem circa C converratur , cumque idcirco vires P, Q reftarn
AB )6. Fig .) et angulum ACB (4. 5. Fig .) in partes oppofitas nitantur
convertere ; necefle ed , ut fub aftumtis conditionibus aut perfefte quiefc'3t
refta AB et angulus ACB,  viresque P , Q fint in aequilibrio (63. §.),
aut in partes oppofitas eodem tempore moveatur , quod eft abfolute im-
pofiibiJe.

77 - Co*
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77. Corollariam 1.
Quod reftam AB (6. Fig .) in medio punfto C retinet , ne illa prae - Fig. «.

ter motum rotationis circa C alium aliquem motum poflit concipere , debet
fuftinere prelTionem, quam ambae vires P , Q in punfto C directione Cv
(75 . §.) producunt ; id ipfnm ergo motum duntaxat punfti C, ad quem illud
er. preffione fecundum direftionem Cr sollicitatur , impedit : quodfi ergo
soluto vinculo in C , quo refta AB quaquaversus libere mobilis redda¬
tur , in ejus punfto medio C direftioue oppofita CV (75. §.) applicetur
vis V aequalis summae virium aequalium P, Q , quae idcirco punftum C
direftione C V tanta efficacia premat , quanta illud a viribus P, Q direftio-
ae Cv premitur ; erit vis V cum viribus P , Q in aequilibrio (76. 66. §.) .

78- Corollarium 2.

In quotcunque punfta a et h, b et g , c ct f, d et e , aequidiftantia a Fig. f
punfto medio C datae reftae ah (7. Fig .) in omnem partem libere mobi-
Iis agant vires aequales v, v, v, etc . direftionibus av, bv, cv, d.v, ev, fv, gv, hv
(? 5- 8 ) ; erit cum omnibus vis unica X in aequilibrio , modo ea agat in
C direftioue oppofita CX (75. §.) , aequeturque summae omnium virium
v, v, v, etc . (77. 64. § .) .

79 . Theorema.
Quidquid fint duae vires  P , Q (8 - Fig .) in duo puncta  A , B datae rectae Fig. g.

AB quaquaverjus libere mobilis direftionibus  AP , BQ agentes , et ubicun¬
que inter punfta  A , B fumatur tertium punftum C, in quod direftioue 0ppu-
Jita  CZ (75. §.) agat vis tertia  Z ; neceffe ejl , ut in Jlatu aequilibrii inter
omnes tres vires  P , Q , Z , (74. § .) » vis media  Z aequetur fummae virium
P , Q.

De mon .Pt ratio.

Produfta refta ABfIatCD = CB , etAC =^ EC,  cogitentarque in
D, E applicari vires s — Q, u — P, in C vero fupponatur adhuc una vis Z
agere . Cum, per hypothefim , vis Z in aequilibrio fit cum viribus P, Q;
erit , ob pares prorfus caulas , edam vis altera Z in aequilibrio cum viri¬
bus s , u : quare , fi praeterea in C direftionibus Cx , Cy agerent vires
aequales x , y, quarum quaevis' fit= :P+ s + Q + u= 2 P + 2 Q , cum hae
inter fe eflent in aequilibrio (66 . %.) , deberent necefiario omnes vires P,
Q, Z, Z , s , u, x, y inter fe effe in aequilibrio (64. §.). Eflet autem una pars
— 2 Q vis x cum viribus aequalibus s, Q , in D, et B et altera pars — 2 P rjus-

D 2 dem
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dem vis x cnm viribus aequalibus P , u in aequilibrio (77. §.) ; sublatis
ergo viribus x , P, Q , s, u, maneret vis “ 2Z agens in C dire&ione CZ
cum viy = 2l ’4-2Q agente in C direftione opposita Cy in aequilibrio
(65 . § .) , eoque ipfo deberet fieri 2Z = 2P + 2Q (68 - §.) , hinc
Z = P -fQ.

80 . Theorema.
Si dijlantia A C puntti A rectae inflexilis AB ab ejus pitnFYoC major

fit quam dijlantia  B C, et tres vnes P, Q,  Z agentes in puncta A,  B , C
dirtitionibus AP. BQ, CZ (75. §•) Jint inter Je in aequilibrio ; erit vis  P
in dijlantia majori A C minor vi  Q agente in dijlantia minori  B C.

D e m o n rt r a t i o.

Patebit id , fi oftendatur , nec Pc=: Q pofle effe , neque P > Q. Ea¬
propter accipiatur A D= BD , et in punfto D dire&ionibus oppofitis Dr, Ds
applicentur vires aequales r — 2Q , s — 2Q:  quia hae inter se debent effe
in aequilibrio (66. §.) ; erunt omnes vires P, Q , Z, r , s inter fe in aequi¬
librio (64. §.) Iam vero , fi effet P ^nQ , adeoque vis r cum viribus P, Q
in aequilibrio (77. §.) ; deberent , sublatis viribus P , Q , r , vires s , Z
inter fe effe in aequilibrio (65. § ) , contra (71. §.) : fi autem eiTet P > Q,
puta Pt = Q -j- w, adeoque vis r cum viribus Q , Qin A et B in aequilibrio
(77 . manerent , remotis viribus r, et Q , Q ex D, A, B, vires Z , s , u
in C, D, A inter fe in aequilibrio (65. § .) > contra (71. §.)

81 . Theorema.
Si , retta  aB inaequaliter Jecta in  b ,C , ita ut Jit  aC > b C~> B C, tres

Vires  k , q , Q ejusmodi ejfie dicantur , ut, fi, vi  Q agente in  B , in  b applice¬
tur vis  q , et inC vis  Z = q + Q, vel in a vis k, et in  C vis  Z = k + Q,
cafu primo vis  Z “ q -f Q cum viribus  q , Q , et cafu altero vis  Z ~ k
+ Q cum viribus  k , Q debeat ejfie in aequilibrio ; erit vis  k agens in
majori dijlantia  aC minor vi  q agente in minori dijlantia  bC.

D e m 0 n fi r a t i 0.

Produfta refta aB fumatur C a— CE , et in a , E applicentur vires
aequales k , u , in C vero direftione oppofita Cx agat vis x^= k -fu;
erunt vires k , u , x inter fe in aequilibrio (77. §.) : quodfi ergo vires
q>Q et Z = q+ Q fint inter fe in aequilibrio ; erunt omnes vires k, u,
q,Q,x =̂ k + u,  Z = q -j- Q inter fe in aequilibrio (64. §.) . Quapropter,

cum
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cum , per hypothefim , vires k, Q cum vi = k+ Q in C fint in aequilibrio,
debebunt , sublatis his viribus , reliquae q, u cum vi r= q + u in C ma¬
nere in aequilibrio (65. § .) quod non poteft fieri, quin, obCE — aC > bC,
fit u < q (80. § ) , feu k < q.

82 . Theorema.

Si , retta AB i» C (9 . Fig.) fic fecta , ut pars major AC fit rtupla  p; 2.
partis minoris  BC , adeoque  AC := BC . r pro quocunque numero integro  r,
in puncta A , B,  C directionibus  AP , BQ , CS agant vires  P , Q , S, quarum
fecunda  Q fit rtupla primae , nimirum  Q = Pr , et tertia  S aequalis / ani¬
mae reliquarum virium  P , Q ; erunt vires  P , Q , S in aequilibrio.

Demon Aratio.

1. Produfta A B in utramque partem fiat AE — BCt = AD , et
CFt = CD , hinc BF = BE.

2. Cum pars AC fit rtupla  partis BC ; poteft AC in numero r par¬
tes aliquotas lingulas A E — BC dividi , eruntque in CD numero r -fi,
totidemque in CF , in BE autem erunt numero r , totidemque in BF
partes aliquotae , lingulae —BC,  ob (1).

3. Quodfi ergo in punfta media a,b,c, - - - n,O r,  lingularum
partium aliquotarum totius rectae DF in (2) cogitentur agere vires aequa¬
les p= tiP direftionibus ap , bp , cp , etc . ; erit fumma virium p in a et b
agentium p + p = P, adeoque erunt eae vires cum vi P in aequilibrio
(77. § .) Summa porro omnium virium p per EF diffufarum erit c =£ P . 2r
ob (2) , feu t= Pr = Q per hypothefim : quare erunt etiam vires p per
EF diffufae cum vi Q in aequilibrio (78 - § •)• Omnes ergo vires p per
totam reftum DF diffufae erunt cum viribus P, Q in aequilibrio X&4- §•)•

4. Eapropter , fi in C direftionibus oppofitis CS, CR applicentur vires
aequales St= P+ Q , R” P + Q , quia illae inter fe debent effe in aequi¬
librio (66 §.) ; habebimus vires P, Q , R , S , et vires p per DF diffufas,
omnes ob (3 ) per (64. § .) inter fe in aequilibrio . Eft autem fumma
omnium per DF diffufarum vi.ium p ob (3) r= Pr + P— Q + P= R ; adeo¬
que , ob DCt= CF per ( 1) eft vis R cum omnibus per DF diffufis viri¬
bus p in aequlibrio (j8 fubiatis igitur omnibus viribus p una cum
vi R, manebit vis St= P + Q fola cum viribus P, Q in aequilibrio ^65 §.) .

V 3 LZ- Co-
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8z . Corollarium.
xix. IS. Refta ergo ae ( io . Fig .) fic fetta in C , ut pars major aC fit

rtupla  unius ntae  partis partis minoris Ce , nimirum a Cn =Ce — ; erit vis
— u+ v in aequilibrio cum viribus u, v, fi fuerit reciproce vis vr = u -^-

, n
ttupla  unius ntae  partis vis u. Si enim capiatur Cb = C d= Cepars
nia  reftae Ce , et in b , d cogitentur applicari vires z , y, prior z — v n,
et pofterior y — ur , directione vero Cx concipiatur loco x agere vis
V = u + z + y + v; cum in alTumta hypothefi debeat efl'e a Cz= Cd.r,
et eC — bC . n , erunt vires u, y in C cum viribus u, y in a, d, et vires
z , v in C cum viribus z , v in b, e feorfim in aequilibrio (82. §.) : igitur
erunt omnes vires , illae et hae , inter fe in aequilibrio (64. §.). Quare,

r
cum per hypothefim fit v ~ u — ; hinc vn =sur , adeoque z — y , cum¬
que idcirco vires z , y in C cum viribus z,y in b , d feorfim debeant
effe in aequilibrio (77. §.) ; necefie eIt , ut fu blatis his viribus maneat
vis c= v + u in C cum viribus v , u in e, a in aequilibrio (6z . § .).

84- Theorema.
ri °-. 8. Quotiescunque tres lires  P , Q , x (8- Fig .) directionibus  AP , BQ , Cx

egerint in tria punita  A , B, C reffae  AB quaquaverjits libere mobilis;
erunt illae inter J 'e in aequilibrio , ft fuerit  P : Q ~ BC : AC , et xt = P + Q
(79 - §■)•

D e m 0 n It r a t i 0.
I . Partes AC, BCreFtae AB erunt inter fe commenfurabiles vel incommen.

furabiles (5. §.)• Primo cafu extabit certus numerus integer r vel fraftus — ,

pro quo fit AC — BL. r vel AC— BC- (6. § ) ; hinc , ob P : Q — BC: AC

per hypothefim , etiam Qr = Pr vel Q = p — quod  nequit fubfiftere,

quin vires P, Q , x fint inter fe in aequilibrio (82 . 83. § ).
2. Sint vero BC, AC duae refeae incommenfurabiies : debebit pro

quovis quamtumlibet magno numero integro n extare alter numerus in¬

teger r , qui det AC >BC. ~~  et AC< BC. ■r ^ * (12 § .) ; et pro iis¬
dem numeris , cum per hypothefim fit P : Q — BC : AC , erit Q > P —-

r + 1 11
et Q < P — -

3. Hoc
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3. Hoc praemiffo fupponnmus in putifto A requiri vim « , hinc in C
vim x = oi+ Q , quo vires « , x cum vi Q fint in aequilibrio (74-79 -SOj
dico , debere eiTe w— P , hinc xc= P + Q.

4. Si enim accipiatur bCr = BC . - ~ , et aCt = BC, —̂ — ; ja¬
cebit ob (2) punctqm A inter punfta a , b , et fi in b applicetur vis

q~ Q -^- , in C autem vis Z = q + Q,  vel in a vis kt = Q r J^ ~ » et
C vis Z := k -j- Q ; erunt vires q,Q cum vi Z = q+ Q cafu primo , et
vires k, Q cum vi Z — k + Q cafu altero in aequilibrio (8Z- § -) : igitur

erit ob (3) vis u <q et « > k (8 1• § •) .; adeoque femper w < Q , et
« > Q — 7— - hinc Q > , et Q < 10 — , quod ob (2) eft im-r + i » n *. n
poflibile , quin fit Q ; P—Q : « (22 . § .) proinde » = P.

85 . Theorema.
Et vicijfim, fi vires P,  Q eum vi  Z — P + Q in re&a A B quaqua-

ver/us Ubere mobili fint - in aequilibrio ; debebit ejje P : Q — BC : AC.

Demon Oratio.

Si itante aequilibrio inter vires P , Q , Z non efiet P : Qt= BC : AC;
deberet in A B dari unum punftum a vel b , pro quo fieret BC: aC= : P : Q,
vel BC : bC = P ; Q;  et fi, remota vi P ex punfto A , applicaretur in a
vis k— P , vel in b vis q= P , effent vires k, Z, Q cafu primo , et q, Z, Q
cafu fecundo inter fe in aequilibrio (84. § •) » contra C81- § )-

86 . DrriNiTio.
Omnem reftam AB (n . Fig.) AC (12. Fig .) inflexiiem gravitatisque Fig-u . 1

expertem , in cujus bina punfta A, B fupponuntur agere duae vires P, Q,
fi ea in uno punfto C ita fit fixa, ut circa illud a viribus P,Q libere moveri,
nullum tamen alium motum poffit concipere , vocant veffem mathematicum
rebtilineum, et punftum fixum C centrum motus.  Ipfe vero vectis eft he-
terodromus , fi centrum motus C ( n . Fig .) jacet intra punfta A, B , in
quae vires P, Q agunt : Uomodromus  autem appellatur veftis , in quo pun¬
fta A, B a viribus P, Q ad motum sollicitata ( 12. Fig .) ad eandem par¬
tem centri motus C cadunt.

87. Co-



33

Fig- XI-

Fig.

Fig. H

DISSER TATIO IT.

87 . Corollarium 1.

Si directiones AP , Bq ( n . Fig .) duarum virium P, q in punfta A,B
veftis heterodromi AB (86. § ,) agentium cadant ad diverfas partes ejus¬
dem veftis , nitentur vires P, q veftem AC ad eandem partem circa cen¬
trum motus C convertere , consequenter non poterunt effe in aequilibrio
(63. §.) : quare, ut duae vires P, Q in duo punfta A, B veftis hetera-
dromi agentes pofliut effe in aequilibrio , debent illarum directiones AP,
BQ ad eandem partem ejusdem veftis jacere.

88- Corollarium 3.
In vefte autem homodromo AC ( 12. Fig . ) , ut duae vires P, Q

agentes in ejus punfta A,  B (86. §.) poflint effe in aequilibrio , debent di-
reftiones AP,BQ  earundem virium ad diverfas veftis partes cadere.
Vires enim P, q" agentes in punfta A, B, quarum direftiones AP , Bq1*
cadunt ad eandem partem veftis AC , nituntur hunc circa centrum mo¬
tus - C ad eandem partem convertere , et ideo nequeunt illae effe in aequi-
librio (63. § -)-

89. Corollarium 3.
Duae vires P, Q agentes in punfta A , B veftis heterodromi AB

(11. Fig .) fecundum direftiones A P, BQ (75. 87- § ) debebunt effe in
aequilibrio , 6 fuerit P : Q := BC : AC ; prelfio autem , quam vires P , Q
in centro motus C direftione Cv direftionibus AP , BQ parallela produ¬
cent , aequabitur preflioni , quam vis unica v “ P + Q in C produceret,
fi illa direftione Cv in C immediate ageret . Si enim refta AB non effet
in C lixa , fed quaquaversus libere mobilis, - Lt in C direftione CZ ad AB
perpendiculari ageret vis Z = P+ Q ; effet Z cum Viribus P,Q in aequi,
librio (84- § -) 1 cum igitur vis Z illum duntaxat motum impediat , quem
punftum C reftae AB direftione Cv poteft concipere ; aberit omnis mo¬
tus , viresque P, Q fervabunt reftam AB in aequilibrio , fi remota vi Z
refta AB in C ita figatur , ut circa C libere converti , fed nullum alium
motum a viribus P, Q polfit recipere.

90 . Corollarium 4.
Et vicifiim utprimum in vefte heterodromo A B duae vires P, Q di¬

reftionibus AP , BQ in ejus punfta A, B agentes (75. 87- § •) fuerint inter
fe
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fe in aequilibrio ; debebit efte P : Q— BC : AC . Secus enim daretur in
redta AB aliud aliquod punftum D vel d , pro quo efiet P: Q — BD: AD
vel P : Q = Bd : Ad , et fi in D vel d directionibus Dr , Ds vel dr , ds
(75. §.) applicarentur vires aequales r, s, ut fit r= s — P+ Q ; efient tam
hae inter fe per (66. § ) , quam P, Q inter fe per hvpothefim , adeoque omnes
quatuor r , s , P, Q inter fe in aequilibrio (64. § .) : quare , remotis viribus
r, P, Q inter fe in aequilibrio exiftentibus (84- §-) ; deberet fola vis s
agens in D vel xd redtam circa C libere mobilem fer vare in aequilibrio
(65 . §.) , quod eft impolfibile.

91 . Definitio.

Praeterea memorabilis eft veftis inflexus  feu angularis,  quem duae F,'g.
reftae inflexiles AC , BC ( 13. Fig.) conftituent , fi illae fub certo angulo
ACB conjungantur , qui in vertice C ita fixus fit , ut circa hutic libere
converti , nullum tamen alium motum poflit recipere , nec ullam muta¬
tionem fubire , quaecunque vires P, Q agant in ejus latera AC , BC.
Omnis vero vettis , tam angularis ( 13. Fig . ) , quam reftiiineus (n.
12. Fig .) duo Brachia  habere cenfetur , quorum nomine ejus partes
AC , BC inter centrum motus C punftaque A , B, in quae binae vires
P, Q fupponuntur agere , interceptae debent intelligi,

92 . Theorema.

In amni veffe, tam retfilineo quam angulari (n . 12. 13. 14. Fig .), lf
vires  P , Q direffionibus  A P, BQ in punfta A,  B agentes (75 . Z.) erunt  13 . 14.
in aequilibrio , fi illae fmt in ratione inverfa brachiorum , feu fi fit  P : Q
~BC : A C (91. §.) . Et vixiffim erunt eae in hac ratione , fi fuerint in
aequilibrio.

D e m0 nftrati0.

Cum id pro quovis vecte heterodromo ( 11. Fig .) in (89- 90. § .)
fit demonftratum , fupereft , ut idem adhuc pro vefte redtilineo homo-
dromo ( 12. Fig.) et angulari (13. 14. Fig -̂ demonftretur.

1. Quamobrem cogitetur produci majus brachium A C ultra C, ut
fiat Cb = CB (12 . 13. 14. Fig . ) , et in b concipiantur agere vires

VttnmeH If.  E aequales
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aequales q , q\ quarum quaevis aequetur vi Q , dire &ionibns b q , bq'
(75 . § .) ; erunt , non modo vires q, q' inter fe (66. §.) , fed etiam vires
Q , q'1 pariter inter fe in aequilibrio (76. § .) .

2. Quodfi ergo fit P : Q “ BC : AC,  cum eo ipfo fit quoque
P :q “ bC : AC  ob (1) , adeoque vis P cum q in vefte heterodromo
Ab in aequilibrio (89. §.) ; erunt ob ( 1) omnes quatuor vires P , q,
Q , q* inter fe in aequilibrio (64. § -) : remotis itaque viribus q , q' ma¬
nebunt vires P, Q mter fe in aequilibrio ob ( 1) per (65 . §.).

3. Et fi vires P , Q fint inter fe in aequilibrio ; erunt ob ( 1) per
(64 . § .) omnes quatuor P, O , q , q' inter fe in aequilibrio : igitur re¬
motis viribus Q , q’ manebunt vires P, q ob ( 1) per (65. § .) in vefte
lieterodromo Ab inter fe in aequilibrio ; proinde debebit efie P : q —
bC : AC (90 . §.) » hinc ob (1) P : Q= BC : AC.

DISSER-



DISSERTATIO III.
D E

VIRIBUS IN RECTAS INFLEXILES OBLIQUE AGEN¬

TIBUS , EARUMQUE COMPOSITIONE,
ET RESOLUTIONE.

93 . Theorema.

Si in punctum  A rcttae AC (15 . 16. Fig .) circa fixmn extremum C li¬
bere mobiiis agant duae vires , una X direffioue  AX ad AC perpendicu¬
lari , et altera  Q directione AQfub  angulo acuto vel obtufo  QAC ad  AC
inclinata , et  CD fit perpendicularis ad direCtionem vis  Q ; erunt vires
X , Q in aequilibrio , fi fuerit  X : Q — CD : AC ; et viciffim, fi vires Xfint
in aequilibrio, erit  X ; Q = C D; A C.

D e m 0 nflratio.
1. Si praeter vires Q , X agentes in pun&um A applicetur in A vis

x ~ X dire&ione Ax ad AC perpendiculari , et in D vis qt= Q dire-
ftione Dq cum AQ jacente in una retta AD , retta vero AC suppona¬
tur eile unum  latus plani ADC ad D reftanguli et circa pun&um fixum
C mobilis ; erunt vires X, x inter fe , et q , Q pariter inter fe (66. 70. §.) ,
consequenter omnes quatuor vires X , x , q , Q inter fe in aequilibrio
(64 S ).

2. Sit jam X : Q = CD :AC,  adeoque ob (1) etiam x : q:= CD : AC,
debebunt vires q , x esse inter fe in aequilibrio , cum illae planum ADC
haud alia efficacia circa C convertere nitantur , quam qua eae vectem an¬
gularem ACD niterentur circa C convertere (92 . § .) : quodfi ergo ab¬
sint vires q , x, manebunt vires X , Q ob ( i ) inter fe in aequilibrio
(65 . § •) .

3. Si vero dicas , vires X , Q effe in aequilibrio ; debebunt , iis re¬
motis , vires x, q inter fe manere in aequilibrio ; ob ( 1) per (65 . § . : fed
fi vires x , q agentes in puntta A , D plani ADC circa C mobiiis fuut in

E 2 aequi-

Fij . ty . x5
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aequilibrio , erant illae eo quoque cffiu in aequilibrio , fi e?dem plano
veftis angularis ACD circa C mobilis fubftituatur ; confeqaenter debe¬
bit elTe x : qt = CD : AC (92. § ) , hinc ob ( 1) X : Q~ CD : AC.

94 . Corollarium 1.
Vis Q agens in punftum A reftae AC circa fixum extremum C li¬

bere mobilis fecundum direftionem AQ fub angulo ' CAQ ad AC incli¬
natam , tanta efficacia nititur reftam AC circa C convertere , quanta ef¬
ficacia id praedare niteretur vis x — X— := Q Sin CAQ , fi
haec in idem punftum A direftione Ax ad AC perpendiculari ageret
C93- §-)-

95 . Corollarium 2.
Si in punftum A rectae A C circa fixum extremum C mobilis agant

vires P , Q fecundum direftiones A P, AQ ; erunt hae vires in aequilibrio,
fi fuerit P Sin PA C= Q Sin Q A C: et viciffim , fi eae fint in aequilibrio,
erit PSin P AC ~ QSin Q A C. Si enim in A direftionibus A X , Ax ad
AC perpendicularibus applicentur vires X — PSinPA C, x — Q Sin QAC;
erunt vires X , x (66. § ) , proinde etiam P , Q inter fe in aequilibrio
(94- §■) > fi fuerit Xrrx;  et viciffim, fi vires X , x, adeoque etiamP, Q
fint inter fe in aequilibrio (94. § .) , erit X= x (68 - §.)•

96 . Definitio.
Tig. 17- Si in datum punftum A ( 17. Fig .) agant duae vires P, Q fecundum

direftiones A P, AQ fub quocunque angulo PAQ concurrentes , quem
deinceps nomine Anguli virium  intelligemus ; debebit punftum A media
quapiam direftione AC ab iisdem viribus ad motum inchoandum follici-
tari , ac fi illud ab una vi C ea ipfa direftione premeretur : idcirco vo¬
catur direftio ejusmodi AC DireSHo media  virium P , Q ; et vis C , quae
fola agens in punftum A iftud direftione media AC tanta efficacia pre¬
meret , quanta id a viribus P , Q ea direftione premitur , appellatur Vis
media,  refpeftu cujus vires P , Q vocantur laierales.

97 . Corollarium 1.
Inventio direftionis mediae AC (96. pendet ab inventione angq-

lorum PA C. QAC inter illam et direftiones datarum virium lateralium
P , Q interceptorum.

98 - Co-
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98 . Corollarium 2.

Debet autem direftio media virium P , Q in punftum A agentium
ejusmodi effe indolis , ut , <1 punftum A fupponatur pertinere ad reftam
inflexilem AC coiticidentem cum direftione media , re6foque AC cogite¬
tur in C ita figi , ut ea circa C libere converti , nullum tamen alium mo¬
tum poflit recipere , vires P, Q eo ipfo debeant elle inter fe in aequi¬
librio (96. §.) .

99 . Corollarium  z.

Et viciflim , fi vires P, Q agentes in punftum A reftae AC circa
punftum fixum C libere mobilis fint inter fe in aequilibrio ; debebit refta
AC  coincidere cum media direftione virium P, Q. Secus premeretur
punftum A a viribus P , Q alia quapiam direftione Ay,  ac fi , abfentibus
viribus P , Q , vis media y fola fecundum direftionem A y in A ageret
(96 . § -) ; confequenter deberet refta AC converti circa C , contra hypo-
thefim aequilibrii.

100 . Corollarium  4.

Quoties ergo fuerit PSinP AC — QSin Q A C, toties erit AC  dire¬
ftio media virium P , Q (99. 95 §.) ; et viciflim quoties fuerit AC di¬
reftio media virium P, Q , toties debebit effe P SinP AC — Q Sin Q AC

(98 95- §-)-
' roi . Corollarium  5.

Quemcunque fitum habeat direftio media AC datarum virium P, Q,
et quantacunque fit vis media. C ex illis refultans , fi haec innotefceret,
direftioneque oppofita AM applicaretur vis M ei aequalis ; deberet vis
M in aequilibrio effe cum viribus P, Q (96. 66. § .). Et vicilfim, inventa
vi M, quae direftione A M oppofita d.reftioni mediae AC virium P, Q
agens in punftum A cum viribus P, Q tit in aequilibrio ; erit eadem vis
M aequalis vi mediae refulcanti ex viribus lateralibus P, Q (68 9®*§•)•

102 . Corollarium  6.

Quoties demum tres vires M, P , Q direftionibus AM , AP , AQ in
datum punftum A agentes fuerint inter fe in aequilibrio ; debt bit direftio
inedia quarumvis bitr -mm virium coincidere cum produfta direftione vis
tertiae ; e. gr. direftio media virium P, Q coincidet cum produfta di-

E 3 reftione
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reftione A M vis tertiae M. Si enim A C fit produftio direftionis A M,
et punitum A fupponatur fpe&are ad rectam A C coincidentem cum illa
produ&ione , atque circa punit m fixum C libere mobilem ; erunt nunc
quoque omnes tres vires M, P, Q inter fe in aequilibrio : quare , eum vis
M direftione Ci\ l agens in punftum C nullo patto influat in converfio-
liem rettae AC circa C, sublata vi M, manebunt vires P , Q inter fe
in aequilibrio , coque ipfo clt AC direttio , media harum virium
(99- §•)•

103. Problema.
Datis duabus viribus  P , Q in unum punctum  A fecundum direftdne.s

AP , AQ agentibus , datuque earum angulo  PAQ := <p , invenire directio¬
nem medicini  AC.

Solutio.

Direitio media virium P , Q determinabitur , fi definiantur anguli
PAC = p , QACt = q , quos direitio media AC cum direitionibus AP,AQ
illarum virium debet intercipere (,97. §.) : hi vero anguli poliunt fequenti
modo inveniri . Debet efle

p = <P— q; q— -P— p;
et P Sin p:= Q Sin̂ q per (10O. § .) :

per (Vol. I. 5. § . 1. Schoi ) erit ergo
P Sin p = QSin (p Cofp — QCof <p Sin p;
Q Sin q— P Sin (p Cof q — PCoftp Sin q.

Quate , fi prior aequatio per Cofp , et polleri or per Cof q divida¬
tur , fiet

PTangp = QSin tp— Q Cof<p Tang p;
QT ang q— P Sin <p.— P Cof (p  Tang q.

Habebimus itaque
QSin <p

Tang p P-j- Q Cof ip
PSinS

Q + P CofCp

104 . Problema.

Inventa direftione media  AC duarum virium  P , Q in punctum A fe¬
cundum direStioms  AP , AQ agentium , invenire vim mediam  M.

So Iu-
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Solutio.
Cum nota fit direftio media AC , noti debent elTe etiam anguli

pt = CAP , q — CAQ ( 103. §.) . Iam vero vis media aequabitur vi M, quae
fecundum mediam direftionem C A , feu potius fecundum illius produ-
ftionem AM in punftum A agens cum viribus PjQ .elfet in aequilibrio
(ici . pro illa , fi AP verfus S , et A Q verfus R producatur , erit
ergo AS direftio media virium M, Q , et AR direftio media virium M, P
(102 . §•) • Per ( 100. §.) habebimus itaque

M Sin M A S = Q Sin Q A S ; MSin MA R = P Sin P A R.
Sedeft PAC = MAS = p; QAC = MARs = qj
et Q A S= PA R= 1800— <p : ergo erit

MSinp := QSin <p ; MSinq — PSimp;

Sin p Sin q

105 . Corollarium I.
Datis duabus viribus P , Q agentibus in datum pnnftum A , dato¬

que virium angulo (p —PAQ (96 . §.) , licebit tam illarum direftionem
mediam AC per ( 103. §) , quam dependenter ab hac ipfatn vim mediam
M per (104. §.) determinare . Potefi: vero vis media M inveniri etiam
independenter a direftione media AC hoc modo.

Q Sin (pCoCp
= P + QCof <|> (103. § -) :Sin p

igitur elevando ad quadratum
Q2 Sin (P2 Cof p2

Sin p2
c= P2-f 2 PQ Cof (p -f Q2—Q 2 Sin -p2.

Hinc porro , fafta translatione et reduftione , ob Sinp 2+ Cofp 2 ?= i>
obtinebimus

■= P2+ 2PQCof (p + Q2 Cof <p2

Q2 Sin (p2
= P2+ Q 2+ 2 P Q Coftp.

Et ideo per (104. §.) fiet
M / (P2+ Q *+ 2 P Q Cofip) .

106 . Corollarium 2.
Si vires P, Q agentes in pnnftum A fint aequales , nimirum Pr = Q;

erit vis media ex illis refultans M= / (2 P2+ 2P 2 Cof<p) = P/2 ( i -fCof >p)
per
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per ( 165. § •) : direCtio autem inedia AC (96. § .) ita determinabitur , ut
fit Tangp = Tang q, proinde angulus p — P AC = : q = QAC ( 103. § .)»
id eft , dum aequales vires P , Q fub quocunque dilectionum angulo
PAQ datum punftum A ad motum foilicitant , direCtio media AC debet
angulum PAQ biffecare.

107 . Corollarium  3.
Eo determinato cafu, quo angulus virium <P= :PAQ reftus fuerit,

erit Sin <f>= i , et CofP — 0 : igitur erit vis media 1V!= / '(P1+ Q 2) per
O P

(105 .§ -) ; et pro direftione media AC debebit fieri Tangp =r -p- , Tatgq = —
(103 . § -). Quodfi porro in eadem h) pothefi vires P, Q fint aequales;
fiet vis media M— P^ 2 , direCtione media AC biiiecante angulum virium
PAQ (106. %.).

iog . Corollarium 4.

Pro quolibet angulo virium PAQ eft Cof (p fraftio genuina ra¬
dii ;= l,  adeoque minor unitate , et quidem valoris negativi , dum angu¬
lus eft obtufus : femper eft ergo 2 P Q Cof <p < 2 P Q , hinc etiam
p*4- Q24. 2 PQCof <p < P2 + Q 2+ 2 P Q (P + Q) 2, et ideo M< P + Q
(105. §.). Nimirum omni cafu erit vis medid minor quam fumma virium
lateralium (96. §•)•

109 . Corollarium 5.

Cum porro pro quolibet angulo <f> obtufo fit ejus cofinus negativus,
pro quovis vero acuto pofitivus ; patet , vim mediam Mrefpoudentem dua¬
bus viribus lateralibus P, Q majorem futuram pro quolibet angulo <J>:= PAC
acuto , quam pro obtufo (105. § .).

11 o. Corollarium fi.

Ex (102. 104. § ,) elucet , femper, dum tres vires M, P , Q in datum
punftum A agentes funt in aequilibrio , binas quasque vires effe inter fe
in ratione direfta finuum angulorum , quos illarum directiones cum dire-
ftiona vis tertiae comprehendunt : eft enim

M : Q — Sin (p : Sin p;
M : P ~ Sin <p : Sin q;
P : Q = ; Sin q ; Sin p;

Scho»
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SchoJi oii.

In quamplurimis disquifitionibus vires per lineas utiliflime exprimun¬
tur : ficut enim omnia quanta ad certas menfuras relata ( 14. §.) per nu¬
meros poliunt exprimi (15. 18 § .) ; fic licebit eadem quanta per lineas
determinatae longitudinis exprimere , modo communis aliqua linearum
mensura praevie definiatur.

1. Sit v communis virium mensura , ut e. gr . pondus unius librae com¬
munis ponderum menfura (14. §.) ; pro mensura aurem linearum sumatur
lineola 1, e. gr . unus pes. Quidquid fit vis V, femper erit cogitabilis li¬
nea refta L, cujus ratio ad adunatam mensuram I aequetur rationi vis V ad

ejus mensuram v, quo fiat L: 1=V : v , hinc V — v .- ^ - , et ideo V—
pro vt= : i , vel etiam V ~ L pro 1— i . Hoc sensu dicetur recta L expri¬
mere vim  V : proprie autem aequatio V = L nihil aliud poteft denotare,
quam exponentem rationis (qui sub V debet intelligi ) vis V ad afiumtam
virium mensuram v aequari exponenti rationis (quem L in illa aequatione
debet fignificare) lineae redae L ad afiumtam linearum mensuram 1, quo
fiat , ut idem numerus , tali exponenti aequalis , jam vini V , jam rectam
L exprefiurus fit , fi is ad mensuram v virium , vel mensuram 1 linearum
pro unitate afiumtam referatur ( 15. i8 § ).

2. Quotcunque ergo dentur vires U , X , Z , poterunt illae per totidem
lineas redas u , x , z exprimi . AlTumta nimirum communi' virium men¬
sura v et communi linearum mensura i , quaeratur reda u exprimens
vim U per (1) , tum determinentur reliquae redae x , z ita , ut illae ad
redam u in eadem fint ratione , ia qua sunt vires X , Z ad vim U : nam fi
fit u — U in fenfu ( 1) , et Z : U = z : u, X : U “ x : u; erit utique etiam
x — X et zr = Z in eodem fignificatu.

in . Problema.

Datis viribus  P , Q in punctum A fecundum directiones  A P, A O, fu[>
dato angulo  P A Q concurrentes agentibus , geometrice determinare tam di¬
rectionem, quam vim mediam.

Solutio.

In redis AP , AQ coincidentibus cum virium P, Q diredionibus fu¬
mantur partes Ab, Aa, quae datas vires P, Q exprimant , ita ut fic P : Q= :

/ olumen II. F Ab:
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Ab : Aa , tum conftruatur parallelogrammum Ab da ; diagonalis Ad erit
direftio media virium P , Q , exprimetque fua longitudine vim mediam M,
ita ut fit M: P:= Ad : Ab , et M: Q= Ad : A a ( no . § . Schol .)

Demon (irati (X

Tn paralletogrammo enim Abda e(l AbrAa — SindA a : SindAb =
Sin Q A C : Sin P A C : cum igitur fit AbrAa — P : Q ; eft quoque P : Q = :
Sin Q A C : SinPA C» et i’Sin'P A C— QSin QA C , eo que ipfo coincidit
diagonalis Ad cum media direftione virium P,Q ( lco . §).

Porro eft in eodem parallelogrammo A b : Ad — Sin a Ad : SinP AQ,
et P : M— Sin a A d : Sin P A Q ( 104. §.) : igitur debet efie A b : A d— P :M*

P ■As P . A 3
cumque fuerit P : Q = A b: Aa , adeoque Ab — —^ — , elletiam —^ — ;
Ad = P : M, feu Aa : Ad = Q : M.

I 12 . Definitio.

Duas vires P , Q fecundum direftiones AP , AQ in unum punftum A
agentes in unam vim componere  tantundem significat , ac tam mediam,
directionem AC virium P, Q , quam vim mediam ex illis resultantem in¬
venire (96. § ) ; haec vis media vocatur idcirco vis compofita,  et refpeftu
illius sunt P, Q vires componentes.  Quodfi autem detur una vis V agens
in punftum A fecundum datam directionem AC ; vim V in duas vires
P , Q , quae in idem punCbim A fecundum certas direftiones AP,AQ
cum AC  in eodem plano jacentes agant , refolvere  tantundem fignificabit,
ac ejusmodi vires P , Q invenire , ut et media illarum direftio coincidat
cum direftione AC vis datae V, et vis media exiliis refultans aequetur
datae vi V.

11 3. Corollarium 1.
Prefiio , quam punftum A fecundum direftionem mediam AC a da¬

tis viribus componentibus P, Q perfendscit , aequatur prefiioni , quam vis
compofita V in puncto A produceret , fi illa , remotis viribus P , Q , fola
in punftum A fecundum mediam direftionem AC ageret ( 112. 96. § ) :
hoc fenfu ciequivaitbit  vis compofita V viribus componentibus P , Q limul
fumtis , licet vis compofita V femper fit minor quam fumma virium com¬
ponentium P , Q (112. ic8 §.) .

114 . Cq-
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114 . Corolla riu m 2.

Compofitio datarum virium P, Q , dato illarum angulo PAQ — <p

(96 . §.) » perficietur trigonometrice , (1 d re itio media AC per ( roz § )
et vis media ( 112.§ .) Per ( io 4-§ -) > vel ( io ; . § .) determinetur . Geometrice,

vero poterit ea per ( ixi - § ) perfici.
115 . Cor ol .'ari uni

Quodfi autem detur vis V agens in datum punftum A fecundum da¬
tam direftionem AC , quae in binas vire * P , Q fecundum determinatas

dirrftiones A P, AQ debeat refolvi ; poterit haec refolutio , dato angulo

1»AQ= <p , trigonometrice pemci, fi vires P, Q per ( loq.Z.) , ob (112.§.)
ita definiantur , ut fit

VSinQAC VSinPAC
^ Sin tp ' ^ Sin <p

116 . C 0 r o 11  a r i u m 4.

Geometrica datae vis V in punftum A direftione AC agentis refo¬

lutio perficietur hoc modo. Abfcindatur in refta AC pars Ad , quae vim

V exprimat ( 110 §. Schol.) , tum ex d ducantur parallelae da , db ad da-
tas direftiones AP , AQ virium , in quas V debet refolvi : latera enim

Ab , Aa debebunt has ipfas vires exprimere ( 112. m . §.) .

117 . Corollarium  5.

Hoc modo vis V = Ad agens in punftum A datae reftae AB rig.

(18 . Fig .) fecundum direftionem AC fub angulo acuto BAC “ i>sad AB
inclinatam , conftrufto reftangulo Abda,  refolvi folet induas  vires,

quarum una Aat = VSin .x direftione A a ad AB perpendiculari , et altera
A b— V Cof x direftione Ab in refta AB jacente agat in punftum A

(116 . §.).
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CENTRO AEQUILIBRII VIRIUM DIRECTIONIBUS
PARALLELIS IN DATUM SYSTEMA PLURIUM

PUNCTORUM AGENTIUM.

ix8 . Definitio.
punftorttm  eft quodvis aggregatum plurium punftorum 'deter¬

minata aliqua ratione per datum spatium diftributorum , quae , ne illorum
fitus refpeftivi ab udis viribus polinit turbari , omnia per lineas inflexi-
les inter fe connexa poterunt cogitari , ac fi ea totidem punfta unius
corporis rigidi exhiberent \6o. §.). Si pnnftis mafias quascunque , puta
lineas , iuperlicies , aut corpora , fubitituas ; habebis Syfiema plurium
majfarnm.

i x9. Definitio.
Centrum aequilibrii  dati fyllematis , cujus lingula punfta siiZ . §.) a cer¬

tis viribus fecundum direftiones inter fe parallelas et in eandem plagam
tendentes ad motum sollicitentur , vocabitur punftum , quod refpeftu pun¬
ftorum totius fyfternatis talem litum habeat , ut , fi in illud certa vis fe¬
cundum determinatam direftionem agere supponatur , ea in quovis litu
totius fyllematis cum omnibus ejus viribus in aequilibrio efle debeat,
feu directiones harum virium unam eandemque in omni litu fyfternatis
plagam refpiciant , feu non , modo eae in quovis litu feorfun fpeftato
omnes in eandem plagam tendunt , et inter fe fint parallelae.

S c h o 1i o n.
Cafus hic direftionurrt parallelarum eft maxime memorabilis , tum

quia is in corporibus phylicis ad fenfutn habet locum , tum etiam quia
ad hunc cafum omnes reliqui cafus poliunt revocari , quod patebit , ubi
generaliiiima ftaricarum difciptinarum principia reeenfuerimus . Gravitas
quidem fic agit in quodlibec corpus phy ficum, ut omnia illius punfta,
quemcunque fitum totum corpus habeat , femper fecundum direftiones ad

fenfum
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fenfum parallelas deorfutn premantur , quo fit , ut hae direltiones in omni
corporis fitu unam eapdemque plagam refpiciant . Verum poffibile eft,
ut punita dati fyftematis ab aliis viribus ad motum urgeantur , quarum
direltiones fint inter fe parallelae , et omnes in quovis iitu lyftematis ia
eandem plagam tendant , licet haec mutato litu fyftematis mutetur.

120. Theorema.
Si retta  bD (19. Fig .) , in cujus puncta  b , a agant duae vires  Q , P Fig. 19.

fecundum direltiones parallelas  b Q , a Pjecetur in  C, ita ut Jit  P : Qr =:bC: aC,
et in C directione  C c parallela directionibus  b Q , a P appdcitur vis  ca=: P + Q;
erit haec in aequilibrio cum viribus  P , Q.

Demonftratio.
1. Vires P, Q , c agentes direltionibus aP , bQ , Cc in punita a, b, C,

fi ponatur angulus DaP =rDbQ ^= cCb — <f>, poliunt per ( 117. § .) in
fequentes vires refolvi . .

Vis P in a a = P Sin (P, et a a' PCof (p ;
Q in b;3= QSin (p, et b;3' — QCoflp;
c in Cy c Sin (p,  et Cy ' — c Coftp.

2. Quamobrem erunt vires P, Q , c in aequilibrio , li vires a a , a
b/ 3, b-3' , Cy,Cy ' omnes inter fe fuerint in aequilibrio . Eft autem per
hypothefim ct= P+ Q : igitur eft vis Cy1 aequalis fummae virium ait 1,
b/3' in ( 1) , proinde cum his viribus in aequilibrio (66. 70. § .). Porro eft
per hypothefim P :Q = bC : aC : igitur a x : b/3= b C: a C in ( 1) ; confe-
quenter funt quoque vires a« ,b /3  cum vi C y—a ^ -pb ,3 in aequilibrio
(89 . § -) .

I 21 . c 0 r 0 !1arium  i.

Secundum quascunque directiones a P, b Q inter fe parallelas egerint
binae vires P , Q in duo punita a, b unius rectae bD ; jacebit illarum cen¬
trum aequilibrii in punito C ejusdem reltae fic determinato , ut fit Ca:
Cb = Q : P ; idemque centrum ita premetur a viribus P, Q direltione Ce
parallela direltionibus aP , bQ , ac fi in illud una vis er= P + Q imme¬
diate ageret (120. 119. § .) .

122 . Corollarium 2.
Pro viribus aequalibus P, Q erit Ca ;= Cb : centrum aequilibrii illa¬

rum coincidet ergo cum punito medio C reltae ab ( 121, §.) .
F 3 123 . Co-
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irz . Corollarium 3.
Data diltantia ab punttorum a, b retiae bD , in quae agant datae vi¬

res P , Q directionibus aP , bQ inter fe parallelis , invenietur illarum cen¬
trum aequilibrii C , inventa hujus diltantia ab alterutro puntto a , b;
determinabitur vero haec diltantia ex aequatione aC - P = bC . Q ( i2i .§ .) .
Eft enim

bC ^= ab — aC ; aC = ab — bC:
igitur erit

(ab — bC ) P= (ab — aC ) Q;
ab . P

124 , Corollarium 4.
Poterit porro centrum aequilibrii C duarum virium P , Q direftioni-

bus parallelis aP,bQ  in puntta a , b datae rettae bD agentium deter¬
minari etiam per ejus diftantiam dC a dato quocunque puntto d in eo¬
dem retta . Cum enim fit

a C— dC— d a; b C~ d b— dC;
habebimus per ( 121. § .)

P : Q = (db — dC ) : (dC — da) ; hinc
da . P + db . Q

dC = — +Q-
125 . Corollarium 5.

pjg. 20. Si dicas , punftum « rettae aZ (20. Fig .) cite centrum aequilibrii
virium A, B , C , - — P fecundum diretliones parallelas aA , bB , cC,
-pP agentium in puntta a , b , c, - p ejusdem rettae , in quo
vis unica X — A -f- B+ C -l— - - + P applicata fecundum direttionem
oppofitam xX  parallelam illis direttionibus fit in aequilibrio cum omnibus
viribus A,B,C, - P,  in puncta vero q , x cogitentur agere vires
Q , S= A4 -B-j- C-j— - - -p P fecundum directiones qQ , « S prioribus
parallelas , quarum centrum aequilibrii /3 dabit

Za . S -fZg . Q (124. §.) ,

ita ut una vis U “ S+ Q in /3 fecundum direttionem j3U direftionibus
qQ , xS parallelam applicata cum viribus Q , S fit in aequilibrio ( 121. § .) ;

erit
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erit eadem vis U etiam cum viribus A, B, C, - - - P , Q , abfentibus
S , X , in aequilibrio , punflumque p, erit centrum aequilibrii virium
A , B, C, - P, Q ( i iy - §.). Cum enim in hac hypotheii omnes vires
A, B, C, - P , Q , S , U, X fint inter te in aequilibrio (64. § •) , ct  vi¬
res S, X feorfim inter fe in aequilibrio (66. §.) ; neceffe elt , ut his re¬
motis vis U cum viribus A , B , C, - - - P, Q maneat in aequilibrio
(65- §-).

126 . Problema.

Datis quotcunque viribus  A , B, C, etc. in data puncta  a , b, c, etc. unius
rectae  a Zfecundum directiones parallelas  a A, bB, cC etc . agentibus ; invenire
illarum centrum aequilibrii , directionemque et quantitatem vis in eodem
centro applicandae , quae cum omnibus illis viribus Jit in aequilibrio.

Solutio.

Surnto quocunque punfto Z in data refla , multiplicentur dikantiae
Ungulorum punctorum a, b, c, etc . a punfto Z per vires in iis applicatas,
et summa productorum dividatur per summam cmnium virium ; erit quo¬
tus dittantia quaesiti centri aequilibrii , putay , a puncto Z. Qnod(i jam
in hoc direftione oppolita y V parallela direftionibus virium A, B, etc.
cogitetur applicari vis V aequalis summae omnium virium A,B,  etc . ; de¬
bebit illa efie in aequilibrio cum omnibus his viribus.

Demonflratio.

1. Ex ( 124. i2i . §.) elucet , solutionem hanc pro duabus viribus re-
ipfa locum habere.

2. Porro , fi numero n vires A, B, C, - P habeant in * centrum
aequilibrii , pro quo fit

^ _ A .aZ -fB . bZ + - + P - pZ
A +  B -f- +P

et vis X — A -f B H- {- P in u agens direftione oppofita cum viri¬
bus A, B, — - P fimul fumtis fit in aequilibrio ; habebunt etiam una
plures vires A , B, - - - P , Q unum centrum aequilibrii in p , pro
quo fiet

Z * (A + B + - -f P^ + Zq . Q
A -p B4- - |- P + Q ’

et vis U = A -f B 4- \-  P + Q in p fecundum oppofitam direftio-
nem PU agens erit cum omnibus viribus A, B, - - - P , Q in aequi-

librio
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librio (125. § .) : ntprimum ergo data folatio de certo nnmero ti virium
vera eft , debet illa eo ipfo etiam de numero n -j- i talium virium vera
effe , unde et ex ( i ) per ( Vol. I. § . 31.) fequitur, datam solutionem pro¬
blematis de quovis pollihili virium numero veram debere eile.

127 . Problema.
Si fingula puttffa  a , b, c, d, e, f, - p , q alicujus fyflematis a to¬

tidem viribus A,  B, C, D, E, F,— - P, Q fecundum directiones  a A, bB, — -
q Q inter fe parallelas et in eandem plagam tendentes ad motum folliciten-
tnr , conjletque., vires A,  B, C, - - - P habere centrum aequilibrii in x,
in quo vis una  x “ A-f- B + C -f - f- P agens direitione oppofita x s.
parallela virium A,  B , etc. directionibus cum omnibus viribus  A , B, C - P
ejfet in aequilibrio; invenire tam centrum aequilibrii virium A,  B, C, - P, Q
quam directionem quantitatemquevis iu illo applicandae, ut ea cum omnibus
viribus  A , B, C,- V, Q Jit in aequilibrio.

Solutio.

Dufta e centro aequilibrii x virium A, B, C, - - - - P ad pnnftum
q , in quod agit vis Q , refta « q , determinetur in eadem refta punftum J3
fic , ut iit

_ «q -Q _
~~  A + B + C + - + P + Q '

erit /3  centrum aequilibrii virium A, B, C, - P, Q , in quo vis unica
v = A + B-(- C4— - - + P + Q fecundum direftionem [5  v oppositam
et parallelam direftionibus illarum virium applicata debebit cum omnibus
viribus A, B, C, - P, Q effe in aequilibrio.

D e m o 11 fi r a ti o.

Si in centrum aequilibrii « virium A, B, - P fecundum oppolitas
direftiones xx , xy  parallelas direftionibus illarum virium agant vires
aequales x , y , quarum quaevis aequetur fummae virium A, B, C, - - - P,
et praeterea in /3  agat vis y + Q= A + B + C+ - - —pP -f-Q di¬
rectione /3v parallela direftionibus ay,qQ;  erit /3  centrum aequilibrii
virium y , Q , et vis v in aequilibrio cum viribus y, Q ( 121. 123. § .) : cum
igitur per hypothefim (It vis x in aequilibrio cum viribus A, B, C,- P;
erunt omnes vires A, B, C, - P, Q , v , x, y inter fe in aequilibrio
(64 . § .) • Quamobrem, quia vires x , y funt inter fe feoriim in aequi¬

librio
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Jibrio (66 §.) , fublatis his viribus manebit vis v in aequilibrio cum viribus
A, B, C, - P , Q (65 § .) > punCtumque fi  erit centrum aequilibrii vi¬
rium A, B, C, - P3 Q (119 §•)•

128 . Corollarium 1.

Pro quovis fyftemate pun&orum, quae a totidem viribus fecundum
direCtiones inter fe parallelas et in eandem plagam tendentes ad motum
urgeantur ( ng . § -) » debebit dari unum centrum aequilibrii, in quo vis
unica fecundum direflionem oppofitam applicata, in quovis litu fyftema-
tis cum iisdem viribus eflet in aequilibrio , fi illa fummae omnium virium
aequaretur. Cum enim hoc pro lyftemate duorum punftorum in ( 121. § .)
fit demonftratum, idque, fi de fyftemate conflante punCtis quocunque
numero n verum effe supponatur, eo ipfo etiam pro fyftemate uno plu-
rium punClorum debeat fubfiftere ( 127. § .) ; neceffarium eft , ut id gene¬
rarim de quovis pollibili fyftemate fit verum ( Vol. I. § . 31.) .

129 . Corollarium  2.

Eft autem abfolute impofiibile, ut unum idemque fyftema plura cen¬
tra aequilibrii habeat. Ponamus enim datum fyftema (21. Fig.) habere
unum centrum aequilibrii in punflo x,  in quod agat vis x r= A + B +
-b Q directione oppofita et parallela directionibus virium A,B - Q
in quovis fitu fyftematis, quo illa fit in quovis fyftematis fi tu in aequilibrio
cum omnibus viribus A, B, - Q ( i2g . § .) ; dico , praeter hoc nullum
aliud centrum aequilibrii fi  in eodem fyftemate effe polfibile. Secus enim
pollet fyftemati talis fitus tribui, in quo direflio « x vis x cum refla a fi,
non coincidat , fed certum angulum xa /3  formet ; daretur porro aliqua
vis v , quae in fi  certa direCtione fi  v agens cum omnibus viribus
A, B, - Q fyftematis effet in aequilibrio ( 119. §-) : quare, fi in x co¬
gitetur agere vis y aequalis vi x fecundum direflionem xy  direflioni « x
oppofitam, quae cum x-Ht eo ipfo in aequilibrio (66. §.) ; debebunt om¬
nes vires A , B, - — Q , v, y , x effe inter fe in aequilibrio (64. §.) .
Cum igitur vis x fit in aequilibrio cum viribus A , B, - Q ; deberet,
fublatis his omnibus viribus, vis y cum vi v manere in aequilibrio, quod
eft impofiibile.

Volumen ll. G 130 . De-
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i 30. Definitio.

Si fyftema plurium pun&orum ad datum quodcunque planum referatur,
productum ex qualibet vi in uno puncto fyftematis applicata ( iig . § .) in di-
{bmtiam perpendicularem hujus punfti a dato plano vocabitur , improprie qui¬
dem , Momentum vis rrfpectu ejusdem plani;  fumma vero momentorum om¬
nium virium fyftematis refpettu unius plani politione dati dabit Momen¬
tum Jjjjlematis refpiEtu ejusdem plani.

131 . Corollarium.
In quotcunque 'partes cogitetur datum fvftema plurium punftorum

divifum , quae feorlim totidem fyftemata exhibebunt (iiF . § ) ; erit fum¬
ma momentorum omnium partium refpettu dati plani aequale momento
totius fyftematis refpettu ejusdem plani (130. § .)•

132 . Lemma.
rig. as. Si rcFfa  AB (22. Fig.) Jecetur in C in data ratione  r : s , ut fit AC:

BC — r :s , et ex punctis A,  B, C ad planum  MN pofitione datum ducantur
perpendicula A u,  B /3, C y ; debebit ejfe (r + s) C y := :r . B/3+ s . A a.

D e m 0 n fl r a t i 0.

Cogitetur duci per C aliud planum mn parallelum plano MN ; de¬
bebunt perpendicula Aa,B /3  ei in duobus punftis a, b occurrere ; et li
ex C ad haec puncta ducantur in plano mn reftae Ca , Cb , nafcentur
triangula fimilia AaC , BbC ad a, b reftangula : erit igitur

AC : BC= Aa : Bb:
quare , cum per hypothelim fit

AC : BC — r : s , erit
r : s“ Aa : Bbt = (Cy — A«) ; (B/3— Cy ).

Et hinc obtinebimus
r (B/3—Cy ) ~ s (Cy — Aci) , adeoque

(r + s) Cy = r . B /3+ s . A«.*'

133 . Corollarium  1.
In lyflemate duorum pun&orum A , B, quae a duabus viribus P , Q

' fecundum direftiones parallelas AP,BQ  ad motum follicitentur , jacebit
centrum aequilibrii in punfto C reftae AB , ita ut fit P : Q = BC : AC
(l2i . § .) : erit erga (P + Q) Cy = P . A « + Q . B/3 (iZ2 . § .) , feu momen¬

tum
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tam fyftematis duorum punfrorum refpe&u dati plani MN aequabitur pro-
dufto ex Cumina duarum virium in illa pun&a agentium in diflantiam

centri aequilibrii fyftematis ab eodem plano (lZO. §.) .

134 . Lorollarium  s.

Sit n+ i numerus punftorum a, b, c, d, e, f, - p, q alicujus fyfte- Fig. ai.

matis, in quae totidem vires A, B, C, D, E, F, - - - P, Q agant fecun¬
dum direftiones aA,bB,cC,  etc . parallelas et in eamdem plagam ten¬
dentes , punftum vero x fit centrum aequilibrii virium A , B,C, - — P,
quarum summam denotet K: fi refta xq fic fecetur in /3, ut fit ocfi:[3q
= Q :K,  adeoque etiam a,3:* q:= Q :(Q + K) ; erit /3  centrum aequilibrii
omnium n+ r viriumA, B, C, - P, Q (127. § .) , demifilsque ex q, /3, x

ad datum quodcunque planum MN perpendiculis qq', /3/3', fiet (Q + K)
/3/3':= K. «*'+ Q . qq' (133 . §.)• Quare, fi K .ax’  aequetur summae pro¬
ductorum ex n viribus A, B, C, - - - P in diftantias punftorum a, b, c,

— - p a plano MN , aequabitur (Q + K)  / 3/3' summae productorum ex
n+ l viribus A,B,C, -P , Q,  quarum summam Q + K exprimit , iu

diftantias punftorum a, b, c, - p, q ab eodem plano MN,

135 . Theorema.
In quolibet fyftemate punciorum a totidem viribus fecundum directiones

inter fe parallelas et in eandem plagam tendentes ad motum/ollicitatorumerit

productum ex fumma omnium virium in diflantiam communis centri aequi¬
librii (128 - §-) a quovis plano poftione dato aequale Jummae momentorum
(lngularum virium, adeoque aequale momento totius fyjlematis (130 . §.) re-

fpeciu ejusdem plani.
D e m 011 ra t i o.

Verum eft id de fyftemate duorum punitorum ( 133. §>) ; et fi id sup¬

ponatur efie verum de systematen punftorum , verum erit id eo ipfo etiam
de fyftemate n+ i punctorum (134. §.) : debet ergo propofitum theorema
generarim pro quovis pofiibili fyftemate punctorum ( 11g. §-) fubfiilere
fVoI. I. § . 31+

136 . Theorema.

Omne planum  m n (23. Fig.) tranjicns per centrum aequilibrii y dati  Fig. -z.

cujuscunque fyftematis uvxy (1 iS - 128- §-) , dividet totum fyjlema induas
partes uvx , uyx , quarum momenta refpectu plani  mn erunt inter fe
aequalia.

G 2 Demo n-
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D e ni o n ft r a t i o.
Centra aequilibrii partium uvx, uyx  systematis nvxyu  fint in a, br

et MN  fit p anum parallelum piatio mn , ad quod ex a, b , y dufta (int
perpendicula a A, y C , bB plano mn in ci,y , (3 occurrentia . Porro (int
V. V fummae virium agentium in partes uvx, uyx  systematis uvxyu;
erit V . aA  momentum partis uvx,Y .bB  momentum partis uyx adeo-
qvie V . aA -j- Y . bB  momentum totius systematis uvxyu  refpeftu plani
W' T (135 - iZl §.) : cum igitur hoc ipsttm momentum stt etiam — (V -j- Y)
7L ( tz ; . §.) ; debet este

(V + Y) yC = V -aA + Y . bB.
Igitur fiet

(V + Y) y C= V (yC — aa ) -f-Y (yC -j- b/3};
hinc V . a <x:= Y . b [i,

quod ob ( 135. §.) erat demonstrandum.

137 . Theorema.
Et vicijjhn omne planum mn, quod datum quodcunque fyjlema (11 § § .)

b v x y u in duas partes uvx , uyx ita dirimit , ut illarum momenta re¬
fpeftu ejusdem plani fuit inter fe aequalia » tranfit per centrum aequilibrii
jijjlematis .

DemoniTratio.
1. Secus jaceret centrum aequilibrii systematis uvxyu  extra planum

mn , poffetque per illud duci aliud planum m' n' parallelum plano m n,
quod datum systema nvxyu  in partes rvs, rys  dirimeret ; inter utrum¬
que aurem planum jaceret una pars ruxs  systematis , quod est imposti bile.

2. Nam partes uvx , ruxs, rys  deberent habere propria centra
aequilibrii , puta in , a, b, g, et fi A, B, G denotent summas virium in eas¬
dem partes agentium (128. §.) , ductis perpendiculis ad , gy,b/ 3, be  ad
plana m' n' , m n , estent A .a d, B . be, G . gc momenta partium uvx,  r u x s,
rys refpeftu plani m' n' , et A .a ^ . B. b/S, G . g p momenta earundem par¬
tium refpeftu plani mn ( 135. §.) ; confequenter e stet A . ad + R. be  mo-
mentum partis rvs respectu plani m’n1, et G . g y -f-B. b/3 momentum
partis uyx refpeftu plani mn ( 131. § .) : igirur per hypothefun in theo¬
remate allumtam , et ( 1) ob (136. §.) deberet este

G . g y + B . b/3~ A . a cc;
A . ad + B .bet = G .gc.

Quare
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Quare fieret G . gyn ^ A . a * — B . b;3 : obG .gy > G . gc deberet ergo
eJTe  A . aa — B. b/3 > A. ad -b-B . be , quod eff impoilibiie.

138.  Theorema.
Si planum  m rnr datum fyfiema (i >8- § ) uvxyu dividat in duas

partes  rvs , rys , centrum vero aequilibrii totius fyf ematis jaceat extra
planum tn' n' alicubi in y ; erit differentia momenti partis rys a momento
partis  rvs , in qua jacet y , refpectu plani m' n1 aequalis produbUo ex / mu¬
nia virium totius JyJlematis (119. § .) uvxyu in dijlantuvn illius centri
aequilibrii y ab eodem plano mrn'.

D e m o n fi r a t i 0,

1. Tranfeat per y planum mn parallelum plano mTnT, quo totum ly-
ftema uvxyu  in tres partes uvx , uxsr, rsy  dividatur . Centra aequi¬
librii harum partium fint a,b, g,  et ad, be, b/ 3, gy  perpendicula ad
utrumque planum ; A vero , B et G fint summae virium ( 119. §.) agen¬
tium in partes uvx , uxsr, rsy  jyfteinatis.

2. Erit momentum partis ruvxs  relpe &u plani m' n1 aequale fummae
A .a d-f Z . be  ob (l)  per ( 135 131. §.) , et G . gc.  momentum partis rys
refpeftu ejusdem plani m' n‘ (135. § .) : differentia horum momentorum
erit ergo

A . ad -fB . be — G . gc —
= A (yc -fa «) + B(7c — b/3) — G (gy — yo ) —
— (A -fB -fG ) yc -fA .aa — (B . b/3-f G.  g y).

Sed A . ax  et B .b /3-f G. gy  sunt momenta partium uvx,uyx  re-
speCtu plani mn , ob ( 1) per (135. iZl. §.) , inter fe aequalia ( 136. § ) :
igitur elt etiam

(A .a d -f B . b e) — G .gc — ( A -f B -f G) y c-

139 . Theoremav
Si in finguta punffa  a , b, c, d, e, etc. (24. Fig .) dati cujuscmque fu-  Fig. 24.

Jiematis  uvx plurium punffornm (nF . §.) agant vel determinatae vires
A, B, C, D, E, etc. fecundum directiones  a A, bB , cC, dD,eE inter f e pa¬
rallelas et in eandem plagam tendentes, vel quaecunque aliae vires  A 1, B',
O,  D1, E1, quae ad priores fint in certa ratione m: n, et quidem vel fecun¬
dum priores direitiones vel fecundum alias diretfiones  a Ar, bB1, cC', dD’, eE',

G z inter
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inter fe parallelas et in eandem plagam tendentes; idem erit fcmper cen¬
trum aequilibrii totius fijjlematis.

D e m o n ft rat i o.

Secus haberet datum fyftema u v x in hypothefi virium A‘, B', C‘, D1, Ef
unum centrum aequilibrii /3 diftin&ura a centro aequilibrii « , quod illud in
hypothefi virium A, B, C,D,E debet habere (l2g . § .) , du&oque plano IVIN
ad reftam joca  fub angulo /3IV1N inclinato efiet diftantia perpendicularis
«y centri aequilibrii x minor quam diftantia (id  centri /3 a plano MN,
quod in afiumta hy-pothefi eft impoflibile.

Si enim a' , b’ , c’, d1, e1 fint diftantiae perpendiculares pun&orum
a, b, c, d, e a plano MN ; deberet efie per ( 135. 130.§.)

(A + B + C+ D + E) fl:y= A .a>+ B . b' + C . c>+ D .d’+ E . e’;
(A’+ B'+ C'+ D'+ E1) /3i = A' . a' + B1. b' + C' . c' + D1. d' + E1. e1.

Cum vero per hypothefim fit A' :A — m : n, consequenter A’— A —n
et fic B’ abibit , fafta; abibit , fafta fub-

ftitudone , fecunda aequatio in sequentem
(A+ B+ C+ D+ E; /3£= A .a>+ B.b'+ C.c'+ D.d1+ E .e'.

Ex hac vero et prima aequatione evidenter sequitur , debere eJTe
xyt = 3i,  adeoque impoflibile efle, ; ut fiat xy<  J3S.

dissf . r.
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D E

CENTRO GRAVITATIS IN GENERE.

140.  Definitio.
Dum vires lingula punfta certi fyftematis ( 118- § -) direftionibus inter
fe parallelis et in eandem plagam tendentibus ad motum sollicitantes a
gravitate proveniunt (39. §0 » centrum aequilibrii ejusdem fyftematis vo¬
catur centrum gravitatis.

141 . Corollarium  1.

Pondera e totidem punftis alicujus reftae libere pendentia fpeftari
debent inftar virium in eadem punfta fecundum direftiones inter fe pa¬
rallelas agentium (42. 43. §.) , fic, ut , quaecunque in praecedente differta-
tione de ejusmodi virium centro aequilibrii generatim funt demonftrata,
etiam ad centrum gravitatis talium ponderum debeant extendi (140.§.).

I 42 . Corollarium  2.

Qbamobrem jacebit centrum gravitatis duorum ponderum aequalium Fig. a$.
P,Q e punftis a, b (25. Fig.) datae reftae bD libere pendentium in me¬
dio punfto C inter a et b ( 141. 122. §.).

143 . Corollarium  z.
Quodfi autem pondera P, Q fuerint inaequalia ; debebit illorum cen¬

trum gravitatis coincidere cum punfto C reftae ab , fi hoc ita determine¬
tur , ut fit P : Q= bC : aC (141. 121. §.).

144 . Corollarium  4.
Erit porro diftantia centri gravitatis C duorum ponderum P, Q ab

alterutro punfto fufpenfionis (a vel b) aequalis produfto ex refta ab in
pondus (Q vel P) pendens ex altero punfto fufpenfionis (b vel , ) divifo
per fummam ponderum P , Q (141. 123. §.) .

E . gr . Sit refta ab = 7 pedibus , quaeraturque centrum gravitatis C
ponderum P = 6IB , Q = 15 tfi ; erit

aC
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a C= ~67'+ ~l 5 ' — 5 pedibus;
7 -6b C— —?—i- — 2 pedibus.6 + 15 v

145 . Corollarium 5.
Et diftantia centri gravitatis C duorum ponderum P,Q a dato quo¬

cunque in refta bD punfto d aequabitur fummae produftorum ex diftan-
tiis finguiorum punftorum fufpenfionis a, b a punfto d in pondera ex illis
pendentia divisae per summam ponderum ( 141. 124. §.).

E . gr . Detur punftum d in diftantiis da — Z pedibus , d b— 10 pedi¬
bus a punftis a , b , et quaeratur centrum gravitatis C ponderum
Pr= 15 It , Q— 5 It>; jacebit illud in diftantia a punfto d

dCt= 3 15 + 10 . 5
15 + 5 = 4? ped.

146.  Corollarium 6.
Fig. -6. Et generatim quotcunque pondera A , B , C, - P , Q e totidem

punftis , a , b, c, - p , q datae reftae aZ libere pendeant , habebunt
illa commune centrum gravitatis in punfto j3 ejusdem retiae ita deter¬
minato , ut illius diftantia Z ;3  a dato quocunque in eadem recla punfto Z
aequetur fummae produftorum ex diftantiiis Z a, Zb , Zc , - — Z p, Zq
finguiorum punftorum fufpenfionis a punfto Z in ipfa pondera ex illis
pendentia divisae per summam omnium ponderum : prellio vero , quam
centrum /3  direftione verticali (iy  ab omnibus ponderibus perfentifcet,
aequabitur preffioni , quam in illo unicum pondus S fummae omnium pon¬
derum aequale ex /3  libere pendens produceret ( 141. 126. %.) .

147.  Definitio.
Omnis mafla gravis , linea , fuperficies , et corpus , determinatae

figurae , potcft fpeftari inftar unius fyftematis plurium punftorum mate¬
rialium ( 118- 8-) : prelllones aequales , quae in fmgulis punftis fecundum
direftiones verticales inter fe parallelas in quovis maffae litu deorfuin ten-
dentes a vi gravitatis producuntur (41. 42. §.) , licebit inftar totidem vi¬
rium aequalium considerare : produfta ex his viribus in diftantias perpen¬
diculares punctorum , in quae illae agunt , a dato plano erunt Momenta
earundetn virium refpeftu dati plani , etfumma omnium momentorum

dabit
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dabit Mommtum  totius massas gravis refpeftu ejusdem plani ( lZO. §.) :
fumma demum omnium virium aequalium in punfta massae agentium erit
pondus totius massae (45. §■) .

148 . Corollarium 1.
Omnis massa gravis uvx (27. Fig .) habebit aliquod idque unicum Fig. tf.

centrum gravitatis C : fi in hoc direftione verticali oppofita CV cogite¬
tur agere vis V aequalis ponderi totius massae uvx;  vel fi, abfente
vi V , massa u v x in centro C ita cogitetur figi , ut Illa , quin circa C
convertatur , moveri nequeat ; debebit utroque cafu tota massa uvx in
aequilibrio fer vari : unde neceiTario fequitur , preflionem , quam gravitas
in centro C direftione verticali Cy producit , aequari pressioni,
quam in illo vis una y ponderi massae uvx aequalis produceret ( 141.
128. 129. §).

149 . Corollarium  2.
Poteft ergo omne fyftema plurium massarum gravium fpe&ari inftar

unius fyftematis totidem pun&orum , cum centris gravitatis illarum maf-
farutn coincidentium , quae a viribus per pondera earundem maflarum de¬
terminatis fecundum direftiones verticales deorfum ad motum debent ur¬
geri (148- n8 - %■') ■ omne itaque fyftema plufium maflarum gravium ha¬
bebit aliquod idque unicum centrum gravitatis ( 140. 128 129. §.) , quod
tanta efficacia dire&ione verticali deorfum premetur ac fi ex illo unum
pondus aequale fummae ponderum omnium massarum totum fyftema con-
ftituentium libere penderet : momentum cujusvis talis massae refpe&u dati
plani erit produftum ex diftantia centri gravitatis ejusdem massae in il¬
lius pondus , et fumma momentorum omnium massarum dabit momentum
totius fyftematis refpe&u dati plani ( 130. §.).

150. Corollarium 3,
Momentum cujuslibet mafiae gravis uvx refpeftu cujuscunque plani

mn erit aequale produfto ex pondere ejusdem massae» feu ipfa massa ei
proportionali (52. § .) > >n diftantiam perpendicularem Cc ejus centri gra¬
vitatis C ( 148. §.) ab eodem plano ( 140. 147. 135. §).

151 . Corollarium 4.
Et momentum cujusvis fyftematis plurium maflarum gravium ( 149 § .)

refpeftu dati plani aequabitur produfto ex fumma ponderum omnium
Voiumtn II.  H massa-
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tnafTarum in diftantiam perpendicularem centri gravitatis totius fyftematis
ab eodem plano ( 149»140. IZZ § .) -

lZ2 . Corollarium  5.
Si in lingula punfta datae tnaflae gravis IVI cogitentur agere vires

aequales independentes a gravitate fecundum quascunque direfliones in
quovis maffae M litu inter fe parallelas et in eandem plagam tendentes;
erit commune centrum aequilibrii omnium harum virium idem cum centro
gravitatis maffae gravis M (141. 147. 139,. § .) .

I 53 . Corollariu  m 6.
Et fi, dato quocunque fyllemate plurium massarum gravium A, B,

C, — - P, Q , in centra gravitatis lingularum massarum ( rqg . $■) agant
quaecunque vires Ar, B1,,C1, - Pr, Q1,. ponderibus illarum massarum
proportionales , fecundum direfliones in quovis litu fyftematis; inter fe
parallelas et in eandem plagam tendentes , feu Illae verticales fint , fei*
a verticalibus utcunque declinent ; erit centrum aequilibrii omnium virium
Ar, B\ Cl, — - Pr, Ql idem cum centro , gravitatis fyftematis malfarum
gravium A, B, C, - P, Q ( 149. 140. 139. § ) .

154 .. Corollarium  7.
Kg. sg» Centrum gravitatis fyftematis duarum, massarum gravium A , B (2g-

Fig .) , quarum centra gravitatis z , x aliunde fine nota , jacebit in reflas
xz punfto a , quod , data mutua centrorum x , z diftantia xz , determi¬
nabitur ob ( 149. §.) , fi refla xz fecetur in a in ratione inverfa ponde¬
rum , vel malfarum A, B iliis proportionalium ( 121. vel per ( 123. § )
definiatur ejus diftantia ab alterutro centro x,z,  aut ab alio quocunque
punfto u dato in refla xz per ( 124. §.) * fi uo  ti »t

ax : az := Z : X;
x z . X x z . Z

az '~ ~X + ZT ; ax “ X + Z '

x u . X -f z u . Z
a u “ X + Z

rZ5 - Corollarium  8v
Ex ( 154. § .) nassemur feqi.entes formulae, . rpe qnarum , dato centro

gravitatis a unius fyftematis duarum massarum gravium A , B, datoque cen¬
tro
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tro gravitatis z vel x altera trias maflae , centrum gravitatis alterius tnaf-
fae in refta u x transeunte per data centra poterit determinari.

Si datis a , x quaeratur -z.
a x . X ax (X + Z)

- - ' n 7. - -- -— ?

uz na .Z — ax . X ua (X -l- Z) — ux . X
— — 2 :

Si datis a , z quaeratur x.
a z . Z a z (X + Z)

X ' ZX “~ X ;
ua . X-f- az .Z _ ua (X + Z) — uz . Z

X ~ X

156 . Corollarium 9.
Quodfi autem detur fyftema numero n -f- i maflarum gravium A , B, Fig.

C,- 1% Q (21. Fig ) fuis ponderibus proportionalium , quarum centra
gravitatis a, b, c, - - p, q nota fiut , nofcaturque commune centrum
gravitatis * n maflarum A, B, C, — - P ; invenietur centrum gravitatis
omnium n + i malTarum A , B , C, - - - P , Q in pun&o fi  reflae « q,
fi ob (149. 140. 127. S')  fiat

e _ <*q -Q_
A + B+ C+ - +P + Q*

157, Corollarium 10,
Hinc (154. 156. ■§.) per fe manifeilum fit , qua methodo centrum

gravitatis cujuslibet fyftematis plurium maflarum gravium inveftigare
liceat , datis centris gravitatis et ponderibus fiDgularum maflarum
( 148 - § •) •

Sic , fi e . gr . detur flftema quinque maflarum gravium A, B, C, D, E F*g. *p.
fuis ponderibus proportionalium , quarum centra gravitatis in a, b, c, d, e
fita fint , dufta refta ab , eademque in 1 ita fefta , ut fit

ab . B
3 ~ A + B '

erit 1 centrum gravitatis maflarum A , B (154. §.). Si jam ex hoc ad c
ducatur refta lc , tum determinetur

lc . C
A + B+ C

H 2 erit
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erit m commune centrum gravitatis trium magarum A, 8 , C (t$ 6. §.).
Si porro ex m ad d ducatur refta md , deinde quaeratur

_ m d . D
mn ~" A + B + C+ D '

erit u commune centrum gravitatis qnatuor maffarum A,  B, C, D ( 156.§.) .
Si demum ex n ad e ducatur refta ne , et determinetur

ne . E
n 0~ 'T + B+ ir + D+ K

erit o commune centrum gravitatis quinque maffarum A t B , C, D , E
(156 . §.).

158 . Definitio.
PlanurH gravitatis  datae maffae gravis , vel Diameter gravitatis , eft

planum vel linea refta transiens per centrum gravitatis ejusdem maffae
(148 . § •)•

1 59 . Coroliarium r.
Innumera poffunfc duci plana gravitatis , et innumerae diametri gravi-

tatis in qualibet maffa gravi ( 158- §•)•
160 . Corollarium  2.

Omnes diametri gravitatis cujusiibet maffae gravis (159. interse¬
cant se in ejus centro gravitatis ( 158- 148. §•)»

161 . Corollarium  3.
Communis interfeftio duorum planorum gravitatis datae cujuscunque

maffae gravis erit diameter gravitatis ejusdem 'maffae ( 158- §•)-
162 . Corollarium  4.

Et fi diameter gravitatis alicujus maffae fecetur a plano gravitatis ejus¬
dem maffae , erit interfeftio illius centrum gravitatis ( 158- §•)•

163 . Corollarium  5.
Omne planum gravitatis vel unius maffae gravis M, vel certi (yfte-

matis S plurium maffarum gravium , dividet totam maffam M, vel totum
fyftema S in duas partes , quarum momenta refpeftu ejusdem plani erunt
inter fe aequalia ( 15Z. 149. 147. 136. §.) .

164 * Corollarium  6.
Et viciflim omne planum da:am maffam gravem M, vel datum lyfte-

ina S plurium maffarum gravium in duas partes dirimens , quarum mo¬
menta
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menta refpeflu ejusdem plani fint inter fe aequalia , erit unum planum gra¬
vitatis ejusdem mafiae M vel fyftematis S ( 149- 147. 137. izg . § )-

16 ; . Loro! lar ium  7.
SI vero planum mn ( 27 . Fig .) datam truffam gravem uvx in cfuas Fig. 27

partes rus , rvxs  dirimat , quin id tranfeat per centrum gravitatis C
maffae uvx;  erunt momenta partium rus , rvxs  refpeftu plani mn in¬
aequalia , et disserentia momenti partis rus a momento partis rvxs,  iu
qua jacet centrum gravitatis C maffae uvx,  aequabitur producto ex pon¬
dere totius maffae uvx in diftantiam C c centri gravitatis C a plano m n
(148. 147- 138- §.) .

166 . Corollarium  g-
Ex ( 164. §,) demum colliges , quod fi omnia punfta al!cujus maffae

gravis in uno plano jaceant r hoc ipsum planum debeat effe unum pla¬
num gravitatis talis maffae: momenta enim partium , in quas maffa ab
ejusmodi plano dirimitur , aequantur nihilo ( 147. §•}•

167 . Hypothefis.
In iuve/ligatione centrorum gravitatis fumantur omnes maffae, lineae,

Juprrficies , et corpora , pro aequabiliter denjis et homogeneis . qy.o fiat v ut
tam maffae, quam pondera illis proportionalia , per volumina , Jub quibus
continentur , pojfmi exprimi.

S c li 0 1 i 0 IT,

SI enim generatim fit P pondus maffae M fub volumine V contentae,
et p pondus talis maffae contentae fub determinato quoniam volumine v,

V "
puta uno pede cubico ; erit P : p = V : v (51. §.) , hinc P = p ——• Quam-

©brem licebit ponere P— V , modo per V intelligatur exponens rationis
voluminis V , fub quo pondus P continetur , ad volumen determinatum v,
fub quo continetur pondus p pro menfura prioris affumtum , ita ut V in-
P ~ V numerum concretum ad unit .tem = p relatum exprimat ( 15. ig §•).
H-oc Cenfu poterit maffa et pondus cujusiibet lineae gravis per ejus longitu¬
dinem ; maffa vero et pondus cnjusvis superficiei gravis per ipsam super¬
ficiem geometrice determinatam , et maffa pondusque dati cujuscunque
corporis per ejus volumen exprimi » Sic e. gr , in inveltigatione cc-ntri
gravitatis coni , cujus altitudo a , et area bafeos b data fit , licebit ipfius

H A maffam
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ah
maflam et pondus ei proportionale per volumen —— exprimere . Nui-

lae quidem extant lineae graves aut fuperiicies ; nihil tamen obdat , quo-
minus tales cogitari podint : ficut autem proprietates maffarum homoge-
nearum et aequabiliter denGarum in prima differtatione expolitae infignera
ufum habent in prafticis difquifitionibus , licet ejusmodi maflae nufpiam
extent ; fic etiam invedigatio centri gravitatis talium maffarum amplum
habebit ufum in difquifitionibus mechanicis.

i6g . Problema,
Dato ' momento p datae [cujuscunque maffae gravis  M refpeftu plani pojU

tione dati ; invenire dijlantiam  D centri gravitatis maffae  M ab eodem piano.

Solutio.

Cum fit ^ = MD (150 . §.) r erit D — -jq- , id eft : momentum da¬
tae maffae gravis refpeftu plani politione dati divifum per ipfam raaffara
dabit didantiam ejus centri gravitatis ab eodem plano.

169 . Problema.
Exponere methodum, qua momentum alicujus maffae gravis refpeftu

plani pojitione dati liceat invejligare.
So lutio.

Fig. jo. I . Imaginemur nobis in {30. Fig .) quamcunque lineam curvam , vel
superficiem , aut corpus grave ABCDEA:  IVI N vero fit datum planum,
refpeftu cujus determinare oporteat momentum illius maffae.

2. Sumta ad arbitrium linea abfciffarum P Q perpendiculari ad planum
MN , fixaque abfciffarum origine in punfto P , capiatur abfciffa x—Pa,
et per punftum a cogitetur duci planum ap parallelum plano MN : ab¬
scindet ap ex tota mada ABCDEA  partem pAq,  cujus magnitudo
pendebit a longitudine abfciffae x— P a. Supponamus itaque , polfibiles
effe duas funftiones m, p variabilis abfciffae x , quarum prior m maffam
pAq,  et poderior p.  momentum ejusdem maffae refpeftu plani MN
exprimat.

3. Quodd jam abfciffa x— Pa  abeat in Pb — x + Ax  pro ab —Ax
et per punftum b tranfeat planum br parallelum plano MN ; abi¬
bit funftio m — p A q (1) ia novam funftionem m‘ ^= pAq + pqsr,

et
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et funftio ft  exprimens momentum maffae mt = p Aq abibit in certam
fun&ionem fi' e.xpreffuram momentum maffae r A s aequale summae mo¬
mentorum illius partium pAq,pqsr  refpe &u plani MN (147. § -).

4. In (3) erit itaque im — m' — m funttio aequalis maffae pqsr
inter plana pa , rb parallela interceptae , et Afi ~ /xT—/r funftio aequa¬
lis momento maffae Am = pqsr  refpedlu plani MN (Vol . I. §. I&).

5„ Ignoramus quidem , in quonam punfto centrum gravitatis maffae
pqsr = Am  inter plana pq,rs  interceptae jaceat : facile tamen quisque
per (e perspiciet , cur illud cum certo punfto c fito inter plana pq , rs
debeat coincidere , ita ut illius diftantia cd a plano M N major fit quam
bQ , et fimui minor quam aQ . Cum ergo momentum A/x  maffae Am
=pqsr  debeat effe A,« = :Am . cd ( 135. § ) ; erit femper

Aitt > Am . bQ et Ajn<  Am .aQ.

Hinc pro linea abfciffarum PQ = a , proinde aQ “ a— x , et bQ
S=ta — (x + Ax ) fiet

A/t > Am (a— x— Ax) p Af < Am (a— x).

6. Verum , fi re ipsa eft poffibilis aliqua funftio m variabilis x , quae
nudam pAq exprimat (2) . debet pro ejus differentia dari expreffio for¬
mae Am = 6mAx -j- eAx 2-J- fAx 34-etc . (Vol. 1. § . 84.) : eapropter erit
in ( ; )

Au  4 . (a — x) (eAx -f-fAx 2-f- etc.)
A x x / ern— (em . Ax + e Ax 2-f f Ax 3+ etc .)

~ £~ ~ <  Ca —x ) e m 4 -(a— x) (e Ax + fA x2-f etc.)

Et ideo erit exponens rationis differentialis fonftionis tx  per (Vol . I.
§- I3i >

e/c — (a — x) e m.

7. QuodH ergo polfibile fuerit , sm per x et «x determinare , pote¬
rit quoque t/x  per x et ex definiri , tum ope calculi integralis determi¬
nari momentum /x  maffae m “ pAq  refpectu plani MN. Si porro notus
fuerit valor abfcilfae x — Va,  pro quo maffa m = pAq  abeat in maffam
ACD,  pura valor x— Pe,  fubftituto hoc valore loco x in fun&ioue /x,
obtinebitur momentum totius maffae ABC DEA refpeftu dati plani
MN.

Sclie*
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Schol i on:

Idem problema in fyftemate infinitefimaliftarum poteft hoc modo solvi.
Si feftioni pq cogitetur infinite vicina feftio rs , ut ab := dx fit infinite
parvum incrementum variabilis x= Pa;  erit dm = pqsr  inficite par¬
vum incrementum mafiae m —pAq^  et illius momentum refpe&u plani
MN aequabitur infinite parvo incremento d ^ momenti p mafiae pAq re-
Cpeftu ejusdem plani : cum ergo in hac hypothfli centrum gravitatis mas¬
sae pqsr  adeo vicinum debeat efle feftioni pq , ut disserentia inter illius
diftantiam a plano MN et difiantiam aQ = a — x fit infinite jferva,  pro¬
inde nulla ; erit momentum d ^ aequale produ &o ex maffa d m in diftan-
tiam a— x ( ,ZZ. § .) , id eft , d/t = (a — x) d tm

170. Corollarium 1.
Sumta origine abfcifiarum in Q , pofitaque abfciffa Qa “ z,  ut fiat

1— x-“ zj erit mafla m ~ pAq  certa funftio variabilis z , ejus autem
momentum p refpectu plani f.l \T dabit £^ r= zsm (169 . §.) > ubi jam ex¬
ponens differentialis em sumendus erit cum (ignis contrariis , cum cres¬
cente variabili z ^= Qa verfus P decrescat maiTa mt = pAq,  ejusque mo¬
mentum p (Vol . I. § . 132.).

171 . Corollarium  2.
Pars refidua mafiae ABCDEA fit M= :pqCDp,  adeoque M—

ABCDEA — m;  erit e M— — em . Praeterea denotet K momentum
mafiae ABCDEA et k momentum mafiae pqCDp = M refpeftu plani M M,
quo fiat kr = K— p;  erit quoque ek — — e p.  Quare ob (169. 170. §.)
habebimus Coquentes expreffiones pro exponente rationis differentialis
momenti (latici k mafiae Mt= pqCDp  refpeftu plani MN , in quarum
prima fumetur e M cum (ignis contrariis , cum crescente variabili xt = Pa
decrefcat maffa RI —pqCDp,  ejusque momentum k.

jsk = (a— x) sAI ; sk = zsM.
172 . Corollarium  3.

Haec principia offerunt methodum universalem itivefiigandi centrum
gravitatis datae cujusvis lineae curvae et superficiei , quae tota in uno
plano jaceat . Sit enim ABCDA  ejusmodi vel linea curva , vel super¬
ficies plana ; necefie eff , ut illius centrum gravitatis jaceat in plano
ipfius curvae vel superficiei ( 166. 158. § .) : quare cogitentur duo plana ad
planum, , in quo ABCDEA jacet , perpendicularia , illud in MN, MR, et fefe
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fub angulo refto RMN interfecantia, quo fiat, ut diftantiae centri gravitatis
mattae ABCDEA ab iisdem planis aequentur diftantiis illius a rectis MN, MR
exhibenribus interlectiones eorundem planorum cum plano, in quo jacet
ABCDEA. Quodfi jam per (169. 170. 171. §.) determines momenta curvae
lineae , 1vel fuperttciei ABCDEA rerpeftu planorum per MN, MR dudtorum,
eaque dividas per mattam ABCDEA vel datam, vel quacunque methodo in¬
ventam ; invenies diitantias centri gravitatis a rettis MN, MR( i6g . § 0 > at¬
que per has erit fitus centri gravitatis perfe&e determinatus. Fac enim
diftantiam illius a rc-cta MN effe — S , et dittantiam a refta MR inventam
efle — s;  fumta MfcS et M(ia = s , dudtisque ex f , d ad MR. MN  per¬
pendicularibus fc , dc in c fcfe intersecantibus: erit c quaefitum centrum
gravitatis-

173 . Corollarium 4.
Ubi autem investigandum fuerit centrum gravitatis vel alicujus corporis,

vel cuj uspiam lineae curvae aut fuperttciei, quae non tota in uno plano ja¬
ceat; licebit totam ad tria plana fele fub angulis reftis interfecantia referre,
tum momenta refpe&u fingulorum planorum per ( 169. 170. 171. § .) quaerere;
fi enim haec per datam vel quacunque rationedeterminatammattam dati cor¬
poris, aut datae lineae curvae vel fuperttciei dividantur, obtinebuntur di¬
stantiae illius centri gravitatis a lingulis planis ( r6Z. §.) , et per has erit
idem centrum perfe&e determinatum.

Scholion.
In multis tamen iisque maxime memorabilibuscafibus facile una diame¬

trorum gravitatis datae mattae cognofeitur, quo ipfo investigatio centri gra¬
vitatis compendiofior redditur. Perfaepe porro occurrunt tales mattae, qua¬
rum centra gravitatis per data centra aliarum mattarum fecundum principia
fuperius expolita (154. 155. 157. §.) poiYunt determinari, quin fit neceffarium
ad praecedentem methodum, aut aliam illi fimilero refugere. Utrumque in
fequentibus differtationibus pluribus exemplis illustrabitur: multa horum
exemplorum exhibent cafus, qui in prafticis difquifitionibus frequenter pof-
funt occurrere: reliqua id habent utilitatis, quod tyronibus uberrimum cam¬
pum fefe in adplicatione principiorum calculi differentio- integralis in primo
horum opusculorum volumine expolitis aperiant.

T'ohtmen II. I DISSER-
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DE

INVESTIGATIONE CENTRI GRAVITATIS LINEARUM
ET PLANORUM GRAVIUM.

174.  Problema.
Fig. 6. Invenire centrum gravitatis datae lineae rectae AB (6. Fig.) .

Solutio.

Biffecetur data refta AB in punfto C; erit C illius centrum gra¬
vitatis.

D e m o n fl r a t i 0.
Cum enim lingula punfta redtae A B pari efficacia fecundum direc¬

tiones varticales inter fe parallelas deorfum a vi gravitatis premantur;
necefle eft , ut , fi vis una V aequalis ponderi totius reftae AB ( 167. §.)
fecundum direftionem verticalem C V oppofitam diredtioni gravitatis in
pundtum medium C ejusdem reftae agere cogitetur , ea redtam AB fer¬
vet in aequilibrio (120. §.) : pundtum ergo C eft centrum gravitatis rectae
AB (140. 119. § .).

175 . Theorema.
Fig. 31. Si relita QC Jit axis datae curvae  XQZ (31. Fig .) » et  XZ chorda

ctd axem perpendicularis ; jacebit in QC centrum gravitatis arcus XQZ,
feu QC erit diameter gravitatis hujus arcus (158 . § -).

Bemonft ratio.
Ex quoennque punfto a axeos QC ducatur chorda pq ad illum

perpendicularis , debebit haec bifiecari in a (Vol. I . § . 438 ) ; pro quovis
idcirco puncto gravi alterutrius arcus QX , QZ dabitur unum pundtum
grave in altero arcu , cujus diftantia perpendicularis ab axe QC aequetur
diftantiae perpendiculari prioris punfti ab eodem axe : quodft ergo cogite¬
tur planum LK per axem QC tranfiens et ad planum , in quo totus ar¬
cus XQZ jacere fupponitur , perpendiculare ; erit fumma momentorum
Ungulorum punftorum gravium arcus QX refpeftu plani LK , aequalis

fumrnae
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fummae momentorum fingulorum punttorum graviam arcus QZ refpc&u
plani LK , proinde etiam momentum totius arcus QX aequabitur mo¬
mento arcus QZ (147. §.). Planum KL erit ergo planum gravitatis ar¬
cus XQZ (164. §.) : quare, cum etiam planum, in quo totus arcus
XQZ jacet , fit unum planum gravitatis ejusdem arcus ( 166- §.) ; erit
eo ipfo axis QC diameter gravitatis hujus arcus (161. §.).

176 . Problema.
Data aequatione ad curvam quamcunque  XQZ intef abfcijjas  7 1—•Qa

in curvae axe QC jacentes et ordinatas orthogonas  yr = pa ; invenire cen¬
trum gravitatis arcus  p Qq fubtenji a chorda  p q perpendiculari ad
axem  QC.

Solutio.

1. Centrum gravitatis arcus pQq debet coincidere cum uno punfto
y axeos QC (175. §.) , quod idcirco determinabitur inventa ejus dillantia
Qy  a curvae vertice Q.

2. Quamobrem fit arcus pQ —(p, pQq := M= 2 <p , et p momentum
arcus M refpe&u plani MN perpendicularis in Q ad planum curvae XQZ
axemque QCj erit

eM= 2e(p:= 2/0y 2+ £Z 2) per (Vol. I. §. 469.) ;
ep — ze.M= 2z/ '(£y2+ £Zz) per (171. §.) .

3. Porro clarum eft, tam maflam Mr= pQq,  quam ejus momen¬
tum p refpeftu plani MN debere aequari nihilo, fi fiat z = Qa—o:
formulae ergo differentiales in (2) debebunt dare integralia M, p fingula
t= o pro z~ o,  unde conflantium inventio pendet (Vol. I. §. 238-) .

4. Quodfi autem integralia M, p perfefte fuerint determinata, de¬
terminabitur per illa etiam dillantia Qy (1) centri gravitatis y a puntto Q,
nimirum Qy — ( 168- §.) , cujus generalis exprefiio erit hoc cafu

o . /z/ ( s V2 -f ez 2)
j/ ^ yz+ez z)

177 . Corollarium I.
Sit pQq arcus circuli ex centro C radio CQ “ r deferipti ; debebit

ejus centrum gravitatis y jacere in radio CQ billecante tam chordam
pq = 2y,  quam arcum pQq, .illius autem diftactia Qy a punfto Q in-

I 2 venietur
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venietur hoc modo . Pro momento (t  arcus pQq = M refpeftu plani MNT,
et z ^= Qa , adeoque y*= 2rz — z2 fiet

(r — z) sz . . _s y = - ; bmc »ez = rez — yey;

/ (ey 2+ ez 2):
r s z

igitur erit per ( 176. § . 3. n.)
2 rez 2rzezsm — - : su ~ -

y y
hinc jttcrrM — 2ry pro M:= pQq.

Per ( 176. § . 4. n.) habebimus
^ u.  2ry
Qr — M —• r JVl ’

— rsM—2rsy;

178 . Corollarium 2.

Difiantia centri gravitatis y arcu» circularis pQq,  ab hujus centro
2 !' V

magnitudinis C erit Cy = CQ — Qy : igitur per ( 177. §.) Ly — — — ,
PQ3 .

hinc pQq : p q= CQ : Cy , id eftr Diftantia centri gravitatis y arcus cir¬
cularis pQq efb quarta geometrice proportionalis ad arcum , ejus chor¬
dam , et radium.

179 . Corollarium  3.
Polita chorda 2y ^ pq = XZ = zr,  abibit arcus circularis pQq in

femiperipheriam XQZt = ra", denotante i : v rationem radii ad femiperi-
pheriam (Vol. I. § . 5. Schol.} , quem fignificatum pro tt  ubique in se¬
quentibus retinebimus : diftantia centri gravitatis y femiperipheriae circu¬
laris XQZ ab hujus centro magnitudinis C debet ergo aequari duplo
quadrato radii divifo per ipsam femiperipheriam , feu radio duftoin  nu-

2 . .
merum — , nimirum erit (178. §.)

2 r2 2 r
- — - -

r XQZ %

Et pro integra peripheria IVI circuli , quo cafu fit chorda 2y — O,
erit in ( 177. §.) Qy — r,  id eft : centrnm gravitatis peripheriae circu¬
laris coincidit cum ejus centro magnitudinis.

1S0 . Co-
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l8 ° - Corollarium 5.

Hac ratione poterit folutio praecedentis problematis ad alias quoque
curvas adplicari. Sit pQq arcus parabolae, ad quam eft aequatio y2=zpz
(Vol . I. §- 508 ) ; erit

pez ps sz
2ysy = pez; 6y = - — = - — ;

J  2 Z 2

/ (gy2+ gz 2) — gZ —/ (p+ 4z ) .

Adeoque per ( 176. §. 2. n.) fiet

tM = ■ tZ ~ / '(P + 4 z0i epz =x-̂ - ^ ~ /CP + 4 2)'
2z * 2

Quamobrem, fi capias integralia algebraico- IogarithmicaM, p per
(Vol . I. § . zoz . 289X quantitatesque conftantes juxta ( 176. §. 3. n.) de¬

termines; obtinebis diftantiam Qy = -~ - centri gravitatis y arcus pa-

rabolici pQq ab ejus vertice Q.

181 • Corollarium  6.

Sic quoque, fipQq fit arcus ellipfeos vel hyperbolae, determine-
p z 2, p z 2,

tur sy  ex aequatione y2—pz - -— vel y2—p z -j- -— (Vol. I.
§. 540. 564.) , tum,  fubftituto eo valore loco gy in (176. §. 2. n.) , quae¬

rantur integralia, p, M per ( 176. § . 3. n.) : erit enim Qy '= -^ -  diftantia
centri gravitatis arcus pQq ellipfeos vel hyperbolae ab ejusdem vertice
Q ( 176. §. 4. n.) ,

lg2 . Corollarium  7.

Pro arcu M= pQq (32. Fig.) cycloidis erit gy — gz —- —-—

(Vol . I. § . 609 .) : igitur fiet in (176. §. 2. n.)

eM = 2szy ^ ~ s p 2z £Z ’'

Quamobrem integrando per (176. § . 3. n.) inveniemus

M~ 4y 2̂rz ; p — %̂f2xT ?.

I 3

Fig. 31,

Diftantia
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rig . 33-

rig- 34

Diftantia centri gravitatis y arcus pQq cycloidis a vertice Q pro

quavis abfeiffa z = Qa  erit ergo ob ( 176. §. 4. n.) QyZ= - '-z ;
tmde pro zrcQc — 2r reperietur diftantia centri gravitatis 7 totius cy¬
cloidis XQZ,  nimirum Q 7 := Tr» fcu aequalis duabus tertiis partibus
radii r= Qc  circuli genitoris.

l8Z - Theorema.
Si centra gravitatis e, - a, b, -x (33. Fig.) omnium in dato

plano vel corpore gravi A pC q A cogitabilium ct inter fe parallelarum fe-
Hinnum  dk,- pq,rs, - - - uv in una recta AC jaceant ; jacebit
quoque in eadem recta centrum gravitatis totius plani vel corporis  A pCq A,
adeoque AC erit illius diameter gravitatis (158 - §-)-

1. Sit m n unum planum, in quo jaceat refta AC : erit mn com¬
mune planum gravitatis lingularum feftionum gravium d f , — - pq,
rs,- - uv  inter fe parallelarum, quae in dato plano vel corpore
ApCqA  pofiunt cogitari 0 >8- § -) ; fmgulaeque feftiones dividentur ab
eodem plano in partes de et e f, - pa et aq,rb etbs,- — ux  et
xv,  quarum quaevis binae inter fe habebunt aequalia momenta refpeftu plani
mn ( 163. §.) : igitur erit fumma momentorum ex parte AqC plani mn
aequalis fummae momentorum ex parte oppoftta ApC,  feu planum mn
dirimet datum planum vel corpus ApCqA  in duas partes, quarum mo¬
menta refpeftu ejusdem plani erunt inter fe aequalia (147. §.) .

2. Quotcunque igitur plana mn , quarum communis interfectio fit
recta AC , cogitentur tranfire per datum planum vel corpus grave ApCq;
erit quodvis illorum unum planum gravitatis mallae ApCqA  ob (i)  per
(164 . 8-) , eoque ipfo eft refta AC una diameter gravitatis ejusdem maf-
iae ( 161. §>).

184 . Problema.
Invenire centrum gravitatis dati cujnscunque trianguli reffilinei  ABC

(34- Fig-).
S o 1ut io.

Bifleftis duobus lateribus AC , BC in b,a,  ducantur ex verticibus
B, A angulorum oppofitorum reftae Bb , A a; debebit recta Bb quam¬
libet cogitabilem feftionem trianguli ABC,  lateri AC parallelam, et
Aa quamvis ejus feftionem parallelam lateri BC biflecare: reftaeBb , A a

erunt
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erunt ergo duae diametri gravitatis trianguli ABC ( 183. §.) , cujus cen-
trum gravitatis debebit idcirco elYe punftum interfeftionis g rectarum
Bb , Aa ( t6o . § .) .

Ducatur jam ex b parallela b /3  ad A a ; erunt triangula CAa , Cb /3
inter fe fimilia ; hinc , ob Cb — YCA , etiam b/3— iAa , et C/3— -£Ca
S= £ BC , B/3= | BC : quamobrem in triangulis fimilibus Bga , Bb /3  ha-
kebimus E/3 : Ba — b/3:ga , feu ^ BC : iBC ^= i Aa : gat = y Aa.

185 . Corollarium 1.
Centrum gravitatis cujuslibet trianguli reftilinei ABC jacet in pun-

fto g reftae A a ex vertice A cujuscunque anguli ad punftum medium
a lateris oppofiti BC duftae , ita ut ejus diftantia ga a punfto a aeque¬
tur uni tertiae , diftantiVvero Ag a punfto A aequalis fit duabus ter¬
tiis totius reftae Aa , nimirum ga — -j- Aa , et gA — § Aa ( 184. § )-

186 . Corollarium 2.
Hinc pendet inventio centri gravitatis cujuslibet quadrilateri A B C D

(35 . Fig ) . Si enim dnfta diagonali AC , duftisque ad ejus medium pun-
ftum c reftis Bc,Dc,  hae iplae reftae dividantur in tres partes aequa¬
les , quo fiat Ba = f Bc et Db — f I) c ; erunt punfta a , b centra gravi¬
tatis triangulorum ABC, ADC (i 85- § •) - determinatis ergo eorundem
areis , et dufta refta ab , invenietur centrum gravitatis d quadrilateri
ABCD,  fi refla ab ita fecetur in d , ut fit ( 167. 154. §.).

ab . ADC ab . ABC
ad ~ ABC + ADC ' bd " ~ ABC -f ADC '

Secus poterunt in hac determinatione punfli d areis ABC, ADC
fubffitui perpendicula Bq , Dp ad diagonalem AC denuda : eum enim fit

ABC ; ADC = Bq : Dp,  hinc ABC= A— ' BqDp

ad;
ab . ADC

ab .

AOr . Bq . '—— i + adc
bd =

; erit etiam

ADC . Bq
vp'

ADC . Bq
Dp '+ ADC

ab . Dp
feu ad— —n- i—r.— ;Bq + Dp

bd: ab . Bq
Bq + Dp

187. Co-
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1x7 . Coi ollarium 3.
Geometrice determinabis centrum gravitatis quadrilateri ABCD , 6,

determinatis centris gravitatis a, b lrLngu !orum ABC , ADC per 0  85-§•)
duftaque refta ab , et duftis nd diagonalem AC perpendiculis Bq , Dp,
ducas reftarn indefinitam b ,3  fub quocunque angulo ab/ 3, tum in hac
capias bn := Bq , mn ;= Dp : fi enim ex ni ducas ad a reftarn ma , et
huic ex n parallelam nd ; debebit nd r.eftam ab fecare in centro gravi¬
tatis quadrilateri A B C D , obbm : bn = ab : bd,  adeoque

bd= ab .b n
bm

nb . B q
Bq + Dp (186 . §>).

i8S - Corollarium 4.
Tn multis cafibus habebit datum quadrilaterum ABCD  duo latera

parallela CB , AD , quae perpendiculis Bq , Dp in (186. 187. §.) poterunt
fubftitui . Cum enim in hac hypothefi fit Bq ; Dpr = BC : AD,  hinc Bq +
Dp :Bq= BC+ AD :BC;  poterit in ( 186. 187. §.) fummiBC loco Bq,
AD loco Dp , et BC + AD loco Bq + Dp.

189 - Corollarium 5.
Quodfi vero quaevis bina latera oppofita BC et AD , DC et AB,

fuerint inter fe parallela ; jacebunt reftae Bc , Dc , ab in una refta BcD.
et centrum gravitatis d coincidet cum punfto medio reftae BcD in
(186 . § .) : centrum gravitatis cujuslibet parallelogrammi ABCD (36 .Fig .)
eft itaque punftum c, in quo ejus diagonales AC , B D fefe intersecant.

190 . Corollarium 6.

Si quaeras centrum gravitatis dati cujuscunque ’polygoni irregularis,
ut ABCDEFA (37 . Fig .) , resolve illud in triangula per diagonales
A E , AD , BD , tum,  determinatis Ungulorum triangulorum centris gra¬
vitatis a, b, c, d per ( i8Z- § ) , et areis , quaere per ( 167. 157. §.) com¬
mune centrum gravitatis omnium triangulorum.

191 . Theorema.

Centrum gravitatis cujuslibet polygoni regularis coincidit cum illius
centro magnitudinis.

Demoa-
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D e tn o n fi r a t i o.

Si cogitetur unum planum perpendiculare ad planum dati polygoni

regularis tranlire per illius centrum magnitudinis , et unum angulum peri¬

metri ejusdem polygoni dissecare; divideturj polygonum in duas partes

inter fe iimiles et aequales , proinde perfette congruentes , eundemque
refpeftu plani fecantis litum habentes ; centra idcirco gravitatis harum

partium in iisdem jacebunt diftantiis a plano lecante : produfta ergo ex

areis aequalibus earundem partium dati polygoni in diftantias centrorum

gravitatis a plano secante , feu momenta partium polygoni refpeftu prani

fecantis erunt inter fe aequalia ( 150. § .) , proinde erit planum secans

unum planum gravitatis dati polygoni regularis ( 163. § .). Quodfi vero

omnia plana ad planum dati polygoni regularis perpendicularia , et quos¬

cunque angulos illius perimetri dissecantia fint plana gravitatis ipfius po¬

lygoni , quia etiam planum in quo totum polygonum jacet , eft illius

planum gravitatis (166. §.) ; neceffe eft , ut omnes rettae quoscunque

angulos perimetri dissecantes Ent diametri gravitatis ejusdem polygoni

(161 . §•) , quae omnes , ficut in illius centro magnitudinis , ita quoque

in ejusdem centro gravitatis fefe debent interfecare (160, § .) .

192 . Problema.

Data aequatione ad curvam  XQZ {31. Fig .) inter abfei/fas  z := Qa Fig. 31

in ejus axe  QC computatas , et ordinatas orthogonas yz= pa,  invenire

centrum gravitatis / patii  pQqap = M inter arcum  pQq et chordam pq
ad axem  Q C perpendicularem comprekenjt.

Solutio.

1. Centrum gravitatis spatii pQqap erit certum punttum y axeos

QC ( 183- §•) > cujus inventio pendet ab inventione diftantiae Qy a cur¬

vae vertice Q.

2. Cum jam M denotet massam segmenti pQqap , fi praeterea vo¬

cetur p ejus momentum refpeftu plani MN. in Q ad QC perpendicularis;

debebit esse ( 168- § -) == ~^ " ”

3. Porro pro S — Qpa eft M= 2S , et s St= yez (Vol. 1. §. 488 ),

eM = 2sS : ob ( 171. §•) debebit ergo poni
jM = 2y6z ; e ^ ^= 2yzsz.

K 4. AbVolumen It.
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4. Ab integratione horum exponentium difTerentialium pendet ita¬
que inventio tam maliae M= pQqap,  quam ejus momenti /j.  refpeftu
plani MN ; clarum vero eft , pro abfciffa z = Qa =̂ o , vel ordinata y —■
pa = o , debere fieri tam M= 0 , quam ,u= o , unde sequitur , integralia
eorundem exponentium fic efie determinanda , ut quodvis illorum aeque¬
tur nihilo , seu fiat z ~ o , feu y £= o.

5. Inventis autem integralibus M, fi,  invenietur eo ipso etiam di-
flantia Qy centri gravitatis y (1 ) per (2) , cujus generalis exprelflo erit
ob (Z)

Qy= / 2 ^ Z £ 7- = -^ Z-l -?- .J 2yez J ysz

193 . Problema.
r >S- n - Invenire centrum gravitatis Jegmenti pQqap (38 . Fig .) circuli radia

CQ = r defcriptu
Solutio.

Centrum gravitatis segmenti M= pQqap  coincidet cum pun&o y
radii CQ “ r perpendicularis ad chordam pq , et ejus diftantia a pun&o Q
erit Q -yi = -“ ( 192. 2. n.) . Verum pro y = pa , et z = Qa eft
y2= 2rz — z2 aequatio ad circulum , ex qua obtinebimus

_ ,v -x (r — z ")«zyt = / ( 2rz—  z -) ; ey = - - - ;
et zez = rez — ysy.

In (192. §. 3. n.) debebit ergo hoc cafu poni
£ftl— 2y £z ; £m— 2 r y e z — 2y 2ey:

adeoque integrando per ( 192. §. 4. n.) inveniemus
ft. .= rf i ysz — f yJ= r M— f y 5.

Quare cum area segmenti pQqap fit
w — ir . pQq — y / (r2—y 2);

erit diflantia centri gravitatis y a punfto Q

Q _y !_
M T' pQq . r— 2y/ ”(r2- -r)

ubi pQq eft arcus segmenti pQqap.

194 . Co.
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194.  Corollarium 1.
Diftantia Cy centri gravitatis y segmenti circularisp Q qa p a centro

C circuli, ob Cy = r —Qy,  erit per (193. §.)

Cy = f pQq .r — 2y/ (r2—y 2)

195 . Corollarium  2.
Pro chorda 2yt = 2r  in (194. §.) obtinebitur diftantia centri gravi- Fig,

tatis y semicirculi XQZCX (39 . Fig.) radio CX = r descripti ab ejus
centro C per femiperipheriamXQZ,  nimirum

r2 , r
— ^ ''Cy^ f XQZ 3
Sc h o Ii 0 n.

Si super radio XC = QCt =r quadratrix dinoftratis cogitetur deCcribi,
origine in X fumta; debebit illa terminari in centro gravitatis y femi-
peripheriae XQZ circuli radio r descripti, per ( 179.§-) et (Vol. I. 6o2.§.).
Proprietatem hanc quadratricis Guldinits  in sua Centro-Baryca.  Cap. VI.
primus notavit: verum hanc ipsam proprietatem habet etiam cyclois vul¬
garis, quae super diametro XZ poteft describi. Semibafis enim XC hujus
cycloidis debet aequari femiperipheriae circuli genitoris (Vol. I. 607. §.) ;

2. XC
diameter circuli genitoris ejusdem cycloidis debet ergo efle — - - ,
adeoque aequalis diftantiae Cy centri gravitatis y femiperipheriae circu-
laris XQZ ab ejusdem centro C (179. §•)■ Altera vero proprietas cy¬
cloidis super diametro XZ descriptae, et , ut vidimus, transeuntis per
centrum gravitatis y femiperipheriae circularis XQZ, in  eo confiftit,
quod centrum gravitatis ejusdem cycloidis cum centro gravitatis areae

2 X C
semicircularis XQZCX  coincidat : cum enim, ut oftendimus, fit —-Xc
diameter illius circuli genitoris ; erit f . ——— diftantia centri gravitatis
ejusdem cycloidis a punfto C (182. §•) , aequalis diftantiae ceptri gravita¬
tis areae semicirculi XQZ ab eodem punfto C (195. §.).

196 . Corollarium  3.
Et pro z = 2r,  hinc y = o erit Qy — r et Cy—0 (193 . 194. §.),

id eft: centrum gravitatis integri circuli coincidit cum illius centro mag¬
nitudinis.
. K 2 197. Co-
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197*  Corollarium 4.
4° * Datis chordis  rst = 2c,pq = 2C (40 . Fig .) in circulo radii CX = r

jacebit centrum gravitatis x spatii rsqp  inter chordas parallelas rs , pq
comprehenli in radio CQ easdem bilTecante in b, a;  diftantia vero illius
a centro C determinabitur ' hoc modo. Si y, <J fint  centra gravitatis Teg¬
mentorum pQqap , rQsbr;  debebit efle per ( 155- §•)

_ Cy . pQqap — Cd . rQsbr
p qs  r

Quare , fi per datas chordas 2c , 2C , datumque radium r expriman¬
tur tam areae tegmentorum pQq a p , rQsb r , pqsrt = pQqap — rQs  b r,
quam diftantiae Cy , C 5 juxta ( 194. § .) , prodibit , perara subftitutione et
reductione , sequens expreftio

r _ n —c*_
r . qs + c/ (r2— c 1) — C/ (r2— C 2)

Si autem diftantiam centri gravitatis x areae pqsr  a punfto a de-
fideres ; invenies illant fubtrattione diftantiae Ca — (r2—C 2) ah inven¬
ta diftantia C «.

rgg . Corollarium  5.
4** Pro 2 L — 2 r in ( 197 . § .) invenietur diftantia Cx  centri gravitatis «

Ipatii rsZX (41 . Fig .) inter diametrum XZ circuli et chordam rsr = 2c
ei parallelam comprehenft a centro - C magnitudinis ejusdem circuli , ni¬
mirum

_ 2 _r ?— c?
^ r . sZ + c/ (r2-c 2)*

199 . Corollarium  6.
4*- Datis centris gravitatis y ,/3 (42 . Fig .) segmenti pQqap  et trianguli

Cpq,  invenietur in radio CQ biffecante chordam pq — 2y centrum gra¬
vitatis x fefroris CpQqC  circuli radio CQ — r descripti , determinata
per ( 167. 154. § .) ejus diftantia a centro C , nimirum

<7* := Cy . pQgap -fCft . cpq-
PQq a P-f c Pft

Cum enim fit Cat ^ r̂ r*— y2) , etC/ 3—fCa (785 . §.) » determi¬
nata area trianguli Cp q — yy ^(t2—y 2) » determinataque area fegmenti

pQqap,
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pQqap , et diftantia Cy illius centri gravitatis y a centro C per ( 194. §.) ;
debebit eiTe

C * = f.
ry

PQil
denotante pQq arcum fe&oris.

200 . Corollarium 7.

Si y eflet centrum gravitatis arcus pQq,  fieret Ci 78-§ -)>

hinc Cxz = fCy (199 . §.) , id eft : diftantia centri gravitatis x cojuslibet
feftoris CpQqC ab  ejus centro magnitudinis C aequatur duabus tertiis
diftantiae centri gravitatis y arcus pQq ab eodem centro C.

aoi . Corollarium 8-
Si defideretur centrum gravitatis v spatii abed (47 . Fig .) inter arcus Fig. 4; .

concentricos ab , de radiis Cd = Ce = r , Ca — Cb = R defcriptos com-

prehenfi ; jacebit illud in punfto V radii Cm biffecantis arcus ab , de,
ita , ut fi x , u dicantur efle centra gravitatis fe&orum Cab,  C d e,  illius
diftantia a centro C debeat elTe per ( 167. 155. §.)

_ __ Cx . aCb — Cu . Cde
V^~ aCb — Cde

Hinc , fi 2c , 2 (7 fint chordae subtendentes arcus de , ah,
bimus per ( 199. §.)

Cx~ 4RC
3 . ab ’

Cu = r 4rc
J 7d7 ' ’

obtine-

aCbt = fR . ab ; dCe = ^ r . de;

Cv= . C Rz c r2 = 4 C
ab . K — de . r 3 . ah

R7—r 7
R2—r 2 *

302 . Corollarium 9.
Centrum gravitatis v dimidii annuli AmBEnDA (44 - Fig .) radio - Fig. 44.

rum CD = r , CA = R jacebit in radio Cm ipsum biflecante in diftantia
a centro C (20*. §.) .

— 4 R , R 7— r^ _ 4 R7—r 7 ^
V' z . Am -B R2—r 2 3 ir ' R 2—r 2-

K j 303. Pro-
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203 . Problema,
Fig. $t. Invenire centrum gravitatis y / patii  pQq (31. Fig .) inter arcum  p Qq

parabolae , et chordam  pq illius axi  QC perpendicularem comprehenft.
Solutio.

Sit M = pQqap area dati spatii pro Qa , y = :pa : cum debeat
effe y := p2z^ (Vol. I . § . 508 ) ; erit in ( 192. § . 3. n.)

X 1 r 3
eM — 2p 2z 3 ez ; e p.t=z. 'l/ L 7?

Perafta igitur integratione per ( 192. §. 4. n.) , invenietur distantia
centri gravitatis y segmenti pQqap ab ejus vertice Q per ( 192. §. 2. n.)

204 . Problema.

Invenire centrum gravitatis y / patii  pQqap inter arcum  pQq ellip-
/eos et chordam  p q ejus axi transverfo  Q C perpendicularem com¬
prehenft.

Solutio.

Pro Qa — z , pa — y eftin eliipii (VoIJ . 540.§ .) y — / (pz — :

igitur debet poni in ( 192. §. 3. n.)

bM »2 . z Tez/ (a — z) ;
a 2

2 p * 3
ev— -r - - z ^ ez/Ca — z).

a 2

Captis integralibus per (Vol. I. § . 289. 30r .) , et determinatis con¬
flantibus juxta ( 192. §. 4. n.) per (Vol. I. § . 238 ) , reperietnus

2 p2 / ,
M.—■—7— \ î ( 2z — a) / (az — z2)

a2
8 Arc Sin

2 z — a
a

ira 2 "N
>6 )  '
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2p s / T , , . a (2z — a)
— — ( — r/( az — z2)3+ -- -—/ (az- z1}

a3 c. Zz—  a , ira 3 N. H- r - Arc Sin - 1- I-
1 io a ' Z2 >

Quamobrem , fi p  dividamus per M, obtinebimus hinc diftantiam Qy
centri gravitatis y spatii elliptici pQqap  pro quavis abfciflaz = Qa .ob
(192 . §. 2. n.) .

205 . Corollarium  1.

Si abfcilTa z = Qa = £ a aequetur femiaxi transverfo ellipfeos ; erit

pQqap  dimidia area ellipfeos , et diftantia illius centri gravitatis y a
vertice Q erit Qy = M polita abfcifia z =̂:^ a in (204. §.) ; unde de¬

terminari potell etiam ejus diftantia a centro a ellipfeos , ob ay ;= : Qa
_Qy = ia — Qy;  nimirum erit

a (3ir — 4) . _ 2 a- r - , ay — —-- -
O 7F 3 7T

Qy:

Centrum ergo gravitatis y femiellipfeos pQqap  coincidit cum cen¬
tro gravitatis semicirculi rQsar,  qui fuper axe conjugato pq utrinque
produ &o e centro ellipfeos a radio aQ aequali femiaxi transverfo poteft
defcribi ( »95- §•)•

206 . Corollarium  2.

Hoc! modo licebit etiam quaerere diftantiam Qy centri gravitatis y

fpatii pQqap  inter arcum pQq hyperbolae , et chordam pq illius axi
transverfo QC perpendicularem comprehenfi . Cum enim , pro z — Qa,

y := pa , in hyperbola fit y = A/(pz + -~ — ob (Vol . I. § . 564.) ; de-

bebit efTe in (192. § 3. n.)

«M -2 ^ - z T«z/ (a -{-z ) ;
a2,

2 p 2, X -
tp t= ■— ~ —z a£z/ (a-s- z) :

aa

quodfi ergo determines integralia algebraico - logarithmica M, p juxta
(192.
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(192 . § . 4. n.) per (Vol . I. 301. 23Z. § •) , - tum dividas ju per M; dabifc
quotiens diftantiam Qy per ( 192. § . 2. n.) .

207 . Problema.
Fig. 45- Invenire 'centrum gravitatis y / patii pQqap { 45. Fig .) inter arcus

p Q , q Q cijjoidis et chordam p q illius axi  Q C perpendicularem com-
prehmfu

Solutio.

Pro abfciffa zt = Qa , ordinata ycrpa , et axe ciffoidis QC = a eft
A

y / (a —z) per (Vol. I. § . 584 ) : in (192. §. 3. n.) debet ergo poni

«M:
3

2Z T «Z 2 Z 6 Z

/ ■(a— z) » / (a— z)

Si jam hi exponentes differentiales juxta ( 192. § . 4. n.) per (Vol . I.
§ . 302. 287.) integrentur , fiet

M: 3 a 1 2Z-Arc Sin -3a ir
8 n 4

— i (2z + 3a) / '( az — z 2);
5 a3ir- 5“ AreSi» ^16 • 8

— rr (8z 2+ ioaz + i5a z)/ ' (az — z2).

Confequenter , divifo momento p per maffam M, invenietur diftan-.
tia Qy juxta (192. § . 2. n.) centri gravitatis y spatii pQqap  a cuspide
Q cifloidis pro quavis abfciffa z z=z Q a.

aog . Cor ollarium.
Confiat , reftam PR ad axem QC = a ciffoidis perpendicularem effe

afymptotum , cui rami QS,QT  nufpiam poliunt occurrere , licet ii , quo
magis producuntur , eo propius ad PR debeant accedere (Vol . I. §. ?8Z ) t
quod fi igitur supponas , ramos QS,QT  afymptoto PR in punftis P , R,
quorum diftantiae a punfto C fint indefinite magnae , occurrere ; obtine-
bitur pro zr = QC = a diftantia Qy = 4a = 4QC  centri gravitatis y to¬
tius spatii inter ramos QS , QT et afymptotum PR comprehenfi a cus¬
pide Q ciffoidis.

209. Pro
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209 . Problema.

Dato radio  r circuli genitoris  QbCdQ (32. Fig.) cyc/oidis  XQZ , in. Fig.  j
venire centrum gravitatis y / patii  pQqap inter arcum  pQq et chordam.

pq axi  Q C perpendicularem comprehenfi.
Solutio.

l Sumta pro  z — Qa,y ~ pa aequatione ad cycloidem (Vol,  I.
§. 6c6.) , debebit effe in (192. §. Z. n.)

M^= 2/"szv ^(2rz —z2) + 2 r/e z Arc Sin v ;

/t~ 2/z6z / (2rz —z2) + ir/z «z Arc Sin v— *

2. Quodfi autem alteram partem utriusque integralis refolvas pec
(Vol. I. §. 257.) ; invenies in (1)

Mf= arz  Arc Sin v ——j-2ifz k

!rJ ~T~

ez A 2 r—z)

A 2r ~ z) '

^t = rz * Arc Sin v •+ 2v/z z «z/ (2f —z)

■A
z 2 ez

/ ^ r - zj
3. Si demum binas pofteriores partes utriusque integralis in (2)

juxta ( 192. §. 4. n.) per (Vol. I. 289. Z02. 301. §.) determines, obtinebis

:(z + r) A 2rz —za) + r(2z —r) Arc Sin v -^- *

•A 2rz—z^ + ^ rC222—r2) Arc Sinv-^-*

M:
I7rz — 4z 2+3 r2

^ = - 3-

Hinc, fi p dividatur per M, derivabitur distantia Qy  centri gravitatis
y spatii pQqap  pro quavis abfciflaz =̂ Qa ( 192. §. 2. n.).

210 . Corollarium.

Pro integra cycloideXQZ debet in (209.§.) poni z = QC = 2 r, hinc
Mz= 3r2.v,  distantia centri gravitatis y spatii XQZ CX a ver¬
tice Q erit ergo

Velumen II.

Q v —
L en . Tlie ^)
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2n . Theorema.

Si ex centris gravitatis  G , g ( 46. Fig. ) duorum triangulorum fimi-
lium  ABC , abc ad punita extima  B,C,b,c , laterum homologorum  BC,
bc ducantur reltae  GB,GC , gb , gc ; erunt triangula  GBC , gbc inter
fe / milia.

Demonftratio.

Si retiae BG , CG , bg , cg producantur, debebunt illae bififecare
latera A C , AB , ac , ab in E , D, e , d, C185- § .) : erit ergo AC : ac —
EC : ec , et AB : ab — AD : ad . Quare, cum in triangulis fimilibus
Abc , abc , fit angulus A “ a,C ~ c , et AC : acc = AB :ab , BC : bc
c= AC :ac; debebit etiam efie AC :acc = AD : ad , et BC :bc — Ec : ec:
funt ergo etiam triangula AD C et ad c , BEC et bec inter fe fimilia;
proinde eft angulus ACD — acd , et EBC — ebc , et eo ipfo etiam an¬
gulus GCB — gcb , et triangulum BGC eft fimile triangulo gbc.

212 . Theorema.

Si rectae ex centris gravitatis quorumvis duontm polygonorum Jinii-
lium conflantium  n lateribus ad punita extima duorum laterum homologo¬
rum ductae comprehendant triangula inter fle Jimilia; necejfle efl, ut hac
if/a proprietate etiam polygona Jimilia conflantia uno pluribus lateribus
gaudeant.

Demonftratio.

47. 1 . Imaginemur nobis in (47.Fig.) duo polygona fimilia ABCDEFGA,
abcdefga , quorum quodvis habeat latera numero n-fl , et centra gra¬
vitatis eorundem polygonorum fint Q , q , duo vero quaecunqne latera
homologa DE , de : demonftrandumeft , quod , fi ducantur rectae QD,
QE , qd , qe , triangula QDE,qde in afTumta hypothefr debeant elTe
inter fe fimilia.

2. Dudiis retiis DF,df  nafcentur duo polygona fimilia AECDFGA,
abcdfga  conflantia ob ( i ) lateriblls numero n, et triangula fimilia
DFE , dfe.

3. Quamobrem, fi P , p fint centra gravitatis polygonorum (2) , et du¬
cantur redae PD , PF , pd . pf;  erunt per hypothefim triangula PDF,
p df inter fe fimilia.

4. Por-
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4. Porro fint R, r centra gravitatis triangulorum DFE , dfe ; erunt
triangula DRE, dre  per (211. §.) inter fe similia.

5. Duftis autem inter centra gravitatis P,R,p,  r ( 1) (4) rectis
PR , pr , jacebunt centra gravitatis Q , q (i) in iisdem reftis , ita ut fit
per (154. §-)

PR . ABCDFGA
DEE

pr . abcdfga
d fe

igitur debet efie
Q R:qr — PR .ABCDFG .dfeipr .abcdfg .DFE.

6- Cum autem generatim areae polygonorum similium sint inter fe
ut quadrata quarumvis dimenfionum homologarum; necefie eft, ut ob
(1) (2) (3) (4) fit ABCDEG : a bcd fg DFE  r .dfe t= DE 2: de2 =
D R2: dr2, unde et ex (5) obtinebimus

QR : qrr = P R: pr

7. Deinde ob fimilitudinem triangulorum in (2) (z) (4) erit angulus
PDR —pdr , et PD : pdr= DF :df — DE :de = DR : dr,  unde necefiario
sequitur, etiam triangula PDR,pdr  efie inter se fimilia, et ideo efie
DR :dr = PR: pr = QR: qr  per (6) : igitur sunt etiam triangula DQR,
d q r , inter fe fimilia, anguli QDRetqdr, DQR  et dq r,  D RQ et dr q
sunt inter fe aequales, et Q R: qr — DRrd r — RE . r e ob (4). Quamob-
rem, cum fit etiam angulus DRE — d re (4) , hinc QRE —qre,  de¬
bent quoque triangula QRE, qre  efie fimilia,

8. Hinc demum, ob fimilitudinem triangulorum J ) RE , dre , et
DQR , dqr,  item QRE, qre  in (4) (7) , necessario sequitur similitudo
triangulorum DQE , dqe,  quae erat demonftranda( 1) .

213 . Corollarium 1.
Si reftae QD,QE,qd, qe  ex punftis Q,q,  intra perimetros da¬

torum polygonorum fimilium afiumtis, duftae ad puncta extima D, E, d, e
duorum laterum homologorum DE , de comprehendant triangula QDE,
qde;  debebunt haec triangula efie inter fe fimilia, fi punfta Q, q fint
centra gravitatis polygonorum. Cum enim hoc de figuris trium laterum
in (2H , §■) fit demonftratum, et , utprimum id in figuris quotcunque

L 2 laterum
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laterum Iocnm habet , eoipfo etiam in figuris una plurium laterum fubfi-
ftere debeat (212. § .) ; debet id neceflario de quibuslibet cogitabilibus
polygonis fimilibus verum efTe (Vol. T. §. zi ) .

314 . Corollarium  2-

Si ex punftis Q , s duorum polygonorum iimilium ad pnnfta exti¬
ma duorum laterum homologorum ducantur reftae QD , QE , sd,se,con-
ftetque , illas comprehendere triangula fimilia D QE , dse » et  Q efTe cen¬
trum gravitatis polygoni ABDE  A;, erit eo ipfo etiam pundtum s cen¬
trum gravitatis polygoni abdfa.  Secus jaceret illud in certo punfto q,
effentque triangula qde,qse  ob (213. § .) eidem tertio triangulo QDE,
hinc etiam inter fe fimilia» quod eft impollibile.

arj . Corollarium z.
Dato itaque centro gravitatis Q certi polygoni ADF , invenies cen¬

trum gravitatis s polygoni adf priori fimilis , fi , duftis ad extima pun-
fta D, E unius lateris DE reftis QD »QE, . fuper latere homologo de
conftruas triangulum sde fimile triangulo QDE (214. § .) .

DISSER-
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DISSERTATIO VII.
DE

INVESTIGATIONE CENTRI GRAVITATIS IN COR-

PO RIBUS , EORUMQUE SQPERFICIEIiUS.

216 . Theorema.

i§ i ABDC (48. Fig .) fit corpus quodcmque , in quo fingulae fe &iones  mn Fig. 48.

bafibus  A B,  C D inter / e parallelis et aequalibus pariter parallelae et o.equa-
lesJ 'ua centra gravitatis habeant in retta  P Q intercepta inter centra gra¬
vitatis P,Q bafium AB,  CD ; erit punffunt medium a rectae  PQ centrum
gravitatis corporis  ABDC-

D e m 0 n fi r a t i o.

Si  per pun&um medium a reftae P Q tranfeat planum M N perpen¬
diculare ad PQ ; erit momentum eujusvis ftftionis m n refpeftu plani
MN aequale produfto ex ipfa fe&ione mn in diftantiam ba pun&i b
reftae PQ , per quod tranfit fe&io mn , a punfto medio a reftae PQ
(150 . §.) r cum ergo omnes ejusmodi fe&iones fint inter fe aequales , et
pro qualibet fe&ione mn cadente ad unam partem ' plani MN detur una
fe&io mn jacens ad partem oppolitam plani MN in pari diftantia ba;
neceffe eft „ ut fumma momentorum omnium feftionum ex una parte pia-

ni M N cogitabilium aequetur fummae momentorum omnium fe&ionum
cogitabilium ex parte oppofita plani MN. Planum MN dividit itaque
totum corpus ABDC  in duas partes , quarum momenta refpeftu ejusdem
plani funt inter fe aequalia ( 147. §.) ; et ideo eft MN planum gravitatis
corporis ABDC (i6z . §.) : eapropter , quia PQ eft diameter gravitatis
ejusdem corporis ( i8Z- §.) » debet punftum a effe illius centrum gravita¬
tis ( 162. §.).

217 . Corollarium t.
Refta PQ intercepta inter centra gravitatis P,Q baftum ABC DE , Fig. 4%

ab ede dati cujuscunque prifmatis Bd per (190. § ) determinabilia tranfit
per centra gravitatis omnium feftienum prifmatis illius bafibus parallela-

L Z rura
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rum (214. §-) : medium ejus punftum a.  eft ergo centrum gravitatis prif-
matis Bd (216. §.).

218 - Corollarium >.
Ba5es prismatis regularis funt polygona regularia, inter quorum cen¬

tra jacet axis ejusdem prismatis: centrum gravitatis prismatis regularis
coincidit ergo cum punfto medio illius axeos ( 191. 217. §.).

2x9 . Corollarium z.
Fig. jo. Et ob (196. §-) per (216. §.) erit medium punftum ct axeos PQ

dati cujuscunque cylindri ABCD (50 . Fig ) centrum gravitatis ejusdem
cylindri,

230 . Corollarium 4.

Fig. 51.52- Sic quoque, fi datum corpus fit segmentum cylindricum ABCcab
54- (51- Fig.) ablciffum plano ABba  axi cylindri parallelo, vel fruftum cy¬

lindricum ABCDdabc (52 . Fig .) inter plana Ad , Bc axi cylindri pa¬
rallela interceptum, aut feftor cylindricus ABCDdabc (53 - Fig.) , vei
dimidius annulus cylindricus (54. Fig.) ; coincidet ob (216. §.) centrum
gravitatis ejusmodi corporis cum medio punfto « reftae PQ interceptae
inter centra gravitatis P , Q illius bafium per ( 194. 195. 197. 198. 199,
202. §.) determinabilia.

321 . Problema,

Invenire centrum gravitatis datae pyramidis , datique coni  ABDrig. 56
(55. 56. Fig.), ^ Solutio.

I. In cono ABD jacet centrum gravitatis cujuslibet feftionis pq
parallelae illius bafi BD in axe AC ( 196. §.) : in pyramide autem (55.
Fig.) , fi ex centro gravitatis ,C bafeos BD ducatur recta AC ad verti¬
cem A , transibit haec refta per unum punftum c cujuslibet feftionis pq
parallelae bafi BD , quod, quia reftae pc , ce , BC , CEduftae  ad punfta
extima laterum homologorum pe,BE  comprehendunt triangula pce,
BCE  fimilia, debet efie centrum gravitatis feftionis pq (214. §.) ; adeo-
que etiam centrum gravitatis cujuslibet feftionis pq parallelae bafi BD
pyramidis jacet in refta A Cinter ejus verticem A et centrum gravitatis C
bafeos intercepta. In cono et pyramide (56. 55. Fig.) debet ergo ejus
centrum gravitatis jacere in refta AC (,216. §.).

2. Quam-
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3. Quatnobrem fumta parte indeterminata z ~ Ac  in refla AC — a
cogitetur per punctum c tranfire fefliopq parallela bafi BD , quae ab-
fcindat ex ABD partem A p q— m ; erit , fi ponatur tota maffa ABD ^ :M

M
m :M= z3:a 5, bine m “ —z3.a3

3. Sit jam MN planum perpendiculare ad AC , et ft  momentum
maffae m= pAq refpeflu ejusdem plani ; erit per ( 171. §.)

3Me ^ “ zem ; et in (2) em — - Z z £Zl

Igitur L/r—
3M

■Z ’ £ Z. hinc p 3 Mz4
4 a3

4. Pro z “ AC = a in (3) invenietur ergo Ma momentum
totius pyramidis vel coni ABD refpeflu plani MN : cum igitur illius
centrum gravitatis debeat coincidere cum uno punfto y reflae AC ob ( 1) ;
erit ejus diftantia perpendicularis ab eodem plano ob ( i6Z. §.)

Ay = -^ - = -IMa : M= | a= | ,AC.

222 . Corollarium  1.

Data quacunque pyramide ABD (55. Fig .) , cujus centrum gravitatis Fig. ;j.
defideretur , quaeratur centrum gravitatis C illius bafeos BD (190. §■) »
et refla AC inter illud verticemque A intercepta dividatur in quatuor
partes aequales , quo fiat Ayr = | AC;  erit y centrum gravitatis pyra¬
midis (221. §.) .

223 . Corollarium  2.

Cum bafis pyramidis regularis fit polygonum regulare , inter cujus
eentrum et verticem pyramidis jacet axis pyramidis ; patet , centrum gra¬
vitatis tam pyramidis regularis ( 55. Fig .) quam cujuslibet coni (56. Fig .)
coincidere cum punfto y illius axeos AC , cujus diftantia Ay a vertice A
aequatur tribus quartis totius axeos AC ( 191. 221, §.).

224 . Problema.

Invenire centrum gravitatis dati coni truncati (57 . Fig .) vel dataeT ‘Z-$7- Ji-
pyramidis truncatae mdnbBMDN (58 - Fig .) .

Solutio-
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Solutio.

1. Determinatis centris gravitatis C, c bafium BMDN  per ( 191.
196. § .) » duftaque refta Cc , jacebit in hac centrum gravitatis y totius
mallae mdnbBMDN,  quod idcirco perfefte determinabitur, li definia¬
tur illius diftantia Cy vel cy  ab alterutro centro C, c.

2. Quamobremcogitetur compleri tam conus quam pyramis truncata,
quo refta Cc produfta occurrat vertici A , et fit in hac refla punftum a
centrum gravitatis maiTae Abndm,  et e centrum gravitatis mallae
ABNDM;  adeoque per (221. § .)

Aat = -j Ac ; A e | A C.
z . Mafla ABNDM  compofita eft ex maflis Abndm , mdnbBNDM:

ob ( l ) (2) per ( iZZ. §0  debet ergo elTe
_ Ae . ABNDM — Aa . Abndm

^ ABNDM — Abndm ’

feu ob (2)
AC . ABNDM- •Ac .Abndm

ABNDIVI— Abndm

4. Sed mallae ABNDM , Abndm  funt inter fe ut cubi dimenfio-
oum homologarum, adeoque

AC}: Ac 5—ABNDM : abndmr =r

quare fiet , fafta fubftitutione et reduftione in (3)
. , AC4—Ac4Ay —l- -

ABNDM . Ac’
AC’

5. Ut autem formula compleftatur dimenfiones immediate in dato
cono , vel data pyramide truncata determinabiles , ducantur ex centris
gravitatis c, C bafium mbnd , MBNDad  punfta homologa d, D reftae
cd = r, CD = R (in cono truncajo radios bafium exprimentes) , et dd =
cC — a fit parallela reftae AC : erit enim D S: DC = d i:  AC , etDdidc
— d 6':A c. Quare habebimus

R— r : R= a : AC = : ;R — r

R r : r: a : A c = :
a r

R-

In
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In (4) debebit Itaque effe
. , ir»—r»

Ay —* a< (R 3— r 3J)(R— r)

6 . Hoc modo -determinatur diftantia centri gravitatis y coni et py¬
ramidis truncatae a vertice A coni et pyramidis integrae : cum autem
non detur punctum A, et pnnfta C,c fempec debeant determinari ( 1) ;
derivetur ex (5) diftantia -ejusdem centri y ab alterutro pun&o C, c. Hinc,

quia eft Cy~ AC — Ay,  et cyt =cAy —Ac , fumtis pro AC , Ac , Ay
valoribus ex (5) , fiet

R* + 3r4— 4 Rt j
Cy =̂-l  a.

cy  :

(R3—r ’) (R — r ) r

3R -*+ r4_ 4rR *
(R3—x 3j (.K— r)

225 . Theorema,
Si revolutione plani  QXC {59. Fig .) , -ad  C rettanguli inter duas  Fig.

rectas  QC , XC et quamcunque lineant curvam  QX intercepti , circa rectam
QC generetur corpus rotundum XQZ;  debebunt .centra gravitatis cujus-
libet Jegmenti  pQq plano prqs ad QC perpendiculari abfcijft, et cujuslibet
frufii AB qp intercepti inter feittones  A DBF , prqs ad  Q C perpendicu¬
lares jacere in axe  QC.

Demonftrat io.

Omnes feftiones , ut e. gr, ADBE,  ad QC  perpendiculares , proinde
bafi XRZS  corporis XQZ parallelae -funt totidem circuli , quorum cen¬
tra jacent in axe rotationis QC , unde per (196. 216. .§ ) neceftario sequi-
tur , quod debebat demonftrari.

226 . Problema.

Data aequatione ad curvam  QX inter coordinatas orthogonas z—  Qa,
y — pa , invejiigare centra gravitatis partium  pQq , ABqp corporis  XQZ
revolutione plani  QXC ad  C retianguli circa axem abfcijjarum  QC geniti,
pro/e &ionibus  ADBE,prqs bafi  XRZS parallelis et ai QC perpendi¬
cularibus.

Solutio.

1. Centrum gravitatis partis pQq fit punftum y,  et centrum gra¬
vitatis partis ABqp  fit punctum x in axe rotationis QC (225 . § .) :

VnUmen II. M ofteu-
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oftendendum eft, qua ratione diftantias centrorum gravitatis y , x,  a punfto
Q liceat investigare.

2. Sit MN planum ad QC perpendiculare , M maffa pQq , et /4 ejus
momentum refpeftu plani MN , adeoque sM — iry 2£z ( Vol. I. § . 490.) :
habebimus per ( 17». i6g - §.)

-M — Ty a ez ; e/4— ffy2zez ; Qy = - ■£ - •

Quamobrem , ut data aequatione ad curvam QX inter coordinatas
2 — Qa , y — pa inveniatur distantia Qy centri gravitatis y malTae pQq,
integrari debent exponentes differentiales sM , fic ut illorum inte-
gralia pro zt = o pariter aequentur nihilo , cum evanescente z = Qa
tam maffa Ms= pQq , quam ejus momentum fi  refpeftu plani MN de¬
beat aequari nihilo.

3. Porro , quia feftio ADBE  in determinata distantia Qb a vertice
Q dari supponitur , feftione altera prqs  jacente in distantia variabili
Qat = z-; habebit tam segmentum AQB quam iliius momentum refpeftu
plani MN valorem determinatum , pars vero ABqp  segmenti pQq ejus-
demque momentum refpeftu plani MN erit valoris variabilis : exponen¬
tes differentiales maffae ABqp  ejusque momenti aequabuntur ergo ex¬
ponentibus differentialibus maffae pQq ^ rM,  ejusque momenti /4 ( Vol. I.
§ . 91.). Ob (2) potest ergo poni

£M = ? y 2 «z ; e/4 — 7ry 2 Z £ Z;

intelligendo per M maffam ABqp,  et per /4 illius momentum refpeftu
plani MN. Verum , quia' maffa ABqp  decrefcente Qa ~ z decrefcit , et
pro z = Qb fit aequalis nihilo , ut ope harum formularum tam maffa M =
ABqp,  quam ejus momentum fi  rite determinetur , fic erunt integrandi
exponentes differentiales ut illorum integralia pro z — Qb
aequentur nihilo. Inventis vero completis valoribus pro M,innotefcet
eo ipfo distantia centri gravitatis « maffae ABqp  a punfto Q, nimirum

Q *= Per (168 - §-)-

227 . Corollarium 1.
Aequatio ad curvam QX inter coordinatas z — Qa,y :=: pa fit

y2=Az + Bz 2, et e := Qb data distantia feftionis ADBE  a punfto Q;
habebimus pro centro gravitatis « maffae ABqp  in (226. §. Z. n.)

«M
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6M= ir (Az + Bz1)sz ; s/t ~ 7r(Az 2+ Bz ’) £z;
M— *-G| Az z -|- j-Bz 3) + C; ,a = ,r (f Az 3+ aBz 4) + C;
s-aAe 2+ |Be 3) + C= o ; C = — r (i A e2 + 4-Be 3);

|Ae 3+ £Be 4) + Ct = o ; C = — r (} Ae’ + i  Be 4) ;
,ti 4ACz 3— e 3) + 3B (z4— e 4)

9 l

*■(

Qa: 6ACz z—e z)+ 4b (z 3— e3;

228 - Corollarium 2.
Si fiat e = : Qb = o , abibit mada ABqp  in Tegmentum pQq;  quodfi

ergo fit y centrum gravitatis Tegmenti pQq,  obtinebitur illius didantia
Qy a puntto Q pro e = o ex (227. § .) > nimirum

Qy _ 4A + 3BZ
6 A+ 4 Bz

z.

229 . Corollarium z.
Si QXC fit quadrans circuli , cujus revolutione circa radium QC — c

generetur dimidius globus XQZ,  continebit aequatio generalis in (227. §.)
valores A — 2 r , B — — 1, pro quibus per ( 227. 228. §.) invenientur Te-
quentes exprefliones didantiae Q * centri gravitatis « Trudi Tphaerici
ABqp  intercepti inter Tefdiones ADBE , prqs  perpendiculares ad radium
QC , et didantiae Qy centri gravitatis y Tegmenti Tphaerici pQq a
punfto Q.

n — 8r (z 3—e 3) — 3 (z 4—■ e 4)
I2r (z 2— e 2) — 4 (z 3— e3) * ’

. Qy=
8 r— 3  z

12 r — 4Z
z.

230 . Corollarium 4.
Eratz —Qa:  fi igitur ponas z — QC — r in (229. § .) obtinebis di-

ftantiam Q « centri gravitatis <x frudi Tphaerici inter bafim XZ dimidii
globi XQZ et Te&ionem AB ei parallelam intercepti a punfto Q , ni«
tnirum

_ 8 r (r 3— e 3) — 3(r4— e 4)
i2r (r2—e 2) — 4 (r3—e 3)

M 2 331 . Co
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3 3 r .. Corollarium 5.
Quodfi autem in (230. § .) fiat  e — Qb ^= o,  obtinebitur diftantia Qx

centri gravitatis a dimidii globi XQZ a punfto Q,  atque ex hac- repe-
rietur ejus diftantia C Q C— Qa — r — Q*  a : centro C , nimirum

Q « = | r ; C «= | r..
Verum pro z = 2r fiet in- (229. § -) Qy ^ i",,  id eftr centrum gravi¬

tatis integri globi coincidit cum. illius centro - magnitudinis,.

232 . Corollarium 6.
Pari ratione - applicari poliunt praecedentes formulae (227, 22 g. § .)

ad arcum QX parabolae r ellipfeos , et hyperbolae , qui fua revolutione
circa axem QC generet paraboloidem r Jphaeroidem ettipticumr vel conoi~
dem hyperbolicum XQZ:  aequatio - enim generalis y2“Az -fBz :  in
(227 . § .) compleftetur A = p et B := o pro parabola ; A — p vero et
B = ~~  vel B — - pro  hyperbola vel ellipfi. ( Vol. I . 50K-
540. 563-).

2z3 » Corollarluirr 7„
In Ipecie itaque diftantia- centri gravitatis y cujuslibet fegmenti p Q q;

paraboloidis XQZ,  fubtenfi a feftione prqs  perpendiculari ad axemQC
a vertice Q erit per (232. 228. §.) Q7 — |̂ z = f Qa.

234 . Corollae Tum F»
Diftantia autem centri gravitatis y fegmenti pQq ; conoidls byper-

bolici , revolutione arcus hyperbolae Qp circa axem transverfum Q.C
geniti , ab ejus vertice Q erit pro zt =rQa per (228- 232.

Qy— 4 a z + 3 z2 .
6-a 4Z

235 . Corollarium  gv
Et diftantia centri gravitatis y fegmenti p Qq : fphaeroidis elliptici,

revolutione arcus ellipfeos Qp- circa axem transverium geniti , ab ipfius
Tertice Q , erit per (228- 232 § .}

Qy= 4a z — 3z*
6 a — 4Z

256 . Co-
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236 , Corollarium 10,
pro z := QCc = f a erit Qy ^ -̂ a — IQC  diftantia centri gravitatis y

dimidii fphaeroidis elliptici XQZ ab ejus vertic » Q( 235 -§ 0 : et  P ro
z — a liet Qy — -Ja , id eft » centrum gravitatis integri fphaeroidis elliptici
coincidifc cum ejus centro magnitudinis.

Scliolion.

Paucas adhuc applicationes praecedentis problematis lubjungam,
prius quam ad investigationem centri gravitatis fuperflcierum corporum
rotundorum transeam : commendo autem tyror .ibus » ut ipfimet libi plura
his fimilia problemata proponant , eademque propria diligentia refolvere
studeant » atque istud confiiium , quoties opportuna occafio in aliis quoque
difquifitionibus fe obtulerit , fequantur : plurimum fane lucrabuntur , qui
continua ejusmodi exercitatione ufum calculi differendo -integralis in pri¬
mo horum, opusculorum volumine pertraftati libi familiarem reddiderint.

237 . Problema-
Invenire tam majjam quam centrum gravitatis corporis  pQq geniti  Fig,

revolutione arcus parabolae  Qp (60. Fig .) circa tangentem  QC in ejus
vertice  Q_

Solutio.
1. Pro coordinatis orthogonis z = Q"a , y — pa»  mada M— pQq»

ejusque momento pe  refpeftu plani in Q ad QC perpendicularis » debebit
effe per (226. §.)

eMt=:vy z ez ; ep — ny z zez.

2. Centrum vero gravitatis y corporis pQq jacebit in axe rotationis

QC (225. §.) in diftantia — a punfto Q ( 168 § .) .

3. Sed » fi QB fit axis parabolae Qp » ad quem tangens QC eft per¬
pendicularis ( Voi. k. §>513.) ; erit u^ — p v pro ordinata orthogona un = pb»

et abfcilTa vt= Qb (Vol. I. §. ZoK) : igitur erit vz:= Quamob-

rem , oh pbu = Qa » Qb = ap,

£ • •z’ «zr

habebimus etiam

_ rr
£p = ? —g-z*szf

etob ( i) (2) .

z*; Qy = £ z ;= | Qa.

M J 23K Pro-
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2ZF. Problema.
4v Invenire majfam et centrum gvavitcitis corporis  pQq (45. Fig .) revo¬

lutione plani  pQa ad  ft rectangidi circa axem  QC cij/oidis  QS geniti.

Solutio.

Aequatio ad cifloidem QS inter coordinatas y = pa , z = Qa e(t
y 2 ^= (Vol I. §. 582.) pro 2r — Q 0 ; centrum vero gravitatis
y corporis pQq revolutione plani pQa circa axem cillbidis QC geniti
jacet in ipfo axe QC (225. §.) : quodQ ergo M fit massa, et p  momen¬
tum ejusdem corporis refpe&u plani in Q ad QC perpendicularis , habe¬
bimus per (226. § )

eM =
fZ ! t z

2 r — z '
7TZ 4 £Z

2 r — z ’ Qy~ g
M '

Quamobrem erit
, , , . , girr 3sze — tz 2ez— 2rirzez — Airr - ez -l-; 2 r — z

ep = — 7r z3£Z— 2T7rz2£Z — 4r 27TZ£ Z— 8r 3a-sz -f
l6ir r4s z
2 r — z

Adeoque integrando per (226. §. 2. n.) juxta (Vol. I. § . 242. 249.
252 . §.) obtinebimus.

2 r ut?
M “ S^ r3 log' 2r — z ■rrz2— 4 *t 2z;

p =  i6Tr 4log - ^-j7
2 r 2 r ir 7?

2irr 2 z2— 8 * r3 z.

Hoc modo determinatur tam massa M corporis pQq,  quam ditan¬
tia Qy illius centri gravitatis y a vertice Q , pro qualibet abfui fla
zs = Qa.

239 . Problema.
Fi». 60. Invenire majfam et centrum gravitatis corporis  pQq geniti revolu¬

tione arcus  Qp (60. Fig.) ellipfeos ad axem transverfum  Q 13 relatae circa
tangentem  QC in vertice  Q.

Solutio.

I . Centrum gravitatis y debet jacere in axe rotationis QC,
ita ut , pro pat = y > Q a= z , M= p Q q , et momento p  ejusdem maf-

fae
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fae refpettu plani in Q ad QC perpendicularis debeat fieri (226. §.
1. 2. n.)

,M = ry *«zi , * = ryz, 2; Qy = - | - -

2. Cum vero z = Qa —pb,  et y := ap := (Qb fint coordinatae or-
thogonae ellipfeos relatae ad axem transverfum QB fumtum pro linea
abfciflarum ; debet effe per (Vol. I . §. 525.)

b2 v b2 v2
*2= - -— —- -— ; igitur debet eflea2

a 2
: ia 2 ■z2 + -f — / (b2— 4Z 2).b2 “ * 2 b

Hinc et ex (1) obtinebimus

« !Vl= | :Ta 2 £Z-

t %v -dz z e z —

b2
irn2
bz

Z 2 £Z -f- 2 b

Z a £ Z ' 2 b

ez/ (b2— 4Z2);

-zfiz ^ Cb2—4z 2).

Quare integrando juxta (226. §. 2. n.) per (Vol . I. § . 242. 249. 248.
289. 2Z8-) inveniemus

M= i 5ra 2z-
»a 2

3I)2 Z3 +

+

t  a 2

4 b

n ba:
z/ ( b 2 —4Z 2)

2z
8 Arc Sin

p ^ :%irazzz‘ ■/ (b2- 4z2)3  +
7ra 2 b 2

4 b2 24 b * ' -t > • 24

Hinc itaque determinabitur tam mafia M= pQq,  quam difiantia

QV — ■illius centri gravitatis y a vertice Q pro data quacunque abfciffa
z = : Qa.

240.  Corollarium 1.
Si Qb fit femiaxis transversus — -̂ a , hinc pb femiaxis conjugatus

t= ! b ellipfeos ; exhibebit pQq corpus revolutione quadrantis elliptici
Qp circa illius tangentem QC in vertice Q geniti , cujus et malTa M,
et diftantia Qy centri gravitatis y a vertice Q invenietur pro z — 4b  ex
(239 . §.) , ut sequitur.

Q, .- L7>- ll_48 4 (104- 31-) 2 ( 104- 3»') .Qa.

241 . Co-
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341 . Corollarium 2.
-Ellipfis abit in circulum , fi ejus axes a , b fiant aequales : fi ergo m

(239 . § .) ponas a“ b , obtinebis sequentes exprefliones pro maffa M cor¬
poris pQq revolutione arcus circularis Qp circa illius tangentem QC
geniti , ejus momento fi  refpeftu plani in Q ad QC perpendicularis , et
diftantia ipfius centri gravitatis y a punfto contaftus Q , pro diametro
s= a circuli , et quavis abfcifla zz = Qa.

Jirz 3 -Z - - ^ - z/ (a2 — 4^

Arc Sin 2 z

a2z2

Q 7;

rz" ira
24 / (a2— 4 ZV + 24

M

242.  Corollarium 3.
Maffa vero M corporis pQq revolutione quadrantis Qp circuli circa

tangentem QC geniti , et diftantia illius centri gravitatis y a punfto con¬
taftus Q , erit pro femidiametro z — Qa = £ a (241 . §.)

48
ira 3 Qv-

I 7 a 17
4 ( io + 3^ 2 ( 10-}- 3 tt) . Qa.

b2v
a

b*y»
a1

343 , Corollarium 4.

Si ob ( Vol. I. §. 550 .) loco aequationis ad ellipfim z
h* y (|2yl a a"

fumas aequationem z 2r =- j- -2— ad hyperbolam In (239. § . I.
2 .n .) i obtinebis fequentes formulas pro mafla M corporis pQq revolu¬
tione arcus pQ hyperbolae circa tangentem QC ad ejus verticem Q ge¬
niti , illius momento refpectu plani in Q ad QC perpendicularis , et
diftantia Q7 centri gravitatis y a vertice Q.

«M = -| Ta2£z4- p — z2 ez

s - '■—z 3e z —

ir

b2

20
ir a2
2 b

•ez/ (b2+ 4z *) ;

- z« z/ "(b2+ 4Z2);

Qy: M
Ints-



DISSERTATIO FII. 97

Integrando autem exponentes differentiales juxta (226.§. 2. n.)

per (Vol. 1. § . 242. 249. 248. 289. rz8 §.) inveniemus

M:= 2ira 2z +

fi ~r iira 2 z a +

31>2
z3 —

ira z
~4b~
v  a2b

8“

z/ (b2+ 4z 2)

log

-z4 - tc  a2

2z + / (b2+4z ; '
ira *b*

4 b2 24 b

244 . Problema

/ ( b2+ 4 z2)3-f - 24

Data aequatione ad lineam ~QX (59. Fig .) r'»ter coordinatas ortltogo-  Fig . yj.

«as z —Qa , y = pa, invejligare centrum gravitatis fuperficiei rotundat

pQq revolutione lineat Qp  r/rca axei-r abfcijfarum  QC genitae.

Solutio.

1. Cum centrum gravitatis fuperficiei rotundae pQq in axe rotatio¬

nis QC debeat jacere ( 179. i8Z- § ) ; fit illud in y,  et quaeratur ipfiu»

diftantia Qy a vertice Q : erit denotante M maffara, et p momentum

fuperficiei pQq relpe&u plani MN in Q ad QC perpendicularis , per

(168 . §.)
Qy M

2. Cum porro debeat effe —zsN (17x .. §0 , fi valor pro sM de¬

terminetur per ( Vol. I. § . 491.) , habebimus

eM= 2iry ^ (6y* -l- sz 2) ; e/^s= 2 7rzy ^ (ey 2+ ez 2).

3. Quare , data aequatione ad lineam QX inter coordinatas z := Qa,

y —pa,  quaerantur ope calculi integralis raaffa M et momentum p ex

(2) , tum definiatur diftantia Qy  per ( 1) , quae generatim hoc modo

exprimi poterit
0 y—  .
^ / y/ («y a +^ 2)

4.  De reliquo, quia evanescente abfciffaz = Qa,  et ordinata yS=:pa,

tam superficies M= pQq,  quam illius momentum p  refpe &u plani MN"

debet evanescere , perspicuum eft , iategralia M, p  in (2) (3) nihilo de-
Volumen. II.  N bere
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bere aequari , tam pro z “ o , quam y ~ o , unde conftantium determi¬
natio pendet ( Vol. I . § . 238 ).

245 . Corollarium I.
Sit QX linea refta , adeoque XQZ fuperficies conjca , ejus axis

QC — a , et radius bafeos XC = rj erit par = y = -^- z : quare erit in
(244-8- 2. n.)

sy ~T {Z; / (*y2+ £z2):
ez

/ (a2+ r 2);

sM: 2 irr
zez/ (a2+ r 2) ; z 2ez/ '(a2+ r 2j;

JM= -^ - z2/ ’(a2 + r 2);
2 irr
3a2 zV (a2+ r 2);

Q? — -ii _ =  -
M — 1 :fQa.

Nimirum diftantia centri gravitatis y fuperficiei conicae pQq pro
quavis abfdfia z = Q a ab ejus vertice Q aequatur duabus tertiis ejus¬
dem abfcifTae: et fic distantia centri gravitatis y fuperficiei convexae cu-
juslibet coni XQZ ab illius vertice QC aequalis est duabus tertiis
axeos QC.

246.  Corollarium 2.
Sit Qp arcus circuli r = QC = XC defcripti ; erit aequatio ad QX

y 2 rz — z 2: igitur cy~
(r — z) e z

^ (2 rz — z2)

Pro mafia M fuperficiei convexae pQq fegmenti fphaerici , ejus mo¬
mento u refpeftu plani MN , et distantia Qy ipfius centri gravitatis y
a vertice Q habebimus itaque juxta (244. § .)

fM = 2nrsz ; s )it= 2r7rz £z;
M 2 r tt  z ; fx.— r 7rz2 j Q y“ z *

Medium ergo punftum altitudinis Qa fegmenti fphaerici pQq est
centrum gravitatis illius fuperficiei convexae ; et ideo etiam medium

punftum
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punftum radii QC perpendicularis ad bafim XRZS dimidiae fphaerae eft
centrum gravitatis illius fuperficiei convexae.

247 . Corollarium 3.
Si Qp fit arcus parabolae , proinde RI— pQq superficies convexa

fegmenti conoidis XQZ paraboiici revolutione parabolae QX circa illius
axem QC geniti , et y centrum gravitatis ejusdem fuperficiei ; erit per
(Vol . I. §>508.) et (244. §.)

, pe z
y 2=pz;

3'ez/ '(p2+ 4 pz) ; 6/i = rzez/ (pI -f4pz ) »

Q ?= M

Integralia vero M, p determinabis per (Vol. I . § . 248- 2Z2. 2Z8-) ,
fic ut fingula pro z — o aequentur nihilo . .

248 - Corollarium 4.
Quodfi autem Qp fit arcus eliipfeos , et QC ejus femiaxis trans¬

versus , hinc M— pQq superficies convexa fegmenti fphaeroidis elliptici
revolutione eliipfeos circa axem transversum geniti , y vero centrum gra¬
vitatis ejusdem fuperficiei ; erit per ( Vol. I . § . 540.) et (244. §.)

• M:

e

b . „  b
—/ ( az - z 2) ; ay ~ ~ —

nr  bc
a2,

xbc

(a — 2z ) ez
/ (az — z 2-)

sz

-zez

/ { ■V“ +a2- z2)
v/"( ^ L+»z- z0

pro c~ 2/ "(a2—b 1).

Qnamobrem , cnm exponentes hi differentiales per (Vol . I . § . 288.
294.) facile integrentur , fi fingula integralia per (Vol. I . § . 238 ) ita de¬
finiantur , ut ea pro z = o aequentur nihilo ; determinabitur eo ipfo di-

ftantia centri gravitatis y a vertice Q , nimirum Q 7 — M pro quali¬

bet altitudine z — Qa fegmenti pQq : et fi fiat z ~ ibc = QC , reperie-
tur difiantia cer.i . i gravitatis fuperficiei convexae dimidii fphaeroidis el¬
liptici XQZ ab ejus vertice Q.

N 2 249. Co-
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249.  Corollarium 5.
Et fi Qp fit arcus hyperbolae, cujus revolutione circa axem trans-

verfum QC generetur superficies convexa pQq conoidis hyperbolici;
habebimus ob (Vol. I. §. 563.) per (244. §.) fequentes exprelfiones pro
maffa M superficiei pQq,  ejus momento fi,  et centro gravitatis 7: cum
igitur exponentes differentiales sM. sa  per ( Vol. L §. 288 294 ) sint per-
fefte integrabiles, fi illorum integralia per (Vol. 1. §. 238) fic determi¬
nentur , ut singula pro 2—0 aequentur nihilo, invenielur eo ipso di-
ftantia Qy centri gravitatis y a vertice Q.

(a + '2z) ez/ (az + z2)
a2 b2

2/ (a2+ b 2)pro c

Qy = E-
M
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DISSERTATIO VIII.
DE

MOTU PUNCTORUM AEQUABILI UNIFOR MITERQUE

ACCELERATO ET RETARDATO.

250 . Definitio.

( ^ uotiescunque aliquod corpus movetur , fingula ejus pun&a defcribunt
totidem lineas , jam reftas , jam curvas (z8>§.) : quodvis ergo punftmn
corporis moti poteft in motu conftitutum cogitari , atque hic motus erit
re&ilineus  vel curvilineus,  prout punftum eodem motu lineam reftam vel
curvam defcripferit.

25r . Corollarium 1. t
Direftio motus reftilinei manet perpetuo eadem per lineam reftam

determinata , quam punftum mobile eodem motu describit : in motu au¬
tem’ curvilineo direftio lingulis momentis mutatur (250. §.).

252 . Corollarium 2.
Spatium,  quod datum punftum fuo motu intra certum tempus per¬

currat , determinabitur per longitudinem lineae , reftae vel curvae , quam
illud eodem tempore percurrerit (250. § ) .

253 . Corollarium 3.
Crescente ergo tempore , quo motus dati punfti duret , crescet quo¬

que spatium intra idem tempus percursum (252. §.) .

254 . Definitio.
Uterque motus , reftiiineus et curvilineus (25o. §.) , erit aequabilis

seu uniformis,  fi spatia , quae punftum mobile intra quaecunque tempus-
cula aequalia conficiat , fuerint inter se aequalia.

255 . Corollarium 1.
Quodcunque spatiolum percurrat pun&um motu aequabili progrediens

intra determinatum tempusculum , debebit illud 2pio , 3p'-o , mplo  tempore
conficere spatium pariter 'apium, 3plum,  m pium (254 . §■).

256 . Co-
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356.  Corollarium 2.
Si ergo datum punftum progrediens motu aequabili tempore quo¬

cunque v conficiat spatium V ; debebit illud tempore u~ v- ^- r pio  uniu s
ntae  partis temporis v conficere spatium Ur=: V pariter rpium  unius

litae  partis spatii V. Si enim x fit spatiolum tempusculo v -— per-

cursum , quia tempus v eft apium  et tempus u xplum  tempusculi v —~

debebit effe V = xn et U ~ xr (255 . § •) , hinc x= V -^- etU — V -^- •
257 . Definitio.

Omne punftum P in motu conftitutum (250. §.) censetur quovis
momento habere certam Celeritatem  Ceu Velocitatem,  quam refte definies,
quod fit intenfio motus punftum P ad spatium eo majus vel minus, quo
ipia eft major vel minor , quovis tempore percurrendum determinans.

258 . Corollarium  1.
Punftum incedens motu aequabili eadem perpetuo celeritate move¬

bitur : et vicifiim motus punfti eadem conftanter celeritate incedentis
erit aequabilis (257. 254. §.).

259 . Corollarium 3.
Celeritas dati punfti et spatium ab illo intra quodcunque tempus con¬

fectum erunt duo quanta heterogenea (257. 252. §.) : proprie igitur nulla
celeritas poterit aequari alicui (patio.

360 . Theorema.

Spatia  S , s, quae a duobus pun&is mobilibus  P , p motu aequabili pro-
gredientibus intra datum quodcunque tempus percurrantur , erunt inter fe
ut celeritates C, c eorundem punSforum, [ tu erit  S : s C;  c.

D e m o u ft r a t i o.

Cum mobile P perpetuo celeritate C , et p celeritate c incedat
(258 §•) , neceffe eft , ut quae ratio intercedit inter celeritates C,c , ea¬
dem intercedat etiam inter spatia S,s,  quae a punftis P, p intra idem
tempus percurruntur (257. §.) , adeoque fit S : st =C : c.

261 . Theorema.
Spatia vero  S , s , vel ab uno puncto motu aequabili incedente, vel

a duobus punGtis motu aequabili parique celeritate progredientibus intra
tempora
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tempora inaequalia  T , t confecta, erunt inter fe ut tempora , / eu erit
S : s = T : t.

Demonflratio.

Duo pun&a P, p eadem celeritate motu ’aequabiii incedentia percur¬
rent intra idem tempus t fpatia aequalia s , s (260. §.) : quamobrem , fi
punftum P alio aliquo tempore T conficiat spatium 8 » demonfirandum
eft , futurum S : s =̂ T : t , quod sequenti ratiocinio poteft evinci.

1. Tempora T, t funt commensurabilia aut incommensurabilia (3. § .).

Primo cafu dabitur aliquis numerus integer m vel fraftus , pro quo

fiat T = tm  vel T = t — (6. §.) ; adeoque etiam S— sm vel 8— s —n n
(255 . 256. § ) : utroque cafu erit itaque S : s — T :t.

2. Si autem tempora T , t fint incommensurabilia , dabitur pro quovis
utcunque magno numero integro n alter numerus integer m , pro quo
fit ( i2 . § .)

T > t — et fimul T < t -m —  -1- «n n
m

3. Sint s' , S' fpatia , quorum primum tempore r-- t f et fecundum

tempore := t tn ^~1■ percurrat punftum P : quia per hypotliefim idem

punftum conficit spatium s tempore t , et S tempore T ; debebit efie

s1—s et S1= s per (256. §.) ;

S > s’ et S< S1 ob (2) per (253. §.) :

igitur S > s—  et fimul S > s —i -i - .0 n n

Hinc et ex (2) per ( 22. § .) obtinetur S : s^=T : t.

262 . Probleifia.

Spatia , Celeritates, et Tempora ad certas menfuras revocare , et per
congruos numeros exprimere.

Solutio.

1. In conftituendis mensuris datorum quantorum id perpetuo eft ob¬
servandum , ut quaevis mensura et quantum , pro quo illa defideratur,
fint inter fe duo quanta homogenea ( 14. §.) .

OVolumen II. 2. Pro



io6 DISSERTATIO Vllh

2. Pro temporum ergo menfura tempusculum aliquod debebit ac¬
cipi ( ii : in fequencibus erit nobis minutum fecundum  communis omnium
temporum menfura.

3- Menfuram spatiorum indeterminatam relinquimus: ob ( 1) et (252§.)
aequabitur illa generarim certae lineolae 1, puta uni pedi , vel pluribus
pedibus.

4- Quia demum menfura celeritatum determinata quaepiam celeritas
debet eile (1) ; fumemus pro menfura celeritatis in quovis motu illam
determinatam celeritatem §,  qua mobile motu aequabili incedens quovis
minuto fecundo percurreret spatiolum 1pro spatii menfura acceptum (3).

E. gr . Si spatium a puncto P percutfum aequetur aliquot pedibus;
erit unus pes menfura ejusdem spatii : pro menfura ergo celeritatis , qua
punftum P progreditur , accipiemus illam determinatam celeritatem <p,
qua punftum P , aut aliud quodcunque ipunftum , motu aequabili incedens
unum pedem quovis minuto fecundo deberet conficere.

5. Stabilitis hoc modo menfuris fpatiornm , celeritatum et temporum,
investigentur exponentes rationum geometricarum eorundem quantorum
ad aflumtas menfuras : fi enim hos exponentes ad easdem men furas pro
totidem unitatibus acceptas referas ; obtinebis eo ipfo numeros denomi¬
natos , qui data spatia , datasque celeritates , et data tempora expriment
(15. 16. 17. 18 §.)>

263 . Corollarium 1.
Deinceps ergo ubique folos exponentes rationum geometricarum spa¬

tiorum , celeritatum , et temporum ad menfuras eorundem (262. § . 2. 3.
4. n.) investigabimus , quibus inventis ipfa spatia, celeritates , et tempora
per (262. § . 5. n.) licebit determinare : atque hi exponentes ubique in
sequentibus formulis prae oculis habeantur , ubi fpatia , celeritates , et
tempora cerris literis , puta C , S,T,  defignata fuerint.

264 . Corollarium 2.
Si punftum P progrediens motu aequabili celeritate C percurrat fpa-

tium s intra unum minutum fecundum ; aliud vero punftum pariter mota
^ aequabili incedens celeritate conficiat intra minutum fecundum spatio-

lum 1 pro menfura spatii s afiumtum ; erit C : (p — s ; 1 (260 . §.) , hinc
. Perfpicuum ergo est, in omni motu aequabili exponentem

rationis
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rationis celeritatis ad ejus mensuram P aequari exponenti rationis fpatii intra
unum minutum fecundum percurfi ad ejusdem menfuram 1 (262.§. 34 . n.) :
quare , literis C , s hos exponentes deinceps indicantibus , erit C := s
(263 . § .) . Hoc , nnlloque alio fensu dicetur celeritas mobilis motu aequa¬
bili progredientis aequari / patiolo , quod idem mobile quovis minuto fecun¬
do conficit. Sch0 1 io n.

Si e. gr . dicatur celeritas C punfti P motu aequabili incedentis effe
ofto pedum , et ideo scribatur C= 8 pedibus ; expreflio haec haud indi¬
cabit , celeritatem punfti P re ipsa aequari spatiolo ofto pedum , quod
utique absurdum eft (259. §.) : celeritatem enim punfti P ofto pedum
effe tantundem fignificat , ac eam efle punfti P celeritatem , qua illud quo¬
vis minuto fecundo spatiolum s = 8 pedibus debet conficere ; ita ut pro¬
prie nequeat poni Cr= 8 * nifi per 8 intelligatur numerus abftraftus ae¬
qualis exponenti rationis geometricae celeritatis ad ipfius menfuram tp,
nimirum ad celeritatem <P , qua motu aequabili unus pes quovis minuto
fecundo deberet confici (262. § . 4. n.) ; vel numerus denominatus rela¬
tus ad unitatem celeritati <p aequalem , quo casu exprimeret C= 8 tau-
tundem ac C= 8 <Pi nimirum celeritatem %plam  celeritatis (£>, ficut spa¬
tium s erat %plum  unius pedis.

26 ; . Corollarium 3.
Si punftum P incedens celeritate C motu aequabili conficiat uno

minuto fecundo spatiolum s , et tempore T spatium S ; erit S : s — f : 1"
(261 . § ,) : igitur , fumta lineola 1 pro mensura spatiorum , erit etiam

S . s T „ , . S s T S _ C T
T : — =T : I ’ h!nc  T =  T ‘ T ’ feu  T ’ ~T
(264 . § ) . Exponens itaque rationis fpatii quovis tempore confefti ad
ejus menfuram 1 aequatur produfto ex exponente rationis celeritatis ad
ipfius menfuram in exponentem rationis temporis ad ejusdem menfu¬
ram 1" (262. § . 3. 4. 2. n.) : eapropter , fi iidem exponentes defignentur
literis S , C, T , poni poterit S= CT , quae aequatio improprie indicabit,
Jpatium motu aequabili data celeritate quovis -tempore percurfum aequale
effe producto ex celeritate in tempus.

0 2 266. Co-
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266.  Corollarium  4 . i
S

Habebimus ergo — = T (265 . §■) , id eft : exponens rationis fpa-
tii motu aequabili quacunque celeritate et quocunque tempore percurfi
ad ipfius menfuram divifus per exponentem rationis celeritatis ad ejus
mensuram dabit pro quoto exponentem rationis temporis ad ejusdem men¬
furam (262. § . 2. 3. 4. n.) ; improprie vero dicetur fpatium divijum per
celeritatem aequari tempori , quo illud percurritur .

267 . Corollarium  5.
S

Erit porro -7̂ - —0 (265 . § .\ id eft : fi exponens rationis fpatii,
motu aequabili quacunque celeritate intra certum tempus percurfi , ad
ejus menfuram dividatur per exponentem rationis temporis ad ipfius men¬
furam ; erit quotus aequalis exponenti rationis celeritatis ad ejusdem men¬
furam (262. §. 2. 3. 4. n.) ; improprie autem dicetur Jpatium divijum per
tempus dare celeritatem pro quoto.

S c h o 1 io n.
Per haec pauca principia omnis motus aequabilis potefi determinari,

feu datis celeritate et tempore quaeratur fpatium ; feu datis celeritate et
fpatio defideretur tempus ; feu datis fpatio et tempore petatur celeritas.

Ponamus e. gr . punftum P incedere motu aequabili celeritate 8 pedum
(264 . §.) , petique fpatium S , quod illud intra 12 minuta fecunda confi¬
ciat ; erit per (265. 263. § .) s

8 — 8 - 12 — 96  pedibus.
Si autem confiet , datum punftum progredi motu aequabili celeri¬

tate 6 pedum , et quaeratur tempus T,  quo fpatium 120 pedum poflit
ab illo confici ; erit per (266. 263. § .)

120
T — —r— — 20 minutis fecundis,o

Si denique dicas , punftum P progrediens motu aequabili fpatium
104 pedum intra 13 minuta fecunda percurrere , et quaeras ejus celerita¬
tem ; invenies per (267. 264. § .)

C= 104
— 8 pedibus.J3

263 . D E-
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368.  Definitio!

Motum , in quo celeritas continuo mutatur , crescit videlicet vel de¬
crescit , vocant inaequabilem  feu dijformem,  et quidem acceleratum  cafu
primo , retardatum  vero cafu altero.

269 . Corollarium 1.
Omnis motus dati punfti erit neceflario vel aequabilis vel inaequa¬

bilis (258- 268- §.).
270 . Corollarium 2.

Species autem motuum inaequabilium , tam acceleratorum , quam re¬
tardatorum , funt numero infinitae pofiibiles , pendentes a totidem legi¬
bus , quibus celeritates possunt crescere et decrescere (268. §.).

271 . Corollarium 3.
Celeritas punfti P motu inaequabili incedentis continuo mutatur ; fi

ejus motus duret quocunque tempore T , habebit illud in fine temporis
T determinatam aliquam celeritatem C, ita tamen , ut et aliam habuerit
proxime praecedente momento , et aliam fit habiturum proxime sequente
momento (268- §>). Hoc sensu vocabitur C celeritas debita tempori  T,
poteritque ea aefiimari ex spatio , quod punftum mobile hac ipsa celeri¬
tate motu aequabili progrediens intra unum minutum fecundum confice¬
ret , juxta (264. §.).

Si e. gr . celeritas , quam punfrum P motu inaequabili progrediens
in fine 12 minutorum fecundorum ab initio ejusdem motus effluxorum ha¬
beat , dicatur efle 8 pedum ; indicabit id talem effe punfti P celeritatem
C , qua , fi illud hac ipsa celeritate motu aequabili incederet , quovis mi¬
nuto fecundo spatiolum o£to pedum deberet conficere.

273 . Corollarium 4.

Si pun&um P motu accelerato percurrat tempusculo t spatiolum x,
celeritas vero ejus initio tempusculi t fit c , et in fine tempusculi t fit c' ;
necefie eft , ut spatiolum x majus fit spatiolo ct et fimut minus spatiolo
£*t , quorum primum celeritate c , et fecundum celeritate c' motu ae¬
quabili intra tempusculum t poteft confici (265. 268- 257. §.) .

O 3 373 . Co-
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373 .* Corollarium 5.
Si autem motus punfti P fit retardatus , punftutnque ; P conficiat hoc

motu fpatiolum x intra tempusculum t , ejus vero celeritas initio tera-
pusculi t fit c , et in fine tempusculi t fit c1; debebit fpatiolum x minus
efih fpatio,o ct , et fimul majus spatiolo c' t . quorum primum vel fecum
dum a punfto P tempusculo t deberet confici , fi illud celeritate c vel o>
motu aequabili incederet (265. 268 257. § ,) .

374 . Definitio.

Inter omnes motus inaequabiles (270, § .) maxime memorabilis eft
motus uniformiter acceleratus  et retardatus:  in primo funt incrementa,
et in fecundo decrementa celeritatis duobus quibuscunque temporibus ab
initio ejusdem motus genita inter fe in ratione direfta temporum . Poteft
autem motus uniformiter acceleratus vel de quiete , adeoque nulla celeri¬
tate , vel determinata quapiam celeritate y inchoari ; ilium vocabimus
punito,  et hunc affectum.

375 . Corollarium 1,
Quare , fi punftum P progrediens motu uniformiter accelerato vel

retardato temporibus T , t ab initio ejusdem motus computatis capiat
incrementa , vel patiatur decrementa celeritatis C, c ; erit C - c = T ' t
( 274 - § ) .

276 . Corollarium 2.
Si « 'g° in  fpecie K denotet incrementum vel decrementum celeri-

tatis punfci P motu uniformiter accelerato progredientis debitum uni mi¬
nuto fecundo ; erit C ; K= T : i ", hinc C~ KT (263. %)  incrementum
vel decrementum celeritatis debitum tempori T ; punctum ergo P habebit
in fine temporis T celeritatem C= KT,  fi ejus motus uniformiter acce¬
leratus purus fit ; celeritatem vero y + KT vel y— K T , fi illud cele¬
ritate y motum uniformiter acceleratum affe&um, ! vel uniformiter retar¬
datum inchoet (274. %.).

277 . Problema.
Punctum  P progreditur motu uniformiter accelerato, vel uniformiter

retardato ; incrementum vel decrementum celeritatis primo minuto fecundo
genitum ejl  h : invenite fpatium  S , quod illud dato quocunque tempore  T
ab initio ejusdem motus computato debet percurrere.

S 01 u ; i 0.
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Solutio.

I . Si M, N fint duo quanta determinatae magnitudinis , pro quibus et

tertio quanto S femper fit S > M— N et fimul S < M+ N , quan¬
tumcunque magnum numerum integrum denotet m ; cum femper fit pofi-
fibilis ejusmodi numerus integer m , pro quo pars mta  N — quanti N
minor fieret quovis dato utcunque parvo quanto homogeneo ( n . §.) :
erit neceilario S ~ M (Vol . I. § . 129 .).

2. Totum jam tempus T , quo motus punfti P uniformiter accelera¬
tus vel retardatus durare supponitur , cogitetur divifum in numero m tem-

T
puscula aequalia t, t, t, - t , quorum quodvis fit t := — ParS mtt*
temporis T.

3. Debebit punftum P lingulis tempusculis t, t, t , - - - t ordine na¬
turali fibi succedentibus certa spatiola percurrere , quae omnia fimul con-
fiituent spatium S toto tempore T ex iisdem tempusculis compofito
percursum.

4. Spatium S in (3) per (272. 273. § .) erit ergo , prout motus pnnfti
P fuerit acceleratus vel retardatus , majus vel minus, quam summa spatio-
lorum , quae a punfto P lingulis tempusculis t, t , t, — - t (2) deberent
confici , fi illud quovis tempusculo ilia determinata celeritate , quam ha¬
bet initio ejusdem tempusculi , motu aequabili incederet.

5. Idem porro spatium S in (3) per (272. 273. § .) , prout motus
punfti P fuerit acceleratus vel retardatus , debebit efte minus vel majus
quam summa spatiolorum , quae a punito P lingulis tempusculis t , t , t,
- - t (2) deberent percurri , fi illud quovis tempusculo motu aequa¬
bili illa determinata celeritate progrederetur , quam habet in fine ejusdem
tempusculi.

6. Celeritas , quam punftum P in fine cujuscunque temporis T de¬
bet habere , eft generatim y + KT,  ligno -s- adhibito pro motu accele¬
rato , et — pro retardato , ita ut fit y— 0 pro motu uniformiter acce¬
lerato puro , vel y celeritas initialis , qua punitum P motum uniformiter
acceleratum affeftum , aut uniformiter retardatum inchoet (276. §.) : quodfi
ergo in hac expreflione loco T terminos seriei t, 2t, 3t, 4t, - (m— l ) t,
mt fucceffive fubliituas , obtinebis fequentes expreifiones celeritatum,

quas
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quas punftum P in fine fiDgulorum m tempusculorum t, t , t , - - - t ab
initio motus ordine naturali fibi fuccedentium (2) debet habere.

7 + .Kt ; 7 + K . 2t;  7 + X . 3 t ; -
- <y+ K(m— i ) t ; 7 + K . mt.

7. Quare , cum punftum P fuum motum acceleratum vel retardatum
celeritate y inchoare supponatur , adeoque hanc ipfam celeritatem initio
primi tempusculi t (2) habeat ; cumque il -ud tantum celeritatem initio
cujus vis fubfequa tempusculi , quantam habet in fine proxime praeceden¬
tis tempusculi , debeat habere : habebit punftum P initio Ungulorum m
tempusculorum t, t, t, - t ab initio motus ordine naturali fibi succe¬
dentium <2) sequentes celeritates , ob (6) .

7 ; 7 + Kt ; y + K . 2t ; 71P X . zt ; - y + K (m — i ) t.

8- Singulae celeritates in (6) duftae in t dabunt ergo per (265. § .)
fequeqtem seriem spatiolorum , quae punftum P lingulis tempusculis
t, t , t , - -- - t ab initio motus ordine naturali fibi succedentibus percur¬
reret , fi id quovis tempusculo illa determinata celeritate , quam habet in
fine,ejusdem tempusculi , motu aequabili incederet.

-ytHHKt2; 7t ; fX . 2t 2; yt + K . 3t 2;-
- - - — 7t + X(m— i ) i2 ; 7 t + K. mt 2.

9. Singulae vero celeritates in (7) duftae in t dabunt per (265. § .)
sequentem seriem spatiolorum , quae a punfto P lingulis tempusculis
t , t , t, - t ab initio motus ordine naturali fibi succedentibus deberent
confici , fi illud quovis tempusculo ea celeritate , quam habet initio ejus¬
dem tempusculi , motu aequabili progrederetur.

71 ; 71 + K t2; 71 + X . 2 t2; 71 + K . 3 t2;
- - - - - - 7t + K (m — i ) t2.

10.  Quamobrem obtinebimus, ob (4) (5) per (8) (9) sequentes ex-
prefliones.

Pro motu accelerato:

q Y+ ■? + 7 H-
Q+- K (1+ 2 + 3 -j- p (m — 1)^ t2;

<, ( (v + r + H - '- h 7) t
^+ K(i+ 2+ 3 + - - - — + m) t2.

Pro
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Pro motu retardato.

„ + y + r + r H- l-r) t

( - K(I + 2 + 3 + - + (m- i )) t2;

( ( ? + v + H- \- y) t

b > ^ — K ( i+ 2 + 3 + - + m)) t2.

Cumque fit I + 2 + 3H— - - + (m— 1) — f (m2—m) ; 1+ 2-}- 3
-p m = i (m2+ ®)j et per hypothefim in (2) t = — : habe-

bimus etiam
pro motu accelerato

S > yT + ^ KT 2— iKT 2. -^ - ;

S< yT + £ KT2 -fiKT 2 . -̂ - :

et pro motu retardato
S<3yT — ' KT2+ tKT *. — ;

S > yT — | KT2— | K T2. ~.

Ex his autem expreflionibus, cum illae pro quovis pofiibili numero
integro m in (2) debeant fubfiftere, fluit per (1) fequens expreffio ge¬
neralis quaefiti spatii S, in qua fignum -f- vel — debet adhiberi, prout
motus punfti acceleratur vel retardatur.

S:= yT + | KT2.

378 . Corollarium 1.
Punftum P progrediens motu uniformiter accelerato puro (274. 5.) ,

fi id primo minuto fecundo acquirat celeritatem K, percurret quovis
tempore T ab initio motus computato per (277. §.) spatium St= iKT 2.

279 . Corollarium 2.

Si punftum P incedens motu uniformiter accelerato puro intra tem¬

pus T acquirat celeritatem C= KT (276. §-) , quo fit K— debebit

illud tempore T per (278- §•) conficere spatium S~ -| CT.

Volumen II. P 280. Co-
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a8o.  Corollarium z.
Punftum P progrediens motu uniformiter accelerato puro per spa¬

tium S tempore T tantam habebit in fine ejusdem temporis celeritatem C,
ut , fi illud hac ipfa celeritate motu aequabili incederet, intra idem tem¬
pus T spatium duplum 2S ~ CT  deberet percurrere (279. 265. §.) .

281 . Corollarium  4,
Spatia S,s motu uniformiter accelerato puro temporibus inaequali¬

bus T, t ab initio ejusdem motus computatis percursa erunt inter fe ut
quadrata temporum: erit enim per (278- §.)

S = i K T2; s = i K t2:
igitur S : s “ T2 : t 2.

382 . Corollarium  5.
Eadem fpatia S,s motu uniformiter accelerato puro temporibusT, t

ab initio motus computatis confefta erunt inter fe ut quadrata celerita¬
tum C, c iisdem temporibus genitarum: cum enim fit per (281. §•)

S : s r=  T2 : t 2; et per (275. §.)
*

T : t = C : c : erit S : s := C2 : c 2.

281 . Corollarium  6.
Totum tempus T , quo motus uniformiter acceleratus purus punfti

duret , cogitetur dividi in quaecunque tempuscula aequalia t, t, t, t, - 1;
intra numero m tempuscula tempus = tm conftituentia fit percursum
spatium S, et s fit spatium confeftum intra numero m— 1 tempuscula
conftituentia tempus := t (m— 1) : erit S— s spatiolum folo mto  tem-
pusculo percursum, et per (278- §.) habebimus

. S = i  K . m212; s = \  K (m— i) 2t2:
S — s = jK (2m — 1)  t2. -

284 . Corollarium 7.
Pro m— 1, m— 2,  m —3,  m —4,  et fic porro , obtinebuntur ex

2M— 1 numeri impares 1, 3, 5,7,  etc . ordine naturali crescentes: fpa-
tiola ergo, quae datum punftum P motu uniformiter accelerato puro pro¬
grediens lingulis tempusculis aequalibus t , t , t , — - t ab initio motus
ordine naturali fibi fuccedentibus conficiat, erunt inter fe ut numeri im¬

pares
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pares 1 , 3 , 5,7 , etc. ordine naturali crefcentes, feu ut termini feriei
4 K t2 • 5 ; iKt 2 -7 > et c. ( 283 - § •) •*Kt a

28 ; . Coro lia ri h ni 8-
Quodlibet punftum P progrediens motu uniformiter accelerato af-

fefto , data celeritate y inchoato , capiet intra primum minutum fecun¬
dum certum incrementum lv celeritatis y,  et percurret quovis tempore T
ab initio ejusdem motus computato spatium S— y T-f i  KT2 (274 .277.§.)
aequale fummae spatiorum, quorum unum yT motu aequabili celeritate
initiali y,  et alterum iKT 2 motu uniformiter accelerato puro intra idem
tempus T deberet confici (265. 278. §•)•

286 . Corollarium  9.
Pro celeritate initiali y motus uniformiter retardati, et decremento

K, quod illa primo minuto fecundo patiatur, percurretur quovis tempore
T ab initio ejusdem motus computato spatium S;= yT —i KT2 (277 . §.)
aequale differentiae spatiorum, quorum unum yT motu aequabili celeri,
tate initiali y , et alterum JKT 2 motu uniformiter accelerato puro intra
idem tempus T deberet confici (265. 278 §-) > fi in hoc iisdem gradibus
cresceret celeritas, quibus gradibus illa in motu retardato decrescit, quo
decrementum K genitum primo minuto fecundo in motu retardato ae.
quetur celeritati, quam punftum mobile motu accelerato intra primum
minutum fecundum acquirat.

' 287 . Corollarium 10.

Celeritas, quam punftum mobile P progrediens motu uniformiter
retardato, celeritateque y inchoato, intra tempus T ab initio ejusdem
motus computatum acquiret, fi K fit decrementum celeritatis primo mi¬

nuto fecundo genitum, erit C~ y — KT (276. §.) : quare pro T —

evanefcet celeritas C. Tempus ergo , quo motus uniformiter retardatus

punfti P poteft durare, e(l T = -^- > quo in (286. §.) fubftituto obti¬
nebitur spatium, quod punftum P intra totum tempus, quo ejus motus
uniformiter retardatus duraverit, conficiet, nimirum

yZ yZ

P 2 288. Co-
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-88 - Coi ollarium 11.
<y2

Per (278. § .) fit 8 — —=r- fpatium , quod punitum mobile P motu
^ ^ v

uniformiter accelerato puro intra tempus T = -jr- conficeret ; fpatium
ergo , quod punitum P progrediens motu uniformiter retar.dato celerita-
teque y inchoato intra .totum tempus , quo idem motus duraverit , con¬
ficiet (287. §.) , aequatur fpatio , quod motu uniformiter accelerato puro
intra idem tempus poteft confici , fi in hoc iisdem gradibus crefcat cele¬
ritas , quibus illa in motu retardato decrevit.

289 - Definitio.
Punitum mobile , quod aut quiefeit , aut eadem perpetuo celeritate

et direltione movetur , in eodem flatu quietis vel motus perjeverare  dici¬
tur : quodfi autem datum punctum de quiete ad motum concitetur , vel
actu in motu conftitutum certam mutationem in direltione vel celeritate
fu beat ; dicetur id fluunt flatum mutare.  Ubi autem de corpore mobili
fermo fuerit , dicetur illud in eodem flatu perjeverare , vel fuum flatum
mutare,  prout vel omnia ejus punita (250, §. ) in eodem llatu perfevera-
verint , vel omnia aut aliqua fuum flatum mutaverint.

290 . Corollarium.
Mutationes ftatus cujuslibet mobilis , puniti et corporis , funt numero

infinitae poflibiles (289. 270. § .) ; nihil vero reperitur in ipfis mobilibus,
quod videatur exigere , ut, dum illa fuum ltatum mutant , hanc potius quam
aliam quamcunque mutationem fubeant : ne igitur fine omni fundamento
mobilibus , punitis vel c8rporibns , aliquid , quod iis non competat , ad.
tribuamus ; quotiescunque certum mobile fuum ltatum mutaverit , caufam
hujus mutationis extra ipfum quaeremus , ac fi illud fe ipfum ad muta1
tionem fui ltatus nulla ratione pollet determinare,

Schol  i Oiv
Argumentis quidem evidentibus deftitnimur , quibus evincere liceat,

omnia mobilia fic efle comparata , ut illa nunquam poliint fe ipfa ad mu¬
tationem fui ltatus determinare , caulas proinde omnium mutationum , quas
ltatus mobilium fubeanc, extra illa necefiario elfe quaerendas . Non eIt
tamen , cur metuamus , ne , (i huic fententiae univerfa motus theoria fu-
perltruatnr , eadem theoria naturae eorporum adverfetur , cum omnia

con-
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confe&aria indidem legitime fluentia cum perpetuis obfervationibus , quas
circa naturam corporum adhuc facere licuit , quam optime confentiant , ita
fane ut hoc ipfo contentu ea lententia extra omne dubium poni videatur.

291.  Def 1n 1 t 10.

Inertia  mobilis , punfti et corporis , eft ejus impotentia fe ipfum de¬
terminandi ad mutationem fui Latus : mobile inertia praeditum , voca¬
tur iners.

292 . Corollarium i.

Inertia eft communis omnium mobilium proprietas , vi cujus illa in
eodem perpetuo ftatu , in quem femel fuerint repofita , debebunt perfeve-
rare , nili is ab externis caulis turbetur (290. 291. §.) .

293 . Corollarium 2.

Quodlibet punftum mobile , fi id quiefcat , perpetuo quiefcet , nili
ipfum externa aliqua caufa ad motum determinet : fi autem datum pun¬
ctum mobile aftu moveatur , debebit illud fecundum eandem direftionem
eademque celeritate motu aequabili progredi , nili hanc vel illam , aut
utramque externae caulae mutent (292. 289. 258. §.) .

294 . Definitio.
Caufae externae omnis motus funt vires motrices (z8- §.) , aliae ab-

folutae  feu invariabiks , et re/pectivae  aliae feu variabiles.  Vis abfoluta
vocatur , quae eadem conftanter efficacia datum mobile ad motum urget,
feu illud quiefcat , feu moveatur : , vis autem variabilis  eft , quae quovis
momento , durante motu , alia efficacia agit in mobile.

295 . Corollariom.
Sicut vires agentes in punfta quiefcentia per totidem pondera poffunt

exprimi ; fic quoque quaelibet vis agens in datum punftum in motu con-
ftitutum poterit uni ponderi aequari , quod aut idein perpetuo maneat , aut
durante motu continuo mutetur , prout vis agens fuerit invariabilis vel va¬
riabilis (294. 62.

296 . Definitio.

Effe&us  genuinus cujuslibet vis motricis datum mobile ad motum
continuo follicitantis intra certum tempus produftus eft fpatium , per quod

P 3 mobil»
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mobile hoc tempore ob folam vis illud urgentis aftionem eodem tempore
exertam propellitur.

297 . Coro llarium 1.
Si vis V punftum P ad motum continuo sollicitans certo momento

ceffet agere in punftum P ; punftum hoc haud quiescet , fed motum,
■ad quem id determinatum fuerit , vi fuae inertiae continuabit , celeri¬
tatem , quam eo momento habuerit , perpetuo conservaturum , nili
ejus motui aliqua causa adversetur (292. 29Z. §.) : dum ergo punftum
P a vi V tempusculis a,b , c , — — p,q,r, -z ad motum
continuo sollicitatur ; debet id quovis tempusculo q et a vi V per cer¬
tum spatiolum propelli , et ob celeritatem intra tempuscula a, b, c, - - - p
acquisitam , quam illud vi fuae inertiae toto tempusculo q conservare co¬
gitur , certum spatiolum conficere . Quare fi punftum P a vi V ad mo¬
tum continuo sollicitatum tempore quocunque T ex tempusculis a , b,
c, _ z compotito spatium S dicatur percurrere ; necefie e11, ut illud fit
in duas partes resolubile , quarum una ob inertiam punfti P, altera vero
ob Colam aftionem vis V eodem tempore exertam percursa fit , ita ut
genuinus effeftus vis V hoc tempore produftus unam duntaxat partem
totius spatii S exaequet (296. §.).

298 . Corollarium 2.
Hinc evidenter elucet , qui poifit fieri , ut utcunque cognito spatio S,

quod datum punftum P a data vi V ad motum continuo sollicitatum intra
certum tempus T conficiat , effectus genuinus vis V eodem tempore pro¬
duftus penitus ignoretur (297. §.).

299 . Corollarium 3.
Quia vero omnis puncti P iu motu conllituti celeritas , independens

ab ejus inertia (292. 293. § .) , necessario ab aliqua vi debet generari ; per¬
spicuum eIt , nullos effectus genuinos a datis viribus totidem punfla ad mo¬
tum continuo sollicitantibus intra determinatum tempus T polle produci,
•quin illae hac ipfa produftione certas celeritates ab iisdem efieftibus , quid¬
quid ii fint (298' § -) , ita dependentes generent , ut aequalibus effectibus
celeritates pariter aequales , majoribus vero minoribusque efieftibus ce-

• leritates quoque majores minoresque respondeant (296. 257. §.) .

geo . Co-
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300.  Corollarium  4.

Quamobrem , fi quotcunque punfta mobilia a totidem viribus invariabi-
libus et inter fe aequalibus, vel variabilibus, quae!tamen , utcunque crescentes
vel decrescentes , quovis momento durante motu inter fe aequales maneant,
ad motum fecundum datas direftiones continuo sollicitentur ; debebunt om¬

nia punfta pari efficacia quovis momento ad motum urgeri (294. §.) , singu¬
lae idcirco vires producent intra quodvis determinatum tempus et effeftus
aequales (296. §.) , et celeritates aequales (299. §.).

301 . Corollarium  5.
Quodfi vero duo punfta P , p a duabus viribus invariabilibus et in¬

aequalibus U , u ad motum continuo sollicitentur ; neceffe eft , ut effica¬
cia , qua punftum P a vi majori U ad motum quovis momento urgetur,
major fit quam efficacia , qua punftum p a vi minori u ad motum quo¬
vis momento impellitur (294 § .) : vis major U producet ergo quovis
tempore T et effeftum et celeritatem majorem , quam vis minor U
(296 . 299. §.).

302 . Theorema.
Si punctum  P celeritate quacunque  7 aliunde ad motum determinatum

a data vi  V tempore  T ad motum continuo folli citetur ; debebit vis  V hoc
tempore certam celeritatem  c producere , punctumque  P habebit in fine tem¬
poris  T celeritatem aequalem fummae vel differentiae celeritatum  7 , c, prout
direftio , fecundum quam vis  V agit in punftum P, eadem eft cum direffio-
ne, fecundum quam punftum  P celeritate  7 ad motum aliunde ejl determi¬
natum , vel illi oppofita.

D e m 0 n Ar a t i o.

Punftum P cogitur vi suae inertiae quamvis celeritatem ., ad quam
illud a certa vi determinatur , et recipere , et perpetuo , conservare
(292 . 293. §.) : quaelibet 1 autem vis , ni fi ipfius aftio penitus impediatur,
debet fingulis tempusculis conftituentibus tempus T , quo punftum P ab illa
ad motum continuo Pollicitatur , et effeftus aliquos , et certas celeritates
producere (296. 299. §.) ; quae fimul fumtae conftituent celeritatem c
toto tempore T produftam . Eapropter , fi punftum - P initio temporis T
habeat jam celeritatem aliquam 7 , debebit haec cum celeritate c ita com¬
poni , ut punftum P in fine temporis T habeat celeritatem vel fummae

celeri-
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celeritatum y , C, vel differentiae earundem aequalem , prout nimirum
direftio , fecundum quam punftum P celeritate y aliunde e(t ad motum
determinatum , eadem eft cum direftione vis V, vel ei oppofita.

zoz . Corollarium  i.
Quaevis vis invariabilis , datum punftum mobile P ad motum continuo

follicitanseundem  intra idem tempus producet effeftum , eandemque
celeritatem , feu punftum P initio ejusdem temporis quiefcat , feu aliunde
fit ad motum determinatum (294, 296. 299. § .) : punftum ergo P, celeri¬
tate y aliunde ad motum determinatum , et a data vi in variabili V ad mo¬
tum fecundum eandem vel oppofitam direftionem tempore T continuo fol-
licitatum , habebit in fine temporis T celeritatem aequalem fummae, cafu
primo , vel differentiae , cafu fecundo, celeritatum y, c, quarum pofterio-
rem c vis V intra tempus T produceret , fi illa punftum P de quiete ad
motum determinaret , temporeque T ad motum continuo urgeret (302. §.).
Et generatim crefcente tempore T , quo punftum P urgetur a vi invaria-
bili V , crefcet neceflario etiam celeritas punfti P , fi fecundum eandem
direftionem punftum P et determinatum fit jam ad motum,  et ad motum
a vi V impellatur.

304 . Corollarium  2.
Vis invariabilis V datum punftum P de quiete ad motum determi¬

nans , et ad motum numero m tempusculis aequalibus t, t, t, - - - t
tempus T conftituentibus continuo fecundum determinatam direftionem
follicitans , producet fingulis tempusculis t aequales efteftus (294. 296. § .) ,
et aequales celeritates , puta g, g, g, - g (299. § .) , quae celeritatem
“gtn  toto tempore T produftam constituent : punftum ergo P habebit in
fine primi tempusculi t celeritatem — g , et in fine mpii  temporis T~  tm
celeritatem E= gm  pariter mpiam:  fi autem punftum P initio temporis T
ad motum celeritate y fecundum eandem direftionem , aut oppofitam, aliun¬
de fuerit determinatum ; erit ejus celeritas iti fine temporis T aequalis
fummae cafu primo , vel differentiae celeritatum y , gm cafu fecundo
(3° 3 §•)•

305 . Corollarium  z.
Quare fi punftum P a vi invariabili V ad motum fecundum determi¬

natam direftionem continuo follicitatum capiat intra quodcunque tempus x
incrementum vel decrementum celeritatis y ; debebit illud intra tempus

X =
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X — x — tplum  unius ntae  partis temporis x capere incrementum vel
decrementum celeritatis Y = y ~  pariter rpium  unius ntae  partis in¬
crementi vel decrementi y. Si enim v denotet incrementum vei decre¬
mentum genitum tempusculo — x -^- ; erit y — v n et Yr^ vr (zo4-§.) ;
hinc v;= y - -̂ et Y z= y

306 . Corollarium 4.
Aft fi punftum P vel quiefcat initio temporis T , vel celeritate y

aliunde fit ad motum determinatum, et a vi ' variabili V ad motum fe¬
cundum eandem vel oppofitam direftionem tempore T continuo sollicite¬
tur ; neceffe eft, ut vis V fingulis tempusculis aequalibus t, t, t, - t
tempus mpium  T ^=tm conftituentibus inaequales effe&us (294, 296. §.) ,
et inaequales celeritates « , /3, - producat (299. §.) » quae celeri¬
tatem c toto tempore T produ&am conftituant: punftum P habebit ergo
in fine tempusculi primi t celeritatem aequalem fummae vel differentiae
celeritatum y,oc, et in fine temporis T celeritatem aequalem fummae vel
differentiae celeritatum y, c (ZO2. §.) , quin ideo incrementum aut decre¬
mentum c celeritatis initialis fit mpium  incrementi vel decrementi«, ficut
eft tempus T mplum  tempusculi t.

307 . Theorema.
Omnis vis, quae datum punitum  P fecundum determinatam directio¬

nem ad motum continuo folltcitans motum ejusdem punSti uniformiter acce¬
lerat vel retardat , debet tffe invariabilis: et vicijfim vis invariabilis motum
puntti  P uniformiter accelerabit vel retardabit , prout nimirum punitum  P
eo momento, quo vis illa in id agere, incipit, quiefcit, aut certa celeritatey
ad motum fecundum eandem vel oppofitam direitionem aliunde eft determi¬
natum.

Demonftratio.

Pars prima theorematis per fe ex (306. §.) fequitur; in motu enim
uniformiter accelerato vel retardato debet effe incrementum vel decre¬
mentum celeritatis tempore mpio  T — tm genitum pariter mplum  incre¬
menti vel decrementi quocunque fimplo tempusculo t produfti (274. §.),
quod, fi is motus a vi variabili pendeat, erit impofiibile. Pars vero al¬
tera poteft hoc modo evinci.

Volumen II. Q I.Vis
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1. Vis in variabilis pun&um P ad motum continuo follicitans pro¬
ducet quibuslibet duobus temporibus t , T ab illo momento , quo ea
agere incipit , computatis , incrementa vel decrementa celeritatis g , G
ipsis temporibus direfte proportionalia ; adeoque erit motus punfti P ab
illa dependens uniformiter acceleratus vel retardatus (274. § .). Erunt
enim tempora t, T commensurabilia vel incommensurabilia (z. § .). Primo

casu extabit aliquis numerus integer m vel fraftus , pro quo fit

Tntm  vel T = t (6. § .) : igitur etiam G — g m vel G g - ni-
(304 . 305. § .) ; proinde femper G :g = T : t.

2. Quodfi autem tempora T , t sint incommensurabili »; extabit , fumto
quantumcunque magno numero integro n , alter numerus integer m, pro
quo fiet per (12. §.)

T > t—  et fitnul T < t ~ + - -n n

Z. Eadem vis producat tempore r= t - ^ - incrementum vel decre¬
ro 4 - 1 .

mentum celeritatis e , et tempore = : t - - - incrementum vel decre¬

mentum E : cnm temporibus T,t producantur , per hypothefim , incre¬
menta vel decrementa G , g ; erit

E — g — , e= g — per ( 305. §-) ;

G > e , G < E ob (2) per (303. §.) :

igitur G > g - ^ -  et fimul G < g - •

4. Ob (2) (3) erit itaque etiam nunc G :g ;= T :t per (22. §,) .

zoZ . Theorema.

Si "punctum  P a numero  m viribus aequalibus et invariabilibus fecun¬
dum datam direptionem ad motum eodem momento determinetur , et tempore
T continuo follicitctur ; acquiret punStum  P intra tempus  T celeritatem
rapiam celeritatis , quam quaevis illarum virium , ab/entibus reliquis , fcor-
fim eodem tempore generaret.

Demon-
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D e m o n fl r a t i 0.

Cum vis invariabil-is punftum P ad motum continuo sollicitans eadem
prorfus efficacia quovis momento agat , feu quiefcat punftum P, feu
moveatur , aut ob fuam inertiam (292. 293. § .) , aut ob aftionem cujus-
cunque alterius vis aftu in illud exertam ; ipsum vero punftum P omnem
celeritatem , ad quam id a certa vi determinatur , et recipere cogatur,
et perpetuo conservare (293. § .) : clarum eft , quod , fi punftum P a nu¬
mero m viribus aequalibus et invariabilibus ad motum fecundum determi¬
natam diredtionem tempore T continuo sollicitetur , singulae vires eas¬
dem celeritates aequales tempore T debeant generare , quas eae feoriim
in totidem punfta agentes producerent (300. § .) ; adeoque punftum P in¬
tra tempus T debeat acquirere celeritatem mpiam  celeritatis , quam una
ejusmodi vis , abfentibus omnibus reliquis viribus , eodem tempore pro¬
duceret.

309 . Corollarium  i.
Perspicuum eft , punftum P eadem prorfus efficacia quovis momento

ad motum fecundum determinatam direftionem sollicitatum iri,  feu illud
a numero m viribus aequalibus et invariabilibus v, v, v, - v , feu ab
unica vi U— vm  m pia  vis v , ad motum et determinetur et continuo
urgeatur (294. § .) : vis mpia U = vm  producet ergo quovis tempore T
celeritatem G = gm mpiam  celeritatis g , quam vis fimpla g intra idem
tempus poteft generare (308. §.).

310 . Corollarium a.

f Vis ergo invariabilis X ~ x rpia  unius n tae  partis vis x , datum
punftum P ad motum determinans et continuo sollicitans , producet quo¬

vis tempore T celeritatem K= k - ^-  r piam  unius ntae  partis celeritatis k,
quam vis x intra idem tempus generaret . Si enim vis — x -i - tempo¬

re T generet celeritatem z ; erit k = zn et K?= zr (309 . §.) : igitur
z := k et K =̂ k — -u n

311 . Theorema.

Celeritates  G , g , quas duae vires invariabiles  V , v, puncta  P , p , ad
motum eodem momento determinantes , et continuo follicitantes , intra idem

Q 2 tempus
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tempus  T ab initio motus computatum produxerint , erunt uder / e in ra¬
tione directa earundem virium , Jeu erit  C : c= V : v.

D e m o n fi r a t i o.

1. Si vires V, v fuit commenfurabiles (3. §.) ; dabitur certus nume¬
rus integer m vel fraftus , pro quo debebit efle Vr = vm vel

Vt = v -^ - (6. § .) : igitur etiam C= cm vel C= c -^ - (309. 310. §.) ;
adeoque utroque cafu L : c — V : v.

2. Sint jam vires V , v incommenfurabiles ; necefle eft , ut accepto
quantumvis magno numero integro n alter numerus integer m fit pofli-
bilis , pro quo per ( 12. §.) fiat

V > v et fimul V < v •n n

3. Vis invariabilis E= v - - producat tempore T celeritatem x , et
vis v m — celeritatem X : cum , per hypothefim , vires V , v eo¬
dem tempore celeritates C, c producant ; erit

m v m -fi . _ .x — c — , X = c — - — per (310. §.) ;

C> x » C < X ob (2) per (301. §.) :

igitur C> c - ^ - et fimul C -< c 1■ ♦n n

4. Quamobrem , ob (2) (3) per (22. §.) » debet etiam nunc effe
C ; c;= V : v.

* 3 is . Corollarium.
Motus punftorum P , p a viribus invariabilibus V, v ad illum et de¬

terminatorum , et continuo sollicitatorum debet efle uniformiter accele¬
ratus purus (307. 274. § .) : spatia ergo S, s , quae punfta P, p intra idem
tempus T percurrerint , erunt in ratione direfta virium V, V. Si enim
tempore T generentur celeritates C, c , debebit efle

S= ! CT ; s= | cT ; per (279 . § .) :
igitur S : st = .C : c := V : v per ( 311. § .) .

DISSER-



DISSERTATIO IX.
DE

DETERMINATIONE MOTUS PROGRESSIVI DATARUM
MASSARUM PER DATAS VIRES.

313 . Definitio.

Motus progrejfivus dati corporis, vel cujuscunque fyftematis plurium
corporum aut punftorum , vocatur is determinatus motus, quo fingula
punfta corporis vel fyftematis fecundum direftiones inter fe parallelas et
celeritatibus quovis momento aequalibus promoventur.

314 . Corollarium  1.
Omne corpus determinatae figurae exhibet unum fyftema plurium

punftorum , quibus minimae particulae materiales, in quas illud eft reso¬
lubile, poliunt fubftitui ( n 8- §.) : quaecunque ergo de motu progreilivo
fyftematis plurium punftorum in genere fuerint difta , ea etiam ad mo¬
tum progreffivum corporum pertinebunt (313. §.).

315 . Corollarium  2.
Spatia, quae a lingulis punftis dati fyftematis plurium punftorum

motu progreilivo incedentis intra eadem tempuscula percurruntur, debent
effe inter fe aequalia: et viciffim motus dati fyftematis erit progrefiivus,
fi fingula ejus punfta fecundum direftiones parallelas moveantur, et quo¬
vis cogitabili tempusculo fpatia aequalia conficiant(315. 257. §.).

3 s6 . Corollarium  3.
Determinato motu unici punfti cujuscunque fyftematis plurium pun¬

ftorum motu progrefilvo incedentis, nofcetur eo ipfo motus totius fyfte¬
matis : fingula enim ejus punfta eandem quovis momento celeritatem con¬
flantem aut variabilem habebunt, atque hanc ipfam celeritatem totum fy-
ftema eodem momento habere cenfebitur; fingula porro punfta per idem
quovis tempusculo fpatium promovebuntur, quod pro fpatio a toto fy-
ftemate intra idem.tempusculupi confefto habebitur (313. 315. §.)•

Q 3 317 . Co-
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3 17. Corollarium 4.
Quocunque motu progreftivo feratur datum fyftema plurium pando¬

rum , eaedem manebunt diftantiae mutuae duorum quorumvis pandorum
ejusdem fyftematis , rednque inter quaeque duo punda intercepta per¬
petuo fibi manebit parallela (ziz . ziz . §.).

Zi8 - Corollarium 5.
Si lingula punda alicujus fyftematis fecundum dirediones inter fe

parallelas in eandem plagam tendentes ab ejusmodi viribus ad motum
continuo sollicitentur , quae ftnt iuvariabiles et inter fe aequales , vel va¬

riabiles quovis tamen momento inter fe aequales ; erit motus totius fyfte-
matis progreftivus , modo lingula punda eo momento , quo illa a datis
viribus urgeri incipiunt , vel omni celeritate deftituta quiefcant , vei omnia
fecundum dirediones datarum virium , aut dirediones illis oppolitas pari
celeritate y ad motum j.am lint determinata (313. 300. 302. § ).

319 . Corollarium 6.
Eo determinato cafu , quo lingula punda dati alicujus fyftematis,

quiescentia vel ad motum fecundum dirediones inter fe parallelas celerita¬
te y jam determinata , a totidem viribus quovis momento inter fe aequalibus
fecundum easdem celeritatis y , vel oppolitas , dirediones ad motum con¬
tinuo sollicitata fuerint , conftiteritque , motum progressivum indidem pen¬
dentem (318 §>) uniformiter accelerari vel retardari ; debebunt illae vires
esse invariabiles (313. 307. §.).

320 . Corollarium 7.
Et viciftim , fi fingula punda dati fyftematis , quiefcentia vel ad mo¬

tum celeritate y fecundum dirediones inter fe parallelas jam determinata,
a totidem viribus aequalibus et invariabilibus fecundum easdem celerita¬
tis y , vel oppolitas , dirediones ad motum continuo sollicitentur ; debe¬
bit motus progreftivus totius fyftematis indidem pendens (318- §-) uni¬
formiter accelerari vel retardari (ziz . 307. §-) -

321 . Corollarium 8-
Ulinimas omnium corporum gravium particulas in quavis altitudine ab

aequalibus viribus fecundum dirediones inter fe ad fenfnm parallelas deor¬
sum sollicitari, ideo in (41. § .) fuppofuimns, quia id cum omnibus observa¬

tionibus
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tionibusexpefimentisque peculiari diligentia inftitutis quam optime confentit:
cum ergo ob fimiles rationes motus corporum gravium libere labentium pro
uniformiter accelerato pofftt haberi ; licebit motum cujuslibet corporis gravia
libere ex quacunque altitudine labentis inftar 'motus 'progreffivi (318- § )
uniformiter accelerati fpeftare , qui a viribus gravitatis aequalibus et inva-
riabilibus minimas ejus particulas fecundum direftiones inter fe parallelas
deorfum ad motum continuo urgentibus dependeat (319. §.).

333 . Corollarium  9.

Quapropter, ubi motus corporum gravium libere labentium deter¬
minari debuerit, licebit illa inftar totidem punftorum fecundum direftio-
nes verticales inter fe parallelas motu uniformiter accelerato defcenden-
tiiim confiderare, quae a viribus aequalibus et invariabilibus fecundum
easdem diretliones deorfum ad motum continuo urgeantur, ideoque
quovis tempore ab initio lapfus computato et per aequales altitudines de¬
cidant, et aequales celeritates acquirant (321. 316. 311. 312. §.) .

S c h o 1 i 0 n.

Verum haec omnia de Japfu libero corporum gravium in fpatio ab
omni aere vacuo debent intelligi . Aer enim refiftit defcenfui corporum
gravium, evertitque principia, quibus univerfa doftrina de libero ipforum
lapfu folet fuperftrui. Sic e. gr. duo corpuscula, quae in libero aere di-
verfts temporibus ab initio lapfus computatis per aequales altitudines de¬
cidunt, contra (322. § .) , in fpatio ab aere vacuo aequales altitudines eodem
tempore , tefte experientia , conficiunt. Quaecunque ergo in fequentibus
de lapfu corporum gravium fuerint demonftrata, ad defcenfum ipforum in
fpatio ab aere vacuo debebunt reftxingi.

323 . Hypothefis.
Sumto pede Rhenano pro menfura altitudinum, per quas corpora gra¬

via libere labentia dejCendant; exprimet g= 15  1 “ 15,  625 . ped. altitu¬
dinem, per quam quodlibet corpus grave de quiete libere labens primo mi¬
nuto Jeeundo fui lapfus decidet (322 . §.).

. Scholion.

Qua optima ratione altitudinem hanc inveftigare licuit , inferius in dif-
fertatione de pendulis videbimus. Interea notent fibi tyrones , numerum
15625 aequari perfe&o quadrato numeri 125 , adeoque radicem ejus qua-

draticam
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draticam effe hanc ipfum numerum, unde non parum commodi in calculos
redundabit.

324. Corollarium 1.
Quia motus corporum gravium de quiete libere labentium eft unifor¬

miter acceleratus purus (322. 274. §.) ; necefie eft, ut omne corpus grave
de quiete libere labens tantam celeritatem k in fine primi minuti fecundi
fui lapsus habeat, quanta id motu aequabili per duplam altitudinem 2g
decideret (323. 280. §.) : omne corpus grave de quiete libere labens ac¬
quiret ergo intra primum minutum fecundum fui lapfus celeritatem
k = 2g = 3i  4 = 3i>  25 ped. rhen. per (323. 271. §.).

325 . Corollarium  2.
Ob ( 322. 275. 28U282 . §.) erunt celeritates C, c, quas corpus grave

de quiete libere labens intra duo quaecunque tempora T, t ab initio lapfus
computata acquifiverit, inter fe in ratione direfta temporum; altitudines
vero A, a, per quas illud temporibus T , t descenderit, erunt inter fe ut
quadrata temporum T, t , et ut quadrata celeritatum C, c. Dato vero
tempore T in minutis fecundis (262. 263. §.) , quo motus corporis gravis
de quiete libere labentis duret , poterit ob (324. 322. §.) per (278-276.§.)
tam altitudo A lapfus intra tempus T , quam celeritas eodem lapfu ge¬
nita , ut sequitur, perfecte determinari.

A = gT 2; C — 2gT.
E. gr. Ponamus globulum plumbeum tempore T ~ 5 minutis fecundi*

de quiete libere labi; defcendet is hoc tempore per altitudinem
S ~ g T 2 = 15,625 .25 = 390,625 ped.

Celeritas vero, quam is eodem tempore acquiret, debebit efie
C — 2gT ~ 31,25 . 5 = 156,25 ped.

adeoque tanta , quanta is motu aequabili progrediens quovis minuto fe¬
cundo spatium 156,25 pedum rhenanorum deberet conficere (271. §.).

32C. Corollarium  3.
Cognita vero altitudine A , per quam corpus grave certo tempore T

de quiete libere labens decidat, vel celeritate C, quam illud intra idem
{empus acquirat; poterit inveniri ipfum tempus T in minutis fecundis per
(Z25. §.) , nimirum

327. Co-
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327 . Cor ollari um 4.

329

A
Cum debeat effeg (335. §-) ' patet , qua methodo altitudinem

g (333' §0 inveftigare liceret, fi tempus T liberi lapfus alicujus corporis
gravis per notam quampiam altitudinem A in minutis fecundis poffet deter¬
minari. Aft, quia de.fcenfus ille in vacuo deberet fieri (322. §. Schol.),
in vacuo autem fpatio, quale e. gr. in vitreo recipiente ope antliae pnevtna-
ticae obtinetur , tanta altitudo A , quanta ad accuratam temporis T observa¬
tionem effet neceffaria, non poteft haberi; manifeftum eft , hanc metho¬
dum ad inveftigationem altitudinis g non effe idoneam.

328 - Corollarium 5.
C

Si 1 — -fubftituas in A = gT a (325 . §.) ; obtinebis binas fe-
quentes formulas, quarum una dat altitudinem A, perquam corpus grave
de quiete libere defcendens debet labi, ut datam aliquam celeritatem C ac¬
quirat; altera vero celeritatem dat, quam corpus ejusmodi libero lapfu per
determinatam altitudinemA deberet acquirere.

6 — 2/ZA

329 . Corollarium 6.

Data igitur quacunque celeritate C femper poterit affignari altitudo A,
per quam corpus grave de quiete libere labens eandem acquirat celeritatem
(328 §.) : altitudo ejusmodi A vocatur altitudo debita celeritati  C , eftque
femper A— - , et C= 2/ "g A ipfa celeritas debita altitudini  A.4 S - '

E. gr. Celeritatem conflantem C punfti P motu aequabili incedentis
(2Z8- §-) » aut celeritatem C punfti P motu quocunque inaequabili pro¬
gredientis acquifitam tempore determinato (271. §.) , aequari celeritati,
quae altitudini A IOCO pedum rhenanorum fit debita, tantundem significa¬
bit , ac celeritatem C punfti P illi derterminatae celeritati effe aequalem,
quam corpus grave per altitudinem 1000 pedum defcendens acquireret,
ita ut illa fit

C= 2^ g . 1000= 2^ 15,625. 1000= 250ped.

Vthmen II. R 330 . Co-
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330 . Corollarium 7.
Si corpus grave de quiete libere labens moveatur quotcunque tem-

pusculis aequalibus t, t, t, - 1 ab initio lapsus ordine naturali fibi succe¬
dentibus; debebit illud quolibet mfo tempusculo t ob (322. 324. 283 §.) >
percurrere altitudinem ~g (2m—  l ) t2.

Quovis igitur mto  minuto fecundo descendet id per altitudinem
s= g (2 m— r).

Quamobrem spatia lingulis minutis fecundis ab initio lapsus ordine na¬
turali libi succedentibus percurla conltituent seriem

g . 3 g ) 5g .- 7 g ' 9 S > ng ' etc-

331 . Tire orem  a.
• iS7 corpus PQR (61 . Fig.) vel qulfcens , vel ad motum progreffivv.m
fecundum direptionem  gG per ejus centrum gravitatis  g transeuntem, aut
directionem  gv ei oppofitam, celeritate y jam determinatum, vis quae cun¬
que  V fecundum direptionem  g G ad motum Jbllicitare incipiat, et tempore  T
continuo folhcitet.; erit nunc quoque motus totius corporis progrrjfivus, per
vim  V ita determinatus, ac fi , illa ahfente, finguiae minimae particulae

'ejusdem corporis a viribus aequalibus, quarum quaevis fit ~V — ■, fe-
cundum direptiones directioni  gG parallelas ad motum continuo impelleren¬
tur , exifiente mafja totius corporis :=M , et maffula cujusvis minimae ejus
particulae — m.

D e m 0 n rtrat i 0.
Si quovis momento , quo centrum gravitatis g corporis PQR a vi V

fecundum direftionem gG ad motum sollicitatur, in minimas quasque
ejus particulas, ut a, b, c, d, etc. cogitentur agere totidem vires aequales
tt, 8, y,  d, etc., quarum quaevis lit — V fecundum direftiones oppo-
fitas are, b/3, cy,df,  etc . parallelas direftioni gG ; erit centrum gravi¬
tatis g corporis PQR idem cum centro aequilibrii omnium virium cc, /3,
y, d,  etc . ( i52 . § .) , fummaque harum virium aequabitur vi V, licut fum-
ma massularumm, m, m, m, etc. minimarum particularum a, b, c, d, etc. ,
in quas illae agunt , aequatur mallae M totius corporis ; consequenter erunt
omnes vires «, (3,y,  d , etc. cum vi V in aequilibrio î F. §.j : perspicuum
eft ergo , vim V minimas particulas a,b , c, d, etc. corporis PQR eadem

prorfus
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prorfus efficacia ad motum fecundum dirr &iones aA,bB,cC,dD,  etc.

directioni gG parallelas quovis momento Pollicitaturam , qua illae , abfente

vi V , eodem momento a viribus aequalibus A , B , C, D , etc . , quarum

quaelibet fit — V Pollicitarentur , fi liae in illas immediate agerent,

unde neceflario fequicur , quod erat demonftrandum ( 300. 302. 31Z. § .).

332 . Corollarium 1.

Cum datum corpus PQR,  vel quiescens , vel celeritate y admotum

progreffivum fecundum directionem g G per ejus centrum gravitatis g

transeuntem , aut direCtionem gv illi oppoficam jam determinatum , a vi

quacunque V ad motum fecundum direftionem gG continuo Pollicitatum
fuerit ; motus progrefiivus totius corporis perfeCle determinabitur , 11

unica ejus particula , quam ob parvitatem indar punfti considerare liceat,

a vi ~ V per mviTulam m ejusdem particulae , maffiim HI totius

corporis , et ipfam vim V determinata , ad motum fecundum dire&ionem

direftioni gG parallelam continuo Pollicitari , eoque momento , quo vis

V — - in illam incipit agere , vel quiescere , vel celeritate y ad motum

fecundum eandem , vel oppositam dire&ionem aliunde determinata efie

supponatur , tum quaeratur et spatium , quod illa intra danmi tempus T

debeat percurrere , et celeritas , quam intra idem tempus debeat acquirere

(331*3-6. §.).
333 . Corollarium 2.

Vis in variabilis V , datum corpus PQR ad motum fecundum direftio-

nem gG per ejus centrum gravitatis g tranfeuntem tempore T continuo

impellens , producet motum uniformiter acceleratum vel unilormiter re¬

tardatum , fi corpus PQR initio temporis T quiescat , aut ad motum pro¬

greffivum celeritate y fecundum directionem gG vel direfhonein oppofiram

gv jam fit  determinatum (332. 307. § .).

334 . Corollarium z.
Et viciffim, fi vis V , datum corpus PQR ad motum fecundam di¬

rectionem gG per illius centrum gravitatis tranfeuntem tempore T con¬

tinuo sollicitans , producat motum uniformiter acceleratum vel retardatum,

prout corpus PQR initio temporis T quiefcit , aut ad motum progreiiivum
R 2 cele-
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celeritate y- fecundum direftionem gCT, vel illi oppofitam gv aliunde eft
determinatum ; erit vis V in variabilis (332. 3C7.

335 . Tlicorema*
Si duo corpora A,  B' maffarum aequalium  M , M a duabus viribus in-

variabilibus et inaequalibus  V , v ad motum fecundum directiones per illorum
centra gravitatis tranfeuntes determinentur , determinataque continuo follici-
tentur ; erunt fpatia  S , s ab illis intra quodlibet tempus ab initio motus
computatum percnrfa , et celeritates C,  c intra idem tempus ac quiJit ae, inter
fe in ratione direEIa earundem virium , feu erit  S : s— C: c~ V : v_

De m 011H  ratio.
Sit m massula cujusvis minimae particulae utriusque corporis A , B;

erit per (3,33. 332. 311. 312. § .)

C m
m" et Srs ^= V

n»
w : v m

M" s
igitur C:cr= S :s =̂ V :v-

336v Theorema ..
Si autem duo corpora A,  B maffas inaequales M, p habentia a viribus

aequalibus et invariabilibus V r V ad tnotum fecundum direEtiones per illo¬
rum centra gravitatis tranfeuntes determinentur > et determinata continuo■
follicitentur ; erunt tam fpatia  S , s ab illis intra quodcunque tempus T.per-
curjd , quam celeritates C , c intra idem tempus acquijitae , inter fe in ratione:
inverfa maffarum r feu erit  C : c ~ S : s= «.: M.

D e m 0 n /I r a t i 0,
Si m denotet massulam cujusvis minimae particulae corporis tam A.

quanv B; debebit esse per (333. 332. 31r . 312. §.)
r — \t m , , m . c st m t 7 m rC : c = V itV - et S : s — V -75- : V - *»1 p  M p

ig,itur C : c — Srs := -rr - : - —p : RLM p

337 . Theoremav
Si duo corpora majfarum inaequalium IVI, m a viribus? inaequalibus et

invariabilibus V,v ad motum fecundum direEtiones per illorum centra gra¬
vitatis
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vitatis tranfeuntes determinentur, determinataque continuo follicitentur ? erunt
tam fpatia  S , s ab illis quovis tempore  T confecta, quam celeritates C,  c
intret idem tempus acquifitaey inter fe ut vires divifae per mcjfas-

Deinonlfratio-

Tertium aliquod corpus habens maffara M, a■vi mvariabili v ad mo¬
tum fecundum dire&ionem per ejus centrum gravitatis transeuntem deter¬

minatum , continuoque sollicitatum - conficiat tempore T spatium s 1, et

acquirat celeritatem c ' ; debebit elTe per (335 . 336 . § .)
C ; c' =̂ V : v et S : sr:=rV : v;
cr :ct = m : M et s r;s — m: M:

igitur debet elTe
Cc r:dc ^ VmrvM et Ssq ^ srrVmivM;

hinc 0 : c — V_  ,
M '

v
m et S : s = V_

M
v
m

3 3g. Problema;

Datet maffa  M corporis  Z quod a data vi invariaUli  V fecundum dire-
Sfionem per ejus centrum gravitatis tranfeuntem de quiete ad motum deter-
minetur r et dato tempore T continuo-Jollicitetur / invenire fpatium  S , quod
idem corpus intra tempus  T percurret t et celeritatem  C » quam eodem tem¬
pore acquiret.

Solutio.
r . Si corpus Z cogitetur ob solam suam gravitatem de quiete libere

labi ; descendet illud motu progreflivo tempore T per altitudinem := gT %
et acquiret hoc tempore celeritatem =2 gT (325. § .) ; motus vero hic
poteft censeri ab una vi mvariabili ponderi ejusdem corporis aequali pro¬
ductus , quae corpus Z omni gravitate deftitutum fecundum direftionem
verticalem per ejus centrum gravitatis tranfeuntem deorfum continuo
nrgeat (332. 321. 46. §.) .

2 . Cunr igitur corpus Z a vi invarlabili V ad motum fecundum dl-
reftiooem per ejus centrum gravitatis tranfeuntem continuo - sollicitaturi»
fpatium S tempore T percurrat , et celeritatem C acquirat ; neceffe eft,
ut fit S ad gT 2, et C ad 2 gT , sicut vis- V ad vim aequalem ponderi
corporis Z , ob (1) per (335. § -)-

R 3 3. Deno-
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z. Denotante ergo P pondus corporis Z;  habebimus per (2) fequeutes
proportiones:

S : gT 2= V : P et C :2gTr = V : P-
Cum porro omnis vis V uni ponderi aequetur (295. §.) ; erunt V, P

quanta homogenea , pro quorum communi menfura ( 14. § .) certum pon¬
dusculum p debebit accipi » eritque

StgT 2c= — etC :2gT = — :—° P P o p p

4. Pro menfura maflae M corporis Z fumi debet in hac hy-
pothefi maffula m, cujus pondus aequetur pondusculo p pro men-M P
lura ponderum V, P fumto , quo fiat - — - ( ; 2. §.) : igitur erit
etiam

S : gT *c= — ; iL et C : 2gT—0 p m m

Quatnobrem , quia ——, funt exponentes rationum geometri-
caram vis V ad illius menfuram p , et maffae M ad ejusdem menfuram
m , fi deinceps literae V , M eosdem exponentes exprimant , ficut fimiles
snmer ! per S, C, T debent inteiligi (263. §.) ; habebimus

S :gT 2= V : M et C : 2gT ~ V =M;
V V

hinc S = g -g - T 2; C= 2g -^ -  T.

339 . Corollarium 1.
Cognita igitur altitudine g (323. § .) , per quam quodvis corpus grave

de quiete libere labens primo minuto fecundo fui lapfus debet decidere,
facile per (338- § -) determinabitur tam fpatiumS , quod datum corpus , a
data vi V invariabili fecundum direftionem per ejus centrum gravitatis
tranfeuntem de quiete ad motum determinatum et continuo follicitatma,
dato quocunque tempore T percurret , quam celeritas C, quam illud eo¬
dem tempore acquiret.

340 , Corollarium 2.
Ex ( 338- § -) fluunt binae fequentes formulae , quarum prior dabit

spatium » quod corpus datae maffae M, a data vi invariabili V ad motum
fecun-
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fecundum dire &ionem per ejus centrum gravitatis tranfeuntem continuo
follicitatum , debet conficere , ut id datam celeritatem C acquirat;
altera vero dabit ipsam celeritatem C,  quam illud eo tempore , quo datum
spatium S percurritur , debet acquirere.

8 — MC 2
4gV 5 C= a/1

RVS
M

341 . Corollarium 3.
Quodfl autem quaeratur tempus T , quo corpus datae tnaflae M, a

data vi invariabili V ad motum fecundum direftionem per ejus centrum
gravitatis tranfeuntem continuo debet follicitari , ut illud datum spatium
S percurrat , vel determinatam celeritatem C acquirat ; erit per (ZZ8-§-)

T - / ~MS . MC
— V gV ' 1 — 2gV

342 . Cordiarium 4.
Quoties datum corpus motu progreflivo ita debuerit incedere , ut

illud quovis dato tempore T determinatum spatium S conficiat , determina-
tamque celeritatem C acquirat ; toties poterit determinari vis una invariabi-
lis V, a, qua datum corpus eo fine fecundum dire&tonem per illius cen¬
trum gravitatis tranfeuntem ad motum continuo debebit follicitari ; erit
enim per (338. 340. § .)

V—
M S
gT * 5

V — 'MC
2gT 5

V=
MC2
4 g s

343 . Problema.
Data vi invariabili  V , quae corpus  Z maffae  M , ad motum progref-

f .vnm celeritate y fecundum direCtionem per illius centrum gravitatis tranfeun¬
tem aliunde determinatum , ad motum fecundum eandem vel oppojitam di¬
rectionem tempore  T continuo follicitet ; invenire tam Jpatium  S , quod a
corpore  Z intra tempus  T debebit conjici, quam celeritatem  C , quam illud
in fine temporis  T debebit habere.

Solutio.

1. Ob (332. 333. § .) quaerendum eft fpatiam S,  quod quaevis mini¬

ma corporis Z particula , ob vim invariabilem = :V -jjj- illam ad motuu»
continuo
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continuo follicitantem motu uniformiter accelerato vel retardato celeri¬
tateque y inchoato progrediens , intra tempus T percurreret, una cum
celeritate C, quam illa in fine temporis T deberet habere.

2. Si corpus Z a vi invariabiliV de quiete ad motum determinaretur,
continuoque tempore T follicitaretur; deberet quaevis minima ejus par¬
ticula motu uniformiter accelerato puro incedens (333- 338- 316. §.) fpa-

V V
tium := g i ^ conficere, et celeritatem — 3 g~fvf ^ ac<luirere-

3. Abfente vero omni vi V percurreret quaevis particula corporis Z
motu aequabili celeritate initiali y spatium yT intra tempus T (316.
265. 8-) .

4. Quare, fi direftio vis V .corpus Z ad motum continuo sollicitan¬
tis , eadem fit cum direftione celeritatis initialis y,  quo cafu motus pro-
greflivus corporis Z debet uniformiter accelerari (333. §.) ; percurret ob
(1) corpus Z tempore T sequens spatium S per (285. ,summae  spa¬
tiorum (2) (3) aequale, et habebit in fine ejusdem temporis sequentem
celeritatem C per .( 302. §.) aequalem summae celeritatis initialis y,  cele¬
ritatisque (2).

S = vT + g -̂ - T»; Ct = 7+ 2g -^ - T.

5. Si autem direftio vis invariabilis V corpus Z ad motum continuo
sollicitantis oppofita fit direftioni celeritatis y,  adeoque motus progrefli-
vus corporis Z uniformiter retardetur (333. §.) ; debebit ob (1) corpus
Z tempore T percurrere sequens spatium S per (286. § .) aequale.diffe¬
rentiae spatiorum (2) (3) , et sequentem celeritatem C in fine temporis T
habere, utpote aequalem differentiae celeritatis initialis y,  celeritatisque
(2) per (302. $.) .

s=*T-r -r T2'
344 . Corollarium  1,

Cum pro T< -——77- valor celeritatis C fit positivus, proT — -—X
V 2gV ni y  *  2gV

Vero fiat celeritas C= o , et pro T > -— 7- induat C valorem negativum2g v
(343- § ) > perfpicuum eft, motum corporis Z fecundum direftionem

celerita-
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celeritatis initialis y uniformiter retardatum iri , quamdiu fuerit tempus,
M 7

quo is duret , T < - rr ; durabit porro hic motus retardatus tempore
MV 2 S V JVl

T — - rr > intra quod corpus Z percurret spatium S = - (343.<S.) :
2gV H Mv - 4 &V

crefcente vero tempore ultra T: 2 g V progredietur corpus Z ob fo-

lam' vim V fecundum direftionem’ hujus vis oppofitam direftioni celerita¬

tis initialis y motu jam uniformiter accelerato (333. §.).

345 . Corollarium 2.

Si corpori gravi Z imprimatur determinata celeritas y fecundum di¬

rectionem verticalem verfus terrae fuperficiem , cum hoc cafu vis V, ipfutn

ad motum fecundum eandem direftionem deorfum continuo sollicitatura

debeat aequari ponderi ejusdem corporis ; erit V — M (338- §• 4. n.) :

altitudo ergo A , per quam corpus grave Z hoc cafu intra datum tem¬

pus T labetur , et celeritas C , quam in fine ejusdem temporis habebit,

erit per (343' § •)
A ~ yT + gT 2; C := y + 2gT.

346 . Corollarium 3.

Si vero corpori gravi Z imprimatur determinata celeritas y fecun¬

dum direftionem verticalem oppofitam direftioni gravitatis (42. §.) ; erit

nunc quoque V— >11 (34Z. § -) , corpusque Z afcendet quovis tempore T

per altitudinem A — yT —gT 2, et habebit in tine  ejusdem temporis T

celeritatem C^= y— 2gT (343. § .) , quae pro T ~ ~~ ~ 6et aequalis ni¬

hilo , quo ipfo per T — determinatur totum tempus afcenfus per

altitudinem A c= — : per hanc ergo altitudinem afcendet corpus Z

mota uniformiter retardato (274. §-) , tum labetur deorfum ob folam vim

gravitatis motu uniformiter accelerato puro (321. 274. §.) .

347 . Problema.

Data maffa M corporis  Q , quod a data vi variabili fecundum di¬

rectionem per ejus centrum gravitatis tranjeuntcm ad motum continuo ur¬

geatur , eoque momento, quo eadem vis in illud agere incipit , quiefcat» aut

ad motum prognjfvum determinata celeritate fecundum directionem vis im¬

pellentis , vq!  directionem ei oppofitam jam fit determinatum ; invejligare ce¬

leritatem , quam corpus  Q intra datum quodcunque tempus debebit acquirere.

Vtlttmcn II. S S O1U-
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Solutio.
1. Quidquid fit vis variabilis corpus Q ad motum continuo follici-

tans ; producet ea motum progrelfivum vel acceleratum, vel retardatum
(331. 332. 302. 268- §.) : quodfi ergo ab eo momento, quo illa in corpus
Q rigere incipiat , effluat tempus T, et celeritas corporis Q in fine hujus
temporis fit C ; neceffe eft, ut , fi tempus T crescat quocunque, tempus-
culo dT , celeritas C intra hoc tempusculum vel certum incrementum
AC capiat, vel decrementum aliquod AC patiatur.

2. Quacunque porro lege vis variabilis corpus Q impellens ad motum
durante motu mutetur , quomodocunqueea ergo tempore T crefcat vel
decrefcat, supponatur illa effe' := V in fine temporis T , crefcenteque
tempore T ternpusculo AT , hoc ipso tempusculo incrementum aliquod
AV capere, vel decrementum AV pati : quare erit V vis, quae initio
tempusculi AT aget in corpus Q; ea deinde toto hoc tempusculo cres¬
cet vel decrefcet, eritque V + AV vel := V — A V in fine ejusdem
tempusculi.

3. Si corpus Q toto tempusculo AT a vi invariabili V vel V + AV
aut V—AV  ad motum continuo sollicitaretur; incrementum vel decre¬
mentum celeritatis , quod illa hoc tempusculo produceret, esset aequale
celeritati, quam eadem vis corpus Q de quiete ad motum determinans et
tempusculo AT continuo foilicitans iutra hoc tempusculum generaret
(332. 303. §.) ; idem ergo incrementum vel decrementumefiet per (338 %■)V V+ AV V_ A v’2g~j\T vel 2g —iu- ^ T’ aut 2g —ivi — ^T*

4. Qucdfi jam vis corpus Q tempusculo AT ad motum continuo
impellens continuo crescat; erit illa quovis momeuto durante motu tem¬
pusculo AT m.ajor quam V et minor quam V+ AV per (2):  incremen¬
tum ergo vel decrementum celeritatis AC, quod ilia tempusculo AT pro¬
ducit (1) , debet efle majus incremento vel decremento, quod vis in va¬
riabilis = V , et iimul minus incremento vel decremento, quod vis iuva-
riabilis= V+ A V eodem tempusculo produceret. Quamobrera habebi¬
mus hoc casu per (3)

2gV 2gcy+ a ’-;)A C > AI AT et fimulAC<J
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5. Si autem vis corpus Q tempusculo AT continuo urgens continuo
decrefcat ; debebit ilia quovis momento durante motu tempusculo AT
minor efle quam V , et major quam V — A V per (2) : incrementum ita¬
que vel decrementum celeritatis AC , quod illa intra tempusculum AT
generat , erit minus incremento vel decremento , quod vis invariabilis — V,
et  majus incremento vel decremento , quod vis invariabilis — V — A V eo¬
dem tempusculo produceret . Quare ob (3) habebimus

2g (V— A V)
A C < 2 A T et fimul A C >

6. Leges , quibus vires variabiles poffunt crefcere durante motu et
decrescere , sunt numero infinitae polii biles (294 . §.) : efl autem impoffi-
bile motuui corporis Q ab ejusmodi vi pendentem perfe&e determinare,
nili noscatur lex, qua illa durante ' motu mutatur . Cogimur ergo supponere.
legem , qua vis variabilis V corpus Q ad motum continuo impellens , crescit
vel decrescit crescente tempore ' T , quo motus ab illa dependens durat , eo-
que ipso etiam funftionem temporis T eidem vi aequalem efle aflignabi-
lem , quo pro certis coefficientibus 1, m, n, etc . independentibus a tem¬
pusculo AT diiTerentia AV certae seriei 1 AT -{- mAT 2 +nAT 3-j- etc.
aequetur ( Vol. I. §. 84 )-

7. Hinc (4) (5) (6) fiet pro quovis cogitabili quantumlibet parvo
tempusculo AT

et fimul -f (!AT + mAT 2+ etc .) ;AC 2g V
AT ^ M

vel

et fimul ^ f - ( lAT + mAT 2+ etc .) ;AC ^ 2gV
AT 1 M

8- Ex his denique expressionibus obtinebimus per (Vol . I. § . 131.)
sequentem expreflionem exponentis rationis differentialis celeritatis C con-
fideratae inllar unius funflionis temporis variabilis T , qui , fi crescente

tempore decrefcat celeritas , cum lignis contrariis fumetur (Vol. I . § . 132.)

9. Ab hujus exponentis differentialis integratione , dependebit jam in¬
ventio celeritatis C debitae tempori T , quam facile perficies , fi antea

S 2
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vim V per certam fun&ionem vel temporis T , vel ipfius celeritatis C ex¬
primas: utroque enim cafu obtinebitur in (8) aequatio difterentialis intra
binas tantum variabiles, nimirum C et T. Ut vero pars conftans quaefiti
integralis per (Vol. I. § . 238 ) rite determinetur, attendendum eft ad ini¬
tium motus datae mafiae : ubi enim illa de quiete ad motum a data vi
fuerit determinata; debebit effe C= o pro T = o : fi vero ea eo momento,
quo a datavi urgeri incipit , aliunde fit ad motum celeritate y determinata;
erit C— y pro T = o.

Z48 - Problema.
Data fun &ione exprimente celeritatem  C , quam corpus motu progref-

fivo inaequabili incedens intra determinatum tempus  T acquirat; invenire
fpatium  S , quod illud hoc tempore conficiet.

Solutio.
1. Si tempus T , quo motus duret , crefcat quocunque tempusculo

AT ; debebit etiam fpatium S eo tempore percurfum crefcere aliquo
fpatiolo A S.

2. Celeritas vero C debita tempori T capiet tempusculo AT incre¬
mentum aliquod AC vel patietur decrementum AC , quo fiat, ut celeritas
corporis initio tempusculi AT fit C, eaque toto tempusculo AC crefcens vel
decrefcens in fine ejusdem tempusculi in C+ AC vel C— AC abeat.

Z. Quare, fi datum corpus incedat celeritate continuo crefcente; erit
fpatiolum AS , quod illud tempusculo AT conficit (i ) , majus fpatiolo
CAT , quod celeritate invariabili— C, et fimul minus fpatiolo (C+ AC)AT,
quod celeritate invariabili —C -pAC  tempusculo AT percurreretur
(265 . §.) , per (2) ob (257. § •) , id eft : erit femper

AS >CAT  et fimul A S < (C+ A C,-  A T.
4. Si autem datum corpus progrediatur celeritate continuo decref-

cente ; necefle eft , ut fpatiolum AS , quod illud tempusculo AT percur¬
rit (1) , fit minus fpatiolo CAT,  quod celeritate invariabili C, et majus
fpatiolo (C— AC) AT,  quod celeritate invariabili = C— AC intra tein-
pusculum AT conficeretur (265. § .) , ob (2) per (257 . H.) , id eft : erit
femper

AS < CAT et fimul AS > (C— AC) AT.
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5. Sed , quia celeritas C aequatur certae fun&ioni ipfius temporis T,
dari debent coefficientes 1, m, n, etc. independentes a AT , pro quibus fit
AC= 1AT + mAT2-f nAT 5+etc . (Vol, I. §. 84 ) ; habebimus ergo
in (3) (4)

-~ - > C et - ^ - < c -t- IAT -t. mA'T- -4-nAT- -i- etc. ;
vel

- £ Y - < C et ~ p- > C—1AT— mAT2—n AT3—etc.

6. Utroque cafu debebit itaque per (Vol . I . § . 131.) exponens ratio¬
nis difierentialis spatii S lpe&ati inftar unius funftionis temporis T effe

c S s= C « T.

7. Expreffa ergo celeritate C debita tempori T per certam funftionem
temporis T , aut spatii S, vel expreflo tempore per unam funftionem ce¬
leritatis C, aut spatii S , complectetur aequatio difierentialis eSr = CsT
duas tantum variabiles , ej usque integratio dabit spatium S per celerita¬
tem C vel tempus T.

349 . Corollarium 1.
In omni motu inaequabili progressivo , quo intra tempus T conficia¬

tur spatium S et generetur celeritas C , accepto tempore T pro variabili
absoluta (Vol . I. §. 4.) , quo fiat eT — i (Vol . I . § . 124.) , habebimus per
( 348- §■)

E S

eT — E eS eS  0
e T sT "" *

350 . Corollarium S.

In (348 § ) eft e T — J ■ : pro hoc valore in ( 347. § -) fubftituto
inveniemus sequentes formulas , quarum ope fubfidio calculi integralis
relatio inter spatium S motu inaequabili dependente a vi variabili V intra
quodcunque tempus confe&um et celeritatem C , quam mobile in fine ejus¬
dem temporis debet habere , poterit determinari , modo ipsa vis variabi¬
lis V per certam lunationem celeritatis C vel spatii S poffit exprimi.

CeC = -2£ - VeS.M
s 3 351. Co-
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351 . Corollarium z.
Et confiderato tempore T , quo vis variabilis V datam roaffam M fe¬

cundum direftionera per ejus centrum gaavitatis traufeuntem ad motum
continuo sollicitet , inftar variabilis absolutae (Vol . I. § . 4.) , per cujus
funftiones spatium S , celeritas C, et ipsa vis V debeant determinari;
obtinebimus ex (347. 349. §.) sequentem aequationem difTerentialem, ex
qua, '_ fi antea vis variabilis V per congruam fun&ionem temporis T ex-

. . . . . sS
pnmatur , ope primae integrationis quotiens seu exponens eS , et

ope fecundae integrationis ipsum spatium S poterit derivari.
2

vel sS = — - VeT *.

352 . Theorema.

Fig. Lr.. Datum quodctmque fyjlcma plurium majfarum A', B 1, C' , - - P'

(62 . Fig .) incedet eodem motu progrejfwo , Jeu fmgulae majjae  A 1, B1, C1,
_ - P' a totidem viribus  A , B, C, - P» iisdem maffis proportionalibus
ad motum fecundum direHiones  a A, bB, cC, -pP inter J 'e parallelas et

per illarum centra gravitatis tranfeuntes continuo follicitentur , / eu, illis
abfentibus, totum fyjlema ab unica  V aequali fummae virium  A , B, C, - P

' fecundum directionem  GV per centrum gravitatis fyjlematis traufeuntem et
parallelam direCtionibus virium  A , B, C, - - - P ad motum continuo ur¬
geatur.

Dem onfl ratio.

1. Poffibile eft , ut eo momento , quo datum fyflrema a datis viribus

wgeri incipit , totum fyftema vel quiescat , vel ad motum progredivum
certa celeritate 7 fecundum earundem virium directiones vel direftiones

illis oppofitas jam fit determinatum ( ziz . § .) .

2. Quodfi ergo fingulae madfae A1, B', C1, - - - P1 a totidem viribus
A, B. C, - - - P ad motum continuo follicitentur ; debebunt hae ejus¬
modi motus progredivos in madis A', B1, C1, - P1 producere , quales pro¬
ducerentur , fi , denotante m malTulam cujuslibet minimae particulae cu¬

jus vis maflae A1, B1, C’, - - - P1, quaevis minima particula mafiae A1 a
vi
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m
vi quaevis mattae B1 a vi B , quaevis mattae C' a v C•

_ n m , . „ .

m

quaevis mattae P' a vi P ad motum continuo foliicitaretur

(ZZt- § -) : cum igitur per hypothettm fit A :B = A’:B', AiCt ^ AcC 1,
B' C' p*

-A :P^ A':P>, adeoque B — A , C~ A—̂ ~ , -P = :A'- ^7 ;
perfpicuum eft , vires A, B, C, - P ejusmodi motus in mattis A1, B',
C1 -P 1 produ &uras, quales producerentur, fi quaevis minima particula

cujuslibet mattae a vi ~ A ad motum continuo urgeretur. Hinc et
ex ( i ) evidenter jam sequitur, motum totius fyftematis futurum progref-
_ , . . m m . m
fivum, qualem vires aequales A -— , A - j-q- , A — p,  etc . producerent, li
ab his , absentibus viribus A, B, C, — - P , fingulae minimae particulae
fingularum mattarumA1, B', C1, >- - - P' secundum dire&iones parallelas
directionibus aA , bB,cC, - pP,  ad motum continuo urgerentur
(3x8- §-)-

3. Si vero totum fyttema ab unica vi Vt= A+ B + C -|- b P
ad motum fecundum direftionem G V per centrum gravitatis ejusdem sy¬
stemati, transeuntem impellatur, quia totum fyttema inftar unius corporis
rigidi determinatae figurae, cujus matta aequetur summaeA’ -f B1+C l 4-
— - + f'1 mattarum illud conftituentium, poteft considerari (n8 - § ) j
producet vis V motum progrettivum, qualem, absente illa,  producerent
vires aequales minimas quasque particulas massarumA', B', C’, - - - P'
ad motum fecundum direttiones parallelas direftioni GV continuo solli¬
citantes , fi, denotante m massulam cujusvis particulae, quaevis earundem
virium aequalium esset = V

m (A + B + C+ - |- P)

A'+ ti'+ C + - p P (ZZi- §-) - vel

'A' + B1+ • C 14-f - P
) s  B 1 f l p > >
r = m QA+ A— -b — -s- ^A'ArJ

A’ + B‘+ C«+ - - + PI_
— A —

A1

ob B_ A - ~ , C _ A -~ -, - P —̂-A -^r , ut in (2) .

4. Utroque ergo catti (2) (z) , incedet totum fyttema tali motu pro-
grettivo , qualis locum haberet, fi fingulae minimae particulae fingularum
massarumA1, B1, C1, - P1 idem fyttema conftituentium a viribus aequa-

libus,
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libus , quarum quaevis fit — A ■£ - , fecundum diredtiones parallelas
ad motum continuo urgerentur , eoque momento , quo vires ejusmpdi
agere inciperent , illae particulae vel quiefcerent , vel celeritate y ad mo¬
tum fecundum easdem vel oppofitas diredtiones ob (i ) jam efient deter¬
minatae.

353 . Corollarium.
Omne corpus , fi illud in quascunque partes , quarum massae fint

A', B1, L' , - P1, mente refolvatur , poteft confiderari inftar unius fy-
ftematis plurium massarum ( 118- § ) : quodfi ergo datum corpus , vel
quiescens , vel ad motum progrc-ftivum celeritate y jam determinatum , ad
motum aut ab unica vi V aequali fummae virium A, B, C, - P fe¬
cundum diredtionem parallelam diredtioni celeritatis y et per centrum
gravitatis totius corporis tranfeuntem , vel a pluribus viribus A, B, C, —
— P continuo urgeatur , quae totidem corporis partes A’, B‘, C‘,- P‘
fecundum diredtiones per illarum centra gravitatis transeuntes et diredtioni
celeritatis y parallelas ad motum continuo impellant , atque inter fe fint
ut massae A1, B‘ C1, - - - P1; debebit totum corpus utroque cafu eodem
motu progressivo incedere ( 352. §.) .

Scholion.

Inter omnes possibiles massarum motus fimpliciflimus eft motus pro¬
gressivus , cujus palmares proprietates in praecedentibus exposuimus : ve¬
rum , quia ad illius principia determinatio omnium aliorum motuum poteft
revocari , plurimum intereft , et vim illorum , et ufum quam diftindtiflime
habere perfpedtum . Eapropter subjungam exempla aliquot , ufum praece¬
dentis theoriae illuftratura , quo melius tyrones ad adplicationes , quales
per decursum horum opusculorum explanabuntur , polilnt praeparari.

354 . Problema.

Fig. 6z. Tata maffd  M (63. Fig .) determinatur de quiete ad motum a vi varia¬
bili  V fecundum dire?tionem  G A per ejus centrum gravitatis  G traujeun-
tem, ab eademque tempore  T continuo urgetur ; cognita fundUone celeritatis
C tempori  T debitae , per quam vim V exprimere liceat; determinare mo¬
tum maJTae  M.

Solutio.
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1. Clarum eft, maffam M motu progrefiivo fecundum dire&ionem GA
inceffuram ( ZZi- § -) > cujus determinatio exigit , ut et celeritas C, quam
illa intra datum quodcunque tempus T acquirat, et fpatium S definiatur,
quod intra idem tempus debeat conficere.

2. Vis malfamM ad motum continuo sollicitans crefcit continuo vel
decrefcit , ita ut in fine temporis T determinatae fit magnitudinis, quam,
per hypothefim , determinata fun&io V celeritatis C intra idem tempus
genitae debebit exprimere. Quodfi ergo hanc fun&ionem loco V ia

(347 - $ •) fubftituas , compleftetur aquatio differentialis sC — — ^ - eT

binas tantum variabiles C et T , quae feparatae dabunt B j- ;

igitur integrando invenies aequationem^ - ŷ- — - j— T , per quam re¬
latio inter celeritatem C et tempus T perfe&e determinabitur.

z . Per (2) poterit inveftigari celeritas C tempori T debita: fi illa de¬
terminetur per quamcunquefun&ionem temporis T, fubliituta hac funftio-
ne loco C in (Z48>§.) , obtinebitur nova aequatio differentialis eS = CsT
inter variabiles S et T separatas, cujus integratio dabit fpatiumS—/C e T
intra tempus T percurrendum.

4. Et fi fpatium S per celeritatem C determinare cupias, independen-
ter a tempore T ; funftio V vim impellentem per C exprimens fubftitua-

tur in (350. §.) : invenietur enim aequatio differentialis — ~~ eS

inter duas tantum variabiles C, S , cujus proinde integratio dabitS per C.

5. Dum vis impellens maffam M fecundum direftionem G A conti¬
nuo crefcit , motus progredivus maflae M continuo acceleratur: ad, fi vis
illa continuo decrefcat, fieri poted , ut ea aliquando penitus evanefcat,
quo cafu motus maffae M initio accelerabitur, tum convertetur in aequa¬
bilem, illa determinata celeritate C, quam mafla M eo momento habue¬
rit , quo vis impellens evanuerit (293. § .). M >tus aequabilis maffae AT,
cognita celeritate C, qua is perficiatur, per (265. 266 . §.) facillime pote¬
rit determinari: quamobrem, quia per hypothefim datur funftio celerita¬
tis C vim impellentem V exprimens, ponatur haec fun&io aequaiis nihilo,

Volumen II.  T et
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et ex aequatione V — o quaeratur valor pro C: hac enim ratione definie¬
tur celeritas conflans C, qua data mafla M poft certum tempus aeq.uabi-
liter progredietur. Si vero et tempus hoc , et spatium intra illud percur¬
sum nolle cupias; quaerantur aequationes indeterminatae inter C et T,
S et T per (2) ( 3) : fi enim in prima aequatione loco C fubftituas celeri¬
tatem conflantem derivatam ex aequatione V — 0 ; obtinebis tempus T,.
intra quod illa generatur: et fi hoc ipsum tempus fubitituas in fecunda
aequatione inter S et T ; invenies spatium S eodem tempore percursum-

E x e mpIum,
Majfa  M ~ rcoo tfi determinatur ^de quiete ad motum a 1n variabili

n t=  go  tf) , quae continuo decrefcens eodem tempore et celeritatem y — 6
pedibus producat , et decrementum  d .r= iotK patiatur ; ', decrementa vero,,
quae ipfa intra quaevis duo tempora ab initio motus computata patiatur,
Juit inter fe in ratione dire&a celeritatum iisdem temporibus genitarum.

I. Sit C celeritas quocunque tempore T produfta , et D decremen¬
tum, quod vis initialis u intra hoc tempus patiatur; erit per hypothefinv

y :C= rd:D, hinc D = - ^ — •1

Quamobrem vis , qua maffa M in fine temporis T ad motum fecun¬
dum direftionem GA urgebitur, erit aequalis vi initiali u imminutae de¬
cremento D , nimirum

Vs= a— dC
y

100 i£
3 tfi.

If. Hoc jam valore fubftituto in ( 347. § .) obtinebimus aequationem'
differentialem hanc ;

sC -tK— r -> feu - 2g= —y y ' U 7— dG y M
Integrando ergo per (Vol . I. 252. §.) inveniemus

Conft 2 - i.g(„ - dc,= ^ - r.
Cum autem malli» M de quiete ad motum determinata fit , adeoque

pro 1 —0 etiam. C;= o efte debeat; debebit conftans per (Vol. l . § . 238O ex
aequa-
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aequatione Confl- loguy = o determinari , nimirum Conflt= -~
logay ; confequenter erit

-i - logor - -i - log (av - dC) =

adeoque log — ^ = T.
u y

•2 gd

l °g,

uy — d C
Porro fiet

uy 2gdT
’u y — d C y M

Igitur pro bafi e logarithmorum naturalium obtinebimus

uy
ug

y M=r ed C
et hinc fit

u y a-K-d T

2 £ d T
de r M

(eyM _jJ.

Si vero M,y,d  per numeros datos exprimas, et loco g numerum
juxta (Z2Z. §.) fubftituas, habebis

T =

C—  -

12
0,625

60

log
60

60 —C '
0,625

■( • -00.6-; .
e 13

Nimirum data celeritate C invenietur tempus T , quo illa fit pro-
dufta , et dato tempore T definietur celeritas C, fumto pro e valore
juxta (Vol. I. §. 42,).

III. Pro eadem funftione celeritatis C vim V in ( i) exprimente ob¬
tinebimus per (350. §.)

r r — f dCCeC= ■ l u — —
IVI \ y

_ My CeC
) - 8;? ergo erit

2g uy — d C
T 2 Integra-
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S=

Integratio autem dabit
l\Iy

2g d2 dC — uytog (uy — dC )^ -f Conft.

Cum vero initia motus pro C= o debeat efle etiam S= o ;. inve¬
nietur valor conflantis per (Vol. I . §. 238.) » nimirum

M y
(gd 2 •. u y log u y 4- Conft ;

et Conft My
uy log uy.2gd 2

Quamobrem debet efle
My

2gd 2
fuy log — - ii C VV. uy — dL J

Et fi pro M, y,  g , d,  ut in (11) fubftituantur numeri , invenietur pro
S fequens exprefliot

IV- Verum vis variabilis V — u- fiet pro C= - ^ - = 6o ped*.
aequalis nihilo in (1) : mafla M incedet ergo motu accelerato , quamdin

d C uy
fuerit —- < u , hinc C < —- — seu C < 6a ped. ;. pro quavis ejus¬
modi celeritate invenietur et tempus T , quo illa fit genita , per (II) , et
spatium S intra idem tempus percursum per (111) . Utprimum autem
mafla M celeritatem . C= 6oped . acquifiverit ;. progredietur illa hac bele-
ritate motu perpetuo aequabili , quovis tempore t confertura fpatiqm
C t = 6ot ped. Si tempus T quaeras , intra quod celeritas haec conflans
C= 6oped . acquiritur , et spatium S, quod intra idem tempus percurritur,
cum pro hac celeritate fiat

log — *°§ 6° — log (6o — C) = Iog6o;

debebit efle per (II) (III)
12 „ _ 144log 6c 1 S0,625 P 0,125

Et pro log nat 60 = 4,094344 etc . fiet
T = 78,6‘i ; S = 3564,4 ped. j

(log 6a — i ).

Quam.
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Quamobrem , fi petatur -fpatium. S1, quod maffa M intra quodcunque

tempus T l ab initio motus computatum debeat percurrere » exiitente

1 *> 78-6" , puta TI:= 7&6,I +t ; debebit poni
S1—3 564,6 + 601 ped.

355 . Problema.

Data maffa  M (63. Fig .) quiefcens a vi variabili  V fecundum direUio- Fl"S-63

nem  G A per ejus centrum gravitatis  G tranfeuntem et determinatur ad mo¬

tum , et continuo follicitatur ; eft autem vis  V ejusmodi , ut illa per certam

functionem temporis , quo motus durat , perfeSe pofjit exprimi : determinare:

motum majfat  M.
S0 1uti a.

1. MaffaM Incedet nunc quoque moto progrefllvo fecundum direftio-

nem GA (331. §.) , a(* cujus completam determinationem fufficiet et cele¬

ritatem C, quam data maffa M intra datum tempus T acquirat , et spa¬

tium S invefiigare , quod illa eodem tempore percurrat.

2. Cum jam vis V, qua maffa M in fine dati cujuscunque tem¬

poris T ad motum urgetur , per certam funfti <?nem hujus tqmporis pofft

exprimi ; fubftituatur haec fun&io loco V in (347. §.) ; complectetur ae¬

quatio differentiatis eC~ —V s T binas tantum variabiles C et T fe-

paratas , eoque ipso poterit ope calculi integralis determinari celeritas C

intra tempus T producenda.

3. Si porro funttionem temporis T exprimentem celeritatem C eo¬

dem  tempore productam , quam juxta (2) determinare licuerit , in (348-8 -)

substituas ; obtinebis novam aequationem diiYerentialem —CeT  inter

duas variabiles S , T , ex qua ope calculi integralis invenietur spatium S

tempore T percurrendum.

4. Si confiet , vim maffim M ad motum urgentem crelcente tempo¬
re T continuo decrescere ; ponatur fun&io V temporis T vim, qua maffa

M in fine ejusdem temporis urgetur , per hypotheffm exprimens aequalis

nihilo , et ex aequatione V ~ o eruatur valor temporis T : valor enim

ifte determinabit tempus T , quo elapso vis maffam M ad motum follici-

tans penitus evanescet ; consequenter progredietur poft hoc tempus maffa

M motu perpetuo aequabili illa determinata celeritate C, quae intra idem
T Z tempus
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tempus fuerit genita, atque hanc conflantem celeritatem derivabis ex ae¬
quatione integrali inter C et T in (2) inventa, fi valorem exaequatione
V— o erutum loco T in illa fubflituas; eodem autem valore loco T fub-
ftituto in aequatione integrali inter S et T in (3) inventa, definietur fpa-
tium S , quod durante motu accelerato eodem tempore maffa M debet
conficere.

Exemplum.
MaJJa  IVT.— icoo Ifi impellatur admotum a vi  u ~ rco continuo' de-

trefcente, ita ut illa primo minuto fecundo patiatur decrementum  d = 2offi
et decrementa intra duo quaecunque tempora ab initio motus computata fiat
inter Je ut radices quadratae temporum.

1. Pro decrementô D, quod vis u intra tempus T patiatur, erit
d : D.  dT 2: vis, qua maffa M in fine temporis T urge¬

bitur , erit ergo x
V = U—dT2= ico — 20 T2

2. Hinc ( r) per (347- §.) obtinebimus celeritatem C, quam malla M
intra datum .quodcunque tempus T acquiret , ut fequitur.

dT " ST

^uT — fdT ^ 1= 0,3125 ^ioT '— f-T 1̂ .

3. Et pro hac celeritatis exprefiione inveniemus per (348. §>) fpa-
tium S, quod intra tempus T debet confici, nimirum hoc modo.

) = 0,0625£

U2,
4. Pro V —o in (1) fit T ~ —j—: maffa M debebit ergo progredi

motu perpetuo aequabili, utprimum ab initio motus effluxerit tempus

Celeritas,
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Celeritas , quam intra hoe tempus acquiret , et fpatium , quod eo¬
dem tempore percurret , flet ergo ob (2) (3)

r
C~ o,3i25 ^ 10 . 25 — F . 25^ — 26,042 ped.

8 — 0,062 ; ( 25 . 252— »25^) — 4555,292 ped.

5. Nalfa M incipiet itaque progredi fecundum direftionem G A mota
accelerato , intra quodvis tempus T celeritatem C per (2)  acquifitura , et
fpatium S per (3) determinabile percurfura : verum motus hic non niii 25
minutis fecundis durabit , pofl: quae erit motus maffae M perpetuo aequa¬
bilis , celeritate C= 26,042 ped. perficiendus (4). Spatium ergo , quod
malla M, poftquam ejus motus fuerit aequabilis , quovis tempore t percur¬
ret ; eft Ct ~ 26,042t : fi autem quaeratur fpatium quocunque tempore
T = 25 II+ t ab initio motus computato percurrendum : cum primis 25
minutis fecundis motu accelerato conficiatur fpatium 8 ^ : 4557,292 ped. j
erit illud fpatium = 45 57,292 + 26,042 t ped.

DISSER-



Fig. 64.

DISSERTATIO X.
DE

LAPSU CORPORUM GRAVIU M PER PLANA INCLINATA
ET LINEAS CURVAS.

356 . Definitio.

Planum inclinatum  FGH (64. Fig.) vocatur , quod plano horizontali DE
<44. § ) fub angulo acuto occurrit. Tertium planum idque verticale,
confequenter perpendiculare ad planum horizontale DE (44. §.) , fecet
tam hoc planum in IK , quam planum inclinatum in AC , fic ut illud fit
quoque perpendiculare ad communem interfe&iouem G H planorum incli¬
nati FG €t horizontalis DE ; deinde demittatur ex A ad planum hori¬
zontale perpendicularis AB , quae intcrfeftioni i K in punfto B debebit
occurrere: hac ratione obtinebitur in eodem plano verticali triangulum
re&angulum ABC,  complectens Angulum inclinationis ACB, Longitudi¬
nem  A C, Altitudinem AB,  et Bafitn  B C, plani inclinati FG.

3 ; 7. Corollarium,
Pro angulo Inclinationis ACB = «, longitudine AC — 1, altitudine

AB — a , et bafi BC — b dati plani inclinati FG , erit (356. §.)
a Cof x — b Sin x;  a — 1Sin « ; b — 1 Cof x.

Scholi on.

Praecipui calus, qui in defcenfu -corporum gravium per plana incli¬
nata poffunt occurrere, in eo confiftunt, quod corpus per planum, super
quo jacet , aut motu lubricationis, aut motu rotationis descendat: prio¬
rem motum concipiet e. gr. corpus figurae cubicae, pofteriorem autem
corpus figurae sphaericae. In praesenti dissertatione solum motum lubri¬
cationis confiderare»«jusque genefim et naturam exponere confiituimus,
ab omnibus hujus motus obftaculis, ut e. gr. eft adfrictus et aeris refifteu-
tia , mentem abftra&uri.

358 - Pro-
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358 . Problema.
Dato angulo inclinationisz=-oi, datoque pondere  P corporis  u xy fu-

per plano inclinato  FG jacentis; invenire vim ipjum ad defcenfum follici-
tantem,

Solutio.
1. Cogitetur per centrum gravitatis c corporis uxy duci planum

verticale, a quo fecetur planum .horizontale Di£ in IK , et inclinatum
FG in AC , fic ut illud fit fimul perpendiculare ad communem inter-
fedtionem HG plani inclinati et horizontalis; necefie eft, ut , fi ex A
demittatur perpendiculum AB ad planum horizontale , et ex centro gra¬
vitatis c corporis uxy ducatur cb perpendicularis ad planum inclinatum
FG , linea item verticalis ca (42. § ) , lineae cb , ca , et triangulum ABC
in eodem plano verticali jaceant , triangulumqueABC ad B redtangulum
angulum inclinationis, longitudinem, altitudinem, et bafim plani inclinati
compledtatur (356. §.). Ducatur demum in eodem plano verticali redta
cd parallela plano inclinato, adeoque perpendicularis ad cb ; erit angulus
bea aequalis angulo inclinationis « —ACB , et dea illius complemen¬
tum ad rectum (356. §.).

2. Corpus jam uxy urgetur a gravitate ad defcenfum fecundum di¬
rectionem verticalem (42. §.) eadem prorfus ratione, qua illud omni gra¬
vitate deftitutum a vi ejus ponderi P aequali urgeretur, fi haec diredtione
verticali ca immediate in centrum gravitatis c ageret ( 148- 331. §•) :
quare, cum vis P in punctum c agens directione ca , ob angulum
bea —0- et illius complementum dea ad redtum (1) , in duas vires poifit
refolvi, quarum una := PCof « agat diredtione cb perpendiculari ad pla¬
num inclinatum FG ( 1) et altera £= PSino; diredtione cd parallela plano
inclinato (1) per (nz . §.) ; clarum eft, ab his folis viribus depfcndere
defcenfum corporis uxy.

3. Verum, quia planum FG , et rigidum per hypothefim (60. § ) et
immobile, totam adtionem vis := PCofa diredtione perpendiculari cb
centrum gravitatis c maffae uxy verfus illud prementis fuftinet; perfpi-
cuum eft, hanc vim nullum abfolute motum poffe producere: in deter¬
minatione motus maliae uxy fuper plano inclinato FG fufficiet ergo fup-
ponere, praeter vim ;= PSina centrum gravitatis c diredtione cd paral¬
lela plano inclinato, et in eodem plano verticali jacente, in quo jacet

/ 0lutncn II.  U redtan-
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re&angulum ABC altitudinem, longitudinem, angnlumque inclinationis
plani inclinati comple&ens, urgentem , nihil efle, quod in motum maiTae
uxy quaqua ratione influat (2) ( i ).

359 . Corollarium 1.
Motus corporis uxy vi fuae gravitatis per planum inclinatum FG

defcendentis erit progreffivus, quo lingula ejus punfta fecundum directio¬
nes inter fe et plano inclinato parallelas promovebuntur (ZZZ. ZZl. §.).

360.  Corollarium 2.
Centrum gravitatis c corporis uxy,  ubicunque hoc jaceat fuperplano

inclinato FG, sollicitatur ad motum a vi invariabili = PSin« per pondus P
ejusdem corporis et angulum inclinationis a dati plani inclinati determi¬
nata (294. §.) : motus progrellivus, quo corpus uxy per planum FG de¬
scendere cogitur 1.359-8 ) - debet ergo uniformiter accelerari (zzz. §■).

361.  Corollarium z.
Si in plano verticali tranfeunte per centrum gravitatis c corporis

uxy,  in quo jacent reftae cb , ca , cd , et rettangulum ABC (358 §.
I . n ) , refta cd utrinque produci cogitetur ; debebit illa occurrere per¬
pendiculo AB produ6to in A1, ereCtoque ad BC perpendiculo CC' —
AA ' = BB' ; erit re&angulum AIB' CI fimile et aequale rechmgulo ABC,
in cujus hypotbenufa A' C' centrum gravitatis c corporis uxy per pla-
Dum FG defcendentis debet moveri (358 §• Z. n.) .

362.  Corollarium q.
Spatium, quod centrum gravitatis c corporis uxy per planum in¬

clinatum FG defcendentis tempore quocunque conficiat, dabit spatium,
quod ipfum corpus uxy eodem tempore percurret ; et celeritas, quam
centrum gravitatis c illo tempore acquifiverit, dabit celeritatem corporis
uxy intra idem tempus genitam (359. 316. § ) : in determinatione motus
corporis gravis uxy per planum inclinatum FG defcendentis licebir ergo
iplum corpus instar unius punisti gravis c confiderare, quod per hypotlienu-
fam recstangnliA1 B' C1 angulum inclinationis A1 C1 B’ = ACB,  longi¬
tudinem A11 1~ AC , altitudinem A1 B1— A B, et baHmB1 C*= BC
plani inclinati compleftentis , cogatur descendere(361. 358. 1. n.).

363 . Co?
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363 . Corollarium 5.
Ut vero omni cafu motus corporis uxy fuper plano inclinato rite

determinetur , supponatur id omnis gravitatis effe expers , et a vi = P Sin x,
per pondus P ejus massae proportionale et angulum inclinationis x dati
plani determinata , ad motum fecundum diredtionem per ipsius centrum
gravitatis transeuntem atque longitudini plani inclinati parallelam conti¬
nuo sollicitari (z; 8- §• 3- "-)>

364 . Corollarium . 6,
Ex (360. 275. 281. 282. § .) generatim sequitur , spatia , quae a cor¬

pore gravi per planum inclinatum de quiete descendente diversis tempo-
ribus ab initio descensus computatis percurruntur , effe inter (e , ut qua-
drata eorundem temporum , celeritatumque intra haec tempora genitarum;
ipsas vero celeritates effe inter fe in ratione fimplici diredla temporum.

365 . Problema.
Si corpus grave in puncto  f plani inclinati  ABC exijlens (362 . § .) Fig, 65.

dejcenfum verjus  C celeritate y inchoet; invenire fpatium  s , quod illud dato
tempore  t percurret , et celeritatem  c , quam in fine temporis  t habebit.

Solutio.
Sit P pondus corporis et maffa ei proportionalis ( 52. §.) , angulus

autem inclinationis fit a = ACB ; erit ob (363. § ■) per (343. §. 4. n.) .
P Sin x

c = y + 2g

debet ergo effe

s ~ yt + gt 2 Sin x\ c “ y + 2gt  Sin *.

366 , Corollarium 1.
Si quaeratur tempus t , intra quod corpus in punfto f plani incli¬

nat ! exiftens , defcenfumque celeritate y inchoans datum fpatium s= zfC
percurret , et celeritas c , quam illud in pundlo C habeat ; erit per
( 365. §•)

t _. /UgsSintt + y2) — y
~~  2 g Sin x ; c = ^ (4gsSin « + y2).

U 2 367. Co«
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367.  Corollarium 2.
Ponamus autem corpus grave exiftens in punfta f plani inclinati

defcenfum per spatium fC — s inchoare celeritate 7 debita altitudini Ak
determinatae per parallelam fk bafi BC r et quaeri tam tempus t defcen-
fus per spatium fC , quam celeritatem corporis in punfto C : cum hoc
cafu Iit 7= 2/ g . Ak per (320. «-) , et Sin « := Sin A CB = Sin A fk =Ak Bk
‘“'A'f ‘~ Tu —*  “ a^e^ mus  oi » (366. §.)

Bk

t — -
/( 4 S - fC . — + 4g . Ak ) — 2/g . Ak

2 gSll ) X

c= / (4g -fC.
Bk

+ 4 S■Ak) ;l t,

adeoque erit
/AC — /Ak . , A „t — — —- - - ; et c— 2/g . AC,iin * . "

363 . Corollarium 3»
Si corpus grave suum defcenfum per planum Inclinatum de quiete

inchoet, erit 7= 0 in (365. §.) r et Sin* = r-p - (357- S) : datis erS° an*
gulo inclinationis «—AC B, longitudine 1=AC , et altitudine a— AB
plani inclinati, poterit determinari tam spatium s , quod corpus grave de
quiete defeendens per planum inciinatum quovis dato tempore t ab initio
defcenfus computato conficiet, et celeritas c , quam eodem tempore ac¬
quiret , nimirum per (365. H.).

_ _ _c:_ 2gatss= g t2 Sinx: c c= 2gtSin«

369 . Corolla rium  4.
Tempus t , intra quod corpus grave per planum inclinatum de qniete

defeendens datum spatium s conficiet, celeritatemque c acquiret, erit
per (368. §0-

ga

t—

g Sin x
c

2gSin * aga
! c

370 . Co-
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370.  Corollarium 5.
Ex (369. 368- § } nafcentur porra fequentes formulae, quarum prior

dabit spatium s acorpore gravi per planum inclinatum de quiete defcendente
conficiendum, ut illud datam celeritatem c acquirat; pofterior autem dabit
celeritatem c, quam idem corpus descendens per datum fpatiums acquiret.

cz _ 1 ca
— 4gMn « 4ga

e —r / gsSin * = 2y ^ ~ — • »

371 . Corollarium  6.
Si duo corpora gravia de quiete descendant per duo plana inclinata,

quorum anguli inclinationis fint cc, a 1; erunt spatias, s1 eodem tempore T
percursa, et celeritates c, c’ intra idem tempus acquilitae inter fe ut finus
angulorum inclinationis: erit enim per (36̂ §.)

s= gT zSina ; s' — gT 2Sin«' ;
c— 2gTSin « j c '—2gT 8in :
igitur s :s':= Sin ce:  Sinx' z=  c; c*.

372. Corollarium 7.
Tempora t,t,  Intra quae duo corpora gravia per integras longitudi¬

nes 1, L duorum planorum inclinatorum, altitudines a , A habentium, de
quiete descendant; erunt inter fe, ut longitudines divifae per radices qua¬
dratas altitudinum, nimirum per (369. §.)

Vga T

igitur t :T:

T:

1

. /zlt . .
V U-A8-

L
I • /A

373 . Corollarium  8-
Tempora t, T delcenfus duorum corporum gravium per integras lon¬

gitudines duorum planorum inclinatorum ejusdem altitudinis a— A,  vel
ejusdem longitudinis l= L,  erunt inter fe ut ipfae longitudines cafu pri¬
mo , vel in ratione inversa radicum quadraticarum ipsarum altitudinum
cafu altero, feu erit (372. § }

t : T — 1: 1, pro a — A;
— pro 1= L,

- U z 374 . Co»
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374.  Corollarium 9.
Theoria motus corporum gravium per plana inclinata defcendentium

poteft servire ad inveftigandam altitudinem g , per quam corpora gravia
de quiete iibere labentia primo minuto secundo decidant ( 325. § ) . Tempus
enim defcenfu -i corporis gravis per totam longitudinem s1 dati plani incli¬
nati eft t = »/ —r : (Z69. §.) : hoc ergo erit eo majus , nroinde eo» A jin x J
facilius accuratiusque poterit illud obfervari , quo major fuerit longitudo 1
plani inclinati , quove minor fuerit angulus inclinationis x.  Qnamobrem,
fi cor.ftruatur planum inclinatum notabilis longitudinis I et parvae altitu¬
dinis , ut eo minor fit angu 'us inclinationis , tum observetur tempus t,
intra quod grave aliquod corpusculum per totam longitudinem 1 defcen-
dat ; invenietur g = ■

Scholton.
Indubium eft , facilius obfervari tempus t defcenfus corpusculi gravis

per longitudinem plani inclinati , quam tempus liberi lapfus per certam
altitudinem (327. §.) : certum porro ed , quod , fi superficies plani incli¬
nati probe laevigata fit , et corpusculum grave fuper illo defcendens figu¬
ram sphaericam habeat , adeo exigua fit futura relidentia 'ab adfriftu pen¬
dens , ut ilia penitus contemni queat : verum femper aderunt alia motus
obdacula (e. gr. aeris residentia ) , ob quae alia , hac accuratior, . methodus
invedigandi altitudinem g merito desiderabitur.

375 . Theorema.
Tempus defcenfus corporis gravis per totam longitudinem 1 dati plani

inclinati ejl ad tempus liberi lapfus per altitudinem  a ejusdem plani , ficui
longitudo  1 ad altitudinem  a.

Demo nftratio.
Si corpus tempore T descendat per totam longitudinem se = l plani

inclinati , vel tempore t per illius altitudinem a libere labatur ; erit

Per ^69 . §-) ;

t ~ \f Per (326 §.) :

«deoque erit - ; ./ —- esi :*.V ag ' V g
376 . The 0-
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376 . Theorema.
Celeritas, quam corpus grave per totam longitudinem1 plani inclinati

de quiete defeendens potejl acquirere, aequatur celeritati debitae altitudine  a
ejusdem plani  1,329. §.).

D e m o n Hrat i 0.
Celeritas in defcenlu per totam longitudinem l ~ s dati plani incli¬

nati acquifita eritc ~ 2/ ”ga (37o. %.) : haec ipfa vero celeritas debetur
altitudini a ejusdem plani inclinati (329. §.) .

377 . Theorema.
Si  fe ad longitudinem AC perpendicularis occurrat altitudini ATI plani

inclinati productae in  e ; debebit corpus grave in A exijlens eodem tempore
per partem Af plani inclinati dejeendere, quo tempore illud libero_lapftt
altitudinem A e percurreret.

Demonflratio.

1. Tempus per Afeft t" ^ -
lapfus per altitudinem A e debet eiTe T

2. Sed in triangulis , ad B, f reftang
Afe eft AB : AC = Af : A e : debet erAfe eft AB : AC = Af : Ae : debet ergo effe A e —
tr = T in ( i ) .

378 - Corollarium 1.
Dufta ad punctum infimum C perpendiculari h C ad longitudinem

plani inclinati AC , quae ejus altitudini AB productae in h occurrat;
erit tempus defcenfus corporis gravis per totam longitudinem A C plani
inclinati aequale tempori liberi lapfus per altitudinem A h (3TT- §•)•

379 . Corollarium 2.
Cum chordae AC, Ch (66 . Fig .) infiftentes diametro Ah dati circuli Fig. 66-

fint ad invicem perpendiculares; patet, cur corpus grave eodem tempore
per datam quamcunque chordam A C circuli fitum verticalem habentis
debeat descendere, quo illud libere labens per diametrum verticalem A
ejusdem circuli dec>deret (378 - § ) - diameter verticalis Ah , et omne*
chordae A a , A b. Ac , fi per illas totidem corpora gravia descendunt, per¬
curremur eodem tempore, id eft, erunt Jpatia injochrona. ^ n

380.  Pro-
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380 . Problema.

Corpori gravi in puncto infimo C plani inclinati  ABC (65. Fig .) exi-

Jlenti imprejfia Jit celeritas  7 , qua illud fecundum direStionem parallelam plano
inclinato  AC per idem planum motu progrejjtvo vetjus  A cogatur a/cendere:
invenire / patiunt  s £= Cf dato tempore t confidendum, et celeritatem c, quam
idem corpus in fine temporis t in puncto  f plani inclinati habebit.

Solutio.

Si P fit et pondus et ei proportionalis mafla corporis gravis (52. §.) ;
debebit effe ob (z6z . §.) per ( 343. §.)

P Sin cc P Sin a
ss = yfc— g - p- 12; cc= r — 2g - - -1:

ergo s= yt — gt 2 Sina ; c “ y— 2gtSin «.

381 . Corollarium 1.
Tempus t , quo corpus grave motu celeritate y in C inchoato per

partem s = Cf plani inclinati AC afCtendet, et celeritas c , quam in f
habebit , invenietur ex (380. § .) , ut sequitur:

t~• _ y — \f (y 2— 4 g s Sin a)
2 g Sin a

c= / (y2—4gsSina ).

382 . Corollarium a.

Afcenfus corporis gravis per planum inclinatum C A in C celeritate y
inchoatus fiet celeritate c continuo decrescente ( 380. § .) ; ubi haec eva¬
nuerit , corpus vi suae gravitatis defeendere incipiet . Fiet vero celeritas

c = o pro t — - ^ - (380. § .) , et pro hoc valore temporis t erit
, 2 g Sin a . . .

S'— - i- ( 38° - 3-) : afcenfus ergo in C celeritate y inchoatus dura-
4 g S‘n* y y 2

bit tempore feu per fpatium s = Cf= --gl — ■•

383 . Problema.

Punftum mobile  P progrediens in recta  DA (67. Fig .) in  A celeritate  C

praeditum cogitur motum in recta  AB ad priorem fub dato angulo  B AE
— a. inclinata continuare ; invenire celeritatem, qua illud in A hunc mo¬
tum inchoabit.

Solutio.
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Solutio.

161

1. Punftum P exiftens in A talem habet per hypothefim celerita¬
tem C , qua illud , abfente omni caufa ejus motum turbante , proximo
minuto fecundo vi folius inertiae certum spatiolum Ab motu aequabili
percurreret (271. 292. §.) , adeoque , dufto ba ad AB perpendiculo , ad
distantiam ab a refta AB , et ad distantiam A a a punfto A promovere¬
tur : quare cum primum refta immobilis AB , in qua punftum P in A
exiftens motum continuare cogitur , penitus impediat ; manifestum est,
punftum mobile P per celer tatem C in  A fic este ad motum determinatum,
ut illud vi folius inertiae spatiolum A a proximo minuto fecundo motu
aequabili fuper refta AB deberet conficere.

2. Quamobrem , dum punftum P eam celeritatem C fecundum di-
reftionem A E habet , qua illud motu aequabili spatiolum Ab proximo
minuto fecundo percurreret ; censendum est punftum P talem habere ce¬
leritatem fecundum novam direftionem AB , qua illud motu aequabili
spatiolum A a— A b Cof B AE = A b Cofa proximo minuto fecundo confi¬
ceret ( 1) , id est : pro celeritate C= Ab  fecundum direftionem A E ha¬
bebit punftum P in A celeritatem cn= Aa = CCof « , qua illud motum di-
reftione AB debebit inchoare <264. 271. §.) .

384 . Corollarium  1.

Si punftum mobile P celeritate C incedat in refta DA motu aequa¬
bili , et in A cogatur fuper refta AB fub dato angulo a “ BAE  ad DA
inclinata motum continuare ; progredietur illud fecundum direftionem AB
motu pariter aequabili celeritate c — GOof« eo majore , quo minor fuerit
angulus inclinationis a “ BAE (Z8Z §-) : erit autem haec celeritas , ob
Cof « ~ i,  femper minor celeritate C , decrementumque celeritatis ob
curvedinem viae DAB in punfto A erit —C — CCofa = CSinv *.

385 . .Corollarium  2.
Punftum mobile P ia A ad motum aequabilem fecundum direftio - Fig. 6g.

nem A a celeritate y determinatum (68. Eig.) cogatur moveri in linea
ABCDEFGH  ex reftis AB,  BC, - GH numero quocunque n com-
pofita , quarum quaevis ad proxime praecedentem fub determinato angulo

A B ;= bBC — cCD = d DE “ eEFr= fFG — gGH  Lt inclinata:
progredietur punftum P per AB celeritate =ryCof « , et decrementum

yolnntn II.  X celeri-
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celeritatis ob angulum in A erit “ ySinva ; adeoque incedet idem
punftum per B C celeritate = yCofa 2, et decrementum celeritatis ob
angulos in A , B erit := ySinvx 2; hinc fiet celeritas punfti P per CD
incedentis “ yCofa 3, et decrementum celeritatis ob angulos in A, B, C
erit ~ ySinv« 3; et fic generatim erit yColV ’ celeritas, qua punftum P
per G H incedet , et decrementum celeritatis initialis y ob omnes angu¬
los A , B, C, - G erit ySinva 11(z84 >§-).

386 . Co r o 11  a r i u m Z.
Sit AF, H curva quaecunque nullibi per cuspides aut punfta regreflus

(Vol . I. § 441 .1  interrupta : poliibile erit , dufta ad A tangente A a chor¬
das AB , BC, CD, — - GH ita ducere , ut quaevis illarum ad proxime
praecedentem fub angulo a,—  a A B inclinetur. Quidquid fit numerus n-
harum chordarum, debebit punftum mobile P » fi id in A, ad motum ae¬
quabilem celeritate y fecundum directionem tangentis A a determinatum,
cogatur moveri in linea A d C D E F G H ex iisdem chordis competita,
in H habere celeritatem — yCofz ", et per totam viam pati decremen¬
tum celeritatis = ySinva n ( 385- § -) : quo minor fuerit angulus a — a AB,
eo minores, eoque plures erunt chordae AB, BC , - - - GH in curva
AEH;  celeritas yCof^ n punfti mobilis P in H erit eo major, et decre¬
mentum celeritatis ySinv «" ob viae in A, B, C, - - - G curvedinem eo
minus ; pro u= o fieret decrementum celeritatis ySinva "— o , et celeri¬
tas punfti P in H punfto yCofi "= y. Quare, cum curva AEH fit li¬
mes , ad quem linea ex chordis AB , BC, — - GHcompofita eo propius
debet accedere, quo magis decrefeit angulus a — aAB , quemve ilia eo
duntaxat determinato cafu attingeret , fi fierer cc~ o ; clarum eft, punftum
mobile P, in A fecundum direftionem tangentis Aa ad motum aequabi¬
lem celeritate y determinatum, fi illud in curva AEH moveri cogatur,
eandem celeritatem y , confefta via AEH in punfto H , proinde in quo-
vis punfto ejusdem curvae habiturum.

387 . Corollarium 4.
Si ergo punftum mobile P in data curva AEH progrediens a vi qua¬

cunque x in quovis punfto curvae ftcundutrt directionem tangentis eidem
punfto debitae ad motum urgeatur; debebit celeritas punfti P ob con¬
tinuam vis x aftionem eadem prorfus lege mutari, qua mutaretur, fi

punftum
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punftum P a vi x perpetuo fecundum eandem direftionem in una refla ad
motum sollicitaretur: fecus enim deberet ob folam viae curvedinem certa

mutatio in celeritatem redundare, contra (386. §.).

388 . Problema.
Data aequatione ad curvam  B D (69. Fig.) inter ejus coordinatas or-

thogonas  x = E a , y = Pa , in qua majfa  RI inftar unius puncti conjiderata
moveri cogatur, dataque vi invariabili, quae illam in quovis curvae puncto
P fecundam directionem  P b parallelam axi abjcjfarum  E D ad motum fol-
licitet; invenire tempus  T motus per arcum  B P— s, et celeritatemC ei¬
dem tempori in puncto  P debitam.

Solutio,

1. Sit V vis, quae maffam M in P exidentem fecundam direftionem
Pb parallelam axi abfcifiarum ED , adeoque perpendicularem ad ordina¬
tam Pa ad continuationem motus per arcum PD urgeat ; poterit , dufta
ad P tangente P f , et ad hanc perpendiculari Pd , vis V in duas vires
refolvi, quarum una “ VCoffPb in punftum P agat direftione P f, et
altera = VSinfPb direftione Pd (115. §•)• illaffa M premetur ergo a
vin = VSinfPb verfus curvam BD in P fecundum directionem Pd per¬
pendicularem ad tangentem fP ; curva BD utpote rigida et immobilis
fuftinebit ergo totam aftionein vis VSinfPb  direftione Pd agentis.
Quare debet malTa IVI fsc confiderari, ac fi illa in quovis punfto P curvae
ab una vi = VCoffPb  fecundum direftionem tangentis P f in eodem

punfto ad motum urgeretur , unde neceflario fequitur, ob (386. §.) per
(350, §.) debere efle

2. Sed ob angulum reftum aPb efr CoffPb — SinaPf — ——

(Vol. I. §. 455-469.) : hoc itaque valore fubftituto in (1) habebimus

C*C= 2

Quodfi jam aequatio haec ita integretur , ut pro x= EF ~ e fiat ce¬
leritas mafiae C= o in punfto B; debebit effe

e + Conftx + Confi, et o
hinc
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hinc Conftnr- 2gV
M - 7 Ti C2 “ 2 2  V

M x — 2 gV
M ei

s- z \7
adeoque C— 2y/ (x— e).

3. Inventa celeritate C debita tempori T motus per arcum sr= B P,
habebimus ob es ^ /CsyHex 1) (Vol. I. §.469.) et es = C«T (.348-§•)>
hinc eT — ~ ~ , sequentem expreilionem pro sT,  ex qua, data ae¬
quatione inter y et x , derivabitur T , fi eT fic integretur , ut prox ^= EF = e fiat T := o.

T - _ y '(sv2-f -ex2)
/ (x—"e)

389.  Corollarium 1.
Curva BD jaceat in plano verticali, in eodemque plano fitus fit axis

abfcilTarum ED , quo ordinatae orthogonue P n fiant horizontales; debe¬
bit hoc quoque cafu maffaM indar punfti fpe&ata, fi illa per curvamBD , a vi invariabili V perpetuo fecundum direftionem verticalem ad
motum deorsum sollicitata, descendere cogatur, confe&o arcu s := BP in¬
tra tempus per aequationem differentialem

J_ \f (gy2+ ex 2)
/ (x —e)g v'

M
determinatum, in punfto P habere celeritatem

■rv
M ■(x—e) ,

pro  x — Ea , e= EF , et y = Pa (388 §•)•

390.  Corollarium 2.
Quodfi ergo corpusculum grave, cujus pondus et mada illi propor¬

tionalis fit M (52. §.) > per curvam BD in plano verticali jacentem vi
folius gravitatis cogatur descendere: cum vis, qua illud quovis momento
fecundum dire&ionem verticalem deorsum urgetur , ejus ponderi i\l debeat
aequari; acquiret idem corpusculum in defcenfu per arcum BP celeritatem

C= 2 / g (x— e) == 2/ g .F a;
tempus
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tempus autem «Jefcenfus per eundem arcum licebit ope calculi integralis
ex aequatione differentiati

i _ . /Qy 2+ex *)
2/ g / O — ^

elicere , modo noscatur aequatio ad curvam BD inter ejus coordinatttS
x = Ea ety = Pa (389 . §.)•

391 . Corollarium 3.
Proprietas generalis omnium curvarum BD per nullas cufpides, nul¬

laque punfta regreffus interruptarum erit haec: celeritas, quam corpus¬
culum grave in defcenfu per quemcunque arcum BP ejusmodi curvae ja¬
centis in plano verticali poteft acquirere, aequatur celeritati , quam illud
libero lapsu per altitudinem Fa acquireret ( 390. 329. §.)

393 . Problema.
Data diametro  E D— 2r circuli genitoris cycloidis  G DH jacentis ia

plano verticali; invenire tempus  T , quo corpusculum grave de quiete per
arcum  B P decidat.

Solutio.
l . Pro x — Ea,  y = Pa, e= EF , etz = aD,  erit z — 2 r —x, £Z=

—ex:  igitur per ( Vol. I. §. 609) ey = —ex yf

2. Quare Cubftituatur ille valor loco ey  in (390. §.) ; obtinebimus
aequationem differentialem/r& »o

r _ «x / 2 r
a /g ' A *" e) 2/g ' / (22/ g ' / (.25—x)(x- e) '

r . _gx_
* 2g / (—2re + (2r + ejx —V C—2re + (2r + ejx — xa)

Hinc integrando per (Vol. 1. §. 286.) inveniemus
(2r + e)Arc Sin

Verum pro x—EF — e habetur initium descensus in punfto B, pro¬
inde Tr = o:  igitur debebit effe

(2 r + e)Arc Sin
X 3 et
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et C " — x/ 0— ' ' Arc Sia — — — — —
V 2 g 3 r— e

2 e— 2T'— e
Arc Sia

feu Conft := \A ~— - • Arc Sin i = i ir
V 2 g

Confequenter debet eiTe
(2 r + e)

T = (Arc Sin

Z9Z. Corollarium  i.

Si xi = Ea abeat io x = ED,  abibit arcus cycloidis BP in BD : pro
x = ED ^ =2r  erit ergo ob (392 . § .) tempus defcenfus per arcum cycloi¬
dis BD

f 1*) “ — CArc  Sin 1-K *0 >T = ( Arc Sin 2 r — e

feu T == (iar + -| ir)

394 . Corollarium 2.

Tempus ergo defcenfus corpusculi gravis per quemvis arcum BD

cycloidis jacentis in plano verticali , ita ut diameter ED circuli genito¬

ris axem cycloidis exhibens fit verticalis , eit conftans — ?r (395' §0*

quotcunque idcirco arcus DP , DB , DH ex vertice D abfcindantur ; debe¬
bit corpusculum grave per quemvis arcum ex P, B, H eodem tempore ad
D decidere , id elt : cyclois eft linea tautochrona.

395 . Problema.
Sit GDH femicirculus radio  r = ED dcfcriptus jacens i;i plano verti-

cali , ita ut diameter GH fit horizontalis , et radius ED verticalis: inve¬
nire tempus T, quo data majfia  IVI inftar puvMi/ vectata per arcum BP de¬
bebit defcendere, fi illa a data vi invariabili  V perpetuo jecundum directio¬
nem verticalem radio  E D parallelam ad motum deorfim urgeatur.

Solutio.
1. Pro abfeiffis a centro E computatis x — Ea , et ordinatis ortho-

gonis yr = Pa,  exiftente EF = e , debebit elTe per (389- § -)
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Fiat vero z — Da , et -b — FD ; erit x — r — z ; ex ^- — sz,  efc

e —r — b : cum ergo fit
Cr — z ) sz

vz = \f (2rz -— z ) ; eyt = - - - rr - ; erit
•> V J ^ i _2 r z — z 2)

' ^ c 2

«T:
Y'

r — z' a €z 2, . /V

' ^ ( r — z ) — ^r— b; '
ivi

feu e T ~ -
£Z

/TT (2r z — z 2) 2 (b — z) 2

Sed  decrefcente variabili z — Da crefcit arcus BP , et; tempus T

defcenfus per eundem arcum : debet ergo poni
r s z

•Tr = -
■gV

ivi
z 2. (2r — z) T. (b— z) -

2. Ut jam exponens hic difTerentialis juxta (Vol . I. §. z6i . Schol. 2.)

poflit integrari , refolvatur funftio (2 r — z ) ^ — - 7- in feriera
<2,-—z) 2

infinitam per (Vol. I. § . 53.) , et finguli ejus termini ducantur ia
r — -- " - -- ; debebit efle in ( 1)

zi (b — z; 1

+- 1 . 3 . 5 . . . (2 n — 1)
2 . 4 .6 . . . 2 n (2 r) '1 y/ (bVf ),b — z) /

Faflor fub vinculo continet ferietn , cujus finguli termini poft pri¬
mum ordine naturali fequentes ex parte indeterminata ejusdem faftoris
derivabuntur , fi fucceilive fiat n— i , n= 2 , n— z , nr = 4 , et fic
porro.

3. Captis itaque Ungulorum terminorum integrqlibus in (2) , debe¬
bit fieri
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T=-i(iVV>(/ ?7^ +.
2 n — i ^

i 1 -3-5 - - . (2n — i) fr ~T ~ £Z  >~ 2 . 4 -6 . . .

4. Sed per (Vol. I . § . 28.7, 302.) erit primum et fecundum inte-
grale/ ez __. c. 2z—b- - — Are Sin - -- ;

z^ / (b— z) b
2n—I - an —1 *n—%/ z i sz__ z 2_ (2n—1)bz~2 ■yf (b— Z)  V . 2n 2 n (2 n — 2)

2n—;
_ (2 n — 1) (2 n— 3^b2. z Z

2 »(2 n — 2) (211 — 4)

— (? n - i ) (2n- 3). • -,5 _ 3 ._b »7 -̂ V /cb . z)2n (.2n— 2) - - - - - 4 . 2 y v

+ e "7 1) (!i "r 3)— 5-3-' — Arc Sin1 2 n (2 n— 2) - - 4 . 2 b
5. Quare , fubftitutis his integralibus (4) in (3) , inveniemus pro

tempore T fequentem expreffionem :

T:= ~ i CiiV") 2CC Arc Sin +.
I 1* 3* 5*- (2n — I) 1.b n . 22 — b >

+ . . . (2 „)»(2,/- ’ ArcSm — — J

( 2"n-—1 an —;Z 2 . (2N- l ) bz 2
2n 2n (2n — 2)
2n—5

, (2n — i ) (2n — 3 ")b2.z Z
** 211̂ 2 n — 2) (2n — 4) ^

I (2n - , )(2n- 3) — 5-3.b" - ' . 1  .
‘ 2 n (2 n— 2) - - - - 4 . 2 J Ẑ J T 0-

6. Hoc
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6. Hoc modo determinatur tempus T per duas feries , unam trigono-
2 z — b

metricam comple &etitem Arc Sin - -- , et alteram algebraicam:
invenientur autem finguli termini utriusque feriei poft terminum primum

2 z — b
trigonometricum ArC Sin - -- ordine naturali sequentes , fi fucceffive

ponatur n — i,n “ 2 , n — 3,nt = 4 , et fic porro . Ut vero etiam con¬
flans quantitas per (Vol. I. § . 238.) rite determinetur , animadvertendum
eft , tempus T defcenfus per arcum BP pro z = FDc = b fieri aequale ni¬
hilo : cum igitur pro z = b tota pars algebraica in (5) fiat aequalis nihilo,

et Arc Sin ~~~ l0- — Arc Sin - ^- — Arc Sin x erit in (5)

° “ 2\ . 2Kv;  V + + 2Mh . . (2i./ C20 “ 2 V + l ’
r  W , , , 12-32-5Z- ■ . ( 2 U- I N

l!inc  0 - -j -V + ’ ' ~ +  f ^ t- 62. . . (Tu

7. Quapropter tempus defcenfus per arcum BP erit pro quavis va¬
riabili z = Da , et altitudine b — DF in (z) (6)

1 . 3 - S- • ■fsn — 1)  f '±_
2 . 4 . 6 . . . . 2n ^2 r; “

2n — 3

+
+

2 n
. (2 n— i ) bz 2

2 n (,2 » — 2)
+

, 2n (2n — 2) - 4 . 2 J v v -i V 2g V J

396 . Corollarium 1.
Pro z — o fiet pars algebraica integralis in (395- §• 7 - n.) aequalis

nihilo ; in parte vero trigonometrica erit pro z — 0
7T , 7r

I = - + “ = rr.
■k . r . 2z — b-Arc Sin —;- :2 b Arc Sin -

Quare , cum pro z ~ o arcus BP in BD abeat ; obtinebimus ex
(395 . § 7. n.) sequentem expreflionem temporis , quo mafia ftl initar puncti
fpettata , fi ea a vi invariabili V perpetuo fecundum direttionem vertica¬
lem deorfum urgeatur, per arcum BD circuli e centroE radie r— EO
deferipti , et in plano verticuli jacentis debebit descendere.

t 'alumen II-  V T —
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( rM"Yu _v( r1v'1V CVs2gvJ ' ' 2V2 v
D' •(;..) )iMM

397.  Corollarium 2.
Si corpusculum grave , cujus niafTam pondu -que ei proportionale de¬

notet M , vi Aiae gravitatis per arcum BD circuli in plano verticali ja-
cenris defcendere cogatur ; vis ipfuin ad defcenfum fecundum diredionem
verticaiem deorfum continuo follicitatura aequabitur ejus ponderi M: tem¬
pus defcenfus per arcum BD erit ergo ob 396 . § .)

t )':K C2T) (

S choI ion.
Ufum ultimi problematis inferius in theoria motus pendulorum vi¬

debimus . Tranfibiinus j un ad aliam motus fpeciem , qualis fere perpetuo
occurrit in machinis . H .-denus enim plerumque motum reftilineum et
prcgreiiivum mallarum , pendentem a quibuscunque viribus , variabilibus
aut invariabiiibus , prae oculis habuimus : fequitur , ut de motu maffarum
circa axes fixos trademus . Cum autem univerfa hujus motus theoria
doctrinae de n.omento inertiae  innitatur , haec autem , abfolute fpedata,
lit pure geometrica , ab omni motus notione independens ; praemittemus
in feqne .uri diflertarione tradatum de momento inertiae , in quo et pal¬
mare .- illius proprietates evolvemus , et ejusdem quantitatem pro corpo¬
ribus datae figurae determinare docebimus.

DISSER-
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momento inertiae.

398.  Definitio.

J3o &rina de momento inertiae , de cujus inveftigatione tractare confti-
tuimus , poftulat , ut data corpora ad rettas pofitione datas relata cogi¬
tentur , quae nemine Axium  solent inteliigi : quodfi enim corpus aliquod
in minimas particulas mente resolvatur , et quaevis particula per quadra¬
tum Cuae ditlantiae a dato axe multiplicari cogitetur ; aggregatum omnium

productorum erit Momentum inertiae totius corporis refpeffu dati axeos.
Alia momenta inertiae inusitata sunt in disquisitionibus mechanicis : ut
vero eo clarius et ordinatius nonnullas proprietates momenti inertiae re¬

spectu datorum axium exponere , inveftigationemque ipfius pro certis ca¬
sibus eo commodiorem reddere liceat ; momenta quoque inertiae respectu
datorum planorum in considerationem vocabimus . Nimirutn , fi quaevis
minima particula alicujus corporis cogitetur multiplicari per quadratum
illius diftantiae a plano pofitione dato ; erit aggregatum omnium produ&o-
rum Momentum inertiae totius corporis rejpedtu ejusdem plani.

399 . Corollarium 1.
Momentum inertiae summae plurium mattarum refpe &u dati axeos

vel plani aequale eft summae momentorum lingulatum mattarum refpettu
ejusdem axeos vel plani (398- § •)•

400 . Corollarium 2.
Adeoque momentum inertiae p maffae P aequalis differentiae S— Q

duarum mattarum S, Q refpe&u dati axeos vel plani aequabimur diTttreutiae
s — q momentorum s, q harum mafiarum respectu ejusdem axeos vel plani:
nimirum ob S ;= P + Q hinc s= p -f- q (399- §-) , erit p — s — q.

2Y 401 . Co-
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401 . Corollarium 3.

Si data mafia variabilis K, cujus momentum inertiae refpefru dati
axeos vel plani fit k , vel incrementum aliquod X capiat, vel decremen¬
tum X patiatur; debebit necefiario etiam illius momentum inertiae k ca¬
pere certum incrementum x , vel pati decrementum x , aequale momento
inertiae maffae X refpe&u ejusdem plani vel axeos (399. 400 . §.).

403 . Corollarium  4.

Sit fi  momentum inertiae datae mafiae M relatae ad axem vel pla¬
num A. Si tota mada M in unico punito in didantia — k ab axe vel
plano A collefta concipiatur; erit Mk2 illius momenrum inertiae refpectu
ejusdem axeos vel plani (398- §.) : igitur erit ^ = modo didantia
k fic determinetur , ut fit k " Licebit itaque momentum inertiae
cujuslibet mafiae IVI refpt&u dati axeos vel plani A aequare produfto
]\1k1 ex eadem mada in quadratum reftae k determinantis diftar.riatn
punfti , in quo tota mafia IVI colletta idem haberet momentum inertiae p
retpeftu ejusdem axeos vel plani A.

403 . Corollarium 5.
'Hg. 70. Datus axis B C (70 . Fig ) confideretur indar communis interfe&ionis

duorum planorum ABCD,  P3 FBC  angulum reftum DCE comprehen¬
dentium, p vero fit minima particula datae cujuscunque mafiae. Si ad
plana A C, f C ducmtur perpendicula pa,pc,  et p b fit perpendicularis
ad axem BC ; erunr pab,pcb  reftangula fimilia, et aequalia: igitur fiet
p pbz= p (pa’ -f-a b2) = p. pa2-|- p pc2. Quare, fi mafia quaecunqueM
in minimas particulas mente refolvatur, et cum dato axe BC conjungantur
bina quaecunquae plana .d invicem perpendicularia, quorum communis in- *
terfeftio fit iple axis BC ; erit produflum ex qualibet particula p mafiae
RI in quadratum didantiae pb ab axe BC aequale fummae prodidtorum
ex eadem particula in quadrata illius didantiarum pa , pc a planis A C,
FC ; igitur momentum inertiae cujuslibet majjae  M rejptcfu dati axeos  BC
aequatur fummae momentorum inertiae ejusdem majfae refpectu duorum pla~
noruni' AC,FC fefe in dato axe interjecantium(398 . § .).

404 . Co-
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404.  Corollarium 6.
Si minimae particulae datae maflae inaequaliter dident ab axe vel plano

politione dato; erit illius momentum inertiae refpeftu dati axeos vel plani
majus produfto ex tota mada in quadratum didantiae minimae, et dmul
minus produtto ex tota mada in quadratum didantiae maximae (398 - § )

405 . Problema.
Dato momento inertiae corporis cujus cunque  Z re/pe&u axeos  TK trans-  Fig. 71.

euntis- per illius centrum gravitatis G; invenire ejus momentum inertiae
rejpefCu alterius axeos CD priori paralleli  1,71. Fig ).

Solutio.

1. Sit AB  planum , in quo jacent axes IK , CD , et LH , EF fint
plana inter fe parallela ad planum AB in 1K, CD perpendicularia; erit
di dantia planorum LH , EF aequalis didantiae D — Gg centri gravitatisG
dati corporis Z ab axe CD.

2. Si porro , denotante M maiTam corporis Z , denotet MG5 illius
momentum inertiae refpe&u axeos IK , Mg3 vero momentum inertiae
refpeftu novi axeos CD , et A. H, F dnt ejus momenta inertiae refpettu
planorum AB , LH , EF ; debebit ede per (403. §.)

MGS= A + H ; Mg ! ^A + F:
igitur Mg3=MG 3+ F — H.

3. Cutn planum LH transeat per centrum gravitatis G dati corpo¬
ris Z ; dividet illud hoc corpus in duas partes ad diversas ejusdem plani
partes jacentes , ita ut quaevis particula unius partis corporis Z extra plana
LH , EF alicubi in q , et quaevis alterius partis alicubi intra eadem plana
in p vel extra in r debeat jacere.

4. Si ex quavis particula p vel r ducatur ad planum LH perpendi¬
cularis pa vel ra , quae plano EF occurrat in b; erit

p . p b3:= p (ab— p a)2— p (Gg — p a)2;

r. rb J=r (ar — ab) 3=  r (ar — Gg) 3;

igitur p . pb2t= p( D— pa) 3:= p . D3-t- p . pa3— 2p .pa. D;

r . rb ^ r âr — D) 3= r . D3+ r . ar3— 2r . ar . D.

Y z Et
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Et fi ex qualibet particula q duratur ad planum LH perpendicularis
qa , quae plano EF in b occurrat ; erit

q . qb 2= q (ab + qa) 2:= q (Gg + qa) 2:

igitur q . qb2r= q (D + qa) 2= q . IF + q . aa 2-fsq . qa . D.

5. Hinc (4) generatim sequitur , produftum ex quavis minima parti-
cula 7. dati corporis Z in quadratum illius diftantiae a plano EF obten¬
tum iri , fi producto ex particula z in quadratum rjus diirantiae a plano
LH addatur produftum ex eadem particula in quadratum difiantiae Dr= Gg,
tum duplum productum ex particula z in illius diitantiavn a plano LH mul¬
tiplicatum per D vel addatur summae iliorum productorum , vel indidem
fubtrahatur , prout particula z alicubi in q, vel alicubi in p aut r jacet.

6. Cum ergo omnes minimae particulae dati corporis Z ita fint di(tri¬
butae reCpeftu plani I . H , ut aliquae illarum , ut p, r, neceflario ad partem
] O BK, aliae vero , ut q , ad partem oppofitam IA NK debeant cadere (3) ;
debebit aggregatum produftorum ex fingulis particulis corporis Z in qua¬
drata diftantiarum a plano EF (seu F in (2) per §. 398-) ica dependere a
summa produftorum ex iisdem particulis in quadrata reCpeftivarum diftan¬
tiarum a plano LH ( Ceu ab II in , 2) per § . 398 ) - ut Illud fit proditurum,
fi huic addatur summa produftorum ex fingulis minimis particulis maftamlU
corporis Z conftiiuentibus in D2 (adeoque produftutn sil. O2 ex tota mafla
JV1 in D2) , et dupla summa produftorum ex fingulis particulis ad partem
IANK  cadentibus in illarum diihntias a plano LH multiplicata per
D = Gg , tum a summa Cubtruhatur dupla summa produftorum ex fingulis
particulis cadentibus ad partem 10 BK in diftantias illarum a plano L H
multiplicata per O , ob (5). Quamobrem , quia Cumina produftorum cx
fingulis particulis corporis Z jacentibus ad partem 1ANR plani LH exa/^
quat momentum ftaticum partis corporis Z ad eandem partem cadentis (3) ,
et Cumina produftorum ex fingulis particulis corporis Z jacentibus ad par¬
tem IOBK  plani LH dat momentum ftaticum partis corporis Z ad ean¬
dem partem cadentis (3) reCpeftu plani LH (147. 52. § .) ; fi illud mo¬
mentum vocetur m , et ifiud m1, babeoimus F —H + M.  D ; + 2tnD
— 2m ' D:= H + i\I . D2-f- 2D (m — m1) . Sed momenta fturica m, m1 partiu
corporis Z , in quas ifiud a plano LH per ejus centrum gravitatis

tranCe-
n3
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tranfeunte dirimitur, refpeftu ejusdem plani funt inter fe aequalia ( l6j .§ .) ;
debet ergo elTe m— m1—o , et F = H + M. D2.

7. Hinc vero (6) et ex (2) fit Mg2n= MGJ-j- M. D*.

406 . Corollarium  1.
Dato momento inertiae massae uvxy (72 . 73. Fig.) refpeftu axeos Fig. 72.73.

mn tranfeuntis per illius centrum gravitatis y invenietur momentum iner¬
tiae ejusdem massae refpeftu alterius axeos MN priori paralleli, fi dato
momento addatur produftum ex massa uvxy  in quadratum diftantiae y C
illius centri gravitatis y a novo axe MN (405. § .).

407 . Corollarium  2.
Et vicifiim, cognito momento inertiae datae massae uvxy  refpeftu

alicujus axeos MN , invenietur illius momentum inertiae refpeftu axeos
mn tranfeuntis per centrum gravitatis y et paralleli axi MN ; fi a dato
momento fubtrahariir produftum ex mafla uvxy  in quadratum diftantiae
y C centri gravitatis y ab axe M N (406 . § .) •

408 - Corollarium  Z.
Sit massa quaecunque M relata ad tres axes A,B,C,  quorum pri¬

mus A tranfeat per centrum gravitatis eju-dem massae, et quivis axium
B, C fit axi A parallelus, feu planum, in quo jacent axes A, B idem fit
cum plano, in quod cadunt axes A, C, feu ab ilio diverfum. Si A*. B',Cl
fint momenta inertiae massae M refueftu axium A, B, C, rxesque B, C ja¬
ceant in diftantiis d, D a centro gravitatis massaeM ; debebit' efle per
(4C7- §0

A' r= B' — M. d2; A'= C>— M. D2:

igitur B-— M. d2= C >— M. D2;

hinc C'= ;B' + ;V1(D2—d 2),  et B’— C>— M(D2—d 5).

409 Corollarium 4.
Cotrnito ergo momento ineriae M refpeftu certi axeos inve¬

nietur momentum inertiae ejusdem massae refpeftu cujuscunque alterius
axe<'-: priori paralleli, fi productum ex massaM in differentiam quadrato¬
rum n ftm-iarmn ill-u- centri gravitatis ab utroque axe cognito momento
addatur, vel ab ilio fubtrahatur, prout diftantia centri a novo axe, refpeftu

cujus
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cujus momentum quaeritur , eft major \ el minor quam illius diftantia a
priori axe , refpeftu cujus momentum nofcitur (,408 . § ) .

410 . Corollarium  5.

Hinc (408- §.) porro fequitur , pro D= d debere efle B'— O,  id eft:
momenta inertia* cujuslibet maffae M refpeftu omnium axium inter fe

parallelorum in divertis planis jacentium et a centro gravitatis maflae IVI
aequidiftantium funt inter fe aequalia.

4 11 . Corollarium  6.

Fig. 74. Datis momentis inertiae P, R duarum partium uyx = p , uvx = r con¬

stituentium maffam uvxy (74 . Fig -) refpeftu axium PQ,RS  parallelo-
rum per centra gravitatis G, g illarum partium transeuntium , invenietur
momentum inertiae A totius malTae uvxy  refpeftu cujusvis tertii axeos
AB prioribus paralleli et , intra vel extra illos cadentis , fi fummae momen¬
torum P, R addatur fumma produftorum ex maflis pr = uyx,r ~ uvx  in

quadrata diftantiarum Ge,gE  centrorum gravitatis G , g a novo axe A B.
Cum enim in hac hvpothefi fit P+ p . Ge 2 momentum inertiae malTaep—

uyx refpeftu axeos AB , et R-j- r . gE 2 momentum inertiae maflae r —
uvx refpeftu axeos AB per (406. §.) , et momentum inertiae maffae
UV xr —p + r refpeftu axeos AB debeat aequari fummae momentorum
inertiae maflarum p, r refpeftu ejusdem axeos ( 399. § .) ; necellariuin eft,
ut illud momentum fit —

P + R + p . Ge 2+ r . gE 2.

S choli  011.

Adplicabimus jam haec ad praecipuas corporum figuras , quales in
difqnifitionibus mechanicis folent occurrere . Notent vero fibi tyrones , in
hac quoque disquisitione ubique nos maflas tantum homogeneas et aequa¬
biliter denfas prae oculis habituros , ut per corporum volumina tam illorum
maffas, quam pondera iis proportionalia liceat exprimere , prout id in iuve-
ftigatione centri gravitatis obfervavimus (167. § . Scliol .).

413 . Problema.

Fig. 75. Invenire momentum inertiae dati cujuscunque cylindri re£ti ABDC

(75 . Fig .j rejpecfu illius axeos ab.

Solutio.
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Solutio.

*77

1. In radio aB = R bafeos capiatur xr= ae pro radio cylindri varia,
bilis deqp;  erit , polito axe ab — a, tnaffa cylindri ABD C= M= 7raR2,
etmaffa cylindri deqp —ra := jrax2.

2. Si jam variabilis x— ae augeatur quacunque differentia A x — eg,
abibit cylinder de qp in cylindrum hgnm — 7ra(x + Ax) 2; quodfi ergo p,
denotet momentum inertiae cylindri variabilis deqp —m,  crefcente varia¬
bili x — ae differentia Ax — eg crefcet maffa m— de qp differentia A m:—
hgnm — deqp —7ra (x-f Ax)2— r ax2^=?ra (2x Ax+ Ax2), et illius momen¬
tum p crefcet differentiaA p aequali momento inertiae maffae Am (4oi .§ .).

3. Minima diftantia particularum maffam A m—hgnm — deqp  inter
fuperficies convexas cylindrorum deqp , hgnm  interceptam conftitnen-
tium ab axe ab eft radius ae — x , et diftantia maxima radius ag “ x
-j- Ax : momentum inertiae A u maffae Am refpeftu axeos ab eft ergo
m -jus produfto Am . x2 et minus produfto Am (x + Ax) 2 per (404. §.) .
Ob (2) habebimus ergo pro quavis utcunque exigua differentia Ax — eg

Afi > «-a (2xAx -i - Ax2) . x2;
et Ap < v a(2x A x + A x2) (x + A x) 2;

adeoque fiet
ALt

— > 27rax 3+ 7rax 2Ax ; vA x

et - < 25rax 3+ 7ra (5x 2Ax + AxAx 2+ Ax 5).

4. Exponens rationis differentialis funftionis p aequalis momento
inertiae cylindri deqp  debet ergo ob (z) per (Vol. 1. § . 131.) effe

e 1a= 27rax 3ex ; hinc p — ^rax *.

5. Quodfi jam fiat X—aB — R; obtinebitur momentum inertiae
totius cylindri ABDC per ( i ) (4)

^1— ^xaR 4— iM . R2.

413 , Corollarium l.

Momentum inertiae cylindri excavati (75. Fig.) , cujus cavitas deqp  Fig . 7j.
fit cylindrica ejusdem axeos ab — a , refpeftu axeos ab erir aequale dif¬
fert ntiae momenti inertiae i ^ ar 4 maffae cavitatem explentis a momento

Volumen il. • Z inertiae
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inertiae l r̂aR 4 totius cylindri ABDC  pro perfefte pleno accepti
(412 . § .) , denotante r = ae radium caviraris et R a B radium totius
cylindri (400. §.) : ii ergo p denotat momentum inertiae cylindri exca¬
vati , et M illius maffam feu pondus (411 Srhol .) , erit

,« := ! 7ra R4— ^arar 4= :{-7ra (R2,— r2_) (R24-r 2);
feu p — \ ™ (R 4 — r 4) = i M,R 2+ r 2).

414 . Corollarium  2.
Momentum inertiae cylindri ABDC  refpeftu axeos A C paralleli axi

ab et jacentis in ejus convexa fuperficie , cum centrum gravitatis cylindri
in a b fit litum (219. §.) erit = £ v a R4+ ir a R2. R2 | it  aR4n= | M . R2
(412 . 406. §.)- Si vero deiideretur momentum inertiae cylindri ABDC
refpeftu cujuscunque alterius axeos EF axi ab paralleli ; invenietur id
^= 57raR 4+ 7raR 2.aG 2r=: iM . R2rj- M. aCi2 pro diftantia mutua aG axium
ab , EF (412. 406. H.) .

41 ; . Problema.
Flg- S9- Data aequatione ad lineam  Q X (59. Fig .) inter coordinatas ortiiogo-

nas  x = Qb,yn = Ab , cujus revolutione circa axem  QC generetur corpus
QXSZRX ; invenire momentum inertiae Jegmenti  QADBE refpeffu
axeos  QC.

Solutio.

1. Si variabilis x := Qb crefcat quacunque differentia Ax ~ ba;  de¬
bebit maffa m“ AQB  capere incrementum Am ~ ABqp,  et illius mo¬
mentum inertiae p  refpeftu axeos QC capiet incrementum Ap  aequale
momento inertiae maffae Am — ABqp  refpeftu axeos QC per (401. §.) }
ordinata vero y — Ab  aequalis radio feftionis ADBEA  crefcet certa dif¬
ferentia Ay , per quam determinabitur radius p a — y + Ay feftionis prqsp.

2. Iam vero evidens eft , maffam Am = ABqp  aequari uni parti cy-
lyndri bafeos prqs  et altitudinis ba —Ax,  cylindrum vero bafeos
ADBEA  et altitudinis ba = Ax aequalem effe uni parti maffae Am
t^ ABqp:  momentum ergo inertiae Ap maffae Am (1) erit majus mo¬
mento inertiae cylindri polterioris , et minus momento cylindri prioris
refpeftu axeos QC (399. §.). Quamobrem , cum ob ( i ) per (412. § .) fit
^ ■jry*Ax  momentum inertiae cylindri polterioris ; et \ it (y + Ay) 4Ax
momentum inertiae cylindri prioris , debebit effe

A^ > z » y4Ax: Ap< ^ ?r (y + Ay) 4Ax.
3. Quid-
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3. Quidquid fit fun&io y variabilis x determinata per datam aequa¬
tionem inter y , x; extare debebunt certi coefficientes f , g,h , etc. inde,
pendentes 3 Ax , pro quibus fieret Ay fAx + gAx 2 + h Ax3+ etc
(Vol . I. §. 84 ) , eoque ipfo erunt alii ejusmodi coefficientes A, B, C, etc.
poffibiles, pro quibus fieret (y + Ay) 4= y 4+ A Ax -|-BAx2-fC Ax3-fetc.
(Vol. I. §>Z2.) : in (2) debebit igitur efie

< t Ax°-I- CAx' -s-etc.).

4. Ob (z) per (Vol.  I . §. 131.) erit itaque exponens rationis differen-
tialis functionis fi  aequalis momento inertiae fegmenti AQBt = m refpettil
axeos QC

sjttr= ^ 7ry4 ext = -| y 2 em;
pro era= 5ry2ex per (Vol. I. §. 490.) .

Quare, fi ex data aequatione inter y , x exprimatur y per x, vel ex
per y et ey » licebit ope calculi integralis tam maflam m fegmenti
qADBEA,  quam illius momentum inertiae fi  refpeftu axeos QC de¬
terminare.

416 . Corollarium 1.

Sit QX linea retta , proinde QXZ conus reftus axeos QC—a, efc
radii bafeos XC —R; habebimus pro x= Qb,y — Ab

y ;x“ R:a ; hinc yy ;x“ R:a ; hinc y

x (415. §-).xJ£x ; £jit

Confequenter integrando inveniemus
m* SJ fi

Hinc pro x—QC — a prodibit mafia M— —-—»a, et momentum in¬

ertiae fi — ■grR— ^M . R2 totius coni refti XQZ refpeftu illias
10

axeos QC.

Z 2 417 . Co
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4x7 . Corollarium 3.
Tig. Momentum inertiae p coni truncati et redti bdDB ( 57-Fig .) refpe&u

illius axe os cC , fi M fit illius mafla , dc — r radius minori- , DC = R
vero radius majoris bafeos , et Cc = « axis , erit aequale difierentiae mo¬
menti inertiae coni Abd a momento coni ABD (400. §.) * adeoque per
(4-6. §-)

ju— tto A C — i%7r' 4 Ac
_ , t « R5 t irz  r?

R— r~ — 7° R— r" '

fl— tToD£T

id efi:
R3—r-
R— r : ?o M

R3— T*
U3—r 3

418.  Corollarium 3»
k>L- 59> Sit QX quadrans circuli , et XQZ dimidius globus radii XC — QC

S= R ; erit y2= :2Rx — x2: igitur in (415. §•) fiet

em — m( 2Rx — x2) ex ; ep — —̂ ~ (2 Rx — x2)5ex.

Hinc integrando reperiemus mallam m fegmenti fphaerici AQB pro
quavis abfciffa x~ Qb , et illius momentum inertiae p refpedtu axeos
QC , nimirum

feu

m = f 7rxs (3 R— x) ;
M x3(20R 2— 15R x + 3 x1).

■ 20 R= x — 15R x2-f - 3 x3

419 , Corollarium  4.
Fro xt = QC = :R in (4x8 . § •) invenietur maffa m et momentum in¬

ertiae p dimidii globi XQZ refpeftu axeos QC ad bafim XRZSX  per¬
pendicularis , nimirum

m — firR 3; ^ = T̂ -7rR?^= fmR *.
Si autem bis fumas tam tnaffam , quam momentum inertiae dimidii

globi , invenies maffatn M et momentum inertiae p  totius globi refpeftu
illius axeos (399. § .) , nimirum

M^ fa -R3; ^ J^ R̂ fiVlR’.

420 . Co-
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420 . Co r o 11  a r i u m 5.
Determinatis momentis inertiae Tegmentorum fphaericorum AQB,

pQq refpe&u axe os QC per ( li8 - § -) ; invenies momentum inertias
mafiae ABqp,  interceptae inter Teftiones fphaerae ADBE , prqsp  inter
fe parallelas et axi QC per illarum centra b, a tranfeunti perpendiculares,
refpeftu ejusdem axeos , fi momentum Tegmenti AQB Tubtrahasa mo¬
mento Tegmenti p Qq per (400. §.).

421 . Corollarium  6.
Momentum inertiae globi excavati , ita ut illius cavitas fit Tpbaera

concentrica, refpeftu axeos ejusdem reperietur aequalis differentiae mo¬
menti maffae cavitatem explentis a momento totius globi pro perfefte
Tolido accepti (400. §.) quodli  ergo radius totius globi vocetur R, ra¬
dius cavitatis r , maifia vero Teu pondus globi excavati M, et illius mo¬
mentum inertiae /x.; erit per (419 .)

-jSj R5— tV^ is : M— | 7rR3— f trrJ.
Adeoque etiam

V— rsj* (R*-— rs) = | M *

432 . Corollarium  7.

Sit QX  arcus parabolae, pro quo erit y 2= px (Vol. I. § . ZcZ-) ;
debebit effe in (415. §.)

{m ^ srpxrx;  e/i = irp 2x Jsx:
confiequenter fiet

tn ■§■r px2 ; = tt  pzx3=f m .y2,
ubi m denotat pondus Teu maffarn Tegmenti AQB conoidis parabolici XQZ,
et /x. illius momentum inertiae refpeftu axeos QC.

423 . Corollarium  8 - v

Pro arcu QA hyperbolae , cujus revolutione circa axem transver-
Tum QC generetur conois QADBEA;  erit per (VoL I. § . 550)

„ b" b2
y ' — x + —pro  maifa m conoidis QAB,  et momento m-a a
ertiae /x. refpeftu axeos QC habebimus ergo per (415 - §)

Z 3 e m
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£tn f  b* b2 N _ . f  b2 h*  V
= » ^ “7 x + pr- *a T X +  1 ^ X ) ex;

ni'

fi :

feu ,wc

et integrando inveniemus
Tb z
6 a2
ir  b4

6o a4
b2

ioa 2

(3 ax2+ 2 x3) j

(10 a2 x3+15 a x4+6x 3).

m ioa 2x + 15a x2-j - 6 x3
3a + 2x

424 . Corollarium 9.
Quodfi autem QA fit arcus ellipfeos , cujus revolutione circa axem

transverfum QC generetur segmentum AQBn = m fphaeroidis elliptici;
b2 b 2

erit y 2= — x — x2 (Vol . I . § . 525 ) : pro momento inertiae fi

segmenti mt = AQB refpeftu axeos QC debebit ergo per (415 . §•) elTe
b2 b 2 7T / b2 b 2 j .

v xv ,xi • * *= — C~ x -i^ x J fiX’

(3 ax 2— 2x 3);

(ioa 2x3—iz ax 4+6x s).

em

m;
■k b2
6 a2
irb 4
60 a4

. b2 ro a2 x — 1? ax2+ 6 x3
feu fi = —. _ :t -  mloa J 3 a — 2x

425 . Corollarium 10.
Et pro x“ QC =̂ | a in 1,424. § .) prodibit mafifa m , et momentum

inertiae fi  dimidii fphaeroidis elliptici XQZ respectu axeos transverfi QC,
nimirum

wb2a 7rb 4a
m: fi. rn m b2.

!2 ' ' 120

Hujus duplum dabit maliam M integri fphaeroidis et illius momen¬
tum inertiae fi  refpeftu axeos transverfi , nimirum

, , ir b2 a vb 4a
^ = - 65- = T% Mb 2.

426. Co*
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, - 426 . Corollarium ii*

Eodem prorfus modo invenietur momentum inertiae fi  fegmenti

jjh - AQB  fphaeroidis elliptici revolutione arcus QA ellipfeos circa axem

conjugatum QC geniti . Hoc enim cafn , pro x = Qb,  y = Ab, s erit

aequatio ad ellipfim y '- = — x- ^ - x2: igitur per (415 . § .)

— xjex;  ( kT -2

15 bx * + 6x 5)-(10 b2 x:

a2 iob x̂ -— i §b x2-s - 6 x^
TTT * ® - TZ- — -

437 . Corollarium 12.

Et pro femiaxe conjugato x.— QC ~ %b obtinebis ex (426 . § .) maf-

fam m et momentum inertiae fi  dimidii fphaeroidis elliptici XQZ revo¬

lutione quadrantis QX ellipfeos circa femiaxem conjugatum QC geniti,

cujus duplum dabit maffam M et momentum inertiae fi  integri fphaeroi¬

dis revolutione ellipfeos circa axem conjugatum geniti refpettu ejusdem
axeos , nimirum

7ra4 b
60

438 - Corollarium iz.

Centrum gravitatis globi B P D Q (76 . Fig .) coincidit cum illius cen - Flg. 76.

tro magnitudinis C ( 231 . § .) : quare , fi axis mn detur in djftantia

AC = AB + BC = d + R a centro C , pro radio globi B C — R , et BA — d,

cum momentum inertiae globi BPDQ = M refpeftu diametri PQ axi mn

parallelae fit R5= |-IVI R2 (419 . § .) ; erit illius momentum inertiae/*

refpe &u axeos m n per (406 . § .)

M(7R2+ ioRd + 5d2).

(i = TST r R*+ | t  R ’ ( d + R) ^ =s
t= ^| 7rR*+ f 7rR3 (d + 2R) d;

Et
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Et pro d= BAt = o erit momentum inertiae globi Mt = BPDQ re-
fpeftu axeos pq iilum in B tangentis

= 7TR?“ 5 M R\

429 . Problema.

77. Invenire momentum inertiae 'tentis  B P D Q (77. Fig.) ex duobus fegmen-
tis Jphaericis  BPD , BQD compojitae rafpettu illius axeos minoris  P Q.

Solutio.

1. Sint axes lentis PQ = 2b , BD = 2a , adeoque femiaxes PC = b,
BCt = a : cum femiaxis BC fit ordinata circuh maximi fphaerae , ad quam
fegmenta BPD , BQD pertinent , reipondens abfcifiae P C, fi radius ejus¬
dem fphaerae vocetur R ; erit

a2= 2Rb—  b2; hinc R: a2+ b 2
2 b

2. Pro hoc ergo valore radii R , fi ponas x— PCr = b in (418- §-),
invenies et tnafiam m fegmenti BPD,  et illius momentum inertiae re-
fpe£tu axeos PQ , cujus duplum dabit mafiam M totius lentis BPDQ,
ejusque momentum inertiae p  refpeftu axeos PQ.

]V11= 4 irb' (3R — b) ;
pt= -sj Tb3(2oR 2— 15Rb-f- 3 b2);

confequenter

M — |T( 3 a2b + bO;

^4^ TV7rCioa 4b+ 5 a2 b3+ b 5)t = -j%M.
10  a 4 -f - 5 a 2 b 2 -fb 4

3 a2-f b2

430 . Corollarium.
Centrum gravitatis lentis BPDQ  ex segmentis fpbaencls aequa¬

libus BPD, BQD  compofitae coincidit cum medio punfto C, in quo
illius axes PQ = ab , BD = 2a fefe biffecant (229. 154. §.) : momen¬
tum inertiae ejusdem lentis refpeftu axeos mn paralleli ejus axi minori
PQ , et perpendicularis ad axem majorem B D in A produftum , erit ergo
t= ti + IVI. AC2, denotante IVI maflara lentis , et p illius momentum iner¬
tia respectu axeos P Q (406. § .). Quamobrem , fumto valore pro p et M
ex (429. §.) > pofitaque diltantia AB— d , ut fit AC = d -f a ; erit mo¬
mentum inertiae lentis refpeftu axeos mn
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C= t 's * (JO a4 b + 5 a2 b5+ b *) + } it (3 a5 b + b*; ( d + a) E= =

10 a4 -j - 5 a1 b1-f - b4
3a2+ b 2

Hinc , fi fiat d = AB = o,  obtinebitur momentum inertiae lenti*

BPDQ  refpeftu axeos pq in vertice ejus B paralleli axi minori PQ et
perpendicularis ad axem majorem BD , nimirum ~

■jV xr(4° a4 b + 15 a2 b2-f bs =3

. 40 a4 + T5 a2 b2+ b 4
: A M* - -

3 a2-j- b2

431 . Problema.

Invejligcire momentum inertiae dati corporis  A D C (zo . Fig .) refpectu r 'S- J*.
plani  MN poftfî e dati.

Solutio.

1. Sit PQ perpendicularis ad planum MN , fumtaque ejus parte varia¬
bili x = Qb cogitetur per b tranGre planum br parallelum plano M N,
quod ex toto corpore ADC abfcindat partem rsCD — m,  cujus momen¬
tum inertiae refpeftu plani MN vocetur mk 2.

2 . Si variabilis x — Q b crescat differentia Axc = ba,  crefcet funftio

tn aequalis maffae rsCD  differentia Am aequali maffae rsqp  inter plana
br , ap parallela interceptae , et momentum inertiae mk 2 maffae m cref¬

cet differentia Amk 2 aequali momento inertiae maffae Amr = pqsr  re¬
fpeftu plani MN per {401 . § .) . Cum jam x “ Qb  fit minima , et x + Ax
; = Qa maxima inter diftantias omnium minimarum particularum maffam

Amc =:pqsr conftituentium a plano MN ; erit per (404 . § .)

A m k2> A m . x1 et Amk ! <Am (x + A x) 2;

feu Amk 2>Am . x2 et Amk 1 <Am . x 2+Am ( 2xAx + Ax 2).

3 . Quidquid vero eft funftio m variabilis x , dari debent certi coeffi-
. em

cientes f, g , h , etc . independentes a Ax , pro quibus fieret A m .— -jy  A x

■f fAx 2-fgAx 3+ etc . ( Vol . I . § . 84 ) : ia ( 2) erit ergo pro qualibet co¬
gitabili differentia Axt = ba

Vtlumtn II. Aa
Amk*

Ax



186 DISSERTATIO XI.
imk 1. x2«m
ix ^ ex fx 2 Ax -|- gx 2Ax 2+ etc . ;

Amk 2 x 2em + fx 2 Ax + gx *Ax2+ etc.

Ax ^ ex + (^ r~ + fAx + gAxH - etc. ^ (2 xAx + A x2).

4. Hinc (3) per (Vo1. I. § . iZl .) invenietur exponens ratiorys diffe-
rentialis momenti inertiae mk 2 maffae mcrrsCD refpeftu plani MN,
nimirum smk 2— x 2em.

5. Quamobrem , fi exponens e m rationis differentialis maffae
m = rsCD  pendentis a variabili x — Qb fuerit per x et ex determina¬
bilis ; poterit quoque ope calculi integralis determinari momentum inertiae
mk 2 ejusdem maffae refpeftu plani MN ; et bine invenietur porro mo¬
mentum inertiae totius tnaffae A DC pro illo valore variabilis x , pro quo
maffa indeterminata m = rsCD  in ADC  abiverit.

433 . Corollarium  1.

Inveftigatio haec momenti inertiae dati corporis refpeftu plani poli¬
tione dati ferviet in multis cafibus ad eo facilius inveniendum momentum
inertiae ejusdem corporis refpeftu dati axeos : fi enim concipiantur duo
plana lefe fub angulo refto interfecantia , ira ut communis illorum inter-
feftio coincidat cum dato axe , tum quaerantur per (431. §.) momenta
inertiae corporis relpeftu utriusque plani ; erit fumma momentorum ae¬
qualis momento inertiae ejusdem corporis refpeftu dati axeos (403. § .) .

433 . Corollarium 3.

Fig. 78. Exemplo fit cylinder reftus (78. Fig .) axeos chr =: a et radii cdt = R.
Sit enim ABDC  planum tranfiens per centra c , h bafium, in quo axis
ch jaceat , et radius cd fit ad AB perpendicularis : fi in hoc capiatur
cg = x et per g ducatur planum abfe  parallelum plano ABDC;  erit
maffa ABbaeCDf = m certa funftio variabilis x , pro cujus momento
inertiae p refpeftu plani ABDC  debebit effe e p~  x2em (431. § .).
Cum autem fit m ~ 2a . Acga,  hinc em 2aeAcga 2 a .yex pro
ag = y (Vol . I . § - 488 ) ; habebimus

e ^ = 2ax 2y ext =3  ax 2£x/ "(R2—x 2),

Hinc
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Hinc integrando per (Vol. I. §. 289. 308O prodibit

-x2)4
aR4 x
-Arc Sjn -77- -4 R

a T?4
Pro x —cd — R erit ergo ,k= ——  Arc Sin [ = | afrR 4 momentum

inertiae dimidii cylindri refpeftu plani ABDC,  et 2 ^ = | airR * momen¬
tum integri cylindri refpeftu cujusvis plani ABDC  trafeuntis per centra
bafium c, h : momentum inertiae integri cylindri refpeftu illius axeosch
aequale fumtnae momentorum ejusdem cylindri refpeftu duorum plano¬
rum ad invicem perpendicularium per centra c , h transeuntium (432. §.)
erit itaque zz:gairR *-i-%avR* tR*  at in (412 . § .).

434 . Corollarium 3.
Petatur momentum inertiae p.  corporis ABZX (59 . Fig .) revolutione Fig. jj.

plani AbCX  ad b,  C reftunguli circa axem QC geniti refpeftu axeos
IVIN jacentis in plano ad Q C in Q perpendiculari , dato illius momento
inertiae Z refpeftu axeos QC . Si per (431. H.) quaeratur momentum
inertiae X corporis XABZ  refpeftu plani in Q ad QC perpendicularis;
erit /i ^= X -fi ;Z.

Quodlibet enim planum , in quo axis QC jaceat * dividet corpus
ABZX  in duas partes fitniles et aequales , ita ut momenta inertiae re¬
fpeftu omnium ejusmodi planorum inter fe aequalia fint futura (398. § .) :
quodft ergo cogitentur duo plana fefe in QC fub angulo refto interfe-
cantia , et Y fit momentum inertiae corporis ABZX  refpeftu unius talis
plani ; erit Zt= Y + Yt = 2Y momentum inertiae ejusdem corporis re¬
fpeftu axeos QC (403. § .) ; adeoque Y — 4Z . Sed fi unum planum , ia
quo QC jacet , concipiatur effe perpendiculare plano , in quo jacet axis
MN , ita ut MN fit communis interfectio horum planorum ; erit eo ipfo,«
C= X + Y (403. §.) , confequenter ,n = : X -f | Z.

435 . Cor ollarium  4.

Sit inveniendum momentum inertiae /1 cylindri refti (78. Fig .) Fig. 7*,.
ARSEDC  refpeftu axeos AB cum diametro bafeos coincidentis . Pro
radio cAr = R , axe ch = a , cu = x,  fi per u tranfeat feftio sr parallela
bafi ARS , fiat maffa ARSrs ;= m,  et illius momentum inertiae refpeftu
plani ARS fit X ; .erit Aa 2
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k>L- ; 6-

r >e- ;y-

ni^ : irRJx ; sm ^ tR ^ x : igitur (431. §.)
eXc : x2«ra= rR Jx, «x ; XrriirR ^ ’.

Quamobrem pro x:= ch := a invenietur X = frR 2aJ momentUm ' in¬
ertiae totius cylindri RSEDC refpeftu plani ARS : cum ergo Z = -£7raR*
fit illius momentum refpeftu axeos ch 412. §.) ^ erit momentum iner¬
tiae refpeftu axeos A B per (434. §.) ,«.= :X + iZ = ■§■*•R2aJ+ i tra R*
t—tz  M (4 a2+ 3 R2) » denotante IVI mafiam cylindri.

436 . Corollarium 5.
Quaeratur momentum inertiae /t coni recti ABD (36. Fig .) refpeftu

axeos MN jacentis in plano ad axem coni A C =:  a perpendiculari»
dato tam hoc axe » quam radio bafeos BC = R. -Pro x = Ac » dnfta
per c feftione cq parallela ba(T» fit X momentum inertiae multae m ~ Apq
refpeftu plani MN , adeoque eX ^= x2«m (431. $.) . Cum area bafeos fit
r= trR J » hinc area feftionis p q : irji 2:= x *: a*; erit pq ;=

x R3 it  R 2 2m = - — x 2, hinc £m — — —— x2e x. Quare habebimus

ir- y 2»X 9

z a2 a 2
trR2 „ irR 2eX = l- ;— x*ex ; X— ■ •x5. .a* ' 5 a2

Pro x — AC — a fiet itaque Xr ^ -xtrR 2»! momentum inertiae totius
wk 4a ....illius momen-10coni ABD refpeftu plani MN, Eli autem

tum refpeftu axeos AC (416. §.) : momen urn refpeftu axeos MN debet
ergo per (434. L ) effe /*z=  X + i Z = f tr R2a3-f ^ tr K4a = 3%M(4a2-f R2),
exprimente IVI mafiam coni.

437 . Corollarium 6.
Quidquid demum fit corpus Q A D BE A (59. Fig .) revolutione plani

QAb ad b reftanguli circa axem Qb = x geniti » fi y — Ab fit ordinata
curvae QA respondens abfcififae x = Qb , et X defignet momentum in¬
ertiae corporis Q A B— m refpeftu plani in Q ad Q b perpendicularis»
fi  vero exprimat illiu- momentum refpeftu axeos M N per Q in eodem
plano excurrentis » et Z denotet illius momentum refpeftu axeos Qb;
erit

s X = xJ sm f43 t , §0 =7rx 2y2£x (Vol. 1. § . 49° ' »
eZ = iiry 4tx (415. §.) * Sfi = eX + isZ (4Z4 - §-) :

igitur
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igitur habebimus

*/t= Tx*y, ex + ^ Ty‘»£x= -^ C4x2y2+y «> x.
Data itaque aequatione ad curvam QA inter ejus coordinatas ortho-

gonas y , x , licebit ope calculi integralis ex hac expreffione momentum
inertiae /jt. corporis AQB refpettu axeos MN ad Qb perpendicularis im¬
mediate elicere.

438 . Corollarium 7.
Sit Q A arcus ci/culi , qui circa axem Qb revolutus generet Tegmen¬

tum sphaericum AQBt = M;  erit y2= 2Rx — x2: pro momento inertiae
fi  Tegmenti sphaerici M~ AQB  refpeftu axeos MN illud in vertice Q
tangentis erit ergo per (437. §.)

eu •(4 x 2(2 Rx — x2) (2 Rx— x2)2) s x

!= — (4 RX3— 3x 4+4R 2x2) «x.’

igitur erit

^ ^ (Rx^— | x5+ f R2x3) “ T̂s irx 3(i5Rx — gx 2+ 2oR 2)^

Teu pro maffa AQB — M,

^ = JoTx »( i5R * + 2oR *— 9x 2) = AM — - "tf — ~ 9X? '3 K——X

Ex hac porro expreffione momenti inertiae Tegmenti sphaerici AQB
refpeftu axeos MN invenies pro x— R vel xc= 2R momentum inertiae
dimidii vel integri globi refpettu axeos MN illum in vertice Q tangentis:
nimirum momentum inertiae dimidii globi, denotante M illius maffam, erit

5= H » K»= {| MR»i
et momentum inertiae integri globi , denotante M ejus maffam, fiet , ut in
<428. §-)

= 4| ,rR*= | MR2.

439 . Corollarium F.
Pro Tegmento m= Q/iEBDA  conoidrs parabolici revolutione arcus

parabol .e Q \ circa ejus axem QC genito , et illius momento inertiae ft
refpectu axeos A1N illud in vertice Q tangentis , debebit iffe y2= px:

A a 3 igitur
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igitur Sfi— — (4px 3+ p 2x2) «x;

hinc p t= -̂ - (Px*+ f P2* 2) » ,feu !ob mn= £ irpx*

C3x2+ P 2) = s tn(3x2-f p2).

440 . Corollarium  9.

Pro tegmento m = AQB  fphaeroidis elliptici revolutione arcus el-
lipfeos QA circa axem transverfum QC genito , cujus momentum iner¬
tiae refpeftu axeos MN illud in vertice Q tangentis fit erit

b2, b 2
y2n= -— x - — x2; igitur per (437-§0

ep = ^ sx ((4a 3—2ab 2)x 3— (4a I —-b2)x 4 +a 2b2x2).4 a
Adeoque debebit efle

P ((30 a3— 15 a b2)x4— (24a 2—6 b2) xf+ io a2b2 x3);120 a4
Tt  b2

feu ob m — - r -y - (3 ax2 — 2 x’)6 a2 ‘

__ _ z (30a 3—1 53 b2) x 2— (2 4 a2— 6 b2)x 3-}- 10 a2bax
P- T '->m • a 2(3 a — 2 x)

Hinc pro x “ -| a invenies momentum inertiae dimidii fphaeroidis
elliptici revolutione quadrantis ellipfeos circa femiaxem transverfum geniti
refpeftu axeos MN fphaeroidem in vertice Q tangentis , fi M Ut raalla dimi-
dii fphaeroidis,

VL— (9*2 + 4 b *) = M (9 a2 + 4 b2).

Et pro xr = a reperies momentum inertiae integri fphaeroidis ellip¬
tici revolutione ellipfeos circa axem transverfum geniti refpeftu axeos
fphaeroidem in vertice axeos transverfi tangentis , denotante M illius
tnaffam

P =
ira b2
120 (6 a2+ b 2) = is M (6 a2+ b 2).

441 . Problema.
79. Invenire momentum inertiae prifmatis triangularis recti  ABCFED

(79 , Fig .) jbajium ad  C , F redtangularum refptfltu lateris  AD.
Solutio.
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S o 1 u t i q.

1. Sit latus prifmatis AD = I,  et latera bafium angulos reftos com¬

prehendentia fint AC — DF = a, CB = FE = b ; erit mafla prifmatis
(411 . § . Schol .) M ^ -gabi.

2 . Dufto plano aADd  perpendiculari - ad ACFD;  erit communis
interfeftio horum planorum ipfe axis A D refpeftu cujus debet determinari
momentum inertiae totius prifmatis : aequabitur ergo illud fummae mo¬
mentorum inertiae dati prifmatis refpeftu planorum aADd , ACFD
(404 - § -) .

3 . Quare fumatur Ce “ x,  et per e ducatur feftio eohi  parallela
plano ACFD:  pro malTa m — ACFDhieo,  et illius momento iner¬
tiae fi  refpeftu plani ACFD  habebimus e,ti= : xz em (431 . § ).

Sed o e —
AC . Be

BC a —■
a
b x;

confequenter

ACeot = | (AC + oe ) Ce ~ ax- -  x 2j
al

m = ACeo . AD — axi - — x2 :
ab

Debet itaque poni
__ al

em ( b — x_) ex; e (bx 2—x 3) e X.

Quamobrem erit

Cfbx 5—3 x«) —
al x3
12 b C4b— 3X)-

4.  Pro x= BC = b in (3) obtinebimus ergo momentum inertiae
totius prifmatis refpeftu plani AF , czr -j^ alb 3.

5. Porro capiatur A f — x,  duftoque per f plano fohg  parallelo ad
aADd,  ponatur malfa AfohgD = m,  et p  Iit illius momentum inertiae
refpeftu plani aADd;  erit per (431 . § .) e p ~ x.z em.

Sed eft fo = -^ - x , hinc Afo— ——x *:a 2 a '

m= Afo .AD — —x *: igitur fiet2 a 0
r»
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bl , . _ blLM — - xex ; hinc « /t — - x3ax,a a

Quare debebit efi*e p — — x 4.

6. Pofita variabili x — AC = a in (5) inveniemus ergo momentum
inertiae totius prifmatis ABCFED  refpeftu plani aADd, — ^ bla 3.

7. Ex his (4) (6) per fe jam ob (2) fluit momentum inertiae p  dati
prifmatis refpeftu lateris AD , nimirum

A alb 3+ £bla 3— TVabl ( 3a 2+b 2)
s= AM( 3 a’ + b2) ob ( r) .

442 . Corollarium  I.
Fig. 80. Momentum inertiae p  prifmatis triangularis refti AB CDEF (8o .Fig .)

refpeftu axeos AF , fi uterque angulus bafeos ad B, C fit acutus , aequa¬
bitur fummae momentorum prifmatum ACpqDF , ABpqEF  bafium ad
p , q reftangularium , in quae illud plano ApqF ad CBED  perpendicu¬
lari potefl: dividi (399. §.) : quare , cum pro Ap — a , Bp = b , Cp = c,
AF ;= 1 per (441. §.) debeat effe

Mom. ABpqEF — ^ abi ( 3a2+ b 2);
Mom. A C pq D F— Tl2 a c 1(3 a2 c 2):

Fiet eo ipfo
a bl (3a 2+ b 2) + xx ac  1 (3 a2+ c2);

hinc , ob prifmatis mafiam M— | al (b+ c ) , erit
^ = ^ al (b3+ c 3+ 3a 2(b + c)) t=: | M(3a 2+ b 2+ c 2—bc ) .

443 . Corollarium  2.
Tig. Ei. Si autem unus angulus bafeos ABC prifmatis triangularis refti

ABCDEF,  puta angulus ad C (81. Fig .) fit obtufus , et planum ApqF
ad BCDE  perpendiculare ; erit momentum inertiae prifmatis ABCDEF
refpeftu axeos A F aequale differentiae momentorum prifmatum ABpqEF,
ACpqDF (400 . § .) : cum ergo fit pro Ap t= a , Bp — b , Cp — c , et
AF — 1 per (441. § .)

Mom. A pqEF—  A abi (3 a2+ b 2);
Mom. ACpqDF — TI2 >cl ('3a 2+ c 2);
erit momentum p prifmatis ABCDEF  refpeftu axeos AF

^ = Tx a bl (3a2+ b2) — T2acl( 3 a2+ c 2);
adeo-
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adeoque ob illius mnlfam -Jal (b — c) — M
^ = xLal (l)3—c3 + 3 a5(b — c^ ^ iMCSa ^+ ^ + e + bc).

444. Corollarium  3,

Si bafis ABC (80 . Fig .) prifmatis fit aequicrura angulorum ad C, B Fig »,
aequalium ; erit b— c — ^ BC , et a — -j/ ^ AB 1— BC 2) in (443. § .) ;
pro AB = AC = a!( et  BC = j8, AF = ; I erit ergo momentum inertiae/t
prifmatis ABCDEF  refpeftu axeos AF

-+ -f —M
feu (*= -££ - (6 a.*— fi2) / (4 - /3>) - A M(6 «2—/3 *).■ 4o

445 . Corollarium  4,

Momentum autem inertiae prifmatis triangularis retti regularis ba-
feos aequilaterae refpe &u axeos AF erit pro * = /3— A B—BC = C A,
et AF — 1 per (444 . § .)

446 . Corollarium  5.

Momentum inertiae cujuslibet prifmatis refti regularis (49- Fig .) re - Fig. 49.
fpeftu illius axeos PQ , datis latere bafeos AB := /3, radio PA ~ a,  axe
PQ = 1 , et numero n laterum AB , BC , CD, etc ., invenietur , fi capiatur
momentum inertiae prifmatis triangularis APBbaQper (444 . §.) , illudque
multiplicetur per numerum n talium prifmatum datum prifma coniti tuen¬
tium (399. §0 : ea propter , fi M denotet mafiam totius prifmatis
ABCDEedcba,  erit illius momentum inertiae refpeftu axeos PQ

^ = 4n8/3I (6 /Z2) / (4 —n — TS M(6 «2—/3 2).

447 . Corollarium  6.

Momentum inertiae cujuslibet parallelepipedi ABCFGHDE (82 . Fig.) Fig. z,.
refpeftu axeos MN coincidentis cum ejus latere ED invenies , fi illud in
duo prismata triangularia FGEDH A, FCE DB  A mente refolvas ; horum
momenta inertiae refpeftu axeos MN per (441 . 44 2,  443 ’ § -) quaeras;
tum in unam fummam colligas (399. § .) .

VelHmtn II. Bb 448 . Co-
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448 . Corollarium 7.
In fpecie ergo , fi ABCFGHDE := M fit parallelepipedum reftan-

gulum , et GE = l,CE = a , ED = b ; erit illius maffa M— abi , et
momentum inertiae refpeftu axeos MN per (447. 441. §.)

/t = Ti2: GE . GF . ED( 3GE i + GF 1) + TVEC .FC .ED( 3EC2 + FC a>,
feu yabl (al + l 1) = | M(az +l 2)*

449 . Corollarium 8-
Si a= CE , et b — E O continuo decrefcat , tum prope evanefcat;

abibit parallelepipedum in virgam tenuillimam GE ^ l , cujus momentum
inertiae refpeftu axeos MN ad illam perpendicularis poterit poni
=iM l5=fl 3 (448- §-).

450 . Corollarium 9«
Si vero tantum az = CE decrefcat et prope evanefcat ; debebit paral¬

lelepipedum reftangulum abire in laminam tenuiflimam pariter reftangu-
lam GHDE,  cujus momentum inertiae refpeftu axeos MN , pro EG — I,
ED = b, poterit poni = j-Ml2=j -bl 3 (448 . §-) .

451 . Corollarium 10.
Si denique b — EO adeo parvi valoris fit , ut prope evanefcat ; pa¬

rallelepipedum reftangulum abibit in laminam tenuiffimam reftangulam
FCEG,  cujus momentum inertiae refpeftu axeos MN ad illlam perpen-
dicularis poterit poni = iM (aa+ F ) = 5al (a2-fl 2) pro a = CE, i = GE
(448- §.).

452 . Corollarium 11.
Incubo AFED  erit GE — CE = EDt = l = a~ b:  momentum iner¬

tiae cubi AFED  refpeftu axeos MN erit ergo fa 3(a2+ a a) = fa 5r= f Maa
(448- §-).

1
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DISSERTATIO XII.
DE

MOTU MASSARUM CIRCA AXES FIXOS.

453 . Definitio.

Si corpus rigidum Z (60. §.) circa lineam reftam R politione datam fic
moveatur , ut haec durante motu eundem perpetuo (itum refpeftu om¬
nium pun&orum corporis Z retineat ; erit ejus motus gyratorius,  et
refta R Axis gyrationis,  et quidem fixus (qualis in sequentibus disquisi¬
tionibus ubique fubintelligetur ) , (i is perfe &e quiescat , nullisque viribus
cedat.

454 . ' Corollarium  1.
Singula punfta a , A (8Z. Fig)  corporis in motu gyratorio circa da- Fig. 8| .

tum axem MN conftituti easdem perpetuo fervant dillantias af , AF ab
axe gyrationis MN (453. §.

455 . Corollarium  a.
In motu igitur gyratorio debent lingula pun&a a , A corporis deleri,

bere peripherias circulorum abe, ABC  ad axem gyrationis MN perpen¬
dicularium , centraque f, F in illo habentium , quorum radii af , AF aequan¬
tur perpendiculis ex punftis a, A ad eundem axem demiihs (454. § ) .

456 . Corollarium  3.
Cum autem durante motu gyratorio corporis circa datum axem MN

fingula ejus punfta tam ab axe M N (454 . §0 * quam  inter fe easdem
perpetuo dillantias fervent (453- 60. § .) ; evidens eft , fingula punfca
a, A quovis tempore t per arcus fitniies ad , AI ) promoveri , interceptos
inter crura af , df et A.F , DF angulorum aequalium afd, Ai D,  quos
perpendicula af , AF ex iisdem punflis ad axem MN dutta intra idem
tempus debent percurrere.

Bb 2 4 57- VL-
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457 . Definitio.
Si refta a f perpendicularis ad axem gyrationis MN circa hunc axem

in circulo acb moveatur , debebit illa quovis tempusculo t per certum
angulum afd promoveri independentem a longitudine ejusdem reftae:
quamobrem licebit reftae af et cuivis ejus punfto a , « ejusmodi celerita¬
tem tribu :e , per quam ea ad certum angulum afd certo tempore per¬
currendum determinetur (257 . §.) ; atque haec deinceps nomine Celeritatis
angularis  reftae af et cujuslibet ejus punfti debebit intelligi.

4 ; F. Corollarium  1.
Spatia , quae celeritatibus angularibus percurri supponuntur , funt to¬

tidem anguli , non autem lineae ut in (252 . §.) : femper vero illae et hi
anguli debent instar quantorum heterogeneorum concipi , quorum unum
alteri aequari nequeat (456 . §.).

Sch ol ion.
Contra rei naturam loquuntur idcirco , qui celeritatem angularem in

ipsa illius definitione certo angulo ponunt aequalem : in (264. %•) exposui,
quo sensu celeritas punfti in linea refta vel curva incedentis per certum
spatiolum postit exprimij mox vero declarabo , quo fenfu celeritatem quo¬
que angularem certo angulo vel arcui aequare liceat . Eu Ieras,  in
Theoria motus corporum / olidorum jen rigidorum , celeritatem angularem
in motu gyratorio vocat celeritatem punfti , cujus distantia ab axe gyratio¬
nis unitate exprimitur : is ergo dat definitionem celeritatis angularis ob¬
scuriorem fuo definito , afTumens in ipsa definitione , quod ex genuina no¬
tione celeritatis angularis demonstrandum eflet.

459 . Corollarium  2.
Motus reftae af circa datum axem MN erit uniformis  seu aequabi¬

lis , st illa fingulis tempusculis aequalibus per aequales angulos promovea¬
tur , proinde eadem perpetuo celeritate angulari circa MN volvatur (qz8-
457- 254. §.). '

460 , Corollarium  z.
lig . 83. 84. Quodli ergo duae reftae af , su (8Z- 84- Fig .) a(l axes  fixos MN,

mn perpendiculares motu uniformi incedant in circulis acb,pqr;  erunt
anguli afd . sur,  quos illae intra idem tempus percurrerint , inter fe ut
celeritates angulares earundem reftarum (459- 458 - 260. § ) .

461 . Co-
V
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.461. Coroll ar iuin 4.
Anguli vero afd,afe,  quos re&a af , determinata celeritate angu.

Jari motu uniformi circa axem R1 N in circulo acb incedens , intra diverfa
tempora percurrerit, et anguli afd , sur,  quos duae reftae af , s u, aequa¬
libus celeritatibus angularibus in circulis acb,pqr  circa diverfos axes
MN , mn motu uniformi incedentes , divertis temporibus confecerint, erunt
inter fe in ratione direfta refpe&ivorum temporum (259. 258- 261. §.

462 . Corollarium 5.
Quo motus ejusmodi ad calculum polTit revocari , congruae menfurae

celeritatum angularium, fpatiorum (458 - 8 ) , et temporum conftituantur
oportet. Retento minuto fecundo pro menfura temporum (262. §. 2. n.),
fumatur, ob (458- et 262. §. 1. n.) , pro menfura fpatiorum angulus
aequali angulo i,  inter cujus latera intercipiatur arcus ex ejus vertice ra¬
dio ~ I defcriptus et eidem radio aequalis (Vol. l. §. 5. Schol. 3. n. 2.).

463 . Corollarium 6.
Hinc licebit pro menfura cujuslibet celeritatis angularis y , qua in

motu uniformi (459. §.) angulus A quovis minuto fecundo percurratur,
eam determinatam celeritatem angularem « accipere , qua motu pariter
nniformi quovis minuto fecundo angulus <J fumtus pro menfura angulo¬
rum A (462. §.) debeat percurri (262. § . n. 1. 4.) .

464 . Corollarium 7.

In (463. §.) erit ergo A : i = y . cc per (461 . § .) : igitur -g- = •
id eft: exponens rationis anguli A quovis minuto fecundo celeritate an¬
gulari y percurfi ad angulum i  pro ejus menfura acceptum aequatur ex¬
ponenti rationis ipfius celeritatis angularis y ad celeritatem angularem *
pro illius menfura acceptam (463 . § .). Quodfi ergo ejusmodi exponentes
per A et y deinceps exprimantur ; poterit poni y = A , atque hoc unico
fenfu, improprio ut patet, licebit celeritatem angularem y in motu uni¬
formi (459. %.) aequare angulo A , qui eadem celeritate quovis minuto
fecundo percurritur (264. §.).

Bb 3 465 . Co-
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465 . Corollarium 8-

Verum , fi P denotet arcum radio = 1 ex vertice anguli A inter
ejus crura defcriptum, aequabitur Cp exponenti rationis anguli A ad angu¬
lum i  pro illius menfura acceptum 462. §.) et ( Vol. 1. §, 5. Schol. 3. n.2.) :
hoc ergo exponente expresso per A poterit poni A= <p , hinc etiam 7= <p
(464. §.). Eodem itaque fenfu, quo celeritatem angularem y in quovis
motu uniformi ( 459. §.) angulo A aequare licuit, qui eadem celeritate quo¬
vis minuto fecundo percurritur (464. §.) , poterit illa aequari etiam ar-
cui (p , qui ex vertice ejusdem anguli radio ;= 1 inter ipfius crura de-
fcriptus potefl cogitari.

466 . Corollarium 9.

Per haec jam poterit motus uniformis reftarum circa datos axes
(459' §-) eadem prorfus ratione, qua motus uniformis punftorum in li¬
neis incedentium (265. 266. 267. §.) , determinari. Si enim refta af
motu ejusmodi in circulo abc circa axem MN volvatur celeritate angu¬
lari C, angulumque St= afd quocumque tempore T percurrat; debebit
illa quovis minuto fecundo percurrere angulum A :S= i" :T (461. §.) :

AS T
erit ergo —7- : denotante S menfuram angulorumA, S

(464. §.) , unde, fi per C, S, T intel-
4 ‘ S ' ' 1"

(462.Z.) , feu re¬
ligantur exponentes rationum celeritatis C, fpatii S, et temporis T ad
menfuras k, S,  i u (462 . 463. § .) , necessario fequitur C: S:= l : T , hinc

S^ =CT , C= -jt- , T = ^

467 . Corollarium  10.

Haftenus motum gyratorium uniformem reftarum circa datos axes
confideravimus(459. §.). Difformis  feu inaequabilis  erit ejusmodi motus
cujusvis reftae , fi celeritas angularis illo durante non maneat perpetuo
eadem (4Z7-§-), fed continuo mutetur (268-§-)- In tali motu habebit ergo
refta af quovis momento aliam celeritatem: celeritas angularis, quam
illa in fnie certi temporis T ab initio motus computati habuerit, erit ejus
celeritas tempori  T debita  aeftimanda ex angulo, quem eadem recta quo¬
vis minuto fecundo tali celeritate percurreret , fi ejus motus esset unifor¬

mi?,
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m?s , vel ex arcu radio a= i ex vertice ejusdem anguli inter ejus crura
defcripto (271. 464. 465. §-).

468 . Coroliarium ii*
Quocnnque autem tempore duret motus gyratorius dati corporis circa

datum axfim MN; neceiTe eft , ut omnia illius punfta eadem celeritate
angulari circa axem MN volvantur (456. 457. §.) : cenfebitur ergo totum
corpus quovis momento determinatam habere celeritatem angularem, ni¬
mirum illam, quam lingula ejus punfta eodem momento habuerint; motus
autem iplius gyratorius uniformis erit vel difformis, prout perpendicula ex
lingulis ejus punftis ad axem gyrationis demifla motu uniformi vel dif-
formi (459. 467. §.) circa eundem axem fuerint mota.

469 . Definitio.

Eodem tempore, quo in motu gyratorio dati corporis circa datum
axem MN(453 § ) perpendiculum af[ex quocunque ejus punfto a ad axem
M N demiffutn per certum angulum afd promovetur, percurritur ab ipfo
puncto a arcus ad circuli acb:  celeritas punfti a, qua ejusmodi arcus per¬
curritur (257.§.) vocabitur deinceps Celeritas linearis  feu vera  punfti a, quo
illa ab ejus perpendiculiqueaf celeritate angulari (457- §•) diftinguatur.

470 . Corollarium 1.

Vera feu linearis celeritas cujuslibet punfti a corporis in ' motu gy¬
ratorio circa datum axem MN constituti aestimabitur ex arcu circulari,
quem illud eadem celeritate motu uniformi circa axem MN percurreret
(469. 264. 271. §.) .

471 . Corollarium 2.

Sunt autem arcus ad , AD a quibuslibet duobus punftis a, A corporis
circa axem MN motu gyratorio incedentis quovis tempore percurfi inter
fe fimiles (456. §■) , adeoque inter fe in ratione diftantiarum perpendicula¬
rium af , AF eorundem punftorum ab axe MN: in motu gyratorio cor¬
poris circa datum axem M \ funt ergo verae feu lineares celeritates stu-
gulorum ejus punftorum quovis mnmento inter fe ut perpendicula ex iis¬
dem punftis ad axem MN demifla (470. §.).

472. Ce-
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473 . Coro 1 lar i um -5.
Quamobrem debebunt eiie celeritates lineares omnium punftorum cor-

poris in motu gvratorio circa axem IVIN conftituti inter fe aequales, fi
illa aequaliter diftent ab axe MN; punfta vero inaequaliter distantia
ab axe MN inaequales habebunt celeritates , majores magis , et minores
minus distantia (471. §.).

473 . Corollarium  4.

Cognita unici punfti a corporis circa axem IVIN moti celeritate vera
feu lineari c , datisque distantiis Angulorum punftorum ab axe MN , pot¬
erit eo ipfo determinari celeritas vera x cujusvis alterius punfti A : erit
enim x :c — AF :af (471 . $. ) ; consequenter x - c —

474 . Corollarium  5.
Si punftum a corporis in motu gyratorio circa axem MN tantam

per arcum ad acquirat celeritatem linearem (eu veram c , et angularem y,
ut illud eadem celeritate motu uniformi circa MN quovis minuto fecundo
arcum —de,  refta vero af ex a ad MN perpendicularis angulum —dfe
deberet percurrere; erit c —de,  y — pro arcu P ex f radio — x in¬
ter crura anguli dfe defcripto (470 . 465 . § .) , et de : <p;= af : 1 : debebit
ergo este

. c
c “ y .af,  et y — —at

475 . Corollarium 6.
Adeoque, fi nofcatur celeritas angularis y in motu gyratorio dati

corporis circa datum axem (468. §.) constans (459 ° § -) > vel certo tem-
pori t ab initio motus computati debita (467. § ) , eaque multiplicetur per
distantiam af dati punfti a ab axe MN , determinabitur eo ipfo vera feu
linearis celeritas c punfti a (474. § .) , a qua inventio celeritatum linea¬
rium omnium reliquorum punftorum ejusdem corporis dependebit (47Z.§ ).

476 . Corollarium  7.
9ata autem celeritate vera feu lineari c unici punfti a corporis in motu

gyratorio circa datum axem MN constituti, fi illa dividatur per distantiam,
af ejusdem punfti ab eodem axe , invenietur eo ipfo celeritas angularis y
punfti a (474. §.) totiusque corporis (468 . §.) .

477 . Tlieo-
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477 . Theorema.

Si in punfta  b et a <85- Fig.) vel a ct d plani ABC D, circa axem Fig. z>
IVIN fixum cum illo firmififiune connexum libere mobilis , aequidijlantia ab
axe I\1  N agant vires aequales P et Q vel Q et R directionibus b P et a Q

vel aQ f/ d R ad idem planum perpendicularibus ; erunt eae vires inter Je
in aequilibrio.

D e m o n ft r a t i o.

1. Si punfta b, a aequaliter diftent ab axe MN , quo perpendicula
b/3 , ax ex illis ad MN dufta fuit inter fe aequalia; debebit refta ab
in axe MN biffecari: cum igitur vires aequales P , Q agentes in punfta
b, a plani AC circa axem fixum 1\1 N volubilis necefiario in aequilibrio
effie debeant, fi illae agentes in punfta b, a reftae inflexilis ba et circa
fixum ejus punftum medium c libere mobilis efient in aequilibrio; patet,
illas re ipfa luturas in aequilibrio (76. §.) .

2. Si autem in punfta a, d aequidiltantia ab axe MN agant vires ae¬
quales Q,R;  duftis ad MN  perpendiculis 'aa , d/3, produftoque perpen¬
diculo Afi  in b, ut fit b/Z— <1/3—aoc , cogitentur in b agere vires P, S,
inter fe et viribus aequalibus Q , R aequales, direftionibus bP , bS ad pla¬
num AC perpendicularibus: erit vis S cum R, et P cum Q in aequi¬
librio, per demonftrata in ( i ). Quare erunt omnes quatuor vires S, R, P, Q
inter fe in aequilibrio(64 - § .) , et eo >pfo , quia vires P, S funt inter fe
feorfim in aequilibrio (66. § .) , debebunt iis fublatis vires Q, R manere in
aequilibrio (65. %.).

478 . Coro 1larium.
Si duo plana ABDC , CDFE (86. Fig.) fub quocunque angulo inva- Fig. §6.

riabili BDF circa axem fixum MN mobili inter fe fint connexa , in quo¬
rum punfta a,c aequidiltantia ab axe M N agant vires aequales P, Q di-
reftionibus aP , cQ ad plana AD,ED  perpendicularibus; erunt hae vires
in aequilibrio. Sit ab in plano AD , bf = ab  in plano ED perpendicu¬
laris ad axem MN , et in punftum t' cogitentur agere vires q, p ititer fe
et viribus aequalibus P, Q aequales directionibus fq,fp  ad planum ED
perpendicularibus: jacebunt direftiones virium P, p iu plano anguli abf;
vires idcirco P, p erunt inter fe in aequilibrio(76. %.). Quare , cum etiam
vires q, Q debeant inter fe eile in aequilibrio (477. §.) , erunt omnes qua¬
tuor vires P, p , q , Q inter fe in aequilibrio (64. § .) : fublatis itaque

J'olumcn II, Cc vilibus
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viribus p, q inter fe feorfim in aequilibrio exiftentibus (66. § ) , manebunt
reliquae P, Q inter fe in aequilibrio (65. §.).

479 . Theorema.
Si in duo punSta  a , e planorum  ABDC , EFDC fub angulo invaria-

bili et circa axem fixum  M N libere mobili inter fe connexorum agant vires
P, R directionibus ad eadem plana perpendicularibus; erunt illae in aequi¬
librio , fi fint inter fe in ratione inverfa difiantiarum  ab , ed punctorum  a , e
ab axe  M N, id ejl , fi fit  P : R ~ e d :a b : et vicijfim, fi vires  P , R fint in
aequilibrio, erit  P : R t= e d : a b.

D e m o n fi r a t i o.
1. Per hypothefim funt ab , ed perpendiculares diftantiae pun&orum

a , e ab axe M N. Sit ed > ab , et fiat cd — ab , atque in punttum c
cogitentur agere vires r, Q inter fe et vi P aequales directionibus cr , cQ
ad planum ED perpendicularibus.

2. Debebunt vires r , Q inter fe necefiario efle in aequilibrio per
(66 § .) , quidquid fint reliquae vires P, R.

3.  Ponamus jam efle P : R — ed : ab ; erit ob ( 1) etiam r : R = e d : cd:
vires igitur r , R erunt per (92. §.) inter fe in aeq ilibrio . Quamobrem,
cum etiam vires P, Q debeant efie inter fe in aequilibrio (478-§.) , erunt
omnes quatuor vires r , R, P , Q inter fe in aequilibrio (64 §.) : unde,
quia vires r , Q funt feorfim inter fe in aequilibrio (2) , necefiario fequitur,
vires quoque P, R inter fe feorfim efife in aequilibrio (6z . §.).

4. Si autem dicas , vires P, R efle in aequilibrio ; erunt ob (2) omnes
quatuor vires r, Q , P , R inter fe (64. §.) , et binae P , Q feorfim inter
fe in aequilibrio , ob (1) per (478- §.) : fubiatis igitur virmus P, Q mane¬
bunt vires r , R inter fe in aequilibrio (65. §.). Erit itaque r : R;= ed : cd
(92. §.) ; hinc ob ( 1) etiam P : R^= ed : ab.

480 . Corollarium.
Fig.8j- Si duae reftae af , AF (8Z- Fig ) cum axe fixo MN fub angulis reftis

firmiflime fint connexae , ita ut et utraque circa axem MN libere poflit
converti , et impollibile fit , ut una illarum circa MN convertatur , quin
eo ipfo altera quoque circa MN debeat converti ; in puncta vero a , A
agant vires P , R fecundum direftiones aP , AR perpendiculares ad af, AF

in
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in planis ad MN perpendicularibus jacentes , in quibus jacent reftae af , AF:
nitentur hae vires reftas a f , A F in partes oppofitas circa axem MN ea¬
dem prorsus efficacia convertere , ac fi reftae af , AF pertinerent ad
bina plana circa axem MN mobilia et in hoc firmiflime inter fe connexa,
ad modum , qui in (86. Fig .) eil confpicuus . Vires ergo P,R erunt in¬
ter fe in aequilibrio , fi illae fuerint in ratione inverfa rectarum af , A F,
id eft , fi fuerit P : R— AF ; af ; et viciflim erit P ;R ;= AF : af , fi vires
P, R fint in aequilibrio(479. §.).

481 . Problema.

Data direftione vis  V agentis in punctum A (87 . Fig .) circuli  Apq Fig. 87-.
circa axem fixum  M N per ejus centrum C tranfeuntem et ad illius ptanum
perpendicularem libere mobilis; determinare vim , quae totaJua ejficacia cir¬
culum  Apq circa axem  M N convertere nititur.

Solutio.

1. Direftio datae vis V fit AD in plano Aaeb  perpendiculari ad
planum circuli Apq hocque in A b fecante , quae detur per angulos
DAb = /3, b AC — x inter eandem direftionem AD , radium circuli AC,
et interledtionem communem Ab planorum Aaeb, Apq  comprehenfos.

2. Si in plano a Abe fit aA perpendicularis ad planum circuli Apq (1) ;
poterit vis V agens in punftum A directione A D in duas vires refolvi,
quarum una agat direftione A a fitque “ VSin D A b= V Sin/3 , et altera
agat direftione Ab fitque r= VCofD A b — VCof/ 3, ob ( i ) per (115. § .)•
Quare , cum prior vis agens in punftum A direftione A a perpendiculari
ad planum circuli Apq,  adeoque parallela axi gyrationis MN nulla ratione
pofiit influere in converfionem ejusdem circuli circa axem MN ; videndum
eft , quantum influxum in hanc converfionem vis altera V Cof /3  agens
in punftum A direftione Ab jacente in plano circuli ( 1) habeat.

3. Si ad punftum A in plano circuli Apq ducatur tangens AB ; erit
illa perpendicularis ad radium AC . Vis ergo ~ VCof /3  in (2) agens in
punftum A direftione Ab poterit refolvi in duas vires , quarum, una
— VCof/ 3.CofbAC = VCofy 3 Cof « agat direftione AC , et altera — V
Cof/3.SinbA C= VCof/3Sina agat direftione A B per ( 115. §.) . Eft vero
evidens , priorem vim nullo pafto in converfionem circuli Apq circa axem
MN poffe influerej alteram vero vim agentem direftione AB in plano

Cc 2 circuli
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circuli Apq ad radium ejus AC  perpendiculari tota tua efficacia nitj,
eundem radium circulumque circa axem MN convertere.

4. In affiurota hypothefi (1) tantum ergo habebit data vis V , agens in
punftum A fecundum directionem AD , influxum in converfionem circuli
Apq circa axem SIN , quantum haberet vis = VCof/SSina , fi haec in
punftum A fecundum directionem tangentis AB ageret , quae tota fua
efficacia eundem circulum circa axem MN niteretur convertere (3) ,

482 . Corollarium 1.
Semper, fi in (481. §. 1. n.) iit angulus bAC —erit  vis

VCof ^ Sin*— o : quoties ergo direftio AD datae vis V agentis in pun¬
ftum A circuli Apq jacuerit in plano AaeC  perpendiculari ad planum
circuli et cum hoc radium AC pro communi interfectione habente, erit
vis , quae in converfionem circuli Apq circa axem MN deberet impendi,
aequalis nihilo, ipfaque converfio impoflibilis (481. §. I. 4. n.)>

48 1. Corollarium 2.
Et pro angulo DA b= y3:= o erit vis VCof /3  Sina — VSin cc, id efi:

fi direftio vis V agenris in punftum A circuli Apq jaceat in plano cir¬
culi , ita ut illa cum radio AC angulum a comprehendat; efficacia, qua
illa circulum Apq circa axem MN nitetur convertere , aequabitur effi¬
caciae, qua vis =VSin*  in punfto A fecundum direftionem tangentis
A B applicata eundem circa N convertere niteretur; haec vero vis tota
deberet in ejus converfionem impendi (481. §. 1. 4.  n .).

484 . Corollarium 3.
Quodfi autem ponas angulum ar= go° in (483. §.) ; erit vis VSin

«t = V , id efi : vis V agens in punftum A circuli Apq fecundum di¬
reftionem tangentis A B ad radium AC eo ipfo perpendicularem, nitetur
tota fua efficacia eundem circulum circa axem MN convertere 4̂83. §■) •

485 - Cor ollarium 4.
Fig. 88. Conditio effentialis, fine qua nulla vis V agens in punftum aliquodB

(88 Fig.) corporis abede,  circa axem fix; m MN cum illo  firmiflime con¬
nexum libere mobilis, poterit corpus abede  circa eundem axem conver¬
tere , efi , ut illius direftio non jaceat in plano-circulum bpq per B trans¬
euntem et axi MN perpendicularemita fecante fub angulo retto , ut inter-

feftio
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feftio coincidat cutn radio B C ad idem pdnHum B dufto (481- §-) : omni
autem alio cafu aderit una vis per (483 , 484. 48 1. § . 4. n.) determinabilis,

quae , fecundum dire&ionem tangentis BP ad radium BC perpendicularem
in punctum B a&ura , tota fua efficacia corpus abcde circa axem MN
nitetur convertere.

486 . Corollarium 5.
Si igitur motus gyratorius corporum circa datos axes fixos dependens

a viribus in quaecunque illorum punfta agentibus generatim fuerit determi¬
nandus , licebit fuppouere , direttiones omnium virium coincidere cum tan¬
gentibus , quae ad eadem puncta totidem circulorum ad axes gyrationis per¬
pendicularium centraque in iisdem axibus habentium poliunt duci (485-§-)

487 - Theorema.

Si in punitis  B , F corporis  abcde circa datum axem  M N libere mo¬
bilis applicentur vires  P , Q , quae idem corpus fecundum directiones  B P, FQ
in partes oppofitas circa axem MN nitantur convertere (486 . erunt illae
in aequilibrio, fi fuerint inter Je in ratione inverfa dijlantiarum  B C, F D
punitorum  B , F ab axe gyrationis  MN , feu Ji fuerit  P : Q ~ FD : BC : ct
vicijjim, quoties vires P, Q.fuerint in aequilibrio, toties erit  P : Q = FD : BC.

D e m 0 n fl r a t i o.

Per hypothefim coincldunt direftiones B P , FQ virium P, Q cum tan¬
gentibus , quae ad pun6ta B, F circulorum Bpq,Fnm  ad MN  perpen¬
dicularium et e centris C, D radiis C B, DF deferiptorum poliunt duci : quodfi
ergo cogitentur duo plana ABCD , FECD,  quorum primum fit perpen¬
diculare ad planum circuli Bpq hocque in BC interfecet , et alterum fit
perpendiculare ad planum circuli Fnm,  atque iftud in FD interfecet;
erunt direftiones BP , FQ virium P , Q perpendiculares ad plana ABCD,
FEC . D, unde, ut patet , necefiario fequhur , vires P, Q debere efie in aequi¬
librio , fi eftP : Q= FD : BC ; et efle P : Q = FD : BC,  fi vires P, Q funt in
aequiliorio (479. §.).

488 - Problema.  *
Si , dato puncto  A circa axem fixum MN in difiantia AF  ( 83-Fig ) Fij - 83.

libere mobili, cogitetur in eodem puncto mafia u colleita , quam vis quaecun¬
que  R jecundum UireitionemA R ad motum circa  M N jollicitet (486 - §.) : in¬
venire celeritatem veram C puncti  A , quam eadem vis tempore  T producat.

Cc 3 Solutio.
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Solutio.

1. Si vis R fit invariabilis ; debebit effe C= 2g - T celeritas vera

punfti A (469 §.) , quam ea vis tempore T producet ( 337. 338 §.) .
2. Quodfi autem maffa g in punfto A collefta a vi variabili ad motum

circa axem MN follicitetur , et eadem vis intra tempus T fiat t= R; debe¬

bit effe per (387. Z47. §-) e C= 2 g - ^- eT . ,
r4

489 . Corollarium 1.
Omni ergo cafu , feu maffa g collefta in punfto A a vi invariabili

“R ad motum circa axem MN urgeatur , feu a vi variabili , quae intra
tempus T , durante motu maffae g circa M N , fiat — R , ita erit compa¬
rata vera celeritas C punfti A , quam eadem vis tempore T producet , ut
exponens rationis differentialis ejusdem celeritatis fpeftatae inffar unius
funftionis temporis variabilis T futurus fit (488. § -) -

r — K meC — 2g - «T.

490 . Corollarium 2.

Quaelibet vis , tam invariabilis R, quam variabilis intra tempus T in
Vim ~ R abiens , fi illa datam maffam g in punfto A colleftam ad motum
circa axem MN fecundum direftionem AR continuo sollicitet , producet
intra tempus T celeritatem angularem y punfti A reftaeque A F ad MN
perpendicularis , cujus exponens differentialis erit per (489. 476. §.) .

eyz= sC  2 g . R
A F g . Ab

- s T.

491 . Problema.

Si , datis duobus punctis a, A interJe et cum axe gyrationis MN ita
connexis, ut neutrum illorum circa MN pojjit converti, quin etiam alterum
circa  MN eo ipfo moveatur, in punfto a tnaJJa  m collecta cogitetur, in
punfto vero A agat quaecunque vis invariabilis RJecundum direftionem A R
(486 . §.) ; invenire celeritatem angularem y , quam vis R tempore T pro¬
ducat.

Solutio.
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Solutio.

207

1. Punfta A, a re&aeque AF , af concipient tempore T eandem ce¬
leritatem angularem y (468 - §•) .

2. Cogitentur in puncto a applicari duae vires invariabiles inter fe ae¬
quales P, p fecundum dire&iones oppofitas aP , ap (486. §.) ; erunt eae
inter fe in aequilibrio (66. §.) , consequenter erit punftum a ob vires P, p, R
in eodem ftatu motus , in quem illud ob folam vim R, absentibus viribus
P, p intra tempus T poteft reponi. Quodfi ergo vires P, p ita fint com-

A F
paratae, ut fit P — p:R;= A F :af , adeoque P“ p= R. — ; debebit
punftum a etiam in hac hypothefi iu eodem prorsus ftatu motus manere,
proinde eandem celeritatem angularem y tempore T concipere ( 1). Sed
vires P, R funt in hac hypothefi inter fe in aequilibrio (480. § .) ; quae
idcirco tolli possunt, quin ideo ftatus motus punfti a turbetur:
punftum ergo a debebit datam celeritatem y intra tempus T con-

A F
cipere , fi illud a vi invariabili p:= R . - admotum circa MN con-at
tinuo urgeatur.

3. Hinc autem (2) per (490. § .) sequitur, celeritatem angularem y
debere efte

yt= . 2g 4 R -AF . T _ 2g . R . A F T
m.  a f af m . a 12

493.  Corollarium 1.
Coaequatis celeritatibus angularibus, quarum unam vis in variabilisR

agens in punctum A intra tempus T debet producere, fi in eodem puncto
mafia u. collefta cogitetur , et nulla in a; alteram vero eadem vis debet ge¬
nerare, li in puncto a mafiam collefta concipiatur, et nulla in A , habebi¬
mus per (490. 491. §.) .

_2g ._R _ 2g .R. AF
u . A b' 1 m.  a f2 *

igitur m . af 2— fi.  A F2.

Et viciflim pro m .af 2— lu. A F2, adeoque - - — - —  eruntn u . Ab m . al 2
celeritates angulares in (490. 491. §.) inter fe aequales.

493 . Co-
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493 . Corollarium , 2.

Produfta m . af z , ^ . AF 2 ex maflis m, « , quas in punftis a,  A col-
leftas imaginati nobis fumus (490. 491. § .) , *n quadrata diftantiarum re-
fpeftivarum af , AF ab axe gyrationis MN funt momenta inertiae earun-
dem maffarum refpe&u axeos MN C398 §-) : v ŝ er»° invariabilis R agens
in punftum A eandem tempore T producet celeritatem angularem y,  feu
maffa pi  in punfto A collefta , nulla vero in a , feu maffa m in punfto a coi-
lefta , nulla vero in A cogitetur , modo maffae m, p  ita fint comparatae , ut
momentum inertiae maffae pt, in pundto A refpeftu axeos gyrationis MN
aequetur momento inertiae maffae 111 in puncto a refpeFtu ejusdem axeos
( 492 . § •) •

494 , Corollarjum  3.

Si , data maffa m colle&a in punfto a , quaeratur vis invariabilis R,
quae in punfto A applicata producat celeritatem angularem y intra tempus
T ; erit illa ob (491. §.)

R y . m . a fz
K ~ 2 g . T . A F '

Per hanc vim invariabilem ira determinatur celeritas angularis y
punfti A rectaeque AF , ut alia vis hac major vel minor in eodem pun-
tto A applicata neceffario aliam celeritatem angularem majorem vel mi¬
norem deberet intra idem tempus generare (491. § .).

495 . Corollarium  4,

Fi»-. g9_ Si ergo in' punftfs a, b, c, d, e,- z (89 . Fig .) circa datum axem
M N mobilibus et cum eodem per perpendicula aa', bb1, cc’, dd1, ee1,- zz'
ita connexis , ut punftum R per perpendiculum RS cum MN connexum,
circa MN converti nequeat , quin eo ipfo omnia puntta circa MN debeant
in eandem partem converti , totidem maffae .4,B , C, D, E, - Z colle&ae
cogitentur , A’ vero , B’, C’, D1, E1, - Z' fint vires invariabiles , qua-
rum prima A1, vel fecunda B1, aut tertia C1, et fic porro , in punfto R ad
celeritatem angularem y intra tempus T producendam requiratur , prout
vel tantum in puncto a adeft maffa A , vel tantum in b malfa B, aut tan¬
tum in c malfa C , et iic porro ; erit per (492.

A'=
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A*= y . A . a1 a2 v . B. b' b2 .
2g . RS. tt ' 2 g . R8 . tt '

C1 — y . C. e' c2 ry _ 7 -O . d'd2

E1 s=

2g . RS.tt. '
y E . e1 e2

2g . RS . T ’

2g . RS .tt '

- - - - - - - y .Z . zxz*
~~ 2g . RS . tt *

496 . Corollarium 5.
Hinc (495. 494. § .) et ex notione celeritatis angularis (457 . §.) evi¬

denter (equitur, quod, fi omnes mattae A, B, C, D, E, - - Z in fuis
pun&is a,b,c,d,e, - - - z colle&ae timui circa axem MN debeant
moveri , ita ut refta RS dato quocunque tempore T datam celeritatem
angularem y concipiat , ad generationem hujus celeritatis vis una inva-
riabilis

X = A, + B 1+C >+ D, + E *+ - + Z*=

_ _ y _ (A . a, ai + B . bIb2+ Cc ,c2+ D. d' d2)
2g . RS . tt ( + E . e*e2 + . + Z .z ' z2)

fit neceffaria, quin alia aliqua vis invariabilis, vi X major aut minor, ia
eodem punfto R applicata eandem celeritatem angularem y intra idem
tempus T pofilt generare.

497 . Corollarium 6.
Quamobrem, fi in hypothefi mattarum A,  B, C, D, E, - - - Z iu toti¬

dem punftis a, b, c, d, e, - - - z circa datum axem MN mobilibus col¬
lectarum (495. §.) in punfto R applicetur data vis invariabilisV ; conver¬
tentur omnes mattae circa axem MN , reftaque RS concipiet intra quodvis
tempus T certam celeritatem angularem y,  pro qua debebit ette (496.§.)

y (A .a1 aa-j- B.bIb2+ C . cIc2-f D. d‘d2)
' 2g . RS .T~ (+ E . e1 e2 -j - + Z . z' z 2) :

jpfa igitur celeritas y erit
__ 2g . V . RS . T__

Y A.  a1 a2+ B.  b1 b2+ C.  c1 c2 + - - - Z . z1 z2 *
id eft : celeritas angularis y , quam vis invariabilis V dato tempore T

VeUmtn II. Dd gene-
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generabit, aequatur produfto SgVT . RS  divifo per summam produflo-
rum ex lingulis mullis A, B, C, - Z in punftis a, b, c, - - - z eol-
leftis in quadrata dillantiarum refpeftivarum a'a, b’b, c'c , - - - z*z ab
axe gyratioriis MN.

4 98 . P r o bl em a.
Punitum  R cjl cum dato corpore circa axem fixum  MN Ubere mobili ita

connexum, ut illud a nulla vi circa  MN pojfit converti, quin eo ipfo totum
corpus motum gyratorium circa eundem axem concipiat (453 . vy): invenire
celeritatem angularem y (457 . 468. § .) et veram feu linearem celeritatem  C
puniti  R , quam data vis invariabihs F tempore T debebit generare, fit illa
in punitum  R fecundum directionem  R V agat  456 §.).

Solutio.
Corpus rigidum, de quo hic Termo eft, poteft Tpeftari inftar aggregati

minimarum malTularum cum axe gyrationis MN in certis dillantiis aa1, bb1,
ct l, d d1, e e', - - zz'  cum illo iirmillime connexarum (453 . 60. §.) :
cum igitur momentum inertiae ejusdem corporis respectu axeos M\ aeque¬
tur lummae productorum ex lingulis mafiulis in quadrata refpeftivarum di-
ftantiarum ab axe MN (39S %J>  obtinebitur celeritas a gularis y,  quam
data vis invariab lis V intra tempus T producet, fi produittum 2gVT . RS
dividatur per momentum inertiae dati corporis refpeftu axeos MN
(4 ;5- §•) : et  f > baec celeritas multiplicetur per RS , invenietur ceh-ritas
vera punfti R, quam eadem vis intra idem tempus generabit (475. x.) .
Quamobrem, Ti pro pondere feu ei proportionali mafia P dati corporis
denotet Pk2 illius momentum inertiae refpe&u axeos MN 4̂02. §.) , erit
(497- §-)

y —2  g T
V . RS
P k2 ; c = 2gT

V . RS5
Pk2

499 . Problema.

In eadem hjpothefi  498 - §■) invejiigare celeritatem angularemy et ve¬
ram  C puniti  R , quam data quaecunque vis variabilis in  R agens tempore
T producat.

Solutio.
I . Vis variabilis in pnnfto R applicata debebit toto tempore T, quo

motus gyratorius corporis circa axem MN durare supponitur, crescere
vel
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vel decrefcere (294. § .) , ita ut , fi tempus T crefcat differentia AT , et V
quantitatem vis in fine temporis T exprimat , haec intra tempusculurn AT
incrementum aliquod AV capiat , vel decrementum AV patiatur : vis ergo
in fine temporis T adeoque initio tempusculi AT agens in R erit — V;
vis vero , quae in fine temporis T + AT , consequenter in fine tempusculi
AT aget in R , erit := V + AV , vel = V AV.

2. Semper autem , feu crefcat vis agens in R feu decrescat tempore
T ( i ), debebit celeritas angularis y tempore T genita , crescente tempore T
differentia AT , augeri certa differentia Ay , quae celeritati aequabitur a
vi in R agente tempusculo A T produftae.

3. Cum jam initio tempusculi AT agat in R vis — V , baecque toto
tempusculo AT continuo crefcat , vel continuo decrescat , et in fine tem¬
pusculi AT fiat — V + AV vel = V — AV ( 1) ; evidens eft , vim in R
corpus ad motum circa axem MN continuo sollicitantem quovis momento,
durante motu tempusculo AT , minorem effe vi invariabili = V+ AVet
majorem vi invariabili = V, vel majorem vi invariabili — V— AV  et mi-
vorem vi invariabili V.

4. Igitur in hypothefi vis continuo crescentis erit celeritas A y, quam
illa tempusculo AT producit (2) , major celeritate , quam vis invariabilis
,— y,  et minor illa , quam vis invariabilis -— V + AV eodem tempusculo
produceret ( z).

5. Si autem vis continuo decrescat , debebit effe celeritas A y, quam
illa tempusculo AT generat , minor celeritate , quam vis invariabilis = V,
et major celeritate , quam vis invariabilis >— V AV intra idem tempus-
culum generaret (3) . '

6 . Sed , fi P fit pondus feu ei proportionalis maffa corporis circa axem
jyjN mobilis , et Pk 2 illius momentum inertiae r.efpe&u axeos M N, quae¬
vis autem virium invariabiliumV, V+ AV, V —AV feorfim in puuftum
R agere cogitetur ; debebit tempusculo AT generare per (498 . § •)

vis V celeritatem angularem —
2 g V . R S

vis V + AV  celeritatem angularem :=
__ 2 g ( V+ A V) . R S . „
“ “ Pk 2 AT

vis V— AV celeritatem angularem =
— 2g (V- AV) RS-

ubz  AI.Pk2
Dd 2 7. Quum-
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7. Quamobrem habebimus ob (4) (5) 6̂) pro quovis quantumctm»
que parvo tempusculo AT

Ay>

A y <]

2g \7.R S
Pk 2- ■AT;

2gV . RS
Pk2 AT;

et

vel

et

A y < J

A Y>

2gfV -PAV ) RS
Pka

ag (V — AV ) RS
Pk 2

AT;

AT.

8- Poteft porro , ficut in (347. §■6. n.) , poni AV =̂ lAT -j- mAT 2
+ n AT 3+ etc . pro certis coefficientibus 1, m, n, etc. independentibusa AT:
pro hoc vero valore in (7) fubftituto fiet

A Y .
AT<

2gV RS A y -̂2gV . RS , 2g RS
Pk 2 ' et  AT ^ Pk 2 i P k2

vel
2 g V .RS Ay^  2g _. VRS

AT 1*̂ Pk 2
2 g .RS

Pk2 ' Pk 2 (1AT+ mAT2+nAT 3-f etc.).

9. Quapropter erit per (Vol. I. § . 131.) exponens rationis differen-
tialis celeritatis angularis y confideratae inftar unius fun&ionis temporis
variabilis T omni cafu

-Y — 2g .R8
Pk2 VeT.

IO. Hinc , quia pro celeritate angulari y debet efle C—y . RS  vera
feu linearis celeritas punfti R; erit exponens rationis diflerentialis verae
celeritatis C punfti R (475. § .) omni cafu, feu crefcat feu decrefcat vis
agens in R, *C:= sy .RS , adeoque per (9)

eC — 2 g . RS2
Pit! V *T.

11. Cognita ergo lege , qna data vis variabilis, durante motu gyra-
torio corporis circa axem MN tempore T , crefcat vel decrefcat, expri¬
matur V per congruam fundtionem vel ipiius temporis T , vel celeritatis
angularis y aut linearis C: fi enim haec funftio loco V in (9^ ( io ) fub-
ftituatur, obtinebitur utroque cafu aequatio differentialis inter duas varia¬
biles y et T vel C et T , ex qua ope calculi integralis iplam celeritatem
angularem y vel linearem C licebit elicere.

500 . Co-
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500. Corollarium.
Omnis ergo vis , tim invariabilis V agens in punflum R dire&ione

R V (486. §.) , quam variabilis intra tempus T in vim = V abiens , fi illa
corpus quodcunque , cum dato a.:e gyrationis IV1N firmi firme connexum,
ad motum circa eundem axem continuo sollicitet , producet tempore T ce¬
leritatem angularem y et veram C' punfxi R, pro qua , denotante P mafi.-m,
et I’kz momentum inertiae ejusdem corporis refpetitu axeos M N, debebit
effe (499. 498* §■)

2 g . R S
TF” VsT; 6  C —

2 g . R Sa VsT-

501. Definitio.

Si maflae A, B, D, E, F , a quibuscunque viribus ad motum gyrato - Fig. 92.
rium circa datum axem mn continuo sollicitentur , (92. Fig .) , una Yero
maffa M ita fit comparata , ut datae vires eandem intra datum quodcun¬
que tempus celeritatem angularem debeant producere , seu ab illis omnes
mafi-ie A, B, D, E , F, circa axem mn ad motum urgeantur , seu , remotis
omnibus his m.iflis , sola mafia M in certo punfto d collefta ab iisdem viri¬
bus circa mu moveatur ; dicetur mafiis A , B , D , E , F respondere in
punfto d mallii aequivalens  M ; datas vero massas A, B , D , E , F ad pun-
ftum d reducere  idem erit , ac maflam aequivalentem M in dato pun&o d
determinare.

502. Corollarium.

'> Ad quodcunque punctum reducantur massae in motu gyratorio circa
datum axem conftitutae ; eaedem manebunt celeritates verae , (eu lineares
Ungulorum pun6torum in motu gyratorio circa eundem axem conlhtutorum
(501. 475- 473- § ).

503 . Problema.

Corpus  R (90. gr . Fig .) filHcitcilur a vi  U agente in pimEfuma ad mo-zig.90.51
tum gyratorium circa axem  mn ; reducere mnjfcim corporis  R ad datum
punctam  a.

Solutio.

1. Quidquid eft vis maflam R ad motum circa axem mn sollicitans»
invariabiiis — U, vel variabilis intra tempus T in vim S= U abiens , neceffe

Dd 3 ess,
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eft , ut illa tempore T producat certam celeritatem angularem y,  quae,
fi Rk2 defignet momentum inertiad ejusdem maffae refpeftu axeos mn,
det (5co . §.)

2 gEy— -
ab

Rk2 UaT:  igitur yz
, a b

Rk2 /Ue T.

2. Si , absente corpore R , in punfto a , in quod vis U agit, ’ maffa x
icollefta cogitetur ; debebit vis U inter tempus T producere celeritatem
angularem y , quae per (490. §.) dabit

ey= i ^ b~ UfT : igitur  -v := '^ fr /U £T'

3. Quamobrem , fi maffa corporis R ad punftum a fit reducenda , quo
maffa aequi valens x in punfto a determinetur ; debebit in ( i ) (2) per
(501 . §■) poni y := y : igitur erit

2g . ab
Rk 2 -/U  sT~ x . a b /UsT;

hinc maffa aequivalens x —
Rk2
ab 2

504 . Corollarium 1.

A quacunque vi U agente in punftum a datum corpus R ad motum
gyratoriura circa datum axem mn sollicitetur ; dabit corpus R reduftum
ad idem punftum a maffam aequivalentem x aequalem momento inertiae
ejusdem corporis refpeftu axeos mn diviso per quadratum diftantiae ab
punfti a ab axe gyrationis mn (503 . §.) •

505 . Corollarium  2.

Si plures maffae A, B, D, E, F ab aliqua vi U agente in punftum a
(92 Fig .) ad motum gyratorium circa datum axem mn continuo urgean¬
tur , cum omnes maffae A , B, D , E , F inftar totidem partium unius cor¬
poris circa axem mn mobilis poffint confiderari ; erit maffa aequivalens,
quam eaedem maffae A,  B, D, E, F ad punftum a reduftae dabunt , aequa¬
lis summae momentorum inertiae lingularum maffarum A, B, D, E, F re¬
fpeftu axeos gyrationis mn divisae per quadratum ab 2, diftantiae ab
punfti a ab eodem axe (504. 399. §.).

506 . Co-
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506.  Corollarium 3.

Quoties ergo motus gyratorius aut unius maffae R (90. 91. Fig .) , aut
plurium maffarum A, B,  D , E, F (92. Fig .) circa datum axem mn , depen¬
dens ab aliqua vi U agente in datum punftum a , fuerit determinandus;
quaerantur ante omnia momenta inertiae lingularum maflarum refpeftu
axeos gyrationis mn ; tum determinetur mafla aequivalens M in punfto a
respondens omnibus malitis per (504. 5C5. §.) : inventa enim mafla hae M
licebit ob ( ZOl. §.) invefligare tam celeritatem angularem y quam veram C
punfti a per (488 - 489 490. §.) , qua cognita poterit per (47Z. §•) deter¬
minari etiam vera celeritas cujusvis alterius punfti in motu circa axem
mn constituti.

507 . Corollarium  4.

Sit in punfto d collefta mafla u , et in punftum a agat quaecunque biz.yo. ?t.
vis 0 ; debebit h^ec intra tempus T producere certam celeritatem angu¬
larem z , pro qua , cum u . cd 2 fit momentum inertiae maflae u refpeftu
axeos m n (398 - §•) , debebi efle per (500. §.)

2 g . ab
■f\J eT.

Si igitur ponas z — y in ( 503. §. 2. n.) , obtinebis
2g . ab
u . cd 2

adeoque fiet n — x ' a---  .c u2

508 . Corollarium  5.

Ex (507. § .) et (503. 2. n.) sequitur , quod pro cafu vis in variabilis
*n (493  8 -) bst demonllratum ; nimirum , vim quoque variabilem agen¬
tem in datum punctum a eandem intra idem tempus celeritatem angula¬
rem produftunun , (eu in punfto a collefta fit mafla x , et abfit omnis alia
mafla convertenda circa datum axem mn ; feu in punfto d collefta fit mafla
U, et nulla in a , modo tales fint m.iflae x, u , ut momentum inertiae x .ab 2
maflue x in punfto a aequetur momento inertiae u . cd 2 maffae u in pun¬
fto d refpeftu axeos mn.

509 . Co*
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509 . Corollarium 6.
Rka

In ( 507. 503. § •) efi: u = - —~ : erat autem x in (503. §.) tnaffa

aequivalens in punfto a debita maflae corporis R ad idem punftum re¬
ductae , et u in (507. § .) mada aequivalens in punfto d debita maflae

RkJ
x ad idem punftum reduftae ; adeoque debebit efle mafla ae¬

quivalens in punfto d debita maflae corporis R reduftae ad punftum d
(501 . §.)• Hinc >gi tur et ex (504 - §•) generatim sequitur , maflam cujus-
libet corporis R circa axem fixum m n mobilis ad quodcunque punftum
reduftam (punftum a, in quovis U supponitur applicari , vel aliud aliquod d)
dare in eodem punfto maflam aequivalentem aequalem momento inertiae
corporis R refpeftu axeos mn diviso per quadratum diftantiae ejusdem pun-
fti (a vel d) ab axe m n.

510 . Corollarium 7.

Fig. 95. Hinc vero ( 509. §.) per (506. %■) porro elucet , plures maffliS A, B,
D, E, F circa datum axem mn mobiles (92. Fig .) ad quodlibet punftum,
(a in quo certa vis U agat , vel aliud d) reductas dare in eodem punfto rcaf-
fam aequivalentem aequalem summae momentorum inertiae lingularum mas-
farum A, B, D, E, F refpeftu axeos mn divisae per quadratum diftantiae
ejusdem punfti (a vel d) ab axe m n.

DISSEPv-
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DISSERTATIO XIII.
DE

MOTU PENDULORUM , CENTROQUE OSCILLA¬
TIONIS.

511.  Definitio.
C.
Oi corpus grave FDBE (93 . Fig.) ope reEtae inflexilis aB tranfeuntis Fig. >3.
per ejus centrum gravitatis G et ad datum axem fixum horizontalemque
n m perpendicularis cum hoc in puufto a ita conneElatur, ut illud circa
nm libere possit moveri; vocabitur a FDBE Pendulum compofitum;  pun-
Etum a erit puuffium fu/penfionis;  et angulus Ga/ 3, fub quo reEta Ga in¬
clinetur ad reftam verticalem a /3  tranfeuntem per punEtum fufpenfionis,
appellabitur Elongatio a / itu naturali.

512 . Corollarium 1.
ReEta aG inter centrum gravitatis penduli punttumque fufpenfionis

intercepta aequatur diftantiae centri gravitatis ab axe fufpenfionis nm
(5u . §0-

51 3. Corollarium 2.
ReEtae verticales G v , a/3  duEtae e centro gravitatis G punEtoque fus-

penfionis a funt in plano]verticali ad axem nm in a perpendiculari inter fe
parallelae, ita ut angulus BGv debeat aequari elongationi Ga /3  penduli a
fitu naturali (511. § .).

514 . Corollarium z.
Si P fit pondus penduli feu massa ei proportionalis, licebit totum pen¬

dulum omni gravitate deftitutum confiderare, quin ideo Ratus motus turbe¬
tur, in quo illud, ob gravitatem cogatur perfeverare, modo centrum gra¬
vitatis G a vi v= P direEtione verticali Gv deorfum continuo urgeri sup¬
ponatur ( 148. §.) .

Vtlumtn II. Ee 515. Co-
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515 . Corollarium 4.
Poteft autem vis v := P agens direftione Gv refolvi in vim = P Cof

BGv ;= PCofGa /3  fecundum direftionem GB , et alteram y = PSinBGv
= PSinGa /3  fecundum direftionem Gy in eodem cum Gv plano ad aG
perpendicularem( 1x5. §.) : priorem vim fuftinet, ut patet , folus axis fixus
n m in punfto a; pofterior vero vis nititur.:[tota fua efficacia rectam Ga
ipfumque pendulum circa axem nm movere.

516 . Corollarium 5.
Si ergo pendulum in fitu naturali, centro gravitatis G cum punfto

fuspenfionis a in eadem refta verticali a /3  jacente , quiefcat; debebit il¬
lud, ob angulum Ga /3— o , adeoque etiam PSinGa/ 3= :o , perpetuo ia
eodem fitu quiefcere, nili externa aliqua caufa independens a vi gravitatis
ejus flatum turbet (514. 5x5. §.).

517 . Corollarium 6.
In quovis autem alio fitu, fub qualibet' elongatione Ga/? a fitu na¬

turali (511. §-) » concipiet pendulum ob folam gravitatem motum gyra-
torium circa axem fuspenfionis nm , quo lingula ejus punfta quovis tempus-
culo per certos arcus circulares in planis verticalibus ad nm perpendicula¬
ribus debebunt promoveri , ipfo centro gravitatis G incedente in arcu Gg
circuli e punfto fuspenfionis a radio a G in eodem plano verticali defcripti,
in quo jacent reftae aG , a/3 (514 . ZiZ. § .) .

518 . Corollarium 7.
Quamobrem cognita celeritate lineari feu vera C, quam centrum gra¬

vitatis G penduli intra datum tempus T concipiat , innotescet eo ipfo ce-C
leritas angularis = •—^ totius penduli (517. 463. 476. §.) i verae autem
celeritates omnium reliquorum pun&orum poterunt inde per (473.
determinari.

5x9 . Problema,
Datis elongatione <p := Ga /3 a fitu naturali, majfa feu ei proportio¬

nali pondere  P penduli, et diflantia  AG — D illius centri gravitatis ab axe
fuspenfionis  nm (511. 512. %.) ; invenire veram celeritatemC, quam centrum
gravitatis  G durante motu per arcum  Gg (zx8>§•) concipiet

Solutio.
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Solutio.
i . Pendulum aflDfrjE potefl: concipi omnis gravitatis expers, fi in

ejus centrum gravitatis G vis v — P direftione verticali Gv deorfum con¬
tinuo agere supponatur (514. §.).

2. Ob hanc vero vim( O concipiet centrum gravitatis G durante ejus
motu per arcum Gg eandem celeritatem veram C, quam, abfente cor¬
pore FDBE,  punitum G retiae aG conciperet , fi in illo mafla M aequi-
valens maffae totius penduli eflet colletta (501. §.)•

3. Si igitur GH,gb  fint perpendiculares ad retiam verticalem a /3,
ponaturque aHr = e, ah = xj erit ob ( l) (2) per (389. §■) quaefita ce-
leritas

4. Sit k retia , per cujus quadratum k* debet multiplicari massaP
penduli, ut productum P k- aequetur ejus momento inertiae refpettu axeos
horizontalis transeuntis per centrum gravitatis G et paralleli axi mn
(422. §.) ; erit Pl^ -fPD 1 momentum inertiae penduli refpetbu axeos ntn

I' _j_p D2
(406. §.) , et M= - ^ - massa in punfto G aequivalens maffae
penduli (2) per (504. §.).

5. Porro pro data elongatione a fitu naturali $>t= Gaj3, fi praeterea
ponatur angulus Gag —a , fiet aH— e= :DCof<p, et ah —x:= DCof

— «) : consequenter erit
x —e= D(Cof(<p—«) —Cof->).

6. Pro his igitur valoribus (4) ( ;) in ( 3) fubftitutis obtinebimus se-
quentem expressionem celeritatis linearis C, quam centrum gravitatis G
penduli durante motu per arcum Gg debebit concipere.

c ==2d ( 'f +if y- / (cof(<p- *)- c0f <p>
520 . Corollarium 1.

Crescente arcu Ggcrefcet quoque angulus «—Gag,  hinc decrescet
—a —gaC,  et crescet Cof(<P—«) : celeritas centri gravitatis G du¬

rante motu in arcu GC debet ergo continuo crescere (519. §.).

Ee 2 531. Co-
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521 . Corollarium 2.
Si centrum gravitatis G percurfo toto arcu incidat in lineam ver¬

ticalem a /5  in punfto C, abibit angulus «— Gag in (p = GaC , adeoque
fiet — «— o et CoC(<p — «) — i : in puncto C lineae verticalis a /3  ha¬
bebit igitur centrum gravitatis G penduli celeritatem ( 519. § .) .

c---° GjtdO 1- ? - Si“»0 •
523 . Corollarium 3.

Si porro centrum gravitatis G percurfo arcu Gc supponatur excurrere
nitra C per arcum CI , abibit angulus «" Gag in £t = Gs I— $ -f Cal,
adeoque fiet P— x~ — Cal , hinc erit Cof (/| >— «) =rCof (— Cal ) = ; Cof
Cal : celeritas centri gravitatis in punfto 1 erit igitur (519- §.)

c ==2 D(f ^ VO 4-/ (Cofc a1 ~ Conn

52 z. Corollarium 4.
Quare , fi fit angulus C ai < (p= G a C ; erit CofCaI < r 'et > Cof<p,

crefcente vero angulo Cal decrefcet CofCal , et differentia CofCal —
Cof(p:  centrum gravitatis G habtbit ergo in quovis punfto I celeritatem
realem C minorem illa , quam in punito ' C reftae verticalis a /3  habuit
(521 . 522. §.) , eaque flet eo minor , qm»: magis creverit angulus Cal
crefcente arcu CI ( 522. §.) , modo fit Cal < GaC et CI < GC.

524 . Coro liari um 5.
Sed pro Cal — Lp— GaC fiet ' celeritas centri gravitatis G in punfto I

aequalis nihilo, ob CofCal — CoCip— o ( ; 22. §.) ; et pro Cal > (pr = GaC
erit CofCaI < Cof<J), adeoque CofCal — CofP valoris negativi , celeri¬
tasque centri gravitatis G in 1 imaginaria ( 522. §.) .

525 . Corollarium  6.
Quare , fi pendulum in fitu aFDBE  per datam elongationem (p — GajB

a fitu naturali (511. §•) determinato quiefcat , ita illud a fola gravitate ad
motum gyratorium circa axem fuspenfionis n m sollicitabitur ( 514. 517. §•),
ut ejus centrum gravitatis G , abfentibus omnibus motus obftaculis , celeri¬
tate continuo crefcente in arcu GC ad re &am verticalem a /3  per punftum

fuspeu-
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fufpenfionisa trafeuntem fit defcenfurum(520. §.) » obtentaque celeritate
maxima in punito C ejusdem reltae (521. Z.) ultra hanc retiam per ar¬
cum CI celeritate continuo decrefcente afcenfurum(523. §.) , donec per-
curso arcu CI aequali arcui GC , per quem descenderat, omni celeritate
spolietur (524. §.) , consequenter ob parem gravitatis altionem ex punctoI
ad G celeritate motu eadem lege primum accelerato usqueC, tum retardato
redire cogitur.

526 . Corollarium 7.
Motus penduli aFDBE circa axem fuspenfionis nm erit ergo oscil-

latorius,  quo illius centrum gravitatis G alternatim recedet a suo ficu ini¬
tiali per arcum G1, et accedet ad illum per arcum IG , ita ut arcusG C, 1C
ad partes oppositas reltae verticalis 3/S trafeuntis per punitum fuspen¬
fionis a fint inter fe aequales futuri (525. §.) : motus idcirco per arcum
GI = 2GC = 2CI vocari folet integra, et per GC , aut CI dimidia
Oscillatio.

527 . Corollarium 8-
De reliquo evidens eft, celeritatem maximam centri gravitatis G, quam

illud in punito infimo C arcus G I debet habere; per elongationem pen¬
duli a fitu naturali ^ — GaC (Zl 1. %■) fic eIle determinatam, ut illa eo
minor fit, quo minor e11 haec elongatio , et aequetur nihilo, pro elonga¬
tione (p= GaC = o (521. §.)•

Z2F. Problema»
Data elongatione pendulita fitu naturali  H — GaC ($11. §.) ; invenire

tempus  T integrae oscillationis in arcu  G1 —2GC (526 . § ).
Solutio.

Tempus unius integrae oscillationisT aequatur tempori» quo centrum
gravitatis G percurrit arcum GI — 2GC  circuli radio aG— D in plano
verticali ad axem fufpenfionis nm perpendiculari descripti: quare, cum
centrum gravitatis G in hoc motu poifit fpeltari instar puncti maiiae
M —P (1C+ D2)

D2 , quod a vi v — P perpetuo fecundum direltionem,
verticalem Gv deorsum impulsum in arcu circulari GI incedere cogatur
(5X9- §- 1. 2. 3. n.) ; invenies per (396. §.) pro r = D = aG,b — CH

| ) I j ) 2.\
— DSinv<p,V= P, et M— - - tempus dimidiae osciilatio-

Ee 3 nis,
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nis , cujus duplum dabit tempus unius iutegrae oscillationis ut fe-
quitur

T= „ s/ -_i ! ± £ _V 2 g L)
, /̂ 1 . 3 . 5 • • • (2R - I/V {  b V_

pro s _t + - + L .4 .6 . 77 . . . 2ny ' VTWJ  —
(I I 5. ■ . (2n  —  1) Y f Sin v (p

14 h ^ 2 .4 .6 . . . .211J  V 2 )
Conflat autem , terminum indeterminatum faftoris S daturum fingulos

Illius terminos poli primum — l ordine sequentes , fi fuccelfive fiat
n = d,  n = 2,  n = 3,  et ita porrm

529 . Corollarium.
Quo minor fuerit elongatio penduli a fitu naturali tP = GaC,  eo mi¬

nor erit arcus G1 := 2GC,  in quo fingulae oscillationes perficientur

(526 . § .) } eoque minor fiet b = CH = : DSin v $ : et fi adeo parva fit elon¬
gatio (f>, consequenter etiam arcus GI adeo exiguus , ut b = CH refpe &u

radii D — aG prope evanescat ; erit valor fraftionis —^ - prope aequalis
nihilo . Tempus igitur integrae oscillationis in valde parvo arcu Gl poterit

c* (5=8. §0 poni ,v. + n.
2 -J. U

et  accuratius = :ir (i +
k2 + P 2
2gO

-k2-f T)2
nifi b penitus

Scholion,

Proprie nequit in ( 528 - § >) fieri T = t o n

«vanefcat , seu flat b ~ o,  adeoque arcus GI , in quo oscillationes perfici
supponuntur , in punftum C abiens nullus evadat . Cum autem pendulum
in fitu naturali , exiftente b = 0 , perfecte debeat quiescere ( 516 . § .) , ejus-
demque celericas in hoc fitu aequetur nihilo ( 527 . § .) ; clarum eft , expres¬
sionem temporis in ( 528 . § .) ita efie ad certum valorem b pendentem ab

elongatione penduli <? —GaC  reftriftam , ut T ^ = ir — — J  proprie
denotare debeat tempus vero proximum , quo pendulum in arcu GI prope
evanefcetrte , non tamen aequali nihilo , fingulas oscillationes perficiat.

53o. D e-
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5.3 O. D EF I NI T 10.

Si corpus grave FDBE  fuccefiive deerefcnt , ac demum m unum
punftum grave G abire cogitetur , ope relitae inflexilis aG et omni gravi¬
tate deftitutae cum fixo punfto a ita connexum , ut circa hoc libere polfit
moveri ; habebitur loco penduli compofiti (511. %.) fimplex pendulum  lon¬
gitudinis a G,

531 . Corollarium  r.
Quaecunque superius pro pendulo compotito aFDBE  funt demon-

ftrata , fubfiftent etiam pro pendulo fimplici aG, . in quod illud abibit , li
corpus grave FDBE  in unum punctum grave G abeat (530. § .) > cujus
momentum inertiae P k2 (519 . §. 4. n.) refpeftu axeos horizontalis per G
transeuntis et axi nm paralleli aequetur nihilo , ob k — o (393.402. §■.)-

532 . CoroLlarium  2.
Pendulum fimplex in fitu verticali a /3  quiescens perpetuo quiescet»

nili ab externa aliqua vi , independente a gravitate , ad motum concitetur
(531 . 5x6. §.).

533 . Corollarium  3.
In quovis alio litu per elongationem (J>r= Ga 3 a fitu naturali deter¬

minato (511. § •) debebit pendulum fimplex aG ad motum oscillatorium a
gravitate concitari , vi cujus pundtum grave G alternatim descendet per
arcum GC afcendetque per illi aequalem CI » et descendet per IC ascen-
detque per CG (531. Z26. § .)»

534.  Cor ollarium 4»

Descensus penduli per G C vel IC tempore unius integrae oscillatio¬
nis in arcu GI (533. 526. §.) , fiet celeritate continuo crescente , ascen-
fiis vero per CI vel CG celerirate continuo decrescente evanefcenteque in I
vel G (531. 525. §.) : maxima vero celeritas penduli in infimo punfto C
arcus GCI ita dependebit ab ejus elongatione <p —GaC  a fitu naturali,
ut ea pro bt = C H et longitudine penduli a G — D futura fit (531. 521, § .)

C:= 2 f gDSinvi | >= 2/ 'gb — a/g . CH.

535 . Corollarium 5.

Tempus porro unius integrae oscillationis penduli fimplicis in arcu
GI —2GC (533 . 526. § .) , data tam ejus longitudine D—aG,  quam

eIon-
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elongatione <p= GaC a litu naturali , pro qua fit CH = b = DSinv ^ ,
obtinebitur per (ZZl . 528. §-)

1 -3 -5
pro Sr= 1+

feu

t- 3 - 5

536 . Corollarium 6.
Si autem adeo exigua fuerit elongatio <pr= gaC  penduli fimplicis,

adeoque arcus gl —2 g<3, in quo illud lingulas oscillationes perficiat,
adeo parvus , ut b= Ch respectu longitudinis D= aG prope evanescat;
erit ob ( 536. § .) , ut in (529. § .) , tempus unius integrae oscillationis iu
ejusmodi arcu gl prope verum

S - n L- rr f T) , b >rT—7T./ - ; et accuratiusT—ari- i -l- -— 1-
V 2 g 7 \2g 8 O >

537 . Corollarium 7,
Dtt 2

Ex ( 536. §.) obtinetur g — altitudo , per quam corpus grave

libere labens primo minuto fecundo decidit (323. § .) : cognito igitur per
observationes tempore T , quo pendulum fimplex datae longitudinis D in
certa terrae regione lingulas oscillationes in exiguis arcubus perficiat , po¬
terit eo ipso inveniri altitudo g , per quam corpora gravia in eadem regione
de quiete libere labentia intra primum Minutum fecundum debent de¬
cidere.

538 . Corollarium 8-
Cognita autem altitudine g liberi lapsus corporum gravium intra pri¬

mum minutum fecundum pro quacunque terrae regione ; invenietur

(537 . § .) longitudo penduli fimplicis , quod in arcubus exi'

guis oscillans lingulas oscillationes tempore T perficiet : et pro T — 1 fiet

D “ - longitudo penduli fimplicis lingulas* oscillationes intra unum
minutum fecundum abfolventis.

539. Co-
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539 . Corolla rium 9.

Si in omnibus terrae regionibus eadem fit longitudo D penduli fimplicis
lingulas oscillationes intra unum minutum fecundum abfolventis ; debebunt
quoque corpora gravia de quiete libere labentia in omnibus terrae regioni¬
bus per eandem altitudinem — g intra primum minutum fecundum decidere:
quodfi autem longitudines D, d pendulorum limplicium lingulas oscillationes
intra unum minutum fecundum abfolventium diverfae 6ut in diverfis terrae

regionibus ; erunt altitudines G, g, per quas corpora gravia de quiete in
iisdem regionibus libere labentia primo minuto fecundo decidant , inter fe

_ . , . . . * Hi 2 d ?r 2
direfte ut longitudines pendulorum , nimirum : G= — - — , —- — >

(537- 8 ) , hinc G : g = D ;d.

540 . Corollarium 10.
Vires gravitatis V, v in illis terrae regionibus , in quibus pendula fim-

plicia lingulas oscillationes uno minuto fecundo abfolventia diverfas ha¬
bent longitudines D, d funt itaque inter fe direfte ut hae longitudines : fi
enim corpora gravia in iisdem regionibus de quiete libere labentia per al¬
titudines G, g primo minuto fecundo decidant ; erit Vtv ^= G :g (322.
312. §.) =D : d (539 - §0-

zqi . Corollarium u.

Si duo pendula fimplicia longitudinum D, d in eadem terrae regione
fub eadem elongatione (p a litu naturali temporibus T , t lingulas oscil¬
lationes perficiant ; erunt haec tempora inter fe ut radices quadratae longi¬
tudinum ; et ipfae longitudines inter fe direfte ut quadrata temporum ; erit
enim per (535. §.)

adeoque fiet

T ; t = /D : /d ; et D : d= T 2 :t\

542 . Corollarium  i 2.

Quodfi autem pendula fimplicia longitudinum D,d in arcubus prope
evanefcentibus oscillent ; erunt tempora T , t , quibus illa lingulas oscilla¬
tiones abfolvent , femper inter fe direfte ut radices quadratae longitudinum

J'olumen II. F f D, d,
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D, 6, et hae at quadrata temporum, etiam fi diverfa fit pendulorum elon*
gatio (511. §.) : femper enim erit per ( 538-§•)

hinc D : d= T2:t2 , et Tct ^ ^ Dt ^ d.

543 . Co rollari um 13.
Pendulum longitudinis D lingulas oscillationes in arcu prope eva-

nefcente tempore T absolvens, abfolvet quovis alio tempore Z oscillatio-Z Z
nes numero N — -^ - = - (536. § .) .

544 . Corollarium 14.
Quamobrem, fi duo pendula fiinplicia longitudinum D, d lingulas .oscil¬

lationes temporbus quibuscunque T, t absolventia, in eadem terrae re¬
gione in arcubus prope evanefcentibus oscillent ; erunt numeri N,n os¬
cillationum, quas illa eodtrn tempore Z debebunt perficere, inter se inverse
Ut r&dices quadratae longitudinum: nimirum erit per ( 543. §.)

7,

adeoque N m ~ A d :/D.

545 . Problema.
Fig.69.93. Datis longitudine 1— E P (69. Fig.) penduli fmplicis et diflantia

D = aG centri gravitatis  G penduli compojiti  u F D BF (93. Fig ) ab axe
Jusper.ftonis  n ni , invenire rationem temporum, quibas ejusmodi pendula jhb
eadem elongatione<p = PED := GaC (69 93. Fig.) a Jitu naturali fmgulas
osculationes abfolvant.

Solutio.
1. Sit k linea retia , cujus quadratumkJ aequetur momento inertiae

penduli compofiti aFDBE (93 . Fig.) refpe&u axeos horizontalis tranfeyn-
tis per iilius centrum gravitatis G et paralleli axi os illationis nm diviso
per wafiam ejurdem penduli, et T fit tempus unius integrae oscillationis;
erit per (528. §•)

T =
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k2+ D k2+ DT = t

2. Si autem pendulum Iimplex (69 . Fig.) 1=E tempore t lingulas
oscillationes abfolvat ; erit per (535. §.)

Debebit ergo efle
k- -FV-

546 . Corollarium 1.
Pro 1~D effiet T *: t2= (k2 l2):  l2, confequenter T 2, >t 1 et T > t

(545 . §.) : tempus ergo unius integrae oscillationis penduli compofiti ma¬
jus eft tempore , intra quod pendulum iimplex fub eadem elongatione a
litu naturali lingulas oscillationes absolveret , fi illius longitudo aequaretur
diltantiae D — aG centri gravitatis G penduli compofiti ab axe oscilla¬
tionis n m.

547 . Corollarium 2.
k2-f-D

Semper autem , fi penduli fimplicis longitudo fit I— - r- . , erit
T = t( 545. §.) > id efi : pendulum compostum aFDRE (93 . Fig .) et
pendulum Iimplex EP (69. Fig ) absolvent fub pari elongatione G a C,—;
PED a fitu naturali fingulas oscillationes eodem tempore , fi longitudo 1
penduli fimplicis per diftantiam D centri gravitatis penduli compofiti ab

k24- D'
axe fufpenfionis ita determinetur , ut ea fit 1 - jr- •

548 . Definitio.
Pendula ' ifochrona  funt , quae fingulas oscillationes eodem tempore

abfolvunt.
549 . Corollarium 1.

Ut pendulum Iimplex longitudinis 1 fub eadem elongatione a fitu natu-
rali , quam pendulum quodcunque compotitum aFD B E (93. Fig ) liabeat,
fit huic ifochronum , debet ne cellario efie 1:=

(548. 5470-

-J- l J" k2+ a G 2
a G

Ff 2 550 . Co-
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550 . Corollarium 2.
Cum igitur omne corpus grave F D 13 E unum centrum gravitatis G

Fabeat (148 - § -) , per quod poteft tranfire axis horizontalis parallelus axi
oscillationis nm ; adeoque in omni pendulo compofito aF ' DBE polTibilis
debeat e fle refta k (545 . § ■ i n .) r et alia D — a G : evidens eft , pro quo¬
vis pendulo compolito poinbile efle pendulum iimplex ei ifochronum
( 549 - L ) -

551 . Corollarium 3.

Ob I— aG -f- fit l > aG:  longitudo penduli flmplicis ifbchroni
pendulo compofito aFDBE  eft ergo major diftantia a G centri gravitatis
G ab axe oscillationis n tn ( 549 . § .) . Quare cogitetur in refta a G pro-

k*+ !)■
dufta punftum z in diftantia az = - r, - , in quo tota mafla gravis
F D 13 E fit collecta i erit az pendulum firbplex ifochronum pendulo com-
poiito aFDBE (531 . 549 § .) .

55 2. Definitio.
Punftum z reftae a B traufeuntis per centrum gravitatis G penduli

compofiti aFDBE,  pro quo , fi tota mafla gravis corporis FDBE  in
illo collefta eflet , nafci deberet pendulum fimplex a z compofito a F D B E
ifochronum , vocatur Centrum oscillationis  penduli compofiti aFDBE.

553 . Corollarium  1.
In omni pendulo compofito aFDBE  datur in refta aB tranfeurrte per

illius centrum gravitatis G et perpendiculari ad axem oscillationis nm
ka-(- D2'unum centrum ofeillationis z in diftantia ah eodem axe az — — —- >

quae femper eft major quam diftantia D — aG centri gravitatis G ab hoc
axe ( 551 . 552.

554 . Corollarium 2.
Diftantia centri oscillationis z penduli compofiti aFDBE  excedit di-

ftantiam D >— aG  illius centri gravitatis G ab axe oscillationis nm diffe¬
rentia az — aG — az — D — Gz,  eftque ( 553 . § .)

k2 -+- D :

555 . Co-
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555 . Corollarium 3.

Inventio centri oscillationis z in dato quocunque pendulo compotito
aFDBE  dependet igitur a calculo, quem superius pro .inveftigando mo¬
mento inertiae tradidimus. Si enim dato centro gravitatis G dataque illius
diftantia D—Ga ab axe suspensionisn m et mafla P corporis FDBE,
quaeras ejus momentum inertiae /t= :Pkz refpeftu axeos borizontaiis
transeuntis per centrum gravitatis G et paralleli axi nm ; innotescet eo

ipso k2= -p - (545. §. 1. n.) , et diftantia Gz := —̂ ~~~  centri os¬
cillationis z a centro gravitatis G (554 § ).

556 . Corollarium  4.
Dato autem momento inertiae N— Pk- -(- PD2 penduli aFDBE  re-

fpeftulipfius axeos oscillationis mn (519. §. 4. n.) , datisque maflaP pen¬
duli et diftantia D “ Ga  illius centri gravitatis G,ab axe oscillationisn m;

N
invenies diftantiam az- - ; — centri oscillationis z ab axe oscillationis
nm C553-!§0  divifione momenti inertiae N per produdlum ex pondere
penduli in diftantiam centri gravitatis ab axe oscillationis.

557 . Corollarium  5.
Exemplo fit cylinder reftus (78. Fig.) circa axem cum diametro AB Fig.7%.

coincidentem oscilians. Cum axis cylindri cb fit perpendicularis ad axem
oscillationis nm , tranfeatque per centrum gravitatis u, ita ut fit uc = £ ch
(219. §.) ; jacebit centrum oscillationis cylindri in ipso axe cb , puta in
ejus punfto z ( 552. §.) : fi igitur , pro radio cylindri R= Ac , axe a— cb,
et mafla seu pondere P, capiatur diftantia D — uc — ja  centri gravita¬
tis u ab axe oscillationis, et momentum inertiae N= T,2P (4a=+ 3R2,) to¬
tius cylindri refpeftu axeos AB (435. §.) ; erit diftantia centri oscillatio¬
nis z ab hoc axe per (556. § )

c z: t ^ P (4* 2+ 3K 2) _
P.ia ' 2a+

R2
2 a

5Z8- Corollarium 6.
Si conus re cius ABD (56. Fig.) o.-cillet circa axem MN sd illius Fig. 56.

axem AC— a perpendicularem ; jacebit in AC centrum gravitatis y in
diftantia D —Ay—^ a (223. §.) , et centrum oscillationis ( 5̂52. alicubi

Ff 3 intra
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intra centrum gravitatis y et bafeos centrum C (553. § .) , cujus diftantia X

ab axe oscillationis MN , adeoque a vertice coni A , denotante P pondus,
et N momentum inertiae coni refpecftu axeos MN , erit per (556. §.) .

N _ N
X ~~ P . D ~ P . | a '

Eft autem per (436. § .)

N“ ^ P(4 a2+ R 2) = P(| a2+ ^ R2) :
igitur debet efle

| »*+ ^ Ra
da la +

R»
5a '

559 . Corollarium 7.

fig . >9. Oscillet conoides parabolicum pQq ( 59. Fig .) circa axem MN ejus

axi Qa perpendicularem : cum illius centrum gravitatis y jaceat in axeQa,

ita ut ejus diftantia a vertice Q fit Dt = Qy = f Qa (233. §.) ; jacebit cen¬
trum oscillationis in eodem axe , puta in punfto a (552. 553. , ita ut

illius diltantia a punfto Q , pro axe conoidis at = Qa , pondere P , et

momento inertiae N refpeftu axeos MN , debeat efle (556. §.)
N

Sed pro x = Qa = :a , et parametro p parabolae Qp , cujus revola
tione circa axem Qa generatur conoides pQq debet efle (439. §.)

N ~ i P (3 a2+ p ") = 1’(-} a2+ $ p -) :

debet ergo poni

Qa: La -t-
p2
4 a '

560 . Corol 1ar iuin 8-

Et generatim , quidquid fit curva Qp debita coordinatis orthogonis

yu = pa , x — Qa,  cujus revolutione circa axem Qa generetur corpus ro¬
tundum pQq oscillans circa axem M N axi Qa perpendicularem , jacebit
et centrum gravitatis corporis pQq in axeQa (225 . § .) > et  ipfum cen¬

trum oscillationis , puta in punfto a (552 . §.) , pro cujus diftantia Qa ab

axe oscillationis MN facile ex praecedentibus derivabitur expreflio generalis.
Si
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Si enim N denotet momentum inertiae corporis pQq refpeftu axeos rnn,
et n exprimat produfturo ex pondere corporis pQq in diftantiam iJiius
centri gravitatis , ab axe MN aequale momento ftatico ejusdem corporis
refpe &u plani in Q ad Qa perpendicularis ( izo . §.) ;

per (556. § .)erit Qot

N= -jyC 4**y*+ y*) «x per (437.§.) ;

itjx  y2e x per (226. § .)
igitur erit

-fi 4xaya+y4)
. /4x 2y24-y*) ex

/xy 26x
4

561 . Problema,
InveJUgare centrum oscillationis penduli  egihPDQi (77 . Fig .) com-  Fig . 77*

pofiti ex duabus partibus egih , BPDQ , quarum centra gravitatis y,  C
jaceant in una reSta  AD ad axem oscillationis  mn perpendiculari.

Solutio.

1. Commune centrum gravitatis partium egih,BPDQ,  adeoque
centrum gravitatis ipfius penduli egih PDQ  coincidet in hac hypothe#
cum punfto u reftae AD intra centra gravitatis C, y ita jacente , ut pro
mallis feu ponderibus m,M partium egih,BPDQ,  fit ( 154. § -).

m. Ay + M . AC
m + M

2. Quodfi jam m’, M’ fint momenta inertiae partium egih , BPDQ
penduli refpeftu axeos oscillationis mn ; erit m’+ M1 momentum inertiae
totius penduli refpeftu ejusdem axeos (399 § .) : quare, .,cum illius cen¬
trum oscillationis cum aliquo punflo z reftae A D debeat coincidere
(552*553- §•) > Et m + M fit maffa, Aa  vero diftantia centri gravitatis pen¬

duli ab axe mn ; erit diftantia centri oscillationis ab eodem axe per
(555. §■)

A „ __ , nh + M1_m -4- Al'
A « (m -fiVl) m . Ay + lVLAC *'

Z. De-'
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z. Determinatis ergo ponderibus m, M partium egih , BPDQ pen-
duli , inventisque diftantiis A y , AC centrorum gravitatis y,C earundem
partium ab axe oscillationis mn , quaerantur momenta inertiae m1, M' il¬
larum refpeftu hujus axeos : fi enim fummam horum momentorum dividas
per fummam produ&orum ex ponderibus m, M in diftsntias refpectivorum
centrorum gravitatis y , C ab axe mn ; dabit quotus diftantiam centri os¬
cillationis z ab eodem axe.

562 . Corollarium 1.

Sit datum pendulum compofitum ex virga parallelepipeda AB (76.Fig.)
longitudinis 1 craflitiei vero adeo parvae , ut illa refpe &u longitudinis eva-
nefcat , et ex globo BPDQ radii R:= PC ; erit in (561. §.)

A y— ACr ^ l -PR (217 . 231. § .) ;

m' = jml 2 per (449. § .) ;

M' = £ M(7R 2+ 10RI + 5I2) per (428. § .) :

pro ponderibus m , M virgae AB et globi BPDQ erit , ergo distantia centri
oscillationis z penduli ABPDQ  ab axe oscillationis mn

A z — nP + M2 _ jmP -f } TVT(7 R2-f- 10R 1+ $D ) .
m . A y + iVl. A C m -il + MD+ K)

id est Az = t m .iP + M(lR 2+2Rl + D)
m . i J+ iVi'0 + K;

563 . Corollarium 2.

Si autem etiam pondus m virgae A B fit tam parvum , ut illud refpe&u
ponderis M globi B PD Q evanefcat ; poterit distantia centri oscillationis
z penduli ABPDQ  ab axe oscillationis m n poni (562. §.)

A z := P+ 2R1+ ? R2
i + K = 1+R +

2R 2
5Ci+ «)

564 . Corollarium . 3,

Sit pars una egih  penduli (77. Fig .) virga cylindrica longitudinis
1—AB,  et radiir; pars altera BPDQ  fit lens compofita ex segmentis
aequalibus B PD , BQD sphaerae radiiR , cujus axes fint PQt = 2b,BD = 2a;
erit in (561. §.)
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Ay — § 1; AC = l+ a;

na' = A tn (411+ 3 r2) per (435- § •) *
IO a4 4 5 a2 b’ 4

HD 10(14 a)2 4 3 a2+ b 2 (430. §):

pro ponderibus m, M ergo virgae cylindricae egih,  et lentis BPDQ  erit
dHiantia centri oscillationis z penduli egihPDQ  ab axe oscillatio¬
nis mn

■) + M( Vl + a)*4
a4 4 i a2  b14 tq  b4

m (fl 24 ^ 3 a2 4tr )
m .T14 M( i4 a)

565 . Corollarium 4.
Quodfi autem pondus m virgae cylindricae egih  evanefcat refpe&u

ponderis M lentis BPDQ;  erit prope vera diftantia centri oscillationis z
ab axe oscillationis mn in ( 564. § )

a44 -I a2 b24  Tgb4
^3  a24  b2) ( 14 »)Az= 14 »4

566 . Corollarium 5.
Segmenta sphaerica BPD, BQD  abibunt in duos femiglobos aequa¬

les globum BPDQ  conftituentes , fi axes lentis BD , PQ inter fe aequen¬
tur:  pro a— b —ft debebit ergo ex (z6z . §.) prodire formula , quam jam
in ( 563. §.) invenimus.

567 . Corollarium 6.
Pari ratione poteft determinari diftantia A z centri oscillationis z pen¬

duli egih PDQ  ab axe oscillationis mn , fi pars una egih  fit virga cylin¬
drica longitudinis 1—AB,  et radii r , pars altera autem BPDQ  lens com¬
potita ex aequalibus segmentis BPD, BQD  fphaeroidis elliptici revolutione
ellipfeos circa axem conjugatum geniti , cujus axes fint PQ —2e,  BD = 2c,
pro ellipfeos axe conjugato b et transverso a. Pro centris gravitatis y, C
virgae et lentis , mallis illarum m, M, et momentis inertiae m1, M' refpettu
axeos mn , debebit enim elTe

Ay~ i ]; AC—I4 c;
m1—m  (4 I2 4 3 f2) P« (439- § •)•

GgFolamtn II. Porro
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Porro pro x — e invenies per (426 . § .) momentum inertiae fegmenti
BPD refpeftu axeos PC , cujus duplum dabit momentum inertiae totius
lentis BPDQ refpeftu axeos PQC399 • § •) , unde additione producti
M . AC 2—Prl ( l -pc) 2 reperietur momentum inertiae lentis refpeftu axeos
oscillationis mn (406 . § .) , nimirum

M' = M (d + c)24
a" ( 1o e b2 — 15 b e2 -f - 6 e3)

iob 2 (,3b — 2 e)

A z = -

Hinc per ( 561 . § .) fiet
, f  aVeb 2—I  b e2 4- ~

m (il 2+ir 2) + M|

m . i 1+ M (1 + c ) .

568 . Corollarium 7.
Pro se ’—PQ = b , 2cr = BD = a abibit lens BPDQ in fphaeroidem

ellipticum revolutione ellipfeos circa axem conjugatum PQ genitum , pro
quo cafu erit itaque diftantia centri oscillationis z ab axe oscillationis mn
in ( 567 . § 0

A z — m (Tr- + £ r*) + lViq2 + al + ^ a2) ,
m . il + M ( i + ia)

569 . Corollarium 8-
Si vero pondus m virgae cylindricae egih  refpeftu ponderis M lentis

vel integri fphaeroidis elliptici BPDQ  in ( 567 . 563 . § •) evanescat ; erit

Az = l + c 4 a2(p b2— \  b e2 4 -4 e3)
b2 (3bH e) ( 1+ c) in (567 . § .) ;

Az —\ + l a+ i^ .-ppr ^ !n (568 - §>).

570 . Problema.

Fig. 77. Si pendulum cOmpofttnm Jit ex virga tenuijjima parallelepipeda vel cy¬
lindrica egih,  et cono truncato  B PQ , qui bafi minore in  B ita Jit ei virgae
annexus , ut illius axis  BC cum virgae axe  A B in eadem recta  AC jaceat;
invenire centrum oscillationis (77 . Fig .) .

Solutio.
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Solutio.

1. Sit m pondus , I longitudo , et y centrum gravitatis virgae "egili,
cum crafiities illius evanefcat refpeftu longitudinis , feu parallelepipeda illa
iit , feu cylindrica , per bypotheiim ; poterit utroque cafu illius momen¬
tum inertiae refpeftu axeos mn poni = -̂mPt = m’ (449. 43 $. §■) ; di-
flantia autem centri gravitatis y ab axe oscillationis erit A ^ jl.

2. Porro fit axis coni truncati BC = a et in hoc illius centrum gravi¬
tatis « , cujus diftantia a puntto B, pro radio r bafeos minoris in B, et ra-

5 R4  I r 4 _4 - R3dio R bafeos majoris in PQ , erit per (224. § .) B« — a . , ■ — i"—• -
(k 3—r 3) ( R— r)

Hinc , fi M iit mafla ejusdem coni, et M* momentum inertiae refpeftu axeos
oscillationis mn , flet ob (1) per ( 561. § .) diftantia centri oscillationis 2
ab axe ofcillationis

tn . -f 1* + M'
3 R4+ r'
(K3— r 3) (R- r)

3. Inveniendum fit jam in (57. Fig .) momentum inertiae ft  coni trun - Fig. jy
cati bdDB — M refpeftu diametri BD bafeos majoris , pro illius axe
Cc = x , et radiis CD = R, cd = r : fi k denotet illius momentum iner¬
tiae refpeftu plani BMDNB , et Z refpeftu axeos Cc ; erit per (434 .§.)

fi — k -f { Z.

Verum pro angulo dDC = <p erit r “ cd = R — D3 — R— xCotip:
igitur fiet

M— f »”(3 R2x — 3 Rx2 Cot Cf+ x3 Cot <p ) ;
hinc per (431. § .)

ek =rx I eMt =:y7r ( 3R 2 x2— 6Rx 3 Cot <p -f 3 x4Cot <p2) e x;

RxCot <P + | x*Cot

(R24-ZRr -j- 6 r2)

CRM- 3 R r + 6 r2) ( R— r)
R3—r 3

Et per (417. §.) eft

Gg 2 His
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His itaque valoribus loco k et XZ in aequatione pro fi  fubftitutis in¬
veniemus

fi -— yjy M 3(R5— rD -p 2 x2R2 R 4- 2 r)+ 6 x2 r2(R — 2 r)_

rig. 77- 4. Differentia quadratorum diftantiarum Aa, « C centri gravitatis *
coni truncati BPQ (77 . Fig.) ab axibus parallelis mn , PQ eft

A *2— C ct*= ;(!+ B x)2— (a — Bx)2== l 2—a 2+ 2 ( l+ a) B« =

a*"I"4 a.O4”a) ZR4-pr4— 4 r 1<3
U^ —^ XK- 7) ob (2).

5. Quare pro xt = a —BC  dabit /j.  in (z) momentum’ inertiae coni
truncati BPQ refpeftu axeos PQ coincidentis cum diametro illius bafeos
majoris; et fi eidem momento addas produftum ex maffa feu pondere
coni IVI in differentiam A x2— Ca2 juxta (4) determinatam, obtinebis mo¬
mentum inertiae M' ejusdem coni refpeftu axeos oscillationis mn (4C9. §.) :
hoc ergo valore loco M1 in (2) fubftituto inveniemus sequentem expref-
fionem diftantiae centri oscillationis ab axe oscillationis :

Azr=

mil + M( l 4

+m(

-4- a |K 4 +f 4-r k3 [m. I2

rVCR5-
Q<-3— r 3; (,K vj J

r*) 4 -A* aK2(R 4 -2 r) + XV a2 r2(R ■2 r )
K3— r 3

+ 12— a1 4- a( 14- a)
lR 44-jr 4— 2 rR3
(R3— r 3jQK — r) J J’

571 . Corollarium 1.
Conus truncatus BPQ,  fi radius r bafeos minoris in B evanescat, abi¬

bit in conum ifltegrum axeos a— BC: pro r— O obtinebimus ergo ex
(570 - § ) sequentem formulam pro difiantia centri oscillationis z ab axe
oscillationis mn , fi una pars egib  penduli fit virga tenuiffima longitu¬
dinis 1 et ponderis m ; pars altera BPQ autem conus reftus axeos a=sBC,
radii R bafeos in PQ , et ponderis M. ^

m.fP4 - M(AR 24-! aa4- in - -| a))
m.414- tVH4a4-0

572. Co-
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572 . Corollarium 2.
Si petatur diftantia A z centri oscillationis z ab axe oscillationis mn

pro pendulo ex virga tenuiffima egih  et corpore BPDQ  compofito,
quod confiet e duobus conis truncatis aequalibus BPQ,DPQ  balium
majorum in PQ congruentium ; erit , ut in (570. §. 1. n.) Ay ^ l . m'
' m-5-1 pro longitudine 1, et pondere m virgae egih;  quodfi ergo BD^ a2 a
fit axis corporis BPDQ,  in cujus medio punfto C jacet ejus centrum gra¬
vitatis , M vero denotet illius pondus , et M1 momentum inertiae refpeftu
axeos oscillationis mn ; erit per ( 561. §.)

m . 11 + 1V1(1-f a)

Si jam R fit communis radius bafium majorum in PQ , et r radius mi¬
norum balium in B, D utriusque coni truncati BPQ,  D PQ ; invenies mo¬
mentum inertiae utriusque coni feorfim refpe &u diametri in PQ , fi in
C57° ' §• 3- n.) ponas x >—>a , et M ioco M, cujus duplum dabit momen¬
tum inertiae totius corporis BPDQ  refpe &u diametri PQ parallelae axi
oscillationis mn , unde additione produfti M. A C2t= M(I+ a)s obtinebitur
momentum inertiae M ejusdem corporis refpe&u axeos oscillationis mn

. 4° § •) • Hoc ergo valore fumto pro M' in praecedent ? formula inve¬
niemus

[mfP -fM ( 0 + a)m i 1+ Mvj + aj
3 R; — r 5) -}- 2 a2 R2(R -f- 2 r) -f 6a 2r~( R — 2 r)

20 tK3—r 3)

573 * Corollarium 3
Pro r — o abibit corpus BPDQ  compotitum ex duobus conis trun*

catis aequalibus BPQ, DP  Q in corpus conftans ex duobus conis integris
aequalibus axium BC = CD — a , et communis radii R balium in PQ con¬
gruentium : pro r — o inveniemus ergo ex ( 572. § .) difiantiam centri os¬
cillationis z ab axe oscillationis mn pro pendulo ex ejusmodi corpore
BPDQ  et virga tenuiffima egih  compofito , nimirum

1 -  r-

BPDQ  et virga tenuiffima egih  compofito , nimirum

A — mjP + M(AC3R *+ 2a *; -f ( l + a) 2 )
Z,~~  mil + M(l+ a)

Gg 3 574. Co*
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574 . Corollarium 4.

Si cono truncato B P Q in (570. §.) fubftituas cylindrum axeos
at= BC, et radii R , cum illius centrum gravitatis * coincidat cum medio

pun&o axeos BC (219. §.) ; erit A &= ;l -l- | a, hinc ob (570. §. 1. n.) per
(Z6-. §-)

Az: m. 1+ M'
m . £ 1+ IVI (l + ia)

Cum autem momentum inertiae cylindri BPQ refpe&u diametri PQ
illius bafeos fit ^ M (4a2+ 3R 2) per ( 435. §.) ; erit M1= (4a 2 +
3 R2) + M(A — « C2) , feu

M1— M (-5-a2+ £ R 2+ (1+ § a) 2— (i a)1)

= M(Ta*+ * R2+ Kl + a))

momentum inertiae ejusdem cylindri refpe&u axeos oscillationis mn

(409 . %.) : quare , fi hunc valorem loco M' inJpraecedenti formula fubfti-
tuas , invenies diftantiam centri oscillationis z ab axe oscillationis mn

pro pendulo ex virga tenuiffima egih  longitudinis 1 et ponderis m, et
cylindro BPQ axeos a~= BC,  radii R et ponderis M compotito» ni¬
mirum

mfl 2+M (4a 2+ lR 2+ Kl + a) )
Az ~ mil + ivia + i *;

575 . Problema.

Dato numero  N oscillationum, quas pendulum eompofitum fub elonga-

fione (P a Jitu naturali intra certum tempus  T abfolvat, invenire longitu¬
dinem  L penduli fnnplicis fub eadem elongatione , vel in quocunque arcu
exiguo ad Jingula minuta fecunda oscillantis.

Solutio.

1. Si pendulum eompofitum intra T minuta fecunda oscillationes nu-
T

mero N abfolvat; debebit illud lingulas oscillationes intra tempus

abfolvere.

2. Quodfi ergo D fit diftantia centri oscillationis dati penduli com-

pofiti ab axe oscillationis ; erit D longitudo penduli fimplicis dato com-
pofito
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pofito ifochroni , quod idcirco fub elongatione (p  a litu naturali qnamvisT
oscillationem intra tempus —perficiet  ob ( i ) per ( 552. 548 § .)
Adeoque , denotante L longitudinem penduli fimplicis fub pari elonga,
tione a fitu naturali ad fingula minuta fecunda oscillantis , debebit effe
per ( 541. §.)

T 2 N 2
L :D — X2: -p - ; hinc 0 = 0 -^ •

3. Porro pro cognita elongatione <p penduli fimplicis a fitii naturali,T
quod longitudinem D habeat , et tempore t= — lingulas  oscillationes
perficiat (2) , debebit efle per (535. § .) proxime

_ _ T
2g

Tr= T0+ 8u.

N
( I+ sV)

igitur

pro bs= DSinv <p.

- D
Hinc autem , quia * —— eft tempus , intra quod pendulum fim-“  2 g

plex longitudinis D lingulas oscillationes in quocunque arcu exiguo debet
abfolvere (536. §.) » fiet pro longitudine L penduli fimplicis in quibus¬
libet arcubus exiguis ad fingula minuta fecunda oscillantis , per ( 541. §>)

N2(V b
I _ V»_L ; D:

feu L:

N: C i+ ^)

hinc Lt =: D ■ i! y

8V.
N2(b+ 8P) 2

64 UT 2

576 . Corollarium 1.
Quamobrem , fi determinanda fit in quapiam terrae regione longitu-

do L penduli fimplicis , quod in arcubus exiguis oscillans lingulas oscil¬
lationes minutis fecundis perficiat , fumatur tale pendulum compofitum,
pro quo diftantiam D centri oscillationis ab axe oscillationis calculo de¬
finire liceat j tum obfervetur ope exquifiti chronometri tempus T in mi¬

nutis
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nutis fecundis , intra quod illud fub determinata elongatione <p a litu na¬

turali determinatum aequem numerum N oscillationum abfolvat : per
haec enim reperietur quaefita longitudo

N*(b+ 8D) a
64 UT*

ob u

Ubi autem elongatio penduli compotiti a fitu naturali valde parva

- fuerit , ita ut b = DSinv <?> refpeftu 80  fere evanefcat ; poterit poni

, _ N2 (8D) 2_ __ n JL.
64 DT 2, 'T*

Exemplum.

Clar.  Liesganig  faftis peculiari diligentia obfervationibus compe-

rit , pendulum ex filo tenuiflimo AB (77 . Fig.) et duplicato cono trun¬

cato BPDQ  compofitum , quale in (572. § .) confideravimus , Viennae

87861 oscillationes = N intra 86409,4 minuta fecunda — n abfolvifle.

Erat autem , omnibus dimenfionibus ad menfuras viennenfes relatis , lon¬

gitudo fili , -4 — A B— 4Zl .941 lin. ; pondus fili , ,mn = | gran . ; femiaxis

corporis BPDQ,a = BC = 5 .922 lin. ; radius communis bafium majo¬

rum conorum truncatorum BPQ,DPQ  in PQ  cohaerentium , R— PC

£= •4,26 lin. ; radius communis bafium minorum in B , D, r= : 2,28 lin. ;

et pondus totius corporis BPDQ,  M = 540 gran.

Quare , fi hos valores in (572. § .) fubftituas , invenies diftantiam

D = Az centri oscillationis z ab axe oscillationis mn aequalem longitu¬

dini penduli fimplicis pendulo compofito Liesganigiano  ifochroni,

nimirum 0 ^=437. 903 lin. Hinc autem determinabis porro longitudi¬

nem L penduli fimplicis fub pari elopgatione a fitu naturali ad fingula

minuta fecunda oscillantis , nimirum

L= 437.903 (87861 )"
(86429,4 / '

Id efi 1. ^ =452,739 lin. vienn . = 440, 562 lin. parif.

577 . Corollarium  2.

Inventa ope penduli compofiti longitudine L penduli fimplicis in arca,

bus exiguis ad fingula minuta fecunda oscillantis (5?6. §.) » poteft eo iplo
etiam
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etiam altitudo g determinari , per quam corpora gravia de quiete libere
labentia intra primum minutum fecundum decidunt , ob g = i-~I L per
(537*§•)•

Exemplum.

In ( 576. § .) invenimus 1,- 442,562 lin. parif. pro longitudine pen¬
duli funplicis ad fingula minuta fecunda oscillantis : alTumta ergo ratione
radii ad femiperipheriaia i : t = 1: 3,1415 etc. , quo fiat vrr= 3,1415 etc.
erit

g = -| 7r2.440,562 — 7T2. 220,281.

Quia vero eft pes rhenanus ad parifinum = 139x3 : 14420 , fi g ad
pedem rheuanura referatur ; debebit eife

13913 : 14400= ^ . 220, 281 : g

, ' 7r- . 220 . 28t ■14420
hmc  B = -- Iwi - ;

et adhibitis logarithmis fiet
log g= S — log 13913

pro S = 2log7r + log 220,2Zx -1- !og 14400.
Iam autem eft

log tt = 0,4971499
2 log r = o, 9942998

log 220,281 = 2,3429771
log 14420 = 4, 1583625

igitur S= 7,4956394
Porro log 13913= 4,1434208

igitur log g= 3,3522186

Quare , cum huic logarithmo proxime refpoudeat numeru - 2252,187;
debet poni g= 22 50,187 lin. rhen , = 15,6262 ped. rhen, , qui numerus
ab ilio , quem in (523. Z.) calculi gratia propofuimus , xIA -o pedis rhe-
nsui differt.

578 . Corollarium Z.

Obfervationes enim a diverfis Academicis in variis terrae regionibus
ope pendulorum compotitorum faftae evicerunt , haud eandem efie ubique

/ 'oiumen II. Hh longi-
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longitudinem penduli fimplicis ad linguis minuta fecunda oscillantis
(576 . §.) > fed eam continuo decrefcere , fi locus obfervationis continuo
magis a polo verfus aequatorem removeatur : unde neceffario fequitur,
nec efficaciam gravitatis in corpora terreftria eandem effe in omnibus
terrae regionibus , fed illam continuo fieri minorem , prout terrae regio
magis a polo verfus aequatorem removetur (540. §.) .

Schoiion.

Vienna , ubi Liesganigius  experimentum cepit (576. § .) jacet fub
latitudine = 48° . 131: fub hac itaque latitudine , ut vidimus , eft longi¬
tudo penduli fimplicis ad lingula minuta fecunda oscillantis = 440,562
lin. parif. Mairanus  vero Parifiis fub latitudine = 48°. zo* invenit lon¬
gitudinem talis penduli = 440,57 lin. parif. : in hac ergo terrae regione
eft efficacia vis gravitatis in corpora terreftria nonnihil major quam
Viennae . Et fatie pro hac penduli fimplicis longitudine habebimus , ut
in (577. §.) , altitudine g ad pedem rhenanum relata,

_ 7T~ . 220 . 285,14400
^ 13913 ’

, et adhibitis logarithmis
log g — S — log 13913

pro 8 = 2 iog 71--i- log 220,285 ft-log 14400.
Quamobrem erit

2 log7r= o, 9942908
log 220, 285= 2,3429850

log 14400— 4,1583625

S= 7,4956473
log 13913 =4,1434208

logg — 3,3522265

Confequenter eft hic g = 22 §o, 227 lin. rhen. £= 15,6265 ped. rhen .,
loco 15,6262 ped. rhen. in (577. § ).

579. Corollarium 4.

ln (575- §-) fit T = + pro  b " v 8invip . Si
ergo ignoretur tempus T , intra quod pendulum compofitum numerum N

oscilla-
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oscillationum fub data elongatione lp a litu naturali abfolvat ; poterit illud
proxime ope hujus formulae determinari , fi antea quaeratur distantia D
centri oscillationis ejusdem penduli ab axe oscillationis . Ubi autem elon¬
gatio (p  tam parva fuerit , ut b= DSinv (P prope evanefcat ; poterit idem

T = Ntt/^ quaeri , aut, adhibitis logarithmis,tempus ope formulae
adhibitoque pede rhenano pro menfura linearum D, g, ope formulae

log T = logN + | log N D+ o, 2503033.

Exemplo lit experimentum Liesganigianum.  Pendulum illius
abfolverat 87861 = N oscillationes intra tempus T ; distantia vero centri
oscillationis ab axe oscillationis erat in (576. §.) 6 = 437,903 lin.. vienn.
= 3,041 ped. vienn . Quare , ob rationem pedis viennenlis ad rhenanum
= 14013 : 13913 , erit '

3,041,14013
ped. rhen.D= ped. rhen,13913 F

Est autem log 3,041 = 0, 4830164;
log 14013= 4. 1465311;

4'6295475;
log 13913 — 4. 1434208:
hinc log 6 = 0,4861267;
et Jlog0 = 0,2430633.

Porro est log N= 4.9437961;

hinc log N 4-^ logO = 5,1868594.
o, 2503032

log T = 4;9365502.

Quamobrem est T = 86408,44 min. fec. , quod tempus cum observa¬
tione Liesgatiigiana (576 . § .) quam optime confentit.
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