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E r ste k T h e i l.
der

analytischen Mechanik oder die Statik.

Erster Abschnitt»

Von den verschiedenen Grundlehren der Statik»

Statik ist die Wissenschaft des Gleichgewichts der Kräfte . Unter
Kraft versteht man überhaupt eine Ursache , sie mag übrigens be¬

schaffen seyn , wie sie will , die einem Körper , woran man sie sich ange¬
bracht vorstellt , entweder würklich eine Bewegung eindrückt , oder doch

dazu ein Bestreben äußert ; nach der Größe der eingedrückten Bewegung
oder des Bestrebens sie einzudrücken wird dann die Kraft geschätzt. Im

Zustande des Gleichgewichts übt die Kraft keine Würkung aus , nur ein
simpeles Bestreben zur Bewegung bringt sie in diesem Falle hervor ; je¬
doch muß sie hier durch die Würkung allezeit gemessen werden , welche sie,
wenn keine Hindernisse statt fänden , ausüben würde . Nimt man eine

gewisse Kraft oder ihre Würkung zur Einheit an , so ist die Ausdrückung
jeder andern Kraft nichts wie ein Verhältnis zu jener , folglich eine mathe¬
matische Größe , die durch Zahlen und Linien ausgedrückt werden kann,
und unter diesem Gesichtspunkt muß man die Kräfte in der Mechanik be¬

trachten.

Gleichgewicht entsteht durch die Aufhebung mehrerer Kräfte , die

einander entgegengesetzt sind , und wovon eine die Würkung der andern
A vernich-



vernichtet ; die Gesetze nun anzugeben , wonach diese Aufhebung vor sich
geht , das ist der Zweck der Statik . Diese Gesetze aber beruhen auf all¬
gemeine Principien , die sich auf drei bringen lassen , nämlich auf das des
Gleichgewichts beim Hebel , 2) das der Zusammensetzung der Bewegung
Und z ) das des Bestrebens nach Geschwindigkeit (llcs vitellc -r virtueller ) .

/ Archimedes , der einzige unter den Alten , der uns eine Art von
Theorie der Mechanik in seinen 2 Büchern cie »egui polillersmibur hinter¬
lassen hat , ist der Erfinder dtS GesetzcS deS Hebels , welches , wie jeder-
man weiß , darin besteht , daß wenn eiu geradlinigter Hebel von L Ge¬
wichten beschwert ist , deren Entfernungen vom Richtpunkt sich um¬
gekehrt verhalten wie die Gewichte selbst , allezeit ein Gleichgewicht
dieses Hebels erfolgt und daß sein Unterstüßungspunkt von der
Summe dieser 2 Gewichte beschwert wird . Arcbimr des nimmt die¬
ses Gesetz in dem Falle , wo gleiche Gewichte glcichweit vorn Unter-
stützungöpunkt entfernt sind , für einen an und für sich evidenten Grund¬
satz der Mechanik oder doch wenigstens für ein Erfahrungögesctz an , und
auf diesen einfachen und ersten Fall bringt er dann auch den , wo die Ge¬
wichte »gleich sind , in dem er sich diese Gewichte , wenn sie commensu-
rabel sind , in mehrere unter einander gleiche Theile getheilt vorstellt und
annimmt , daß die Theile jedes Gewichts von einander sich trennen und auf

, beiden Seiten des Hebels in gleichen Entfernungen sich vertheilen lassen,
so daß der ganze Hebel von mehreren kleinen unter einander gleichen Ge¬
wichten und in gleichen Entfernungen vom Unterstützungspunkt beschwert
sey. Hierauf erweißt er auch die Wahrheit desselben Theorems für incom-
mensurabele Gewichte mit Hülfe der Erschöpfungsmethode , und zeigt,
daß unter diesen Gewichten nie ein Gleichgewicht statt findet ! kann , wenn
sie sich nicht im umgekehrten Verhältniß der Entfernungen vom Unter-
stätzungspunkt befinden . Einige der Neuern wie Srevkn in seiner Sta¬
tik und Galiläi in seinen Gesprächen über die Bewegung haben Archi«
med ' s Beweis dadurch einfacher zu machen gesucht , daß sie annahmen,
die an den Hebel angebrachte Gewichte seien 2 in ihrer Mitte horizontal
aufgehangene Parallelepipeda , deren Breiten und Höhen einander gleich, die
Längen aber doppelt so groß seyen als die Hebelarmen , die umgekehrt zu ih¬
nen gehören . Denn hiedurch sind die beiden Parallelepipeda im umgekehrten
Verhältniß ihrer Hebelarmen , uud ihre Stellung ist so beschaffen , daß

sie



sie nur ein einziges ausmachen , dessen Mittelpunkt vollkommen mit dem
Unterstätzungspunkt deS Hebels übereinkommt»

Andere aber haben Fehler in Archimed ' s Beweis finden wollen,
und ihn auf verschiedene Art verändert , um ihm eine größere Strenge
zu geben . Aber ausser Huyghens verdienet keiner hier den Gevmetern
bekanntzuwerden.

Hupghens Beweis gründet sich auf die Betrachtung des Gleichge¬
wichts einer Ebene , die mit mehrern gleichen Gewichten beschwert ist und
deren Unterstützung eine gerade Linie ist ; aber ohnerachtet dieser Beweis
sehr sinnreich und frey von den Schwürizkeiten ist , denen der Arcbimer
deische unterworfen ist ; so kann man doch manches dagegen einwenden.
Man sehe die Oper » vsns von Huyghens 'lom . r . *)

Hat

Man kann sich von der Richtigkeit dieses Satzes , der für den geradlknkgten
Hebel an sich schon ziemlich evident scheint » geometrisch auf folgende Art
überzeugen: Es seyen ? s ?" 2 Kräfte , weiche durch H6, ausgedrückt
werden, man verzeichne das Parallelogram und nenne p die durch

ausgedrückte mittlere Kraft : so bat man , wenn man aus einem will»
kührlichen Punkte von einer der Rich,
tungslinien dieser z Kräfte 2 senkrechte
Littien k 6 , k L ziehet , die Pro»
Portion -

L 8

H kL : 6^

Wir wollen nun einen Hebel -46 betrachten, hier mn§ der Ruhepunkt
in der RichtungsUnis der mittler,, Kraft liegen, ziehet man daher aus dke-

A s srm



Hat man einmal das Gesetz des geradlintgten und horizontalen He¬
bels festgesetzt ; so kann man daraus die Gesetze des Gleichgewichts bet

derr

fern Punkt « k die senkrechte kinie 6k . Lk auf die Dlrectionslinlen derKräfte k" k" ' : so baden wir aus den»
ortion:

M : kL d. h.xe . p,/

Wenn r an den Endpunkten eines Hebels angebrachte simple oder Bewee
gungskräfte im Gleichgewicht sind » und nun aus dem Rnhepunkt auf die
Richtung einer jeden ein Perpendikel gezogen wird , so verhalten sich dies«
simplen oder Bewegungskräfte umgekebrt wie die auf ihre Richtung gezo¬
gene Perpendikel . Ist nun aber ük gerade und die Direktion der Kraft

mit der der Kraft p" parallel ; so fallen , wenn diese Linien auf die Rich,
tung des Hebels perpendiculair sind, die Perpendikel k6 , kL in die Rich«
tungslinie des Hebels und sind der Entfernung vom Ruhepunkt bis zur
Richtung einer jeden Kraft gleich. Alsdenn verhalten sich also im Falle
des Gleichgewichts die Kräfte verkehrt , wie die Längen ihrer Hebelarmen.
Setzen wir nun , der Rnhepunkt liege ausser dem von den Richtungen der
Kräfte gemachten Winkel ; so läßt sich mit einer geringen Abänderung die
Wahrheit des vorhergehen Satzes auch für diesen Fall darthun , und so
hat man dann den allgemeinen Satz , daß 2 an einem Hebel angebrachte
Kräfte , die gegen den Ruhrpunkt eine gewisse Lage haben . sich allemal ver¬
kehrt wie die Entfernungen ihrer Direktiorisliniei , vom Rnhepunkt verhal¬
ten . Dies gillt daher für alle Arten von Hebel und Archimed ' s Latz läßt
sich also auf diese Art erweisen , nur mußten wir aber hier einen ander»
Satz zu Hülfe nehmen , den wir bisher noch nicht erwiesen hatten , näm»
lich den der Zusammensetzung der Bewegung . Die Verbindung der mecha,
Nischen Gesetze unter einander wird man übrigens ausführlich aus einem
Werke kennen lernen , dessen Vollendung alle Kenner der Walhiinatik mit
Verlangen entgegensehen , und das gewiß dem Nahmen seines Urhebers
Unsterblichkeit verschaffen wird , nämlich aus der dlouveile sr -K-reSui -o lix-
ürsulrgue uar Vlr. <ls ( ä ?- ri« 1790. g msj ) "körn > wovon UlisHr. Langsdorf nun auch mit einer deutschen llelersetzuua beschenkt hat.
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den andern Maschienen und bei jedem Systeme von Kräften überhaupt
herleiten . Auf diese Art sind viele Schriftsteller verfahren , unter andern
La Hire in seinem Traktat über die Mechanik / der sich im yten Bande
der alten Uemoirer cie 1' scsciemie 6e5 seiender cie ksrir befindet . Zedoch
scheint es , man hat nicht gleich anfangs die Methode gekannt , die Theo¬
rie aller andern Maschienen , besonders die von der schiefen Ebene , auf die
Theorie des Hebels zu bringen ; denn man siehet nicht nur aus den Frag¬
menten , die vvm 8ten Buche des Pappus bis auf uns gekommen sind,
daß die Alten das wahre Verhältniß der Kraft zum Gewicht bey der
schiefen Ebene nicht kannten ; sondern may weiß auch , daß die Bestim¬
mung diese- Verhältnisses lange Zeit ein Problem bei den ersten neuern
Mathematikern war , welche - der berühmte Stevin , der in Diensten des
Prinzen LNoriz von Nassau war , zuerst auflöste , und wozu auch er
nur durch eine indirekte und von der Theorie des Hebels iudependente Be¬
trachtung gelangt war.

Stevin betrachtet ein solides Dreyeck, . das auf seiner horizontalen
Basis steht , so daß seine beiden Seitenflächen 2 schiefe Ebenen ausma¬
chen und nrmt an , daß ein Kranz von verschiedenen in gleichen Entfernun¬
gen von cinanher durch Faden verbundenen Gewichten , oder vielmehr eine
Kette von gleicher Dicke an die beiden Seiten dieses Dreyecks angebracht
sey , so daß der obere Theil an den beiden Seiten desselben festgemacht
sey , der untere aber frey unter der jBasis herunterhänge , eben so als
wenn er an den beiden Enden derselben festgemacht wäre.

Stevin merkt an , daß wenn man selbst auch annähme , die Kette
könne frey über das Dreyeck wegrütschen ; sie doch in Ruhe bleiben müsse;
denn finge sie an von sich selbst zu rutschen nach irgend einer Richtung hin;
so müßte sie fortfahren in alle Ewigkeit zu rutschen , denn es wurde eben
dieselbe Ursache der Bewegung immerfort statt finden , indem die Kette
wegen der Gleichförmigkeit ihrer Theile immer auf dieselbe Art am Dreyeck
fest hänge , woraus eine beständige Bewegung entspringen würde , wel¬
ches absurd ist.

Es muß also nothwendig ein Gleichgewicht zwischen allen Theilen
der Kette statt finden , man sieht aber leicht ein , daß der unter der Ba-

2t -r sis



6 - -- - - --

sis hängende Theil der Kette schon an und für sich im Gleichgewicht ist,
die Kraft aller Gewichte auf der einen Seite muß daher der auf der an¬

dern Seite das Gleichgewicht halten ; aber die Summe der erstem ver¬
halt sich zur Summe der andern , wie die taugen der Seiten , wo sie an¬
gebracht sind , sich gegen einander verhalten , folglich bedarf es immer
derselben Kraft , um ein oder mehrere auf einer schiefen Ebene befindliche
Gewichte zu halten , wenn das ganze Gewicht der Länge der Ebene gleich
und die Höhe dieselbe ist . Ist aber die Ebene vertikal ; s? ist die
Kraft dem Gewichte gleich ; folglich verhalt sich bey jeder schiefen Ebene die
Kraft zum Gewicht , wie die Höhe der Ebene zu ihrer Länge.

Ich habe diesem Beweis Grevins nur deswegen hier eine Stelle ver¬
gönnt , weil er sehr sinnreich , und sonst wenig bekannt ist . Uebrigens lei¬
tet er , aus dieser Theorie , die des Gleichgewichts zwischen Z Kräfte her,
die auf einen Punkt würken , und zeigt , daß dies Gleichgewicht statt findet,
wenn die Kräfte einander parallel und den z Seiten irgend eines geradli«
rügten Dreyecks proportional sind . Man sehe weiter hierüber seine Sta¬
tik selbst nach , und seine Aufäße dazu in f. lüzwvmnemsk . mstkinistie.

Der 2te Grundsatz des Gleichgewichts ist der der Zusammensetzung
der Bewegung . Er beruhet anf die Voraussetzung , daß , wenn 2 Kräfte
zugleich auf einen Körper nach verschiedenen Direktionen würken , sie einer
einzigen Kraft gleich sind , die im Stande ist dem Körper dieselbe Bewe¬
gung zu gehen , als die beiden Kräfte ihm geben würden , wenn jede be¬
sonders würkte . ^ Nun aber durchlauft ein Körper , den man sich gleich¬
förmig nach 2 verschiedenen Direktionen zugleich bewegen läßt , nothwendig
die Diagonallinie des Parallelogramm dessen Seiten er jede besonders nach
jeder der beiden Bewegungen durchlaufen würde . Hieraus folgt also , daß
L Kräfte , die zugleich auf einen Körper würken , von einer einzigen im
Gleichgewicht werden erhalten werden können , deren Größe und Direktion
durch die Diagonallinie dcS Parallelograms ausgedrückt wird , dessen Sei¬
ten jede die Größen und Direktionen der beiden gegebenen Kräfte anödr -' k-
ken ') . Hierin besteht das Lte Grundgesetz nähmlich die Zusammen ftz-
zung der Kräfte . . Es

*) Man hat diesen Satz vom Parallelogram der Kräfte auf gar verschiedene
Weife darzuthun gesucht.

Weiss,
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Es reicht allein hm in allen Fällen die Gesetze des Gleichgewichts zu
bestimmen , denn indem man nach und nach dir Kräfte zusammensetzt
nähmlich immer zwei und zwei ; so muß man endlich zu einer einzigen ge¬
langen , die allen den andern das Gleichgewicht hält , und die also im Falle-
des Gleichgewichts , wenn bei den « System kein fester Punkt vorhanden
ist , ----- o seyn muß ; wenn ein solcher aber da ist durch denselben ihre
Direktion haben muß . Dies kann man in allen statischen Büchern sehen,
und insbesondere in der neuen Mechanik des Varignon ; wo die Theorie
der Maschtenen aus diesem Fundamentalgesetz allein abgeleitet worden ist.

Es ist klar , daß StevLns Theorien vom Gleichgewicht dreyer Kräfte
die den z Seiten eines gewissen Dreyecks parallel und proportional sind,
eine unmittelbare und nothwendige Folge des Gesetzes von der Zusammen¬
setzung der Kräfte ist, oder vielmehr daß es dasselbe Grundgesetz nur unter
einer andern Form ist» Allein dieses hat den Borzug auf einfachen und

uatür-

Wolff , Krüger u a . geben nichts weniger als einen geometrischen Be-
weis davon . Unter allen sbeint mir noch Newtons Verfahren hier am
meisten auf makhemarische Evidenz Ansprüche zu machen , man findet das¬
selbe noch weiter ausgeführt und erläutert in der KUrlioMecs Kfics u'Lurop »,
wo kann ich nicht sagen , La ich das Buch nicht bey der Hand habe.

Im strengsten geometrischen Verstände genommen wird man ihn wohl nie
erweisen können ; aber von der Wahrheit desselben überzeugen , kann . man
sich auf mancherlei Art . Herrn Maries Beweis in seinem trsite -ie mecs-
nigu - kann schon völlig dazu dienen die Nothwendigkeit dieses Fundamen«
talsatzes einzusehen ; daher hat ihn auch proiry in der blouvelle »rckike-
Äure kxcirsuligue wieder abdrucken lassen . Einen metaphysischen Beweis
davon hat unter andern auch Hr . Rant in s metaphysischen Anfangsgrün«
den der Naturwissenschafr versucht . Durch Versuche kann man sich übri¬
gens sehr wohl davon überzeugen , auch kann man sich dazu kleiner Jnsek«
ten bedienen , die man an einem Lineal fortlaufen läßt , und die die Diagonal«
linke eines Parallelograms beschreiben , indem man langsamchas Lineal wei¬
ter herunterrückt Hi -bey fällt mir ein Beyspiel ein , welches genugsam
zeigt , wie sehr auch schon die Natur der Sache diese Bewegung in der Dia«
gonallinie d>s Parallelograms mit sich bringe . Es gieng jemand spazieren,
sein Hund üefvoran , nun theilte sich der Weg in 2 ; der Hund wollw gerne
voran , wußte aber nicht , welchen von beiden fein Herr wählen würde,
deswegen meng er in der Diagonallknte des Parallelograms weiter , dessen
den «,, die beiden Wege ausmachten. rn.



natürlichen Begriffen zu beruhen , ha hingegen Stevins Theorem nur
auf indirekte Betrachtungen gegründet ist.

WaS aber die Erfindung des gegenwärtigen Grundgesetzes betrift,
so ist sie meiner Meinung nach dem Galilai zuzuschreiben, der in der 2ten
Proposition des 4ten Tages seiner Dialogen , crweißt , daß , wenn ein
Körper mit L gleichförmigen Geschwindigkeiten, wovon die eine horizontal
die andere vertikal ist , bewegt wird , er eine Geschwindigkeit annehmen
muß , die durch die Hypothennse des Dreyecks ausgedrückt wird , dessen
beiden andern Seiten diese r Geschwindigkeiten ausdrücken ; jedoch scheint
es zugleich, daß Galiläi den ganzen Nuzen dieses Theorems in der Theo¬
rie des Gleichgewichts nicht gekannt hahe. Denn in dem zten Dialog,
wo er von der Bewegung der schweren Körper auf schiefen Ebenen han¬
delt, leitet er, anstatt den Grundsatz der Zusammensetzung der Bewegung
zur direkten Bestimmung der einem Körper auf einer schiefen Ebene zu¬
kommenden Schwere anzuwenden , vielmehr diese Bestimmung von der
Theorie des Gleichgewichts auf schiefen Ebenen nach dem her, was er vor¬
der in seinem Traktat 6si !» lcienr » Xlecsmcs festgesetzt hatte , worinn er
die schiefe Ebene vom Hebel herleitet.

Nach Galilai findet man die Theorie der zusammengesetzter! Bewe¬
gungen in den Schriften des Des Carres , Robervals , Mersrme,
NOallis u. a . ; aber Varignon hat das Verdienst den Nutzen dieser
Theorie bei dem Gleichgewicht der Maschienen gezeigt zu haben.

Seine Absicht bei seiner nouvsllo mecksnigue die er 1687 publicirte,
war die Regeln der Statik durch die Zusammensetzung der Bewegungen
oder der Kräfte zu beweisen, aber dies wurde nachher noch weit umständ¬
licher in der nouveile l»SLk»nigue geleistet , die erst nach seinem Todt im
Jahr 1725 erschien. Schon im Jahr 1685 aber Hütte er ein Memoire
über die Hollen dem Druck übergeben, worin er die.Theorie dieser Art von
Maschienen durch die der zusammengesetzten Bewegungen erklärte.

Ich komme endlich zum zten Grundgesetz nehmlich dem des Bestre¬
bens nach Geschwindigkeit. Man versteht hierunter dasjenige , was ein
im Gleichgewicht sich befindender Körper , wenn dasselbe aufgehoben ist,

bekommt
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bekommt d. h . die Geschwindigkeit , die er im ersten Augenblick seiner Bewe¬
gung würklich erhält . Das gegenwärtige Grundgesetz besteht also darin,
daß Kräfte im Gleichgewicht sind , wenn sie sich umgekehrt wie ihre Bestre¬
bungen nach Geschwindigkeit , die nach den Richtungen dieser Kräfte ge¬
schätzt werden , verhalten.

Erwägt man nur ein wenig die Bedingungen des Gleichgewichts beim
Hebel und den andern Maschienen ; so erkennt man leicht die Wahrheit
dieses Gesetzes , dennoch scheinen die Geoineter vor Galiläus es nicht ge¬
kannt zn haben , und ich glaube ihm die Erfindung desselben zuschreiben zu
müssen , wenigstens trägt er es in seinem Traktat ciells tdieurg iVleesnics,
und in seinen Dialogen über die Bewegung als eine allgemeine Eigenschaft
des Gleichgewichts der Maschienen vor . Man sehe die Anmerkung zum
2ten Satze des Zten Dialogs.

Unter Moment eines Gewichts oder einer an einer Maschiene ange¬
brachten Kraft versteht Galiläus die Stärke , die Würkung , die ge¬
stammt - Gewalt , welche diese Kraft anwendet , die Maschiene in Be¬
wegung zu setzen, so daß 2 Kräfte im Gleichgewicht seyen, wenn ihreMo-
meitte um die Maschiene auf entgegengesetzte Art in Bewegung zu setze»,
gleich groß sind , und er zeigt , daß das Moment allemal dem Produkte
aus der Kraft in das Bestreben nach Geschwindigkeit gleich ist , welches
von der Art , wie die Kraft würkt , abhängt.

Zn eben der Bedeutung nahm auch Wallis in seiner 1669 herausge¬
gebenen Mechanik das Wort Moment , er nimt darin den Satz der Gleich¬
heit der Momente zum Grund der Statik an , und leitet daraus umständ¬
lich die Theorie des Gleichgewichts bey den vornehmsten Maschienen her.

Heut zu Tage versteht man gewöhnlich unter Moment das Produkt
einer Kraft in die Entfernung ihrer Direktion von einem gewißen Punkte,
oder einer gewißen Unie , d. h . in den HebelM -m , wodurch sie würkt ; aber
die Bedeutung , worunter Galiläus und Wallis das Wort Moment nah¬

men,

) Ist Original steht l' cssort , l' sQion , i'enerzie , l' jmxcM«.
M.

B



N1?N, scheint mir natürlicher und allgemeiner zu seyn , und ich sehe nicht

ein , warum man sie verworfen , und an ihre Stelle eine andere gesetzt
hat , die nur den Werth des Moments in gewissen Fällen wie z. E . beim
Hebel rc. ausdrückt *) .

Des Cartes brachte auf gleiche Art die ganze Statik auf ein ein¬
ziges Princip , welches im Grunde mit dem Galilaischen einerlei , nur
weniger allgemein ist . Es besteht darin , daß man nicht mehr und nicht
weniger Kraft gebraucht , ei» Gewicht zu einer gewissen Höhe zu erheben,
als ein schwereres Gewicht zu einer um eben soviel geringern Höhe . (Man
sehe den 7Ztcn Brief im iten Theile , und seine in seinen polllm-
im 5 befindliche Mechamk ) ^ Hieraus folgt , daß ein Gleichgewicht stattfin¬
den wird , wenn 2 Gewichte dergestalt gesetzt . sind , daß die perpendiku-
laire Wege , die sie durchlaufen können , mit ihnen in einer umgekehrten
Verhältnis stehen . Aber bey der Anwendung dieses Princips auf ver¬
schiedene Mafchienen , muß man nur die im ersten Augenblick der Bewe¬
gung durchlaufenen Räume , die dem Bestreben nach Geschwindigkeit pro,
portional sind , in Betrachtung ziehen ; sonst würde man die wahren Ge¬
setze des Gleichgewichts nicht erhalten.

Man mag übrigens den Satz des Bestrebens nach Geschwindigkeit entwe¬
der als eine allgemeine Eigenschaft des Gleichgewichts annehmen , wie dies
Galilaus thut , oder man mag ihn mit Des Carres und lVailis für die
wahre Ursache des Gleichgewichts halten ; so wird man immer gestehen
muffen , daß er alle Einfachheit besitzt , die man nur von einem Funda¬
mentalsatze verlangen kann , und wir werden weiter unten erst sehen , wie
sehr er sich durch seine Allgemeinheit empfielt.

Tor,

Dies ist eine sehr richtige Erinnerung , die Bedeutung die Galiläus und
Wallis dem Worte Moment gegeben haben , ist gewiß von weit größer»
llmtang ^ ls die man ihm jetzt giebt , allein der Sprachgebrauch hat diese lez«
tere nun einmal so allgemein eingeführt , daß auch alle Schriftsteller beinahe,
die über die Mechanik geschrieben habe » , sie angeuommen haben . Die
Größe 0 v , wo l) die Entfernung von einem gewissen Punkt , und V die

, Kraft bedeutet , kommt auch so oft vor , daß man ihr nothwendig einen Na¬
mengeben in rAte, nur hä t - Man sich nicht dazu eines Worts bedienen
sollen , das schsk eine andere Bedeutung hatte.



Torricelli , der berühmte Schüler des Gakrläus , ist Erst »der ei¬
nes andern Princips , welches jedoch mit dem seines Lehrers einerlei oder
vielmehr uur eine Folge davon ist ; es besteht dieses darin , daß wenn 2
Gewichte so mit einander verbunden sind , daß , man mag ihnen eine Stel¬
lung geben , wie man will , ihr Schwerpunkt weder erhöhet noch erniedrigt
werde , sie immer im Gleichgewicht sind . Torricelli macht von diesem
Satze nur auf die schiefe Ebene eine Anwendung , allein man kann sich
leicht davon überzeugen , daß er bey den andern Maschrenen nicht weniger
statt findet . Man sehe seinen Traktat über die beschleunigte Bewegung,
welcher im Jahr 1644 erschien.

Torricelli ' s Princip veranlaßte ein anderes , dessen sich einige Schrift¬
steller bedient haben , um verschiedene statische Aufgaben mit mehrerer
Leichtigkeit aufzulösen . Es ist folgendes : Bey einem Systeme von schweren
Körpern , das sich im Gleichgewicht befindet , ist der Schwerpunkt so weit
unten als möglich . Zn der That weiß man aus der Theorie msx 'miz
und minimir , daß der Schwerpunkt am niedrigsten ist , wenn das Diffe¬
rential seines Herabstnkens ---- - 0 ist oder , welches auf eins hinauskommt,
wenn der Schwerpunkt weder steigt noch fällt , während dem daß das
System eine unendlich geringe Veränderung seines Orts erleidet.

Allgemein ausgedrückt ist das Gesetz des Bestrebens nach Geschwin¬
digkeit folgendes:

Wenn ein gewisses System von so viel Körpern oder Punkten als
man will , auf welche gewisse Kräfte würken , im Gleichgewicht ist , und
man giebt demselben eine gewisse geringe Bewegung , vermöge der jeder
Punkt einen unendlich kleinen Raum durchlauft , der sein Bestreben nach
Geschwindigkeit ausdrückt ; so wird die Summa der Kräfte multiplicier
durch die von den Punkten , wo die Kräfte angebracht find , nach den Rich¬
tungen derselben durchlaufene Raume allezeit — 0 seyn , indem man die
kleinen Räume bejaht oder verneint nimmt , nachdem solche in einerlei oder
in der entgegengesetzten Richtung der Kräfte durchlaufen worden find.

Soviel ich weiß hatJohann Bernoulll zuerst die große Allgemein¬
heit dieses Satzes des Bestrebens nach Geschwirr digkei ^ und seinen Nutzen

B 2 bey



bey Auflösung statischer Aufgaben wahrgenommen . Dies ersteht man aus
einem seiner Briefe am Varignon im Jahr 1717 , den dieser leztere im
gten Abschnitt seiner neuen Mechanik eingerückt hat , welchen er überhaupt
ganz allein dazu anwendet , die Wahrheit und den Nutzen dieses Satzes
durch verschiedene Anwendungen zu zeigen.

Eben dies Grundgesetz veranlaßte in der Folge den Satz den der
Hr . von ^Naupermis unter dem Namen des Gesetzes der Ruhe *) in
den Memoiren der Pariser Akademie der Wissenschaften für das Jahr
1740 bekannt gemacht hat , und den Hr . Euler noch mehr entwickeltund
allgemeiner gemacht hat in den Berlin . Memoiren für 17Z1.

Endlich lag eben dies Grundgesetz auch bei dem des Marquis von
Courrivron zum Grunde , welches man in den Pariser Memoiren für
1748 und 1749 findet.

Und überhaupt glaube ich behaupten zu können , daß alle allgemeine
Grundsätze , die man noch in der Wissenschaft vpm Gleichgewicht entdecken
könnte , nichts anders als jenes Gesetz vom Bestreben nach Geschwindig¬

keit

*) Der Satz des Herrn von Maupertuis ist auch unter dem Namen des Sa«
zes der kleinsten Würkung und des Gesetzes der Sparsamkeit bekannt . Er
glaubte daran einen fruchtbaren Grundsatz erfunden zu haben , woraus sich
alle Gesetze der Ruhe und Bewegn «« herleiten liefen , und der an Allge¬
meinheit alle vorher erfundene weit hinter ßch zurückließe . Er zeigte selbst
eine Anwendung desselben in verschiedenen Fällen und Hr . Euler fand hier
eine neu « Gelegenheit zu rechne» , und seine Stärke in oer Analists zu zei»
gen . Der Streit wegen dieses Satzes zwischen dem Hrn . von Maupertius
und Hr » . Röntg in Holland ist zu bekannt , als daß es nörrig wäre ihn
umständlich b>er zu erzählen . Er gehört eigentlich auch gar nickt in die
Wissenschaft , . die hier abgehandelt wird , und gehörte er auch hinein ; so
würde schon dos mich berechtigen ihn mit Stillschweigen zu übergehen , daß
Lie meisten darin agirenden Personen gar nichts von Mathematik verstan¬
den . Uebrigens bat dieser Streit eine ganze Reihe von Schriften veran¬
laßt , die man zum Theil in des Hrn . Hofrath Rästners höheren Mechanik
angezeigt findet . Voltaire schrieb bei dieser Gelegenheit mehrere lustige und
witzige Schriften . Ich verweise übrigens aufmeine Geschichte dieses Streits,
die vielleicht bald herauskommen wird. M.



kekt seyn werden , nur solches aus verschiedenem Gesichtspunkt betrachtet
und anders ausgedruckt

Uebngens ist eben dies Gesetz an und für sich nicht allein sehr einfach
und doch sehr allgemein , sondern es hat auch den schäzbarcn und vor an«
dern einzigen Vorzug , daß es in einer allgemeinen Formel dargestellet
werden kann / welche alle Aufgaben , die beim Gleichgewicht der Körper statt
sindcn können , enthält . Wir wollen diese Formel in ihrem ganzen Um¬
fang darstellen , ja wir wollen uns bemühen ihr noch eine allgemeiner«
Form zu geben , als bisher geschehen ist , und neue Anwendungen dersel¬
ben zeigen.

* ) Es ist nicht zu leuankn , daß Hrn . be ka Grange ' s Grundsatz der Statik
in der That ein sehr fruchtbarer Fiindamentslsatz ist , davon ist such dies
ganze Werk ein deutlicher Zeuge , welches blos von demselben ausgeht , und
doch alle mechanische Gesetze so schön entwickelt . Er ist im Grunde mit dem
bekannten Lartesiamschen Grundsätze der Statik einerley , aber weder die«
ser noch jener kann im geometrischen Verstände Axiom genannt werden . Hr.
Barsten bewies die Gesetze der Statik einzeln in aller Strenge , eben so
wie dies auch Hr . Bäftner gethan hak » und schloß erst aus diesen stren¬
gen Beweisen der em ;ele «i Gesetze auf die allgemeine Richtigkeit des Cak«
tesianischen Grundsatzes , oder des allgemeinen Gesetzes vom Bestreben nach
Geschwindigkeit . Dieses Gesetz aber allgemein und direkt zu demonstriren,
dazu hat man bis jezt noch nicht gelangen köniren , ohnerachtet seine Rich¬
tigkeit hinlänglich ausgemacht ist , indem es Resultate giebr die völlig de¬
nen gleich sind , welche man auf andern Wegen gesunden hat . Man kann

dieses Gesetz also , wenn man es auch nicht für einen Grundsatz gelten las¬
sen will . wie dies einige neuere französische Schriftsteller nach dem Hrn.
de la Grange gethan haben , doch wenigstens als ein allgemeines Resul¬
tat der ganzen Statik ansehen , und in sofern verdient dieser Satz doch unsre
größte Aufmerksamkeit . Auch konntkman wohl schon daraus , daß alle ein-
zele Gesetze der Statik auf dies allgemeine führen , schliefen , daß wenn man
nun diesen Satz zum allgemeinen Fundamentalfatz annehme , sich daraus
auch alle einzele Gesetze rückwärts herleiten ließen. nr.
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Zweiter Abschnitt.

Allgemeine Formel für das Gleichgewicht eines gewissen Systems
von Kräften nebst ihrem Gebrauch.

i ) >̂ as allgemeine Gesetz des Gleichgewichts bey den Maschinenist , daß die Kräfte sich verkehrt verhalten wie die Geschwindigkeiten der
Punkte , worauf sie angebracht .sind , wo diese nach der Direktion dieser
Kräfte geschätzt werden.

Zn diesem Gesetze besteht das des Bestrebens nach Geschwindig¬
keit , ein Grundsatz der schon seit langer Zeit für den Fundamentalsatz
des Gleichgewichts erkannt worden ist , so wie wir im vorigen Ab¬
schnitte gezeigt haben , und den man folglich als eine Art von Ariom in
der Mechanik ansehen kann.

Um diesen Satz in eine Formel zu bringen ; so wollen wir anneh¬
men , die Kräfte die nach gegebenen Linien würken , seyen un¬
ter einander im Gleichgewicht . Wir wollen uns ferner von den Punkten,
worauf diese Kräfte angebracht sind , gerade einander gleiche Linien p g r rc.
in den Direktionen dieser Kräfte gezogen vorstellen ; und allgemein durch
äp 6g 6c rc. die Variationen oder Differentialien dieser Linien , insofern
sie von einer unendlich geringen Veränderung in der Stellung der ver¬
schiedenen Körper oder Punkte des Systems entspringen können , aus¬drücken.

Es ist klar , daß diese Differentialien die Räume ausdrucken werden,
die die Kräfte k,0 »k ., rc. in einem Augenblick durchlaufen , d . h . die Ge¬
schwindigkeiten dieser Kräfte nach ihren Direktionen geschätzt.

Dies



Dies vorausgesetzt wollen wir uns zuerstz Kräfte k,t) ,k km Gleich,
gewicht vorstellen, man stehet leicht ein, daß daS Gleichgewicht noch im,
mer statt finden wird, wenn wir an die Stelle einer dieser Kräfte einen
festen Unterstüßungspunkt setzen, der im Stande ist der gemeinschaftlichen
Würkung der beiden andern zu widerstehen. Ich fange daher an, die
Gesetze des Gleichgewichts zwischen den beiden Kräftenk und(2 zu suchen,
in dem ich den Punkt , worauf die zte Kraft würkt, als fest annehme, so
daß die Linier unverändert bleibt, während dem daß auS den Linienp und

p -p. ür>und -f. 6^ oderp— cip und ^ wird. Nach dem allge¬
meinen Princip mußten die Kräfte k und <) sich gegen einander verkehrt
wie die Differemialien <ic>verhalten, allein man begreift leicht, baß
zwischen2 Kräften kein Gleichgewicht statt finden kann, wenn sie nicht so
gestellt find, daß wenn die eine von ihnen sich bewegt, die andere sich im
entgegengesetzten Sinne bewegt; hieraus folgt denn, daß die Zeichen der
Differentialieu clp und einander entgegengesetzt seyn müssen; uyd da die
Werthe der Kräfte k und (2 alle beide als positiv find angenommen wor,

den; so wird für das Gleichgewicht seyn ^ oder küp -j- <2äh
------ o und dies ist die allgemeine Formel für daS Gleichgewicht zweier
Kräfte. Auf gleiche Art wird man, wenn man die Kraft (2 als auf
einem festen Punkt angebracht ansieht, die Gleichung küp Kür ----- o
für die Bedingungen des Gleichgewichts zwischen den Kräften k und K er¬
halten; und eben so hat man für das Gleichgewicht der beiden Kräfte (2
und K die Gleichung: (Zöh-j, Kür ----- o.

Man hat also für die Z Kräfte k <2K. die z Gleichungen küp l)
----- o , küp -s- Kür — o, <2cî -s- Kür — o ; indem man in der ersten

r ----- Lonst. setzt, in der 2ten — Loast. und in der zten p— Looft.
Nimt man folglichp q und r zugleich als veränderlich an; so hat

man küp t)<Ẑ Kür —o.

Und in der That müssen die Kräfte k. fẐ k. wenn sie im Gleichgewicht
seyn sollen, so gestellet seyn, daß eine unabhängig von der andern sich
nicht bewegen kaun.

Es



Es muß folglich ein gegebenes Verhältniß zwischen den Differentia¬
ljen 6p,c>cj, (ü- und daher auch zwischen den endlichen Größen pcjr statt fin¬
den; dies Verhältniß mag nun beschaffen seyn, wie es will; so kann man
die veränderliche Größe st als eine Funktion der beiden andern g und r
ansehen; und ihr Differential clp kann folglich allgemein so ausgedrückt
werden: lip — mcig 4- när. Setzte man r — (.'onst. , so hätte man
Zp ^ lvclg; und letzte man lj — Louli . ; so hätte man clp — nllr;
die Größe stllp in den vorigen Gleichungen, kann also im erster»
Fall durch stmclg, im andern durch stuclr ausgedrückt werden ; so
daß die Summe dieser beiden Größen seyn wird : k ( mllg 4- uclr)
— stcip. Ausgleiche Art erweißt man , daß , wenn man g als
eine Funktion von p und r anstehet, die Summe der beiden Aus-
drückungen von die in der erster» und gten Gleichung vorkom¬
men, wenn man in llg p und r zugleich als veränderlich ansteht , den
Werth von geben wird ; und eben so wird man den Werth von st.6c
finden, wenn man x und g zugleich als veränderlich annimt. Auf diese
Art wird die Summe der z oben gefundenen besondern Gleichungen,
wenn manp , cj und r zugleich als veränderlich anuinit , kcip 4- t) cig
-4- — o ; und diese Formel drückt das Gleichgewicht der g Kräfte
k, <2. st. aus»

Wäre noch eine 4te Kraft 8 vorhanden, die nach der Linie r ihre
Richtung hätte ; so würde man durch ein ähnliches Rarsonnement finden,
daß das Gleichgewicht der 4 Kräfte k, v ., st-. 8 durch die Gleichung steig
4 - yäg 4- stelle4 - 8ci§ ---- o ausgedrückt wäre. Und so ferner , die
Zahl der Kräfte mag beym Gleichgewicht so groß seyn wie ste will.

r ) Man hat daher allgemein für das Gleichgewicht einer gewissen
Anzahl von Kräften k, 0 , k , rc. , die ihre Richtungen nach den Linien
x, g,r . rc. haben, und die auf ein System von Körpern oder Punkten , die
unter einander eine gewisse Stellung haben, angebracht find, eine Glei¬
chung von folgender Form:

k-ip 4" Oäg -j» st.clr 4" etc. — 0
und dies ist die allgemeine Formel für das Gleichgewicht eines gewissen
Systems von Kräften. Wir wollen jedes Glied dieser Formel als stcip'

, - das



das Moment von der Kraft k nennen , und dies Wort also in der Be¬
deutung nehmen , welche ihm Gaftläus beygelegt hat , nämlich als das
Produkt aus der Kraft in das Bestreben nach Geschwindigkeit , so daß
das Gleichgewicht statt finden wird , wenn die Summe aller Momente
dieser Kräfte — o sey-^ wird.

z ) Bey der Anw „,dulig dieser Formel wird alle Schwierigkeit dahin
hinauslaufen , die Werthe der Differentiallen llp , cig, cir, etc . der Natur
deö gegebenen Systems gemäs zu bestimmen.

. Wir wollen in dieser Absicht das System in 2 verschiedenen aber un¬
endlich nahen Stellungen betrachten , und soviel als möglich allgemeine
Ausdrückungen für die besagten Differentialien suchen , indem wir so viele
unbestimmte Größen in dieselben einführe » wollen , als willkührliche Ele¬
mente durch die Variation der Stellung des Systems entstanden find;
wir wollen hierauf diese Ausdrückungen Don llp , llg . clr, etc . in die gegebene
Gleichung substituiren und diese Gleichung muß unabhängig von allen den
unbestimmten Größen statt finden , damit das Gleichgewicht des Systems
überall und in allem Betracht statt finde . Wir werden daher die Summe
der Glieder , worin sich dieselben unbestimmten Größen befinden , jede
besonders — o setzen und dadurch so viele besondere Gleichungen bekom¬
men , als unbestimmte Größen find ; es ist aber nicht schwer sich davon
zu überzeugen , daß ihre Anzahl allezeit der Anzahl der unbekannten Größen
gleich seyn muß , die bey der Stellung des Systems sich eingemischt ha¬
ben ; wir bekommen daher durch diese Methode soviel Gleichungen als
nöthig find , den Zustand des Gleichgewichts des Systems zu bestimmen.

Auf diese Art find alle Schriftsteller verfahren , die bis auf unsre
Zeiten den Satz des Bestrebens nach Geschwindigkeit znr Auflösung stati¬
scher Aufgaben angewandt haben ; aber diese Methode dieses Princip an¬
zuwenden , erfodert geometrische Zeichnungen und Betrachtungen , die die
Auflösungen eben so lang machen , als wenn mau sie von den gewöhnlichen
statischen Grundsätzen herleitete ; und dies war vieleicht der vornehmste
Grund , der verhinderte , daß man nicht in allen Fällen Gebrauch von
diesem Princip .gemacht hat , da es doch scheint , daß man es wegen seiner
Einfachheit und Allgemeinheit hätte thun müssen.C 4) Die



4) Die Kräfte k. (L, k , etc., die auf verschiedene Körper oder Punkte
deS Systems würken , mögen auch beschaffen seyn wie man will ; so ist
klar , daß man ihre Wirkungen immer nach Punkten , die in den Rich¬
tungen der Kräfte selbst liegen , und die wir Centra der Kräfte nennen
werden , annehmen könne . ->

Um also die Linien x , q . r , etc . zu erhalten , die die Richtungen der
Kräfte k , 0 . k , etc . ausdrücken , hat man nur die geradlinigten Entfernun¬
gen zwischen den Körpern oder Punkten , worauf die Kräfte würken , und
den Mittelpunkten dieser Kräfte zu nehmen . Diese Mittelpunkte aber
können entweder ausserhalb deS Systems liegen oder einen Theil davon
ausmachen . Im erstern Falle ist deutlich , daß die Differentialien
äe . etc die gestimmten Variationen der Linien p,g,r . etc , die durch die Ver¬
änderung der Stellung des Systems bewürkr worden sind , ausdrücken;
sie stnd folglich die vollständigen Differentialien der Größen x>, g, r , etc.
wenn man alle Größen , die Beziehung auf die Stellung des Systems
haben , als veränderlich , und alle diejenigen die Beziehung auf die Stel¬
lung der verschiedenen Mittelpunkte der Kräfte haben , als beständig
ansteht.

Zm andern Falle stnd einige der Körper des Systems selbst die Mit¬
telpunkte der Kräfte , die auf andere Körper desselben Systems würken,
und weil Wurkung stets der Gegenwürkung gleich ist ; so werden diese
letzter » Körper zu gleicher Zeit die Mittelpunkte der Kräfte seyn , die auf
die erstern würken.

Betrachten wir daher r Körper , die aufeinander mit einer gewissen
Kraft k würken , es mag nun diese Kraft die Anziehung oder Zurücksto«
sung dieser Cörper oder die zwischen ihnen statt findende Elasticität oder
etwas anders zur Ursache haben , und ist p die Distanz zwischen diesen
beiden Körpern , cip' die Variation dieser Distanz iu so fern sie von der
Veränderung des Orts eines dieser Körper abhängt ; so ist klar , daß
man in Beziehung auf diesen Körper k cip' für das Moment der Kraft ?

Hat ; eben so wenn man durch äp " die Variation derselben Distanz p , in so
fern fie von der Veränderung des Orts des andern Körpers entspringt,
bezeichnet ; so hat man kllp " für das Moment von in Beziehung anf die¬

sen



19

fen andern Körper ; das ganze Moment / das zu dieser Kraft gehört,
kann also durch -f- <Zp" ) ausgedrückt werden ; aber man sieht leicht,
daß cip' -1- cip" das vollständige Differential von p ist , welches wir durch
6p bezeichnen, weil die Distanz p nur durch die Veränderung des Orts
der beiden Körper eine Variation erleiden kann ; kllp wird also das vor¬
gegebene Moment ausdrücken ; man kann diese Schlüsse auf so viel Kör¬
per als man nur will erstrecken.

z) Hieraus folgt , baß , um die Summe der Momente aller
Kräfte eines gegebenen Systems zu erhalten , man jede der Kräfte , die
auf die verschiedene» Körper oder Punkte des Systems würken , beson¬
ders zu betrachten hat , und daß man die Summe der Products dieser
verschiedenen Kräfte , jede durch das Differential der respektiven Distanz
zwischen den beiden Grenzen jeder Kraft d. h. zwischen dem Punkt , wor¬
auf diese Kraft würkt , und dem , wovon sie ausgeht mvltrplicirt , nehmen
müsse, indem man bey diesen Differentialien alle Größen als veränderlich
ansieht , die von der Stellung des Systems abhängen , und als beständig
alle diejenigen , die sich auf die äussere Punkte oder Mittelpunkte beziehen?
d. h. indem man diese Punkte als fest betrachtet , während dem daß die
Stellung des Systems eine Variation erleidet. Setzt man diese Größe
nun ----- o ; so erhält man die allgemeine Formel für ' s Princip des
Gleichgewichts.

6 ) Um diese Größe analytisch auszudrücken ; so ist die einfachste
Methode , die sich darbiethet , die , die Stellung aller Punkte des gegebe¬
nen Systems auf rechtwinklichte Coordinaten , die dreien Achsen parallel
seyen , zu beziehen.

Wir bezeichnen durch » , b , e , die Coordinaten für die Mittelpunkte
der Kräfte ; man sieht alSdrnn leicht , daß die Distanzen p. g, r, ete allge-
mein durch folgende Formel ausgedrückt werden können

—s ) ^ -j- (y — b) ° -j- ( r —

C L w»



wo die Größen s, h . c entlveder beständig sind , oder doch wenigstens als
solche angesehen werden müssen , während dem daß x, r variireu in dem
Falle wo sie sich auf feste ausserhalb des Systems befindliche Punkte be¬
ziehen ; aber diese Größen s , b , c , werden x " etc r "' etc . und folg¬
lich veränderlich in dem Falle , wo die Kräfte von einigen der Körper deS
Systems selbst ausgehen.

Hat man auf diese Art die Ausdrückungen der endlichen Großen
p , g , r , etc in bekannten Funktionen der Coordinaken der verschiedenen Kör¬
per des Systems ; so hat man nur nöthig auf die gewöhnliche Art zu dif-
fercutliren indem man diese Coordwaten als veränderlich annimmt , und
auf diese Art erhält man die gesuchten Werthe der Disserentialicn llp , ci^
L , etc ; die in der allgemeinen Formel des Gleichgewichts vorkommen.

Ohnerachtet man aber jederzeit die Kräfte ? , K , erc als nach ge¬
wissen gegebenen Mittelpunkten würkend ansehen kann ; so gehört
doch die Betrachtung dieser Mittelpunkte eigentlich nicht zur Aufgabe selbst,

worin man gemeiniglich - nur die Größe und Direktion jeder Kraft als ge¬

geben annimmt ; daö folgende wird allgemeinere Methoden enthalten , die
Differentialen cip, lig . cir, etc auszudrücken»

7) Nimmt man zuerst an, was jederzeit erlaubt ist, daß die Kraft
k auf einem festen Mittelpunkte würke ; so hat man

x>- -- ^ (x - s) - -t- chx— b) ° -t- ( r - c) °
und wenn man differcntiirt , ohne », b, c als veränderlich anzunehmen

clp - - cix -ch - ay -t" -
k k k

Man sieht aber leicht , daß
x — a» y — 1, ?

nichts anders sind

als die Cosinus der Winkel , die die Linie p mit den Eoordknaten x . r bil¬
det . Nennt man also allgemein «, /3, v die Winkel , die die Direktion der

Kraft
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Kraft,? mit den Achsenx, r oder mit den Achsen parallelen Linien macht;
x —,

so hat man - -.------Lot «,
k

e ,

?
folglich<̂p ---- Los « 6x -l- Lof/Z äz' ^ Lo5v är.

Und eben so kann man die andern Differentialien6^, 6r, etc: aus-
drücken.

In Ansehung der Winkel«, /Z, y ist erstlich zu bemerken, daß Los° «
-4- Loi^/Z-4- Lol ^v ----- i , welches leicht aus den vorhergehenden For¬
meln zu ersehen ist; zweitens, daß, wenn man e den Winkel nennt den
die Projektion der Liniep auf der Ebene der x und^ mit der Achse der x
macht, man hat

5 — b
6n «,

wenn man » — -^ ( x —»)- ^ (x — b)° fetzt; setzt man nun stattx —
—b ihre Werthe p Los « , p Los -S so hat man

----- p (Lok^« Los^B)
— p — Los^ v) ^

(weil nehmlich Los° « Lot ° F ^ Los° 7 --- I , M .)
----- x 6n v.

(Nun aber ist x — » — v Los « und ^ — d ---- ir 6n « folglich
hat man, wenn man den eben gefundenen Werth vonv substituirt:

C 3 x —
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6a ? Lo5 iin > ka
8 — p 6k VLos k k ---- x>üav6aL M .)
x — s . , v — l>

folglich Los« ( --- M ) - - '«n r Oos-

8) Zch erwäge hierauf, daß weil 6p den kleinen Raum ausdrückt
den der Körper oder Punkt , worauf die Kraft k angebracht ist, nach der
pirektion dieser Kraft durchlauft, dieser Punkt sich nur in senkrechten Di¬
rektionen auf die dieser Kraft bewegen könne, wenn 6p - -- o. Folglich
ist 6p -- - o die Differentialgleichung für eine Oberfläche, worauf dieÄ
rektion der Kraft k senkrecht ist.

Nehmen wir nun überhaupt an, die Kraft k würke senkrecht auf eine
durch die Differentialgleichung6u ----- o ausgedrückte Oberfläche, es mag
nun äu eine complette Differentialgröße seyn oder nicht; so muß diese Glei¬
chung mit der 6p ^ o einerley seyn, und man hat nothwendig 6u - -V6^
wo V eine endliche Funktion der Eoordinatenx, r ist. Um nun diese
Funktion zu finden; so hat man nur nöthig anzumerken, daß weil

6p Lok« 6x Oos 6 6ẑ (los 6r ( ? )
und Los*« Los^F Ooŝ ,

man nach den bekannten Begriffen der partiellen Differentialien hat:

W ' ^ cD ' -̂ cD'
6u > 26u > 2 ^ 6u >2  X " 6u >2

folglichV

6u> 26u

^ (P ' - (D j

und



Auf gleiche Art wirb man die Werthe der andern Differentialien̂
är etc. nach den Differentialgleichungen der Oberflächen, worauf die Di¬
rektionen der Kräfte tz,k,ekc. senkrecht sind, bestimmen können.

9) Sind nun die Differentialien 6p, 6r, etc. in Differential«
Funktionen der Coordinaten der verschiedenen Körper des Systems aus¬
gedrückt; so braucht man sie nur in der allgemeinen Formel

k6p -j- 06g »z. k.6r etc. o
zu substituiren und hierauf diese Gleichung so allgemein als möglich jedoch
unabhängig von den Differentialien, die sie enthält, complettiren. Ist
also das System völlig frey und sinket folglich keine Verbindung zwischen
den Coordinaten der verschiedenen Körper, und daher auch nicht zwischen
ihren Differentialien statt; so mußte man unabhängig von diesen Differen¬
tialien der vorhergehenden Gleichung ein Genüge leisten, und daher die
Summe aller Glieder, die durch jede derselben multiplicirt sind, allemal
^ o setzen; dies giebt denn so viele Gleichungen als veränderliche Coor-
dinatcn vorhanden sind, und folglich so viele als nöthig sind alle diese
veränderliche Größen zu bestimmen, und mit Hülfe derselben die Lage des
ganzen Systems im Zustande des Gleichgewichts kenne» zu lernen.

12) Ist aber die Natur des Systems so beschaffen, daß die Körper
iu ihren Bewegungen besondern Bedingungen unterworfen sind; so mußte
man damit den Anfang machen, daß man diese Bedingungen durch ana¬
lytische Gleichungen ausdrückte, die wir Bedingungsgleichungen nennen
wollen; und dies ist allezeit leicht. Mußten z. B . einige Körper sich auf ge¬
gebenen Linien oder Oberflächen bewegen; so hätte man zwischen den Coor¬
dinaten dieser Körper die Gleichungen der gegebenen Linien oder Oberflä¬
chen selbst. Wären 2 Körper dergestalt mit einander verbunden, daß sie
sich allezeit in dergleichen Distanzk von einander̂ befinden müßten; -so
hätte man augenscheinlich die Gleichung

k- ^ ( x< — x") - (7/ — -I-
und so weg.

Hat man die Bedingungsgleichungen auf diese Art gefunden; so muß
wan vermittelst derselben so viele Differentialien als möglich in den Aus-

drückun-
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drückungen von stp . stg , llr , etc . wegschaffen , so daß die übrig bleibenden
Differentialien völlig unabhängig von einander seyen , nnd nur das will¬
kürliche bey der Veränderung der Lage des Systems ausdrücken . Da
nun die allgemeine Formel des Gleichgewichts statt finden muß , diese Ver¬
änderung mag auch beschaffen seyn , wie sie will ; so muß man die Summe
aller Glieder , worin jede der unbestimmten Differentialien vorkommt , al-

----- o setzen ; und daraus werden dann so viele besondere 'Gleichunge»
entstehen , als solcher Differentialien vorhanden sind ; diese Gleichungen
nun verbunden mit den gegebenen Bedingungsgleichungen schließen alle zur
Bestimmung des Zustandes des Gleichgewichts des Systems nöthige Be¬
dingungen in sich ein ; denn es ist leicht zu begrciffen , daß alle diese Glei¬
chungen immer von gleicher Zahl mit den verschiedenen veränderlichen Grö¬
ßen seyn werde » , die allen Körpern des Systems zu Coordinaten dienen,
und sie reichen also hinlänglich dazu hin , jede dieser veränderlichen Größen
zu bestimmen.

ii ) Haben wir übrigens die Orte der Körper immer durch recht¬
winklige Coordinaten bestimmt , so ist dies blos deswegen geschehen, weil
dadurch der Calkul überaus einfach und leicht wird ; man kann aber sich
eben sowohl anderer bei der vorhergehende » Methode bedienen ; denn eS
ist klar daß uns nichts zwingt ehr rechtwinklrchte Coordinaten anzuneh¬
men als andere Linien oder Größen , die auf die Orte der Körper Bezie¬
hung haben . So könnte man statt der beiden Coordinaten x , 7 , wenn
rs die Umstände heiMen , einen Radius - Vektor ? ^ ( x - - s.

und einen Winkel - gebrauchen, dessen Tangente -- - - sey , ( welches

2 Los ch, ? — ? 6 a !p gäbe ) ; die zre Coordinate L könnte man
<0 lassen wie sie vorhin war ; oder vielmehr man könnte einen Radius
Vektor 5 ----- (x» -l- y * -l- «" t L Winkeln «p und gebrau¬

chen , so daß waZ §> - ---- tanz § ----- ^  welches giebt

X - -- 5 Lol ^ cos <?>, ^ Oos -ch 6a ch, r ----- ? 6n -4 oder auch
andere Winkel twd Linien.

Wir
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Wir bemerken noch, daß da eigentlich nur die Betrachtung der Bisse«
nntiülien äx , in unserer Methode vorkommt , es erlaubt ist, an ihre
Stelle andere Differential - Ausdrücke , sie mögen nun an sich integrabel
seyn oder nicht , und ohne allen Bezug auf die Werthe von x y x , einzu¬
führen.

Dritter Abschnitt.

Allgemeine aus der vorhergehenden Formel hergeleitete Eigenschaf¬
ten des Gleichgewichts.

i ) ^ LZir wollen nun ein System oder eine gewisse Menge von Kör¬
pern oder Punkten betrachten , die indem sie von gewissen Kräften gezogen
werden , einander gegenseitig das Gleichgewicht halten . Hörte in einem
Augenblick die Wärkung dieser Kräfte aufgehoben zu werden , auf ; so
würde das System anfangen sich zu bewegen , und die Bewegung desselben
mag auch beschaffen seyn , wie sie will ; so kann man sie sich doch allezeit
als zusammengesetzt vorstellen , i ) aus einer allen Körpern gemeinschaft¬
lichen fortrückenden Bewegung r ) aus einer drehendem Bewegung um einen
gewissen Punkt * ) Z) aus Bewegungen , die sich auf die einzelnen Körper
nur beziehen , und wodurch ihre gegenseitige Lage und Distanz verändert
wird . Soll also ein Gleichgewicht statt finden , so müssen die Körper
keine dieser verschiedenen Bewegungen annehmen können . Nun ist klar,
daß die eigenen relativen Bewegungen von der Art abhängen , wie die Kör¬
per gegen einander eine gewisse Lage haben ; folglich müssen die zur Hinde¬

rung

Der fortrückenden Bewegung (mauvement äc irgotlstio ») ; steht hier Ll«
drehende Bewegung (mouvement cle rokstion) entgegen ; weder für die eine
noch für die andere hat man im drukschen überall eingeführte Benennungen;
dir srgenwärtigen schienen mir dir Sache noch am besten auszudrücken.
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rnng dieser Bewegungen nöthige Bedingungen , bei jedem System beson¬
ders seyn . Aber die fortrückende und drehende Bewegungen brauchen
nicht von der Form des Systems abzuhängen , und sie können vor sich ge¬
hen , ohne daß die Lage und gegenseitige Verbindung der Körper aufgeho¬
ben wird.

Die Betrachtung dieser beiden Arten von Bewegungen muß also die
allgemeinen Bedingungen oder Eigenschaften des Gleichgewichts verschaffen,
und in diese Untersuchung wollen wir uns jetzt einlassen.

2) Es sey daher eine gewisse Zahl von Körpern , die man als Punkte
betrachten kann , und die auf eure beliebige Art geordnet , und mit einan¬
der verbunden sind , gesetzt , sie würden durch die Kräfte l" . k " etc.
nach den Direktionen der Linien p p " etc . gezogen ; so hat mau fnach
dem vorhergehenden Abschnitt ) für das Gleichgewicht dieser Körper die
Formel:

köp -j- -j- k " äp " etc . - -- 0

Es seyen x , r die rechtwuiklichten Coordiuaten des durch die Kraft
k gezogenen Punkts , x ,̂ ),/ , die des durch die Kraft I" gezogenen Punkts
und so weiter ; und es seyen diese Coordiuaten alle dreien festen Achsen pa¬
rallel , und haben in einem Punkte ihren Anfang.

Es seyen ferner «, A ? die Winkel , die die Linie p oder die Direktion
der Kraft k" , mir den 'Achsen , der x , x , ? macht , ^ die Winkel,
die die Direktion der Kraft l" mit eben diesen Achsen macht und so weg;

Man bekommt auf diese Art (vorherg . Abschn . 7 . )
6p - - --- Oof « 6x Ool /I 6/ Lol 7 6r,

6p ^ 6x ^ -j- Lol 6 ^ 6^ ^ Oof etc.
6p " -  Lok « " 6x " Lvl 6̂ " 6^ " --- Lok
etc.

und für die Formel für ' s Gleichgewicht:

0



0 - - -L k ( Los « äx Los /3 ä/ >!- Los V är)

-i' k ^ ( Lol «^ stx^ Lol/S ^ -i- Lol 7^ äx )̂

^ k " ( Los «" äx " ^ Lol/ 3"äx " ^ Lolv " är " )

-t- etc.

z ) Wir wollen setzen , welches immer erlaubt ist,

x^ H x s x" x ^

HH ^ -i- 7 >" H7I -t- ^

2^ H 2 -k- z r" 2 -l-
etc.

so wird aus der vorhergehenden Formel , wenn man alle dieA Werthe
substituirt:

. 0 m (kLok «^ -r - k/  Lof «^ -j- k " Los «" ^ etc . ) äx

(k Lot /Z k <Lot -r- k " Los -i - etc.) ä/

(k Lol v -i- Los ^ -i - k " Lolv " -t- etc. ) ö-r

(Lol ^ ^ -i- Lot /3^ ä^ Lot ^ äz)

-t- k " ( Los «" ä ^ -P. Lol ^ " ä ^ ^ - Los7 " äz )̂  .

etc.

Nun sind x , v , r die freyen Coordinaten des durch die Kraft k gezo¬

genen Körpers , folglich werden s , 1/̂ , etc . die relativen Coordi¬

naten der andern Körper in Ansehung dessen seyn , der als ihr gemein¬

schaftlicher Anfang angenommen worden ist , so daß die gegenseitige sage

der Körper nur von diesen leztern Coordinaten und keincsweges von den

erstem abhängen wird . Nimmt man daher das System als völlig frey

an , h. h. nimmt man an , daß die Körper unter einander aus eine ge¬

wisse Art verbunden sind , aber ohne daß ste von gewissen festen Unter-

stätzmiqspuiikten oder gewissen äußeren Hindernißett zurückgehalten oder

^chgehalkey werden ; so ist leicht einzusehen , daß die von der Natur des

Systems herkommenden Bedingungen nur die Größen ?, L) ^ ^
D s und
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, und keineswcges die Größen x, y, r, angehen können, deren Disserentia-
lien folglich unabhängig und unbestimmt bleiben.

Man muß daher in der vorhergehenden Gleichung jede der Glieder,
worin 6x, stX' tir, vorkommt, besonders— o setzen, und hieraus ent¬
stehe» die g folgenden besondern Gleichungen:

? Los « ^ Lol «<^ k" Lok«" ero. ----- o
k LosF Los F' ^ k" Lo5/Z" -r- etc. - ---- o
k Los ->-j- Los 7^ k" Los 7" -i- etc. ---- - o

welche imnier beim Gleichgewicht eines freyen Systems statt Astriden müssen.
Dies sind also die zur Verhinderung der fortrückenden Bewegung nöthige
Gleichungen.

4) Wären die Kräfte ?, l" , k" , etc. parallel; so hätte man
« ----- «" elc^

^ -- -- -- /Z" etc.
7 ----- 7/ 7" etc.

und die z vorhergehenden Gleichungen verwandelten sichm diese:
k 4- -l- k" -1- etc. -------- 0

welche zeigt, daß die Summe der parallelen Kräfte - ---- 0 seyn müßte.
Ueberhaupt ist leicht einzusehen, daß, wenn k die ganze Wärkung

der Kraft k nach ihrer eignen Direktion anzeigt, ? Los« die relative Wür-
^ kung ausdrücken wird, die nach der Direktion der Achse der x geschäzt

wird, die mit der Direktion der Kraft den Winkel« macht; eben so sind
k L»s L und ? Los 7 die relativen Wärkungen.eben dieser Kraft nach den
Direktionen der Achsen von x und 2 geschätztu. s. w.

Und hieraus entspringt dann der Lehrsatz: Beim Gleichgewicht eines
freyen Systems muß die Summe der Kräfte, die nach der Direktion der
drei auf einander senkrechten Achsen geschätzt werden, In Ansehung jeder

' dieser Achsen--- 0 seyn.

8) Wir



Z) Wir wolle« nun, welches immer geschehen kann, statt der Covr-
dinaten X, ^ , x ,̂ x" , eic. die Radios VektoreS 5, 5" okc.
mit den Winkeln A, etc. , die diese Radien mit der Achse der
L machen, annehmen; so haben wir wieder

x ----- />Lof <p -r-- ^ Lot
^ --- -- /» 6a <p iln etc.

Folglich öx —— Lok <p ö/» — V ö-
6^ ----- 6a - cl̂i -4- X ä-
c!x^ -- -- Lof <p^6/ — ^

6^ ^ —— 6n
etc.

und die Gleichung( 2 ) wird nun in folgende durch diese Substitutionen
verwandelt:

0 ------ k ( x Lok/S — x Lot«)
(x^ Lot, 3^ — ^ Los ) 6^^

^ k"(x"Los/Z" — ^"Lok»") <i- "
-l- etc.

k (Lok <p Lo5 » ^ - 6n ^ Lok >S)

(Lok <p^ Lok -4- LuLok/s )̂
^ k" (Lok- >" Lok»" -t- km- >" Lok>S") <i§"
»j> etc.
»t- k Lok v är Lok>^ 62^^ . k" Lokv" »j- ere.

Macht man nun H - »
<p

etc.

s» ist offenbar, daß c <r^etc. die Winkel seyn werden, die die Radien
p" . etc. mit dern Radius § machen; folglich werden die Distanzen der

Körper sowohl unter einander, als in Beziehung auf die Flache der x, x
D Z «nd



und auf den Punkt , der der Anfang der Coordinaten ist, nur von den Grö¬
ßen etc. a- <r ,̂ etc. r , 2 ,̂ r " , etc. abhängen . Hat daher das System
die Freyheit um diesen Punkt sich zu drehen , der Ebene der x ^ parallel d. h.
mn die Achse der r , die aufdieser Ebene senkrecht steht ; so wird der Win¬
kel unbestimmt , und die Differentialgröße 6 lss willkührlich seyn. Hier¬
aus folgt also , daß das Glied , worin llP in der vorhergehenden Glei¬
chung vorkömmt , an und für sich — o seyn muß.

6) Auf diese Art entsteht also die Gleichung:
k ( xLc >f/S — x Oos «) -j- k" ( x^Los/Z/ —
-t- k" ( x" Los/Z" - ) " Los --") -!->etc. -- ---- o,

welche beim Gleichgewicht jedes Systems , das die Freyheit hat sich um
die Achse der 2 zu drehen, statt finden muß.

Auf eben die Art findet man itr Beziehung auf die Achse der
wenn das System die Freyheit hat , sich um diese Achse zu drehen , die
Gleichung:
k ( x Losy — r Lok «) -l- ( x^ Lot 7^ — Los «^)

-t- k " ( x" Los ^^ — 2" Los «" ) -!- etc. 0
und in Beziehung auf die Achse der x
r ( ), LolV — 2 Los -S ) -r- i" Lo57 ^ — r ^Los/Z/)

-̂ k " ( )t" Lol7 " — r " Los ^ " ) -i- etc. ---- - o . .

Hat also das System die Freyheit sich um jede dieser drey Achsen zu
bewegen ; so müssen für 's Gleichgewicht diese z Gleichungen zugleich statt
finden.

Setzt man in der Größe x Los/S — ^ Los «, welche mit der Kraft
k in der ersten Gleichung multiplicirt ist , für Los « , Lot ^ ihre Werthe
lm v Lot e, sin> line ( r Abschn. § 7.) ; so bekommt man

7 ( x siu k — ^ Los - ) ; welches sich in
§ llN7 sm ( e — cp) verwandelt , wenn man wieder für X und V ihre

Werthe ? Lo5- . setzt. -
Nun



Nun aber ist s der Winkel , den die Projektion der Kraft k auf der
Ebene der x nnd x mit der Achse der x macht und k der Winkel , den der
Radius Vektor /> mit eben dieser Achse macht . Folglich ist r — <p der
Winkel , den die eben genannte Projektion mit diesem Radius Vektor

macht ; und daher wird ? im ( - — i ) die senkrechte Linie seyn , die vom
Mittelpunkt der Radien />an die auf der Ebene der x x projicirte Direktion
der Kraft gezogen ist ; d. h . überhaupt die senkrechte Linie , die von der Achse
der r ( die selbst senkrecht auf dem Radius ? ist ) zur Direktion dieser Kraft

gezogen worden ist . Nennt man also v diese senkrechte Linie so hat man

x Los -S — ^ Los « v iin r

und auf eine ähnliche Form könnte man die analogen Größen bringen,
die in den Z vorhergehenden Gleichungen mit k g k " etc . multipli-
cirt sind . - ' ^

7 ) Hat das System die Freyheit sich auf jede Art um einem Punkt
zu drehen ; so könnte man zweifeln , ob es hinlänglich sey , nur die Rota¬
tionen um die Z durch diesen Punkt gehenden senkrechten Achsen zu betrach¬
ten , und ob , wenn diese Z Rotationen verhindert würden , keine andere
Rotation mehr um denselben Punkt statt finden könne?

Um diesen Zweifel zu benehmen , so erwäge ich , daß , wenü man
wie oben x -------- § Lot <p,

Xlm
XLos  g,

/ liu P/,

etc.

setzt und nur die Winkeligere , als veränderlich annimmt, man erhält
stx — — st^ ---- xcii,
stx ^— —göi - x/ä § >, etc.

und dies sind die Variationen von x, x , g etc . in Ansehung der

«lementarischen Rotation ci des Systems um die Achse der r.

Auf
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Auf gleiche Art bekommt man die Variationen von x , 2. x .̂ etc.
welche durch die -rlementarische Rotation 6 rs um die Achse der x entstehen,
indem man nur in den vorhergehendenFormeln x, x »x ,̂ etc. in X» 2,
x ^2^etc. und <i§>in ri's verwandelt; dies giebt

— rö̂ , är — x^̂s,
--- —.ẑ cî ,

-etc. -

Verwandelt man endlich in diesen letzter« Formeln x- r , x ,̂ etc.
in 2, x, 2 ,̂ x^ erc. und c!>s in ö-N; so bekommt man die Variationen , die
aus der elementarischen Rotation ö-sa um die Achse der x entspringen;
dirs« sind

cir 7̂ : — xcî ,
— — x ä̂v,  äx ^^ r^äv,

«tc.

Setz ! mau nun,  daß die Z elementanschen Rotationen ci<x>,
zugleich statt haben; so werden die ganzen Variationen der Cvoröinaten
X . X. 2 . x .̂ x '̂ 2 .̂ etc . nach den Grundlehren des Differentialcalkuls
der Summe der einzeleu Variationen , die aus jeder dieser Rotationen
entsprungen sind, gleich seyn, so daß man erhalten wird:

stx rä -N — X̂ ,

^X x^<p — 26-̂ ,
är - — x
äx^ 2^

"  x ^ ^ ^ — 2^6^-̂» ^
^2 —_ — x^

etc.

z) Ich bemerke hier , daß wenn die Koordinaten xx 2 eines gewis¬
sen Punkts des Systems , den Größen cl«, ciss proportional waren,
die Variationen cix, öx , ^2 0 seyn würden , wie mau dies aus den

eben

/
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eben gefundenen Formeln leicht ersieht. Alle Punkte also, diê zu diesen
Coordinaten gehörten, würden in dem Augenblick, daß das System die
z Winkel >i« . cj<p beschriebe, indem es sich um die Achsen der x. ^. r

drehte, unbeweglich seyn.

Man sieht aber leicht, daß alle diese Punkte in einer geraden Linie
seyn muffen, die durch den Anfang der Coordinaten geht, und man be¬
greift leicht, daß diese gerade Linie mit den Achsen derx, z?, r Winkel ma¬
chen wird, deren Cosinus

-r- äa,- -t- ' ^ (c!̂ -i- 6«' -i- ö-x") ' '

^ -4- -s-

seyn werden; diese gerade Linie wird also in eben diesem Augenblick un¬
beweglich seyn, und die Bewegung des^Systems kann nur eine einfache
drehende Bewegung um eben diese Linie seyn, die wir eben deswegen die
momentanische Umdrehungsachse( sxe mlismime 6e rotsiiou) nennen
werden.

Um den durch diese Rotation beschriebenen Winkel zu erhalten; so
erwäge man, daß ^ ci)^ 6r )̂ überhaupt das Element des
durch einen gewissen zu den Coordinatenx, r gehörigen Punkt beschrie¬
benen Raumes ausdrückt. Substituirt man nun die Werthe von stx, ä)e,
str, die wir oben gefunden haben, so erhält man

stx* -L- 6^^ "i- ^ (xciü>— -b-»
(xö<p — -L- — xciw
--- ( x° r°) ( cjc»̂ -L- 6^ )̂
— ( xö̂s -L- .

Auf einer andern Seite ist es leicht durch die Geometrie zu beweisen,
daß -i- rsP o eine Gleichung für eine durch den Ausaag
der Coordinaten gehenden Ebene ist, die senkrecht aus die gerade Linie ist,

E in
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i » Ansehung deren die Coordinaten den gegebenen Größen 6«,

proportional sind , d« h . die momentanische Umdrehungsachse , wenn man
durch x , r immer die Coordinaten andeutet . Der durch einen gewissen

Punkt eben dieser Ebene beschriebene elemsntarische Raum wird daher
durch !/ "(x^ -t- -r- 2^) -d- !/ ° ( c!cĥ ; ausgedrückt wer¬

den ; und da l/ °( x 2 -t - - l- die Distanz dieses Punkts vom 'Anfange
der Coordinaten ist , wo die Ebene und die momentanische Umdreynngs-
achse sich unter rechten Winkeln schneiden ; so folgt daraus , daß ( iiP 2

-h- cicĥ ) der elementarische Rotatiouswinkel um diese Achse in An¬

sehung der einzclen Umdrehungen 6-4 , c!ü>, um die , Achsen der Coor¬
dinaten X, 2 , seyn wird.

p ) Hieraus muß man den allgemeine « Schluß ziehen , daß gewisse
Drehungen cich, c!ch. mn die drei Achse », die sich senkrecht in einem Punkte

schneiden , sich in eine einzige j/ ' ( 6-4 ^ ^ 6 -- ^ ^ unreine Achse
zerlegen lassen, die durch eben diesen Durchschnittspunkt gehen , und mit jenen

die Winkel z-, v dergestalt machen , daß Lol . , Lok . -a

Lok und daß umgekehrt eine Umdrehung äI um eine gegebene
cm

Achse in Z einzele Umdrehungen zerlegt werben kann , die durch 63 ColX
c>I (3» s zr, ciI C.ol v ausgedrückt werden können , um die Z Achsen

die sich senkrecht in einem gegebenen Punkte der Achse schneiden , und

mir ihr die Winkel il , zr . - machen ; dies giebt , wie man sieht , ein sehr
einfaches Mittel , an die Hand , die Umdrehungs - Bewegungen zusammen¬

zusetzen und zu zerlegen *) .
ic >) DaS

*) Hr de laGrange beweißt hier also blos analytisch , daß wenn ein Gleich«
geivicht in Amehunq der umdrehungs - Bewegung um g aufeinander senk¬
recht - Achse» , die durch einen Punkt durchgehen , eintritt ; dasselbe auch in
Ansehung einer jeden andern beliebigen Achse, welche durch den gedachten
Punkt dmchgebt , statt findet . Es findet auch die Eigenschaft bey jcdem
Systeme von .Körpern statt , daß es allezeit wenigstens H Achse» chttt, wor¬
um es sich bewegen kann ; eben so wie dies zuerst Hr . von Gegner in sei¬
nem lpecimiue tkeoriss turdiuuw ( ttalse 17 ; ; .) für jeden Aörper einzeln

ent-
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rc >) Das System mag also eine Umdrehung um ein Punkt , welches

der Anfang der Coordinaten ist , haben , welche es will ; so kann man ŝte

doch allezeit auf drei ci-̂ , lla- , um die drei Achsen der Coordinaten x,

r bringen , und die Variationen von allen Coordinaten X . p . 2 , x^

erc . der verschiedenen Körper des Systems , die allein durch diese Um¬

drehungen erzeugt werden , können allgemein durch die ( 7 - gefundene

Formeln ausgedrückt werden.

Substituirt man daher nur diese Werthe von <lx , llv , ö -i , äx ,̂

etc . in der allgemeinen Formel für ' s Gleichgewicht ( ^ )z so erhalt

man die von den Umdrehungen llch, ci« , cî >, des Systems entstandene«

Werthe , und da diese Umdrehungen völlig willkührlich stid , wenn das

System die Freyheit hat , sich nach allen Seiten zu drehen ; so müßte in

diesem Falle jedes der Glieder , worinn c!ch. ei« , vorkommt , insbe¬

sondere - ---- o seyn ; und dies würde die ( 6 ) schon gefundenen Z Gleichun¬

gen geben , die also hinreichend sind alle Umdrehung des Systems um

den Anfangspunkt der Coordinaten zu verhindern.

- ri ) Wa-

«ntdeckt bat , welche Eigenschaft ln der Folge Hr. Luler >in seiner rbeyris
niotu ; nrporum tviläorum s u riKillorum ( ltottvcliü er Lr >gimves !cil-ie 17- ,)

Noch allgemeiner gemacht hat-

Die Verhältniß der Umdrehungs Bewegungen , welche man zusammen¬
setzt . ist aber wlükühriich , wen » sie nicht durch ei»e besondere Br-dinanng
bestimmt wird ; die hier angeführte Methode die Umdrehungs Bewegun¬
gen zusainmeinusetzen und zu zerlegen giebt also an Allgemein !)-it derjeist-

gen nichts nach , die sich auf die fortrückende Bewegungen bezieht.

Da den schönen Beweis des Hrn de la Grange vom obigen Satze ein¬

zusehen schon viele Kenntniße des Kalküls erfoderr werden ; so v rwene ich

diejenigen . die einen geometrischen Beweis davon verlangen , auf des H m.

von Proup dlouv -srekit Ä tty lri-ui g § l ;4 nebst der Note , wo man
ihn mit uller der K'ardeit und Strenge vorgetragen und durch Flu¬

ren erläul -erl findet , als diesem Geometer in seinem ganzen Werke überhaupt
eigen ist.



n ) Waren alle die Kräfte k , k", etc. parallel unter einander;so hätte mau
----- «" etc.

/6 ----- ----- /Z" etc.
7 - --- ---- etc.

und die eben genanntenZ Gleichungen verwandelten sich in diesem Fallein folgende:
(kx -l- k x̂ -̂^ etc .) Los/3—. etc.) (los« o
(kx ^ k x̂^ ^- k" x" -r - etc.) eot, . (kx -4- -t- k" r" -t- etc. )

(los « ------ o
-2- -̂ - etc.) Los 7 — k" r^ etc. )

Los/S —— o
wovon die zte eine Folge aus den beiden erster» ist. Aber es ist(L Abfchn. 7.)

Loi^ « ^ (lof ^ -3 : I
folglich kann man durch diese Gleichungen die Winkel«, B, r , etc. bestim¬men. Setzen wir daher um der Kürze willen

k x-4-i " x^>l - k" x" >t- etc. 1. ,
kk " -l-> etc . ------- Kl,
k r -l- -r- k" r" -r- etc. ^---- tii.

so findet man
Losi« -----

eol/S —

Los V------

r.
-r- -r-

kl
-t-

i

Nun

-j- -t- 8 ' ),



Nun ist die Lage der Körper in Ansehung der z Achsen gegeben;
folglich muß , damit alle Umdrehnngs - Bewegung des Systems aufgehal¬
ten werde , es in Ansehung der Direktion der Kräfte eine solche Lage haben,
daß dieselbe mit eben diesen Achsen die eben bestimmten Winkel « , /3 , v
macht.

12 ) Waren die Größen l . , lvi . dl ------ 0 ; so blieben die . Winkel
« , /Z, v unbestimmt , und die Lage des Systems in Ansehung der Kräfte
kann gar sehr verschieden seyn ; hieraus erwachst denn folgender Lehrsatz:
Wenn die Summe der Produkte der parallelen Kräfte in ihre Entfernun¬
gen von dreien auf einander senkrechten Ebenen in Ansehung jeder dieser
Ebenen ------- o ist ; so wird die Würkung der KMte , um das System

um den gemeinschaftlichen Drrrchschnittö --Punkt dieser Ebenen zu drehen,
aufgehoben.

Bekanntlich wnrkt die Schwere vertikal und in Verhältniß der Maße;

sucht man daher in einem Systeme von schweren Körpern einen Punkt , der
so beschaffen ist , daß die Summe jeder Maße und der Entfernung von
der durch diesen Punkt gehenden Ebene in Ansehung dreyer auf einander
senkrechten Ebenen — o ist ; so wird derselbe auch die Eigenschaft haben,
daß die Schwere dem System keine Umdrchnngsbewegung um eben diesen

Punkt verschaffen kann . Diesen Punkt nennt man den Schwerpunkt *),

und er ist von einem ausgebreiteten Nutzen in der ganzen Mechanik.

Um ihn zu bestimmen hat man nur die Entfernung desselben von
dreien auf einander senkrechten gegebenen Ebenen zu suchen. Die Summe
der Produkte der Maßen in ihre Entfernungen von einer durch den Schwer-

. Punkt gehenden Ebene aber ist ------- 0 ; folglich wird die Summe derPro-
EZ dukte

*) Er pflegt auch wohl Mittelpunkt der Schwere nach dem französischen centr«
-le ßrsvite , auch Mittelpunkt des Gleichgewichts , Gieichgrwichtspnnkt ge¬
nannt zu werden . Wenn also der Körper und die Kräfte gegeben sind ; so
muß man , um diesen Punkt zu finden , drei auf einander senkrechte Ebenen
der ilajw nach als bekannt annehmen , und alsdann vermöge der Anakyfls
die Laqe dreier anderer Ebenen , die milden erstern parallel laufen , und de«
ren gemeinschaftlicher Durchschnitt den verlangten Schwerpunkt giebt , be»
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dnkte eben dieser Maßen in ihre Entfernungen von einer andern der vori¬

gen parallelen Ebene nothwendig dem Produkte aller Maßen in die Ent¬

fernung des Schwerpunkts von eben dieser Ebene gleich seyn , und man

erhält diese Entfernung , wenn man die Summe der Produkte der Maßen

in ihre Entfernungen durch die Summe der Maßen selbst dividirt . Hier¬

aus entspringen die bekannten Formeln für die Schwerpunkte der Linien,

der Flachen und der Körper.

' rz ) Wir wollen jetzt die msx 'ms und minims in Betrachtung ziehen,
die beym Gleichgewicht statt finden können , und in dieser Hinsicht die all¬

gemeine Formel

kclp kllr -z- etc . --- -- o,

fnr ' s Gleichgewicht zwischen den nach den Linien p , r , etc . würkenden
Kräften k , k . etc . ( r A'bschn. 2) wieder vornehmen.

Man kan leicht annehmen , daß diese Kräfte so beschaffen seyen , daß

die Größe llllp -z- 4 - Idcir 4- etc . eine vollkommene Diffezentialgröße

einer Funktion p , g. r cw . sey ; drückt man diese durch H aus ; so ist

kllp -j- l^ cle etc.

und man hat alsdann fnr ' s Gleichgewicht die Gleichung äH — 0 , woraus

man sieht , daß das System eine solche Lage haben müsse , daß die Funk¬
tion H allgemein geredet entweder ein msxuoum oder ein Minimum sey.

Ich sage mit Vorbedacht : allgemein geredet , denn man weiß , daß
wenn eine Differentialgröße o ist ; dies nicht immer ein m «ximum oder

ein Minimum andeute ; wie man dies aus der Theorie der krummen Li¬

nien ersieht.

Die vorige Voraussetzung hat allgemein statt , die Kräfte k , k .,

etc . mögen nun würklich auf feste,Punkte würkcn oder auf Körper , dessel¬

ben Systems , wenn sie zugleich gewissen Funktionen der Entfernungen

(2 Abschn . 54 ) proportional sind , welches gemeiniglich in der Natur der

Fall ist.

Bey dieser Annahme der Kräfte , wird also das System im Gleich¬

gewicht seyn , wenn die Funktion H ein msximum oder ein mm -mum ist;
und



und hierin « besteht der Grundsatz , den Hr . von Maupertuis unter dem

Namen des Gesetzes der Ruhe bekannt gemacht hat.

>4 ) Betrachtet man nnn ein System von schweren Körpern im

Gleichgewicht ; so werden die Kräfte k , () k . etc . ' , die von der Schwere

herkommen , wie wir bereits ' wissen ; deä Maßen -der Körper proportio¬

nal , folglich beständig seyn , « nd die Entfernungen p. g, r ew . werden nach

dem Mittelpunkt der Erde gerichtet sey. In diesem Falle hat man daher:

ch ,-  pp -4- O4 4 " ldr 4 - etc.

und es wird folglich , da die Linien x . 4 . r etc . als parallel angesehen wer¬

den , die Größe
0

k (^ q- k. etc.

die Entfernung des Schwerpunkts des ganzen Systems vom Mittelpunkt

der Erde anzeigen ; die also entweder ein msximum oder ein Minimum

seyn wird , wenn das System sich im Gleichgewicht befinden wird ; ste wird

z>B . ein MINIMUM bey der Kettenlinie und ein M8XIMUM bey mehrern

Kugeln , die eine Hölung bilden , seyn . Dieser Grundsatz ist sehr alt.

15 ) Denkt man sich jetzt in der Voraussetzung ( rz ) das System in

Bewegung und drücken ufu " , u "̂ , etc . die Geschwindigkeiten n ? .m " , „ l" , etc.

aber die Massen in Rücksicht auf die verschiedenen Körper , die das System

ausmachen , aus ; so verschaft das Gesetz der Erhaltung der lebendigen

Kräfte , wovon wir rm 2ten Theile einen direkten und allgemeinen Beweis

geben werden , folgende Gleichung:

-p m " u" ° 4 " nft " u" " 4 " etc . - ------ Lonst . — 2 <d.

Weil daher im Zustande des Gleichgewichts die Größe 4>entweder ein

Minimum oder ein msximum ist ; so folgt daraus , daß auch die Größe m ^u^

4 - m" u"2 -i- m"/ u "̂2 4 - etc. , die die lebendige Kraft des ganzen Sy¬

stems ausdrückt , ein msximum oder ein Minimum ist ; und hierin « besteht

der Grundsatz der Statik , den der Marquis von Tourtivro -i bekannt ge¬

macht hat , daß nehmlich unter allen Lagen , die ein System annehmen

kann , diejenige , worinn die lebendige Kraft am größten oder kleinsten ist,
zugleich



4v

zugleich auch diejenige ist , worinn man es vor allen andern setzen müsse,damit es ein Gleichgewicht sey.

16 ) Wir haben eben gesehen , daß die Funktion 4  ein mim'mum oder
wsx 'mmm ist, wenn die Lage ves Systems so beschaffen ist, daß ein Gleich¬
gewicht vorhanden ist ; jetzt wollen wir erweisen , daß wenn diese Funktion
ein Minimum ist , alsdann das Gleichgewicht Bestaubt hat , so daß wenn
man gleich anfangs das System als im Zustand des Gleichgewichts sich
vorstellt , und es hernach ein wenig von diesem Zustande abgebracht wird,
sich wieder in seinen vorigen Zustand zu versetzen, und unendlich kleine
Oscillationen machen wird ; und daß im Gegentheil in dem Falle , wodieselbe Funktion ein mtzximum ist , das Gleichgewicht nicht fortdauren
wird ; sondern daß , wenn das System alsdenn einmal gestört worden ist,
es Oscillationen machen kann , die nicht unendlich klein sind , und die es
immer mehr von seinem ersten Zustand abbringen können»

17) Um diesen Satz auf eine allgemeine Art darzuthun , so erwäge
ich, daß die Lage des Systems , seine übrige Form mag auch beschaffen
seyn wie sie will , d. h. die Lage der verschiedenen Körper die dasselbe aus¬
machen , allezeit durch eine gewisse Anzahl von veränderlichen Größen be¬
stimmt ist , und daß die Größe H eine gegebene Funktion eben dieser ver¬
änderlichen Größen seyn wird . Gesetzt nun , im Zustande des Gleichge¬
wichts seyen die eben genannten veränderlichen Größen ------ r». b , c , etc.
und in einem demselben sehr nahe kommenden Zustande seyen sie s ^ x,
b -b c -l- r etc. wo die Größen x,r:  etc . sehr klein seyen ; so be¬
kommt die Funktion H , wenn man diese letzter« Werthe in den vorigen
Ausdruck für dieselbe substituirt , und nach den Dimensionen vvn x,
2 > etc. ordnet , folgende Form:

ch H. -s' Lx - j- L / -s- Dr -s- etc.
's - k -s- 6xz ^ -t- kxr -r- ' s- Mr * -s- etc.

wo die Größen 8 , L , etc . in s , b , c , etc . gegeben sind.

Aber im Zustande des Gleichgewichts muß der Werth von 77777̂
seyn, die Lage des Systems mag auch eins Veränderung erleiden , welche

sie
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sie will. Das Differential von 4»muß daher überhaupt — o seyn, wenn
x , ^ , r , etc. --- o sind, folglich ist k — o .o — o , v ----- o etc.

Man bekommt daher für einem dem Gleichgewicht sehr nahe» An¬
stand diesen Ausdruck für H
H ^ ^ kx' -t- 6xx blx^ ^ Xxx l x̂r -I- etc»
worinn man , so lange die veränderlichen Größen x , x , r , etc. sehr klein
sind, nur bis auf ihre Lte Dimension zu gehen braucht.

18) Man sieht aber hieraus , daß , damit die Größe H allezeit ein
Minimum sey, wenn X, x «r , etc. - ----o sind; die Funktion

kx* 6x / -r- 4- Xxr 4- etc.
die ich X nennen will, allezeit positiv sey» muß , die Werthe der verän¬
derlichen Größen x, x»r. etc. mögen auch beschaffen seyn, wie sie wollen»

Wir wollen zuerst X, r , etc. -- --- o setzen, alsdann haben wir
X dx .̂ welche Größe immer positiv seyn wird , wenn k positiv ist;
also haben wir für die erste Bedingung des Gleichgewichts k > o.

Weil nun die Größe X allezeit positiv ist, wenn x . 2 , etc. ---- o
sind; so ist klar , daß , damit sie immer positiv bleibe, sie nie ---- - a wer¬
den könne, wenn man diesen veränderlichen Größen verschiedene Werthe
giebt. Zieht man also aus der Gleichung X ---- -- o den Werth von x;
so muß derselbe imaginair seyn, aber die Gleichung X ------- o giebt:

x -t-
6x X? 4 - etc. ^ ^ l x^ ^ 4- «tc. ^—>>>»— —»» . - >" - >

Lk

/ "6x 4- 4- etc^

folglich muß die Größe
z -Z- -4- etc. ^ ^ X -4- Xr 4^ etc.>^̂

- V. rr ^
F die
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die ick X nennen will , allezeit positiv seyn.
auf folgende Form bringen:

4- (^ 2 4 - 4- etc»

wenn man Kürze halber setzt
« 6 -
^ " 4^'
L. 6K
? 2k°

^ _ ^
k 4 k '̂

etc.

k

Diese Größe läßt sich aber

Durch den vorigen ähnliche Schlüsse kommt man daher zuerst zur
Bedingung k > o und dann muß der Werth von der aus der Glei¬

chung X ----- o erhalten worden ist , imaginair seyn, diese Gleichung aber
giebt:

)t 4-
() r 4 - etc.

L?

folglich muß die Größe
4 - etc.

4 ^ etc . 4 ^ etc.
- - - 4- 4 - etc .>^^

V 2k " /

/Ox -i- etc.^
" V

die ich L nennen will , und die sich auf die Form l 'x* -4 - etc. bringen läßt,

wenn man um der Kürze willen 1 , etc. setzt, jederzeit po¬

sitiv seyn. Folglich muß man wieder o haben u. s. w.

Enthält die Funktion X nur Z veränderliche Größen X. V , 2 . so ist
offenbar, daß die a Bedingungen k ) o , k ) o. dazu hinreichen werden,
sie allezeit positiv zu machen, und folglich wird alsdenn anch ein Minimum

statt
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statt finden. Ware noch eine q,te veränderliche Größe Vorhanden ; so

müßte man noch eine Bedingung finden , und überhaupt muß die Zahl der

Bedingungen der Zahl der veränderlichen Größen allezeit gleich seyn.

Sollte gegentheils die Größe 4» immer ein msximum seyn , nenn

x , x » r etc. — o sind , so müßte die Funktion X allezeit negativ seyn.

Folglich muß k erstlich in diesem Falle negativ seyn , und 2te »s die Glei¬

chung X — o keine würkliche Wurzel für x geben ; dies wird dieselben

Bedingungen verschaffen , die man im vorhergehenden Falle gefunden hat,

nehmlich k > - o , 1 ^ o etc.

Hieraus folgt , daß die Bedingungen des msximum einerley mit de¬

nen des Minimum sind ausser der erster «, die für das Minimum k ) o und

für ' s wsximum k ^ o ist.

19 ) Ich bemerke jetzt , daß die Größen X , X , L , etc. sich unter fol¬

gende Form bringen lassen t
6 ^ 4- Xr »ch etc.

Hr 4- etc.

etc.
Folglich, wenn man nach und nach die gehörigen Substitutionen verrichtet;
so erhält man:

6 ^ Xr >̂ >etc.
r (x ^

-4. etc.
-r- k k ( ^ 4 -

4 - k k ? (r 4 * etc.)^

F 2 Hier-
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Hieraus sieht man denn deutlich, daß der Werth vonX allezeit po¬
sitiv seyn wird, wennk. k. 1 , etc. > o und im Gegentheil, daß er al¬

lezeit negativ seyn wird, wennk < o und?. 1 . etc. > «>.
Nimmt man nun um mehrerer Einfachheit willen.statt der veränder,

lichen Größenx, ^ , x, etc. andere etc. an, so daß
6v »4>Xr etc.F --- x ^ - - -

L k
tzr »i- etc.

etc.

so kann man der FunktionX diese sehr einfache Form geben:
X --- io ĉ. so daß
4»( — ^ »1- X M -) ---- ^ -r- »i - etc.

wo die Coefsicientenk, ß» k, etc. nothwendig alle positiv seyn werden,
in dem Falle, worinnH ein Minimum ist, aber negativ in dem Falle,
worinnHein msxnnum ist.

20) Um also den Lehrsatz( 16) zu erweisen, braucht man nur dir
vorige Ausdrückung für 4»in der Gleichung der Erhaltung der lebendige»
Kräfte zu substituiren(15) ; so erhält man

-4- ^l "̂ u"^ -t̂ etc. --- Loost. —
2 ^ —— s sL* — 2 A —— 2 etc.

Nun hat man im Zustande des Gleichgewichts nach der Vorausftz-
zungx --- 0 . )5— 0 , r — 0 etc. ; folglich auchF — 0, y
^ --- o ew. (iy ) ; Gesetzt also, man bringe daß System etwas von die¬
sem Zustande ab, und gäbe den Körpern K1". kl"/, etc. die sehr klei-

, nen GeschwindigkeitenV ,̂ V", V "̂, etc. so müßte man --- u" — V",
u"/ -- V "̂ etc. haben, wennF — 0 , y —o , ^ — 0 etc. Man hat
also ^ N " V"* 'l- -4- etc. — Loust. — Ls,; und
dadurch wird die beliebige beständige Größe sich bestimmen lassen.

Die
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Die vorhergehende Gleichung verwandelt sich also in diese:

Kl " u" ° ^ ^ etc . — »l-

— 2 — 's 87 ^ — 2 etc.

und hieraus ist eS leicht folgende 2 Schlüße zu ziehen:

1) Daß im Falle , daß D ein m'mimum ist , worin die Coefsicienten

f . A. K, etc . allezeit positiv sind , die allezeit positive Größe rks * ^

-4- >4- etc. kleiner oder wenigstens nicht viel größer seyn

kann , als die gegebene Größe M V" etc.,

die an und für sich sehr klein ist ; nennt man also diese Größe l ' ; so hat

man für jede der veränderliche » Größen 7, etc. diese Grenzen

i - -r 1
L . L . ^ ^ —7- etc . .

* st sZ ai»

wozwischen sie nothwendig eingeschlossen seyn werden ; woraus folgt, daß

in diesem Falle das System sich nur sehr wenig von feinem Zustande deS

Gleichgewichts entfernen kann , und daß es nur sehr kleine Oscillationen,

und zwar von einem bestimmten Umfange wird machen können.

2) Daß im Falle , daß D ein maximum ist , worinn die Coefsicien¬

ten k, ß. d, « c. alle negativ sind , die allezeit positive Größe —

— 2 87 ^ — 2 K etc. ins unendliche wachsen kann, und daß sich auf

diese Art das System immer mehr von seinem Zustande des Gleichgewichts

entfernen kann.

Wenigstens zeigt die obige Gleichung , daß in diesem Falle nichts

hindere , daß die veränderlichen Größen 5. 7, ^ etc. immer mehr zunehmen;

jedoch folgt daraus nicht , daß sie in der That immer zunehmen müssen,

diesen letzter« Satz werden wir noch im fünften Abschnitt der Dynamik er¬

weisen.

§3 Vier-
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Vierter Abschnitt.

Eine sehr einfache Methode die nöthigen Gleichungen für das
Gleichgewicht eines Systems von Körvern zu finden, die als

Punkte oder als endliche Maßen angesehen sind, und
durch gegebene Kräfte gezogen werden.

i ) -Diejenigen , die bisher über das Gesetz des Bestrebens nach

Geschwindigkeit geschrieben haben , bemühten sich mehr die Wahrheit die¬

ses Gesetzes durch die Uebereinstimmung seiner Resultate mit denen der ge¬
wöhnlichen Grundsätze der Statik m beweisen , als den Nutzen zu zeigen
den man davon machen kann , um die Aufgaben dieser Wissenschaft direkt

aufzulösen . Wir haben uns vorgesetzt dies leztere mit aller der Allge¬

meinheit zu erfüllen , als die Sache fähig ist aus diesem Gesetz analytische

Formeln herzuleiten , die die Auflösung aller Aufgaben enthalten , die nur
beym Gleichgewichte der Körper vorkommen können ; dben so beinah wie

die Formeln der Snbtangenten , der RadiewOsmli u . a . die Bestirnmung

dieser Linien in allen krummen Linien in sich einschliefen .'

r ) Die im ersten Abschnitt gezeigte Methode ist in allen Fällen an¬

wendbar und erfordert , wie man gesehen hat , ganz allein analytische Ope¬
rationen ; allein ' man stößt oft , wenn man die veränderlichen Größen und

ihre Differentialien sogleich durch die Bedingungsgleichungen wegschaffen
will , auf sehr zweifelhafte und verwickelte Calkuls ; wir wollen daher die¬

selbe Methode noch unter einer einfachern Form darstellen , und in dieser
Absicht alle Falle auf den eines völlig freyen Systems zurückbringen.

Z) Es seyen I . — o , ki o , etc . die verschiedenen Be-

dingungsgleichunqen , die durch die Natur des Systems gegeben sind ; die
Größen st, K1, dl, etc . mögen gewisse endliche Funktionen der veränderli¬

chen Größen x , y , 2 , x ' , / , r , etc . ausdrücken . Differentlirt man
diese
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diese Gleichungen; so bekommt man folgende:
ci dl — c>. etc. und diese geben das Verhältniß an , welches zwischen den

Differentialien der veränderlichen Größen statt findet. Llcberhaupt wer¬
den wir unter <ik. — o . <i -/l — o, cilst— o etc. die Bedingungsglei«

chungett zwischen diesen Differentialien anzeigen, es mögen diese Gleichun¬
gen nun selbst entweder vollständige Differentialien seyn oder nicht, in dem

sich die Differentialien hier nur auf Linien beziehen.

Diese Gleichungen sollen nur dazu dienen eine gleiche Anzahl von Dif¬

ferentialien in der Gleichung des Bestrebens nach Geschwindigkeitwegzu¬

schaffen, und alsdann muß jeder der Coefficienten der übrig bleibenden

Differentialien, — o seyn. Es ist daher nicht schwer aus der Theorie

dieser auf Linien sich beziehenden Gleichungen es zu beweisen, daß man

dieselben Resultate erhalten wird, wenn man nur zur Gleichung des Be¬

strebens nach Geschwindigkeit die verschiedenen Bedtngungsgleichungen
c!L, — o , 6 ^ — 0, ci dl o, etc. jede durch einen unbestimmten Coef¬

ficienten multiplicirt addirt, und hernach alle Glieder, die durch einerley

Differentialmultiplicirtfind — » setzt; dies giebt nehmlich soviel einzele

Gleichungen als Differentialien vorhanden sind; endlichschaffe man aus

diesen leztern Gleichungen die unbestimmten Coefficienten weg, wodurch

man die Bedingungsglerchungen multiplicirt hat.

4) Hieraus erwächst dann die sehr einfache Rege!, um die Bedin¬

gungen des Gleichgewichts für ein gewisses System zu finden:

Man nehme die Summe der Momente aller Kräfte, die im Gleich¬

gewicht seyn sollen( 1 Abschn. 5.) , und addire dazu die verschiedenen Dif-

ferentialfunktionen, die Null seyn müssen, nach den Bedingungen der Auf¬

gaben, jede dieser Funktionen multiplicire man durch einen unbestimmten

Coefficienten und setze alles — 0 ; so erhält man eine Differentialgleichung,
die man wie eine gewöhnliche Gleichung cis msximis et minimir behandle»

muß, und woraus man so viele einzele endliche Gleichungen zieht, als ver¬

änderliche Größen vorhanden sind; befreit man endlich diese Gleichungen

von den unbestimmten Coefficienten; so werden sie alle für das Gleichge¬

wicht nöthige Bedingungen geben.
5 ) Die
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5) Die gesuchte Differentialgleichung wirb daher die Form haben:

kcip -j- lZcig 8 .<ir etc . -j- /»6K4 -s - »M etc. — o,

wo l^, v unbestimmte Größen sind , wir werden sie in der Folge allge¬
meine Gleichung des Gleichgewichts nennen»

Diese Gleichung wird für jede Coordinate als x von jedem der Kör¬

per des Systems eine Gleichung von folgender Gestalt geben:

^ öa ^ är
-j- 0 —̂ -s- »s»l? —

«ix

4- ^

«ix
äki
6x

etc.
«il.

Zdr
6x

etc. --- -- o.

so daß die Zahl dieser Gleichungen der Zahl aller Coordinate » der Körper

gleich ist. Wir werden diese besondere Gleichungen des Gleichgewicht-
nennen . ^ ^

6) Alle Schwierigkeit besteht daher darin , die unbestimmten Größen
A. , ^ , v , etc . aus diesen letzter», Gleichungen wegzuschaffen, dies kann
nun zwar jederzeit durch die bekannten Methoden geschehen, allein mau

muß ja immer diejenigen hiezu wählen , die zu den einfachsten Resultaten
führess können. Die endlichen Gleichungen enthalten alle für ' s Gleichge¬
wicht nöthige Bedingungen ; und da die Zahl dieser Gleichungen der Zahl
aller Coordinaten der Körper des Systems weniger der der unbestimmte»

Größen k , V, etc. , die man hat wegschaffen müssen, gleich ist , und
überdies eben diese unbestimmte Größen an Zahl den endlichen Bedingungs-

gleichungen l . ------ o . K4 ----- o . dl - ---- o , etc. gleich ist ; so müssen auch
die genannte » Gleichungen mit diesen leztern verbunden , jederzeit mit den
Coordinate « aller Körper von gleicher Zahl seyn , ste reichen also dazu hin,
diese Coordinaten zu bestimmen , und die Lage bekannt zu machen, die je¬

der Körper annehmen muß , um mit den übrigen im Gleichgewicht zu seyn.

? ) § ch bemerke jetzt , daß die Glieder lLäL-, /«ciVl, , etc. der

allgemeinen Gleichung für ' s Gleichgewicht , auch als solche angesehen wer,
den



den könne», die die Momente der verschiedenen am System angebrachten
Kräfte vorstellen.

Denn weil 61 eine Differentialfunktion der veränderlichen Größen
yi. x/, ^ xtc. ist, die zu Coordinaten der verschiedenen Kör¬

pern des Systems dienen; so ist diese Funktion aus verschiedenen Theilen
zusammengesetzt, die ich durch 6l/ . 61", etc. andeuten will, so daß 61.
--- 61^ 61" etc. ; wo 61^ nur solche Glieder in sich einschließt,
worin 6x ,̂ 6y, , 6r ,̂ vorkommt, 61." aber nur solche, die 6x", 6/ ",
6r" enthalten, n. s. w.

Auf diese Art wird das Glied8.61 der allgemeinen Gleichung auS
den Gliedern 861/, 8.61" etc. zusammengesetzt seyn. Giebt man also
dem Gliede8.61/ die Form:

"^ l (D E )'
61^

(D^
<61.'

* (^ ) ^ ( ä?) l
so ist klar(r Abschn. 8) , daß diese Größe das Moment einer Kraft

i- ^6l/ > - > 61<> - / 61/ ^ - -i
" ^ l O - ( .>7.) - ( T -) l

dessen Coordinaten

,61/

>.6^/>
vorstellen kann, die an einem Körper angebracht ist,
x .̂ sind, und die senkrecht auf der Fläche ist, deren Gleichung
61/ — o ist, wenn man nur y/, r ,̂ als variabel ansieht. Ausgleiche
Art kann das Glied8.61." das Moment einer Kraft vorstellen, die

- ^ 6i " v » ^ 6l " x-l̂ > 6l " /^6l "v^
^ivs ) ' ( ^ --) ^ 'st;

dw an einem KörM 'anMdacht ist, dessen Coordinatenx"̂ 2" srnd,
und die senkrecht auf die krumme Fläche ist, deren Gleichung 61." — 0 ist,
wen» man nü̂ x", v", r" als variabel betrachtetu. s. m.

G Allg--



Allgemein also wird das Glied k .äl ^ die Würklmg verschiedener

Kräfte ausdrücken können , die

sind , und die an die Körper angebracht sind , wozu die Coordinaten x ,̂

r , x " , y " , x" etc . gehören nach den senkrechten Direktionen auf verschie¬

dene krumme Flächen , die durch die Gleichung -- -- vorgestellet wird,

wenn man zuerst rck, 7/ , 2" und hernach x " , y " , r " als veränderlich an¬

nimmt u . s. w.

8 ) Hieraus ergiebt sich , daß jede Bedingungsgleichung zu einer

oder mehrern Kräften gehört , die am System nach gegebenen Direktionen

angebracht sind , so daß dasselbe im Gleichgewicht bleiben wird , man mag

nun entweder auf diese Kräfte , oder auf die BedinZungsgleichungen Rück¬

sicht nehmen.

Gegentheils können diese Kräfte statt den Bedingungsgleichungen dienen,

die aus der Natur des gegebenen Systems hersiiessen , so daß wenn man

diese Kräfte anwendet , man die Körper als ganz frey und ohne eine Ver¬

bindung unter einander ansehen kann . Und hieraus ersieht man den me¬

taphysischen Grund , warum die Einführung der Glieder KL ^ -r-

ete . in die allgemeine Gleichung fürs Gleichgewicht macht , daß man her¬

nach diese Gleichung so behandle » kann , als wenn alle Körper des Sy-

siems völlig frey wären , worinn dann der Geist der gegenwärtigen Me¬

thode besteht . .

Um eigentlicher zu reden , so vertreten die genannten Kräfte die Stelle

der Widerstände , die die Körper wegen ihrer gegen/eitigeri Verbindung

erleiden müßten oder der Hindernisse , dis " nach der Natur ! des *Systems

ihrer Bewegung sich entgegensetzen könnten , ode^ Hiekuehr diese Kräftg

sind nichts anders als die Kräfte dieser Widerstänöe . selbsi , die einander,

gleich und dem von den Körpern verübten . Druck gerade entgegen sind.

' ' ' " ' Vnfre



Unsre Methode giebt, wie man sieht, das Mittel an die Hand , diese
Kräfte und Widerstände zu bestimmen , und dies ist nicht ein geringer Ver¬

zug derselben vor andern.

9 ) Bisher haben wir die Körper nur als Punkte betrachtet , und

gesehen , wie man die Gesetze des Gleichgewichts dieser Punkte bestimmt,

ihre Anzahl mag auch so groß seyn , und die Kräfte die auf sie würken
Von einer Beschaffenheit seyn , wie sie wollen . Ein Körper von einem ge¬

wissen Volumen und Figur aber ist nichts anders als die Vereinigung un¬
zähliger materieller Theile oder Punkte , und man sieht also hieraus , daß

man durch Anwendung der vorhergehenden Grundsätze auch die Gesetze

des Gleichgewichts für Körper von einer gewissen Figur bestimmen kann.

In der That besteht die gewöhnliche Art nrechanische Aufgaben , die

Körper von endlichen Maßen betreffen , aufzulösen , darin , daß mau an¬

fangs nur eine gewisse Anzahl von Punkten , die in endlichen Entfernun¬

gen sich von einander befinden , betrachtet und die Gesetze des Gleichge¬

wichts und der Bewegung derselben aufsucht ; hierauf aber diese Untersu¬

chung auf eine unbestimmte Anzahl von Punkten erstreckt , und endlich gar

die Anzahl dieser Punkte unendlich groß , ihre Entfernungen von einan¬

der aber zugleich unendlich klein , annimmt , zugleich aber auch die für eine

endliche Anzahl von Punkten gefundene Formeln gehörig verändert , sowie

es der Uebergang vom Endlichen zum Unendlichen erfodert.

Dies Verfahren ist wie man sieht den geometrischen und analytischen

Methoden gleich , die der Infinitesimal - Rechnung vorher giengen , und

hat dieser Calkul vor andern den Vorzug auf eine ersiauuenswürdige Art

die Auflösung der Aufgaben , die die krummen Linien betreffen , zu erleich¬

tern und zu vereinfachen ; so besteht derselbe nur darin , daß er die krum¬

men Linien als würklich krumm betrachtet , ohne nöthig zu haben sie zuerst

als Polygone , und dann erst als krumm anzusehen . Fast denselben Vor¬

theil hat man also bey der Behandlung mechanischer Aufgaben , wenn mau

eine direkte Auflösung verlangt und sogleich die Körper , die endliche Ma¬

ßen haben , als eine Vereinigung von einer unendlichen Menge von Punk¬

te » oder Körperche » betrachtet , wovon auf jedes gewiffe gegebene Kräfte
G 2 wür-



würken . Durch diese Betrachtung ist nichts leichter als die eben vorhin vor¬
getragene allgemeine Methode zu vereinfachen und zu verändern.

is ) Man bemerke aber ja vor allen andern , daß bey derAnwendung
dieser Methode auf Körper von einer endlichen Maße , wovon jeder Punkt
durch gewisse Kräfte getrieben wird , zwei Arten von Differcntialgrößen
vorkommen , die man ja gut zu unterscheiden hat . Die einen beziehen sich
auf die verschiedenen Punkte , die die Körper ausmachen ; die andern hän¬
gen gar nicht von der gegenseitigen Lage dieser Punkte ab , sondern stellen
nur die unendlich kleinen Räume vor , die jeder Punkt beschreiben kann;
indem man setzt , die Lage des Körpers erleide eine unendlich kleine Ver¬
änderung,

Wir hatten bisher nur Differentialien von dieser leztern Art zu be¬
trachten , und sie durch das gewöhnliche Zeichen ci angezeigt ; jetzt aber
müssen wir zugleich aufzwei Arten von Differentialien sehen , und daher noch
ein neues Zeichen einführen ; wir wollen daher durch 6 ins künftige Differential¬
größen von der erstem Art andeuten , die mir denen übereinkommen , welche
man gewöhnlich in der Geometrie betrachtet , die Differentialgrößen von
der rten Art aber , die dem Gegenstand , den wir hier abhandlen , eigen
sind , wollen wir durch s andeuten , welches Zeichens wir uns ehemals
schon beym Variations - Calkul bedient haben , womit der gegenwärtige
ganz übereinkommen muß.

Eben aus dieser Ursache wollen wir auch die Differentialgrößen die ^
durch F angedeutet werden , Variationen nennen , Differentialien aber sollen
diejenigen heißen , deren Kennzeichen s ist ; übrigens werden dieselben For¬
meln , die die gewöhnlichen Differentialien geben , auch die Variationen
geben , wenn man nur statt ä , ssirbstituirt.

11 ) Zuletzt bemerke ich noch , daß man anstatt eine gegebene Maße
als eine unendliche Menge von Punkten zu betrachten , wovon einer im¬
mer auf den andern folgt , nach dem Geist der Znsinitesimalrechnung sie
vielmehr als aus unendlich kleinen Elementen zusammengesetzt sich vor¬
stellen kann , die von derselben Dimension als die ganze Maße selbst seyen.
Um nun die Kräfte zu erhalten , die anf jedes dieser Elemente würken ; so

muß
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muß man die Kräfte ? , (2 , etc . , die man auf jeden Punkt dieser Ele¬

mente angebracht setzt , und die man als mit denen analog ansieht , die von

der Würkung der Schwere entstehen , mit diesen Elementen selbst riiulti-

plicircn.

12 ) Nennen wir daher m die ganze Maße , 6m einen ihrer Elemente;

so drücken lläm , () 6m , ststm etc die Kräfte aus , die anf ' s Eletneut chil

würken , nach den Direktionen der Linien p, g , r etc . Multiplicirt man

daher wiederum diese Kräfte durch die Variationen -tg , etc . ; so er¬

hält man ihre Momente , deren Summe für jedes Element 6m durch die

Formel

(köch -k-> »l - etc .) 6m ausgedrückt werden können . Um

nun die Summe der Momente aller Kräfte des Systems zu erhalten,

braucht man nur diese Formel mit Rücksicht auf die ganze gegebene Maße

zu integriren.

Diese ganzen Integrale d. h . in Ansehung des Umfangs der ganzen

Maße , wollen wir durch den großen Buchstaben 8 andeuten , das gewöhn¬
liche Zeichen s aber dazu gebrauchen , die einzelen und unbestimmten Zn-

tegralieu dadurch anzuzeigen.

iz ) Auf diese Art erhalten wir für die Summe der Momente al¬

ler Kräfte des Systems die Zntegralformel:

8 ( köp -l- tzSg »i- k -ir ^ etc . ) öm;

und diese Größe müßte überhaupt ------ 0  im Zustande des Gleichgewichts

seyn.

Nach der Natur des Systems aber giebt es nothwendig gegebene-

Verhältnisse zwischen den vcrschitdenen Variationen <tp , <ig , ch etc . , die

sich auf jeden Punkt der Maße beziehen ; man muß sie daher auf eine ge¬

wisse Anzahl von unabhängigen und unbestimmten Variationen bringen;

alsdann werden die durch diese letzter « Variationen multipliciere Glieder

- -- » seyn , und man bekömmt auf diese Art die einzelen Gleichungen

für ' s Gleichgewicht . Diese Reduktionen aber können oft sehr verwickelt
G z seyn;



54

seyn ; man muß ste daher vermittelst der Methode , die wir in diesem
Abschnitte gegeben haben , zu vermeiden suchen.

14 ) Um diese Methode aber auf den gegenwärtigen Fall anzuwen¬
den , wollen wir annehmen , 4, --- -- v , - --- - o etc seyen die Bedin¬
gungsgleichungen , die nach der Natur der Aufgabe statt finden müssen in
Ansehung jedes Punkts der Masse , und wir wollen sie unbestimmte Be-
dingurigsgleichungen nennen.

Differentiirt man diese Gleichungen nach dem Zeichen ö so erhält
Man diese : -!l- - -- - o . o , etc . Man multiplicire die Größen
öl-, etc . durch die unbestimmten Größen etc . ; und nehme das
ganze Zntegrael davon , welches ist

8 ( Aöl , »r- 4 - etc .) ;

uran addire hierauf dieses Integrale zu den » des vorhergehenden Artikels»
so bekommt uran die allgemeine Gleichung für ' s Gleichgewicht.

Uebrigens ist zu bemerken , daß es nicht nothwendig ist , daß öl .,
ö^ l etc . vollkommene Variationen der Funktionen x .4 .̂ r , cix, cî , etc.
find , sondern , daß es genug ist , wenn nur öl . — o , - - - 0 etc.
die unbestimmten Bedinqungsqleichungen zwischen den Variationen von
x, y , r , 6x , etc . ( Z ) find.

iz ) Um aber die Sache so allgemein als möglich zu machen ; so be¬
merke man , daß es gar wohl möglich ist , daß ausser den Kräften , die
überhaupt auf alle Punkte der Masse würken , einige noch vorhanden seyen,
die nur auf bestimmte Punkte dieser Masse würken , und diese Punkte find
gewöhnlich diejenigen , die fich an den Enden der gegebenen Masse befin¬
den , d« h . die im Anfang und am Ende des mit 8 bezeichneten Integrals
find.

Auf gleiche Art können auch eknzele Bedingnngsgleichungen dieser
Punkte statt finden , und diese wollen wir bestimmte Bedingungsgleichun-
geu nennen , um sie von denen zn unterscheiden , die bei dem ganzen Um¬
fange der Masse überhaupt statt finden , und wir wollen sie durch ---- - o,
k --- -- o , 6 — o , etc . oder vielmehr durch 8ä -- - 0 , 88 --- 0 , 80 --- 0»
ew . bezeichnen.

Wir



Wir wollen mit eine!« kleinen Strich oder mit zweien dreien, etc.
alle Größen andeuten, die sich auf bestimmte Punkte der Masse beziehen,
und insbesondere wollen wir durch einen Strich diejenigen anzeigen, die
sich auf den Anfang des durch 8 bezeichneten Integrals beziehen, mit
zweien Strichen aber diejenigen, die sich auf's Ende dieses Integrals be¬
ziehen, mit dreien und mehrern, die zu den dazwischen liegenden Punkten

Man muß also zum Integrale 8 ( kSp (V? -b- -k- etc.) 6m
die Größe k'-lpss-I- -1- -t- etc. k"-P " -i-
-t- -j- etc. hinzuaddiren, und zum Integrale 8 (Xöb . -t-
-j- etc.) die Größe ^ -t- etc.

Auf diese Art erhält die allgemeine Formel für's Gleichgewicht fol¬
gende Form : , .

8 (k p̂ O-lg -t- -t- etc.) 6m 8 (X -ll. -t- etc.) ^
-j- »ch etc. -t- -t- -r- ^ etc. -i- «Fil.

/SS6 -r - vSL -t- etc. --- --- o.

16) Substituirt man in dieser Gleichung die Werthe von Sg, öe,
etc. ; SI. , etc. in <5x, Fy, -!r . ääx, etc. , eben so wie die
von ö̂>", etc. ; Fiss,. etc-, , öll, etc. in x >̂x". etc. <ix^ öx",
^ <, etc. , öäx̂ , etc. , die aus einzelen Umständen jeder Aufgabe hergelei¬
tet werden; so erhält man allezeit eine Form , die denen, die der Varia-
tionö- Calkul zur Bestimmung der msxims und minim» der Integralfor-
meln giebt, analog ist; man-hat also nur die bekannten Regeln dieses
Calkuls hier anzuwenden. Man wird daher erwägen, daß, da die Zei¬
chen6 und <5 zwei Arten von Differentialgrößen andeuten, die völlig von
einander unabhängig sind, es einerley auch ist, wenn sie sich zusammen
befinden, in welcher Ordnung sie genommen werden, denn wenn man
annimmt, ein«. Größe leide auf zwei ganz verschiedene Arten eine Ver¬
änderung; so bekommt man stets dasselbe Resultat, man mag diese Ver-



Lnderungen in einer Ordnung nehmen als man will . Also wirb ööx
-- - clikx und ci^ efx --- öct^x *) u . s. w»

Man kanu also jederzeit nach Gefallen die Ordnung dieser Zeicken
verändern , ohne doch den Werth der Differentialgrößen zu -verändern;
für unsre Absicht wird es aber thunlicher seyn , das Zeichen ci vor <5 zu
setzen , daniit die vorgegebene Gleichung nur Variationen der Eoordinaten
und die Differentialen derselben enthalte . Hierinn besteht der erste Funda¬
mentalsatz des VariationS - Calkulö.

17 ) Die Differentialen ci<tx , Z- / . 6 °<tx , ew . , die sich unter
dem Zeichen 8 befinden , können aber durch das bekannte Verfahren der
partiellen Integrationen weggeschaft werden ; denn es ist allgemein

s>tlcio"x -- -- - >5L<ix — söxl d̂,
<sX------ Ltci itx — ti ILäx -i- fitx6 .̂tt. u. s. f.

wo zu bemerken ist , daß die ausserhalb des Zeichens l sich befindenden
Größen natürlich zu den letzten Punkten der Integralen gehören , aber
daß man um diese Integralen vollkommen zu machen , nothwendig die
Werthe eben dieser Größen ausserhalb des Zeichens , die zu den ersten
Punkten der Integralen gehören , davon abziehen muß , damit alles in
diesen Punkten verschwinde ; welches aus der Theorie der Integrationen
klar ist.

Bezeichnet man also mit einem Strich die Größen die sich auf den
Anfang der ganzen durch 8 bezeichneten Integralen beziehen , und durch-
zwei Striche diejenigen , die sich auf das Ende derselben beziehen ; so hat
man folgende Reduktionen:

SLäöx ---- - Q " ckx" — — SöxäQ
8N .ä' Fx ------ r̂." l <tx " — s L̂" »x" —

-r- x^>r- 8 öX6?L etc.

und diese können dazu dienen , alle Differentialen wegzuschaffen , die sich
unter"

*) Im Französischen sieht hier wieder^ <tx , elr«Beweis, daß das Original
nicht ganz von Druck» oder Schreibfehlern frep ist. M.
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unter bem Zeichen8 befinden. Diese Reduktionen machen den Lten Fun¬

damentalsaß deS Variations - Calkuls aus.

, i8 ) Auswiese Art wird also die allgemeine Formel sär'S Gleichge¬

wicht auf folgende Form gebracht:
Lsllö'x -i- ^ -l- ä ---- - o

wo H , L , ^ Funktionen vonX, X, 2 und ihren Differentialien find, und.

wo H die Glieder enthält, worinn <kx", x̂", -t/ " , etc. und ihre

Differentialien vorkommen.

Damit also diese Gleichung statt finde, und zwar unabhängig von

den Variationen der verschiedenen Coordinaten; so müssen erstlichH, L, V

— o nach dem ganzen Umfang des Integrals 8/ d. h. in jedem Punkte

der Masse seyn. Zweitens aber muß auch jedes Glied von 0 seyn.

Die unbestimmten GleichungenH 0, L 0 , ^ - 0, wer¬

den überhaupt das Verhältniß geben, das zwischen den veränderlichen

Größen x, r ; Platz finden muß; aber alsdann müßte man die unbe¬

stimmtenveränderlichen Größen X, r-, etc. , derenAnzahl eben so groß

ist, als bie der unbestimmten Bedingungsgleichungenu ^ : o,

erc. ( 14) , daraus wegschaffen.

Ich bemerke aber, daß die Zahl dieser Gleichungen nicht über drei

steigen darf, denn da es die unbestimmten Gleichungen zwischen denZ ver¬

änderliche» Größen x, x, 2 und ihren Differentialien seyn sollen; so ist

klar, daß wenn ihrer mehr wie Z wären, man mehrere Gleichungen als

veränderliche Größen hatte, und alsdann müßte die 4te eine nothwendige

"Folge aus denZ ersten, seyn, und so auch mit den andern. Nie werden

also mehr wie Z unbestimmte Größen v,-wegzuschaffen seyn; fi>daß

man allezeit die Werthe dieser unbestimmten Größen in Funktionen von

x, x. 2 finden kann.

Uebrigens werden die Gleichungen, die durch diese Wegschaffungsn

verschwinden, durch die Bedingungsgleichungen selbst wieder ersetzt werden,

und durch dies Mittel kann man jederzeit die Werthe vonx, 2 erhalten,

die beym Gleichgewicht des ganzen Systems statt finden müssen.
H In
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In Ansehung der andern Gleichungen, die von den verschiedenen Glie¬
dern der Größe L herkommen, müssen nur einzele Gleichungen bei bestimm¬
ten Punkten der Masse statt finden, die vorzüglich dazu dienen, die belie¬
bigen beständigen Größen zu bestimmen, die die Ausdrückungenvonx. ^, r
die aus den vorhergehenden Gleichungen hergeleitet find, enthalten kön¬
nen. Um Gebrauch von diesen Gleichungen zu machen, so substituier
man darinn die gefundene Werthe von it, etc. , schaffe hierauf die unbe¬
stimmten Größen «, /S, etc. weg, und verbinde damit die Bedingungs¬
gleichungen/V—o, k -- o , erc. , die dazu dienen werden, die Stelle de¬
rer zu ersetzen, die die eben genannte Wegschaffung der unbestimmten
Größen, verschwinden gemacht hat.

ry ) Endlich ist hier in Ansehung der rechtwinklichten Coordinaten
dieselbe Anmerkung zu machen, die wir schon am Ende des rten Abschnitts
gemacht haben, indem man auf die Variationen-ix, -kr, das anwendet,
was wir in Ansehung der Differentialien stx, ^ gesagt haben; waS
aber diese leztern hier anbetrifft, so ist es nicht erlaubt, an ihre Stelle
andere Differentialien zu setzen, es sey denn, daß sie von der Differentia¬
tion der endlichen Ausdrückungenvon x, r herkommen.

Fünfter



Fünfter Abschnitt.

Auflösung verschiedener statischen Aufgaben.

^ir wollen uun^ en Gebrauch unserer Methoden in verschiedenen Auf-

_ > gaben über das Gleichgewicht der Körper zeigen; man wird aus

der Einfachheit und der Schnelligkeit, wodurch sie zur Auflösung führen,
leicht erkennen, wie sehr sie denen vorzuziehen sind, die man bisher in

der Statik gebraucht hat.

Ueber das Gleichgewicht mehrerer auf einem Punkt angebrachten
Kräfte und von der IufammensetzUng und Zerlegung der Kräfte.

1) Gesetzt man wollte die Gesetze des Gleichgewichts von soviel
Kräften, als man will, k, (Z,kt. ,etc finden, wenn alle unfeinem Punkt

angebracht sind, und nach gegebenen Punkten ihre Richtungen haben.

Nennt man p , g, r , etc. die geradlinigten Entfernungen zwischen

dem gemeinschaftlichen Punkt , wo diese Kräfte angebracht sind, und den

Punkten, wornach sie ihre Richtungen haben; so erhalt man die Formel

kllp ^ -4- kör »i- etc.,

für die Summe der Momente aller Kt'äfte, und diese muß im Zustande
des Gleichgewichts— o seyn.

2)  Es seyenx , y , 2 , die Zrechtwinklichten Coordinaten des Punkts,

worauf alle Kräfte angebracht sind; ferner s , i>, c, die rechtwinklichten

Coordinaten für den Punkt, wohin die Kraft k ihre Richtung hat ; k, Z,

k , diejenigen des Punkts , wohin die Kraft <2 ; I , m, n , aber diejeni¬

gen wohin die Kraft k ihre Richtung hat u. s. f. Beziehet man nun diese
Coordinaten alle auf̂ dieselben festen Achsen im Raume; so erhält man

Hd x> - - ---
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k ----- ( X — » ) 2 -r- ( — b ) ^ -r- (2 — c )

<1— ( x — 1) " ^ ( ^ — ß ) ' -r- ( r — li)

r ^ ( x — 1) ' ( x — n>) °
etc.

0) -

und die Größe köp ^ Oöq-k- k.öc-i» etc- verwandelt sich in folgende:
X^x >j- Xä/ »t» 26r

worin

X

X

2

x — x — 5 ^ x—-k - () -4- - ' t- etc.
k ^ r

X—l,
e

r — c

k - - - <2 -I- -- — k. etc.
1

r — Ii r — n
k ^ - <2 -l- - K. -r- etc.

k ^ r

Es ist nicht unnütz zu bemerken, daß in diesen Ausdrückungen die

Grüßen ^ - --- , - ^— den Cosinussen der Winkel gleich sind,
die die siniex d. h. die Direktion der Kraft k mit den Achsen derx, r

x — s v — L 2 — ft
macht; daß ferner —-— den Cosinussen der Winkel gleich

ist, die die Direktion der Kraft (2  mit eben diesen Achsen bildetu. s. f.
( 2 Abschn. §. 7.)

z) Dies vorausgesetzt wollen wir zuerst annehmen, der Körper oder
Punkt, auf dem die Kräfte <2, k , etc. angebracht sind, sey völlig frey;
alsdann wird gar keine Bedingungsglxichung zwischen denCordinatenx v,r
statt finden; und die"Größe Xllx^ -i- Lär wird ----- o seyn müssen

unab-

i



unabhängig von den Werthen von äx, är ( 2 Abschn. 9 ) ; dies
giebt sogleich

X ----- 0 , > ----- 0 , L ----- 0,

diese Gleichungen schlieffen also die Gesetze des Gleichgewichts von so Vie¬
len Kräften in sich ein, als man will, die alle von einem Punkt aus¬
gehen.

4) Setzt man in den AusdrückungenvonX, X, L. k ----- p, (L--- -
K --- r ( welches hier geschehen kann, weil es gleichgültig ist, auf welche
Punkte man annimmt, daß sie würken, wenn sie nur in den Richtungen
der Kräfte liegen) ; so bekommt man folgende Gleichungen:

x — » -t- x — - s -i- x — 1 -j- etc. ----- - 0

^ — b -i- 8 -4- X — m -k- etc. --- ---- 0
r — c ^ 2 ——lr 2 — n etc. ------- o

woraus man zieht, wenn man annimmt die Zahl der Kräftek, 0 . k , etc.
sey--- - ^:

» -i- k 1 »k» erc.

!> 8 »i> m etc.

2 c ll -j- u etc.

und diese Ausdräckungen von x, 2, zeigen, baß der Punkt , worauf die
Kräfte angebracht sind, in den Schwerpunkt der Punkte, worauf diese
Kräfte würken, fällt.

Hieraus folgt denn Leibnitzens Lehrsatz, daß, wenn soviel Kräfte
als man will in einem Punkte im Gleichgewicht sind, und man zieht von
diesem Punkte gerade Linien, die sowohl die Größe als Richtung jeder
Kraft andeuten; so ist dieser Punkt der Schwerpunkt aller Punkte, wor¬
inn diese Linien sich endigen.

H 3 Sind



Sind daher nur vier Kräfte vorhanden , lind man stellt sich eine
Pyramide vor , deren vier Winkel in den Enden der geraden innren seyen,
die die Kräfte vorstellen ; so wird ein Gleichgewicht zwischen diesen 4 Kräf¬
ten statt finden , wenn der Punkt , worauf sie würken , im Schwerpunkte
der Pyramide ist ; denn aus der Geometrie weiß man , daß der Schwer¬
punkt jeder Pyramide mit dem von 4 Körpern zusammenfällt , die einan¬
der gleich und in den 4 Winkeln derselben gesetzt sind . Man verdankt dies
letztere Theorem dem Robervall«

5.) Betrachtet man die Gleichung
kcip -b- -4* b.cic -4- etc . - Xllx — - Xllz? — 0

welche mit ( 2 ) einerley ist , und folglich allgemein statt finden muß , die
Differentialien llx, 6^ , mögen auch beschaffen seyn , wie sie wollen ; so
ist klar , daß man sie als die Gleichung für ' s Gleichgewicht zwischen den
Kräften k , <2 , etc . ansehen kann , die nach den sinken p , g . r ihre Rich¬
tungen haben , und den Kräften X,X , L , deren Richtungen die sinken — x»
— — 2 sind , wenn man annimmt , daß alle diese Kräfte auf ein und
demselben Punkt angebracht sind . Die z Kräfte X , X, L sind also im
Gleichgewicht mit den Kräften k . ld. etc . ; allein es ist klar , daß die
Kräfte X, X, L , wenn ihre Richtungen die sinien x, r sind , mit eben
diesen Kräften X, X, L im Gleichgewicht seyn werden , wenn ihre Rich¬
tungen die sinien — x , — -— r sind ; folglich werden werden auch
diese mit den Kräften k , <2 » ld , etc . im Gleichgewicht seyn . Hieraus
folgt , daß die Größen X, X, L nichts anders als die ,Werthe der Kräfte
k , 0 , K . ere . sind , die auf die Direktionen der Z rechtwinklichten Coor-
dinaten gebracht sind , und die diese Coordinaten zu verkleinern trachten.
Die Formeln ( 2) geben also ein sehr einfaches Mittel an die Hand , diese
Reduktion zu bewerkstelligen , d . h . die Resultate von soviel Kräften als
man will , die in einem Pnnkt zusammentreffen und die gewisse Direktio¬
nen haben.

6 ) Ueberhaupt wenn gewisse Kräfte k , 0 , k , etc . , deren Richtun¬
gen die sinien x , g , r , etc . sind , auf ein und eben denselben Punkt wnr-
ken , und man will alle diese Kräfte anf drei andere bringen , A , L,
deren Richtungen die Linien v , s- seyn sollen ; so hat man nur das Gleich¬

gewicht
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gewrcht berKräfte ? ,O , k . etc . und § , H , T , dir auf demselben Punkt ange¬

bracht sind, und nach den Linien x». g, r, etc., — <7 ihre Richtun¬

gen haben, zu betrachten ; hierdurch wird man dann die Gleichung erhalten:

k6p ff- H6g -I- 8.6c »i- etc. -— »6^ — H6n- — L6 «7 o

welche statt finden muß , auf welche Art man auch die Lage des Punkts,

wo alle Kräfte zusammentreffen , verändere . Die v , § mögen nun aber

beschaffen seyn , wie sie wollen ; so ist klar , daß , indem sie sich nicht alle
in einer Ebene befinden, sie dazu hinreichen, die Lage dieses Punkts zu be¬

stimmen ; man kann folglich allezeit die Linien p, g. r, etc. durch Funktio¬

nen von «- ausdrücken , und die vorhergehende Gleichung wird in An¬

sehung der Variationen jeder dieser z Größen besonders statt finden;

man wird also haben:
<Zo «Zq „ tir

L — ^ k — ^ ete.
^ ^ ^

60 ^ c>v> ^ 6r
H ---- - etc.

a ?r cj«'

6p ^ 6q ^ 6r
L ------- k — 'b" (L ^ ^ etc»

6-7 6,7 o<7

Diese Formeln können in mehrern Fällen von großem Nutzen seyn,

besonders wenn man die Resultate von einer unendlichen Menge von Kräf¬

ten zu suchen hat , die auf einen Punkt würken , sowie die Anziehung ei¬

nes Körpers von einer gewissen Figur etc.

7) Verlangt man , daß die Direktionen der Kräfte durch gegebene

Punkte gehen , und man nennt «, F, 7 die rechtwinklichten Coordinaten

des Punkts , worauf die Kraft s würken soll , ferner «, y und „

die rechtwinklichten Coordinaten der Punkte , worauf die Kräfte N und 2

würken ; so wird man machen

e- - ^ ( x -- «) ^ (X — /b )° -I» (2  - -V ) -

- ^ ( x -- - )- -b- — ^ ( r -

«7----- -- ^ - 2 ) 2 ( r —
Aus
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Aus diesen Gleichungen ziehe man denn die Werthe von x , r , in

v , - und substituire diese hierauf in den Ausdrückungen von x , g,

r , etc . ( r ) .

Man könnte auch die Größen p , g , r , etc . ^ o als Funktionen von

X, r gleich ansehen , und indem man jede dieser Z Größen besonders

eine Veränderung erleiden läßt ; so erhalt man diese Gleichungen:

, 6,7 ^ 6p . 6ci 6r
's' T! — ----- k 's » o — 4 - lt. >- 4-  etc.

s L4 - n^6x cix cix
6a-äsr- —

ä ? ^ ^ ^ —
* Z7  ^

äp 6q 6c
1̂ - 7- ' b- etc.

6v 6x- 6/

6p 6q 6r etc.
6r , ar . ax

wodurch man die Z Kräfte L , H , kennen lernt.

Sollte die Kraft § wie vorhin nach einen gewissen festen Punkt ge¬

richtet seyn , die beiden ander » Kräfte 51 und L aber in gegebenen Ebenen

rmf diese senkrecht stehen ; so könnte man statt v und <7, die Bogen eines

Zirkels nehmen , der mit dem Radius ^ in den eben genannten Ebenen

beschrieben ist ; «man sieht daher die gerade Linie ^ als einen Radius Vek¬

tor an , und es ist klar , daß , wenn man -4 , <p die Winkel nennt , die die«

>ser Radius mit den auf den gegebenen senkrechten Ebenen macht , man er¬

hält ä r̂ — ^ 6-ch, 6s- — ^ 6^ . Sonst könnte man allezeit durch die z ver¬

änderlichen Größen -4 und O die Lage des Punkts bestimmen , worauf

die Kräfte angebracht sind ; Man kann also die Linien x , g . r , etc . durch

Funktionen eben dieser veränderlichen Größen ausdrucken ; denn man hat

alsdann nur die rechtwinklichteu Cvordinaten x, 2 in <p auszudrük-

ken und hernach diese Ausdrücke in die von g , r , etc . zu substituireu.

- D -tk- ch-e. man bah » die Größe » 4 - »,s veränderlich;

so erhält man folgende Z Gleichungenr
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Z -- k

n — k

L - -- k

6p ^ äq är ete.
^ ^ ci^

6p 6q 6r
—O o —L, ^ -
^6 ^- ^ 6ch ^ 6ch

6r

^ etc.

^ O ^ -
^ ^ 6lp

-!-> !< -̂ - etc.

Hieraus sieht man , wie man in allen ähnlichen Fällen Verfahren

muß , und wie sehr die vorhergehende Methode dazu dient , die Resultate

von soviel Kräften als man nur will zu finden , und sie auf gegebene Di¬

rektionen zu bringen.

8) Wir wollen nun die Formeln ( 2) wieder vornehmen und zweitens

annehmen , der Körper oder Punkt , worauf die Kräfte k, <2. 8., etc. wär-

ken , sey nicht ganz frey , sondern er sey gezwungen , sich auf einer gegebe¬

nen Oberfläche oder Linie zu bewegen ; man erhalt alsdann zwischen den

Coordinaten x, z?. r , eine oder zwey Bedingiingsgleichungen , die nichts

anders als die Gleichungen der genannten Flache oder 'Linie selbst

sind.

Es sey daher l . — 0 die Gleichung für die Flache, , worauf der Kör¬

per nur herabrutfchen kann ; man addire zur Summe der Momente der

Kräfte X6x »I-. Vcsv ' l- Lllr das Glied (4 Abschn. § . 4 . 5.) ; so be¬

kommt man zur allgemeinen Gleichung für ' s Gleichgewicht:

X<lx >-!- X6)' >-!- -i" Xäb. o

wo eine unbestimrnte Größe ist.

l . aber ist eine bekannte Funktion von x, 2 , man erhalt daher

durch die Differentiation:
fll. <L 6l.

fll, -- - - - 6x -p- llr;
äx 6 / 62

Verrichtet man nun die gehörigen Substitutionen , und setzt hernach

immer jede Summe der Glieder , wovon jedes durch eine derDifferen-
I tialgrös-



tiälgrößen 6x , 67 , 6r , nrultiplicirt ist ---- o ; so erhält man folgende z be¬
sondere Gleichungen für ' s Gleichgewicht:

^ 61.
X *4-» ^ —- O,cix

2, ^

61.

67
61.
6r

0.

Bringt man hieraus die unbestimmte Größe X weg ; so hat man
Liese beiden Gleichungen:

, öl.L, — ——X —— 0
62 6r

welche folglich die gesuchten Bedingungen für ' s Gleichgewicht des Körpers
auf der vorgegebenen Oberfläche enthalten.

9) Wendet man nun hier die im 4ten Abschn . Art . 7 . vorgetragene
Theorie an ; so wird man hieraus den Schluß ziehen / daß die Fläche dem
Körper einen Widerstand entgegensetzen wird,

der - - - V ^ s ( -̂ ) ( A ) ' * ( A ) ^
Ist und dessen Richtung die auf der Fläche senkrechte sinie ist , deren Glei¬
chung 61. — 0 ist^ d. h. die senkrecht auf derselben Fläche ist , worauf
der Körper gefetzt ist ; man hat aber ( 8)

61.



6/

z.
öl. L

folglich ist der Druck des Körpers auf die Fläche ( welcher allezeit gleich

und gerade entgegengesetzt derw Widerstand der Flache seyn muß)

— (X̂ -l- ^ seine Richtung ist senkrecht auf diese Fläche»

Nur unter dieser Bedingung können die zwey vorhin gefundenen Gleichun¬

gen fär's Gleichgewicht des Körpers statt finden; wie man sich durch die

Methode der Zusammensetzung der Kräfte versichern kann»

iv ) Uebrigens findet man in dem Falle, daß nur ein Körper durch

gegebene Kräfte gezogen werde, noch einfacher die Bedingungen des Gleich¬

gewichts. .Denn slibftituirt man sogleich in der Gleichung Xcix-l- Xci^
-i- Lstr— o an die Stelle des Differentials ör dessen Werth

öl.
6x

c!x ^

öl. welchen man aus der Differentialgleichung

," ör
der gegebenen Fläche, worauf der Körper wegrutschen kann, gezogen hat

und man setzt nun die Coefficienten der Differentialien cix und <iy, die un¬

bestimmt find, nach der allgemeinen Methode ( s Abschn. ro .) so

hat man sogleich die 2 Gleichungen; '

X — L
öl.
öx
öl.
ör

X — L
öl.
ö)̂
öl.

0

ör
Die mit denen oben gefundenen(8) übereknkommew

-I 2 Eben
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Eben so wäre der Körper gezwungen , sich auf einer Linie von einer

gegebenen Figur , deren Gleichungen —pöx,  str — wären , zu

bewegen ; so hätte man nur diese Werthe von äx und llr in die allgemeine

Gleichung Xciw -4- ^ Lcir - ---- o zu substiturreu , und man erhielte,

nachdem man mit öx dividirt hat:

X »i- x >̂ - ---- o

für die Bedingung des Gleichgewichts.

Aber in allen Fällen , wo mehrere Körper im Gleichgewicht sind,

wird die Methode der unbestimmten Coessicienlen (.4 Abschn .) immer den

Vorzug sowohl wegen der Leichtigkeit als Einfachheit und Gleichförmigkeit

des Calkuls haben.

§. n.
Vom Gleichgewicht mehrerer bey einem System von Körpern , die

als Punkte betrachtet werden , und durch Faden oder Stangen unter ein¬

ander verbunden sind , angebrachten Kräfte.

r r ) Die auf jeden Körper würkende Kräfte mögen auch beschaffen

seyn , wie sie wollen ; so haben wir oben ( 2 , 5 ) gesehen , wie man sie
immer auf z X. X, L bringen kann , deren Richtungen die z rechtwink-

lichten Coordinaten X. r , eben dieses Körpers sind , und die diese Coor-

dinaten zu verkleinern streben . Wir wollen daher um mehrerer Einfach¬

heit hier und in der Folge immer voraussetzen , daß alle auf einen Punkt
würkende äussere Kräfte auf Z , X. X, L gebracht seyen . Die Summe der

Momente dieser Kräfte wird also jederzeit durch die Formel Xllx >4- Xä/

>4- Lci? ausgedrückt ; folglich wird die Summe der Momente aller Kräfte
des Systems durch die Summe von so vielen ähnlichen Formeln ausge¬

drückt , als bewegliche Körper oder Punkte vorhanden sind , indem man

durch ein , zwei , drei u . m . Striche die Größen bezeichnet , die sich auf

die verschiedenen Körper , die wir mit den Zahlen i , 2 , Z ü . s. w . bezeich¬

nen wollen , beziehen.

Auf



Auf diese Art erhält man für die Summe der Momente der Kräfte,

die auf z oder auf eine noch größere Anzahl von Körpern würken die

Größe:
x ^ -r. -r- ^ X" äx " -l- >4- L " är"

-r- X" ^äx " / ^ etc.

Man hat daher nur noch die Bedingungsgleichungen l . — o, ^ i — o»

o. etc. , die aus der Natur der Aufgabe folgen^ zu suchen.

Da man l., î l, etc. oder nur ihre Differen krallen in Funktionen

von x ,̂ 2 ,̂ x" etc. hat , und man nimmt die unbestimmten Coefsicien-

ten -u» ", etc. an ; so hat man zur vorhergehenden Größe die Glieder

-.64. >4- -4- "6!4 -r- etc. zn addiren , und hierauf die Glieder,

worinn jede der Disterentlalien äx ,̂ 6// , 6x " , etc. vorkömmt , ein«

zeln ----- o zu setzen. ( 4 Abschn. 5 ) .

12 ) Wir wollen zuerst Z Körper betrachten , die fest an einen un-

dehnbaren Faden gebunden seyen» Die Bedingungen der Aufgabe find

alsdenn , daß die Distanzen zwischen dem ersten und aten Körper , und zwi¬

schen den 2ten und Zten unveränderlich seyen , indem sie taugender zwi¬

schen dem Körpern enthaltenen Theile des Fadens sind. Nennt man nun

f die erstere dieser Distanzen , g die 2te ; so sind die Bedingungsgleichuns

gen 0 , äß 0 ; folglich cib. cit ; ----- 6Z

und die allgemeine Gleichung fur 'ö Gleichgewicht dieser drei Körper ist:

X/stx / -i- -j- X" cix" -1- L" är"

X" ^cix "̂ -i- 4 . L " /Zr " '

-.65 ----- 0.

Man siehet aber leicht, daß

1 --- / - ( x" — x )̂ » -4- ( x " — ^ ( r" —

Z — ^ ( x "̂ — x" ) ' ^ ( 7 >" — ^ " Z-> ( r ' " — r " ) E

folglich, wenn man differentrirt:
I 2 äi -
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65 ^--- ( x" — x'' ) ( äx " — 6x0 ' r- (>' " — ^ 0 (6)' ^ -^- 6^ 0
(2 " — ?/ ) (62" — 62 )̂

6Z — ( x ,// " ) (6x/" - 6x " ) (6^ "̂ —— 6^ " )
-l - ( 2 "̂ — 2 " ) (6r " >— 62 " )

Z

Subftituirt man diese Werthe ; ( so bekömmt man folgende allges
meine Gleichung als Bedingung des Gleichgewichts der Z Körper:

x ^ ^ X" 6x" -i- X"6?" -i- L"är" ^ X">6x "̂'
>r-

(x " —> x^) (°6x" — 6x0 ( )s" »!- )^ ) ( 6y " — ^ 0- E-j-

(r " — r/ ) ( 62 " — 62O ( x>" — x "̂ ) ( 6x "̂ — 6x " )
-i- -l — — — 7- — - -r- — - -

t 8
(6 )?" / — 6^ " ) ( 2 "̂ — 2" ) ( 62 " ^ — 6r " )

-4- ^ 8

x >— X(x " — x()

(2 " — r

t

6- .^ sx « ^ s ^ .» ^ -r8 > 8 --

ö> ///
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7»

cir "̂ -----̂ o.

Setzt man nun ( nach Abfchn. A und Zlbschm Z , n ) die Glke-

der , deren Faktor eine der Differentialgrößen cix̂ . 67 ,̂ etc. ist , alle¬

mal — o;  M .) so bekömmt man folgende 9 Gleichungen für die Bedin¬

gungen des Gleichgewichts des Fadens:

X^— X ^x " - x )̂ >̂
< f >>

-C ^ ) —

/ 'x" - x >̂ / 'x" ^— x" >

( - 1 - ) ) ----- 0X" ^ X

X" -r- X

— r " >.

8

x/ " -r- ^
- x" v

>- 8 >

^ 8 ^
.z,/// - r " >
- ) - - o.

^ 8 ^

Man hat nun also nichts weiter noch nöthig , als die beide» unbe¬

kannten Größen X unh ^ wegzuschaffen; welches auf verschiedene Art ge¬

schehen kann , wodurch man auch verschiedene oder vielmehr unter ver-
' fchie-



schiedener Form für 's Gleichgewicht ger an einem Faden festgemachte»
Körper vorgestellte Gleichungen erhalten wird ; wir wollen diejenige Me¬
thode wählen , die am einfachsten scheint.

Man sieht sogleich leicht ein , daß wenn man die z erster» Gleichun¬

gen zu den Z folgenden addirt und eben so auch zu den Z letzten, man diese
z von den unbekannten Größen L und ^ befreit erhält ; ( und man be¬
kommt folgende Z Gleichungen . M)

X" o ( I.)
^ X" -t- ---- - o (ll .)
^ L" -i- - ---- o (III.)

(indem alle andere Glieder sich gegen einander aufheben . M ). Hieraus
ersieht man also, daß die Summe aller jeder der z Achsen der Coordina-
ten parallelen Kräfte-- - o seyn muß.

Es ist nun also nur noch übrig 4 andere Gleichungen zu finden ; in

dieser Hinsicht addire ich, ohne mich um die Z ersten Gleichungen zu be¬
kümmern , die z mitlern zu den Z letztem , und ich bekomme dadurch fol¬

gende , worinn ^ sich nicht mehr findet:

X" 4 - X?" 4- -̂ ( x" — xO — 0

X" 4- 4-

(Aus der erster« Gleichung ziehet man
.X" 4 - X" /-

aus der 2ten
f X"-l- X"^

I
und



und aus der Zten

Setzt man nun L solcher Werthe von ^ einander gleich; so erhält

Ulan wieder andere Gleichungen , worinn sich nicht mehr besindet. M)

Durch die Wegschaffung von k gelangt man also zu den r folgenden

Gleichungen:

(l V.) ^ ( X" -b- X" 2 ----- o

(V.) L" ^ ( X" ^ X" 0 ----- o.

Betrachtet man endlich die z letzten Gleichungen , die /r alle-'» ent¬

halten , und n^ n dies ^ weg ; so bekömmt man ( durch ein den

v°ngen völltg ähnliches Verfahren M ) , diese beiden and« n Glek-

(VI.) V"/

(Vll.) L"'

,///
X " >

,/// c"
o.

Diese sieben Gleichungen schließen alle fär ' s Gleichgewicht der Z Kör¬

per nöthige Bedingungen in sich ein.

iz ) Ware der Faden , den wir immer als undehnbar annehmen,

von 4 Körpern beschwert, die von den Kräften X( / / , X" . 'l' " , L" ,

x>" etc. nach den Direktionen der drei Achsen der rechtwinklichten Cvordi -,

naten gezogen würden ; so fände man durch ein dem vorigen ähnliches
K , Vsr-
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Verfahren , welches ich für « »nöthig halte zu wiederholen , folgende'
9 Gleichungen für ' s Gleichgewicht dieser 4 Körper:

( ! ) ^ X" X "̂ ^ X"" --- -- o
(II ) X' ^ X" ^ X'" X"" - --- - 0
(III.) 7./ ^ L" ^ 2 "' 't- 2 "" — 0

(IV.) X" ^ X"' ^ X"" — ^"-71- ?- (X" ^ X"/ ^ X"") v'x" — x^

(V.) L" ^ 2 "/ -r- 2 "" — ^ (X " ^ X"' X"") »x" — x^

(VI.) X"/ ^ X/"/ — -̂ — ( X"/ X"") - - --- 0x "̂ — x"

(VII.) L "

(VIII.) X" " -

(IX.) X" " — ^

7."" —
,///

,/// -- (X">>̂ X"" )

^//// _ ^ ///
,////

////

5/"
X" "

/// / .
X " "

Es ist leicht , diese Auflösung auf eine so große Anzahl von Körper » '
zu erstrecken , als mau nur wünscht , und selbst auf die , Kettenlinie ; doch
wir werden diesen , Fall noch besonders durch die am Ende des vorherge¬
henden Abschnitts gelehrte Methode betrachten.

, 14 ) Wollte man , daß der erste Körper fest sey , so würden die Dif-
ferentialgrößen cix .̂ ' o seyn , und die Glieder , worin diese
Disserentialgrößen vorkommen, , wurden in der allgemeinen Gleichung für ' s'
Gleichgewicht von selbst verschwinden . -

Also würden die z erster » Gleichungen nämlich:

X" — ^ (x" — x) -- 0
X"



^ ( )'" — Z'/) — o

7-" —— ( x" — 2 )̂ 0

nicht mehr statt -sinken ; glsdann aber würbe » auch die Gleichungen

X^ -4- X" »r- X" -̂ -r- etc- ----- 0

V/ ^ -. X" / 4 - etc. - --- o

2./ >t- L" L "̂ -i - ew. -- - 0

nicht mehr statt sinken können , alle andere aber würden unverändert blei¬

ben. Dies ist , wie man sieht, der Fall , wo der Faden mit einem seiner

Ende fest ist.

Wäre er aber mit seinen 2 Enden fest ; alsdann hatte man nicht

pur 6x> — 0 , — 0 , ör < — 0 ; sondern auch clx" ^ etc» ---- o,

ll^ "̂ eto. — o , 6r "̂ etc. — 0 » und die Glieder , worinn diese 6 Dlffe-

rentialgrößen in der allgemeinen Gleichung fär ' s Gleichgewicht vorkom¬

men , würden verschwinden , und folglich auch die 6 davon abhängenden

besondern Gleichungen verschwinden machen.

ig ) Ueberhaupt wenn die L Enden des Fadens nicht völlig frey,

sondern nach einem gegebenen Gesetze an bewegliche Punkte fest gemacht

wären ; so würde dieses Gesetz analytisch ausgedrückt , eine oder mehrere

Gleichungen zwischen den Differentialien stx ,̂ 6^ , die sich auf den er¬

sten Körper beziehen, und den Differentialien cix̂ " e:c., etc. ,c!e" ^ rc.,

die zum lezken gehören , versihaffen ; und man müßte diese Gleichungen,

wenn man jede durch einen neuen unbestimmten Cocfsicrenten nmltipücirt,

zur allgemeinen oben gefundenen Gleichung für ' s Gleichgewicht addiren,

oder vielmehr man müßte in dieser allgemeinen Gleichung den Werth eines

oder mehrerer dieser Prfferentralgrößen , welchen man aus den genannten

Gleichungen gezogen hat , in dieser allgemeinen Gleichung subsiituiren,

und hierauf den Coefficienten von jeder die übrig geblieben ist , — 0 set¬

zen , wie oben ( 9 ) geschehen ist. Da dies keine Schwürigkslt hat , so

halten wir uns nicht weiter dabey auf.
Ks 16)
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16) Verlangte man die Kräfte kennen zu lernen, die von der Re¬
aktion des Fadens auf die verschiedenen Körper herkommen; so hätte man
sich nur der im vorhergehenden Abschnitt§. 7. gegebenen Methode zu be¬
dienen.

Man erwäge daher, daß man im gegenwärtigen Falle hat:
6k. ------ 6k------ (x" — x )̂ (6x" — 6xH -j- (y" — (6^" — 6^ )

-i> (r" — (62" — 6r )̂
' - -

6 l̂ ------ 6A----- ( xt" —x ") (6x "̂ — 6x" ) »l» — v")
— 6/ " ) -p ( 2̂ ^̂ — r " ) ( 62" ^— 62^̂ )

Man hat also in Ansehung des ersten Körpers, dessen Coordinatm
61. x" — x^

xl, x/. r/sind — - .

6k,
6^ t '
6k. r" —- r/

folglicĥ l. 6r^
l̂ s(x" — x^? -s- ( x" — (2" — 2^ - ch

1
r.

Auf diese Art wirb der erste Körper durch die Wärkung der andern
eine Kraft — ^ erhalten, deren Direktion auf der durch die Gleichung
61. —6t --- 0 wenn man nur als veränderlich annimmt, vorge¬
stellten Fläche senkrecht seyn wird.

Nun
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Nun aber ist leicht einzusehen, daß diese Fläche nichts anders ist

als eine Kugel , deren Radius ----- k ist und deren Mittelpunkt sich auf die

Coordrnaten y" r " beziehet; folglich wird die Kraft k nach eben diesen

Radius ihre Richtung haben, d. h. nach der Länge des Fadens , der den

ersten und rten Körper verbindet.

2,) Eben so hat man in Ansehung des stenKörpers, dessen Coor-
dinaten sind x" , p" , 2". die Gleichungen

öl. _ x" — x^^
öxH " s— ^

L 7 " — 7 » /

öx " 1
öl. 2" —

ör " k

s- / öl. . Xöl . ^ öl. -ji

si»g« < s ( ^ i) -1- ( ^ 7) ( z^ ) z—

f( x" — x )̂^ -i» ( y" — 5 )̂ ° >4» (r " — _

> ^ .̂ ^ - »

Hieraus folgt, daß der ste Körper avch eine Kraft Verhalten wird,

die senkrecht auf der Fläche steht, deren Gleichung öl. — ö5—0 ist, wenn

man x" . x" , als veränderlich annimmt; allein diese Fläche ist von

neuem eine Kugel, deren Radius t ist, deren Mittelpunkt aber sich auf

die Coordinaten x/. des erstern Körpers bezieht; die Kraft -c, die

auf den 2ten Körper würkt, wird also auch ihre Richtung nach den Fade»

s haben- der diesen Körper mit dem sten verbindet.
z) Fer-

*) Am Originalsteht; — , welches vermuthlich ein Druckfehler ist.
177

K Z



g) Ferner hat man in Ansehung des rten Körper-
x " / — x"

6x"

äKl
cl̂ "

^// / «

8
2 "̂ — 2 ^^

8

r.

Der ate Körper wird also auch durch eine Kraft — ^ getrieben wer¬
den , deren Direktion senkrecht aus der durch die Gleichung ciZ — o , wenn
man x " . y " , 2^ als veränderlich ansieht , vorgestellten Fläche ist . Diese
Fläche aber ist nichts anders als eine Kugel , deren Radius — Z ist ; es
folgt also , daß die Direktion der Kraft ^ nach diesem Radius seyn wird,
d. h . nach den Faden , der dem 2ten Körper mit dem zten verbindet.

Eben !diese Schlüsse wird man bey den andern Körpern machen , und
ähnliche Resultate daraus herleiten.

17 ) Es ist offen bahr , daß die Kraft die beim ersten Körper
nach der Direktion des Fadens hervorgebracht wird , der diesen Körper
mit dem folgenden verbindet , und die Kraft X die der vorigen gleich aber
ihr gerade entgegengesetzt ist , und die nach der Direktion desselben Fadens
auf den andern Körper würkt , dieselben Kräfte mit denen seyn müssen,
die von der Reaktion eben dieses Fadens auf 2 Körpern herkommen , d. h.
von der Spannung , welche der zwischen dem ersten und rten Körper ent¬
haltene Theil des Fadens leidet ; so daß der Coefsicient g die Größe die¬
ser Spannung ausdruckt . Eben so wird der Coefsicient ^ die Spannung
des Theils des Fadens ausdrücken , der zwischen dem . rlen und gten Kör¬
per enthalten ist , n . s. f.

Ncbrigens hat man bcy der Auflösung der gegenwärtigen Aufgabe
stillschweigend vorausgesetzt , daß jeder Theil des Fadens nicht nur unaus-

dehn-
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dehnbar sondern auch » »biegsam sey , so daß er immer die nämliche Länge

behalt ; die Kräfte z. ^ er . drücken also die Spannungen nur in so fern

aus , als sie die Körper naher an einander zu bringen suchen; Strebten

sie, sie von einander zu entfernen ; so würden sie vielmehr die Widerstände
ausdrücken , die der Fade » vermöge feiner Unbiegfamkeit oder Uuzusam-

rnendrückbarkeit dem Körper entgegensetzen kann.

18 ) Um das was wir eben bewiesen haben zu bestätigen , und zu«,

gleich eine neue Anwendung unserer Methoden zu geben ; so wollen wir

annehmen , daß der Faden , woran dieKörper fest gemacht sind, elastisch und

einerÄnsdehnung unvAusammeuziehung fähig sey; ferner seyen k , 6 , etc.

die Zusamiiienziehungskräfte der Theile i, ß . erc. des Fadens , die zwi¬

schen dem iten und 2ten und dem 2ten und Ztcn Körper enthalten sind.

Alsdann ist ( aus 2 Abschn. 5.) klar , daß die Kräfte k. 0 , etc. die Mo¬

mente käs -i- 6llx etc. geben werden . Diese Momente muß man also zu

denen addiren , die von der Würkung der fremden Kräfte , die , wie wir

(lo ) gefehen haben, durch die Formel X^llx^ -l- -ch -j- X" cix"
-j- -r- / ." cir" -t- ^ etc. aus¬

gedrückt werden , herkommen ; und dadurch erhält man die ganze Summe

der Momente des Systems ^ Sonst ist keine andere besondere Beding

gung zu erfüllen , welche"auf die Lage der Körper Beziehung hatte , man

hat daher die allgemeine Gleichung fur ' s Gleichgewicht , indem man die

angeführte Summe ----- - 0 setzt; also erhält man :

X/clx / -l- X" llx" -t- X" 6>" -j-

^ X" ' llx" > X" >6)^ " ^ -l- etc. ,,

-r- käk -z- etc. — 0. »

Substituirt man nun - die ( ri ) gefundene Werthe von cks. llg, etc.

und setzt allemal die Sumnie der Glieder , worin jede der Differential-

größen llxh ll)' ', etc. vorkömmt — tt ; so hat man folgende Gleichungen

für ' s Gleichgewicht des Fadens für den gegenwärtigen Fall:

X'
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(x " - x^) o

L — r ^
0

o

s 8

(v " — v/ ) ( v" / - v " )
-x, , 4 . k ^ - - 2 - ^ . — 6 ^ - ' . - - - 0

k 8

2.,/ k - - — 6 -- - -r - -- 0
1

(x '" — X" )
X'" -i- 0 -- - --- 0

8

X" ' (; ^ - ----- 0
8

L" >-j. 6 - - . — 0
8

8

sie sind , wie man sieht, denen analog , die wir für den Fall , wo der Fa¬

den unausdehnbar ist , ( n ) gefunden haben , wenn man nur ä - -- k,

— o erc. setzt. Man ersieh^ also hieraus , daß die Größen b. 6 , etc.

die hier die Kräfte der Faden unter der Voraussetzung , daß sie elastisch

sind , ausdrücken , einerley mit denen sind , die wir ( i 6) , um eben diese

Kräfte der Faden unter der Voraussetzung , daß sie unausdehnbar seyen,

gefunden haben.

19 ) Wir wollen noch einmal den Fall vornehmen , wo der Faden

unausdehnbar und mit z Körpern beschwert ist ; aber wir wollen zugleich

voraussetzen , der Körper könne von der Mitte an nach der däuge des Fa¬
dens



dens rutschen; in diesem Falle wird also die Bedingung der Aufgabe seyn,
daß die Summe der Distanzen zwischen dem iken und 2ten und zwifä-en
dem2ten und Zten Körper beständig sey. Nennt man also wie obenf und
g diese Entfernungen; so ist t -j- A—Louli. und folglich

stk -i» stA— o.

Man muß daher die Differentialgrößê 5 6^ durch einen unbe¬
stimmten Coefficieulen multipliciren, und zur Summe der Momente der
verschiedenen Kräfte, die, wie man angenommen hat, auf den Körper
würken, addiren; dies giebt folgende Gleichung fnr's Gleichgewicht:

X<stx̂ -l- -I- X" äx" -l- ^ ^

»i- ssts ZZ) — o.

Substituirt man hier wieder die Werthe von ^s und stZ und setzt die
Summe der Glieder, worin jede der Differentialgrößen stxh ew. vor¬
kommen, jederzeit— o; so erhält man folgende Gleichungen fär's Gleich¬
gewicht des Fadens:

X<— ^

X/ — ä

— it

X" ^ ^

V" -r- x

L" X
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X"> s— — ) — r8 >

X"/
V 8 >

2/,/ -i- < 8
wo matt nur noch die unbekannte Größe ä wegzuschaffen hat.

Man siehet hieraus , wie man zu verfahren habe, wenn eine größere
Anzahl von Körpern vorhanden wäre , wovon einige fest an einem Fäden
wären , die anderen aber frey darauf wegrutschen könnten.

2O> Wir wollen jetzt annehmen , die Z Körper seyen durch eine nn-
br'egsame Ruthe mit einander verbunden , so daß sie immer einerley Di¬
stanzen unter einander behalten müßten ; in diesem Falle müßte nicht al¬
lein llk — o , und seyn , sondern auch das Differential der Di¬
stanz zwischen dem ersten und zten Körper , welche wir durch K bezeichnen,
müßte — o seyn; nehmen wir daher die Z unbestimmten Coefficienten

v, an ; so erhält man diese allgemeine Gleichung für ' s Gleichgewicht:
X^cix̂ »t-- »t- X" ßx" 'i' 2,^ cir"

Was die Werthe Von cif. ciZ betrifft ; so haben wir sie schon oben

gefunden , was ein anlangt so ist klar , daß

k -- - ff" (x "̂ — x )̂ ° »ch (y "̂ — ^ -t- (r «" —

«Nd folglich äii — ( x "̂ — -G ( äx "̂ — llx )̂ -4- — ( ä ^ " >— Z ),/)
-l - ( r -" — — tlx/)

- - k ^

. Macht man diese Substitutionen und setzt man die Summe der Glie¬
der , wovon jede der Differentialgrößen cix̂ . <iv ,̂ etc . ein Faktor ist , je¬
derzeit ---- - o ; so hat man diese 9 besondern Gleichungen:
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, ( x" - - x )̂ ( x/" —x/ ) _
X — / - - -- — v - - - — v

t k

(r" — r ^) (r " ^ — r )̂
L' — X -- 7- ^ - - - — 0

t n

(x " - x )̂ (x "̂ - x" )- - — ^ - - - 0

^ fv " — sv " > —
I " 4 . ^ ^ - — - -- 0

k - 8

L" ^ - 7- — ^ - - — o
t 8

(x >" - x") . ( x">- x>) ^
X*" ^ êr ." »- >- -- »2- r/ — — — ---- 0

8 b

^ . (^ " - 7 " ) . (7 " ' - 7 ' ) ^
L >4 - ^ ^ i? - — 0

8 d
— 2" ) . ( 2"/ — s/) --

8k
woraus man die z unbekannten und unbestimmten Größen ä, weg¬

schaffen muß , und dadurch wird die Zahl der Bedingungsgleichungen

für 'ö Gleichgewicht sich auf 6 bringe » lassen.

2 l ) Man sieht leicht, selbst aus der Form dieser Gleichungen, daß,

wenn man die Z ersterrr zu den Z folgenden und hernach zu den Z letzter»

addirt , mau sogleich Z Gleichungen bekömmt , worin ä , nicht mehr

Vorkommen, nämlich:
x/ -r- X" -l- X>" -- - o

L' -i- L" >r. - -- o
L L Nichts
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Nichts ist leichter als noch Z andere Gleichungen durch die Weg-
schaffung von X, v zu erhallen ; um aber hr'ezu auf die einfachste und all¬
gemeinste Art zu gelaugeu ; so ziehe.ich zuerst aus den. obigen Gleichungen
folgende 9 veränderte:

—x ŷ" )  —
x >v / — X x̂^— —- p - — r/ - - -- - o^ 1 n

( ?/x " — x r̂") ( r x̂ "̂ — x r̂" )̂
— L>x' — - -- -ch— - -- - r̂ 0

t n

ä ^ - - — " — - ^- - - -- o

sv^x" — x v̂ ^ ) x"v " )̂ *)
X " ẑ " — L" x" -b- - ^ of 8

(r ' x" — x' r" ) ^ " x" — x" r'" )
X^r" — ^ ' x" ^ li. -- - - ^ ^ - - — — o

k

8

X" ^v "" — X" x' " ^ 4 - ^ - - - - 0
8 ti

(r " x" ^ x" r " )̂ x '" —- x^r "̂ )
x///r >" — L'" x'" ^ -- - - l ^ j, - - - - --- o

8 ^

^ - ^ - — -f- » r-H — -- o.

Diese Gleichungen stnd rnit ihren ursprünglichen analog , und geben
daher auf eben die Weise durch die simple Addition folgende drei *) r

X^z^

*) Im Orsqinal steht- ^ . .1 - < M.
8

Ich halte es für tinnöihig , hier wieder von neuem zu zeigen, wie dies«
Glet»
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— X>x^ -ch- X" y" — X" x" -i - Xi" ^ l" — X' " x" ------- o

X/ ?- — ^ x/ -i- X — L" x" -s- X" ^ ' " — L "̂ x" ' - - - -- o

— L^ , "t' X" r " — L" )-" X/" r <" — 0

Die Z erstern Gleichungen zeigen, daß die Summe der jeder der

Z Achsen der Coordinaren parallelen Kräfte — 0 seyn muß ; die Z letzter»
aber enthalten den bekannten Grundsatz der Momente ; ( indem man unter
Moment das Produkt der Kraft in den Hebclsarm versteht, ) vermöge

dem die Summe der Momente aller Kräfte — 0 seyn muß , wenn das

System sich um jede der z Achsen drehen soll.

22 ) Ware der erste Körper fest ; so würden die Difserentialgrößen
äx/ , ci?/ — o seyn , und die Z erster » der 9 Gleichungen ( so ) wür¬

den nicht mehr statt finden ; alsdann hätte man also nur noch6 Gleichungen,
die durch WeHschaffung der z unbekannten Größen g, sich auf drei

bringen ließen« Um zu diesen Z Gleichungen zu gelangen , kann man auf
eine mit derjenigen analogen Methode verfahren , deren man sich bedient

hat , die A letzter« Gleichungen (21 ) zu finden , wenn man nur dergestalt
zu Werke geht , daß die veränderten Gleichungen nicht die unbestimmten
Größen X und V. die in den Z erstem vorkommen , und die man jetzt aus¬

ser Ächt lassen muß , enthalten . Durch diese Combinationen bekommt
man also

(x " l - x" ) — - 1
(x " — xch ! oX" ()?" - zst) — — x') - ^

8

X" (r " — r )̂ - - L" ( x" — x>) —
_ — rl ) ( x^ ^— x 'O

— x )̂ ( r "̂

!M

'sW

X" (r" - - 2." (7" - 70 ^ ö' I" 0 *)

L 3 X"

Gleichungen aus den vorigen entstehen, indem das Verschrei, mit dem vor»
dt» schon medrin>>s a-drauchken das reinliche»st M.

*) Das L im Divisor dieser zreu Gieichung fehlt im fran,östschen Original
ganz. M.
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s"(y" —̂ ẑ ) (x" —̂x")
(x " ^—x )̂

8
' ( x, " — x" ) ^

(x " ^— xO ( ? /" - 2 " ) ^ " 0x >" ( r>" — 2/) — L"/ (x"^— x^

8

und addirt man die Z erstem dieser veränderten Gleichungen zu den Z letz¬
tem ; so erhält man sogleich folgende zr

X„ — xO — (x" /— xO — o

X" ( 2" — 2 )̂ — L" (x" —x )̂ -r- X "̂ ( 2'" — 2O — 2?" (x" ^— x )̂ — 0

X" O " - - /) — 2." (^ " - ^ ) — - -- 0

welche allezeit statt finden werden , wie auch der Anstand des ersten Kör¬
pers beschaffen seyn mag , indem sie gar nicht von den auf diesen Körper
sich beziehenden Gleichungen abhängen . Diese Gleichungen enthalten,
wie man sieht , den nemlichen Grundsatz der Momente jedoch in Bezie¬
hung auf die Achsen, die durch den ersten Körner gehen.

2Z) Wir wollen jetzt annehmen, es wäre noch ein Hier Körper an
dieselbe unbregsame Stange fest, dessen rechtwinklichte Coordinaten seyen:
x" " , 2" " und die diesen Coordinaten parallele Kräfte X" ^, X" --,
2."".

Man müßte daher zur Summe der Momente der Kräfte die Größe
X/// / clx̂ " -ii- X" " -j- 2./// / 62" ^ addiren ; hierauf erhielte man,
da die Distanzen zwischen allen den Körpern beständig bleiben müssen,
nach den Bedingungen der Aufgabe nicht nur 6t ------0, 6ß --- --o, 6Ii -- - o;
wie im vorhergehenden Falle ; sondern auch

61 0 , 6m ---- o , 6u ---- o,

wenn man 1, m , n die Distanzen des 4ten Körpers von den z vorherge¬
henden nennt . Die allgemeine Gleichung für 's Gleichgewicht wird also in
diesem Falle seyn

x/
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X̂ 6xt *4 ^4 2, ^62̂ 4 > X^ 6x" »4 4 - 2," 62" »4

X" ' -̂ x/" ^ " 6^>" L>" öi:>" X" " 6x" " H ^

2." ^̂ 62 ^tt/ -I- z.6s -r- /tä^ -i- p6d v6l »!-. »̂6m -4 -76a ---- o

Die Werthe von 6s, 6^, 6K, sind dienemlkchen mit den obigen( l6,

2c>) ; was aber die von 61, 6m, 6n angeht ; so ist offenbar daß

1 . -  s ( x^^— x )̂ ^

in --- -- ^ s( x" " -- x" )- ^ (y" " - -l- ( r/ " - 2") ^

r, -- --- s(x" " — -t- ( )," " - ^ " /) - (x//// _ r/// ) »

und folglich
61------- (x" />— x )̂ (6x̂ t/ — 6xt) 4- s — 6)̂ )̂ ^ (6^" // ^ c!̂ )

( ?"" — ^0 »4 (6r " ^ — 62̂ )
- '

6m ------ tx " " — x") (6x" " -— 6x") 4»sv ^" — v ") (6)?" " — 6^ ")
4- — r " ) (ar " " — 62")

m

6a -- --- (x" " — x" )̂ (6x" " — 6x") 4 - — ^ (6y" " - >6y")
>4 ^ " " — r " 0 4 (62 " " ——62" )̂

n

Macht man diese Substitutionen , und setzt man die Stimme der Glie¬

der , worin jede der Differentialgrößen 6v, 6x, etc. vorkömmt, -------- 0;

so findet man 12 besondere Gleichungen, wovon die y ersten die nemlkcheu
mit denen( 20) sind, wenn man zu ihnen folgende Größen addirt:

0 "" - x/) (7/ - /, (r
>/// 2')

1 1 1

— ?
(X" " — x" ) (x" " — 7 ") (2" " — 2")

m

(x" " — x"0

m

(v y '" )

m

(2^" .

(Man



88

(Man bekommt nemlich auf diese Art für diese 9 Gleichungen
" > - sv" " -

o(x " — X') ( x"' — x') (x"" — x/)
X- - L - -̂ - - '

v " " — v2
1

2^ (r " / — 2' ) (2" ' —
L ' - - -- 7-- -- ;- - - - 0I ti 1

(x " - x0 ( x" ^ - x^ (x "̂ ' - x " ^
X" -j- - x— - ^ - - ? — - 0

8 m

— (7 " / — y " ) ( y " " — 7 " )
I " "i- - 7- /r - - - /> - — l>m

(7/ " — r " ) (r " " — r " )
L " - ?- ^ - - ? - - — 0

k 8 m

(x " ^— x" ) , ( x^^ - xO ( x" " - x" )̂
x " ^ ^ - ^ V - — <r - - 0

8 k n
_ v" ) fv/ " — v/ ) (v " ^̂ - v " )̂ ^

X " ' 4 - ^ ^ . ^ — — — - - - - ^ -- - ^0
8 ^ »

. ( 2^ - 2" ) (2" / - 2') (2" " — - <" )
^ .... -— - 1/ — --- ' —— <7 - >, - -̂.- O

M.)
Die z letzten aber sind

(x"" — '̂) ( x^" — x") ( x"" — x "̂)
X"" 7r- -— - - »l->v- 7— —  o

I LN

- x " ')
l " " »!- » 7- ;- »!- 5 - - >̂ - <7-7 - -- - y

1 m II

. . c- " « - - " ) . . c- " " - - » /, . ,
2. " V —-- :- - »i -» a - -l^ <7—— ———— — o

IM 0
24)



24 ) Da man ir Gleichungen und 6 unbestimmte Größen I,o . «', f, <t

wegzuschaffen hat , so bleiben für die Bedingungen des Gleichgewichts nur 6

Harrptgleichungeu für den Fall von z Körpern übrig , und man findet auf

eben die Art wie (ri ) folgende 6 , denen ( so ) analoge Gleichungen :

X" -4- X>" -4- X"" - ---- o
^ -- --- o

L" ^ L"/ -t- - - --- o

x/v ^— X x̂^ X" v" — X" x" -r- X" /v "^ — X/" x/" -4- X" " >" "
— X"" x"" - - o

— L x̂^ -k- X" r" — L"x" -4- — 27" x"/ x ^"
— L/'" x" " — o

^ X"r" — ^ X/"r"̂ — 27" '̂" X""r""
— L"" / "" — o

Anstatt der z letzten kann man auch die z folgenden Gleichungen sub-

stituiren , die man durch die ( 22 ) vorgetragene Methode findet , und die,

indem sie gar nicht von den Gleichungen , die sich auf den ersten Körper

beziehen , abhängen , noch den Vorzug haben , daß sie immer statt finden,

wie auch der Zustand dieses Körpers beschaffen seyn mag:

X" (x " - v ' ) V" ( x" — x' ) >1- X" ' ( x " — 7 ' ) -
(x "' — x' ) -l- X"" — y ) - X" ' ( x" ' — x-) — 0

X" (r " — . r>) — L" (x" — x ) -4 - X'" ( 2 "̂ - - ' ) — L"

(x '" -— x' ) -l- X"" — 2') — L"" (x" " — xl) --- 0

X" (r " - r') — L" — Z'O -l- — T' ) — 27"
— ^ > -4- X"" ( r"" -2 ' ) — L"" — c»

25 ) Man steht hieraus , wie man verfahren müßte , wenn man die

Bedingungen des Gleichgewichts einer gewissen an einer « »biegsamen

Stange oder Hebel angebrachten Zahl von Körpern finden wollte . Ueber-

Haupt leuchtet es ein , daß , damit die respektive Lage der Körper unver¬

ändert bleibe , die Distanzen der z ersten Körper unter einander beständig seyn

müssen , und daß eben dies derFall auch mit jedem der andern Körpern von

M diesen



diesen dreien sey, indem die Lage eines Punkts allezeit durch die Distan¬
zen von Zandern gegebenen Punkten bestimmt ist. Für jeden neuen Kör¬
per, den man noch auf dem Hebel anbringt, hat man also dieselben
Schlüsse und dasselbe Verfahren anzuwenden, als (23) in Ansehung des
4ten Körpers geschehen ist; jeder derselben veranlaßt Z neue Gleichungen,
so daß die Hauptgleichungen an Zahl immer denen beyZ Körpern gleich
find; auch haben sie die nämliche Form, wie die(24) gefundenen.

Ueberdies lassen sich diese Gleichungen offenbar auf diejenigen brin¬
gen, welche wir (Z Abschn. z , 6.) überhaupt für' s Gleichgewicht eines
gewissen freyen Systems gefunden haben. Denn da wegen der Unbkeg-
samkeit der Stange die Entfernungen der Körper von einander unverän¬
derlich sind; so folgt daraus , daß das Gleichgewicht statt finden muß,
wenn alle fortrückende und drehende Bewegungen aufgehoben worden find.
Man hätte also durch diese einzige Betrachtung das vorhergehende Pro¬
blem nach den Formeln der angeführten Artikel auflösen können; wir hiel¬
ten es aber nicht für unnütz, eine direkte und aus den besondern Bedingun¬
gen der Aufgabe gezogene Auflösung davon zu geben.

r6 ) Wir wollen nun von neuem den Fall der Z durch eine Stange
Verbundenen Körper betrachten und annehmen, sie sey in dem Punkt,
woriu sich der 2te Körper befindet, elastisch, so daß die Entfernungen
dieses Körpers vom ersten und letzten beständig seyen, der Winkel aber,
der durch die Linie dieser Entfernungen gebildet wird, sey veränderlich,
und die Wärkling der Elasticität bestehe darin, diesen Winkel größer zu
machen, und folglich den äußern durch eine der Seiten und die verlängerte
andere gemachten Winket zu verkleinern. >

Wir wollen die Kraft der Elasticität ki nennen, und der äussere
Winkel, nachdem fie sich würksam beweiset, seye; so ist leicht zu schließen,
was wir im rten Abschnitt festgesetzt haben, daß das Moment der Kraft
L durch kcie ausgedrückt werden müsse, so daß die Summe der Momente
aller Kräfte des Systems sey:

4- 4- -i- X" c1x" 4- 4- ^
<Zx"/ 4 " 4- L^ cir'" 4 - Lös

Die



Die Bedingungen der Aufgabe sind hier die nemlichen, als (11̂ ,

d. h. 65 ------- o und 6Z ------ o ; folglich hat man folgende allgemeine

Gleichung für's Gleichgewicht:
X' llx' -4-^ 6^ -t- L' llr" ^ X" 6x" -r- L" 6r" 4- X"5

4" -l- -t- Lc!e -k- x6s ztllZ--- o.

Man hat also nur die Werthe von äe.6k, äg zu substituiren, die von 6t

und 6g sind dieselben als in ( n ) ; und um den Werth von 6e zu finden;

so bemerke man, daß in dem Dreyeck, dessenz Seiten 5, Z. ll, sind(ao)

der der Seite Kentgegengesetzte Winkel iSo" — « ist, so daß man Nach
^ - ^2

dem bekannten Theorem hat Lot e ------- - -—— » woraus man
2lß

durch die Differentiation den Werth von 6e zieht. Man hat aber nach

den Bedingungen der Aufgabe65--^ - o und äß --- -- o; man braucht

daher nur e und k als veränderlich anzunehmen, welches giebt

6e ------- . Substktukrt man nun diesen Werth in der vor-
l ^ un. e

hergehenden Gleichung; so ist klar, daß sie dieselbe Form bekommen wirb,

als die.allgemeine Gleichung für's Gleichgewicht in dem Falle (ro) , wenn

man nur in diesero Die besondern Gleichungen sind

folglich in beiden Fällen einerley, nur mit dem Unterschied, daß in (20)

die Größe ? unbestimmt ist, und folglich weggeschast werden muß; da im

gegenwärtigen Falle diese Größe völlig bekannt ist, und man nur die 2

unbestimmten Größenx, ^ wegzuschaffen hat , so daß eine Hauptgleichung
mehr übrig bleiben muß, als im angeführten Falle, d. h. 7 Hauptglei-

chungen anstatt 6. Da aber nichts hindert, die Größe v mag bekannt

oder nicht seyn, sie nebst den beiden andernX, wegzuschaffen, so ist klar,

daß man auch im gegenwärtigen Falle dieselben Gleichungen hat, die

(21, 22) gefunden worden sind, und um die 7te zu finden, hat man nur

X. in den Z erstern und ^ in den z letzter» der 9 besondern Gleichungen
M 2 (21)



(ri ) wegzuschaffen, und für r seinen Werth zu substituiren.

27 ) Hätte man übrigens in dem Werthe von 6ß nickt 65  und 6ß -- 0
setzen wollen ; so würde man einen Ausdruck von der Form

K6K
— — »i- ^65 -ch - Lag bekommen haben , wo und

8 Funktionen von 5, Z. K ün e find » alsdenn wurden die Z Glieder 86e

-5- -61 -t - > 6z der allgemeinen Gleichung sich in
Lii

-77—-- äk -4- (btV 6k -r- ( 88 -1- 6s verwandelt haben; aber
t A lm. e

- . und /« sind 2 unbestimmte Größen , man kann also offenbar an ihre

Stelle - — 8 ^ , /« — 88 ; setzen , wodurck) die vorgegebene Große

sich in
8 !r

- —-— - 6ir - 65 ^- /r6Z verwandelt, eben so als wenn k und Z in dem
kßlm . e
Ausdruck von 6e beständig gewesen wären.

28 ) Wären mehrere Körper unter einander dnrch elastische Ruthen

verbunden ; so fände man auf gleiche Art die für ' s Gleichgewicht dieser

Körper nöthige Gleichungen und überhaupt giebt unsre Methode allezeit

mit eben der Leichtigkeit die Bedingungen des Gleichgewichts eines Sy¬

stems von Körpern , die auf eine gewisse Art unter einander verbunden

sind , und von gewissen beliebigen äusser » Kräften getrieben werden , an

die Hand . Der Calkul geht , wie man siehet , immer einen Weg , und

das hat man in der That unter die ersten Vorzüge dieser Methode zu

rechnen.
§. Hl.

Vom Gleichgewicht eines Fadens , wovon alle Punkte von gewissen
Kräften gezogen werden , und den man entweder vollkommen biegsam oder

unbiegsam , oder elastisch und zugleich ausdehnbar oder nicht annimmt.
29)



29 ) ist hier der Ort die Methode anzuwenden , die wir im 4ten

Abschn . 9 u . f. vorgetragen haben.

Wir wollen um mehrerer Einfachheit willen immer voraussetzen,

alle äussere auf jeden Punkt des Fadens würkende Kräfte seyen auf Z

X, X,L gebracht , die nach den rechtwinklichten Coordinaten x, r dieses

Punkts ihre Richtungen hätten . Nennen wir daher 6w das Element deS

Fadens ; so haben wir für die Summe der Momente aller dieser Kräfte

in Ansehung der ganzen Länge des Fadens diese Zntegralformel

siZ. Art.) 4. :
f ( XSx  X -kx r . Fr ) äm.

zo ) Wir wollen den Fall eines vollkommen biegsamen und nnaus«

dehnbaren Fadens betrachten ; nennen wir äs das Element der krummen

Liaie dieses Fadens , das durch säx ^ -r- -i - ausgedrückt

wird ; so muß wegen der Bedingung der Unausdehnbarkeit äs eine unver¬

änderliche Größe seyn , und folglich hatte man in Ansehung jedes Elements

des Fadens diese unbestimmte Bedingungsgleichung <täs ------- o.

Multiplrcirt mau daher säz durch eine unbestimmte Größe ö. und

nimmt das ganze Integrale ; so hat man 8 ^ <iäs ; und ist weiter keine Be¬

dingungsgleichung vorhanden ; so hat man die allgemeine Gleichung des

Gleichgewichts , wenn man die Summe der eben gefundenen Inte¬

graleo  setzt.

Da nun äs ^ -t- äz^ -t- är^

so bekömmt man , wenn man nach 8 disserenliirt
äxiiäx >t- är -tär

, Läx^ , -.clv , » äär ,

folglich 8XZäs ---- 8 n *) <iäx ' t- 8 -lä / -ch 8 <iär;

*) Im französischen ficht hier 8 »äx M.
äx
M 3

Aendert



Aenbert man nun in um und integrirt thcilweife um 6 vor <t
wegzubringen, nach denen(4. Abschn. 17. ) gegebenen Regeln; so erhalt
man, ( wenn man wie im angeführten Orte mit einem Strich die Größen
bezeichnet, die sich auf den Anfang der ganzen durch8 angedenketen In¬
tegrale beziehen, und durch 2 Striche die sich auf das Ende derselben
beziehen. M .) :

Xcix , X"äx" , ^ äx' ,8 — §äx ---- - —- öx" .- -ix'äs äs" ' äs'

-.6/ X"äy" ^8 —— ä̂v -- -- —- - -äs

05

65"
ä" är"

äs"

äs^

8ä —- »s» -iv,65

8ä ^ -k-äs '

<ir" — — 8ä - — -t»
05 ' äs

(Im gegenwärtigen Falle ist nämlich

>5L ( 4 Abschn. 17.)
^äx .̂ä/—7—oder -— oder- --
äs U5 «5

.̂' äx^ ^ ä^^
---- —— oder——- oder- 7- 7äx^ äs« äs«

4L" X" äx" -." ä^" X"är'^
oder —oder - ,äs««clx" äs"

und es ist immer
8Qö -lx ----- LL" Sx" -— — 8 >) xäQ  M -)

Die allgemeine Gleichung für' ö Gleichgewicht wird also:
( 8 ( X»x -t- L»r) äm

-." äx" , Läx^ , , , -.äx
^ - - Sx" - - x̂' — 8ä. — Sx

äs" äs' 65



ä" 6r" „§r"
6e^

—— — 86. — »r
6ê 0!

s sf xäm 6x /

( 2,6m — 6. -̂ - ^ »2n -!-

-." 6x"

M .)

6s"

X̂ 6x^

sx"

»x^ -

// / 6v " 6r"

6«" ^ 63" ^

17 ^ - - <5- »' ) -- 0.
6»r 6^ 6^

Zi ) Man setze nun nach ( 4. Abschli. I8 -) die Coefficienten von »X,
»runter dem Zeichen8 — 0;  so bekommt man folgendeZ besondere

unbestimmte Gleichungenr
-.6x

X6m — 6. —-- - -- 0,
6r

Xöm - ä . ^6s

2,6m — 6.
-.62
6r

0,

0.

Schafft

x" 6x"
*) Im Original steht hier — — »r " . M.

65"

**) Hier ist wieder als «in Druckfehler—̂— statt —----. »r^ im franjö-
6r.̂ 6r^

fischen. M.



Schasst man hieraus die unbestimmte Größe -. weg; so blechen noch
L Gleichungen übrig, die dazu dienen, die krumme Linie des Fadens zu
bestimmen.

Diese Wegschaffung kann aber auf eine sehr leichte Art geschehen,
denn man braucht nur die vorhergehenden Gleichungen zu integreren; so
erhält man folgende:

-.«ix
cls ---- -t- sXäm

- - — L ^ sLämÜL
wo 8, c , beliebige beständige Größen sind.

Wirst man nun hieraus ( nach der schon oft gebrauchten Me¬
thode. M ) weg; so hat man

6^ 8 -l- sX«im
rix ^ "i' fXcim
Zr _ L f?.6m
lix ^ fXcim

welche Gleichungen mit den bekannten Formeln der Kettenlinie überein¬
kommen.

zu) Will man direkte zu reinen Differentialgleichungen, worin das
Zeichens nicht vorkomme, gelangen; so bringe mqn die gefundenen Glei¬
chungen auf folgende Forme:

, «ix , äx



97
, , 6rL6m — .̂6. —

6s
^ 626 .̂ —— o

6s

woraus man durch Wegschaffung von 6)t folgende beide Gleichungen
ziehet:

— X6x ff6 / 6x 6x 6v-

X62 — 2>6x k" 6r , 6x
6s 6s
6x 62

-1

6x , 6x 6v , 6v 6r . 62
o§ 6§ 02 u§ d§ d§

r- 6x^ 6v^ -I- 62^ 'l

- ' l. - s-
Multisilicirt man daher die vorhergehenden Gleichungen durch

6x 6^ 62
6s ' 6s ' 6s ; so ist

X6x 'iläzs 2.6r- —->— - - 6m — 6 .̂
6s

und man hat nur noch in dieser letzten Gleichung die aus den vorhergehen¬
den gezogene Werthe von^ zu subsiituiren»

Zg) Wir wollen nun die Glieder der allgemeinen Gleichung betrach¬
ten, die ausser dem Zeichen8 sind, und wir wollen zuerst annehmen, der
Faden sey völlig frey; in diesem Falle werden die Variationen Fx, <t>̂ ,
S2i und Fx" *) , Sy", 62", die sich auf die beiden äusser» Punkte des Fa¬
dens beziehen, unbestimmt und willkührlich seyn, folglich muß jedes Glied,
worin eine dieser Variationen vorkömmt, an und für sich----- 0 seyn.
Man hat folglich — o, ^ ^^ 0; d. h. der Werth von muß im An¬
fang und am Ende desFadens- -0seyn. Man erfüllet diese Bedingung durch

bestän-
*- Im  Original steht hier statt§x", Sr". M.

N
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beständige Größen . Die Z ersten Integralgleichungen ( zr ) aber geben
für den ersten Punkt des Fadens , wo die Größen , die ein 5vor sich ha¬ben — o werden

X 6̂x> _ ^ x 6̂ )!^ _ X>6r/ c,

und für den letzten Punkt des Fadens , wo t sich in 8 verwandelt:
X" 6x"

--- -i - 8X6m,6r"

x" 6^ "

X"6r"
6r"

— 6 -4- 8X6m,

L >4- 82 .6m.

Man hat also im gegenwärtigen Falle
— o,L — o,

8X6m — o . 8X6m — o , 82 .6m — o.

Diese z letzter» Gleichungen kommen, wie man steht , mit den Z er¬
sten ( 12) überein.

Z4) Wir wollen nun 2tens annehmen , der Faden sey mit einem
feiner Enden oder mit allen beiden fest. Ist der Arven mit dem ersten sei-
ner Enden fest ; so sind die Variationen -ix/, ^ — o , und man hat nur
die Coeffieienten von <lx" , Sy" , -tr " , auch — 0 zu fetzen, d. h. man muß
X" — 0 machen. Aus gleicher Ursache hat man , wenn das 2te Ende fest
ist — o. Wären aber beide Enden zugleich fest ; so hätte man keine
besondere Bedingung zu erfüllen , indem in diesem Falle die Variationen
-ixh -k)^ , <lr ^ Fx" , Sr" insgesammt — 0 wären.

85) Gefetzt nun ztens die Enden des Fadens wären an krumme
Linien oder Flachen fest gemacht , und ste könntet! der Länge derselben nach

.frey wegrutschen ; 6r ^ »^6x^ -4- b^6^ ,̂ 6r " ---- s" 6x" -4- d" 6^"
seyen z. B . die Differentialgleichungen der Flächen , woran der erste und

letzte

,

i
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letzte Punkt des Fadens fest gemacht sey; so erhält man , wenn man statt
6 F setzt

— s/ <lx^ >ch< är " " s " ^x"

Man substituire - daher diese Werthe in den vorgegebenen Glieder»
wie vorhin und setze darauf die Coefficienten von <lx ,̂ ^ o.

Ueberhaupt aber behandle man den Theil , der ausserhalb des Zei¬
chens in der allgemeinen Gleichung für ' s Gleichgewicht sich befindet , eben
so, als wenn er allein stünde, und die Gleichung fürs Gleichgewicht zweier
Körper vorstellte , die von einander getrennet und an den Enden des Fa¬
dens fest wären»

z6 ) Wir wollen setzen, der Faden sey z. B . mit seinen 2 Enden
an den äussersten Enden eines um einen festen Punkt beweglichen Hebels
fest gemacht. Es seyen » , b , c die Z rechtwinkligen Coordinaten , die
im Raume die Lage dieses festen Punkts , d. h. des Ruhepunkts des He¬
bels bestimmen, und es sey ferner k die Distanz zwischen diesem Rvhepunkt
und dem Ende des Hebels , woran das erste Ende des Fadens festgemacht
ist , Z die Distanz zwischen eben diesem Ruhepunkr und dem andern Ende
des Hebels , woran das rte Ende des Fadens fest gemacht ist , li die Di¬
stanz zwischen den beiden Enden des Hebels , und folglich auch zwischen den
beiden Enden des Fadens ; so ist klar , daß diese 6 Größen ». b, c. k, x h,
durch die Natur des Problems gegeben sind. Zugleich sieht man , daß,
wenn x .̂ die Coordinaten für den Anfang der Krümmung dech Fa¬
dens und x" , r " die Coordinaten für das Ende eben dieser Krüm¬
mung sind , man hat

f --- - - ss" s ( s — x> ) ° -l- ( b — -j- ( e - -

_x " ) ° - i- ( k

Ir -- -- - ^ s ( x" -j - (2//  —

Diese Größen k, ß, K, aber sind unveränderlich , dissereiitkirt man
also nach so erhält man diese z bestimmte Bedingungsgleichungen:

N s ('s —



ISO

/

( » — x>) ^ 4 - ( d — 7 )̂ S)'/ ^ ( e — ----- v
(s — x" ) Sx" ( k — 7 " ^ 67 " -t- (c — 2" ) ör " -------- 0

(x " — x/) (Sx" — Sx>) ( 7 " — 7O ^ (L' —̂ L<) ( 2̂"
— ,S2<0.

Man multiplicire jede durch einen unbestimmten Coefstnenten und
addire sie zur allgemeinen Gleichung für ' s Gleichgewicht. Nimmt man
alsdann «. /?. 7 für diese z Coefft'cienten an , und setzt die Coefsicieiiteir
der 6 Variationen öx ,̂ §x" . S7" , -t,." — 0 ; so erhält man eben-
foviele besondere bestimmte Gleichungen , als:

cix^

« ( d — 7, ) — 7 ( 7 " — 70 - ^ 7-

F ( » — x" ) -l- 7 <x" - x^) -^7

^ ( b — 7 " ) ^ v ( 7 " — 70 ^

S ( ° — r " ) 7 O " — - ' ) 4 - -n - -os"

k»

0

welche durch Wegschajsiung der «, /?, 7 sich auf Z bringen lasten.

Verbindet man hierauf diese z Gleichungen mit den obigen Z Be¬
dingungsgleichungen ; so ist man im Stande die Lage des Hebels zu be¬
stimmen . Man wird hieraus leicht abnehmen können , wie man sich in
ähnlichen Fallen zu verhalten habe. '

Z7) Gäbe es überdies noch ausser den Kräften , die jeden Punkt des
Fadens ziehen , besondere an den beiden Enden des Fadens angebrachte,

und



«nb durch X/, x ,̂ für das erste Ende des Fadens, und durchX" , X",
2." für das letzte Ende desselben vorgestellte Kräfte; so gaben diese Kräfte
die Momente:

X^ x^ x ^ x^ ^ 2/ ^ ^ X" ^x" ^ X" <ix" -r- L" Sr"
und man müßte diese Größe noch znm ersten Glied der allgemeinen Glei¬
chung für's Gleichgewicht hi'nzuaddirenj, nehmlich zu dem Theil der ausser
dem Zeichen ist, und der dadurch wird:

Mit diesem Ausdruck würde man in den verschiedenen Fällen, wie
wir eben gesehen haben, so verfahre», wie in den vorhergehendenAr¬
tikeln.

z8) Man nehme setzt an, der in allen seinen Punkten durch diesel¬
ben Kräfte X, X, 2. getriebene und noch überdies durch die Kräfte X ,̂ X ,̂
2?, X", X", 2." an seinen beiden Enden gezogene Faden, solle auf einer
gegebenen krummen Flache liegen, deren Gleichung clr-̂ xllx »b- ^6/
sey, und man verlange die Figur und Lage dieses Fadens zu wisse», wenn
er im Gleichgewicht seyn soll.

Diese Aufgabe, die vielleicht nach den gewöhnlichen Grundsätzen der
Mechanik sehr schwer zu behandle» seyn würde, wird durch unsre Methode
und Formeln leicht aufgelöst. Denn verändert man 6 in -i ; so wird aus
der Gleichung der gegebenen Fläche är ^ xöx -i- ^ ; man hat also
nur diesen Werth von in den Gliedern, die sich unter dem Zeichen der
allgemeinen Gleichung für's Gleichgewicht des Fadens befinden, lZv) Ul
substituiren, und hernach die Größen, worin öxund ^ vorkommen—o
zu setzen. Hicdurch gelangt man zu folgenden beiden unbestimmten Glei¬
chungen:

N S
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ivr

Xäm 1 xäx , Xcir>
ä . -z— >4- r> ( Läm — ä . — )

äs äs >

X,äm— 6. —̂ -4- ^ (Läm — ä. ^-- 0
äs äs >

welche dazu dienen , die Krümmung des Fadens zu bestimmen , indem
man sie mit der Gleichung der Flache är — xcix -4 , ^ verbindet , und
die unbestimmte Große wegschast.

zy ) Da man ferner voraussetzt , der Faden sey mit seiner ganzen
Lange an diese Fläche fest; so hat man auch für seine beiden äussersten
Punkte:

>4 - ör " — P" ^x" »4 -

Man substiluire daher auch diese Werthe in die Glieder , die sich

ausserhalb des Zeichens der allgemeinen Gleichung befinden , oder vielmehr
.in der (Z7) gegebenen Formel , worin man auch auf die Kräfte etc.

Rücksicht genommen hat , hierauf aber setze man die Größen , wovon jede
der übrigen 4 Variationen Sx ,̂ ckx" , <iy " vorkommen ^ o , wodurch
man diese 4 neuen bestimmten Gleichungen erhält:

ö/äx / ->är/>

— 4 . ( ^ -

X" -I- (L " -4

X" -4 »4 ( 2,^̂ »4 äs"

wozu man noch gewisse;beständige Grüßen addiren muß.

40) 2lber anstatt , wie wir eben gethan haben , den Werth von -lr
in Sx und den man aus der Gleichung §2 — x»ix — <1-5/ — 0 gezos

gcu



gen hat/ z« fubstituiren; könnte man eben diese Gleichung als eine neue
unbestimmte Bedingungsgleichnng ansehen, alsdann mußte man diese
Gleichung durch einen andern unbestimmten Coefstcienten multipliciren,
das ganze Integrale davon nehmen, und zur allgemeinen Gleichung des
Gleichgewichts addiren(zo).

Hiedurch wird der Theil unter dem.Zeichen
, 1 .̂clx , . -.äv

-8 s ( Xöm — ci. —- <5x -r- ( Xstm— 6.

-t- ( 2,äm — ä. ——--4- Frlos

und man erhält also sogleich dieseZ unbestimmte Gleichungen:

Xöm
>lcix

- s. ^ - - k - °

— ä. —- — ^clz

welche durch Wegschaffung der Größe /t die(Z8) gefundene Gleichungen
geben. Diese letztern aber haben noch den Vortheil zugleich den Druck
zu erkennen zu geben, den jedes Element des Fadens auf die Flache nach
der ( 4 Abschn. 7.) gegebenen Theorie ausübt. .

41) In der That ist es leicht aus dieser Theorie herzuleiten, daß
die Glieder^ — p-tx — 4̂ , die aus der Bedingungsgleichnng<tr —
x<?x — 4^ 0 entspringen, die Wärkung einer Kraft — ( i -i- x-
>4- 4 )̂ andeuten können, die an jedem Element cim des Fadens in einer
aus der Oberfläche, deren Gleichung ist -ir — x-tx — 4^ — 0 oder viel¬
mehr — pcix— qcî —0 d. h. auf derselben Oberfläche, worauf wir
den Faden liegend angenommen haben, senkrechten Richtung. Diese Flä¬
che thut daher die Würkung der erwähnten Kraft, die folglich dem durch den

Faden
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Faden auf eben dieser Flache ausgeübten Drucke gleich und entgegengesetzt
ist ( 4 Abschn. 8 . ). Der Druck jedes Punkts des Fadens wird daher

(i 4. g-)
oder wenn man die Werthe von -r

die aus den obigen Gleichungen gezogen werden , substituirt

.Eben diese Schlüsse wird man bei dem Theile der allgemeinen Glei¬

chung anwenden , die ausser dem Zeichen 8 ist , und man wird auch den

vorhergehenden analoge Folgerungen daraus ziehen. ,

4>L) Bisher haben wir angenommen , der Faden sey unansdehnbar;

jezt wollen wir ihn , als elastisch und der Ausdehnung und Zusammen-

ziehung fähig betrachten . Es sey daher 5 die Kraft , womit jedes Ele¬
ment der Krümmung des Fadens sich zusammenzuziehen strebt ; als¬

dann erhält man wie ( ig ) (indem man 6» an die Stelle von si setzt, und
ä in umändert ) k-llls für das Moment dieser Kraft und 8l -ich für

die Summe der Momente aller Zusammenziehungskräfte , die auf die ganze

Länge des Fadens würben . Man addire daher dieses Integrale

zu dem Integrale 8 ( X-lx -j- ^ -i- Lär ) , welches die Summe der Mo¬
mente aller aussern Kräfte ausdruckt , die auf den Faden würken ( 29 ) .

Setzt man nun das Ganze --- -- 0 ; so erhält man die allgemeine Gleichung
sür ' s Gleichgewicht des elastischen Fadens.

Man siehet aber leicht , daß diese Gleichung von derselben Form

seyn wird , als die ( go ) für den Fall eines unausdehnbaren Fadens , und

daß , wenn man k in verwandelt , die beiden Gleichungen sogar einerley
werden werden . Man hat daher im gegenwärtigen Falle dieselben beson¬

dern Gleichungen für s Gleichgewicht des Fadens , als man in dem Falle

(zi ) gefunden hat , wen » man nur in dieser k an die Stelle des z. sitzt.
Da aber die Größe k als bekannt vorausgesetzt wird ; so hat man nicht

nöthig



nöthig sie tvegznschaffen ; inan hat also hier eine Gleichung mehr fübs

Gleichgewicht des Fadens als im angeführten Falle ; weil aber sonst die

Wegschaffung einer Größe allezeit erlaubt ist ; so folgt hieraus , daß die

aus dieser Wegschaffmig entspringenden Gleichungen gleichfäls bey einem

unausdehnbaren Faden sowie bey einem ausdehnbaren und elastischen statt

sinden werden.

Man kann hieraus den Schluß ziehen , daß die unbestimmte Größe

der Auflösung (Zi) , eigentlich nur die Kraft ausdrückt , womit jedes

Element des Fadens der Wärkung der anssern Kräfte widersteht , die ihn

zu verlängern streben , d. h . was man gewöhnlich Spannung des Fadens

nennet . Eben dies hatte man auch direkte durch die Theorie ( g. Abschn . 7 . )

sinden können , so wie wir dies in Ansehung des durch den Faden auf eine

Fläche ausgeübten Drucks gethan haben ( 41 ).

4 ? ) Man setze jetzt von neuem , der Faden sey unansdehnbar , aber

anstatt ihn zugleich als vollkommen biegsam , wie bisher geschehen ist, an¬

zusehen , setze man , er sey elastisch , so daß er in jedem Punkte eine Kraft

habe , die ich nennen will , die sich der Eiegnng des Fadens entgegen - ^

setze, . und die folglich strebt den Perührungswinkel zu vermindern . Nen¬

nen wir diesen Winkel e ; so haben wir wie ( 26 ) ( wenn wir nur ll in

umändern ) LSe für das Moment jeder Kraft b>, folglich ist 8bcke die

Summe der Momente aller Kräfte der Elasticität , die in der ganzen Länge

bes Fadens winken , welche folglich zum ersten Gliede der allgemeinen

Gleichung fü ' rö Gleichgewicht , in dem Falle , daß der Faden unausdehn-

bar lind vollkommen biegsam sey ( zo ) hinzuaddirt werden muß . Die

ganze Schwierigkeit besteht also darin , das Integrale 8b ^e auf eine schick¬

liche Form zu bringe » ; in dieser Absicht suche man zuerst den Werth

vone;

„ Wir haben aber (26 ) gefunden, daß
—k - '

Los. .

O woraus

1



rs 6

Woraus man zieht

( da s i — Lo5^ e ------
(k - 4- x - — b- ) ^)2-^8

M.

4 ^ 8^ — ( 5 ^ 4 - 8° —
4^

Um diese Formel auf den gegenwärtigen Fall anzuwenden , hat man
nur nöthig zu bemerken, daß die Coordinaten x/, y/, r>, x" , r " , x" ,̂
^/// , ^/// wodurch wir die Größen s, Z. k ( H / 20) ausgedrückt haben,
sich M x, ^, 2 ; x 4- 6x , ^ 4 - 6/ , r 4^ 62 ; x, 4- s6x 4 - 6 ^x , )' 4 -
sä ^ 4- 6^ , 2 4- a6r 4- 6° r ; hier verwandeln so daß man hat

f2 «-  ßx ^ 4^ 4 ^ ^^2 - 65  2

A.2 ( 6x 4 - 6^ 2 4 ( c!^ 4 - 6 " ^ ) 2 4 . ( 62 4 » 62 7) ^
----- - äx ^ -b 6)»2 4 - 6r2 4 - 2 ( 6x6̂2 X 4 ^ 6^ 624 - 6262 -4 - 6^ ^

4 - 6^ )?2 4 , Z2^2
—- 6r^ 4 - 2 656 «̂ 4 - 6^x2 4- 6^^2 4 . 42 .

- ----- ( 2 6x 4 ->6^ x4 - ^2 6^ 4- )° 4 - ( 2 6r 4 - 2 ) 2
-̂- - - 465 ^ 4 - 46 d6^ 5 4 - 62 x2 4 - 62 ^ 2 >4- 6222

folglich s2 4 - — ^ 2 — 2 6->2 — 2 6rö2s

Und 4 52^2 ( s2 4_- »2 —. ^ 2̂ 2 —, Z6z ' 62§ 4- 4 6j2
4 « 6° ^2 4 , ẑ- ^2^ — 4 ( 6x2 4- 6«62z)2

------ 4 6^2 ( ß2 x^ 4 - ß2 ^ 2 4 , ß2 ^^2 - 6° §2^
62 x^ ^ 62 ^2 4 . ^2 ^2 — <Z 2̂ 2

— > ^folglich lm ° e

Da diefer Werth von lin ^ e ein unendlich kleines von der 2ten Ord¬
nung ist ; so folgt daraus , daß lm ^ und daher auch der Winkel e ein un¬
endlich kleines iter Ordnung sey; so daß



^6 - x ° 4 - 6° v ° 4 - 6 ° r ° - 6° s'
e - -- — - — — - , ^

6r

And dies ist der Ausdruck für den Berührungswinkel e in einer krummen

Linie von doppelter Krümmung.

4 .4) Man differentiire jetzt nach -l , um den Werth von -5e zu erhal¬
ten , und da man vermöge der Bedingung der Una usdehnbarkeit des Fa¬

dens schon hat <l6« — o (.21 / und folglich auch 6-l68 — -l6° 8 — o ; so kann

man bey der eben genannten Differentiation eis und 6°s als beständig an¬

nehmen ; auf diese Art erhält man

6° xE x -ff 6° /46 ° / -ff

6§/ ^ ( 6° -ch6° / ° 4- 6°L°)

Substituirt man diesen Werth von Fe in 8^ e und man fetzt-Kurze

halber L

^ ^ cis ^" ( 6^x ° 4 ^ 6°/ °" ^ 6° — 6^ 8°)

so hat man

LLöe -- 8 l 6°x -lä ° x 4 - 8 lä ° / -l 6°/ ' -r- 8 l 6^ 2 -l6°r.

Behandelt man diese Ausdrücke nach den gegebenen Regeln ( 4 AS-

fchn. 17 . ) , indem man zuerst ää in 6F verwandelt , und theilweife her¬

nach integrirt um 6 vor ^ wegzuschaffen; so erhalt man folgende verän¬
derte Gleichungen:

8 ) 6^x -l 6°x -- ) " 6°x" 6 -lx" — 6. ( ) " 6°x " ) -lx"

— ffä - x/ä -kx/ 4 - 6 (ff 6 °x )̂ x̂> 4 - 86 - ( ) 6 °x) -lx

^ — ä.

— ^ 6 ° / ^6 -s/ ^ -t- 6 ( )^6 °^ ) ^ 4 * 86 ° ( ) 6 °/ ) F)r

8 ) 6^-i ^ 6 °L — Z" 6 °r " 6Fr " — 6. 0 " u° r " ) ^ "

4 - 6. ( ^ 6 ° ^ ) ^ 4- 86 ° (46 °2 ) S2.

O 2 Man



Man abdire daher diese verschiedenen Glieberzu denen, die das erste'
Glied der allgemeinen Gleichung des Gleichgewichts(zo) ausmachen; und
«ran erhält die Gleichung für's Gleichgewicht eines unauödehnbaren und
elastischen Fadens.

45) Setzt man die Coefficienten der Variationen-ix, die sich
unter dem Zeichen8 befinden— 0; so erhalt man dieseZ unbestimmten
Gleichungen:

— ä —— -s' O ^ x ) — 0cis

Mm — -i-  ä - ( Zä-y ) - - ocir

— ä -i- --- 0

woraus man die unbestimmte Größe ii wegschaffen irmst, welches fie auf
2 bringt , die dazu hinreichen , die Krümmung deS Fadens zu bestimmen.

Die erste Integration giebt
.̂cix

clr

ä »s« fXllm

Z - - k 4- lXäm

^ - 6 Uä ---)

-- ZOä --r) — Ocis -

wo ä. ll, e gewisse beliebige beständige Grössen find; bringt manä weg;
so hat man

stxä. - 6yä. ( Z4°x) --- sä 'l- lXclmssö^
— s g -x- sXllmf 6x

ssxä. ( ) — ärL ( fä °x) — sä lXäivf ör
sL 4- lLcimf llx



(I6 *r ) — ära . ( 16^ ) — sk -k- 7X6m ^ 62
— s 0 4" l 26m ^ 6,v;

Wovon die lehte Gleichung in den Leiden erjlern schon enthalten ist.

Diese Gleichungen sind von neuem integrabel und man erhält dadurch

7 ( 6x6*zr — 6zi6̂ x) --- k 4̂- 7s ^ -t- 7 X6m7 6z?
— 7 s8 -4" 5X6m7 6x

Z 7 (6x6 ^2— 6r6 *x ) — g- 4-1  s ^ 4- 7x 6m7 62
- — 5 sO -4- s 26m ^ 6x

I ( 6^ 6°2 — 6r6 ^ ) --- » ^ 7 sk ^ 7X6m ) 62
—  7 so 4- 726 m ) 6zr

kvob, O, 7l^ neue beständige Größen sind.

Wir haben aber ( 44 ) angenommen

l' ^ ^ 6«^ ( 6-x - ^- 6 -), - ^ — 6^ - ) '

Das Quadrat des Nenners dieser Größe ist

_  6r2 sä2 x2 ä2 ^2 cis L2n - 6 2̂ 62 52

—-  s6x - 4- 6zi- är- 7 s6 - X- -x. 6- ^ 6- ^7 — s6xä - X

-4- 6z?6- zr »4» 6r6-

----- ( 6x6 - ^ . 6 ^ 6- x )- -r- (6x6-  X — 6r6- X) - >4- ( 6^6- r

- —— 62 6? ^ )- .

Addirt man also die Quadrate der Z vorhergehenden Gleichungen^

so bekommt man
L- -- s? -7- 5 ( ^ ^ 7X6m) ^ — 7 ( 8 ^ 7V6m) 6x7-

-4̂ s 6 »T' ss ^ -i" 7X6m 7 62 —- 7 ( 0 ^ 7 26m ) 6x)-

>4- ( 74-4- 7( 8 4^ 7X6w ) 62 »— 7( 0 4^ 7L6m) 6^ -̂

O Z «nd



no

And dividirt man zwei dieser Gleichungen mit einander ; so erhält man
folgende , worin die Elasticität L nicht mehr vorkömmt:

äxä - r ä - 6- x 6 l -i- sXäm) är — 5(6 -t- s'Lcim) llr
äxcl^ ^ -x k ( ^ ->- 1 Xctni) ci)5— lG Hcitn) cix

Diese beiden Gleichungen dienen auf die einfachste Art die elastische
Krümmung zu bestimmen, indem Kran anf die doppelte Krümmung Rück¬
sicht nimmt.

46 ) Wir wollen jetzt die Glieder der allgemeinen Gleichung betrach¬
ten , die ausserhalb des Zeichens 8 liegen ; sie sind

j" -." cix" -ix"
^ cî "

cis"

z."cir"

-- ä. ( s ä̂2 xO ^ ^ - ^ 62 x ĉi-ix/

ch( Ẑ 2
"l

ä2 ^
-t-

und mau muß sie unabhängig von den Werthen von -ix" , etc. ver¬

schwinden machen.

1) also , wenn der Faden völlig frey ist , müssen die Coefficienten
der 12 Größen Fx" , -ir " , ci<ix" . cläy" , ci-tr " , ööx ,̂

Z-t^ jeder ins besonders— 0 sey».

Aus



III

Aus den ersten Integralgleichungen (45 ) aber sieht man , daß wenn
man die Integrationen beim ersten Punkt des Fadens anfangen laßt , die

Coefsicienten öxss-iv ^ den Größen !>, (ü, gleich sind, und die Coef-
si'cien von öx" , werden, 4^ 8 Xllm, 8 -4- 8Xciw, <3 4 8Lcim.

Im gegenwärtigen Falle muß man also haben H — o, 8 — o. L —o und

8Xu,n ----- o , 8 xstm ----- 0 , LLllm ----- o» Es nruß aber auch seyn
P " cir x" --- -- o , ---- -  o , s " <i - - - --- 0 nnd.Pllr ------- 0,
Pci ^ o ^ P --- --- 0 bannt die Glieder , worin 64x" , ll-iv " , etc.

Vorkommen, verschwinden; auch ist klar , daß die rten Integralgleichun¬
gen ( 45) geben werdent ,

k ---: o , 6 ----- 0 , ------ 0; 8 ( s xöm . — 5 Xclm. äx) — 0.

8 ( l Xäm. — t Lllm. llx ) 77: 0 , 8 ( fXcim. 62 — kLäm. 6^) —0.

2) Wenn das erste Ende des Fadens fest ist; so ist

öx^ 777 o, — o , 777̂ 0;

folglich werden 8, 0 . nicht — o seyn; aber die Bedingung , daß die

Coefsicienten von -ix" , ô " , 777 o seyen, giebt ,
— — 8 Xllm

8 --- — 8Xch-r l

L — — 8 ^ c!m;

and wäre die Lage der Tangente gegen dieses Ende auch gegeben; so hätte
man ferner 6-lx/ ----- o , ---- o , ci4r̂ ------ o folglichk. 6 , kl nicht ^

----- v , aber die Bedingung , daß die Coefsicienten von ll/x",
äör" ----- o seyen, giebt

k ---- 8 f ( k -i- fXcim) '6x — 4- sXllm)

6 ----- 8 f (L 4 - s L6m ) ^ 4- fXcim) ßrs

L4----- 8 ffC 4 f 'Lstm) ß)5 — ( 8 4 - fXcim)

Eben diese Schlüsse wird man .in Ansehung des Zustandes des sten

Endes des Fadens machen können.

3) Gäbe



LI2

. z) Gäbe es Mich ausser den Kräften, die auf alle Punkte des Fa¬
dens wärkten, besondereX', X', Lh X", 2.", die an beiden Enden an¬

gebracht waren; so hätte man nur noch zu den abigen Gliedern folgende
hinzuzuaddiren

x ^̂ -i- X/ -d X"Fx" -t- X" -ty" ^

und waren noch andere Bedingungen die sich auf den Zustand dieser Enden
bezögen, vorhanden; so würde man immer auf dieselbe Art und nach ei¬
nerley Grundsätzen zu Werke gehen.

- 47) Wollte man, daß der Faden auf eine dedoppelte Art elastisch
-sey, nemlich sowohl.in Ansehung der Ausdehnbarkeit als in Ansehung
der Biegsamkeit; so Hätte man in der allgemeinen Gleichung des Gleich¬

gewichts anstatt des Glieds 8g.c!-k das Glied d. h. nur k statte,
wenn man k die Kraft der Elasticität nennt, die der Ausdehnung des Fa¬
dens widersteht(42). Allein in diesem Falle müßte man ausserdem noch
äs als veränderlich in der Ausdrückung von öa annehmen; folglich müßte
man zum Werth von -le (44) diese2 Glieder hinzuaddi'ren, worin ich

Kürze halber setze!/"( c!2 -i- Z- ^ ^ — st- z- )
<7-slls x

-7 — , — -- ,- ; zum Werth von 8 Läs eben dieses Ar-

tikels wurde man also die Glieder
Hcst;L -r ,8 -— -lä r,

<7ci8 Fä- 8 hinzuaddiren müssen, wovon das

letzte nach( 4 Abschn. 17.) so ausgedrückt werden kann:
L" ä2, " ^ Lall¬st-t 8ll. —-7- . kiclz;

a^ ci«^ ^ -reis

Zum Werthe von müssen also noch die Glieder

cke2>Fllr
Im stanz. Original steht—- ,—7- . welches offenbar falsch ist. m.

§äs .

x



)
hrnznaddirt werden . Das letzte Glied dieses Ausdrucks ist dem Gliede

8k -t c!« analog , und ist folglich ähnlicher Reduktionen fähig ; in Ansehung

der beiden andern hat man nur für 6 ^ « dosten Werth

äxäFx -r- 6vä ^ v ^ ärä <tr . ^
— :- -ä. .- - — substtturren , indem nian alle Bnchsta-

ben mit einem oder zweien Strichen bezeichnet. .

Hieraus ist leicht abzunehmen , daß man für die Auflösung des ge¬

genwärtigen Falles eben die Formeln erhalten wird als (zi , zr ) , wenn

man nur

k ä.
Lä - ü

oA s

L -r
an die Stelle des setzt, »nd zu den Coefficien-

ten die Größen w" äx" , «" 6^ " ,

s>/6x ,̂ addirt, wo «
)

48 ) Wir kommen endlich zu dem Fall , wo der Faden unansdehn-

bar und unbiegsam ist ; man erhält da für die Summe der Momente der

Kräfte dieselbe Integral - Formel als in dem Fall (zo)  nemlich

8 ( X-ix -h- Lkir ) äm ; endlich giebt die Bedingung , daß der

Faden nnausdehnbar sey , wie a» a . O . , ----- o und die der Unbieg-

ßrmkeit -te o , weil der Berührungswinkel unveränderlich seyn muß ;

aber diese beiden Bedingungen sind,in dem Falle , wo die krumrne Linie

von doppelter Krümmung ist , wie wir bald sehen werden , nicht zu¬

reichend.

49 ) Um die vorgegebene Frage auf die einfachste und direkteste Art

zu behandlcn ; so merke ach an , daß alles darauf hinausgeht , daß die

verschiedenen Punkte der Krümmung des Fadens unter einander immer
P ' einer-



einerley Distanzen behalten . Betrachtet man nun mehrere auf einander
folgende Punkte , deren Coordinaken seyen

x, 2, X 4  6x , ^ 4  ä/ , 2 4 c>2

x 4 2 x 4 6^ x, ^ 4  2 ^ 4 62 r 4  2 62 -r- ^2 r ; etc.
so ist klar , daß die Quadrate der Distanzen zwischen dem ersten dieser
Punkte und den folgenden durch die Größen cix̂ 4 6 ^^ 4 62° , ( räx
4  ä - x)- 6- ^ )r 4 - (262 4  6 '- r ) - , (z6x 4- z ä- X
4 - x) r 4 (3  6 y 4» Z6- ^ 4 ^ )r 4 (zä 24 z 6r 24

2)2 etc. ausgedrückt werden müssen.

Wir wollen Kürze halber setzen
4 cî - 4 ° 622

Zs x - 4 ^ 2 4 » 62 22 - ---- .S

Zz x2 4  6Z v2 4 g;
etc.

Alsdann wird aus den vorhergehenden Größen werben

-c, 4 « 4 2 6 « 4 /3, 9 « 4  96 « 49 /3 -4 Z ( 62 ^ — 2 F ) 4
zä ^ 4  v etc.

Die Variationen dieser Größen müssen daher im ganzen Umfange
der Krümmung — 0 seyn , wodurch man zu folgenden Gleichungen ge¬
langt:

F « —  o » 4 <t « -4 3 ö ü « 4 ° ö ,3 ----- o,

9 ö« 4  9 ^ 6 « 4 Zä /3 4  Z ^62 « 4 4  2 ^ : 0
etc.

Aber wenn — c>; so ist auch ä § « — 0 -

folglich auch ck/S— 0 und daher auch
ä- F« ----- öcir^ - --- o , ---- FäS - -- 0;

folglich ^7 — 0 ; u . s. w.
Die
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Die Bedingungsgleichungen für die Unausdehnbarkeit und Unbieg-

samkeit des Fadens sind also:

F« — 0, ^ — 0 , §7 — o , etc. d. h. wenn mau differentiirt und
in verwandelt:

st̂ xll ^<tx >-t- -5- o

6 ' xär <tx Zrrä ' -ir — o

etc. '

Es ist klar , baß man nur Z dieser Gleichungen nöthig hat , um die
Z Variationen -tx, zu bestimme» ; woraus man sogleich schließen
kann , daß wenn man den z ersten genug gethan hat , alle andere , die
man bis ins unendliche finden könnte, vor sich statt finden werden ; hievon

kann man sich auch durch den Kalkül selbst überzeugen , wie man unten
(ZZ ) sehen wird.

56 ) Man erhalt also durch unsre Methode diese allgemeine Glei¬
chung des Gleichgewichts:

0 - -- - - 8 (X § x Lör ) äm - b» 8a . ( llx6öx - b»

-I- ärä -lr ) -4» 8 ^ (ä ^xä ^ öx »b » ^ <sr ) -r- 8 v

(äZ xll ? Fx <̂-> öZ llZ räZ <tr)

welche durch die angezeigten Transformationen auf folgende Form sich brin¬
gen läßt:

---- -- 8 sx6m — ä ( xäx ) 's» är ( ^ ßr x ) —>öz ( vö ; x ) H -lx

»!» 8 fläm — 6 ä» ( inclr^ — Zz ( vci? -t/

-4- 8 sLßm — ä ( a.är) »l - ( ^ ß- ?) — ßz ( r-ö- 2 ) ^ eis

öx ^ — ä X» ) -s- ßr
P s »s-

o



-t - x" — Z x" ) ^ ci-tx ^ -k- v" c!r x" ä^ F

-I- s ^"^ " — 6 ( ^"ä - 7") 4- ä- ( x" )H

>!- s ^ cŝ — ch »s> zr" 6r

>!- sX" äx " —- ä ( /i" är r " ) »j» ä? ( v" äZ 2" ) ^ Fr"

»r- s ^" 6? L" — 6 ( v" ä ; 6 <Lr" -t- v" 6r L" är ^2",

— s ^ äx ^ — 6 ( ^ 62 x )̂ ä^ ( v̂ äZ x )̂ ^ <tx^

« — s ^ 6^ x^ — ä ( i/^ 3 xOI 6 -tx ^ — v^är x 6̂r ^ x^

— s >̂6 ^ — ä ( ^ ^6r ^ Zr ( ^<ß;

— s^ 6r — ä ssv̂ 6r

— st-./ ä x / — st ( ^ / str x/ ) ^ . str ( v/ st; L '̂) n <tr/

— st/l? str ^ / st ( -,/ st; r/ ) st st-lr / — r,/st; «lr<

Zi ) Seht man die Coefstcienten von öx, Sy, Fr unter dein Zeichen
8 - o ; so bekommt man folgende unbestimmte Z Gleichungen:

xstm — st ( -.stx ) ä ° ( t̂ä ^ x ) — st^ ( vst ^x ) — o

löst in — 6 ( ^ st^ ) -i- 1̂ ( ^ 62 ^) — st' (vä ' ^ — 0

Lstm — ä (> 62 ) -r- st̂ st^ st̂ r ) — st' ( - st̂ r ) — 0

welche Z unbestimmte Größen -., ^ enthalten , und daher nur da;n die-
neu diese z Größen zu bestimmen , so daß keine, unbestimmte iAleichung
zwischen den verschiedenen Kräften X, X, L, die man an alle Punkte der
Ruthe sich angebracht denkt, , statt findet.

Um die genannten Grössen zu bestimmen , ist es klar , daß man die
vorhergehenden Gleichungen integriren muß . Dies ist sehr leicht, und
man erhält folgende 5:



X 6m - - z>6x 6 ( r̂ 6° x ) — 6°' sv6 ^x ) — ^

kX6m -— ^6x -!- 6 ( ,u6°x ) — 6° ( v6 °x) ---- 8

f 26 m — .̂62 -k- 6 ( ^ 6 ° 2 ) — 6^ ( ^6^ 2)- — L

wo L, 8, L gewisse willkürliche beständige Größen sind.

Ich bemerke ferner , daß , wenn man die erstere durch 6/ oder 62

multiplicier, und davon die rte oder zte abzieht, nachdem man sie vorher

mit 6x multiplicirt hat , um ^ aus diesen Z Gleichungen wegzuschaffen;

man erhält:

6xfX6m — 6xfX6m 6x6. (/itä ^ x ) — 6x6 s ^ 6 ^x)

— 6x6 ° . (r -6 x̂ ) -4- 6x6 °. (r/6 ' x) ----- /r6x — 66x,

62sX6m — 6xkL6m -̂ - 626. (/iä °x) — 6x6. ( >c6 °L)

— 6262 (vä ' x ) 6x 6° ( v6 r̂) --- - L62 — L6 x

6rsX6m — 6xstL6m -t- 6x6 ( ^ 6°x) — 6x6 (, -6°2) -

— 6x6 ° fvä ' x ) 6x6 ° ( v6^r) ----- 862 — 06x;

welche Gleichungen auch integrabel sind, -und deren Zntegralien sind:

^sX6lu — xf ^ 6m — f ( Xx — Xx ) 6m

-j- ( 6x6 °x — 6x6 °x ) — 6x6 ( r/6; x) -l- 6x6 (v6 'x)

^ ( 6°x6 ^x — 6^x6 ^x ) — — Lx -j- k

rfX6m — x 526 m — s ( X2 2.x ) 6 m

^ ( 626^x — 6x6 2) —- 626 ( v6 x̂) -p- 6x 6 ( ^6 2̂)

»t- v ( 6°^ 6^x — 6 °x6 ^ ) --- ^ 2 — Lx 6

r5 ^ 6m — xsL6m — s ( Xr —. ^ x ) 6m

-t- ^ (6x6 x̂—  6 x 6°2 ) —. 6 r 6 ( r-6 x̂ ) -k- 6x6 ( »-6 2̂)

-t- v ( 6 26 ^ — 6°x6 ' 2 ) 8r —- Lx -l-

wo k, 6,13  neue beliebige beständige Größen sind»
P 3 wo
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Diese Z letzter» Gleichungen dienen die z Größen und öv zu be¬
stimmen , und die z ersten Integral - Gleichungen geben die Werthe von

cir V. Man hat also alle unbekannte Größen , die in den Gliedern
der allgemeinen Gleichung ( 50 ) , die außerhalb des Zeichens 8 liegen,
vorkommen . Man hat zu dieser Absicht nichts weiter nöthig , als in den
6 ersten Gleichungen , die man eben gefunden hat, -alle Buchstaben mit
einem oder mit 2 Strichen , zu bezeichnen, ausser gewissen willkührlichen
beständigen Größen , indem man im ersten Falle die Größen , die das
Zeichen s vor sich haben 0 setzt, welche am ersten Punkt des Fadens
anfangen sollen , und indem man im aten Falle t in 8 bey eben diesen
Größen verwandelt , um sie auf den letzten Punkt des Fadens zu beziehen.

Z2) Dies vorausgesetzt , wollen wir jetzt die Bedingungen sehen, die
aus dem Verschwinden der in der allgemeinen Gleichung des Gleichge¬
wichts ( zo ) ausserhalb des Zeichens 8 befindlichen Glieder entspringen»
Setzt man zuerst die Stange völlig frey ; so werden die Variationen Sx ,̂

sr/ , 6- ^ x .̂ st- ä - -5?/. und Fx" , öp" , s,." ,
c>Fx" , etc. alle unbestimmt seyn , folglich muß Uran jeden ihrer Coefficien-
ten -- - -- o setzen, und es ist offenbar , daß alsdann die Größen zch
v/, llp/, str auch z," , r///, st̂ " , stv" , st- v" , auch alle — 0
seyn müssen.

Die Z ersten Integralgleichungen ( 51 ) geben also diese Bedingungen:
o ^ ) 0 ^ 8 7 0 —. - 0 ,

und die Z letzten geben diese

o - -- -- X '/ — 8x ^ -s- r
0 - - - - - X ? / — cx < - t - 6

o 82 / —

Xäm ----- - X . 8 ----- ») k,
8 L ct ruL

^ " 8Xäm — x^ 8^ äm — 8 ( X^ — ^ x) cim -----
. — Lx " k,

Im stanz, steht Sltäm , 82 <lm c . M.



r" 8Xöin —- x" 826m - 8sX2 — 2x ) <̂m ---»
_cx " ^ o.

r " 8Xäm — ' )t" 82!.äm -— L sXr — Lz») äni -----
82 ^ -—— ^ H-

Folglich lV o . 8 ----- - o , 6 ----- - o,
k ----- o , 6 ---- -- o , kk ---- -- o,

daher auch

8Xäm -- - o , 8Xäm - - o,826ln — o,

8 ( X^ — Xx ) äm — o,

8 ( Xr — Lx) äm --- o,

8 ( Xr — Ly ) äm ---- o.

Diese 6 Bedingungen sind folglich allem zum Gleichgewicht einer um

Lkegsariren Stange nöthig / wenn kein fester Punkt vorhanden ist ; und dies

stimmt mit dem sehr gut nberein , was wir oben ( 25 ) gesagt haben , man

hatte es auch gleich aus der im gten Abschn. gegebenen Theorie , so wie

wir auch a. a , O . bemerkt haben , herleiten können.

Zz) Wir wollen jetzt annehmen , es gäbe in der Stange ein

' fester Punkt , und es sey dieser Punkt das erste Ende derselben ; in die¬

sem Falle hat man — 0 , o , o ; so daß die Glieder,

worin diese Variationen vorkommen , vor sich verschwinden. Man hat

daher nur die Coefsicienten von öx ,̂ 6-

so wie die Coefficienten von öx" , öv " , ^2" , cî x " , etc. — 0 zu

setzen.

Es ist aber leicht einzusehen , baß man in dieser Hinsicht nur 0,

— o , — 0 nud hierauf auch X" — 0 , 0 , o,

0 , l!»" — 0 , -- 0 wie im vorhergehenden Falle zu setzen
hat;



hat ; und man wird die nämlichen Bedingungen als im vorhergehende»
Artikel finden, ausser daß hier 8 , si, L nicht — o sind.

Man hat daher 8 --- 8X6m , L — 8X6m , L — 8Lstm,
und k — 6 — 8 6 — 0  x^— 8 L ,̂ 16 — — 8r^

und die z letzter» Gleichungen verwandlen sich in folgende:

— 8 (X ^ — Xx) 6 m --- 8 x^ — 8 ^

-— 8 (XL — ?.x ) 6 m — Oxl — 82 ^,

_ 8 ( X 2 -äm — - 62 ^;

d. h. 8 ( X^ — Xx ) öm ^ x^ 8 1s6 m —— 8 X 6 m — o

8 (X 2 — Lx ) 6 m 's» x^ 8 L.6 m — 2^ 8 X 6 m o

8 (Xr — ^ ) 6 m -t- 8 L 6 m — 2^ 8 X 6 m ----- 0

oder

8 ( X ( x — —X (x —— x/ ) ) 6 m 222 0

8 (X (2 — - -— L ( x -— x )̂ ) 6m — 0

8 ( X ( 2 — 2 )̂ — 2. ( x — xO ) 6m — o.

Dies sind die einzigen zum Gleichgewicht nöthigen Bedingungen und
es ist klar , daß sie mit denen übereinkommen, die man ( 24) gefunden
hat.

84 ) Ware die Ruthe mit ihrem ersten Ende fest , so daß nicht nur
der erste Punkt der krummen Linie, sondern auch die Tangente an diesem
ersten Punkte fest sey, so erhielte man -lx^^ 0 , — 0 , — o , und

— 6^ ^ — 0 , ^6^/ — — 0 . 062^ — 6är ^- - 0 ; folglich werden
alle Glieder , worin diese Größen vorkommen , von sich selbst verschwin¬
den, und es ist nichts weiter übrig als daß auch die Glieder , worin 6- F
ä- 6-nnd  öx " , Sy" , -l/ " , 6sx " , 6s^ " , etc. vorkommen , ver¬
schwinden.

I»

/
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In diesem Falle hat man also diese Bedingungen

^ — c>, — o » --- o , — o . o,

Folglich wird ä 8Xllin , L -- --- 8Liäm.

Reducirt man endlich die z letzter« Gleichungen ( Zi ) auf den letzte«

Punkt der Stange ; so hat man

r - ---- 8 ( rx — Xx ) äm
6 -------- 8 (Lx— Xr) äm

8 ( ?,y — Xr ) äm

und wenn man eben diese Gleichungen auf den ersten Punkt anwendet;

so hat man:

-l? ääx / — 6x ^ >— ä -// x^ — llx ä̂ ^ ----

— Lx^ -l- k

^ ( clr ^ ääxf —— äx^ (är^ 6* x ^ — äx ^ä^ r )̂
-l- 6

.ie'(llrsää )̂ ^— äärO — — ö —
Lr> ^l-

Schafft man hieraus ^ und weg ; so erhält man diese Bedin¬

gung für ' ö Gleichgewicht:
-l- 6 rO (Ü( x^

- )^ 6x )̂ -j- kär ^ — 6 ä bl 6 x^ -------- o.

Einen ähnlichen Fall sehe man (Zy).

Auf eben die Art könnte man alle die andern Fälle auflösen und beson¬

ders den eines Körpers von einer beliebigen Fiaur .̂ Doch diese letztere

Aufgabe verdient sorgfältiger und auf eine noch einfachere Art als die vor¬

hergehende ist , betrachtet zn werden.
Q ' § . IV.
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Vorn Gleichgewicht eines festen Körpers von einer merklichen Größe
und einer gewissen Figur , wovon alle Punkte durch gewisse Kräfte gezo¬
gen werden»

Weil die beygefügte Bedingung der Solidität des Körpers
darin besteht , daß alle seine Punkte beständig unter einander einerley Lage
und Distanz behalten ; so hat man zwischen den Variationen -ix , «iy , -lr,
dieselben Bedingungsgleichungen als ( 49 ) ; vermittelst derselben kann man
also die Werthe dieser Variationen sogleich bestimmen . Ich bemerke da¬
her , daß , indem man zu den Differeutialgrößen der Lten Ordnung über¬
geht , man allezeit eine der Differentialgrößen der iten Ordnung als be¬
ständig annehmen kann ; man nehme daher äx — Lonü . und folglich

ä ° x - -- --- 0 , 6 ' x — - o etc.

Hiedurch wird die 2te und Zte Gleichung ( 49)

-4 -

Die erstere giebt sogleich >

ä ° ör und wenn man differentiirt

Dieser Werth in der aten Gleichung substktuirt
(giebt

— —

oder

v



!

rrz

oder

(ä" - - ^ ) ^ ' » - - (ä ' - ^ ->' »-
M.)

dieser Ausdruck aber kann durch ä ' r- ^ - dividirt werden, und

mau bekommt nach der Division
ö*v ,

- ——
6' ^

o

worans man durch die Integration zieht .

------ wo eine gewisse beständige Größe ist.

Hat manä ŝr ; so findet man ------- - folglich wenn

man von neuen integrirt und die beständigen Größen— sLLstx.

»r- hinzuaddirt:
äiir - AX4lix

'

Sdläx;

«nd diese Werthe in die erste Bedingungsgleichung fubstituirt nämlich in

ZxäSx -r- s ^

giebt c!FX —' — öU 6 x -j- F^4 tir . '

Endlich erhält man durch eine Zte Integration und durch die Addi¬

tion neuer beständiger Größen
F/it, F-'r ,

Sx — ^

s ^ 7 ö^ -4- XFA , rL.

Fr ilr — xslvl -4-

Es ist leicht, sich davon zu überzeugen, daß diese Ausdrücke nicht

nur den z ersten BedingungSgleichmigen(49) genug thu», sondern auch
Ä L alle»



allen andern , die man bis ins Unendliche finden könnte , und die alle in
dieser allgemeinen Gleichung enthalten sind:

6"R 6" Fx ^ 6" 6" F^ -l- 6" r 6" Fr o.

Dies sind folglich die Werthe von <5x, Fy, rtr für ein gewisses System
von Punkten , die unter einander so verbunden sind , daß sie immer einer¬
ley Distanzen von einander behalten ; diese Werthe dienen daher nicht nur
für den Fall einer gewissen beweglichen, und in ihrer Figur unveränderli¬
chen krummen Linie, sondern auch für den Fall eines festen Körpers von
irgend einer Figur.

Z6) Da also schon die vorhergehenden Werthe Von Fx, Fy, Fr den
Bedingmigsgleichungen der Aufgabe genug thun ; so ist klar , daß mansie t^ r in der Formel

8 ( XF- -i- XS/ -l- Lsr ) 6m
zu substitrürcn und zu machen hat , daß sie o unabhängig von den
Größen M werde , welches die einzigen unbestimmten
Größen sind , die noch übrig sind.

Da nun aber diese Größen für alle Punkte des Körpers einerley
sind ; so muß man sie bey der Substitution ausserhalb des Zeichens 8 brin¬
gen ; hiedurch erhält man diese allgemeine Gleichung deS Gleichgewichtseines Körpers von einer gewissen Figur:

öz.8Xclm -t- «i ^ 8X6m -L- öv826m
^ »N8 ( Xx — Xgt)  6m -r- (X - — Lx) 6m
-L- öb.8 6m ^ o

woraus man die besondern Gleichungen für 's Gleichgewicht erhält , indem
man auf die Bedingungen der Aufgabe Rücksicht nimmt »!

*

Z?) Setzen wir nun zuerst , der Körper sey völlig frey , so sind die
6 Variationen ög, g.«, <̂ > <ll^> öXl. ödl, alle unbestimmt , und man muß
die Größen -- - o setzen, womit sie multipliurt sind, hiedurch gelangt man
zu folgenden schon bekannten Gleichungen:

8X6m



ZX 6 m 77̂ o , 8 's' 6 M 7777 o , 8 26 m — : s»

8 ( '^ x — X ./ ) 6m 777 ü

8 ( Xr —2x)  6m 777 o

8 ( 2 ^ — ^sr ) 6m 777 o.

Z8) Gabe es zweitens bey dem Körper einen festen Punkt , um den

<r nur die Freyheit hätte sich nach alle» Richtungen drehen zu können,

und man nennte », b. c die Werthe der Coordinaten x, r für diesen

Punkt ; so müßte man haben ,

eis o , <ib 7777 o . ÜL 7777 o»

folglich zz . — bckd̂ c <iXl 77HH o,

-k- s -tdl - 77777 o,

ör- — »äXl — bä s 77777 v;

woraus man zieht
FL 717 bit !̂ — -

— cSL . — sSll

ö v 171 säU — bö

Man substituire diese Werthe in der allgemeinen Gleichung (57 ) und

bringe unter das Zeichen 8 die Größen a, b, c, die in Ansehung der ver¬

schiedenen Punkte des Körpers beständig sind , man erhält dadurch fol¬

gende veränderte Gleichung
sdis (X - X ( / — b ) ) 6m »4- !

-ö48 (X ( - -c ) - 2 ( x- —») ) 6m -r-

Sb8 (L ( v -b ) -— X ( r — c ) ) 6m 77i,r

woraus nur folgendeZ Gleichungen entstehen

8 ( X (x — s ) — b) ) 6m 777 o

8 ( X (r — 2, ( x— ») ) 6m 7777o

8 ( 2 (x — d) — r ( r — e) ) 6m 77777 o.

Q z L9)
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Zy ) Giebt es zteus bey dem Körper 2 feste Punkte und sind k, g, k
die Werthe von x, r , für den 2ten dieser Punkte ; so hat man noch

Sä — ßSkl - KSk»4
S â — bSl , - kSk^

Sr» — fSXI —— ßSl.

Vergleicht man daher diese Werthe von Sä, S>, Ŝ , mit denen (Z8) ^ so hat
man

(Z — b ) sdl — (li — e ) SN — 0
<k— ») - ( k — e) SI, — o

( s - s ) S^4 — ( Z ——b ) SI, — 0.

Die beiden ersten dieser Gleichungen geben

Sl , - stl , sr^ - -̂ srlti — L n - c

und da diese Werthe auch der Zten Gleichung genug thun ; so folgt, daß
die Variation M unbestimmt bleibt. -> .,

Verrichtet man diese Substitutionen in der Veränderten Gleichung
<Z8) ; so erhält man

SN s (k —- c) 8 (X (x — u) — X ( y — b) ) 6m »r-
(g — b ) 8 ( X ( r — e) — 2, ( x — ») ) äm ^

(t — s ) L ( 2 O — b) — X ( r — c ) ) <im ^------- 0.

Die Bedingungen des Gleichgewichts werden also in dieser einzigen
Gleichung enthalten seyn:

(k — c) 8 ( X ( x —») — X - b) ) 6m -t-
(Z —b) 8 (X (2 — c ) — ^ ( x —
(k - s) 8 ( L ( x - b) — X ( - - «) ) 6m ----- 0.

60)
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6o ) Ueberhaupt wären die beiden Punkte des Körpers , die wir eben

als fest angenommen haben , es nicht , sondern auf gegebenen Linien oder

Flächen beweglich , oder selbst auf eine gewisse Art mit einander verbun¬

den ; so hätte man alsdann eine oder mehrere Differentialgleichungen zwi¬

schen den Variationen der Coordinaten », b, c, f, g , k , die zu diesen Punk¬

ten gehören , und setzt man an die Stelle dieser Variationen ihre Werthe

in ö .̂, ö>t , öv, öl. , öX-l , M , nach den allgemeinen Formeln ( 55 ) ; so hat

man eben so viele Gleichungen zwischen diesen letzter « Variationen , durch

deren Hülfe man einige dieser Variationen durch die andern bestimmt»

Substituirt man hernach diese Werthe in der allgemeinen Gleichung , und

setzt jeden der Cvefsscienten der übrigen Variationen ---- 0 ; so erhält man

alle zum Gleichgewicht nöthige Gleichungen.

Man geht hier , wie man steht , mit dem Calkul immer einerley

Weg , und dies muß man für einen der Hauptvorzüge der gegenwärtigen

Methode erkennen.

6r ) Uebrigens zeigen die ( ZZ ) gefundenen Ausdrücke der Variatio¬

nen öx , ö)t , ör , daß dieselben nichts als die Resultate der fortrückenden

und drehenden Bewegungen sind ', die wir im allgemeinen im Zten Abschn.

betrachtet haben.

In der That sieht man , daß die Glieder ö-., ö> . öv , die allen Punk¬

ten des Körpers gemein sind , die kleinen Räume die der Körper ngch den

Richtungen der Coordinaten x, r , durch eine gewisse fortrückende Be¬

wegung durchlaufen hat , vorstellen ; auch erkennt man aus den Formeln

(z Abschn . z . ) , daß die Glieder

LöX/l — ,xödl — 2 öl . , z?öl . — xö >4

die kleinen Räume ausdrücken , die durch jeden Punkt des Körpers nach

eben diesen Richtungen durch Z drehende Bewegungen öl ., ö?vl, »m die

z Achsen der x , r durchlaufen worden sind , wo diese Größen öl ., öVl,

ödl den Größen ^ ci<p , a . a . O . entsprechen . Man hätte also die

gegenwärtigen Ausdrücke sogleich aus der bloßen Betrachtung dieser Be¬

wegungen herleiten können , welches zwar einfacher jedoch weniger direkt ge¬

wesen seyn würde . Die vorhergehende Analyse fuhrt ganz natürlich auf diese
Aus-
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Ansdrückungen, und beweißt dadurch auf eine allgemeine und direkte Art,
daß, wenn die verschiedenen Punkte eines Systems ihre respektive Lage
immer beibehalten, das System nur in jedem Augenblicke fortrückende Be-
jvegrrn ren im Raume und drehende Bewegungen um die z auf einander
senkr.Hten Achsen haben kann.

Sechster Abschnitt.

Von den Gnmdlehren der Hydrostatik.

hnerachtet wir die innere Beschaffenheit der flüssigen Körper nicht ken-
neu;  so können wir dennoch nicht daran zweifeln, daß die Theile,

woraus sie bestehen, materiel sind, und daß auö dieser Ursache die all¬
gemeinen Gesetze des Gleichgewichts ihnen eben so zukommen, wie den
festen Körpern. In der That besteht auch die vornehmste Eigenschaft der
flüssigen Körper, die allein sie von den festen unterscheidet, darin, daß
alle ihre Theile dem geringsten Drucke weichen, und mit der größten Leich¬
tigkeit sich unter einander bewegen können, die Berbindung und gegensei¬
tige Wurknng dieser Theile mag übrigens beschaffen seyn, wie sie will.
Da nun diese Eigenschaft leicht sich durch den Kalkül ausdrücken läßt; so
folgt, daß die Gesetze des Gleichgewichts der flüssigen Cörper keine beson¬
dere Theorie erfodern, sondern daß sie nur ein besonderer Fall der allge¬
meinen Theorie der Statik seyn müssen. Unter diesem Gesichtspunkt wol¬
len auch wir sie betrachten; aber wir glauben damit den Anfang machen
zu müssen, daß wir kurz die verschiedenen Grundsätze Hererzählen, die bis
setzt in diesem Theile der Statik, den man gemeiniglich Hydrostatik nennt,
angewandt worden sind.

Archimedes ist der älteste Schriftsteller, der uns einige Grund¬
sätze über das Gleichgewicht der flüssigen Massen hinterlassen hat. Sein

> Traktat



Traktat sse ü» r'̂ o ist nie griechisch gefunden worden, nian

hatte auch nur eins sehr fehlerhafte lateinische Uebersetzung davon bis
Comrnendin es unternahm, ihn wieder herzustellen und durch Noten zu
erläutern; er erschien durch die Sorgfalt dieses geschickten Commentakors
im Zahr IZ6Z. unter dem Titel as yuae nsärru/itt' m K̂rr-,. Dies
Werk, das man als ein der kostbarsten Reste des Alterthums ansehen
kann, ist in 2 Bücher abgetheilt. Zm ersten setzt Archimedes folgende
2  Grundsätze fest , die er als Erfahrungssätze annimmt , und worauf er

seine ganze Theorie baut: r) daß die Natur der flüssigen Körper so be¬
schaffen ist, daß die weniger gedrückten Theile durch die mehr gedrückten
weggetrieben werden, und daß jeder Theil jederzeit durch das Gewicht der
Säule gedrückt«wird, die ihm vertikal entspricht. 2) daß alles, was
durch eine flüssige Masse in die Höhe getrieben wird, nach einer senkrech¬
ten Linie in die Höhe getrieben wird, die durch dessen Schwerpunkt geht.

Aus dem ersten Satze schließt Archimedes sogleich, daß die-Ober¬
fläche einer flüssigen Masse, deren Theile alle gegen den Mittelpunkt der
Erde schwer angenommenwerden, einesphärtscheGestalt haben müsse,
wenn die flüssige Masse im Gleichgewicht seyn soll. Hierauf zeigt er,

daß ein Körper, der eben so schwer als ein gleiches Volumen der flüssigen
Masse ist, darin völlig untersinken muß, denn wenn man 2 gleiche Py¬
ramiden der flüssigen Masse betrachtet, die um das Centrum der Erde
im Gleichgewicht seyen; so würde diejenige, worin der Körper nur zum
Theil eingesunken wäre, einen geringern Druck aus das Centrum der Erde
oder überhaupt auf eine gewisse sphärische Oberfläche, die man sich um dies
Centrum denkt, ausüben, als die andere. Auf gleiche Art beweißt er,

daß Körper die leichter als ein gleiches Volumen der flüssigen Masse sind,
nur soweit niedersinken können, bis daß der niedergesunkene Theil die

>Stelle eines Volumens der flüssigen Masse einnimmt, das eben so schwer
ist, als der ganze Körper; hieraus leitet er denn diese beiden hydrostati¬
schen Theoreme her, daß Körper, die leichter sind als gleiche Volumina
der flüssigen Masse, wenn sie darin eingetaucht werden, mit einer Kraft
von unten in die Höhe getrieben werden, die dem Ueberschuß des Gewichts
der flüssigen Masse, die aus der Stelle getrieben ist, über das Gewicht
des eingetauchten Körpers gleich ist, und daß die schwerern Körper darin»

R einen



einen Theil ihres Gewichts verlieren , der dem Gewichte der aus der
Stelle getriebenen flüssigen Masse gleich ist»

Archimedes bedient sich hierauf seines 2ken Grundsatzes , um die
Gesetze des Gleichgewichts der Körper , die auf einer flüssigen Masse
schwimmen , festzusetzen; er erweißt , daß jeder Kugelschnitt , der leichter
ist als ein gleiches Volumen der flüssigen Masse , wenn er darin » einge¬
taucht wird , nothwendig eine solche Lage annehmen muß , daß die Basis
horizontal sey ; sein Beweis besteht darin , daß er zeigt , daß wenn die
Basis geneigt wäre , das ganze Gewicht des Körpers , das man im
Schwerpunkt sich vereinigt vorstellen kann , und die Kraft , vermöge der
die flüssige Masse alles vertikal in die Höhe zu treiben strebt, und die man
sich auch im Schwerpunkt gleichsam concentrirt denken kann , allezeit ss
lange dem Körper eine drehende Bewegung mittheilen würden , bis daß
seine Basis horizontal geworden wäre.

Dies ist der Inhalt des ersten Buchs . Im 2ten giebt Archimedes
nach eben diesen Grundsätzen die Gesetze des Gleichgewichts verschiedener
durch die Umwälzung der Kegelschnitte gebildeter Körper an , wenn sie in
flüssige Massen eingetaucht werden , die schwerer als diese Körper selbst
sind ; er betrachtet den Fall , wo diese Conoiden darin geneigt seyn können,
diejenigen, wo sie sich aufrecht erhalten müssen, und diejenigen , wo sie sich
umkehren oder sich wieder aufrichten müssen. Dies Buch ist eins der schön¬
sten Monumente des Genies des Arcdimedes , und enthält eine Theorie
der schwimmendeuKörper , wozu die Neuern nur weniges hinzugefügt haben.

So leicht es auch nach dem was Archimedes gezeigt hatte - war , den
Druck einer flüssigen Masse auf den Boden oder die Seitenwände des Ge¬
fäßes ) worin sie verschlossen ist , zu bestimmen ; so ist doch Srevin der
erste , der diese Untersuchung unternahm , und der das hydrostatische Pa¬
radox erfand , daß eine flüssige Masse einen weit größeren Druck ausüben
kann , als ihx eigen Gewicht ist. Diese hydrostatische Theorie Srevitt 's
findet sich im zten der MmüEatüa , die Snellms
aus dem holländischen übersetzt und 16  o 8 zu Lepden herausgegeben hat.
Nachdem er erwiesen hat , daß ein fester Körper von einer gewissen Figur



«ub von derselben Schwere als das Wasser , darin in jeder Lage bleiben

kann , weil er immer einerley Platz einnimmt , und so viel wiegt als wenn

es Wasser wäre ; so stellt er sich ein rechtwinklichtes mit Wasser angefüll¬

tes Gefäß vor , und zeigt leicht , daß sein Boden das ganze Gewicht des

Wassers tragen muß , welches das Gefäß erfüllet . Er nimmt hieraus

an , daß man in dies Gefäß einen festen Körper von irgend einer Figur

und von einerley Schwere mit dem Wasser tauche ; alsdann ist klar , daß

der Druck derselbe bleiben wird ; so daß , wenn man dem eingetauchten

festen Körper eine solche Figur gäbe , daß er nur eine Röhre der flüssigen

Masse von irgend einer Figur bleibe , der Druck dieser Röhre auf die

Grundfläche noch immer derselbe , und folglich dem Gewichte einer verti - .

kaleu Säule von Wasser von eben der Grundfläche gleich seyn wirtü

Nnn bemerkt Srevin , daß wenn man diesen festen Körper fest an einer

Stelle sich vorstellt , keine Veränderung in der Wärkmig des Wassers auf

den Boden des Gefäßes erfolgen kaun ; der Druck auf diesen Boden wird

also immer dem Gewichte eben dieser Wassersäule gleich seyn , die Figur

des Gefäßes mag auch auf irgend eine Art beschaffen seyn . Gtevln geht

hierauf weiter und bestimmt den Druck des Wassers auf senkrechte oder ge¬

neigte Wände , er theilt ihre Oberfläche durch horizontale Linien in meh¬

rere kleine Theile , und zeigt , daß jeder Theil mehr gedrückt wird , als

wenn er horizontal und in der Höhe des obern Randes wäre , und daß

er zugleich weniger gedrückt wird , als wenn er horizontal in der Höhe des

untern Randes wäre . Er verringert nun die Breite der Theile immer

mehr , vermehrt aber zugleich ihre Zahl bis ins Unendliche , und beweißt

durch die Methode der Grenzen , daß der Druck auf eine geneigte ebene

Seitenwand dem Gewicht einer Säule gleich ist , davon diese Seitenwand

die Grundfläche und deren Höhe der halben Höhe des Gefäßes gleich ist.

Endlich bestimmt er den Druck auf einen gewissen Theil einer ebenen ge¬

neigten Seitenwand , und findet , daß er dem Gewichte einer Wassersäule

gleich ist , die entsteht , wenn man an jedem Punkte dieses Theiles gerade

Linien senkrecht anbringt , die der Tiefe dieses Punkts unter dem Wasser

gleich sind . Nachdem dieses Theorem für gewisse Ebenen , wie auch ihre

Lage beschaffen seyn mag , erwiesen ist ; so ist es leicht , es auf gewisse

krumme Flächen zu erstrecken und daraus den Schluß zu ziehen , daß der

durch ein schweres Fluidum gegen irgend eine Fläche ausgeübte Druck das
R s Gewicht



Gewicht einer Säule von eben diesem Fluibo zum Maaße hat , welche
dieselbe Flache zur Basis hat , die , wenn es nöthig ist , in eine ebene
Fläche verwandelt werden könne , und deren Höhen , die den verschiede¬
nen Punkten der Grundfläche entsprechen , den Distanzen dercorrespondi-
renden Punkte der Oberfläche von der horizontalen Linie des Fluidums
gleich sind , oder , welches auf eins hinauskommt , dieser Druck wird von
dem Gewichte einer Säule gemessen werden , die zur Grundfläche die ge¬
drückte Fläche und zur Höhe die vertikale Distanz des Schwerpunkts
eben dieser Fläche von der oberen Fläche des Flnidum ' ö hat.

Die vorhergehenden Theorien des Gleichgewichts und des Drucks
der flüssigen Masse hängen , wie man sieht , nicht im geringsten von den
allgemeinen Principien der Statik ab ; sie gründen sich vielmehr völlig auf
-Erfahrungssäße , die den flüssigen Massen allein eigen sind . Diese Me¬
thode die Gesetze der Hydrostatik zu erweisen , indem man aus einer auf
die Erfahrung sich gründenden Erkenntniß einiger dieser Gesetze die aller
andern herleitet , ist von den meisten neuern Schriftstellern angenommen
worden , und hat aus der Hydrostatik eine von der Statik ganz verschie¬
dene und unabhängige Wissenschaft gemacht.

Es war jedoch von Wichtigkeit diese beiden Wissenschaften zn verbin¬
den , und beide von einem und eben demselben Princip abhängen zu lassen.
Unter den Verschiedenen Principien , die der Statik zur Basis dienen kön-
nep , und wovon wir eine kurze Erzählung im ersten Abschnitt gegeben ha¬
ben , sieht man , ist keinö als das Princip des Bestrebens nach Geschwin¬
digkeit , das sich eben so natürlich beim Gleichgewicht flüssiger Körper an¬
wenden läßt . Auch hat sich Galiläus , der Urheber dieses Princips,
desselben auf gleiche Weise bedient - die vornehmsten Lehrsätze sowohl der
Statik als Hydrostatik zn erweisen . In seiner Unterredung mtor -ne a//e
co/r cüe siamro r„ / rr t' o cöe r'»r r /r »rorwono leitet er sogleich aus
diesem Princip das Gleichgewicht des Wassers ineinem Heber her , indem
er zeigt , daß wenn man die flüssige Masse von einerley Höhe in den bei¬
den Armen annimmt , sie weder in dem einen fallen , noch in dem andern
steigen kann , wenn nicht die Momente in dem Theil des Fluidums der
fällt , und in demjenigen , der steigt , gleich sind . Auf eine ähnliche Art



srweißt Galilaiis das Gleichgewicht der flüssigen Massen mit den festen
Körpern , die darin eingetaucht 'werden ; und vhnerachtet seine Beweise
die gehörige Strenge , die man hier erwarten konnte , nicht zn haben

scheinen; so ist es doch leicht sie hier- anzubringen , wenn man nur das

genannte Princip in seiner ganzen Allgemeinheit betrachtet , wie dies nach¬

her auch der Abc Grande in feinen Noten zu eben diesem Traktat des
Galllüus gethan hat . Des Carres und Pascal wendeten eben dies

Princip des Bestrebens nach Geschwindigkeit ebenfalls in der Hydrostatik
an , besonders bediente sich letzterer desselben sehr in seinem Traktat cke

i' ^ m/rSr-k eise ichmrn--, , und bewies dadurch die vornehmste Eigenschaft der

flüssigen Körper ; nehmlich daß irgend ein an einem Punkte ihrer Ober¬

fläche angebrachter Druck sich gleichförmig, « ach allen andern Punkten ver¬
breitet

X

Sosehr dieses Princip aber vor andern den Vorzug hat , daß es ein¬

fach und doch allgemein ist sowohl für das Gleichgewicht der flüssigen Kör¬

per als für das der festen Körper , so ist es dem ohhgeachtet doch von den
meisten neuern Schriftstellern , die über die Hydrostatik geschrieben haben

besonders aber von denjenigen hindangesetzt worden , welche es unternah¬
men die Grenzen dieser Wissenschaft zu erweitern , und die Gesetze des

Gleichgewichts heterogener Flüsiigkciten zu suchen, deren Theile insge¬

sammt durch gewisse Kräfte getrieben werden ; diese Untersuchung ist be¬
sonders deswegen sehr wichtig , weil sie mit dem berühmten Problem der

Figur 'der Erde in Verbindung sieht.
R Z Hup,

S) Es ist dies die nämliche Eigenschaft die nachher unter andern besonders
Hr . Euler zur Grundlage für die Theorie flüssiger Körper angenommen
hat . jagt er im iz . Bande der neuen Petersburgiftden
Commcntarien , /oln» ma/an«rta , nt
smnee /iurr/um r»

Eben diese Eigenschaft nahm er auch in vielen andern
Orten so wie auch in mehrein Abhandlungen in den Schriften der Peters¬
burger und Berliner Akademie zur Grundlage an. Eben dies »bat auch
ld' AIembcrt in s. ch,«-.','-»'« , / «tu «,s«veme»k</->» Uebrigens
sind deialeichen Eigenschaften an sich nicht geschickt aenriq, unmittelbar
auf eine Gleichung zu führen , allen sie sind vorzüglich geschickt dem Calkul
zur Grundlage zu dienen, indem sie die damit versehenen Körper vorzüg¬
lich bezeichnen, N.



Hüyghens nahm bey dieser Untersuchung zum Grundsatz des Gleich¬
gewichts an , daß ' die Schwere auf die Oberfläche senkrecht sey. New¬
ton gieng von dem Grundsatz der Gleichheit der Gewichte centraler Säu¬
len aus . Brmguer merkte hierauf an , daß oft diese beiden Grundsätze
nicht einerlei Resultat gäben , und schloß daraus , daß , wenn das Gleich¬
gewicht einer flüssigen Masse statt finden sollte , beide Grundsätze zugleich
statt haben , und fich vereinigen müßten der Oberfläche des Fluidum ' s ei¬
nerley Gestalt zu geben . Aber der verstorbene Hr . Llairaur bewies,
daß es Fälle geben könne , wo auch diese Uebereinstimmung statt finde,
und wo dennoch kein Gleichgewicht vorhanden wäre . Maclanrin - machte
Newtons Princip noch allgemeiner , indem er festsetzte , daß bey einer
flüssigen im Gleichgewicht sich befindende » Masse feder Theil durch alle
geradlinigte Säulen des Fluidums gleich gedruckt werde , welche auf diesen
Theil sich stutzen , und an der Oberflache sich endigen . Herr Llairaue
machte diesen Grundsatz noch allgemeiner , indem er zeigte , daß das Gleich¬
gewicht einer flüssigen Masse es erfodere , daß die Kräfte aller Theile des
Fluidum ' s , die in einer gewissen Röhre eingeschlossen find , bey der Ober¬
fläche sich endigen oder in sich selbst zurückkehren und sich so gegenseitig
aufheben . Endlich leitete er auch zuerst aus diesem Grundsätze die wah¬
ren Fundamentalgesetze des Gleichgewichts einer flüssigen Masse her , de¬
ren Theile durch gewisse Kräfte getrieben werden , und fand die Gleichun¬
gen in partiellen Differentialen , wodurch man diese Gesetze ausdrücken
kann . Diese Entdeckung gab der Hydrostatik ein ganz anderes Ansehen,
und schuf sie gleichsam zu einer neuen Wissenschaft unr.

. Der Grundsatz des Hrn . Clairarrt ist nur eine nothwendige Folge
von dem Grundsatz der Gleichheit des Drucks nach allen Seiten . Auch
hat Hr . D ' Alemtzert sogleich aus diesem Grundsätze die nämlichen Diffe¬
rentialgleichungen hergeleitet , die Hr . Llairaut durch den seinigen gefun¬
den hatte . In der That muß man auch gestehen , daß dieser Grundsatz
die einfachste und allgemeinste Eigenschaft enthält , die die Erfahrung
beim Gleichgewicht der flüssigen Körper hat wahrnehmen können . Aber
ist die Erkenntniß dieser Eigenschaft bey der Untersuchung der Gesetze
des Gleichgewichts flüssiger Körper wohl nothwendig ? Kann man diese
Gesetze wohl nicht aus der Natur der flüssigen Körper selbst herleten,

indem



jndem man sie als eine Menge von Theilchen betrachtet , die sehr wenig

Unter einander verbunden sind , gar nicht von einander abhängen, , und

nach allen Richtungen vollkommen beweglich sind ? Dies will ich in den fol¬

genden Abschnitten zu thun suchen , und nur das allgemeine Grundgesetz des

Gleichgewichts dabey anwenden , dessen ich mich schon bey den festen Körpern

bedient habe . Dieser Theil meiner Arbeit wird nicht nur eine der schönsten

Anwendungen dieses Princips geben , sondern auch dazu dienen , in einigen

Stücken die Theorie der Hydrostatik zu vereinfachen.

Bekanntlich werden die flüssigen Körper in 2 Arten eingetheilt : m

«npreßbare (ttmclee mcowpressible -i) . deren Theile zwar ihre Figur verän¬

dern können , ohne jedoch ihr Volumen zu verändern , und in preßbare

(tiuiäer cvmpreüidles ) oder elastische , deren Theile zugleich an Figur

«nd Volumen eine Aenderung leiden könne », und allezeit mit einer bekann¬

ten Kraft sich auszubreiten streben , die man gewöhnlich einer Funktion

der Dichtigkeit proportional annimmt.

Das Wasser , das Quecksilber u . s. w . gehören znr erster » Art ; die

Luft , der Dampf des kochenden Wassers u . s, w . aber zur Lten Art - ) .

Wir

*) Die Natur kennt freilich den Unterschied zwischen preßbareu und nnpreß,
baren flüssigen Massen wahrscheinlich eben so wenig als sie völlig harte und
völlig weiche Körper kennt; ein Ding besitzt eine Eigenschaft immer in ei¬
nem höher« Grade als ein anderes , und so giebt es eine unendliche Der,
fchiedenheit. Aber der Mensch, dem es um Eigenschaften zu thun ist, die
in die Sinne fallen , und wedurch er im Stande ist eins vom andern zu
unterscheiden, spricht einem Dinge ein, Eigenschaft ab , die es in einem
zu geringen Grade besitzt, als daß er sie mit seinen schwachen Sinneöwcck-
zeugen bemeike, und auf gleich? Weise schreibt er einem Dinae eine Siacii-
fchoft ohne Einschränkung zu , wo er nur nicht im Stande Ist. diese Ein¬
schränkung wahrzunehmen. So ist die Lust weder nnbearenzt elastisch,
noch das Wasser völlig unvreßbar oder der Jusairimendrückung unfähig.
Dom erstem haben uns zwar noch zur Zeit keine Versuche übelzmat,
allein wrr können ans andern Gründen mit der giößten Wahrscheinlichkeit
schließen, daß es sowohl eine Grenze für die Verdichtung gebe, bey der die
Lust kecker fernern Verminderung ihres Volumens mehr fähig ist , als
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Wir -wollen zuerst vorn Gleichgewicht der unpreßbaren Flüssigkeiten
handle» , und hierauf von dem der preßbaren oder elastischen.

auch ein gewisser Grad der Ausbreitung oder Verdünnung statt findet,
bey der ihr die Elasticität entgeht . Vom andern aber ünd wir auch
s polieriori überzeugt , denn geschweige daß die Verminderung und Zu»
nähme des Volumens beim Wasser sehr in die Augen fallend bey der
Aenderung der Wärme und Kälke erfolgt , wovon uns ein mit Wasser
angefülltes Thermometer hinlänglich überzeugen kann , so ist es auch ei»
nigen Physikern geglückt , durch eine sehr große Gewalt däs Wasser um
eine geringe Größe , die aber darum dock eine Größe bleibt , zusammen»
zudrücken . Wir haben das Wasser und die Lust hier besonders ange¬
führt , weil fie am bekanntesten find , allein was wir von ihnen gesagt
haben , gilt eben, so gut von andern , und wir glauben dreiste behaup»
ten zu können , es gäbe kein Fluidnm , das nicht in einem gewissen Grade
elastisch sey, und wo diese Elasticität nicht eine gewisse Grenze habe . M-

Sieben-



Siebenter Abschnitt.

Vom Gewicht der unpreßbaren flüssigen Massen.

sey m eine flüssige Maße , wovon alle Punkte durch die Schwere
oder durch gewisse Kräfte k, 8.. ew., deren Richtungen die Ünien

x, c), r, etc. sind , getrieben werden , alsdenn erhalt man nach ( 4 Abschn.
12 . ) , wenn man die daselbst gebrauchten Benennungen beibehält , für die

'Summe der Momente aller Kräfte die Zntegralformel

-i- t) Fg KSc - i"  etc . ) äm ^ -

welche — o überhaupt seyn muß , wenn das Fluidum im Gleichgewicht
seyn soll.

2 ) Wir wollen zuerst das FluidUm in eine Rohre , die unendlich eng

und von einer gegebenen Figur ist , uns eingeschlossen denken, und es uns
in unendlich kleine Schichten oder Theile eingetheilt vorstellen , deren Höhe
6r und die Breite — « ist ; man könnte alsdann 6m — w6s setzen, weil
die Breite der Röhre « als unendlich klein angenommen worden ist , und
6s das Element der Krümmung der Röhre ist. Stellen wir uns nun vor,
die flüssige Masse erhalte eine kleine Bewegung und verändere unendlich
wenig ihre Stelle in der Röhre , und eö sey -in der kleine Raum den die
Schichte oder das Theilchcn 6min der Röhre durchlauft ; so ist klar , daß
tv-tü die Größe der flüssigen Masse seyn wird , die zu gleicher Zeit durch
jede der Schnitte « der Röhre gehen wird . Wegctpcher Unpreßbarkcit
der flüssigen Masse aber muß diese Größe überall emerley seyn , setzt man
also «Fz— « ; so wird die Größe « in Ansehung der Krümmung der Röhre
beständig seyn.

Man hat aber « und folglich 6m — Setzt man also
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die beständige Größe « ausserhalb des Integralzeichens8 so wird aus der
Formel, die die Summe der Momente der Kräfte ausdrückt:

65
« 8 (k ^p -l- Ho g »l" kör -!- etc.) — .

Man steht aber leicht, daß weil -Ig, -tr die Variationen der Linien
k, g, r, etc. sind, die von der Variation herkommen, sie dieselbeirVer-
hältnisse haben müssen, als die Difftrentialicn6p, 6g, 6r, etc. 65  wegen-
der gegebenen Figur der Röhre.

Man hat also »r
6 ? §g _ 6g
6s ' <Is 6s'

Fr 6r
«ks 6s

Es wird daher aus der vorhergehenden Formel:
«8 ( k6p (̂ 6g -V Iv6r -r- etc. )

wo die Disserentialien 6p, 6g, 6r, etc. sich auf die Krümmung der Röhre'
beziehen, und wo das Zeichen8 ein Integral andeutet, das nach den gan--
zen Umfang der Röhre genommen ist. Setzt mau daher diese Größe—0
so hat man .

8 (k6p -V (26g ldör "V etc.) 0
welche Gleichung das allgemeine Gesetz des Gleichgewichts einer flüssigen'
Masse enthält, die in einer Röhre, von einer gewissen Figur eingeschlos¬
sen ist.

z) Gabe es ausser den Kräften ?. <), k.. etc. . die auf jeden Punkt
der flüssigen Masse würken,- noch eine äussere Kraft IV an einem der En¬
den der Röhre die mit Hülfe eines Stempels auf die Flache des Fluidums
und senkrecht auf die Sertenwände der Röhre winkte;, und bezeichnen wir
alsdenn durch öV den kleinen Raum , den die Schichte des Fluidums, das
nach der Voraussetzung von der Kraft IV gedrückt worden ist, durchläuft,
während daß die andern Schichten die verschiedenen Räume durchlaufen;
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so müßte man zur Summe der Momente der Kräfte ? , G . k , etc . das

Moment der Kraft Ist welches durch d/F ?/ vorgestellt wird , addiren.

Nennt man daher a/ den Schnitt der Rohre an dem.Ort , wo die Kraft

M würkt ; so hat man c>/ <5^ für die Größe der flüssigen Masse , die durch

den Schnitt a? geht , während daß durch einen andern Schnitt w die

Größe der flüssigen Masse wös geht.

Die Unpreßbarkcit des Flnidnm ' s aber erfordert , daß diese Größen

überall einerlei seyen; hat man daher « Sr — « gesetzt; so hat man auch

^ ; folglich ö / . Folglich wird die ganze Summe der Mo¬

,uente der Kräfte die auf die flüssige Masse würfen , durch die Formel

«s ^ llcir -r- etc . ) ausgedruckt werde»

könne« / so daß die Gleichung für '6  Gseichgewicht seyn wird

in/
— -s - 8 ( kcip - l- Ocig " i- b- 6r - i - etc . ) o.

4) Es ist ossenbar, daß im Zustande des Gleichgewichts die Kraft

Ig/ durch den Druck der flüssigen Masse auf den Stempel aufgehalten wird,

dessen Breite - ---- - a/ ist ; dieser Druck wird folglich ^ — IN seyn, und

folglich — c>/ 8 ( ? <i p - t- Ocig -4- etc. ) .

Daher wird überhaupt der Druck der flüssigen Masse auf jeden

Punkt des Stempels durch die Integralformc!

8 ( kllp >-!- Hä 4 -d - !tä r ^ etc . )

ausgedrückt , wenn man dieses Integrale für die ganze Lange der Röhre

annimmt . Dieser Druck wird auch der nämliche seyn , wenn man anstatt

eines beweglichen Stempels einen unbeweglichen Boden annimmt , der die

Röhre auf einer Seite verschließt.

Z) Wäre am andern Ende der Röhre eine andere Kraft 14" ange¬

bracht , die ebenfalls - ermittelst eines Stempels würkte ; so fände man

S 2 auf



auf gleich« Weift , wenn man -v" den Schnitt der Röhre an diesem Ortenennte, die Gleichung:
7l < H"

— 7- -I- -V 8 ( k6v Lc!r -ft etc.) ^ o>cu" ^ ^

für das Gleichgewicht der flüssigen Masse.

6) Wird also' das Fluidmn nur durch die beiden äusser» Kräfte M
H" gedruckt, die an den Flächen-V und a," angebracht sind; so müßte

H"
nian für' s Gleichgewicht haben——-ft —— o ; woraus man sieht,

daß die beiden Kräfte IV H" entgegengefthte Richtungen haben nrüssen,
mid zu gleicher Zeit umgekehrt den Flächen«h wss worauf sie würken,
proportional seyn müssen. Diesen Sah sieht man gemeiniglich blos als
einen Erfahrungssah an , oder wenigstens als eine Folge der Gleichheit
des Drucks nach allen Seiten, worin der größte Theil der Schriftsteller
der Hydrostatik die Natur der flüssigen Körper sehen.

7) Sind die Gefthe des Gleichgewichts einer in einer sehr engen
Röhre von einer gewissen Figur eingeschlossenen flüssigen Masse bekannt;
so-ist es nicht schwer die Gefthe des Gleichgewichts einer flüssigen Masse
herzuleiten, sie mag nun entweder in einem Gefäße eingeschlossen seyn
oder nicht.

Denn es ist offenbar, daß, wenn eine flüssige Muffe im Gleichge¬
wicht ist, und man sich eine gewisse Röhre vorstellt, die mitten durch die¬
selbe geht, die in dieser Röhre enthaltene flüssige Masse auch im Gleich¬
gewicht von selbstd. h. unabhängig- von allen übrigen Theilen des Fluk-
dnms seyn wird. Man hat also für das Gleichgewicht dieser Röhre,
wenn man auf die äussern Kräfte keine Rücksicht nimmt( 10)

8 ( ll'cip -k- -r- k cir -t- etc. ) o
und da die Figur der Röhre unbestimmt seyn Muß; so muß die vorherge¬
hende Gleichung immer statt finden,, indem man dieser Figur eine ge¬
wisse Veränderung-giebt.

Wir



Wir wollen durch <p überhaupt den Werth des Integrals

L ( k6 p () g H -p. Il6r ^ etc .) ,

welches für die ganze Länge der Röhre genommen ist , ausdrücken , so daß

die Gleichung für ' s Gleichgewicht der Röhre seyn wird : S — o und wenn

man die Variationen durch das Zeichen 6 ausdruckt ; so wird man allge¬

mein haben : <5H — o..

Wer ckH" 5 8 ( k 6 p -t- <2.6 ^ -ch 6 r >-!- etc.)

-- -- 8s ( k 6 p -l- etv. )

— 8 ( ? 66p <266g ll66r ^ etc.

-t- 6k 6p 6() 6 ^ 6ll6r etc.)»

Verwandelt man nun 6a . in 66 und läßt hernach das doppelte Zei¬

chen 6 6 durch Integrationen , die man theilweise verrichtet , nach den be¬

kannten Grundsätzen des Variativns - Salkuls v̂erschwinden ; so hat man

6D — k6p -t - <) 6^ ^ . 6r etc.

-j- 8 (6käp — 6k6p »p. 6() 6H —^ 6 )̂ 6^

-4- 6 !d6k — 6K6r  etc, ) .

wo die Glieder , die sich außerhalb des Zeichens 8 befinden , sich auf die

Enden des durch dies Zeichen angedeuteten Integrals beziehen^ und folg¬

lich der Oberfläche der flüssigen Masse entsprechen.

Da nnn die Größen k , 0 , k . etc. , die die Kräfte andeuten , im¬

mer als Funktionen von p , g , r, etc , angesehen werden können ; , so ist

klar , daß der Theil von 6D der das Zeichen 8 vor sich hat , keiner Re¬

duktion mehr fähig ist , damit man also im allgemeinen habe 6H — - o,

muß i ) dieser Theil an s-6) o seyn , und man muß also für jeden-

Punkt der flüssigen Maße die identische Gleichung habe» :

6k6p — 6k  6p 6 () 6 ^ — 6 (26 <)

<t̂ 6r — 6K6r  etc . — o,

S Z s ) Muß
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2 ) Muß man für die äußere Oberfläche des flüssigen Köchers haben -

k -tx -j- OSst -r- K.Sr -4- etc. ----- o,

wo man annimt , daß, die Differentialien ch , Sst, 6r etc. sich aus diese
Oberfläche beziehen.

Die erstere Eigenschaft wird dazu dienen, die Natur der Kräfte ?,
(^ , K etc. zu bestimmen, wodurch daß Fluidum im Gleichgewicht seyn
kann, und die ate wird die Figur selbst angeben, die das Fluidum wegen
dieser Kräfte annehmen muß.

8) Wir wollen setzen, die Größen k , 0 , k.. etc. seyen so beschaf¬
fen, 'daß die erstere Bedingung statt hat , in diesem Fall hat man sehr
einfach

FH — 0 sst -I- k. sr etc.

Nun ist SD offenbar ein vollkommenes Differential in Ansehung des Zei¬
chens S; folglich ich auch i Sp 0 <ist ^ li-Sr ^ etc. ein Volkvm-
meneö Differential ; verwandelt man also S in ll; so hat man das voll¬
kommene Differential : kech -l- -Ollst î llr .st- erc. wovon ch das
Integrale ist.

' Wiederum ist kllx» ollst -s- R. llr etc. -ein vollkommenes
Differential ; so muß die erstere Bedingung nothwendig statt finden. Denn
alsdann wird das Integrale T dieser Größe eine Funktion von x, st. r etc.
seyn, so daß , wenn man differenkiirt, man hat:

ß H ——. kllst -j- Ollst ^ Kllr ^ etc. und

S4> .— - kS î -r- OSst .-b- etc. folglich

§<ZH ------ käp FOllst Skär ^ etc.

k -illx O ^llst K. Sllr -i- etc. und

ZZH ------ ll ? S9 llo -ist »r-. llkSr ^ etc.

kll -ix» -b- OllSst KllSr -t- etc.
Aber
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Aber uach den GrrmdsäHen des Variations- Calkuls ist i6 --- 6 -t;

folglich ist auch
-— 6öH -)? 6p S(̂ 6g ö̂st.6r etc.

— 6 kFp — ä <2 Fg - 6 k.<tr - etc. — o,

welches die gesuchte Bedingung ist. Diese Badingupg besteht also darr»,

daß die Kräfte k . () . k. etc. so beschaffen find, daß k6p 0 6<;

-j- k.6r -j- etc. eine integrabele Größe ist.

Nennen wir alsoH das Integrale dieser Größe, so ist die 2te Be¬

dingung des Gleichgewichts FH— o oder vielmehr6H — o für die äus¬

sere Fläche des flüssigen Körpers; so daß, wenn man integrirt erhält:

4>— Cvnll für die Gleichung dieser Fläche.

9) Betrachtet mau nun die ( 7 ) gefundene Gleichung

»k6p — 6k -ip ö() 6g — 6s >öci ^ Fldär - 6st.»c

-j- etc. — o»

so kann man daraus die' analytischen Bedingungen herleiten, die zwischen

den Ausdrückungen der Kräfte k , (), kd etc. statt finden; denn ficht

man diese Ausdrückungen als gewisse Funktionen vonp , g, r etc. an; so

erhält man bekanntermaaßen

6k

und äk

6k
6 p
6 k

>k -ff

-l? -ff

6k
6c;
6 k

6^

6c;
6k ,— 6r
6r
6 k

- >̂ etc.

° r etc.

und eben so geht es mit den andern Differentialien; subsiituirt man diese

Werthe in der vorhergehenden Gleichung' und ordnet die Glieder; so be--

kommt sie diese Form:

6g-tx) ^
(6 k'
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(ä7 ^ ä'k) - örFx) ^
äk .>

^ ( ^eogs — 6rA <; ) ^ etc. ----- o,

und sie muß unabhängig von den Differentialien ^ x , ä cs, ör etc.
Fg,Fr  etc . statt sindem

10) Ist also keine gewisse Verhältniß zwischen den Variabel » 9,
r , etc. angegeben; so muß man einzeln setzen:

äk
__ ^

Zg 69
----- 0,

äe äk
är

äk.
är

etc.

Dies sind die bekannten Bedingungsgleichungen für die Zntegrabilität der
Formel:

^ etc.

Hinge aber z. B . die variabele Größe r . von den beiden Variabeln
Größen x>und g ab ; so daß

6 c --- -- ^ 6 9 ^ k 6 g.

so hätte man ebenfalls
<5r ----- k <i 9 -I- , 6 -5g;

folglich Sröx — 69 -ir - ---- k (Fgöp  —

-tr6ci — 6r -f -j— ^ (Fxötz — äxFg ) ;

' Sub-



Sul ' ftittik 't matt also diese Werthe in der allgemeinen Gleichung und setzt

den Coefficienten von -igcig — stgFp ----- o ; so erhielte man die Glei¬

chung
6k äO ^ stk st«.x ^ 6 ()

welche statt der z ersten BedingungSgleichungen dienen kann n. st w.

11 ) Hat die flüssige Masse nur 2 Dimensionen ; so hängt die Lage

jedes Punkts derselben nur von 2 variabel » Größen ab ; die verschiedenen

variabeln Größen x», q , r , können also immer nur auf 2 gebracht wer¬

den , und alsdann findet nur eine Bedingungsgleichung statt . Hat aber

flüssige Masse Z Dimensionen ; so hängt die Lage ihrer Punkte überhaupt

von Z veränderlichen Größen ab ; alle verschiedene variabeln Größen ^ ,.

- g , r ew. lassen sich also auf Z bringen , und man erhalt auch z Bedin-

gungsgleichungen.

12 ) Bisher haben wir die Dichtigkeit der flüssigen Masse ausser

Acht gelassen , oder wir haben sie vielmehr als beständig und ----- 1 ange¬

sehen ; wollte man sie aber ebeufals veränderlich setzen; so erhielte man,

wenn män ^ die Dichtigkeit eines gewissen Theilchens stn, nennte ( 2)

st in -- st lust «; hiedurch fände man also die Größen k , K. etc.

insgesammt durch st multipllcrrt.

Man erhalt alsdann für das Gleichgewicht der flüssigen Massen von

veränderlicher Dichtigkeit , dieselben Gesetze als für das Gleichgewicht der

Flüssigkeiten von einerley Dichtigkeit , wenn man nur die verschiedenen

Kräfte durch die Dichtigkeit des Punkts mnltiplicirch worauf sie würken

d. ht indem man nur st k , st st k . etc. an die Stelle von k , 0 , k.

setzt.

13 ) Wir haben angefangen die Gesetze des Gleichgewichts einer iu

einer unendlich engen Röhre eingeschlossenen̂flüssigen Masse zu suchen, und

daraus die allgemeinen Gesetze des Gleichgewichts einer gewissen flüssigen

Masse hergeleitet . Indessen kann man auch unmittelbar zu diesen leztern
T Gesetzen
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Gesetzen gelangen , wenn man die Aufgabe sogleich in ihrer ganzen Allge¬
meinheit betrachtet , und die im 4ten Abschnitt vorgetragene Methode da¬
bei anwendet.

Wir wollen um mehrerer Einfachheit annahmen / alle auf die Theil-
chen des flüssigen Körpers markende Kräfte seyen .anf Z gebracht , die un¬
ter X . X . L vorgestellt werden , und die ihre Richtungen nach den recht-
winklichtcn Coordinate » x . r haben , d. h. die diese zu verringern stre¬
ben . Wir haben ( Z Abschn . Z) die allgemeinen Formeln für diese Re¬
duktion gegeben . Nennt man 6 m die Masse eines gewissen Theilchens;
so erhalt man für die Summe der Momente der Kräfte X, X , L die Jn-
tegralformcl 8 (,X -ix X -i ^ -p- 6 m.

Das Volumen des Theilchens 6 m aber kann durch 6 x , 6 )t , 6 r
ausgedrückt werden ; bedeutet also ^ die Dichtigkeit , so ist klar , daß man
hat 6 m — 6 X , 6 V , 6 r ; und das Zntegrationszeichen 8 wird zu¬
gleich zugleich zu den Z veränderlichen Größen x , r gehören.

Man muß aber ferner auf die aus der Unpreßbarkeit des Flui-
dums entspringende Bedingungsgleichungen Rücksicht nehmen , welche unter

o vorgestellt wird . Differentiirt man daher nach § , multiplicirt
durch einen unbestimmten Coefsicienten und iutegrirt ; so erhält man die
Formel 8 x <) b. , die lnan zur vorhergehenden hinzu addiren muß . Sind
gar keine beschleunigende auf die Oberstäche der flüssigen Masse würkende
Kräfte , und auch keine besondere Bedingungen in Ansehung dieser Ober¬
fläche vorhanden ; so hat man für ' s Gleichgewicht folgende einfache Glei¬
chung:

8 (X x -t- X ö ^ L § ?) 6 m 8 z.-l I. — o,
wo man das Integrale mit Rücksicht auf die ganze Maße des Fluidum ' s
nehmen muß.

ig .) Wir wollen jetzt die Werthe Von 1̂ und dessen Variation -lI.
suchen . Es ist offenbar daß die Bedingung der Unpregbarkeit darin besteht,
daß das Volumen jedes Theilchens eine beständige Größe sey ; hat mau
also dieses Volumen durch 6 x . civ , 6 3 ausgedrückt ; so hat mau 6 x,
6 ^ , 6 ? - - Loult für die Bedingungsgleichnng ; folglich wird



<51, --- -- F (äx,  ä ^ , äx -— Conti seyn.

Um die Variation s , (äx.  ä ^ , är)  zu erhalten ; so sollte man

denken hätte man weiter nichts nöthig als äx , ä ^ , är nach <l zu differen-

tiiren ; allein man hat hier noch eine besondere Betrachtung anzustellen,

ohne die derCalkul unmöglich die gehörige Strenge erlangen wurde . Die

Größe äx . ä ^ , är drückt nehmlich das Volumen eines Theilchens nur

in so weit aus , als man «nimmt , die Figur dieses Theilchens sey ein recht-

winklichtes Parallelepipedium , dessen Seiten den Achsen der x , L

parallel seyen . Diese Voraussetzung kann immer gar wohl gestattet wer-

'den , weil man sich das Fluidum in unendlich kleine Theile von jeder Figur

getheilet vorstellen kann.

Es drückt s ( äx , ä ^ , är ) die Variation aus , die dies Volumen

leidet , wenn das Theilchen eine unendlich geringe Veränderung in seiner

Lage bekommt , in dem seine Coordinaten x . / werden x sx,

v 2 -tr , und es ist klar , daß wenn bei dieser Veränderung

des Orts das Theilchen auch in Ansehung seiner Figur und seiner Lage in

Beziehung auf die Achsen der X . ri eine Veränderung erlitt , man sein

Volumen nicht mehr durch das Produkt der Differentialien ä ^ x ä x) .

ä -i- ä ^ ) , ä ( r -i - äx ) seiner Coordinaten wird ausdrücken können.

Um also die genaue Veränderung des Volumens zu erhalten , muß man

zugleich auf die Veränderungen , die das Theilchen in Ansehung seiner Lage

und Figur leidet , sehen.

Man muß daher die Coordinaten , die zu den Winkeln des Paraller

pipednm ' s äx ; ä ^ , är in seinem ersten und in seincm veränderten Zu¬

stande gehören , betrachten . Zm ersten Zustande sind diese Coordinaten

offenbar x , r;

x -t- äx , z, , ? ; x äx , 2 äx » ,

X , ^ -p - äx , r ; X , ^ ä ^ , 2  äx,

x , r ^ äx ; x äx , ^ ä/ . 2 -t - äx,

x äx , zf ^ ä/ , r;
T 2 Nimmt
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Nimmt man nun die Wurzeln der Summe der Quadrate der Diffe-
rentialien der Coordinaten für 2 gewisse Winkel ; so erhalt man die geradeLinie die diese Winkel verbindet, und die entweder eine Seite oder eine
Diagonallrnie des Parallelipipedum's seyn wird ; man findet so also äx,lir für die Seiten , und ( lix° ^ ( cix̂ ^ 6^ ) ,

(ciy° -k- 62°) , (6x2 ^ >!-> für die Diagonallinien.Wir wollen jetzt setzen, die Coordinaten x , 2 verwandelten sich in
sx . ^ -l- -i/ , X ^ -tr , und öx , Fy , Sr. als gewisse Funktio-

x
nen von x , 2 ansehen; laßt man nach und nach die x , ^ ,2 , und cix,

62 sich verändern , so findet man , welche Veränderung die andernCoordinaten x »i- äx , 2; X, ^ 2; etc. erleiden.

Läßt man daher x sich nur um 6x verändern ; so bekommt man
X 't- sx ^ -ix ^ - — 6x , ^ ^ ^ ^x,clx 0 x

6 ^!
2 -l2 -r- n 6x für die Veränderungen , die die Coordinaten
X »r- äx , zr, 2 leiben. Läßt man ^ um 6/ sich verändern; so hat man

x ^ öx -i- —— äv , X ^

Z<lr

^ 7 .

r ^ §2 4 - für die Veränderungen Vonx, x ä/ , r;

und läßt man endlichr eine Veränderung — 62 leiden; so hat man
liFx .

x ^ Fx - 62 , ^ 62,cl2 U2

2 ^ äL ^ -lr 'l- ör für das was aus X» X» 2 ^ är wird.02 - -

Eben

I



Eden so läßt man zugleichx um 6x und ^ um c!^ sich verändern;

, ä ^x , 6öx

so hat man x ^ llx -i- öx -r̂ - — äx -i- i — a ^ ,

, , äH
. -5-« 5̂ »r-> —;— 6x -i- - 577- 67»

tix

1 ö <lr
2 O 2 — - Q X

6
65

für ^ das was ' aus
6x ' 6x

x -s- x- Z ^ , r , wird u. s.

Nimmt/man also die Wurzel von der Summe der Quadrateber

Differentialien dieser neue» Coordinaten für 2 gewisse Winkel des RhvM-

boid' s , woxin ssch das Parallelepipedunr 6x, 6^ , 62 verwandelt hat ; so

findet man bis auf unendlich kleine Größen von der Zten Ordnung folgende

Ausdrücke für di§ Seiten:

a- a
ax ' j- — ax,ox

är ^ 62,
02

Und diese für die Diagonallknirn

< HO -i- ^ ^

Tz



wvrausleicht zu schließen ist , daß dies Rhomboid wiederum ein rechtwink-lichtes Parallepipedum ist , und daß folglich sein Inhalt durch das Pro¬dukt der Selten,

^ ( '
ausgedrückt werden kann.

6 <tr v

Die Variation des Volumens des ersten Parallelepipedum 's d. h»der Werth von <! (6x , 67 . ör ) wird also durch*
ä -tx

6 x öx 67

folglich hat man , wenn man die angezeigten Multiplikationen wärklichverrichtet , und die unendlich kleinen Größen der hölzern Ordnungen ver¬nachlässigt:

S ( äxä ^ är ) -- --- äXä 7 ä 2 -4-
>̂ cix 67 c!r >

und dies ist der Werth von Fk , den man in der Gleichung ( rz ) substitui-ren muß.

15 ) Setzt man in dieser Gleichung für äm dessen Werth ^ öx ö^ clr;sohat man
<l F X

clx
äSv 6 ^2 , .^X — - äx 67 ä 2 ^ 0.

^07 ar >

Man
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Man hat jetzt nur Noch die doppelten Zeichens nach ( 4Abschtt.

17 .) wegzubringen.

8X

Man betrachte in dieser Absicht zuerst die Größe
6 <ix
—— 6 x 6 y 6 x , wo das Zeichen 8 ein dreifaches Integral in Anse-
6x

hung der Größen X, y . 2 bedeutet ; es ist klar , daß , da dies Differen¬

tiale von cix nur sich auf die Variation von x bezieht , man , um es zum

verschwinden zu bringen , nur auf die Integration in Beziehung

auf x zu sehen hat ; man braucht dieser Größe daher nur
6 x

die Form 8 6 6 r,, 8 g. zu geben , und das einfache Integral

6,tx , . ,, ,,
8 g.- 6 x rn g." 4x"

6x
8

6x
öx 6 x

zu verwandle », wo die mit einem Strich bezeichneten Größen sich auf den

Anfang der Integration beziehen, -und die mit 2 bezeichneten zu den Punk¬

ten gehöre » , wo sie sich endigt nach denen ( 4 Absitz. 17 . ) angenommenen

Bedeutungen . Die vorige Größe verwandelt sich also in folgende:
<Zg.

8 6 ^ 6r ( X" Sx " — g/sx/ ) — 86 ^ 6r 8 — öxäx.

oder , welches einerley ist

8 — g.̂ -ix )̂ 6 ^ 6r — 8 — (Lx6x6 ^ 6r.6x

Durch ein gleiches Verfahren und durch ähnliche Schlüsse verwandelt

man auch die Größen
6^v 6^x

8 x - 7-^ 6x 6 z? 6r und 8 g. 6x 6 ^ 6x in diese
67

8 (X" -i )'" — 6x 6i
6g . ' , ,

8 — <?)t6x6zt62 und

8 ( g.' /



6x — 8
6 -̂

^ 6r <j x v ör.

Verrichtet man nun diese Substitutionen , so erhält man für das
Gleichgewicht der flüssigen Masse diese allgemeine Gleichung :

ör ^ äxä/ä ^ -̂ -

6Xx

8 ( X" ckx" — Väx ^) är -r-

8 äx äx

8 ( X" är " — ->S2 )̂ äxäz ' - --- ö.

Man hat nun nur noch die Coefsi'cienten der unbestimmten Varia¬
tionen Sx, S- ( 4 Abschn. 8. ) - - o zu setzen.

i6 ) Man erhält also sogleich diese z unbestimmte Gleichungen

4X
Z -l
äx o.

LL

6 )t

äX
o.

6r
------- o,

welche für alle Punkte der flüssige Massen statt finden müssen.

«a endlich die flüssige Masse von allen Seiten frey ; so wurden die
Variationen ^x" , -iy " , die sich auf die Punkte derQber-
Üache der flüssigen Masse beziehen, auch unbestimmt seyn, und folglich müßte
' ^ man



man alsdann noch ihre Coefsicienten besonders ------ o fetzen; dies gäbe

z> --  ̂o , Z." o d. h. überhaupt X------- o für alle Punkte der Ober¬

fläche des Fluidum ' s ; und diese Gleichung wird dazu dienen, die Figur

dieser Flache zu bestimmen.

Eben dies wird , wenn der flüssige Körper in einem Gefäße einge¬

schlossen ist , in Ansehung des Theils der Oberfläche , wo das Gefäß offen

ist, statt finden ; in Ansehung des Theils aber , der an die Seitenwände

stößt , ist klar , daß die Variationen Fx/, -trsi ckx" , unter¬

einander Verhältnisse haben müssen, die durch die Figur dieser Seiten-

wäude gegeben werden , weil der flüssige Körper nur nach ihrer Direktion

stießen kann . Wir werden aber unten erweisen , ( 2O, 21 .) , daß , wie

auch ihr ? Figur beschaffen seyn mag , die Glieder , die die erwähnten Va¬
riationen enthalten , jederzeit vsn selbst ---- o seyn werden , so daß es keine

Bedingung in Ansehung dieses Theils der Oberstäche deö flüssigen Körpers

geben wird.

17 ) Die z eben gefundenen Gleichungen für die Bedingungen des

Gleichgewichts des flüssigen Körpers geben
ga 6Z . 6Z . _

. 4  X, - ----- ä L.'
öx <ty 62

^ 6 z. , 6z . 6z . ,
Aber 6Z-------— 6x >4- -7- 6v -4» — 6r;

ox - civ ar

folglich hat man 6Z. — ^ (X6x -r - X6^ ^ L6x ) ; woraus man sieht,

daß die Größe
L (X6x X6zt L6r)

ein vollkommenes Differential in x, r seyn muß , und diese einzige Be¬

dingung schließt allein die Gesetze des Gleichgewichts der flüssigen Körper

in sich.
Man sieht auch , daß sie mit dem übereinkommt , was wir eben

s8 , II . )  gesunden haben ; denn wir haben ( 5 Abschn. Z. ) gezeigt,

daß allgemein ist:

X 6 x X 6x 'k- L 6 r --- k 6p -4- <- 6 ^ "i- ^ 6r - etc.
U Bringt
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Bringt man die Größe X aus eben diesen Gleichungen weg ; so er¬hält man folgende:

X ä . LX
6x

X

cir. 6x '

ch/lX
62

Diese Gleichungen sind von einander verschiede» / nnd die eine könnte
nicht als eine Folge der beiden andern angesehen werden.

Diese Bedingungen sind also in Ansehung der Kräfte X, X, L noth¬
wendig , wenn die flüssige Masse im Gleichgewicht seyn soll. Finden sie
vermöge der Natur dieser Kräfte statt ; so ist mau davon versichert, daß das
Gleichgewicht möglich ist, und man hat jetzt nur die Figur , die die flüssige
Masse annehmen muß , um im Gleichgewicht zu seyn, d. h die Gleichung
für die äussere Fläche des flüssigen Körpers zu sinken. Wir haben aber
(i6)  gesehen , daß mlm in jedem Punkte dieser Oberfläche haben muß
^ — o. Da nun clz. ^ ^ ( Xcix X Z ^ ^ Lär ) ; so erhalt maudurch die Integration

(Xllx 4 - Xc!^ 4 - Lsir ) 4 « cousi . ;
folglich wird die Gleichung für die äussere Fläche seyn:

lH ( X 6 x 4 - X 6 ^ 4 - 2.6 r ) X
Wo X eine gewisse beständige Größe ist , und diese Gleichung wird allezeit
aus endlichen Gliedern bestehen , weil die Größe /ä (Xcix  4 - Xck^4 - als ein vollkomnrenes Differential angenommen worden ist.

ig ) Ast die Größe Xäx 4 - Xö r̂ 4 - Lär selbst ein vollkomme¬
nes Difsercutial , welches allezeit statt findet , wenn die Kräfte X. X, L
das Resultat einer oder mehrern Anziehungen sind , die gewissen Funktio¬

nen!



Mn der Distanzen von den Mittelpunkten gleich sind , weil man überhaupt

<5 Msch». 5») hat
Xcix Xäx -r - Lär — käx -b - <zö <i -j- b. äe -t- etü.

und man nennt diese Größe ; so hat man

^ mnß also eine Funktion von D seyn , damit ein vollkommenes Disse-

ventialsey. Es wird also auch n : ci eine Funktion von D seyn.

Man hat also in diesem Falle für die Figur der Oberfläche die

Gleichung:
tunkst. s ^ X d. h. H " Oonst . ;

Eben dies fände statt , wenn die Dichtigkeit der flüssigen Waste über¬

all gleichförmig wäre . Weil ferner auf der Oberfläche beständig ist,

und ^ ^ tuncst. <l>; so nruß auch die Dichtigkeit -L in allen Punkten der

äussern Oberfläche einer im Gleichgewicht sich befindenden flüssigen Waste

einerley seyn.

Zm Innern der flüssigen Waste kann die Dichtigkeit auf eine ge¬

wisse Art zwar verschieden seyn , aber sie nruß allezeit eine Funktion von

H bleiben ; sie muß folglich beständig überall da seyn , wo <p beständig ist,

so daß <l>— I, überhaupt die Gleichung für Schichten von einerley Dichtig¬

keit seyn wird , wenn I> eine gewisse beständige Größe bedeutet. Disse-

rentrirt nran also ; so erhält man öG - - o oder

Xäx Xcizc -j- L 6 L —— 0

für dir allgemeine Gleichung dieser Schichten , und man sieht leicht, daß diesê

Gleichung zu Oberflächen gehört , worauf die Richtung der vereinigten

Wärkung der Kräfte X, X, L senkrecht ist, und die Herr Clairam Wasser¬

paß - Ebenen nennt . Hieraus folgt, daß die Dichtigkeit in jeder Schichte

des Wafferpaffes , die durch 2 solcher unendlich nahe an einander liegenden

Wafferpaß -Ebenen gebildet wird gleichförmig seyn muß . Dieses Gesetz muß

sowohl bey der Erde als bey den Planeten statt finden, wenn man aimrmmt,

daß diese Körper Anfang ' s flüssig gewesen seyen, und indem sie sich ver-
U s ' härte-
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härteten , die Form beibehalten hatten , die sie vermöge der Attraktion-
ihrer Theile in Verbindung mit der «Zentrifugal - Kraft , annahmen.

19 ) Die Gleichung sF (Xöx ^ Lär) — k für die
Fläche der im Gleichgewicht sieh befindenden siüfsigen Körper findet gleich,fals bey solchen flüssigen Körpern statt , die von allen Seiten frey , und sür
solche die in Gefäßen eingeschlossen sind , wenigstens in Ansehung des
Theils ihrer Oberfläche , der den Oefnungen des Gefäßes entspricht

WaS die zusammenhängende Fläche an den Seitenwänden des Ge¬fäßes betrifft ; so ist klar , daß sie dieselbe Figur haben muß als diese
Seirenwände , so daß , wenn das Gefäß unbiegsam ist, diese Figur gege¬
ben ist , und gar nicht von den Bedingungen des Gleichgewichts abhängt.
In Ansehung dieses Theiles der Oberfläche des flüssigen Körpers müssen alsodie Glieder der allgemeinen Gleichung für ' s Gleichgewicht , die die Varia¬
tionen <ix̂ , -tx " . -tx " enthalten , von selbst verschwinden,
weil man sie durch keine besondere Bedingung zum Verschwinden bringen
könnte ; es ist dies gut zu untersuchen , damit nichts übrig bleibe , was
einen Zweifel wegen der Richtigkeit und Allgemeinheit unserer Methoden
erregen könnte.

20)  Wir wollen jetzt irgend erneu Punkt der Oberfläche an den Sei-tcnwänden des unbiegsam und von einer gegebenen Figur angenommenen
Gefäßes zusammenhängenden flüssigen Masse betrachten ; dieser Punkt
entspricht nothwendig dem Anfang oder dem Ende jeder der Integrationen
in Beziehung auf x, r . oder dem Anfang der einen und dem Ende der
beiden andern , und so umgekehrt ( i 5 ) . Wir wollen zuerst setzen , er ge¬höre zum Ende jeder der g Integrationen ; alsdenn werden die Variatio¬nen von x, r , i„ Ansehung dieses Punkts seyn : Fx" . -tr " und dieGlieder , worinn diese Variationen vorkommen : X" öx " ,
ssx<Ir , «tr ^ llxcix . Auf diese Art erhält man für alle ähnliche Punkteder Oberfläche der flüssigen Körpers die Integralien 8 -."ckx" 8

8 -- .̂ llxcljt *) , wovon das erstere so genommen werden
muß,

*) Im Original steht hier8 ä" ör <Zxä̂ . M.



muß , daß zt 2 jedes besonders veränderlich ist , .nachdem man für X dessen
Werth in ^ und 2 , der durch die Natur der Fläche oder der Wand des

Gefäßes gegeben ist , substikuirt hat ; das 2te aber muß so genommen
werden , daß man jedes besonders x und 2 veränderlich annimmt , und
für ^ dessen Werth , der in x und 2 durch die nämliche Fläche gegeben ist,

substituirt ; das Zte endlich muß cbenfalö so genommen werden , daß man
nach und nach sowohl X als x variabel annimmt , und statt 2 dessen Werth,
der in x und ? durch die nämliche Fläche gegeben ist , substüuirt.

Man sieht aber leicht, daß man diese zZntegralien auf einerlei Form

bringen kann , wenn man nur in den beiden erster » an die Stelle des 2

dessen Werth in x und x substituirt , und hierauf in der erster« x und in
der 2ten x anstatt des 2 variabel annimmt.

Stellt man also unter ßr ----- x 6 x ^ yß ^ die Gleichung der ge¬

gebenen Oberfläche vor ; so hat man nur . in dem Integral 8 X" <tx " 6/
llr . xcix an die Stelle von 62 und im Integral 8 z." -ky" 6x cl)e,

an die Stelle der 62 zu setzen, und hernach beide in Beziehung auf

2 und auf ^ zu integriren . >

Man bemerke aber ja , daß die Disserentialien ä x , 62 immer

positiv angenommen werden müssen , weil sie in dem rechtwinklichten Pa-
rallelepipedum ö X, cize, llr , welches das Volumen des Theilchens ß m
ausdrückt , und das also der Beschaffenheit der Sache nach nicht negativ
werden kann , vorkommen . Folglich muß man auch bei den Substitutio¬

nen von x cix und an die Stelle des 62 allezeit p und g positiv an¬
nehmen . '

Setzen wir daher überhaupt , daß die Gleichung für die Seitenwände

des Gefäßes durch 62 ---- ^ pöx L . ausgedrückt werde , worin

xund ^ jederzeit positive Größen sind ; so werden wir statt der Z Integraler

8 z.^ ^ x^ <ir , 8z ." 6̂ ^ " äx 62 , § z." ^x

dieses einzige bekommen:

8 z." ( pSx " 5r " ) 6x , 6)e.

U 3 Wir



Wir habe « aber vorausgesetzt , daß die Punkte , die wir von der
Oberfläche der flüssigen Masse betrachtet haben , zum Ende von jeder der
z Integrationen in Beziehung auf x , 2 gehören , ' jetzt ist es leicht sich
davon zu überzeugen , daß diese Voraussetzung nur alsdann statt finden
kaun , wenn die Coordiuaten x , 2 dieser Punkte alle auf eine Seite
der erwähnten Oberfläche d. h . auf die nämliche Seite der Ebenen fallen,
die diese Flache in eben diesen Punkten berühren.

Soll dies aber statt finden ; so muß die Differentialgleichung der
Oberfläche nothwendig in diesen Punkten seyn : ci r ----- — psx - gci^
damit wenn x und x wachsen , 2 abnimmt . Aber -tx " , stnd
(gor die Variationen von x . ^ ,2 in eben diesen Punkten , folg¬
lich müssen sie auch dieselben Verhältnisse unter einander haben als die
Differentialien cix, ciy, 62 , wenigstens in sofern man die Figur der Ober¬
fläche als unveränderlich anstehet . Man hat daher -tr " — xrtx^
— Dieser Werth in das obige Integral substituirt , macht es
offenbar -- -- - 0.

21 ) Gehörten die erwähnten Punkte anstatt zum Ende der z Inte¬
grationen in Beziehung auf x , ^ . 2 zum Anfang derselben ; so hätte man
in der allgemeinen Gleichung des Gleichgewichts ( 15 ) in Beziehung auf
diese Punkte die .g Integrale — 8 z/ -ix ^ ^ 62 — 8 z/ ^ <Zx
ä ? — 8 -/ llx die sich in diese einzige verwandten würden

— 8 z./ (s -ix^ <t2 ^) 6x

und auch in diesem Falle hätte man:
ä - — - xäx —

und folglich auch

F -- - — x F x ^ —

welches gleichfals dies Integral — 0 machen würbe . Gehörten aber
diese Punkte z. B . zum Anfang der Integration in Beziehung auf x und
zum Ende der beiden Integrationen in Beziehung auf ^ und 2 ; alsdann
würden die Variationen der Coordiuaten x , 2 für diese Punkte seyn,

-§2" und die correspondireliden Integrale
8
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.— 8 1/ <tx/st ^ st? ss- 8 lt." stx ä / -s- 8 ä" -ir " stx ä/

worin einerley seyn würde mit >t" . Hredurch verwandeln diese Inte¬

grale sich also in folgende:
8ä " ( — p<fx " »l- är ") stx st ê.

Es ist aber leicht zn begreiffen, daß, rsenn dieser Fall eintreten soll,
die beiden Coordinaten > und r sich auf einer Sekte und die Coordinate x

srch auf der andern Seite von jeder Ebene , die die Oberstäche in den

erwähnten Punkten berührt , befinden müssen. Die Gleichung der Ober¬

fläche muß also für diese Punkte von der Form

. str — pstx — gst ^ seyn, so daß man auch hat

— p -tx " — . gSp " .

Snbstituirt man nun dies in das vorhergehende Integral , so wird es das¬

selbe auch ----- v machen.

Eben dies Resultat findet man für die andern Falle , worin man

Punkte betrachtet in Beziehung auf den Anfang der Integrale nach x und
und auf das Ende der Integration nach2, oder auf den Anfang der Inte¬

grationen nachx und r, und auf das Ende der Integration nach/ oberere.

22 ) Aus dem was wir eben in Beziehung auf verschiedene

Fälle erwiesen haben, kann man den Schluß ziehen, daß , wenn man

mit einem Strich die Größen andeutet, die sich auf den Anfang

der Integration in Rücksicht auf 2 beziehen , d. h. die Größen,

die zum vordem Theile der Flache des flüssigen Körpers in Anse¬

hung der Ebene der x und ^ gehören, und mit 2 Strichen die Größen,
die dem Ende der nämlichen Integration nach2 entsprechen, bezeichnet, d.

h. ^ie Größen in Ansehung der nämlichen Ebene der x und z?; und hicr-

aufchberhaupt durch etr -^ pstx ^ gstz/ — 0 die Differentialgleichung
der Oberssäche des stusfigen Körperl? vorstellt, ( wo p g positiv oder ne¬

gativ seyn können) man allezeit die Z Jntegralansdrücke

8 ( z/t öx" — L'F x9 st̂ str -t- 8 ( ä" Fych stx str

-r- 8 (/l." F2" — (f rcĥ stx stp der allgemeinen Gleichung des

Gleichgewichts( 1Z) auf folgendeL bringen kann
- 8 -̂
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8 (Fr" x>" - x" -s- öx ——

8 z> ( <tr / p^ x/ ^ ä^.

Es ist aber ä r ^pöx ^ - gä^ — o die Gleichung einer krum¬
men Oberstäche, folglich wird es nach der bekannten Theorie ein Multipli¬
kator r geben , der diese Gleichung integrabel macht , so daß man immer
haben wird

r (<ir »r- päx ^ 6 ^) — 6u ^

wo ä u das vollkommeneDifferential der Größe u ist , die eine Funktion
von x , r ist.

Verwandelt man also ä in -t bei der Differentiation Von u ; so
hat man auch

r ( 62 pöx <; §/ ) — -tu;
(tu

folglich F? -h. x ^ x ^ <t ^ — — .

Bezeichnet man also alle Größen mit einem oder 2 Strichen in Beziehung
auf die vordere oder Hintere Flache des flüssigen Körpers , und substituirt
dieselben in den obigen Zntegralausdrücken ; so werden diese

8 - - — äxr"
6v 8

(tu/
äx ä'

2z ) Es sey jetzt ä , das Element der Flache des flüssigen Körpers,
dessen allgemeine Gleichung ist:

är ^ päx »!- — 0

so hat man bekanntlich
är — äx 6 ^ ( i ^ -4-

Sieht man also u als eine Funktion von x , zt , 2 an ; so hat . man
der bekannten Bezeichnung gemäß

r —



folglich
äx ä

r ( l
ä 8

^ s ^ ( ^ '
x' ci uxs - ,

( ^) ^
'6 ux ^

l. VZ7-
Scht man also Kürze halber

und bezeichnet man alle Größen mit einem oder zweien Strichen , um sie

auf die vordere oder Hintere Oberfläche des flüssigen Körpers zu beziehen;

so kann man den vorigen Zntegralausdrücken folgende Form geben;

r 6 u > 2

A." -tu"
8 - — g z" — 8

V" v>

Nach dem aber was (2  Abschn. 8 ) gesagt ist , fleht man , daß die
U (

Größe -f - das Moment einer Kraft vorstellen kann , die — Xcir

und an dem Element cl8 der Oberfläche des flüssigen Körpers senkrecht

auf dieser Oberfläche angebracht ist, deren Gleichung wir -tu oder ciu — 0

angenommen habe » ( 22 )» . ^ ^
X" <5u" ^

Der Ztttegralausdrlick 8 --d — 65 " wird also die Summe der

Momente der Kräfte X" vorstellen , die auf jeden Punkt der Hintern Ober¬

fläche der flüssigen Masse in senkrechten Richtungen auf diese Oberfläche

winken . ..
<tr? '

Eben so wird Integralausdruck 8 ——— a die Summe der

Momente der Kräfte V , die auf jeden Punkt der Oberfläche ebenfalls
Zb nach
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ttach senkrechten Richtungen wärkett, vorstellen; also wirb — 8 —^ - 6^
die Summe der Momente dieser letzter« Kräfte im entgegengesetzten Sinnseyn, d. h. wenn man ihre Richtungen den Richtungen der Kräfte -e" in Be,
Ziehung auf die Ebene der x und entgegengesetzt annimt; welches mitdem einerlei istdaß alle auf die Oberstäche der flüssigen Masse ange¬brachte Kräfte senkrecht auf dieser Oberstäche ihre Richtungen haben, und
entweder vom innern ins äussere oder vom äusser« ins innere würken.

Lg) Weil also die Zntegralausdrücke die in der allgemeinen Glei¬chung des Gleichgewichts einer unpreßbaren flüssigen Maße würken, unddie zu den Punkten der Oberfläche dieser Masse gehören, der Summe derMomente einer unendlichen Menge von Kräften gleich sind, die senkrechtauf alle Punkte dieser Oberfläche angebracht sind; so folgt, daß dieseKräfte bey der Oberfläche des flüssigen Körpers würkiich statt sinden müs¬sen, und man sieht leicht ein, daß sie nichts anders sind als der Druck,
den der flüssige Körper in allen Punkten der Oberfläche, vermöge der auf
seine ganze Masse würkenden Kräfte ausübt.

LZ) Dieser Druck wird daher überhaupt durch die Größe k oberdurch die Formel ( Xäx -r- Lär ) , die zur Oberflächedes flüssigen Körpers gehört, ausgedrückt werden können. Es ist aber.klar, daßubexall, wo der flüssige Körper frey ist, sie im Zustande desGleichgewichts----- o seyn muß, und daß wo die Oberfläche des flüssigenKörpers auf die Oberfläche irgend eines festen Körpers flößt, dieser Kör¬per die Würkung der auf der Oberfläche angebrachten Kräfte aufhaltenmuß. Hieraus ist' s nun leicht, die Gesetze des Gleichgewichts der flüssi¬gen Körper mit den festen, die sie'einschließen, oder die darin eingetauchtsind, herzuleiten. Sie sind aber imr allzu bekannt, als daß wir nöthighätten uns damit aufzuhalten. sie weiter auseinander zu setzen. Wirent,halten uns auch besondere Anwendungen der allgemeinen Theorie desGleichgewichts der unpreßbaren flüssigen Körper zu geben, in d'M: wirnichts zu dem hinzuzusetzen wissen, was andere Schriftsteller schon davon
gesagt haben.

§ Achtes



Achter Abschnitt.

Vom Gleichgewicht der unpreßbaren und elastischen Flüfsigkelten.

r ) Es seyen wie ( 7 Abschn . iz ) X . L die Kräfte die auf jeden-
' Punkt der fiüssigen Masse würken , die auf die Direktionen der;

Coordinaten x , ^ , r gebracht sind , und diese Coordmaten zu verringern

streben : so hat man sogleich:

8 (X x i ^ ^ L-k2) 6 m

für die Summe ihrer Momente.

Bey den elasiiscl en Flüssigkeiten giebt es aber noch ausserdem eine in¬

nere Kraft , die man Elasticität nennt , und sie auszubreiten oder ihr Vo¬

lumen zu vermehren strebt . Es sey daher s die Elasticität eines gewissen

Theilchens cl m . Diese Kraft wird also , da ste das Volumen cix. cî ,- ci2

eben dieses Theilchens zu vermehren strebt , die Größe — stx , 6p -, 62

zu vermindern trachten . Sie wird also zum Moment die Größe

— - -l ( cix, ciy, cir) haben , oder man kann ste wenigstens so ansehen»

Alsdann ist also die Summe der Momente , die von der Elasticität der

ganzen flüssigen Masse herkommen — — 8 e -l ( cix . cch, 62 ) folglich

ist die ganze Summe der Momente der Kräfte , die auf den flüssigen Kör¬

per würken:

8 (X -/x äm — L sS ( cix 6^ 62)

und da hier weiter keine besondere Bedingung zu erfüllen ist ; so wird

man die allgemeine Gleichung des Gleichgewichts bekommen , wenn man

diese Summe -- --- 0 setzt.

2 ) Man erhalt also auf diese Art für das Gleichgewicht der elasti¬

schen flüssigen Körper eine Gleichung von der nämlichen Form , als wir

(7 Abschn. iZ .) für's Gleichgewicht unpreßbarer Flüssigkeiten gefunden
Zk 2 haben
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haben, weil nämlich in dieser sl . —s ( <Zxsî är ) ( t4 ) ; so wirb dadurch
das Glied 8Hl ^, welches von -der Bedingung der llnpreßbarkeit her¬
kommt , dem Gliede 8 - -»( ->Xci6x ) » welches zu den Momenten der
elastischen Kräfte gehört , völlig ähnlich.

g) Es folgt also hieraus ^ -daß die fur's Gleichgewicht der unpreßba-
ren Flüssigkeiten gefundene Formeln sich sogleich und ohne weitere Ein¬
schränkung auf das Gleichgewicht elastischer Flüssigkeiten anwendet, Kissen,
wenn man nur den Coessi'cient ^ in — s verwandelt, d. h. wenn man an¬
nimmt / daß die Größe ^ negativ genommen, die Kraft der Elasticität
jedes Elements des flüssigen Körpers ausdrückt. Mau hat hier also nur
alles das zu wiederholen, was wir im vorhergehenden Abschnitt von»
14 Artikel an bis ans Ende gezeigt haben.

4) Man setzt gewöhnlich die Elasticität der Dichtigkeit, oder über¬
haupt einer gewissen Funktion der Dichtigkeit proportional. Mau hat
daher e ----- — -t ----- ( wenn man 2 die Dichtigkeit nennt) ; die Be¬
stimmung vonHhängt folglich von folgender Gleichung ab (7 Abschn. I7 «) t

6. ----- /z ( Xäx -4- Xözr -4- Lllr)
welches giebt

chGL
—Lär.

Nun ist ^  ein vollkommenes Differential einer Funktion,
von H; folglich muß auchXä X -4- Lll r ein vollkommenes Drf-
serential seyn; anders kann kein Gleichgewicht statt finden. Mau hat
aso den Fall ( 7 Abschn. 18-),. woraus man auch die nämlichen Folgerun¬
gen zu ziehen hat.

Ende des ersten Theils der analytischen Mechanik»

Zwei-
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