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PREFACE.
JE me suis proposé dans cec Ouvrage , de
mettre les Lecteurs en état d’entendre 8c
d’appliquer la mécanique . L’étude des prin¬
cipes généraux de cette science , est facile,
& n’exige guères d’autres connoissances ma¬
thématiques , que FArithmétique & la Géo¬
métrie ordinaires. Les abstractions qu’on s’y
permet , & avec raison d’abord , simplifient
l’objet : & une mécanique qui se borneroit
à ces  connoistances générales , se roit , sans
doute , à la portée des Lecteurs ; mais les
Lecteurs ne seroient encore , que peu en état
d’appliquer la mécanique.

Dès qu’on voudra rendre la mécanique
utile , il faut sortir des suppositions par les¬
quelles on est obligé de commencer dans Fé-
tude des principes généraux ; il faut cesser de
faire abstraction de la masse des machines,
de leur pesanteur , du frottement , &c. ; ces¬
ser de considérer Faction des corps comme
toujours réunie à leur centre de gravité , &c. ;
cesser de regarder les machines comme ne
partageant point Faction de la force mo¬
trice , &c. ; en un mot , avoir égard à l’état
réel physique où font les choses dans la
nature . Dès lors le nombre des élémens qui
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vj PRÉFACE.
entrent dans chaque question , étant aug¬
menté , il devient nécessaired’employer pour
la résolution de ces questions , des méthodes
plus efficaces; c'est dans cette vue que nous
avons fait précéder la mécanique , d’une
courte exposition des principes de Calcul qui
servent d’introduction aux Sciences Physico-
mathématiques . Nous nous y sommes déter¬
minés d’autant plus volontiers , qu’indépen-
damment de ce que ces principes deviennent
souvent d’un usage indispensable , même
dans des questions qui auroient paru fort
simples, ils font d’ailleurs ( si l'on en excepte
ce qu on trouvera en petit caractère , òc  dont
l'usage est moins fréquent ) une fuite si natu¬
relle des connoissances exposées dans la troi¬
sième Partie , qu’ils ne peuvent qu’être en¬
tendus avec facilité , dès qu'on posséderacelles-ci.

A l'égard de la mécanique elle - même,
les objets que nous y avons examinés font
trop nombreux pour pouvoir être passés ici
en revue , avec quelque détail . Nous avons
renfermé dans ce premier volume , tout ce
que nous avons compris fous le nom de Prin¬
cipes généraux de la Mécanique : c’est-à-
dire , les lois du mouvement simple, uniforme
ou varié ; les lois du mouvement composé ;
la composition &: décomposition des forces;
l'usage des raomens pour cette composition
& cette décomposition ; l’application de cette
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théorie , à la recherche des centres de gra¬
vité , des propriétés de ce centre . Ces prin¬
cipes généraux , dont nous donnons d’ailleurs,
par anticipation , diverses applications , par¬
ticulièrement au navire , font suivis des lois
de héquilibre des fluides, & des corps qui y
font plongés : cette partie a un rapport trop
direct au navire , pour ne pas trouver place
dans cet Ouvrage.

Le second volume renferme l’application
de ces principes généraux , àdiflférens cas de
mouvement & d’équilibre . Nous y avons
examiné un très-grand nombre d’objets ; &
fl les bornes qu’il faut enfin fe prescrire , ne
nous ont pas permis d’y en comprendre un
plus grand nombre , nous espérons que ce
que nous y avons dit , ne remplira pas moins
les vues que nous nous sommes proposées,
de mettre les Lecteurs en état d’entendre
& d’appliquer la mécanique.

Au reste, on ne doit pas perdre de vue que
cet Ouvrage étant un Ouvrage de principes,
on n’a pu ni dû fe livrer à beaucoup de dé¬
tails dont pourroient être susceptibles quel¬
ques-unes des questions mécaniques qu’on
y a traitées . II en est plusieurs qu’il suffit
d’examiner avec un peu d’attention , pour
voir qu’elles doivent faire matière d'un ou¬
vrage à part : nous nous sommes borné à en
exposer les principes. Telles font la plupart
des questions concernant le navire : cette
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machine qui fait tant d’honneur à l’esprit hu¬
main , dans l’état où elle est , ne lui en lailìe
peut -être pas encore moins à acquérir ; sur¬
tout si l’on considère que l’état où elle est
parvenue , est en grande partie le fruit d’un
très-long tâtonnement ; mais que ce qui reste
à faire pour la perfectionner , ne doit être
attendu que du concours de l’observationavec la théorie.

Les travaux de M . Longuet , que l’on ne
peut trop consulter sur cet objet , ont déjà
préparé de très-grands secours ; & les progrès
actuels de la Physique & du Calcul , donnent
Heu d’efpérer que l’on fera encore des pastrès -utiles dans cette carrière.
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PRINCIPES
DE CALCUL,

Qui fervent d’Introduction aux
Sciences Phyjîco -mathématiques.

NOTIONS PRÉLIMINAIRES.

i . Nous avons donné , dans la troisième Partie, les
règles nécessaires pour calculer les quantités , dans tel
état de grandeur qu’on puisse les supposer. Mais
nous n’avons point considéré les variations par les¬
quelles ces quantités arrivent à tel ou tel état de
grandeur. Ce nouvel objet à considérer dans les
quantités, donne lieu à une autre branche de l’Ana-
lyse, qui est de la plus grande utilité dans les Sciences
Physico- mathématiques & principalement dans la

Mariie. Mécart. P‘Partie,  A
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Mécanique , où l’on ne parvient souvent à déterminer
les rapports des quantités qui entrent dans les questions
relatives à cette science, qu’après avoir considéré les

rapports de leurs variations , c’esl-à-dire, des accroisse-
mtns ou des diminutions quelles reçoivent à chaque
instant.

Nous allons donc , avant que d’entrer en méca¬

nique , nous arrêter quelques mornens fur cette partie
du calcul qui a pour objet de décomposer les quan¬
tités jusques dans leurs élémens, &c  de revenir de ces
élémens aux quantités mêmes. A proprement parler,
ce n’est point une nouvelle méthode de calcul , que
nous allons exposer ; c’est une application des mé¬
thodes de la troisième Partie , &c  même une simpli¬
fication de ces règles.

2. Nous nous  proposons deux objets : le premier

d’enseignerà descendre des quantités à leurs élémens ;
& la méthode , pour y parvenir , s’appelle calcul

diffcnntid.  Le second , nous montrera la route pour
revenir des élémens des quantités , aux quantités
mêmes , &c  nous appellerons cette méthode calcul

intégral.

La partie de ces deux calculs qui nous importe
véritablement , n’est qu’un corollaire des méthodes
de la troisième Partie , & peut être saisie avec facilité,

dès qu’on est instruit de ces méthodes. Quant à la
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partie de ces mêmes calculs, qui exige des recherches
plus délicates , ou d’une application moins fréquente,
nous la distinguerons, à l’ordinaire , par un caractère
d’imprestion plus petit.

3. Comme nous allons considérer les quantités rela¬
tivement à leurs élémens, c’est-à-dire , relativement
à leurs accroissemens infiniment petits , il convient,
avant que d’aller plus loin ,d’exposer ce que nous enten¬
dons par quantités infiniment petites, infinies, &c. ,
& de faire connoître la subordination qu’on doit mettre
entre ces quantités dans le calcul.

4. Nous disons qu’une quantité est infinie ou infi¬
niment petite à l’égard d’une autre , lorsqu’il n’est
pas possible d’assigner aucune quantité assez grande
ou assez petite pour exprimer le rapport de ces
deux-là , c’est-à-dire , le nombre de fois que l’une
contient l’autre.

Comme une quantité ne peut , fans cesser d’être
quantité , cesserd’être susceptibled’augmentation ou
de diminution , il n’y a point de quantité si petite ou
si grande à l’égard d’une autre , que l’on ne puisse en
concevoir une troisième infiniment plus petite ou plus
grande.

Par exemple , si x est infini à l’égard de a , qurnque
dès lors il soit impossible d’affigner leur rapport, cela n’em-
pêche point que je ne puisse concevoir une troisième quantité

A 1
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qui soit à l’égard de x , ce que x est à l’égard de a ;
c’est- à- dire , qui soit le quatrième terme d’une proportion
dont les trois premiers seroient a : * ; ; * ; ce quatrième

terme qui est sera donc infiniment plus grand que x,

puisqu’il contient x autant que x est supposé contenir a.
De même , rien ne m’empêche de concevoir le quatrième
terme de cette proportion x l a \ : a : ; & ce quatrième

terme qui sera sera infiniment plus petit que -r , puisqu’il

doit être contenu dans <z, autant que celui- ci est supposé
contenu dans x.  Rien ne borne l’imagination à cet égard ,
6c l’on peut concevoir , de même , une nouvelle quantité

qui soit encore infiniment plus petite à l’égard de que

celle- ci ne l’est à l’égard de a.  On appelle cela des infinis
ou des infiniment petits  de différens ordres.

En général le produit de deux quantités infinies ou
infiniment petites du premier ordre est infiniment plus

grand ou infiniment plus petit que chacun de ses deux
facteurs.

En effet xy y x i ; or si * est infini , il con¬
tient une infinité de fois l’unité , donc xy  contient une
infinité de fois y.

Un raisonnement semblable fait voir qu’un produit

ou une puissance de tans de dimensions qu’on voudra,
& dont tous les facteurs font infinis , est d’un ordre

d’infini marqué par le nombre de ses facteurs.

Ainsi lorsque * est infini , x4 est infini du quatrième
ordre , c’est- à- dire , infiniment plus grand que x3, qui est
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infiniment plus grand que qui lui-même est infiniment
plus grand que x.  En ester x4 : x ì ; : x ] : x1 ; ; x 1 ;
x ; ; x ' i . Ce seroit le contraire si .« étoit infiniment
petit ; alors x4 seroit infiniment petit du quatrième ordre ,
c’est- à-dire , infiniment plus petit que ; celui- ci infini¬
ment plus petit que x 1 ; & ce dernier , infiniment plus petit
que x.

Mais si un produit n’a pas tous ses facteurs infinis ,
alors son ordre d’infini ne doit se déterminer que par le
nombre de ses facteurs infinis.

Ainsi axy  n ’est que du même ordre que xy ; en effet
axy ; xy a ", i , & ce dernier rapport peut être éva¬
lué , si a est une quantité finie.

Remarquons bien cette différence dans la compa¬
raison des infinis ou infiniment petits , entre eux ou
à l’égard des quantités relativement auxquelles ils font
infinis ou infiniment petits. Si x est infini à l’égard
de a,  rien ne peut mesurer leur rapport ; mais dans
la même supposition, le rapport de x à x multiplié
ou divisé par tel nombre fini que l’on voudra , est un
rapport fini ; ainsi, x infini ou infiniment petit est
incomparable à l’égard de a , supposé un nombre fini;
mais il ne Test point à l’égard de ax,  puisque x est
à ax : : i : a.

5. Pour exprimer par le calcul qu’une quantités
est infinieà l’égard d’une autre quantités , ou , ce qui
est la même chose , pour exprimer que a est infiniment

A 3
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petit à l’égard de il faut , dans l’expression algé¬
brique où ces quantités fe trouveroient ensemble,
rejetter toutes les puissances de # inférieuresà la plus
élevée , & par conséquent aussi tous les termes fans x.

gard de a 8c de b , on supprimera a & b , & l’on aura

— ou f pour la valeur de \ , lorsque x est infini. En

effet ^* ~j~ ~, est la même chose que5*+ >> n (en divisant,

haut & bas , par x ) ; or dès qu’on suppose que * est

infini à l’égard de a & de b,  les fractions - & - qui repré¬X X

sentent les rapports de a. & de b à x , doivent nécessaire¬
ment être supprimées , puisque , par cette supposition même,
ces rapports font au - dessous de toute quantité , si petite
qu’on veuille la supposer , donc dans ce cas la quantité pro¬
posée doit se réduire à

Pareillement , si l’on avoit x1 -f - a x 4 - b , on le rédui¬
re !t à x 1, si l’on a dessein de savoir ce que vaut cette
quantité , lorsque x est infini. En effet , on vient de voir
que dans cette supposition on devoir supprimer b vis -à vis
de ax ; or xï est lui -même infini à l’égard de ax,  puisque
x* \ ax \ \ x a;  donc par la même raison on doit re-
jetter a x vis -à-vis de x 1, donc la quantité doit , alors,
être réduite à * *.

Au contraire , si x étoit infiniment petit , il ne
fau droit conserver que les termes où l’exposant de x
est le plus petit.
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Ainsi x*  4 - ax  se réduit à ax,  lorsque x est infiniment

petit ex -j - d
se réduit à , lorsque x est infiniment petit.

On ne doit pas craindre que ces omissions altèrent
les conséquences que l’on tirera des calculs auxquels
on les appliquera. Au contraire , ce n’est que par ces
omissions que l’on exprime ce que l’on a desseind’ex-

primer , c’est-à-dire , que xr est infini ou infiniment
petit : ce n’est que par elles qu’on peut arriver à
une conclusion conforme à la supposition qu ’on a

faite. Or si lorsqu’on suppose x? infini , on ne rejet¬

tent point les termes que nous venons de prescrire, si,

par exemple , dans ’x-+ b ou- r  on ne rejettent pas

^ , 1e calculn’exprimant point alors que

font des rapports au-dessous de toute quantité assi¬

gnable, ne répondroit point à ce que l’on demande,
savoir quelle est la valeur de cette quantité lorsque x:

est infini : en un mot en attribuant encore à ~x &c  à ^

quelque influence sur la valeur cherchée , on contre¬
dirent la supposition que l’on a traite.

Nous  ne manquerons pas d’occasions de vérifier l’exacti-

rude de ce principe fur l'omission des quantités infinies des
ordres inférieurs ; mais en attendant , voici un exemple qui

peut venir à l’appui dn raisonnement que nous venons de

faire. Concevons la fuite ^ , f , ^ f , &c. : les

termes de cette fuite , comme on le volt , approchent de

A 4
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plus en plus de l’unité , & on conçoit que jamais ils ne
peuvent passer cette limite . Chaque terme peut être repré¬

senté par en mettant pour x le numéro de ce* + i
terme . Puis donc que les termes approchent fans cesse de
l’unité , & d’autant plus qu’ils s’éloignent plus de Porigine,
ils n’atteindront donc cette limite qu’à une distance infinie
de Porigine ; donc pour avoir le dernier terme de cette sé¬

rie , il faut supposer dans que * est infini ; or com

formément au principe , cette quantité se réduit alors à - ,

c’est- à- dire à I ; donc Pomission du terme 4- i dans —r — .x i *

loin d’altérer la conclusion , est au contraire ce qui la donne
telle qu’elle doit être . En un mot , en faisant cette omission,
on agit conséquemment à la supposition qu’on a faite.

Telle est la subordination qu’on doit mettre dans
le calcul , entre les quantités infinies ou infiniment

petites de difFérens ordres.

S -? - - ')
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É L É M E N S
DU CALCUL D1FFÉBENTIEL.

6 . Lorsque l’on considère une quantité variable

comme croissant par degrés infiniment petits , si l’on
veut connoître la valeur de ces accroissemens , ce
qui se présente de plus naturel , est de déterminer la
valeur de cette quantité pour un instant quelconque,
& la valeur de cette même quantité pour l’instant
immédiatement suivant : alors la différence de ces
deux valeurs est 1accroissement ou la diminution

que cette quantité reçoit : c’est ausii ce qu’on ap¬
pelle la différence  ou la différentielle  de cette quantité.

7 . Pour marquer la différentielle d’une quantité
variable simple , comme .r ou y , on écrit dxr, ou
dy;  c ’est- à-dire , qu’on fait précéder cette variable,
de la lettre d initiale du mot différence. Mais lorf-

qu’on veut indiquer la différentielle d’une quantité
composée comme x 2 ou 5x 3+ 3 x 2 ou \/ [ x 2—aa) f
&c . on renferme cette quantité entre deux parenthèses
que l’on fait précéder de la lettre d ; ainsi l’on écrit
d ( x z ) , d ( ^v 3 4 - 3 x 2) , [ )/ ( .*4 — ) ] , êcc.

Dorénavant nous représenterons les quantités va¬
riables par les dernières lettres t , u , x , y, { de
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FAlphabet; & les constantes, ou celles qui conservent
toujours la même valeur , nous les représenterons
par les premières lettres a , b,  c , &c. & lorsque nous
en userons autrement , nous en avertirons. Quant à
la lettre d,  elle ne fera employée à d’autre usage
qu’à désigner la différentielle de la quantité qu elle
précédera.

8. Suivant ridée que nous venons de donner de
la différentielle d’une quantité , on voit que pour
avoir la différentielle lorsque la quantité ne renferme
que des variables au premier degré & non multi¬
pliées ni divisées les unes par les autres , il n’y a
autre chose à faire qu’à affecter chaque variable de
la caractéristique </ , en conservant d’ailleurs le signe
de chacune.

Par exemple , la différentielle de x -f - y — ç , fera dx -f-
dy — d \ . En effet , pour avoir cette différentielle , il san¬
dre !t considérer x comme devenant x dx ; y  comme
devenant y + dy ; & ^ comme devenant ç ff- d { y alors
la quantité proposée , qui est actuellement x -f y — { ,
deviendroit x + dx -f y + dy — [ — d ^ ; prenant donc
la différence de ces deux états , on aura * + dx + y -ff-

dy — I — di — L — y + \ S c ’est-à-dire , dx -f - dy — d{
pour la différentielle.

11 en seroit de même , si les variables qui entrent
dans la quantité proposée avoient des coëfficiens ou
multiplicateurs constans.
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Ainsi la différentielle de 5x -J- 3y, est jdx -s- 3dy ;
celle de ax + by, est adx -f- bdy ; en effet, lorsque
x & y deviennent x -f - dx & y -f- dy, la quantité ax
-i- by devient a ( x -(- dx) -s- b (y dy ) , c ’està dire,
ax -j- adx + by -(- b dy ; donc la différence des deux
états , ou la différentielle, est adx + bdy ; c ’est à-dire,
qu’en général, il faut affecter chaque variable de la carac¬
téristique d.

Si dans la quantité proposée íl y avoit un ternie
tout constant , la différentielle seroit la même que
sil n’y étoit point . C’est-à-dire , que la différentielle
de ce terme seroit zéro ; cela est évident , puisque
la différentielle n’étant autre chose que l’accroiffe-
ment , une quantité constante ne peut avoir de diffé¬
rentielle sans ceffer d’être constante.

Ainsi la différentiellede ax -j- b est simplement adx.

9 . Lorsque les quantités variables font simples,
mais multipliées entre elles , alors il faut suivre cette
règle . . . . Différenciê successivement par rapport à chaque
variable , comme si tout k refle étoit un multiplicateur
confiant ( * ).

Par exemple, pour différencier xy, je différencie' d’abord
comme si x étoit constant, & j’ai xdy ; puis je différencie
la même quantité xy comme siy étoit constant , & j’aiy dx;
ensorte que la différentielle totale de xy est xdy -j- ydx.

(*) Pour éviter l’équivoque dans
la manière d’écrire , il conviendra
d’écrire la dernière , la variable

qui devra être affectée de la carac¬
téristique d.
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La raison de cette règle se trouvera en remontant au
principe. Pour avoir la différentielle de xy , il saut consi¬
dérer x comme devenant x dx,  c ’est-à-dire , augmen¬
tant de la quantité infiniment petite dx; & y comme
devenant y + dy,  c ’est-à-dire , augmentant de la quantité
infiniment petite dy;  alors xy  devient (x -j- dx)  X (j + dy ),
c’est-à-dire , xy -j - xdy -{- y dx -\ - dydx ; donc la différence
des deux états , ou la différentielle, est xy -(- xdy -(- y dx
■+- dydx — xy,  ou xdy -f - ydx -j - dydx;  mais pour
que le calcul exprime que dy & dx sont des quantités in¬
finiment petites comme on le suppose, il faut ( 5) omettre
dydx  qui ( 4 ) est infiniment petit du second ordre , & par
conséquent infiniment petit à l’égard dt xdy 8t ydx  qui sont
infiniment petits du premier ; donc enfin la différentielle de
xy  ou d ( xy)  est xdy ydx,  comme le donne la règle.

On trouvera de même, en suivant la règle, que la dif¬
férentielle de xyç  est xyd { -f- x ^dy -f - y ^dx,  en diffé¬
renciant d’abord comme si xy  étoit constant, puis comme
si étoit constant, & enfin comme si yç.  étoit constant.
Et on le démontrera comme ci-deslus en regardant x , y
& { comme devenus x -(- dx , y dy, & ?
auquel cas xyi  devient (x -j - dx ) ( y -(- dy) -f - d{)
ou xyi -f - xyd %_-f - x^dy -\ -ysx -f-y dx d ç-f- [dy dx -{-
xd ^dy -s - dxdydç;  donc la différence des deux états sera,
après avoir réduit & rejetté les infiniment petits du second
& du troisième ordre, xyd £ -|- x^dy -|- y [ dx,  ainsi que
le donne la règle.

10. Si la quantité proposée est une puissance quel¬
conque d’une quantité variable , alors suivez cette
règle : Multiplie{ par texposant , diminues cet exposant
d ’une unité , & multiplie^par la différentielle de la variable.
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Ainsi , pour appliquer la règle à *2 j ’aurai ixdx,  en

multipliant par l’exposant r , diminuant l’exposant 2 de i,
& multipliant enfin par la différentielle dx  de la variable x.
On trouvera de même que la différentielle de* 5 est ^x â̂x;
celle de *4 , 4 xzdx;  celle de x ~ ' , — x~ %dx;  celle de

*~ 5, — 3 x ~ *dx ; celle de * - est {x ~~ *dx;  celle de

xì  est jx ^ dx ; 8c, e n général , celle de xm, est mx m~ ' dx t
quel que soit d’ailleurs l’exposant m,  positif ou négatif , en¬
tier ou fractionnaire.

Pour trouver la raison de cette règle , remontons encore
au principe . Regardons * comme devenant * -f - dx ( dx
étant infiniment petit ) ; alors xn devient ( * -f- dx) m;
c’est-à-dire , en appliquant les règles données ( Alg,  149 ) ,
devient xm -(- mx m~ ' dx -j - m . ” - xm~ ï dx '1 &c .»

ou ( parce que le terme m . —■ - . x m~ í dx'í est infiniment

petit du second ordre , & que les fuivans seroient encore
d’ordres inférieurs ) , devient xm+ mx m~ 'dx ; donc la dif¬
férence des deux états , ou la différentielle de xm, est xm
-j- mx m~ ' dx — c ’est- à- dire , mx m~ ídx.

S’il y avoit un coefficient ou multiplicateur constant , cela
n’apporteroit aucun changement ; il resteroit dans la diffé¬
rentielle tel qu’il est dans la quantité ; ainsi d ( ax m) est
tnax m~ ' dx.

u . Voilà tout ce qu’il est nécessaire de savoir
pour être en état de différencier toutes sortes de
quantités algébriques ; ainsi tout ce qui va suivre ne
sera plus qu’une application de ces règles.

i2 . Si l’on avoit j , c’est-à-dire une fraction , on écriroit
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ainsi cette quantité . . . xy ~ ' , selon ce qui a été enseigné
( Alg.  141 ) ; 8c alors appliquant la règle donnée (9 ) , on
suroît d ( xy~ l ) — x d ( y ~ ' ) -f - y~ ' dx , 8c par con¬
séquent ( 10) d ( xy ~ ' ) — — xy~ 2dy y ~ ' dx.

Si l’on réduit cette quantité , on aura
ydx — xáy  _

xdy , dx—- -1- - OU
y y

y' ; OU l’on volt que la différentielle d’une frac¬

tion ~ , est égale à la différentielle dx  du numérateur mul¬

tipliée par le dénominateur y , moins la différentielle dy
du dénominateur , multipliée par le numérateur * , le tout
divisé par le quarré du dénominateur ; 8c c’est la règle
que l’on donne ordinairement pour différencier les fractions;
mais on peut se dispenser , comme on le volt , de charger
encore sa mémoire de cette nouvelle règle : il suffit de faire

passer le dénominateur au numérateur , selon la régie don¬
née {Alg. 141 ) , 8c de différencier ensuite.

13. Si l’on vent différencier ax ìy’1, on regardera d’abordx 3 8c
y '1 comme deux variables simples , 8c ( 9 ) on aura </ ( <2x3 y1 )
= iid d (y 5) -f ay 1 d (x 3) ; puis ( 10) on aura d (ax ì y*) —
lax ŷ dy -f - 3 ay ^x d̂x.  En générai d (a xmy " ) — a x"‘ d (y ")

ay "d ( xm) nax my " ~ ' dy -f - may n xm~ 1dx.

14. Si la quantité qu’on veut différencier , est complexe,
mais fans renfermer de puissances de quantités complexes,
on différenciera séparément chacun des termes qui la com¬

posent : ainsi (ax 3 -\- bx a -\ - cxy) = 3 ux 'Vx -f- zbxdx

-±cxdy -\- cy dx.  De même d Çaxiybx -=zd (« ’-f

bx + cx ~ *y) — 2 axdx + bdx — 2 cx - ' ydx -f
cx - ' dy. De méme d {xiy -s - ay 1 P ) =z 3 x*ydx -{-
x *dy -f- 2aydy, en se rappelant que la constante é3 n ’a

point de différentielle , ou que sa différentielle est zéro.
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15. Sll y a un exposant toial , comme clans ( «t -J- bx

-J- ex 1) '' , on regardera toute ia quantité affectée de cet
exposant , comme une seule variable que l'on différenciera
selon la règle donnée ( 10 ) pour les puissances : ainsi
d ( a -j - bx ex 1 y — 5 (u -j- bx ex 1)4 X d ( a +
bx + ex 1) = 5 (a + bx -}- ex 1)*  X (bdx -f icxdx ).

De même d ( a b x 1) * ■= : \ ( a b x 1) * d {a -f ■bx 1)

— } (a -f bx 2)T  X ibxdx — ^2- bxdx ( a + bx 1) *.

16. Si la quantité étant toujours complexe , étoit d’ailleurs
composée de différons facteurs , on regarderoit chaque fac¬
teur comme une variable simple , & l’on fuívroit la règle
qui a été donnée ( 9 ) pour un produit de plusieurs va¬

riables simples : ainsi x'3 (n bx 1 )*  qu ’on peut regarder

comme composé des deux facteurs x3 &í ( a bx1) *, don¬

nera d { xì {a -f bx 2)T) = (tf -J- bx 1) ^ d ( x^ ) -{-

x Jd ( a 4 - bx 1) '* qui , par les règles précédentes , devient

3 x%dx (a  4 - bx 1 )*  4 - -y b x 'dx (a  4 - bx 1) *. Pareilie-

ment d C (7 ^ y ) ~ d ^ x +  x  —
(x  4 - ay d {x 4 - £ )' * -+ ■( x 4 - b )~ *d ( x 4 - ay ;
c’est-à-dire == —1 ( x 4- a) 3 ( x 4- é )- 3 * 4 - 3 ( ^ 4-
* ) ' * ( * + a Tdx,  qui fe change en — )*ix

ssx -h a Y dx o r , , . ,—,-4 -— , & fe réduit a(x -r b )% ’
( x + 3 b - aa ) {x + a )*ix

pmji •

17. Si la quantité proposée est radicale , on substituera
aux radicaux , des exposons fractionnaires , comme il a été
enseigné ( Alg.  128 ) , & l’on différenciera ensuite selon les
rèïles d {t/x) = = ix *dx;
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d ( y/x 1) = d ( x ~ ) = \ X ^dx ; d sV ( -r -r — * x ) ] —

d ( aa — xxs = k ( aa — xx ) ~ ^ d ( aa — *x ) —

-xdx ( aa - xx ) - ï = ~ ^ Xxx -; d ( x" ^ [ (a +

Z P_

£*")?] ) — d Çxm(a + bx") q ) = x md ( a+ bx'’) í -f-
L

( a -f- i x") 5 d ( xm) xm+n~ ' dx ( <i + ix") q
P

-{- tnxm~ ' dx ( a -f- bx^s .

Des Différences secondes , troisièmes &c.

iB. Indépendamment des différentielles que nous
venons de considérer , & qu’on appelle Différences
premières,  on considère auffi les différences secondes  ,
troiffemes, &c. Pour marquer celles-ci , on fait pré¬
céder la variable , de deux lettres d,  s ’il s’agit d’une
différence seconde; de trois lettres d , s’d s’agit d’une
différence troisième, & ainsi de fuite ; par exemple,
ddx  marque la différence seconde de x.

Lorsqu il s’agit des différences secondes , on regarde
la variable comme augmentant par degrés inégaux,
mais dont la différence eít infiniment petite à l’égard
de ces accroiffemens mêmes. Ainsi ddx  est infini¬

ment petit à l’égard de dx.  De même dans les dif¬
férences troisièmes , dddx  ou ddx ( car on les

marque



de Mathématiques. 17
marque également de ces deux manières ) est infi¬
niment petit à l’égard de ddx ; &c ainfi de fuite.

Pour marquer le quarré de dx , on devroit natu¬
rellement écrire ; mais pour simplifier on
écrit dx z , ce qui ne peut causer de méprise, & être
pris pour la différentielle de x z , que nous sommes
convenus de marquer ainsi d ( x z') .

Observons bien que quoique ddx & dx z soient
tous deux infiniment petits du second ordre , ces
deux quantités ne font pas égales entre elles; ddx
est la différence seconde de x , ou la différence de
deux différences consécutives de * ; & dx 1 est le
quarré de dx.

Pour déterminer les différences secondes, ce qui
se présente naturellement est de considérer la quan¬
tité variable , dans trois états consécutifs, infiniment
voisins ; prendre la différence du second état au pre¬
mier , celle du troisième au second; & enfin prendre
la différence de ces deux différences. Par exemple , le
premier état de * est x;  au second instant, x augmente
de la quantité dx , & devient x -j- dx ; dans l’instant
suivant x + dx  augmente de la quantité dx -{- d ( ),
</( </* ) marquant ce dont l’accroiffement du second
instant surpasse celui du premier , ou la différence
de dx.  Ainsi les trois états consécutifs de la quan¬
tité x font x , x dx , x + x dx -{• d ( dx ~) . La

Marine, Mécan. I re. Partie. B
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différence du second & du premier est dx ’, celle du
troisième & du second est dx  fi- d (dx)  ;  enfin la
différence de ces deux différences ou la différence
seconde de x , est d (dx') ; on a donc ddx = d(dx ).
Donc pour avoir les différences secondes, il faut diffé¬
rencier les différences premières selon les règles qui ont été

données pour avoir celles-ci.

Par exemple , pour avoir la différence seconde de xy,
je prends fa différence première qui est xdy -j - ydx;  je
différencie maintenant celle- ci , comme si x & dx , y  &
dy  étoient autant de variables différentes, & j’ai xddy -f-
dydx -\ - dydx y ddx , ou xddy + a dy dx -{- yddx.
Pareillement , la différence seconde de x 2 se trouvera en
différenciant d’abord *2, ce qui donne 2 xdx ; puis différen¬
ciant 2 xdx  comme si x Si dx  étoient deux variables finies,
ce qui donnera 2 xddx  fi - 2 dx *. On trouvera de même que
d d ( ax'n) — d {_max "‘~ 'dx ) = m . ( m — 1 ) axm~ *dx*
fi- max m~ ‘ d d x ( *).

Si Ion avoit à différencier une quantité dans laquelle il
entre déjà des différences premières , soit qu’elle vînt ou

( * ) 11 peut se présenter , sur
cette manière de prendre les dif¬
férences secondes , une difficulté
qu’il est bon de prévenir . Quand
on détermine les différences pre¬
mières , on rejette les quantités
infiniment petites du second or¬
dre ; or les différences secondes
étant auffi infiniment petites du
second ordre , ne doit - on pas
craindre que ce qu’on a rejetté I

dans dévaluation des premières ,
ne rende les secondes défec¬
tueuses ? Non , parce que cet in¬
finiment petit du second ordre ,
qu’on a rejetté , ne peut donner
pour sa différentielle qu' un infi¬
niment petit du troisième ordre ,
qui doit être rejetté vis-à- vis de
la différence seconde , puisque
celle - ci est infiniment petite du
second.
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ne vînt pas d’une différenciation exacte, on íuivroit la même
méthode. Ainsi, d ( xdy ) — xddy -j - dxdy.  Pareillement
d — d ( x~ 1dy) — — x" 1 dxdy -s - x~ 'ddy.  De

même ^ ( ^ ) —^ (dxdy~ = ddx dy - 1—dxdy~ 2ddy
. d dx dxddy

dy dy 2

19. II arrive souvent que dans les calculs où il
entre plusieurs variables , on suppose constante la
différence première de l’une de ces variables. Cette
supposition qui est permise , parce qu’on peut tou¬
jours prendre une des différences premières pour
terme fixe de comparaison des autres différences pre¬
mières , cette supposition, dis-je , simplifie les calculs,
en ce que les termes affectés de la différence seconde
de cette variable , ne se trouvent plus dans le calcul,
puisque si dx est constant , on a ddx — o , ce qui
fait disparoître tous les termes affectés de ddx. II n’y
a d’autre attention à avoir dans ce cas que de ne
point différencier dx (ou la différentielle constante ) ,
dans les termes où elle se rencontre.

Ainsi, la différentielle de — , prise en supposant dx  cons¬
tant , ou d ( dx dy~ ' ) , dans cette même supposition, est
■— dxdy - d̂dy  ou — Si , au contraire, on sup¬

pose dy constant, elle est

20. A l’égard des différences troisièmes, on voit,
B 2
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en  raisonnant comme ci- deffus, que pour les avoir
11 faut de même différencier , comme i l’ordinaire,

les différences secondes, en regardant les variables ,
leurs différences premières , &c  leurs áfférences se¬
condes , comme autant de variables dfférentes ; &C

ainsi des autres différences plus élevée;. II faut seu¬
lement observer que si dans le passage des premières
différences aux secondes , l’une des différences pre¬
mières a été supposée constante , on doit la regar¬
der comme constante dans toutes les autres différen¬
ciations.

Remarque.

21. Nous avons supposé , dans tout ce qui pré¬

cède , que les variables x , y , &c . augmentoient
toutes en même temps ; c’est-à- dire . que * deve¬
nant x -{- dx , y  devenoit y + dy, & ainsi des autres.

Mais il peut arriver que les unes diminuent pendant
que les autres augmentent. Dans ce caí il faut , après
la différenciation, donner dans le résultat, le signe—,
à la différentielle de la variable qui va en diminuant.

Ou bien , on peut laisser la différentielle telle que la
donnent les règles précédentes ; mais dans l’applica-
tion qu’on en fera à une question , il faudra avoir
soin de prendre négativement la quantité que repré¬
sente la différentielle de la variable qui va en dimi¬
nuant.
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En effet si y  vient à diminuer d’une quantité q, & que
par la différenciation vôus ayiez supposé tacitement que y
devenoit y dy,  il faut donc que y — q — y -f - dy,
ou que — q — dy,  ou que q ~ — dy ; ainsi dans ces
cas , ce que vous auriez appelé dy,  vous Rappellerez — dy,
par tout ailleurs que dans la différenciation : nous verrons
des exemples de cela , par la fuite.

II en fera de même des différences secondes à l’égard
des différences premières. Si la différence première va en
diminuant , vous n’en différencierez pas moins comme à
l’ordinaire, mais dans l’application à quelque question, vous
appellerez — ddy,  ce que vous auriez appelé ddy , si dy
est la différence dont il s’agit.

Telles font les règles pour différencier les quan¬
tités , lorsqu’elies font présentées immédiatement.
Mais il arrive souvent que ce n’est pas tant fur les
quantités mêmes , que fur certaines expressions de
ces quantités , que l’on a à opérer. Par exemole,
au lieu des angles on emploie souvent leurs sinus,
tangentes, &c. de même , on est souvent forcé d’em-
ployer les logarithmes des quantités au lieu des quan¬
tités mêmes. Voyons donc comment on doit diffé¬
rencier ces fortes d’exprcssons.

Des différentielles de Sinus , Cosinus , ôc.

22. Lorfqu’on a à différencier une quantité telle
que fin. { ( ou sinus de "angle ou de Tare ç ) , il
faut concevoir que l’angle i  devient { -|- d ^ , &c

B 3
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alors fin. ( { + <̂{ ) — fin. { est la différentielle de
.fin.  î - Or selon ce qui a été dit ( Géom.  184 ) ,
sm . ( 1 + d[ ) = sin . 1 cos. + sm . d { cof { ,
en supposant le rayon — 1. Mais le sinus d’un arc
infiniment petit d^  est cet arc lui- même , &c  son
cosinus ne diffère point du rayon ; on a donc fin . d^
= d^ & cos. d{ =  1 ; donc Jîn. ( { + ) =»

sm . 1 + d [ cos. 1 ; donc fin. + d { ) — sin . 7 ,
ou d ( fin . 1 ) = d{ cos. 1;  c ’est-à-dire , qu’owa
ia différentielle du sinus d 'un angle ou d’un arc dont le
rayon efi Cunité , en multipliant la différentielle de Vangle  ,
par le cosinus de ce même angle.

13. Pareillement la différentielle de cof. { ou
cof ( £ + d { ) — cof 1 = cof. 1 cof d{ — sin.  (

fui . di — cof. 1 , puisque ( Géom.  185 ) cof. ( £ -f - d{  )
= cof 1 cof. di — fin . 1 fin. d{; donc , eu égard
à ce que fin . d{ = d^ , & cof. d^ — 1 , on a
d (cof {) = cof { — disiin . l — cosi = — di
fin. { ; c ’est- à-dire , qu 'on a la différentielle du cosinus
d.'un angle dont le rayon efi  1 , en multipliant la diffé¬
rentielle de fangle ( prise avec un signe contraire ) , par
le sinus de ce même angle.

Ainsi, pour récapituler , on a d (fin . f) = d{ cos^ t
& d ( cof. {.) = — d {fin.

A l’aide de ces deux principes , on peut diffé¬
rencier toute quantité composée de sinus & de
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cosinus , & cela en appliquant les règles données
précédemment.

Ainsi , pour différencier cos.  33; on aura d ( cos. t, s)  —
— 31ii fin.  3 3. De méine d ( cos. m{ ) ( m étant un nombre
constant ) zzz— md ^fin. & d ( fin . mff) — md[ cos. rnç.
Pareillement d ( fin.  3; cos. t) = cos t d ( fin . { ) -(- fin i
d ( cos. t ) =z d ^ cos. t cos.  3; — d t fin . 1 fin . t.  De même
d ( fin.  3; )™ — m ( fin.  3; )m~ ' d ( fin.  3 ) = md { cosinus

24 . Si l’on avoit qui est l’expreffìon de la tangentecof.

de l’angle 3; lorsque le rayon est I ( puisque ( Gèom.  278 )

on a 1 ; cof { ; ; fin . 1 : tang. { ) , on auroit d

— d [ (fin . I ) (cosi )- ' ] — d{  cos. 1 ( co / 3 )" ‘ +

d l ( fin. ( ) ' ( cos. 1 )- » = + - (TésT # -

—̂ ^co<~' ^ ( fin -1). - - / i_ parce que (Gcorn.  281 )
( cos . ç) a coi . ^ * r "i \ y

- 1.

Donc /j différentielle de la tangented’un angle dont le rayon
efl 1 , efl égale à la différentielle de l'angle , divisée par k
quarré du cosinus de ce même angle.

D ’où l’on peut conclure auffi que la différentielle d 'un
angle , est égale à la différentielle de la tangente de cet
angle , multipliée par le quarré de son cosinus ; en effet,

puisque d °u d ( tang. f ) — (co^j„  on a d z =
(cosiff  d ( tang. 1).

25. Si l’on avoit au contraire ^ qui est la cotangente

B 4
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dc l’angle i , on auroit d = d [ {cos. { ) {sin . { )' ' ]

— — dls ln- l (/ "• { )" ' — di ( cofif {fin . i ) ~ '~ =
_ d\  fin. i d{ ( coC. i )' — d[ ( sin . )̂a— d[ ( cos. i) 1

sin. I ( sin . ç)1 (lin . çp

( sin ^ifi  ’  âonc la différentielle dc la cotangtnted’un angle, efl
égale à la différentielle de Vangle {prise négativement') divisée
par le quarté du sinus de ce même angle.  Nous verrons , par
la fuite , l’ufage de ces différenciations.

Des Différentielles logarithmiques.

2.6. Rappelons- nous ( Arith.  116 ) que les loga¬
rithmes sont une fuite de nombres en progression
arithmétique quelconque , qui répondent , terme à
terme , à une fuite de nombres en progression géo¬
métrique quelconque.

Cela posé , soient y & y'  deux termes consé¬
cutifs dune progression géométrique , dont r soit la
raison , & a , a! , les deux premiers termes. Soient
pareillement x & x'  deux termes consécutifs d'tine
progression arithmétique , dont b & b'  soient les
deux premiers termes. Supposons de plus que x &
x'  sont à même place dans la progression arithmé¬
tique , que y Sc y'  dans la progression géométrique,
auquel cas x S>c x'  font les logarithmes dej Scy ' .

Par la nature de la progression géométrique ,
( Arhh. 211 ) on a y = ry , & à' — ra;  substi¬
tuant dans la première équation , la valeur de r
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tirée de la seconde , on a y ' — , ou y —

Supposons maintenant que la différence de y'  à y

est 1,  ou que y ' = y + { ; nous aurons ou

1 4. I = y , & par conséquent y = y - 1
— 1 ~~ a ou — = d — a.

a 7 y

D’un autre côté , la nature de la progression arith¬
métique ( Arith,  204 ) , donne x' — x = tí — b.

Pour avoir maintenant la relation de ces deux pro¬
gressions, supposons que la différence a! — a des
deux premiers termes de la première , soit à la dif¬
férence b' — b des deux premiers termes de la se¬
conde , comme l’unité est à un nombre quelconque
m , c ’est- à - dire , que d — a ; b' — b y.  1 \ m;
nous aurons m ( d — a) — b1— b; mettant donc
dans cette dernière équation , pour d — a &l b1— b,

les valeurs qu’on vient de trouver , on aura ~L

— x'  — ■x,  qui exprime généralement la relation
d’une progression géométrique quelconque, à la pro¬
gression arithmétique quelconque correspondante.

Imaginons maintenant , que dans l’une & dans
l’autre progression , les termes consécutifs soient
infiniment voisins ; alors { qui marque la différence
de y 1 à y , fera dy , & x — x qui marque la
différence de sir,  sera dx ; d ’où l’équation se
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changera en l~ íy- = dx.  A l’égard de mqui marque

le rapport de la différence des deux premiers termes
de la progression arithmétique , à la différence des
deux premiers termes de la progression géométrique,
il n’en fera pas moins un nombre fini , quoique ces
deux différences soient alors infiniment petites , parce
que l’on conçoit aisément , que deux quantités infi¬
niment petites peuvent se contenir lune i’autre, autant
de fois que deux quantités finies.

L’équation HLîll — dx  nous apprend donc que

la différentielle dx  du logarithme d’un nombre mar¬
qué par y , est égale à la différentielle dy  de ce
nombre , divisée par ce même nombre y , & mul¬
tipliée par le premier terme a de la progression géo¬
métrique fondamentale , & par le nombre m qui
marque le rapport de la différence des deux pre¬
miers termes de la progression arithmétique , à la
différence des deux premiers termes de la progression
géométrique. Comme ce nombre m fixe , en quel¬
que forte , le rapport des deux progressions, on l’ap-
pelle le module.

On voit donc que selon la valeur que l’on sup¬
posera à m & au premier terme a de la progression
géométrique , un même nombre y  peut avoir dif-
férens logarithmes. Mais entre tous ces différens
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systèmes de logarithmes , celui qui est le plus com¬
mode dans les calculs algébriques, est celui où le
premier terme de la progression géométrique est 1,

& où le module est 1. Alors l’équation -y - = dx
qui renferme tous les différens systèmes de loga¬
rithmes , devient — — dx.

27. Donc , dans le système de logarithmes , en
usage dans le calcul algébrique , la différentielle  d x
du logarithme  x Sun nombre quelconque  y , es égalea
la différentielleà y de ce nombre, divisée par ce même
nombre  y . C’est là le principe d’après lequel on peut
trouver facilement la différentielle du logarithme de
toute quantité algébrique; mais avant d’en faire usage,
nous observerons i °. que les logarithmes dont il
s’agit ici ne font point ceux des Tables ; mais on
peut facilement passer des uns aux autres , comme
nous le verrons par la fuite.

' i °. Que puisque le premier terme b de la progres¬
sion arithmétique ne se trouve point dans l’équation

Hldsy.— à , cette équation , ainsi que l’équation

particulière y- ■dx,  que nous venons d’en dé¬

duire , ont toujours lieu quel que soit ce premier
terme S, c’est-à-dire , le logarithme du premier terme
a de la progression géométrique. Donc nous sommes
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les maîtres de supposer , pour plus de simplicité, que
le logarithme du premier terme de la progression arith¬
métique est zéro : & comme nous avons supposé que
la progression géométrique à laquelle nous nous arrê¬
tons , a pour premier terme l’unité , nous prendrons
donc zéro pour logarithme de l’unité ; mais il faut
bien remarquer quon en est absolument maître.

En prenant ainsi l’unité pour premier terme de
la progression géométrique , &£ zéro pour premier
terme de la progression arithmétique , ou pour le
logarithme de l’unité , les règles que nous avons
données ( Arìth.  227 &suiv. ') pour Tissage des loga¬
rithmes , Rappliqueront également ici ; ainsi , en se
les rappelant & les généralisant , on verra que au
lieu de / (ab)  on peut prendre la -\ - lb , l mar¬

quant logarithme.  De même l -̂ = la — Ib.  Pareil¬

lement la m— mla ; enfin l \Xam= la " = -~ la.

Cela posé , appliquant le principe que nous venons d’é-
tablir concernant la différentielle du logarithme d’un nombre,

on trouvera que dix — — : dl (a  4 - x ) = —- - =* x 3 \ i / a _ h x
d x

’ ^ C ~ + x ) — d [ la — l ( a -+- * ) ] —
dfa •+■ x ) dx  ^ 4/. . , rfr »—à- - = - , en faisant attention que la chne-

rentielle de la constante la } est zéro.

Pareillement , dl d ( h — Ix ) = — dl ( xx')
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= d {ilx ) = dl ( xy ) = J { lx + ly ) = ~ +

dy

dx +
dX

= d [ l {a + x ) — l ( a — * ) ] =

d [ l {aa + xx ) ] = i ^ -^ = 2 -̂ - idly {aa + xx)1 ' ' •'J * <2 + * * aa -i- xx* ' '
x dx

V («* + * * ) i/ ( aa + xx ) V { aa x- ** ) «i + » ’
ou plus commodément ,dlv / {aa xx^ — d ^ l (aa -\ - xx ) \

= ^t*- c-+ **■)"i= + ^ +
= </ [ <»/* + />*( « + ***)] = ~ + jL777 “ - Ces
exemples suffisent pour faire voir comment on doit diffé¬
rencier toutes les autres quantités logarithmiques.

Des Différentielles des quantités exponentielles.

2.8. On rencontre encore quelquefois des quantités de cette
forme, c*, x*; c ’est-à-dire , des quantités dont l’exposant est
variable. On les appelle des quantités Exponentielles.

Pour savoir comment on doit les différencier, posonsx?-
alors , en prenant les logarithmes de chaque membre, nous

aurons lx> = , & par conséquent dl ( xy) — ; donc

— ŝ dl (xx ) , ou (en  mettant pour ç & </ { , leurs va¬

leurs ) d ( xr) — xy dl ( x? ) ; c ’est-à-dire, que la différen¬
tielle d'une quantité exponentielle, ft trouve en multipliant cette

quantité exponentielle, par la différentielle de son logarithme.

Ainsi d ( xy ) = xy d ( lxy) — xy d (ylx) — xr Çdylx

-j- Pareillementd [a* yï ) d ( aK) ~\- d (yï ) Z3
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a* d {la* ) -f - yl d (/yï ) = a*d ( x Li} -j - yí ts /y ) —

a*dxla y\ Çjl ^ ly  .  De même d {a a x x) x
— (44 + ïï ) ' dl ( aa -\- xx) x = ( « + xx) xd ( xl {aa

+ xx) = ( « + .vx )-- (dxl ( aa + * * ) + ;
& ainsi des autres. On fait assez souvent usage, dans le
calcul , de la quantité exponentielle c*, c étant le nombre
dont le logarithme :=: i . La différentielle de cette quan¬
tité est , selon ce qui vient d’être enseigné, cxd (lcx),  ce
qui revient à c*d {xlc ) — c* . dxlc;  donc puisque le  est
supposé = i , on a simplementd ( cx) — dxcx. C ’est à-
dire , que cette exponentielle particulière, a pour différen¬
tielle , cette exponentielle même, multipliée par la diffé¬
rentielle de son exposant. Nous la retrouverons par la fuite.

Applications des Règles précédentes.

19 . Pour faire connoître par quelques exemples,
l’ufage des règles que nous venons de donner , &
leur avantage fur l’Algèbre ordinaire , nous allons
les appliquer aux objets que nous connoissons ; c’est-
à-dire , à des questions de Géométrie ôc de Calcul.

Applications aux Soutangentes , Tangentes y
Sounormales , &c. des Lignes courbes.

30 . Pour mener une tangente à une ligne courbe
quelconque A M ( fig . / ) , on se représente cette
ligne courbe , comme un poligone d’une infinité de
côtés infiniment petits : le prolongement M T  de l’un
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M m de ces côtés , est la tangente , que l’on déter¬
mine pour chaque point M,  en calculant la valeur
de la soutangente P T,  ou de la partie de la ligne
fur laquelle fe comptent les abscisses, comprise entre
l’ordonnée P M Sc  la rencontre T de cette tangente.
Voici comment on détermine cette soutangente.

Par les deux extrémités M Scm du côté infiniment

petit M m,  on imagine les deux ordonnées MP , mp  ,
Sc  par le point M,  la ligne Mr  parallèle à A P axe
des abscisses. Le triangle infiniment petit Mr m est
alors semblable au triangle fini T P M , Sc  donne
cette proportion r m : r M ” P M : P T,  Or si l’on
nomme A P , x ; P M , y ; il est évident que P p ou
son égal r M sera dx , Sc  que r m sera iy ; on aura
donc dy : dx ' ". y : P T= yd!A.  C ’est-là la formule

générale pour déterminer la soutangente de quelque
courbe que ce soit , soit que les y Sc  les x soient
perpendiculaires entre eux ; soit qu’ils ne le soient
pas , pourvu que les y  soient toujours parallèles
entre eux. Voyons maintenant comment on applique
celte formule à chaque courbe dont on a Péquation.

Supposons que la nature de la courbe quelconque
A M , soit exprimée par une équation telle qu’on
voudra , où entrent x , y Sc  des quantités constantes.
Si l’on différencie cette équation , il n’y aura jamais
que deux sortes de termes , les uns multipliés par dx t
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les autres multipliés par d y.  II fera donc facile , par
les règles ordinaires de l’Algèbre , de tirer de cette

équation différentielle , la valeur de ~ , laquelle ne

contiendra que des x , desy & des constantes : substi¬

tuant cette valeur dans la formule y~4 ^  ou vXr.

on aura la valeur de la foutangente , en x , y & en
constantes ; enfin mettant pour y  fa valeur exprimée
enx , que l’on tirera de l’équation de la courbe même,
on aura la foutangente exprimée simplement en x  &
en constantes ; ainsi pour déterminer la foutangente
pour quelque point M que ce soit , il ne s’agira plus
que de mettre dans ce dernier résultat , au lieu de .v,
la valeur de l’absciífe A P qui répond à ce point M.

Supposons, par exemple, que la courbe dont il s'agit,

est une ellipse dont l’équation ( Alg.  294 ) est yy —

(ax — xx ). Je différencie cette équation , ce qui me

donne 2ydy — — ( adx — 2 xc/x ) 0112a aydy — abbdx

— 2 bbxdx;  j 'en tire la valeur de ^ , ( en divisant d’a-
bord par dy , puis par le multiplicateur de dx ) , & j ’ai
dx xa ay r , , yix . y dx
d y abb — 2 b bx 1 d y ’ ' d y

2aÍJ ..rr - • enfin mettant pour y2, fa valeur — (ax — xx)abb — 2 b b x* r J ,  aa ' '

que donne l'équation de la courbe , & réduisant, j’ai
2Íax — xx ) ax — xx , -n •ou PT — —- - — -- , va eur qui est pre-

cisément la même que celle que nous avons trouvée ( Al-
gìbn  301 ) , mais que l’on trouve ici , d’une manière bien
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plus expéditive. Remarquons en passant, combien ce résul¬
tat justifie ce que nous avons dit ( 5) touchant les quantités
que l’on rejette dans le calcul ; car en employant ici
le calcul différentiel, dont les règles , dans cet exemple,
supposent l’omission des quantités infiniment petites du se¬
cond ordre, vis-à-vis de celles du premier, nous arrivons
au même résultat que dans l’application de PAIgèbre à la
Géométrie , où nous avions déterminé cette soutangente de
la manière la plus directe & la plus rigoureuse. On voit
donc qu'en rejettant ainsi les quantités que nous avons pres¬
crit de rejetter , on ne fait qu’imprimer au calcul , le ca¬
ractère qu’il doit avoir pour exprimer l’état de la question.

On s’y prendra d’une manière semblable pour
déterminer les tangentes , les íounormales , les
normales, &c.

Supposons, pour plus de simplicité, que les te&
les y  font perpendiculaires entre eux ; pour avoir
la tangente, on comparera de nouveau le triangle
Mmr,  au triangle T P M , & l ’on aura rm ; Mm
:; PM : TM ; or à cause du triangle rectangleMrm,
on a Mm~ y [frrVÍ) 2+ (rw) 2] = j/ (à 2-j- r/y
donc dy ; \d (dx 1■+• c/y 2) y : T M; donc TM =
yv'j,dx*+ Ay*) _ _ y V ( J ** dy'1) _ v \/( + dy1"N

—y \d ainsi , différenciantl’équation
de la courbe, on en tirera ia valeur de ^ , dont on

7 dy 9

substituera le quarté dans cette expression de la tan¬
gente, après quoi , mettant pour y  fa valeur en x:

Marine. Mican. Iu. Partie,  C
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& en constantes , tirée de l’équation de la courbe ,
on aura la tangente exprimée en x & en constantes.
On peut en faire l’application à l’équation à 1’ellipí'e;
on retrouvera la même valeur que nous avons don¬

née ( Algèbre  ZO; ) .

Si l'on veut avoir la founormale , on imaginera

la ligne M Q perpendiculaire à la tangente T M , &c
l’on remarquera que les triangles Mr m, MP Q,  qui
ont les côtés perpendiculaires l’un à l’autre , font
semblables; on aura donc Mr : rm P M : P Q;

c’est- à-dire , dx ; dy : : y : ? <Z — Donc

après avoir différencié l’équation de la courbe , on

en tirera la valeur de ^ , que l'on substituera dans

â , & achevant comme ci-destus, on aura la valeur
dx 7

de la founormale , en *• & en constantes.

Par exemple, pour l’ellipse, l’équation y y — [ax —x x)
45 , , j x

étant différenciée , nous donne lydy = : — {adx — 2 xdx) ;

; par conséquent la founormale

x ) , la même chose
dx aa i

que l’on a trouvée ( 4 lg.  300 ) .

Si l’on vouloir la normale M Q , on la trouveroit en com¬

parant de nouveau le triangle Mr m,  au triangle M P Q-
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Prenons pour second exemple de la formule des fou ta n-

gentes, & de celle des founormales, l’équation à la para¬
bole , qui (Alg.  356 ) z<\ yy — p x.  En différenciant, nous
aurons 2ydy zzz pdx ; donc ~

r  dy P ’ dx iy

donc la foutangente■— — y - ~ — iï; & la sou-

normale ^ ^ ce qui s’accorde parfaitement avec
ce que nous avons trouvé (Alg.  363 & 364).

Pour troisième exemple, nous prendrons féquationym+ *
— amx"  qui exprime généralement les paraboles de tous
les genres.

On est convenu d’appeler parabole, toute courbe dont
l’équation telle que y "+ n — amxn n ’a que deux termes,
mais où les expofans de x & y dans différens membres
font de même signe.

En différenciant cette équation , nous aurons.
( m -j- n ) y *+ n- 'dy = namxn~ 'dx ; donc — —

dy

C?. + ” l -L- donc la foutangentey~-~ feraaa mx" ~ ' 0 dy na mxn ~'  »

ou ( en mettant pour ym-*-n fa valeur amx" ) y_ix_
’ dy(m + n ) amxn m + n ,, > ,, . , ,- = —~— x >«1 °u I on voie que la foutangente

dans ces courbes, est égale à autant de fois l’abfciste qu’il
y a d’unités dans l’exposant de y  divisé par l’exposant de x,
ce qui a lieu , comme nous le savions déjà, dans la para¬
bole ordinaire , où la foutangente est ex , & où l’expofant
de y divisé par l’expofant de x , est en effet y z=z 2.

Prenons maintenant, pour exemple, une courbe dont la
C 2
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nature soit exprimée par une équation entre les différent

tielles des coordonnées . Supposons , par exemple , que la

courbe B M (fig. 4)  soit telle , que les abscissesA P , Ap, &c.

étant prises en progression arithmétique , les ordonnées cor¬

respondantes P M , pm, &c . , soient en progression géomé¬

trique : cette courbe qu’on appelle logarithmique,  par ce que

les ordonnées représentant successivement tous les nombres

imaginables , les abscisses représentent leurs logarithmes ,

cette courbe , dis-je , aura pour équation — dx,

puisque nous avons vu ( 26 ) que cette équation exprimoit

la relation des nombres à leurs logarithmes . On aura donc

à — — 5 & pa r conséquent la soutangente deviendra

a-PAL  ou am;  c ’est-à-dire , que pour chaque point d’une

même logarithmique , la soutangente P T est toujours la

même , St égale à autant de fois la première ordonnée AB,

ou <j,  qu ’il y a d’unités dans le module m.

31 , Lorsque l’équation de la courbe est telle,

que x croissant , y  diminue , comme dans la figure i,

alors la ligne rM doit être exprimée par — dy (11 ) ;

la proportion rM ; rm \ \ P M : P T qui sert à

trouver la soutangente , devient — dy : dx : : y  ;

P T — — ; ainíi il n’y aura aucune différence

pour le calcul : le seul changement est que la tan¬

gente , au lieu de tomber du côté de l’origins

A des abscisses, par rapport à l’ordonnée P M,

tombera du côté opposé ; c est pourquoi on peut
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toujours prendre pour la formule des foutan-

gentes : si les ordonnées vont en décroiíïant , la

valeur de se présentera fous une forme négative

qui Indiquera qu’il faut porter cette valeur du côté
oppolé à l’origine des x.

Par exemple j si on prend Péquatîon au cercle , l’origine
étant prise au centre , c’est- à-dire (Alg.  285 ) l’équation y y
=7.  j aa — xx,  il est évident que CP  ou x ( fig.  j ) crois¬
sant , y ou P M diminue ; aussi la soutangente P T tombe-
t- elle du côté de P M opposé à l’origine C des abscisses;
& c’est ce que le calcul dit aussi ; car si l’on différencie,

on a 2ydy — — zxdx ; Sc  par conséquent ^ ^ ;
donc — ( ~; aa _ xx } valeur dont le

dy x x

signe — indique qu’elle doit être portée du côté opposé à

celui que l’on a supposé en prenant Pour  formule de
la soutangente.

Prenons encore pour exemple , l’équation xy  r2 a a qui
est à l’hyperbole entre ses asymptotes (Alg.  347 ) : nous

aurons xdy -f - ydx — o, & par conséquent ^ ~~ S
donc — ~~~ — — x ; ce  qui nous apprend qua

pour mener une tangente à l’hyperbole considérée entre ses
asymptotes , il faut prendre fur l’asymptote voiíqe du point
M en question (fig.  7 ) & du côté de P M  opposé au point
A origine des x , h  ligne P T zx AP — x.

On voit avec quelle facilité toutes ces choses fe déter¬
minent par le calcul différentiel.

c 3
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A l’imitation des paraboles de tons les genres , on ap¬

pelle Hyperboles, rapportées à leurs asymptotes, toutes
les courbes dont l’équation telle que ym =z am+ "x~ n n ’a
que deux termes, mais où les exposons de y & de x dans
différens membres, font de signes contraires. On peut en¬
core prendre ces courbes pour exemple; nous le laissons
à faire au Lecteur. On trouvera la foutangente — — —x ;
c’est-à-dire , qu’elle tombe du côté opposé à l’origine des
x , & qu’elle est égale à autant de fois l’abfcisse qu’il y a
d’unités dans l’expofant de y divisé par l’exposant de x.

En général , par ce calcul , on détermine à la fois
toutes les fou tangentes , tangentes , & c. de toutes
les courbes d’une même famille : on appelle ainsi
les courbes dont l’équation est formée de la même
manière , & ne diffère que par la grandeur des expo-
fans ; c’est ainsi qu ’on appelle Cercles , en général ,
toutes les courbes dans lesquelles une puissance quel¬
conque de l’ordonnée , est égale au produit de deux
puissances quelconques des deux distances de cette
ordonnée aux extrémités d’une ligne a , fur laquelle
fe comptent les abscisses. Leur équation ett. y m+ n =
x m(rr — * ) ” qui comprend le cercle proprement dit,

lorsque m —n — i . L’équation y m+ n=z -C x m{a —* )”

représente les ellipses de tous les genres ; & y m+r- =

-L x m(a + x ) " , ainsi que y m+ n = -̂x m(̂ x — a ') ‘

représente les hyperboles de tous les genres . On dé¬
termine la figure de ces courbes , par le moyen de
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leur équation , comme nous l’avons vu pour les sec¬
tions coniques ( Alg.  2.83 ) , mais en observant que
y  n ’a qu’une valeur réelle , lorsque son exposant
est impair , & deux lorsqu’il est pair , voyez ( Alg.  172 ) ;
ce qui fait qu’à une même abscisse,il ne répond qu’une
branche de courbe , dans le premier cas, & deux dans

le second, mais qui tombent de différens côtés de ce
même axe.

32. Lorsqu’on sait déterminer les tangentes , nor¬
males , &c. , on peut facilement résoudre les deux
questions suivantes , i °. dun point donné hors dune

courbe, mener une tangenteà cette courbe.  2 0. D 'un point
donné par-tout oìi l 'on voudra dans le plan dune ligne
courbe, mener une perpendiculaireà cette courbe.

En effet, concevons que D M ( fig. 8 ) est la tan¬

gente demandée. La valeur générale de PT  ou

fera facile à trouver par le moyen de l’équation de
la courbe. Si l’on mène D B parallèle aux ordonnées

P M,  la ligne D B & fa distance B A à. l ’origine A
des absciffes, font censées connues , puisque le point
D  est supposé donné, Nommant donc D B ,h ; AB,g;
AP,x ; íkPM,y,  on  aura B P = g + x, & TB  —

P T — B P — y-̂ j — * — g.  Or les triangles sem¬
blables T B D , T P M,  donnent T B : B D : : T P :

PM;  c ’est- à - dire , y *f.— * — g : h : : y-~ : y  ou
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: 1 j donc — x — g~ • Mettant

donc clans cette équation , la valeur de ~  tirée de
l’équation de la courbe différenciée, on aura une
équation en x , y & constantes , dans laquelle met¬
tant pour y  fa valeur en x & constantes , tirée de
l’équation même de la courbe , on aura Inéquation
qui donnera la valeur de x , qui répond au point M
où doit aboutir la tangente ; & s’il est possible de
mener du point D plus d’une tangente , l’équation
donnera les valeurs de x qui conviennent aux diffé-
rens points où doivent aboutir ces tangentes.

S’il s’agit d’une perpendiculaire , alors imaginant

que ce soit D Q (/ §. -§ ) ; P Q êra  77 ( 3° ) ; or
les triangles semblablesD B Q ôc M P Q donnent D B
: B Q ’. ’. PM : P Q, c’est-à-dire , (en employant les
mêmes dénominations que ci-deffus) k ; g+ x + y-ít ; ;

y : y-4^-  ou y dydx : : 1 : d£;  donc kJi = a g + x + — ,
équation dont on fera le même usage que dans le
cas précédent.

Les deux solutions que nous venons de donner , peuvent
être simplifiées en faisant passer Taxe des abscisses par le
point donné D, & le laissant parallèle à fa première posi¬
tion ; c’est-à dire , en prenant D K ( fig. 8 ) pour axe des
abscisses, ce qui n’exige autre chose en faisant K M ^,
& par conséquent { :r= y —- /t , ou y + A, que de
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substituer, tant dans l’équation de la courbe, que dans celle
du problème, { -f - h au lieu de y.  On peut aussi prendre
le point D pour origine des abscisses.

Lorsque la courbe a un centre , comme le cercle, l’el-
lipse Lee. , on peut toujours supposer que le point D est
sur un diamètre , alors la solution devient beaucoup plus

simple.

33 . Remarquons encore que — exprime la tan¬

gente de l’angle que la courbe fait en chaque point,

avec l’ordonnée ; & ^ exprime celle de l’angle que

la courbe fait avec l’axe des abscisses. En effet ,

dans le triangle rectangle Mmr  ( jig . 1) , on a ( en

supposant le rayon des Tables = 1 ) r m : r M

t ; 1 ; tang. rmM;  donc tang. rmM -= ~ =

Donc li l’on veut savoir en quel endroit une

courbe , ou sa tangente , fait avec l’ordonnée , un

angle donné , ou dont la tangente est connue , ayant

représenté cette tangente par m , on aura m = ;

ainsi déterminant , par différenciation de l’équation

de la courbe , la valeur de — , íi  régalant à m , on

aura une équation dans laquelle substituant pour y

sa valeur en x & constantes tirée de l’équation de

la courbe , ou aura la valeur ou les valeurs de x,  qui

répondent aux points où la courbe fait un pareil

angle avec l’ordonnée ; & si la courbe ne fait nulle
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part avec l’onlonnée un angle égal à l'angle donné,
on trouvera que la valeur ou les valeurs de * seront
imaginaires , ou bien l’équaîion indiquera une absur¬
dité manifeste.

Par exemple , dans l’hyperbole qui auroit pour équation

, lequelyy — 2 ( ax -(- xx ) on trouvera ^ z— 4 -r

étant égalé à m , donne ou â"+ ~ïx ~ m 5 l 'on
tire y “ ma -f - 2 mx:  mais l’équation de la courbe donne
y ZZ  1/ [2 (ax -J - xx) ] ; donc ma -\- imx — t/ [i (ax  xx )]
ou , en quarrant , mmaa -f - ó,mmax -)- 4 mmxx — 2 sx - s-
2xx . Si l’on demande maintenant , en quel endroit cette
hyperbole fait , avec l’ordonnée , un angle de 450; comme
la tangente de 450 est égale au rayon , on aura m — 1 ,
ce qui réduit l’équation z aa -\ - ,̂ax -\ - a,xx — aax -p
2 xx  ou 2xx îdx -)- aa zz: o,  qui étant résolue donne
x — — i a ± v/ ( \ aa — '- aa ) ~ — { a ± \/ (— \ aa ) t
valeurs imaginaires , & qui font voir que l’hyperbole dont
l’équation particulière est y y — 2 ( ^ x -s- xx ) , ne fait
nulle part , avec l'ordonnée , un angle de 45®.

Quoique ce que nous venons de dire dans cette dernière
remarque , & dans la résolution des deux questions précé¬
dentes , semble s’appliquer également aux courbes dont on
auroit 1équation différentielle ; en y faisant attention , on
verra cependant que pour celles-ci , le calcul ne peut pas
satisfaire entièrement comme pour celles dont on a l’équa¬
tion en termes finis. En effet , lorsque l’équation qui résout
la question , renferme encore x & y après la substitution de

la valeur de , l’équation de la courbe ne peut servir à

chastèr y , puisque par la supposition elle renferme dx & dy.
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Et quand même elle ne renfermerait que * , on ne ferait
pas sûr que cette valeur de x satisfit à la question , il fau¬
drait , pour cela , mettre cette valeur de x dans l’équation
de la courbe , & en déduire pour y une valeur réelle ; or

on ne peut en aucune manière , tirer de cette équation la
valeur de y.

La feule manière de résoudre ces questions , en pareil cas,
est (en supposant la courbe déjà construite) de construire
aussi l’équation que l’on a eue en exprimant les conditions
de la question , ce qui donne une seconde ligne dent l’in-
tersection , ou les intersections avec la première , donnent la
solution ou les solutions demandées.

34 . On peut encore , par les mêmes principes , déterminer
les asymptotes rectilignes des lignes courbes.

En effet une courbe a une asymptote rectiligne , lors-
qu’ayant quelque branche qui s’étend à l'infini , la tangente
à l’extrémité de cette branche , rencontre l’axe des abscisses

ou celui des ordonnées , à une distance finie de l’origine.

Ainsi (fig . 6 ) fi  de la fou tan gente P T ou on retranche
y d x ^

l’abscisse A P ou x , on aura - x pour la valeur de

A T ou de la distance de l’origine A jusqu ’à la rencontre
de la tangente : il n’y aura donc , après avoir calculé la va¬

leur de — * , qu’à égaler cette valeur à une quantité

finie s;  par le moyen de cette équation , on chassera y
pour avoir une équation en x & s,  ou bien on chassera *

pour avoir une équation en y & t . Alors supposant y ou *
infinie , s’il en résulte une ou plusieurs valeurs finies pours -,
ce seront les distances A C où doivent passer les asymptotes
de la courbe . Mais comme une feule  distance n’en déter¬

mine pas la position , on imaginera , par l’origine A , la
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ligne A K parallèle aux ordonnées , & on remarquera que
les triangles semblables T P M , TA K,  donnent TP : P M

: : ta

A K — y — d X

lAl • v • • y— — X '
dy J dy  *

On calculera donc , de même , la va-

A K ; c ’est-à-dire ,
* d

leur de y — , & l’ayant supposée égale à une quan¬

tité finie t , par le moyen de cette équation & de celle de
la courbe , on éliminera x ou y ; & supposant y ou x in¬
fini , la valeur ou les valeurs de t qui en résulteront , don¬
neront les distances A R où passe l’afymptote.

Par exemple , si l'équation de la courbe étoit y 5 —
** 4 - * ) , on auroit 3y *dy — ixdx ( ^ + * ) +

x*dx — laxdx -f - 3x ' dx;  donc — x =z - - --
J dy 2 ax + $ x*

— X, ou ( en mettant pour y3 , fa valeur

*’ _ x _ * _ «x
2a z1 + 3 ^ 2, ax + $ x*  2 *2 + 3^

faut donc x infini ( c’est - à - dire , négligeant ia  vis -à-vis

) yjAL _ * _
) dy

- — s : suppo-

de 3 * ) on aura s —  On trouvera de même , y —

te d y _ 2 a x2 -f - 3 3 y* —- 2 a x-
dx y  3 y1

mettant pour y sa valeur , se réduit à

— 3 * 3
ìy

\/ [ ( a + xfx]
supposant donc x infini , on aura t - a.

, qui , en

- = t;

Si la valeur de s étant finie , on trouvoit celle de t in¬
finie , ce seroit une preuve que l’asymptote est parallèle
aux y . Elle seroit , au contraire , parallèle aux x,  si s étant
infinie , t étoit fini , ou zéro ou infiniment petit.

33. Dans tout ce qui précède , nous avons supposé que
les ordonnées étoient parallèles , & qu’elles ètoient comptées
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depuis la iigne méme fur laquelle se  comptent les abscisses.
Mais il arrive assez souvent que l’on fait partir les ordon¬
nées d’un point fixe; quelquefois on prend pour abscisses
les arcs d’une ligne courbe, & pour ordonnées des lignes
droites ou des lignes combes. Mais en général , à quelques
lignes que soient rapportés les points de la courbe princi¬
pale , on a toujours, ou l’on peut toujours avoir une équa¬
tion qui exprime la relation des abscisses aux ordonnées.
Lorfqu’on veut en faire usage pour déterminer les tangentes,
ou d’autres lignes, il faut faire ensorte que les lignes que
l’on emploiera pour déterminer ces tangentes, ne renferment
d’autres différentielles que celles des variables qui entrent
dans l’équation de la courbe. Nous allons en donner quel¬
ques exemples.

36. Supposonsd’abord que AM ( fig. p)  étant une courbe
connue dont on fait mener les tangentes , B S soit une
courbe qui ait pour abscisses les arcs A M de la première,
& pour ordonnées les lignes MS  parallèles à une ligne don¬
née : la relation de ^1M à MS  étant exprimée par une
équation quelconque, on demande comment on mèneroit
une tangente en un point donné S de la courbe BS.

On imaginera, comme ci-devant , l’arc infiniment petit
Ss,  dont le prolongement S Q , ou la tangente , rencontre
en Q la tangente M T au point correspondant M de la
courbe AMj & ayant mené la ligne Sk  parallèle à AIT
ou à Mm,  le triangle Sks  sera semblable au triangle QMS,
ensorte que l’on aura f k : Sk ' ' AIS : M Q;  or en nom¬
mant l’arc A M, x; & l ’ordonnée MS , y;  on a Mm —
Sk = dx , & sk — f m — S M — dy ; donc dy \ dx \ ;

y t MQ — prenant donc sur la tangente MT  la

partie M Q égale à ta valeur de déterminée par la
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différenciation de Pèqnation de la courbe , on aura le point Q,
par lequel & par le point S,  menant QS,  elle sera la tan¬
gente demandée.

Supposons , par exemple , que la courbe B S soit cons¬
truite en prenant toujours l’ordonnée MS  égale à une partie
déterminée de Tare A M;  c ’esi-à-dire , que MS  soit toujours
à A M dans le rapport donné de a à b,  011 aura donc y '
x ; t a ! b , ensorte que l’équation de la courbe fera by —
ax.  Différenciant , on a bdy — adx, & par conséquent

-y ^ > donc ^yy  ou MQ,  sera ^ ; or par l’équation,
on a ~ — x ; donc MQ = x,  Ainsi dans toutes les courbes

dont les ordonnées parallèles seront toujours en même rap¬
port avec les abscisses correspondantes , droites ou courbes,
la soutangente AI Q fera toujours égale à l’abscisse corres¬
pondante A M.

37. Lorsque la courbe A M sur laquelle on prend les abs¬
cisses, est un cercle ; l’ordonnée MS  étant toujours à l’arc
A Ai  dans un rapport constant , la courbe B S est ce qu’on
appelle une cicloide . C’est la cicloïde ordinaire ( ou celle
que trace le point d’une circonférence de cercle roulant fur
un plan ) , lorsqu’ori prend toujours l’ordonnée AIS — A M.
Si l’on prend AIS  plus grand que AM,  mais toujours en
même rapport entre eux , on a la cicloïde allongée ; au
contraire , on a la cicloïde accourcie en prenant MS  plus
petit que A M.

38. Si l’équation de la courbe à laquelle il s’agit de mener
une tangente , au lieu d’exprimer le rapport de A M d. MS ,
exprimoit celui de A AI  à P S ; c ’est à-dire , si les arcs A M
étoient les abscisses x, & que les ordonnées PAIS , y,  se
comptassent depuis une ligne droite déterminée A P ; alors
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en menant Su  parallèle k A P , on  déterminèrent la soutan-
gente P 1 sur la ligne A P , en cette manière.

Comme la courbe A A1 est supposée connue , on est censé
connoître sa soutangente & sa tangente en chaque point ;
ainsi nommant PT , s, & T M , t,  on aura , en menant
Mr  parallèle à A P, & comparant les triangles TPM  &
Mr m , TP ‘. TA1 \ \ Air ‘. Mm;  c ’est- à-dire , s ; t : :

Air : dx ; donc Mr — Su (en menant Su  paral¬

lèle z A P ) . Comparant donc les triangles semblables Sus
& 1PS,  on aura vf '. Su : : PS l PI ; or P S étant ac¬

tuellement y , us  est dy ; donc dy : \ \ y ' PI  =

Ainsi , différenciant l’équation de la courbe , on aura

la valeur de ^ , qui étant substituée dans -j -jy  donnera la
valeur de PI , débarrassée de différences.

39. Quelquefois 011 ne donne pas l’équation de la courbe,
par la relation des abscisses aux ordonnées , mais par celle
que chaque ordonnée de cette courbe , est supposée avoir
avec les ordonnées correspondantes de quelques autres courbes
connues . Pour mener les tangentes , dans ce cas , voici com¬
ment on s’y prendra . Supposons , par exemple , que la
courbe B Ms ( fig. 10)  résulte des deux courbes connues A L
& CN,  au moyen d’une équation entre les ordonnées cor¬
respondantes PL , PM , PN,  que nous nommerons respec¬
tivement x,y,  Puisque les courbes A L & CN  font
supposées connues , leurs soutangentes P S & P R font sup¬
posées connues ; nommons donc PS , s, & P R, / ; & ima¬
ginons l’ordonnée infiniment prochep/m / , & les lignes Là,
Mr,  no parallèles k A P.  Les triangles semblables L PS , lu L
donnent PS ’. P L ; ; Lu  1 ul,  c 'est- à- dire , s ; x ; ; Lu '. dx ;

donc Lu — ss Air.  Or les triangles semblables TPM,
X or
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Mr m,  donnent r m 1 Mr ; ; P M *. PT,  c ’est-à-dire , dy  :

s-~ y : P T ; donc P T — i donc fi l’équation

de la courbe ne renfermoit que x & y , on auroit , en dif¬

férenciant cette équation , la valeur de ~ , laquelle étant

substituée dans -^ 4 —, donneroit la valeur de P T , débar-
x dy 7 7

raflée de différences ; mais comme cette équation renferme
x , y & [ , fa différentielle renfermera dx , dy ík d[ ; il
faut donc avoir la valeur de d[  exprimée en dx  ou dy.  Or
les triangles semblables Non 81 NPR , donnent No : on
ou Lu : t N P : P R ; c 'cst-à-dire ( en faisant attention que
P M augmentant , P N  diminue , ensorte que fa différence

NO  ou d[  est négative ) — d[ -f ' / donc

d[  z = — -y,~—; ainsi , en mettant , dans l’équation diffé¬

renciée de la courbe , la quantité —~r ~~ au  lieu de d [ ,

on aura aisément la valeur de ^ , que l’on substituera dans

la formule ~xrjy fie la foutangente.

Pour donner un exemple , supposons que A L 8c CN
étant deux courbes connues quelconques , on prenne tou¬
jours l’ordonnée P M moyenne proportionnelle entre P L
& PN:  alors on aura x y y : [ ; ou x [ =z y -,
pour l’équation de la courbe B M.  Différenciant , il vient
xd{ -f - [dx — iydy,  substituant pour d{  fa valeur gé-

> , S { iX S [ dx
nerale - j,— , 011 a - s>-r — ay ay , d ou

l’on tire ~ , V y < ; clone P T ou devient
t ^ d y  l ( J — -0 x d y

4L s"j ' 011 en mettant  pour y 1 fa valeur x [ , & ré¬
duisant , P T

II



de Mathématiques. 49
II est aisé de varier ces exemples , en prenant telle équa¬

tion que l’on voudra , entre x , y & On peut , si l'on
veut , supposer que A L & CN  sont des lignes droites
{fig. 11) . Dans ce cas , & en prenant toujours P AI  moyenne
proportionnelle entre P L & PN,  la courbe B M est une
section conique . Savoir , une parabole , quand le point C
est infiniment éloigné , ou que la ligue droite CN  est pa¬
rallèle à A C ; une ellipse , quand les deux angles HAC  &
HCA  font aigus ; & particulièrement un cercle , quand ils
font chacun de 45° ; une hyperbole , quand l’un de ces deux
angles est obtus.

40 . Lorsque les ordonnées partent d’un point fixe , alors
on prend pour abscisses les arcs d’une courbe connue , qui
le plus souvent est un cercle ; c’est-à-dire , que dans ce der¬
nier cas , l’équation exprime la relation de l’ordonnée CM
ífig - 12) î avec  l ’angle ACM  que cette ligne fair avec une
ligne fixe A C;  ou bien elle exprime la relation de cette
même ordonnée CM avec Tare OS  décrit d’un rayon dé¬
terminé.

Pour mener les tangentes , lorsqu’on a l’équation entre
l’ordoamée CM 81  l ’angle ACM  ou Tare 05 , on imagine,
que pour chaque point Aï,  on élève sur CM  une perpen¬
diculaire CT  qui rencontre la tangente TM  en T;  alors
imaginant l’arc infiniment petit Mrn, & menant l’ordonnée
m C,  on conçoit que du rayon C AI,  on ait décrit l’arc Mr
que l’on peut regarder comme une ligne droite perpendicu¬
laire en r à Cm.  Comme l’angle Mmr  diffère infiniment peu
de l’angle TA1C,  les triangles Mr m & T CAI  font sembla¬
bles , Sí  donnent rm Air y . CAI : CT;  c ’est-à-dire ( en

nommant CM , y ') , dy \ Mr \ \ y \ CT — 1 nom¬

mant l’arc 05 , x, & son rayon a , les secteurs semblables
Marine, Mécan.Ire, Punie.  D
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CSs & CMr  donnent CS : CM ‘ Ss ; Mr,  c’est-à dire,

a y ; ; dx : Mr = >' mettant cette valeur de Mr,

dans celle de CT,  on a CT , ou la soutangente — .

Or puisqu’on est supposé avoir la relation entre y & x , il
sera facile , en différenciant l’équation qui exprime cette

relation , d’avoir la valeur de ^ , laquelle substituée dans
la valeur de CT,  donnera une nouvelle expression de CT,
délivrée de différences.

Si l’on suppose , par exemple , que l’ordonnée CM {fi¬
gure iq)  soit toujours à Tare correspondant 05 , dans le
rapport de m à n,  c ’est- à- dire , que y \ x \ \ m \ n,  on

dx
aura ny — mx,  donc ndy = mdx , & par conséquent — =
n , y*dx  v » n _ y n y—; donc CT — —j — = — X — = - X — ; or , par
m a d y a m a ' m ’ r

l’équation, on a m x ; donc CT =  Donc si du

point C comme centre , & du rayon CM,  on décrit Tare
MQ,  on aura CT égal à Tare AsQ y en effet , les secteurs
semblables COS & CQM  donnent 05 I 05 : : CM  ;

M Q » c ’est - à - dire , a : x \ \ y \ M Q = y-^- ; donc
CT = MQ.

La courbe que nous venons de considérer , est la spirale
d’Archimède.

41 . Concevons encore que 05 (fig . 14) étant une ligne
connue , ou dont on fait mener les tangentes , on construise
la courbe B M,  par cette condition , que CS , x, & CM,
y,  ayent entre elles une relation déterminée & exprimée
par une équation donnée . Si l’on conçoit Tare infiniment
petit Mm,  les ordonnées CM , Cm , tk  les arcs Mr , Sq,
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décrits du centre C & des rayons CM , CS,  il est clair que
la différenciation de l’éqnation ne donnera que le rapport
de dy  à dx  ou de rm à Jq,  puisque y 8í x sont les seules
variables qui entrent dans cette équation ; or , pour déter¬
miner la soutangente CT,  il faut avoir le rapport de r m
à rM;  voyons donc comment on peut déterminer r M en
vertu des conditions de la question.

Puisque la courbe O .S' est connue , la soutangente CQ
est donnée pour chaque point S ; or les triangles semblables
QCS , Sqs  donnent CS ; CQ ; ; qsqS  ;  donc nom¬

mant CQ , s,  on aura x s W dx qS — S~ÍT.  . m j 5

les secteurs semblables CSq , CMr  donnent CS ' CM ; ;

Sq : Mr , ou x : y ~ : Mr — SJ ~ ; il est donc

aisé , maintenant , d’avoir la soutangente CT,  en compa¬
rant les triangles semblables Mr m ik TCM  qui donnent

rm : rM II CM : CT,  ou dy  I s-j- dJÍ ; ; y ; CT =
sy ^dx
~x‘ d y  *

Pour appliquer ceci , supposons que la courbe B M soit
construite , en prenant toujours S M de même grandeur ,
ou égale à une ligne donnée a,  quelle que soit d’ailleurs !a
ligne OS.  Nous aurons donc x - (- a — y.  Donc dx — dy,

& par conséquent ~ — i ; la soutangente CT  devient

donc CT — s-~  que l’on construira en cette manière.

Ayant mené la tangente SQ,  on lui mènera , par le
point M la parallèle MX;  puis tirant SX,  on mènera , par
le point M,  la ligne M T parallèle à SX ; M T fera la tan¬
gente demandée . En effet , les triangles semblables CSQ Ik

D i
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CMX  donnent CS  CQ : : CM CX,  ou x s \ y l

CX “ s-~ , Pareillement , les triangles semblables CSX  &

CMT,  donnent CS : CX : : CM : CT,  ou ï : — ; ;
7 7 X

y : CT ; donc CT  =

On volt , par ces exemples , comment on doit se conduire

dans l’application de ces méthodes à d’autres cas. Remar¬

quons, en terminant cette matière , que lorsque D5 est une

ligne droite , la courbe B M que l'on forme en prenant tou¬

jours S M de même grandeur, est ce qu’on appelle la Con-
choidc de Nicomède.

Application aux limites des Lignes courbes }
& en général , aux limites des quantités,
& aux questions de  maximis &: minimis.

42 . Nous avons vu (33 ) que ^ exprimoit la

tangente de l’angle que la courbe , ou fa tangente,

fait , en chaque point , avec l’ordonnée ; & que ^

exprimoit celle de l’angle que la courbe ou fa tan¬

gente fait avec l’axe des abscisses.

Donc , pour savoir en quel endroit la tangente
d’une courbe devient parallèle aux ordonnées , il

faut chercher en quel endroit la valeur de ~  devient

zéro , ou , ce qui revient au même , en quel endroit
dx  devient zéro ; & pour savoir en quel endroit la

tangente de la courbe est parallèle aux abscisses, il
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saut chercher en quel endroit ^ devient zéro , ou
ce qui revient au même , en quel endroit dy  est
zéro. Car il est évident que dans le premier cas ,
sangle de la courbe , avec les ordonnées est nul ; 8>c
dans le second cas , sangle de la courbe , avec les
abscisses est nul ; &c  dans le second cas, sangle de
la courbe , avec les abscisses, est nul.

II fuit évidemment de-là , que st l’on veut savoir
si une courbe dont on a séquation , a , dans quel¬
que endroit , fa tangente parallèle aux ordonnées ou
aux abscisses, il faut différencier cette équation , &

en ayant tiré la valeur de si l’on égale le numé¬

rateur de la valeur de ~ , k zéro , on aura une

équation qui , conjointement avec séquation même
de la courbe , donnera la valeur de x & celle de y
qui déterminent en quel endroit la tangente est pa¬
rallèle aux ordonnées ; ensorte que si cela arrive en
plusieurs endroits , on aura plusieurs valeurs pour
x &c plusieurs valeurs pour y.

Au contraire , si son égale le dénominateur à
zéro , cette équation conjointement avec celle de
la courbe , déterminera les valeurs de x &c de y  ,
qui répondent aux endroits où la tangente de la courbe
devient parallèle aux abscisses.

Pour éclaircir ceci par un exemple familier , prenons la
D 3
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courbe qui a pour équation yy -|- ■* * = 3 ax — 2a a -\r
2by — bb,  qui en supposant les « & les y perpendicu¬
laires entre elles, appartient au cercle ( Aïs;. 392%

Les lignes A P ( fig., 5 ) font x, & les lignes P M , P M'
font les deux valeurs de y que la résolution de cette équa¬
tion donne pour chaque valeur de x.

Si l’on différencie cette équation, on aura rydy 2xdx
, , s ,, . d x 2 y — 2 bzzz%ad x -h 2bay , d ou Ion tire .

J ' J > d y  3a — 2 X*

Égalons d’abord le numérateurà zéro , pour avoir les en¬
droits où la tangente devient parallèle aux ordonnées. Nous
aurons 2y — 2b — o , ou y — b.  Substituant cette va¬
leur dans l’équation de la courbe, il vient bb -j - xx —
3ux — 2aa -j - 2bb — bb, 011 xx — 3 ax — — laa ,
qui étant résolue donne * — ^ ±1/ ( 7<2*2) ; c’est-à-dire,
x z : 2a , & x — a;  ce qui nous apprend que la courbe,
ou fa tangente , devient parallèle aux ordonnées , en
deux points R & R' , qui ont chacun pour ordonnée la
ligne b , Sí  dont l’un R,  a pour abscisse la ligne A Q — a ,
& l’autre R' , a pour abscisse la ligne A Q' =z 2 a.

Égalons maintenant à zéro , le dénominateur de la va¬

leur de ^ , pour savoir en quel endroit la courbe, ou sa
tangente, devient parallèle aux abscisses: nous aurons 3<2 —
2x — o , 011x — ~ a.  Substituant cette valeur dans l’é¬

quation de la courbe , nous aurons yy ^ aa — 2 a a  —
2aa -j - 2by — bb , ou yy — 2 by -(- bb =: \aa;  &
tirant la racine quarrée, y — í = ± ja ; donc y = . b
dr j a ; c ’est-à-dire , y — b -j - Ik y =zz b — \ a;  ce
qui nous apprend que la tangente devient parallèle aux abs¬
cisses, en deux endroits ou points T Sc T  qui ont pour
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abscisse commune la ligne AS  re & dont l’un 7” a
pour ordonnée ST ' =z b -|- {a, & l ’autre T,  a pour or¬
donnée la ligne ST — b — \a.

Les points Q & Q' sont ce qu’on appelle les limites  des
abscisses, parce qu’entre Q 8c Q’, à chaque abscisse AP,
répondent des valeurs réelles P M & P M 1 pour y;  au lieu
qu’entre Q & A, & au -delà de Q' par rapport à A , il n’y
a aucun point de la courbe , ensorte que si on suppose x
plus petit que A Q ou a,  ou bien plus grand que A Q' ou
a .r , on ne trouve aucune valeur réelle pour y.  En effet,
si dans l’équation on met au lieu de x une quantité a — q,
plus petite que a,  ou une quantité plus grande que ia,
ou telle que ia -j - q,  on trouvera , en résolvant l’équation,
que les deux valeurs de y  sont imaginaires.

Pareillement , si par le point A  on conçoit A L parallèle
aux ordonnées , c’est-à-dire , Taxe des ordonnées ; & que
par les points T & T ', on mène les lignes T L , T 'U pa¬
rallèles aux abscisses; les lignes A L — ST -zz b — \a,
&lAL ' z=. ST ' =z b  sont les limites des ordon¬

nées ; car il est évident qu’il ne peut y avoir d’ordonnée
plus grande que A L', ni plus petite que AL,  la tangente
devant être parallèle aux abscisses. Auffi , si l’on met dans
l’équation de la courbe , au lieu dey,  une quantité plus
petite que b — '- a,  qu ’on mette , par exemple , b — \ a
— q,  on verra , en résolvant l’équation , que les valeurs
de x sont imaginaires . La même chose arrivera si on met
au lieu de y , la quantité b ~a q,  plus grande que
b + £ <z.

43. L’ordonnée ST 1 est la plus grande de toutes
celles qui aboutiíTentà la partie concave R T1 R1 de

D 4
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la circonférence. L’ordonnée S T est la plus petite
de toutes celles qui aboutissent à la partie convexe;
& les ordonnées Q R & Q' R'  font , tout -à-la-fois,
les plus petites qui aboutissent à la partie concave,
6c les plus grandes qui aboutissent à la partie con¬
vexe.

44 . Ainsi la même méthode sert en même temps,
i °. à déterminer les limites des abscisses& des ordon¬

nées ; 20. à déterminer dans quels cas la tangente
devient parallèle aux abscisses, ou aux ordonnées ;
30. enfin , à déterminer les plus grandes ôí les plus
petites abscisses ou ordonnées.

45, Or , de quelque manière qu une quantité soit
exprimée algébriquement , on peut toujours regarder
l’expression algébrique qui la représente , comme étant
celle de l’ordonnée d’une ligne courbe . Par exemple ,

si X ^a~ * ^  esi l’expreíïìon d’une quantité que Rap¬

pelle y , auquel cas Raiy — * ~ x ^ , je puis re¬

garder cette équation , comme étant celle d’une ligne
courbe dont x seroit l’abscisse, & y  l’ordonnée . Alors

si la quantité * * y f — peut , dans un certain cas ,
devenir plus grande ou plus petite que dans tout
autre , ( ce qu’on appelle être susceptible d’un
maximum  ou d’un minimum) , il est visible qu’il faut
suivre exactement la même méthode que ci-dessus;
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c’est-à-dire , différencier cette équation , & en ayant

tiré la valeur de ~ , égaler à zéro le numérateur ou

le dénominateur de cette valeur.

46 . C’est à cela que se réduit la méthode qu’on
appelle de maxìmìs & minlmìs, qui est une des plus
utiles de l’analyse, & qui a pour objet de faire trouver,
entre plusieurs quantités qui croissent ou décroissent
suivant une même loi , quelle est la plus grande ou
la plus petite , ou en général celle qui a certaines pro¬
priétés dans le plus haut degré à l’égard de toutes ses
semblables. Nous allons en donner quelques exemples,
pris dans la géométrie & dans le calcul ; la méca¬
nique nous en fournira par la fuite , qui seront tout-
à-la-fois & plus curieux & plus utiles.

47. -Proposons -nous d’abord de partager un nombre donné
a en deux parties , telles que leur produit soit plus grand
qu’en le partageant de toute autre manière . Nommons x,
l’une de ces parties ; l’autre fera a — x, & le produit fera
ax — xx ; fupposons - Ie — y ; nous aurons y — ax  —
xx;  donc en différenciant , dy — adx — zxdx,  8c par

conséquent ^ — —d—- ■ f , on égale le numérateur à

zéro , on aura i = o , ce qui est absurde ; par conséquent
s’il y a un maximum , ce n’est qu’en égalant le dénomina¬
teur à zéro , qu’on le trouvera . Égalons donc le dénomi¬
nateur à zéro ; nous aurons a — zx — o , qui donne x

= j a, & nous apprend que de quelque manière qu’on
partage un nombre en deux parties , le produit de ces deux
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parties fera le plus grand qtt’il est possible , lorsqu’elles se»
ront chacune la moitié de ce nombre.

48 . Lorsque , comme dans cet exemple , on a l’ex-
preíïïon algébrique de la quantité , on peut se dis¬
penser de l’égaler à une nouvelle variable y ; il n’y
a qu’à la différencier tout simplement , & égaler à
zéro le numérateur ou le dénominateur , lorsque cette
différentielle est une fraction. Ainsi , dans ce même
exemple , je différencierois simplement ax — xx,
& égalant à zéro la différentielle adx — 1 xdx y
jTaitrois adx — xxdx = z o , d’où je tire également

49. Proposons -nous une question plus générale . Qu ’il
s’agisse , par exemple , de partager un nombre connu a , en
deux parties telles que le produit d’une puissance déterminée
de Fune des parties , par la même ou une autre puissance
de l’autre partie , soit le plus grand qu’il est possible. Re¬
présentons par * la première partie , & par m la puissance
à laquelle elle doit être élevée ; la seconde partie sera a — x;
représentons par n la puissance à laquelle elle doit être éle¬
vée ; alors le produit en question fera xm (a — x Dif¬
férencions ce produit , & égalons la différentielle à zéro,
nous aurons mx "‘~ ' dx (a — x) n — nx m. (a — x )n~ ' dx
— o. Divisant tout par xm~ ' dx ( a — * ~ , nous au¬
rons m ( a — x ) ~  nx — o , ou ma — mx — nx xz O,

qui donne 2 = ~ . Supposons , par exemple , qu’il ait

été question de partager le nombre a en deux parties , telles
que le quarté de Fune , multiplié par le cube de la seconde,
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soit le plus grand qu’il est possible; alors m 2 , n — 3.

O11a donc * — - 1a = | a ; c ’est-à-dire , que Tune des
a + 3 5 ^

parties doit être les f du nombre ou de la quantité pro¬
posée ; & l’autre doit , par conséquent , en être les trois
cinquièmes.

Ce que ncms avons dit ci-dessus, à l’occasion de
la figure 15 , fait voir qu’une quantité peut devenir
la plus grande de toutes ses semblables, en deux
manières différentes : lorsque , comme P M'  elle a
été d’abord en croissant pour diminuer ensuite ; ou
lorsque , comme P ' M”  elle va en croissant pour
s’arrêter brusquement en devenant Q' R' ; mais dans
ce dernier cas , elle est tout-à- la fois la plus grande de

toutes les ordonnées qui aboutissent à la partie con¬

vexe , Sc  la plus petite de celles qui aboutissent à la
partie concave. Pareillement une quantité peut de¬
venir la plus petite de toutes ses semblables, en deux
manières différentes: lorsque , comme P M,  elle va
d’abord en diminuant pour augmenter ensuite ; ou
lorsque , comme P11 M , elle va en diminuant pour
s’arrêter brusquement , Sc  alors elle est tout - à - la
fois un minimum. Sc  un maximum; elle est un mini¬

mum à l’égard de la branche M' T' M!" , ôc un

maximum à l’égard de la branche M T M".

50. Ainsi, pour distinguer si une quantité est un
maximum, ou un minimum, ou l’un oC l’autre , il
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faut , en supposant que a marque la valeur cle x ,
qui convient au maximum  ou minimum, substituer dans
la quantité proposée au lieu de x , successivement
a -f - ? ■> &•> & a — q.  Si les deux résultats extrêmes
font réels & plus petits que celui du milieu , la
quantité est un maximum; st , au contraire , les deux
résultats extrêmes font plus grands que celui du
milieu , la quantité est un minimum: enfin , si des
deux résultats extrêmes l’un est imaginaire & l’autre
réel , la quantité est tout -à-la-fois un maximum  ôí
un minimum.

51. Lorsque dans la détermination d’un maximum
ou d’un minimum, la valeur que l’on trouve pour
la variable rend celle du maximum  ou du minimum
négative , on doit conclure que le maximum  ou le
minimum  qu ’elle indique , n’appartient point à la
question actuelle, mais qu il appartient à une ques¬
tion où quelques-unes des conditions seroient con¬
traires.

Par exemple , si l’on demandoit de partager la ligne AB
( fig. 16) au point C,  de manière que le quarté de la dis¬
tance A C au point A,  étant divisé par la distance au point
B , donne le plus petit quotient possible ; alors nommant a
la ligne donnée AB, & * la partie AC ; la partie restante
CB seroit a — x , & par conséquent le quotient seroit

x S différencions donc cette quantité , ou — x )~ 1 ;
nous aurons zxdx . (a — x ) ~ 1 -J - x ' dx (a — x) -2 — O,
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X2 d X -- o , où laxdx — x d̂x

(a — x y

ou ( 2a — x)  x ~ o,  qui donne ou x — o,  ou 2a —
x ~  o ; la Ie. valeur indique un minimum, mais qui cil
évident fans le calcul. Quant à la seconde qui donne x =z 2 a ,

fi on substitue cette valeur dans —-— , celle-ci devienta — x

ou — mln'Lmum  n ’appartient donc pas à la ques¬
tion actuelle. Mais si l’on fait attention à la valeur x =z 2a
que l’on trouve , on verra que le point C ne peut être entre
A & B ; mais que la question aura une solution, s'il s’agit
de le trouver fur le prolongement de AB,,  au-delà de B
par rapport à A.  Or dans ce cas, si nous nommons A C , x
la distance B C'  ne fera plus a — x , mais x — a, & la

quantité dont il s’agissoit, fera - , laquelle étant dit—
- , o • > , , ix ix x2dxferenciee& egalee a zero, donne - - -,-r - = o,

ou après les réductions faites x d̂x — inxdx — o , qui
donne x xz 2a,  comme ci-devant ; mais cette quantité subs¬

tituée dans - , la change en 4 a.  11 y a donc un mi¬

nimum  pour ce cas.

Si l’on égaie le dénominateur x — a de la différentielle,
à zéro , on a x — a,  qui indique un maximum: & en effet,
lorsque x — a,  la quantité devient infinie. Mais il n’a pas
moins le vrai caractère du maximum, car soit qu’on suppose
x plus petit ou plus grand que a , on trouve une quantité
plus petite qu’en supposant x ■= . a.

Lorsque l’expreílion d’une quantité qui doit

être un maximum,  ou un minimum , renferme quel¬

que multiplicateur ou quelque diviseur constant , on



peut supprimer ce multiplicateur ou ce diviseur , avant

que de différencier ; en effet supposons que re¬

présente généralement une quantité qui doit être un
maximum  ou un minimum, a &C b étant des cons¬

tantes ; il faut donc que ^ — o ; or puisque a

& b ne sont pas zéro , il faut que dy = o ; la con¬
clusion est donc la même que si y  seul eût dû être
un maximum  ou un minimum, c’est-à-dire , la même

qu’en supprimant les facteurs & les diviseurs cons-
tans. Cette remarque sert à simplifier les calculs ,
dans plusieurs cas.

33. Proposons-nous , maintenant, de trouver entre toutes les
lignes que l'on peut mener par un même point  D donné dans
sangle connu  ABC ( fig. 17 ) , quelle efl cellç qui forme avec
les côtés de cet angle, le plus petit triangle possible.

Menons par le point D,  la ligne DG  parallèle an côté
A B , & supposant E F une droite quelconque tirée par le
point D,  abaissons D K perpendiculaire fur BC, & dtt
point E où EF  rencontre AB,  abaissons EL  aussi perpen¬
diculaire fur B C.  La ligne BG  est censée connue , ainsi
que la perpendiculaire D K ; nommons donc BG ’zx a,
DK ~ b, & la base B F du triangle BEF,  nommons-la ir.
On voir que depuis un certain terme, plus B F croîtra , &
plus le triangle augmentera. A11 contraire, si BF diminue,
on conçoit que le triangle diminuera, mais jufqu’à un cer¬
tain terme seulement; car û BF  devenoit presque égal à
BG,  la droite EDF  seioit piesque parallèle à AB,  pnis-
qu’elle seroit prête à se confondre avec GD : le triangle
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seroit alors extrêmement grand. II y a donc une certaine
valeur de B F qui donne le plus petit triangle possible.
Pour la trouver , cherchonsl’expresston générale du triangle
BEF.  Or les triangles semblables BEF , GDFd  onnent GF

B F ; ; D F ; E F ; & les triangles semblables DKF & ELF
donnent D F \ EF \ \ DK \ E L ; donc GF \ BF\ \DK \ EL;

c’est-à-dire , x — a \ x \ \ b \ EL  = bx

du triangle BEF,  qui est x t fera

; donc la surface
b x

X - , ou

-11 faut donc qu’en différenciant cette quantité , le

numérateur ou le dénominateur devienne zéro , ou bien ,
comme on peut ( 52) supprimer le facteur constant ~b t il

suffira de différencier —;  mais fans refaire ce calculx — a

que nous avons déjà rencontré (51 ) , nous conclurons de
même , que x — 2a;  donc si l'on prend BF 2 a —
zBG,  la ligne FDE  que l’on tirera par le point Z>, don¬
nera le triangle FBE  pour le plus petit triangle demandé.

54. Cherchons maintenant parmi tous les paralUlipiped.es de
même surface & de même hauteur, quel cjl celui qui a la plus
grande capacité.

Nommons h la hauteur, cc la surface du parallélipipède;
x & y les deux côtés du rectangle qui sert de base. La sur¬
face totale est composée de six rectangles, dont deux ont
chacun h pour côté ou pour hauteur , & x pour base; deux
autres ont h pour hauteur , & y pour base; enfin les deux
derniers ont x pour base, & y pour hauteur; ainsi la sur¬
face totale a pour expression 2hx -+- 2hy -J - 2xy ; c ’est-à-
dire , que l’on 3. 2hx -j - 2 hy -f - 2xy = cc.  Quant à la
capacité ou solidité, elle est hxy.  Puis donc qu’elle doit être
la plus grande de toutes celles de même surface, il faut
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que sa différentielle hxdy -s - hydx  soit = 0 , ou ( ce qui
revient au même) il faut que xdy -j - ydx — o . Mais
l’équation 2A* ct- zhy -s - 2yx — cc,  qui exprime que la
surface de tous ccs parallélipipèdes est constante ou la même,
donne 2hdx -j - ihdy -j - 2 x dy -ct - zydx —o.  Substituant
donc , dans cette équation, la valeur de dx,  tirée de la pre¬
mière, on aura , après les réductions faites , y — x ; la base
doit donc être un quarré. Pour en connoître le côté , il faut
mettre pour y sa valeur .* dans l’équation 2hx -s - zhy  ct-
zxy — cc , qui deviendra par-là , 4hx -j - zx 1 — cc,  &
qui étant résolue, donne x — — h ± 1/ ( hh -\r ì cc),  dont
la racine x — h —\/ {hh -ct - ^ cc ) , étant négative, ne
peut servir à la question présente; ainsi la valeur convenable
de x,  est x — — A ct- (/ ( AA ct- -jcc ).

55. Si l’on demande, à présent, quelle doit être la hau¬
teur h,  pour que le parallélipipèdeait la plus grande so¬
lidité de tous ceux de même surface; on remarquera que
puisque la hauteur étant A, la base doit être un quarré ,
cette solidité sera exprimée par hxx;  il faut donc que la
différentielle de hxx,  en regardant h 8c x comme varia¬
bles , soit — o ; on a donc 2hxdx -ct - xxdh ~ o , ou
2hdx -ct - xdh — o , en divisant par x.  Mais l’équation
4 hx -ct - zx 2 — cc , qui exprime alors que la surface est

constante, donne , en différenciant, 4hdx -ct - 4 xdh  ct-
4* dx = : o ; mettant donc , dans celle - ci , pour dh,  fa

valeur tirée de l’équation 2 hdx  ct- xdh — o , on aura,
après les réductions faites, h = x ; donc le parallélipipède
cherché doit être un cube, puisque son côté , ou sa hau¬
teur h,  doit être égal au côté x du quarré qui sert de base;'
Pour trouver maintenant le côté de ce cube , il faut mettre

pour h,  sa valeur 2 dans l’équation 4bx  ct - zx 2 — cc,
qui deviendra 4^ ct- zx 2 = cc  ou 6x 2 =zcc,  qui donne
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* = t/  Donc , de tous les paraliélipipèdes de même

surface , celui qui a la plus grande solidité , est le cube qui
a pour côté une ligne égale à la racine quarrée de la si¬
xième partie de cette surface.

; 6. Ch.erchons maintenant , tntrt tous Us triangles de mime
contour & de même base, quel ejl celui qui a la plus grande
surface.

Soit a la base AB , & c le cantour du triangle ABC
(fig . 18). Abaissons la perpendiculaire CP, & nommons
AP , x ; CP,y ; nous aurons P B = a — * , A C ~
V {xx yy ) , & CB  —  1/ [ ( a —* )a + yy ]. Donc le
contour fera 1/ (xx + yy) -\ -V / [ { u — *) 2 -f - y ]2 -f - a .

& la surface fera on aura donc V { xx -s - y y) -(-

y' [ { a — x s ys a — c , & il fandra que la diffé¬

rentielle de soit — 0 ; c'est-à-dire , qu'on aura a- ŷ- o ,

& par conséquent dy — o . Or l’éqtiation qui exprime que

le contour est constant , étant différenciée , donnera x~ rx-f y djL
\/ {xx +- y y)

, (2 — * ) . — dx + ydy . , - ,
+ SL {a - xy + y y] = ° » stut a cause que dy = o,

se réduit à
1/ (xx + yy)

_ ( a _ — _* ) d*
V [ {a — xY + y y]

o , ou

divisant par dx,  tk  chassant les fractions, * y ((a — *) 2-s - y y]
{a — x) . t / (* * -|- y y) . Quartant on aura xx . {a — *) 1

-j- xxyyzz {a — *) a . * * -(- (a — xf .yy;  faisant les opé¬
rations indiquées , supprimant de part & d’autre les termes
égaux , & rédtûfant , nous aurons xx = {a —*) a , ou xx
aa — zax -sxx , qui donne * z= \a, & nous fait voir
que le triangle doit être ifofcèle. Ainsi il faut du milieu

Marine. Mécan. P ‘ Partie.  £
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de AB , élever une perpendiculaire , & ayant décrit du

point B comme centre & d’un rayon égal à la moitié de

l'excès du contour c fur la base a , un arc qui coupe cette

perpendiculaire en C , si l’on tire CB & CA,  on aura le

triangle qui a la plus grande surface de tous ceux de même
contour & de même base.

57. Si l’on veut savoir maintenant , quel est généralement,

entre tous les triangles de même contour , celui qui a la plus

grande surface,  il faut remarquer que quelle que soit la base,

on voit par la solution précédente , que * doit toujours en

être la moitié ; c’est-à dire , que quel que soit a,  on doit

toujours avoir x = . ~ a.  Cela étant , l’équation qui exprime

le contour , fe réduira à t/ âa -\ - yy ) y ( ^ aa y y  )

-j - a — c,  ou zy {^ aa + yy ) — c — a;  quartant,

on aura aa + 4jy — cc — zac + aa , qui donne y =

t/ ^ La surface du triangle qui est généralement

fera donc ~ so Ç— ? uis donc qu’elle doit

être la plus grande de toutes celles de même contour ,

quelle que soit d’ailleurs la base a , il faut égaler à zéro la

différentielle de ~ (/ ) ou de a so ( cc — z a c ) ,

prise en regardant a comme variable . Nous aurons donc

d [ a V {cc — zac ) ] ou d [ a { cc — zac ) >] , c ’est- à-

dire , da ( cc — zac ) * — a . cda ( cc — zac ) ~ ' = o,

ou da  C ( cc - zac ) - = o , ou

da ( cc — zac) — cadazz.  o , 011 ccda — 3 ca da “ o ,

d’où l’on tire a — c~;  donc la base a doit être le tiers du

contour : 8c puisque nous avons vu d’ailleurs que le triangle

devoir être isofcèle , il s’ensuit donc qu’il doit être équilatéral.
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Donc de tous les triangles de méme contour̂ , le triangle
équilatéral est celui qui a la plus grande surface.

58. Dans ces deux solutions , nous n'avons pas
égalé le dénominateur à zéro ; parce que , dans la
première , cela nous auroit donné pour x une valeur
imaginaire ; & dans la seconde, nous aurions trouvé
a =a j c , qui n’auroit point satisfait , non plus , à
la question ; puisque si la base étoit la moitié du
contour , les deux autres côtés se confondroient avec
cette base, & le triangle est alors zéro. A l’avenir ,
lorsque le numérateur ou le dénominateur , égalé à
zéro , ne nous conduira point à une solution admis¬
sible: nous n'en ferons pas mention pour ne pas nous
arrêter à des recherches inutiles.

59. Dans l’avant-dernière question nous ne sommes
parvenus à déterminer , entre tous les parallélipi-
pèdes de même surface, celui qui avoit la plus grande
capacité, qu’après avoir considéré les paraliélipipèdes
de même hauteur. Pareillement, dans la dernière ques¬
tion , nous avons déterminé entre tous les triangles
de même contour , quel étoit celui qui avoit la plus
grande surface; mais en commençant par résoudre
la question pour les triangles de même base.

II est ordinairement pins simple d’en user ainsi ;
c’est-à-dire , de résoudre la question en ne faisant va¬
rier ensemble que le plus petit nombre possible de

E 1



quantités , faisant varier ensuite & successivement
chacune des quantités qui ont été traitées comme
constantes.

Par exemple , si î’on demandoit de partager un nombre
donné , en trois parties , de manière que le produit de ces

trois parties fût le plus grand qu’il est possible ; en nommant
x & y deux de ces parties , & a le nombre donné , la troi¬
sième seroit a — x —y , 8c  le produit des trois parties

seroit xy ( d — x — y ) , dont il faudroit égaler la diffé¬
rentielle à zéro . Mais au lieu de différencier en regardant

x 8c y  comme variables en même temps , je ns regarderai
d’abord que * comme variable ; j’aurai donc aydx — ixydx
— y %dx =o , d’où l’on tire x z=L^ ( a — y ) . Le produit
xy ( a — x — y)  se change donc en jy (a — y )*. Je
différencie maintenant , en faisant variery , & j’ai -jdy (a —y) 1

— -jydy ( <î — y ) que j’égale pareillement à zéro , & j’ai

d y ( a — y) 1 — zydy {a — y ) — o , d’où je tire y = 3 i a ;
donc x , 8c  la troisième partie a — x —y,  sont chacune j a.

6o . On  peut aussi faire varier ensemble , si l’on

veut , toutes les quantités variables , puis rassem¬

blant tous les termes qui sont multipliés par la diffé¬

rentielle d’une même variable , égaler leur somme à

zéro , & faire la même chose à l’égard de la diffé¬

rentielle de chaque variable.

Ainsi , dans le dernier exemple , j’aurois aydx -p axdy
— ixydx — x 1 dy — o. xydy — y ' dx — o , égalant

séparément à zéro , la somme des termes affectés de dx,
8c  celle des termes affectés de dy,  j ’ai aydx — zxydx

— y 2dx ~ Q, & axdy — x ' dy —. íxydy = o ; ou,



de Mathématiques.  69

en divisant la première par ydx, & la seconde par xdy ,
a — îï — y — o , & a — x — îy = o , équation
dont il est facile de conclurex — j a, & y — ja,  comme
ci - dessus.

La raison de ce procédé est facile à appercevoir , en re¬
marquant qu’il n’y a ici d’autre condition à remplir, sinon
que la différentielle totale soit zéro. Or , cette condition ne
peut être remplie généralement , que de deux manières ;
ou , en supposant que chacune des deux différentiellesdx
& dy , est égale à zéro , ce qui satisferait en effet, mais
ne forait rien connoître ; ou bien , en supposant que la
somme des termes qui multiplient dx,  ainsi que celle des
termes qui multiplient dy , font chacune zéro ; ce qui est
précisément ce que nous avons prescrit.

61 . Lorsque les conditions de la question font ex¬
primées par plusieurs équations , il faut avant Rap¬
pliquer cette règle à l’équation différentielle qui doit
déterminer le maximum  ou le minimum , tirer des
autres équations différenciées , les valeurs des diffé¬
rentielles d’autant de variables qu’il y a d’équations
outre celle- là , & les introduire dans cette même

équation , alors on applique la règle comme s’il n’y
avoit eu que cette feule équation.

Ainsi, dans l’exemple ci-dessus, du plus grand parallélipi-
pède , nous avions cette équation 2hx -f - zhy -f - ixy — cc,
& la condition que hxy  devoir être un maximum. Si donc
nous voulons regarder tout-à-la-fois, k , x & y comme va¬
riables, l’équation 2hx -f - Lee. donnera en différenciant,
zhdx -j - 2xdh -f - 2hdy zy dh -j - z xdy -J - zy dx

E 3
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” o ; & la condition du maximum  donnera hxdy -f-
hydx -j - xydh — o . De la première je tire d h = —
ïAl—— U1. ? —J ld y hdx  .  substituant cette valeur dans

x y
la seconde , j’ai , après les réductions ordinaires , hx 2dy -j-
hy 2dx  — xy 2dx —x2ydy — o . Je puis maintenant égaler
à zéro , la somme des termes qui multiplient dx , & celle
des ternies qui multiplient dy.  J ’aurai hy 2 — xy 2 — o,
ou A = x, & hx 2 — X*y — o , d’où en divisant tout,
par le facteur commun x2, on tire h —y — o , qui donne
h — y ; & puisque l’on a h — x , on a donc austì y = : x ;
les trois dimensions h , x , y , sont donc égales , ce qui s’ac-
corde avec la première solution : & en mettant ces valeurs
dans l’équation zhx zhy -\ - z xy — cc,  on a 6 h2 — c c ,

qui donne h — ^ ^ c- ,  comme dans cette mérne solution.

6r. Non- seulement on peut ne faire varier les
quantités que successivement , ou les faire varier

toutes à la fois , mais on peut encore prendre pour

constantes telles fonctions que l’on voudra de ces

quantités , pourvu que le nombre de ces nouvelles
conditions arbitraires , réuni à celui des conditions

de la question , ne soit pas plus grand que le nombre

des variables , x , y , { , qui entrent dans la ques¬

tion . Cette remarque peut être de la plus grande

utilité dans plusieurs questions , principalement quand

il y a des quantités radicales.

En voici un exemple . Qu ’il s’agisse dc trouver entre tous les
quadrilatères de même contour , quel est celui qui auroit la plus
grande surface. Si des angles C ScD (jig . 19)  on abaisse les
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perpendiculaires DE & CF  fur le côté A B , & que clu point
Don mène D K  parallèle à A B ; alors nommant 4 E , s;
D E , t ; A F , u ; CF , x ; & B F , y ; à cause des triangles

rectangles , on aura DA—  t/ (s s. -j- 1t) , D C— t/ [(j -j - u)1
-|- ( x — t )Y , CB — \/ { xx -\- yy ) ; donc si a marque
le contour , on aura v' (s s -f - 11)-q - t/ [ (r -j- u)1 -f - (•* — 0 ]*

-q- r/ ( x * + y y) -f - u -f - y — a.  D ’un autre côté , la
surface ABCD , vaut le trapèse DEFC,  moins le triangle

DAE,  plus le triangle CFB ; c ’est- à-dire (r -f- x)

— S-L _|_ 1?'  Cela posé , il faudroit donc différencier cette

quantité & l’équation précédente . Mais les quantités radi¬
cales , rendroient la fuite du calcul très-compliqtiée . Pour

éviter ces difficultés , nous fuppeferons d’abord que les trois

quantités radicales font constantes , ce qui nous donueia

O ( “ + “ ) ] = ° « ou = 0 ' & P ar  con¬

séquent sds  4 - tdt ~ 0 ; on trouvera de même , par la
seconde quantité radicale (i -j- n) {ds du) -+- (x — t)
{dx — dt ) — o ; & par la troisième , xdx y dy ~ a.
Or , l’équation du contour étant différenciée dans cette même
supposition , donne du -f - dy — o , & la condition du m.r.
xímum  de la surface , donne {s u ) ( dt -}- dx ) -j-
(í + a; ) {ds du) — tds — sdt -{- xdy -\ - ydx — o,
ou udt sdx udx r -f- tdu -\ ~xds -\ - xdu -\ - xdy -f-
y dx — o . La première équation différentielle , donne ds -2

— ~ ; la troisième donne dx — — & la quatrième

donne du — — dy.  Substituant dans la seconde & dans la

cinquième , on a , après les réductions faites , — {tdt -j-

sdy ) { u -f - j ) — (tdt sdt ) { x — t ) — o,  &
suxdt — suydy — ssydy — tsxdy — xí tdt — jyVy
— o ; si l’on tire de celle-ci la valeur de d t , on verra

E 4
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que tous ses termes sont affectés de s , 8í  qu ’en substituant
dans la précédente , tous les termes seront suffi affectés de s ,
on aura donc í = o;  ce qui nous apprend que l’angle D AB
doit être droit : cela posé , I équation du contour devient
/ 4 - v [ uu -f (x — t) 1] -j- v' ( xx -f yy) + u + y

= a , & l’expreffìon de la surface devient ( t -f - x ) ^ +

Différencions donc en ne supposant plus que les deux

radicaux constans. Nous aurons udu -s - ( x — t ) ( dx  —
dt ) — o ; xdx -j - ydy — o , dt -f - du -f - dy — o , &
u ( dt -f - dx) ( / -(- x ) du -f - xdy -s - ydx = o . La

seconde de ces équations donne dy — —
X d X la troisième

donne dt — — d u — dy , ou dt ^ x - “  ;  ces va¬

leurs substituées dans la première & la quatrième , donnent
yudu -\ - (x — í ) (ydx  — x dx y du) — o , & u ( xdx
— y du -f -ydx) -f - (t -j - x ) y d u — xVx -(- y 2dx  r o;
or , si de l’une des deux on tire la valeur de dx , & qu ’on
la substitue dans l’autre , on aura une équation dont tous
Jes termes seront multipliés par y, & qui par conséquent
donne y — o, & fait voir que sangle CBA  doit austi être
droit . Cela étant , l’équation du contour devient t -j-
V (uu + (x — t) 2] -f - x u — a ; & l ’exprestion

de la surface devient ( í + x)  X Différencions donc

en ne supposant plus d’autre quantité constante , qije le ra¬
dical . Nous aurons udu -s - (x — t) (dx — d t) =z o,
dt dx du — o , u ( d t dx ) ( t x ) du zx. o \
la seconde donne d t — — dx — du;  substituant dans les
deux autres on a udu -f - ( x — t)  ( 2 dx -f - du ) — o,
& — udu -f- ( t -(- x ) ífu = o;  or celle -ci donne du =z o;
donc la précédente se réduit à ( x — t ) 2 dx = o , qui
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donne x — t.  Cela posé , l’équation du contour se réduit
à it + & celle de la surface , ï tu;  on a donc
dt + du = o , & tdu  4 " udt — o ; la première donne
dt — — du,  ce qui change la seconde en tdu — udu — o;
& par conséquent t — u;  donc les lignes AB , A D , AC,
C B font toutes égales , & puisque sangle A doit être droit,
le quadrilatère cherché doit être un quarté.

Au reste , on pourroit trouver cette propriété plus faci¬
lement ; mais ce n’étoit point là notre objet principal : il

s’agissoit de faire voir comment la liberté de prendre telle
ou telle quantité pour constante , peut dans bien des occa¬
sions , donner les moyens de faciliter le calcul ; & cet exemple
y étoit très-propre , car fans cela le calcul seroit très com¬
posé. On peut appliquer des idées semblables , aux autres
polygones , & on trouvera qu’en général , de toutes les fi¬
gures d’un même contour & d’un même nombre de côtés,
celle qui a la plus grande surface est toujours le polygone
régulier de ce même nombre de côtés ; d’où il fuit que de
toutes les figures de même contour , le cercle est celle qui
a la plus grande surface.

Des Points multiples.

63. Nous  avons examiné ce qui arrivoit lorsque l’une des
deux différentielles dx  ou dy,  ou (ce qui revient au même)

lorsque le numérateur ou le dénominateur de la valeur de ^

devenoit zéro , & nous avons vu que l’un de ces deux cas
avoir toujours lieu lorsqu’il y avoir un maximum  ou un mi¬
nimum.  Mais lorsque le numérateur & le dénominateur de

la valeur de ^ deviennent zéro en même temps , qu’arrive-
d X

t -il alors , & à quoi se réduit la valeur de ì
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Pour répondre à ces questions , nous observerons d’abord

que lorsqu’on a différencié l’équation d’une courbe , comme
il n’y a plus que des termes multipliés par dx & des termes
multipliés par dy , on peut en appellant A la somme des
premiers , & B celle des seconds , représenter {'équation
différentielle , par AdxBdy — o . Cette équation donne

= : — ^ ; or , pour que B & A deviennent zéro en

même temps , il faut qii’ils aient un commun diviseur , qui
devenant zéro lorsque x & y ont certaines valeurs , rend
B & A égaux à zéro en même temps . Par exemple , dans

la courbe qui a pour équation y 1 == — — , on a
d x _ l a y .——. - -- •' , rtti f*r) iMûfMnt nonr », f», ou en mettant pour y , fa<iy  ( a _ *=) _ 2 x (a — x ) ’

1 a ( i — x ) \ /~
, quantité qui

devient f , lorsque x — a ; mais on volt en même temps,
que a — x est diviseur commun du numérateur & du dé¬

nominateur , & que la valeur de — se réduit à =zdy dy

, qui dans le cas particulier de x — a,  se ré¬

duit à q : i , c’est-à-dire , que dans cet exemple , la valeur
de f est q- i.

II paroît donc que pour avoir , en pareil cas , la valeur

de il n’y a autre chose à faire qu’à chercher le commun

diviseur des deux termes de la fraction qui l’exprime , &
diviser ces deux termes par leur commun diviseur.

On peut , en effet , en user ainsi ; mais cet expédient n’est

pas toujours suffisant lorsque la valeur de ~  renferme plus
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d’une variable, non plus que lorsqu’il renferme des quan¬
tités radicales; n’y eût-il même, dans ce dernier cas , qu’une
feule variable. C’est pourquoi nous allons donner un moyen
plus général & plus facile. Mais auparavant il faut faire
connoître la nature des points des lignes courbes, où cette
singularité arrive. On va voir que cela arrive dans les points
multiples; c ’est-à-dire, dans ceux où plusieurs branchesd’une
même courbe fe rencontrent.

64. Concevons donc que SOMZM ' ON ( fig. 20)  soit
une courbe dont deux branches, au moins, fe rencontrent
au point O. II est clair qu’à chaque abscisse AP,  ou r , il
répond ( au moins dans un certain intervalle) un certain
nombre de valeurs PM , P M'  pour y , & que celles qui
répondent aux branches qui doivent fe rencontrer, deviennent
égales dans le point de rencontre O.

Pareillement, A Z étant Taxe des ordonnées , il faut qu’à
chaque ordonnée A Q,  il réponde ( au moins dans un cer¬
tain intervalle ) un certain nombre d’abfcisses QN , QN1,
QN" , & que celles qui répondent aux branches qui doivent
fe rencontrer, deviennent égales dans ce point de rencontre.

Donc , si l’on représente par a la valeur de x , & par b
la valeur dey,  qui conviennent au point multiple, l’équa-
tion de cette courbe doit être telle , que lorsqu’on y mettra
a pour x,  on trouve que y aura autant de valeurs égales
à b qu’il y a de branches qui passert par le point multip'e,
& il faudra de même qu’en mettant b pour y , on trouve un
pareil nombre de valeurs a pour x.

II fuit de-là que Péquation doit être telle , qu’elle puisse
être ramenée à cette forme. (* — a) m F ( x — n)“ ~ 1
(y — b) F1-st - (* — (y —bJ2 F u -J - {x —
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(y — by F"' -+- . . . . {y ~ b) m T — 0 , m marquant le
degré de multiplicité du point en question , & F , F' , & c. ,
T marquant des quantités composées , comtne on le voudra,
de x , y & de constantes , ce que , pour abréger , on ap¬
pelle des sondions  de x , y & de constantes.

En effet , il est clair que si on fait x = a , l’équation qui
fe réduit alors à ( y — b ) * T — o , fera divisible , m fois,
par y — b , & donnera par conséquent m fois , l’équatiort
y — b ■= . o , ou y b.  II en est de même si l’on fait
y = b;  Péquation qui fe réduit alors à ( x — a) m F,  fera
divisible , m fois , par x — a, & donnera , par conséquent,
autant de fois , l’équation * — a =z o , ou te = a ; ce  qui
ne peut arriver , si l’équatlon n’est pas réductible à la forme
que nous venons d’expofer.

Concevons maintenant qu’on différencie cette équation ,
m fois de fuite , en faisant même ( si l’on veut ) varier auílx
dx & dy.  En réfléchissant fur le principe de la différencia¬
tion , on verra facilement ( & nous allons le faire voir par
un exemple ) , i °. qu’il n’y aura que la dernière équation
différentielle dans laquelle il y ait quelques termes qui ne
soient plus affectés de y — b ou de x — a.  Donc , lorfqu’il
y aura un point multiple , les différentielles première , se¬
conde , troisième , &c. de l’équation , doivent , lorfqu’on y
mettra pour x & y , leurs valeurs a & b qui répondent au
point multiple , s’anéantir toutes , excepté celle dont le de¬
gré de différentielle est marqué par m; 20. on verra de
même , que dans cette dernière équation différentielle , les
termes affectés de ddx , ddy , d^x & c . , & de toutes les
différentielles de degrés ultérieurs , auront tous pour fac¬
teurs quelque puissance de x — a ou de y — b ; & que
par conséquent ces différentielles difparoilTent au point
multiple.



de Mathématiques. 77
De ces principes , il fuit , i °. qu ’au point multiple on ne

peut avoir la valeur de ^ autrement exprimée que par f,
fi ce n’est par la dernière équation différentielle ; puisque
toutes les autres équations différentielles s’anéantissant alors,
tout ce qui multiplie dx  est zéro , & tout ce qui multiplie
dy  est zéro ; 20. que cette dernière équation différentielle
ne contenant point ni ddx,  ni ddy,  ni toutes les autres
différentielles ultérieures , peut résulter immédiatement de
l’équation proposée différenciée m fois de fuite , en suppo¬
sant dx & dy  constans : 30. que dans cette même dernière
équation différentielle dx & dy  monteront au degré m ; &
que par conséquent si l’on divise par dy m, on aura en ré¬

solvant cette équation , m valeurs de qui serviront à

trouver les tangentes qu’ont au point multiple les différentes
branches qui passent par ce point.

Pour éclaircir & confirmer tout cela par un exemple,
prenons !a courbe qui a pour équation a [y — b) %_ x
(x — a )* ~ o.  Si l’on différencie cette équation m fois,
c’est-à-dire , ici , deux fois , on aura l °. 2ady (y _ b)  —
dx ( x — a y — ixdx ( x — íî) — o ; 2°. 2a ddy (y — b)
-j- 2ady 1 — ddx {x —a )1 — 2 d x2 ( x — a ) — ixddx
(x — a) — 2dx 1 (x — a) — 2 xdx* — o ; où l’on
voit , qu’en mettant a pour x , & b pour y , la première
équation différentielle s’évanouit ; & que dans la seconde ,
les termes affectés de ddx & de ddy  s ’évanouissent , en-
sorte qu’elle se réduit à 2 ady '1 — 2 xdx '1 — o.

Mais si au lieu de différencier pour la seconde fois , en
traitant dx & dy  comme variables , nous eussions différencié
en les traitant comme constans , nous aurions eu 2ady 1 _
2dx 1 (x — a) — 2xdx 1 ZZ  o , qui en mettant a pour L,
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se réduit également à lady '1 — ixdx 1 — o , 8c donne

~ — ± i , qui indique deux tangentes au point où x a

téi y = : b; ce point est donc un point double ; & la va¬

leur de la soutangente , devenant alors ± b,  ces deux

tangentes font un angle de 45° avec l’ordonnée ; à st ce
que confirmera la description de la courbe par le moyen

de son équation , qui donnant y = b dr ( x- — a)  1/ ^ , fait

voir que la courbe a deux branches parfaitement égales &
semblables , qui se croisent au point O ou x zz: a tk y — b.
Sa figure est telle qu’on la voir ( fig. 20 ).

6 5. D ’après ces principes , il est donc facile de déterminer
si une courbe dont on a l’équation , a des points multiples,
quels ils sont & où ils sont. 11 faut différencier cette équa¬
tion ; égaler a zéro le coefficient ou multiplicateur de dx,
8í celui de dy.  Ces deux équations détermineront la va¬
leur qui convient à x & celle qui convient à y,  s ’il y a
un point multiple ; ou les valeurs s’il y en a plusieurs ;
mais pour s’assurer de l’existence de ce point multiple , il
faudra examiner si ces valeurs de x & de y  satisfont à l’é¬
quation proposée . Alors pour déterminer le degré de mul¬
tiplicité du point ou des points trouvés , on différenciera
de nouveau l’équation , mais en traitant ( pour plus de sim¬
plicité ) dx  fv dy  comme constants. Si les valeurs qu’on a
trouvées pour x & pour y , étant substituées dans cette se¬
conde équation différentielle , tous les termes ne s’anéan-
f,fient point , alors le point trouvé n’est que double. Si au
contraire ils s’anéantiffent , il est plus que double . On pro¬
cédera donc , dans ce dernier cas , à une troisième différen¬
ciation , en traitant toujours dx & dy  comme constants : 8í
ayant substitué les valeurs de x & de y , le peint fera triple
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fi tous ies termes ne s’aoéantisseut point : & si au contraire
ils s’anéantissent tous , il fera au moins quadruple . On con¬
tinuera de différencier & de substituer , jusqu’à ce qu’on ar¬
rive à une différentielle dont les termes ne s’ânéantissent pas
tous par la substitution des valeurs de x & de y.

Par exemple , si l’on demande les points multiples de la
courbe , qui a pour équation y 4 — axy 1 -f - bx ì — o ; je
différencie cette équation , & j’ai 4y ’dy — laxydy  —
ay *dx -j - 3 bx *dx — o . Égalant à zéro le coefficient de
dx & celui cU dy,  j ’ai 4y 3 — zaxy — o , & 3bx*  —
ay* — o . La première de ces deux équations donne ou
y — o,  ou 4 y 1 — lax — o . La valeur y = o substituée
dans l’équation 3bx* — ay 1 =2 o , donne 3 bx %— o , ou
x — o ; or , en mettant dans l’équation proposée o pour x ,
&l  o  pour y , on satisfait à cette équation ; donc la courbe
a un point multiple dans l’endroit où r = o & y = o;
c’est-à dire , à l’origine.

Quant à la valeur 4y 1 — zax =  0 , ou y * — ^ , en

la substituant dans 3bx '1— ay *■= . o , on a 3bx 1 — = 0,

qui donne ou x =z o , ou x — ~ ; mais la première , sa¬

voir x = o,  donne y = o , ce qui nous donne le rnêtne

point que ci-devant , & la seconde donne y ’ — ; mais

ces valeurs de x- & de y % ne satisfont point à l'équation pro¬
posée ; ainsi il n’y a pas d’autre point multiple que celui
qui doit être à l’origine.

Pour connoître fa multiplicité , différencions une seconde
fois ; nous aurons iayVy * — laxdy 2 — íaydxdy —.
2 aydxdy -f - 6 bxdx* = : o , dont tous les termes s’anéan¬
tissent en mettant pour x 8c y leurs valeurs , zéro. Donc
le point est plus que double.



Passons donc à une troisième différenciation : nous aurons

2-Aydy’ — ladxdy' 1 — ladxdy * — ladxdy' 1 + 6bdx ì
= o ; ou en mettant pour y &í  x,  leur valeur zéro , 6bdx ì
— ùadxdy 2 — o ; comme cette troisième différentielle ne
s’anèantit point , le point en question est un point triple.

Pour en déterminer les tangentes , je divise cette équa¬

tion par 6b , & par </y 3; j ’ai d~ — — o , qui donne

dx 0 d x"1 a dx - , d T . v

Ty ~ ° >& 57 ~ . - ° »° U Ty ~ ± ^ V U  P remiere

valeur de , fait voir que l’une des tangentes au point

multiple , est parallèle aux ordonnées , c’est-à-dire , qu’une
des branches touche Taxe des ordonnées , puisque le point

multiple est d’ailleurs à l’origine . Les deux valeurs ^ —

± 1/  ̂font voir que les deux autres branches font avec

l’axe des ordonnées , chacune , un angle dont la tangente

est i/ j , 8c s’étendent de différons côtés de cet axe. On

peut voir la figure de cette courbe en résolvant son équa¬

tion , qui donne y = ± ^ ± *- V {aa — 46 * ) ] ;

prenant pour a & b deux nombres à volonté , & donnant
successivement à * plusieurs valeurs tant positives que né¬

gatives : on trouvera qu’elle est telle que la représente la
figure aï.

Au reste , lorsqu’on a déterminé un point multiple , par

les opérations ci-dessus, il ne faut pas toujours en conclure
que toutes les branches qui font censées passer par ce point,
soient visibles. II peut se faire que l’équatìon qui détermine

les tangentes ait des racines imaginaires ; & alors il y a au¬
tant de branches invisibles. Les points où cela arrive , font

quelquefois
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quelquefois détachés du cours de la courbe , à laquelle ils
n’appartiennent pas moins ; on les appelle alors des points
conjugués; mais soit qu’ils soient ou ne soient point détachés ,
ils ne sont pas moins censés rassembler le nombre de branches
marqué par le degré de leur multiplicité , la courbe à la¬
quelle ils appartiennent , est un individu d’une famille plus
étendue , dans laquelle toutes ces branches sont visibles ;
mais elles deviennent invisibles dans celle - là , parce que
quelqu ’une des quantités constantes qui entrent dans l’équa-
tion commune à toute la famille , devient zéro dans le cas
particulier de cette courbe individuelle . C’est ainsi que dans
la courbe qui a pour équation m {y — b)1 — * ( * — a) x
— o , & dont celle de la figure 20 est un cas partial*
lier , & devient la même lorsque m = a ; c ’est ainsi,
dis-je , que dans cette courbe qui aura aussi une feuille,
cette feuille n’a plus lieu lorfqu’on suppose a — o , ce qui
réduit l’équation k m ( y — b ) 1 —x ^ = z o;  les deux branches
OMZ , O M' Z  qui étoient au-dessus du point O , n’auront
plus lieu dans cette dernière ; ou du moins n’y seront pas
visibles. Car on peut supposer qu’elles y sont encore , en
regardant a , non comme zéro absolument , mais seulement
comme infiniment petit . II n’y aura pas moins deux tan¬
gentes , à la vérité ; mais cet exemple suffit pour faire en¬
trevoir comment l’anéantissement de certaines branches peut
avoir lieu.

66. On peut tirer plusieurs conséquences utiles de ce que
nous venons de dire , à l’occasion des points multiples.

67 . i °. Lorsqu’une expression algébrique fractionnaire,
dans laquelle il entrera une ou deux variables , sera telle
qu’en y mettant , pour chacune de ces variables , certaines
valeurs déterminées , elle deviendra f ; on aura la valeur

Marine. Mècati. Ire. Partie,  F
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que doit avoir alors cette expression, en différenciant sépa¬
rément le numérateur & le dénominateur, autant de sois

de fuite qu’il fera nécessaire pour qu’ils ne deviennent plus
zéro en même temps ; & dans cette différenciation, on
traitera les différences premières, comme constantes. En ef¬

fet , on peut toujours regarder toute expression fractionnaire

algébrique -j , dans laquelle il entreroit deux variables, par

exemple, comme étant la valeur de ~ ( * & y étant ces

deux variables) ; c’est-à-dire , qu’on peut toujours supposer

~ zz & par conséquent Adx — Bdy zz  o . Or puis¬

que, par !a supposition, A & B deviennent zéro en même
temps, lorsque x & y ont certaines valeurs, il fuit de ce

qui précède , que pour avoir la valeur de ^ , i! saut diffé¬

rencier cette équation en regardant dx & dy  comme conf¬
ions,  la différencier, dis je , jusqu’à ce qu’on arrive à une
équation qui ne s’anéantisse point par la substitution des
valeurs de x & y. Or ces différenciationsconsécutives,
donnent d Adx — d Bdy — o , ddAdx — ddBdy ~ o,

(BAdx — d? Bdy zz  o , &c. , qui donnent ^ ^ ,

dx dj!Jd — 'LJL  c ’est-à-dire, qu’il faut différen-
dy ddA  5 dy d'A ’ ’ ^
cier séparément le numérateur & le dénominateur, ainsi qu’il
a été dit : & la dernière de ces équations donnera la va¬
leur , ou les valeurs de dx.

68. 2°. Lorsqu’une équation qui renfermera plusieurs va¬
riables fera telle , qu a certaines valeurs de l’une de ces
variables, moins une , il devra répondre un certain nombre
de valeurs égales de la dernière , & qu’il en fera de même
de toutes, on trouvera ces valeurs en différenciant autant



DE M A TH ÈMA TI QV ES. 8;
de fois tle fuite , moins une , l’équation proposée ; suppo¬
sant dans ces différenciations dx , dy , d{ , &c . constantes,
si x , y,  î , &c. font les variables , & égalant à zéro les
multiplicateurs de dx,dy , d ^ , Lee . , ceux de dx l ,dxdy,
d {dy , Lee . , & ainsi de fuite. Si toutes ces équations s’ac-
cordent entre elles Le avec l’équation proposée , les valeurs
de x , y,  Lee . qu’elles auront données , seront les valeurs
demandées.

69 . Remarquons au sujet des points multiples , que puis¬
que les valeurs de x & de y , que l’on trouve en égalant
à zéro le coefficient de Le celui de dy  doivent satisfaire
à l’équation finie proposée, on ne petit, lorsque cette équa¬
tion n’est pas donnée en termes finis , ou ne peut pas y être
ramené par les méthodes dit calcul intégral , s’affurer par le
calcul seul , de l’existence de ces points.

Dìs  Points d’injkxion vijiblcs& invijìbles.
70 . II arrive quelquefois qu’une même branche de courbe

après avoir tourné fa concavité vers un certain point , tourne
ensuite sa convexité vers ce même point , en continuant
néanmoins fa marche . Telle est la courbe que l’on volt re¬
présentée (fig . 22 ) . Le point O où ce changement arrive,
s’appelle point d'inflexion.

Pour déterminer ces fortes de points , il faut remarquer
que la tangente au point O,  doit être tangente commune
de la branche OB, & de la branche Ob,  qui se touchent
mutuellement au point O;  si donc de part Le d’autre du
point O,  on prend deux arcs égaux ou inégaux , mais infi¬
niment petits , la tangente doit être le prolongement de l’tm
Le de l’autre , ensorte que ces deux petits arcs doivent être
en ligne droite.

F z
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Cela posé, ayant mené les ordonnées AiP , OQ , mp , Sc

nommé AP , x , 8cP Aï, y ; on aura Air —dx , Or — dy ;

8t  supposant OAI & Om infiniment peu différons l’un de
l 'autre, on aura Or' — dx -f - ddx , 8c mr — dy ddy ;

puis donc que AIO & Om sont en ligne droite, les triangles
AírO , Or' m font semblables; donc si l’on suppose ( ainsi

qu’on en est bien le maître) que les arcs AiO 8c O/n font

égaux, ces mêmes triangles seront ausii égaux, 8c  l ’on aura
Air — Or , 8c Or — mr' ; c ’est-à-dire , dx — dx ddx,

%C dy — dy -j - ddy ; donc ddx zzz  O , & ddy — o.

Donc , pour déterminer les points d’inflexion simples, il
faut différencier deux fois de fuite l’équation de la courbe,

& supposer dans la seconde équation différentielle, ddx — o,

& ddy — o.  Or , il est évident qu’alors cette seconde équa¬
tion est la même que si l’on eût différencié en faisant dx

& dy  constans. Donc , pour avoir les points d’inflexion

simples, il faut d’abord différencierl’équation de la courbe ;

puis différencier cette première équation différentielle, en

regardant dx & dy  comme constans. Alors si de la première

équation différentielle on tire la valeur de dx  ou celle de

dy pour la substituer dans la seconde, on aura une équa¬

tion qui étant divisée par dy*  ou dx*, ne renfermera plus

que des x , des y 8c  des constantes, & qui étant comparée
avec l’équation même de la courbe, donnera les valeurs de

x 8c  dey , qui conviennent au point d’inflexion simple.

Prenons pour exemple , la courbe qui a pour équation
*3 ,— — a\  Nous aurons 3x*dx — zbydy — o ;

différenciant de nouveau , & traitant dx & dy  comme cons¬

tans , nous aurons 6xdx* — zbdy*  o ; or , la première

donne dy — » substituant dans la seconde, on aura

Cxdx *~n — ° >ou 4^ *— 3*3= 0. Or,celle -ci
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donne y ’ ” , qui étant substitué dans l’équation de la

courbe , donne x3 — ^ x 3 = a 3 ou a 3 —4a 3; donc

x = a \/4 , & par conséquent y — 1/ zz a 1/  ^ 4 .

Ce sont les valeurs qui déterminent le point d’inflexion.

Prenons , pour second exemple , la courbe qui a pour
j

équation y zz a ( x — ú ) 5> nous aurons dy  —

\ {x — a ) ïdx ;  différenciant de nouveau en traitant dx

& dy  comme constans , nous aurons o — — — (x —a) ^dx t

25ou -,-r -r
(x — a ) Z

tion différentielle dy

— o ; donc dx — o ; or la première équa-

(x — a ) *dx  revient à dy  =
— d X a

- -- -  ou ( x — 4 ) 5dy — \ dx ; donc puisque dxzzo,
( * - * ) >

on a ( * — a ) Tdy — o , qui donne ou dy = o , ou
j!

(a — a ) s — o ; mais comme il n’est pas possible qu’on
ait en même temps dx & dy  égaux à zéro , il s’ensuit que

( x — u ) 5 — o , est la véritable solution , qui donne x zz a ,
Sc  par conséquent y = a.

71 . Remarquons en passant , i °. Que puisqu’on trouve
dx — o , la tangente au point d'inflexion de cette courbe,
est parallèle aux ordonnées.

a°. La méthode que l’on donne ordinairement pour trouver
les points d'inflexion , consiste à différencier deux fois de
fuite l’équation , en supposant dx  constant , & à égaler ddy
à zéro ou à l’infini. Quoique cette méthode conduise aux
mêmes résultats , nous avons néanmoins évité de l’employer,

parce qu’en effet ddy  n ’est point infini , ainsi qu’on doit bien
k 3
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le voir par ce qui précède . Ce qui est réellement infini

alors , c’est la valeur cle , & non pas ddy  qui ne peut

être que zéro , dans ce cas comme dans tout autre ; & comme
âx  est zéro dans les mêmes cas de points d’inflexion , où

l 'on a coutume de supposer ddy  infini , est réellement ^ ,
qui en regaidant zéro comme une quantité infiniment pe¬
tite , est en effet infini.

3°. Si la courbe de volt avoir plusieurs points d’inflexion,
l’équation finale donneroit plusieurs valeurs de x;  c ’est-a-
dire , qu’elle passeroit le premier degré. Cela arrive dans
les courbes qui vont en serpentant , comme dans la fi¬
gure 2Z.

72 . Si l'on conçoit que les deux points d’inflexion O
& O' {fg . 23) , s ’approchent continuellement & soient enfin
infiniment voisins l’un de l’autre ; alors si l’on se représente,
comme ci- devant , les deux arcs infiniment petits OAs &
Om, & les deux arcs infiniment petits O’M' , O' m de part
& d’autre des points d’inflexion O & O1, les deux côtés
O m & M' O' , seront ou pourront être supposés l’un fur
l’autre ; & puisqu’au point d’inflexion , AsO est en ligne
droite avec Om , 81 M ' O'  avec O' m' , il y aura donc trois
petits arcs consécutifs en ligne droite.

Cela posé , soient Asm , mm’ , m' m"  ( fig. 24)  ces trois
arcs infiniment petits. Abaissons les ordonnées AsP , mp , m'p ',
m" p11, & menons les lignes Air , mr1, m1 r 11 parallèles à
A P.  Nommons A P , x, & P M , y ; nous aurons Asr ~ dx,
rm ~ dy , mr dx -J - ddx , r m! — dy -f " ddy , m' r11
— dx -f - ddx -\r d^x , r11 m'1 — dy ddy -f - dìy.  Or
les trois triangles Mr m , m r'm' , m'd'm!1 font semblables,
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puisque les côtés Mrn , mm' & m.1 tri"  sont en ligne droite;
donc si l’on suppose ces mêmes côtés égaux ( ce dont on
est le maître ) , les triangles seront égaux ; on aura donc
dx dx -f - ddx , dy — dy -f - idy , dx ddx — dx

ddx + dix , dy ddy — dy d dy -j - d3y ; c’est-à-
dire , ddx — o , ddy — O , d3* = o , d ŷ  o.

Donc , si l’on différencie l’équation de la courbe trois
fois de fuite , en faisant varier dx , dy , ddx & ddy , 8i
qu ’ensuite on mette o pour chacune des quantités ddx,
ddy , d x̂ , dìy,  il faudra que chacune des trois équations
résultantes de ces différenciations ait lieu. Or il est évident

qu’elles deviennent alors les mêmes , que si l’on eût diffé¬
rencié trois fois de fuite , en supposant dx 8c dy  constans.

En raisonnant de la même manière , on verra que si trois
points d’inflexion consécutifs viennent à fe réunir , il y aura,
au point de réunion , quatre élémens en ligne droite , 8c  l ’on
démontrera de même , que si l’on différencie l’équation quatre
fois de fuite , en supposant dx 8c dy  constans , les quatre
équations qui en résulteront , doivent toutes avoir lieu ; 8c
ainsi de fuite.

Donc , si de la première équation différentielle on tire la
valeur de dx  pour la substituer dans toutes les autres , on
aura , après avoir divisé la seconde par dy 1, la troisième
par dy ì , & ainsi de suite , autant d’équations qui doivent
avoir lieu conjointement avec l’équation proposée , pour
qu’il y ait une , deux , trois &c. inflexions réunies . Donc,
si de deux de ces équations on tire les valeurs de x & de
y,  il faudra que ces valeurs substituées dans les autres équa¬
tions y satisfassent.

Lorsqu’il n’y a que deux inflexions réunies , l’inflexion est
F 4
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invisible ; elle redevient visible , lorsqu’il y en a trois ; en
général l’inflexion est visible ou invisible , selon que le
nombre des inflexions réunies est impair ou pair . Donc st
E  o représente , en général , l’équation d’une courbe ;
il faudra , pour qu’il y ait m points d’inflexion réunis , il
faudra qu’en différenciant E , mi  fois , en supposant dx
& dy  constans , toutes les différentielles dix : , ddy , dì x ,
d~'y , Sic.  juíqu ’à celle du degré m -f - i soient zéro ; &
l’inflexion sera visible ou invisible , selon que m sera impair
ou pair.

73 . Jusqu’ici nous avons supposé les ordonnées parallèles.
Si elles partoient d’un point fixe , voici comment on s’y
prendroit , pour déterminer les points d’inflexion. Ayant
imaginé les deux arcs infiniment petits & consécutifs , qui
au point d’inflexion doivent être en ligne droite , on nie¬
llera (fig.  25 ) les ordonnées CM , Cm & Cm' , & l’on dé¬
crira les arcs M r , m/  que l’on pourra regarder comme perpen¬
diculaires fur Cm Si. Cm.  Cela posé , il est facile de voir que
l’angle r'mni  ne diffère de sangle rMm  que de l’angle m C/,
Car on a Cmni -f - r m M — 18o ° , ou Cmr -|- r mm -f - 90° —
rMm — 180 ° j donc r'mm — rMm — 90 ° — Cmr ; mais à
cause du triangle Cr'm rectangle en / , on a 90 °— Cm/ —
m C r ; donc r'mm — r Mm — m Cr .

Si l’on mène la ligne m n qui fasse sangle m'mn — mCr,
l’angle n m r'  sera donc égal à mMr, & par conséquent le
triangle t m/  sera semblable au triangle mMr.  Nommons
CM , y,Sc Mr , dx,  nous aurons mr — dy,mr ' — dx -\ - ddx,
Si m'r' — dyddy  ;  nommons M m dx ; m m1 fera ~ds
-\ - dds . Décrivons du point m, & du rayon m rrd, l ’arc ni n ;
alors les secteurs Cmr Si. n m m'  seront semblables , & donne¬
ront Cm ; mr \ \ mni \ ni n ; c’est-à-dire , y + dy \ dx ~\ -ddx
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; • ds d ds tri n,  qui , en omettant ce qu’on doit omettre,

sera — — ; mais le triangle m't n semblable à t r m , sera

aussi semblable à mr M ; on aura donc Mr Mm \ \ mn : m t ;

c’est- à- dire , dx ! d s ; J ? x- ! trit — - j  donc rr =z

dy ddy— — - , Or les triangles semblables Mr m &Lmrt

donnent Air rm ; ; mr rt,  ou dx dy ; ; dx -j - ddx  t

dy -f ddy - - ; donc dxdy -j - dxddy — — —

d x dy -{- dyddx , ou dxddy — dyddx - - — — o ; c’est-

là la formule pour trouver les points d’inflexion simples, quand

les ordonnées partent d’un point fixe ; qui revient à celle des co¬

ordonnées parallèles , lorsqu’on suppose le point C infiniment

éloigné , & d x & dy  constans . Car alors le terme ~~ — doit

être rejetté , puisque y est infini. Dans l’usage de cette formule,

il fera toujours plus simple de supposer dx  constant , ce qui la

réduit à ddy — ; & il faudra observer de traiter aussi

dx  comme constant , dans la différenciation de l’équation de la

courbe : mais comme les dx  font des arcs décrits d’un rayon

variable , au lieu que quand les coordonnées partent d’un point

fixe , on les rapporte à des arcs décrits d’un rayon constant CO,

comme nous l’avons dit ( 40 ) ; on aura foin de mettre , au lieu

de dx  fa valeur , qui fera toujours facile à avoir , en remar¬

quant que les secteurs CSf Sí CMr  font semblables . Nous

ne nous arrêtons pas à donner , dans la même supposition ,

les formules pour les autres peints d’inflexion. Cela n’est pas

difficileà présent.

Observation sur les  Maxima & Minima.

74 - Soit F  une fonction d’une ou plusieurs variables , &
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qui soit susceptible d’un maximum  ou d’un minimum.  Si nous
la considérons comme représentant l’ordonnée ou l’absciiTe*
d’une courbe , c’est-à- dire, si nous supposons x — F,  il fuit , de
ce que nous avons dit à l’occasion des points d’inflexion , que
s’il est vrai que d F  ou dx  soit zéro , lorsqu’il y a un maximum
ou un minimum, l ’inverse n’est pas toujours vraie ; car nous
avons vu ( 70 ) un cas où l’on avoit au point d’inflexioii
dx =z o ; c’est-à-dire , la tangente parallèle aux ordonnées ;
or il est évident que ni l’ordonnée ni l’abfcisse ne sont alors ni
un maximum  ni un minimum.  Que faut-il donc pour s’assurer de
l’existence du maximum  ou du minimum? II faut différencier
plusieurs sois de fuite la quantité , en faisant les différences
premières de chaque variable , constantes ; & si les valeurs
qu’ont les variables au point de maximum  ou minimum  cherché,
anéantissent non -feulement dF,  mais aussi ddF,  fans anéantir
d) F,  il n’y a pas de maximum  dans la courbe qui a pour équa¬
tion xz ^ F,  mais bien un point d’inflexion visible ; ainsi la
quantité F  n’a point de maximum  ou de minimum.  Mais si d ’ F
s’anéantit , fans que ù4.Fs’anéamisse , il y aura maximum  ou
minimum.  En général , il y aura maximum  ou minimum, si la
dernière différentielle qui s’anéantit , est de degré impair.

Des points de Rebrouffement de différentes espèces , & des

differentessortes d.'attouchement des branches d'une même
Courbe.

75 . Lorsque deux branches de courbe viennent à fe tou¬
cher , elles peuvent s’oppofer leurs convexités , comme dans
la fig. 26 , ou s’embrasser comme dans la fig. 27; & dans l’un
& dans l’autre cas , il peut arriver qu’elles continuent leur
cours de part & d’autre du point d’attouchement , ou qu’elles
s’arrètent brusquement à ce point , comme on le volt ( / §. 38
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& 29). Dans ce dernier cas, le point d’attouchement s’appelle
point de rebrouffement, c’est-à-dire , point de rebrouffementfimple,
dans la figure 28 , & rebrouffement en bec, dans la figure 29.
Si plus de deux branches fie réunissent , toutes ces différentes
variétés peuvent fie trouver à !a fois dans le même point , &
il peut s’y en trouver encore une infinité d’autres ; par
exemple , les branches peuvent , en fie touchant , fiubirune
ou plusieurs inflexions. II peut arriver qu’une inflexion &
un point de rebrouffement fie trouvent réunis , & ne semblent
former qu’un seul rebrouffement . Dans la figure 30 , si la
branche E B D  qui forme en E un rebrouffement simple avec
la branche EC,  avoit un point d’inflexion en B ; lorsque ce
point d’inflexion fie trouveroit infiniment près du point E,  on
n’auroit plus que l’apparence d’un rebrouffement en bec . Ces
variétés peuvent aller à l’infini , fiur- tout en considérant que
plusieurs branches peuvent fie toucher à la fois. Nous n’entre-
prendrons donc pas d’aslìgner le caractère de chacune : nous
observerons seulement , que toutes les fois que plusieurs
branches de courbe viendront à fie toucher , on le reconnoîtra
à ce que i °. ce point étant multiple , doit avoir les conditions
mentionnées ( 64 ). 2°. b 'équation qui sert à déterminer les
tangentes des points multiples , doit alors avoir autant de
racines égales qu’il y a de branches qui fie touchent , puifi-
qu’alors il y a autant de tangentes réunies . Ainsi pour le
rebrouffement simple , il doit avoir les conditions communes
aux points doubles ; & l’équation qui en donne les tangentes ,

ou qui donne , doit avoir deux racines égales. Comme la

considération de ces points n’est pas d’une assez grande utilité ,
pour nous engager à nous livrer aux détails qu’elle exige , nous
n’en dirons pas davantage . On peut consulter sur cette matière,
VAmlyse des lignes courbes de Cramer. Genève 1750 .



Des Rayons de courbure , ou de la développée.

76 . Si l’on conçoit que sur chacun des points
M , m, m , &c . d’une ligne courbe quelconque
on ait élevé des perpendiculaires MN , mn, m'n! , &Cc.  ;
les intersections consécutives, n,72' , &c . formeront
une ligne courbe à laquelle on a donné le nom de
développée, parce que si on la conçoit enveloppée d’un
fil A B N  qui la touche en son origine B , alors en
développant cette courbe , l’extrémité A du fil trace
la courbe A M.  En effet , dans le développement de
Nn,  par exemple ; en considérant N n comme une
petite ligne droite , le fil MN n décrit , autour du
point n comme centre , l’arc M/n  auquel il est né¬
cessairement perpendiculaire , puisque le rayon d’un
cercle est perpendiculaire à sa circonférence.

77. La courbe A M étant donnée , si l’on veut,
pour un point quelconque M , déterminer la valeur
de Mn y qu ’on appelle Rayon de la développée, on
remarquera que Mn  est déterminé par le concours
de deux perpendiculaires infiniment voisines MN  &
m n.  C ’est pourquoi , on imaginera deux
arcs consécutifs Mm , mm1 infiniment petits , & in¬
finiment peu différens, que l’on considérera comme
deux lignes droites : on imaginera aussi M N perpen¬
diculaire en M fur Mm , mN perpendiculaire en
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m sur mm'. Alors dans le triangle N Mm rectangle en
AI,  on aura x : Jìn . MNm : : mN  ou M N : Mm,
ou ( à cause que sangle MNm  est infiniment petit)
1 : MNm MN : Mm;  donc MN  = M m ^

MNm » 0r  »

si on prolonge Mm,  sangle umm = MNm , parce
que ces deux angles font complémens du même
angle MmN,  à cause des angles droits N M m, &
N mm' ; donc MN = M-—.

Si l’on mène Mr & mr1 parallèles à A P,  il est
facile de voir que sangle umr'  étant égal à mMr ,
sangle u mm est la quantité dont sangle mMr  dimi¬
nue , ou la différentielle de sangle rMm , laquelle
doit être prise négativement ici , oii la courbe est
concave , & au contraire , doit être prise positive¬
ment , quand la courbe est convexe ; on a donc

M N = Cherchons donc l’expression

de d ( rMm ) . Or la tangente de r AIm , est d̂ L ,
& son cosinus [ en nommant d s l ’arc M m ou

( dx* + dy 1 ) ] est ^ , ainsi qu’il est aisé de le

conclure de ce que le triangle r AIm est rectangle :
& nous avons vu ( 24 ) que 1 étant un angle quel¬
conque , on avoit d [ — ( cos { ) 2d ( tang. ( ) ; donc

d ( rMm) = ^ d ^ j =Q ; donc enfin M N  =
d s d s5

C’est- là la formule
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pour trouver les rayons de la développée , quand
les ordonnées sont parallèles.

78 . Quand les ordonnées partent d’un point fixe (Jig.  77 ) ,
on a , comme ci- deíTus,& par les mêmes raisons , MN —^ -^ - •1 1 m *mu*

mais m'mu  n ’est pas rzipi ( r Mm ) ; voici comment on
trouve alors la valeur de m'mu.

Décrivant les arcs M r , mr ' , on a m'mu — r'mu — r mm’;
or , selon ce que nous avons vu ( 73 ) ,r 'mu  diffère de r M m,
de la quantité angulaire m Cr ou MCr, (car ces deux der¬
nières quantités ne diffèrent que d une quantité infiniment pe¬
tite par rapport à elles ) ; donc r m u — M Cr - (-r M m ; donc
puisque m'mu — r 'm u — r mm,  on a m'muzzcMCr r Mm —
rmm '~ MCr —d {m Mr ) . Or en nommant Mr , dx,  on a 1 l
fin . MCr  ou’. MCr ’, ; CM '. Mr ;  c’est- à- dire , 1'. MCr '. ’.y '. dx ;

donc MCr — , & puisque d [mM r)
dx*
ds*

on a m mu  —
dx

m*
X—d  Sc si la courbe étoit

convexe , on trouveroit de même m'mu — — 4- íp- d (;
y d s * \ dxj

Vdsl

d x‘

donc MN ~ - d s

y -+-is* d GO ds * dx -i- y dx *d (/ ^) .
79 . Ponr appliquer ces formules à quelques exemples , sup¬

posons que la courbe A M soit un cercle qui ait pour équation
y y -=ziax — x x ; nousauronsy — ^ (24 x — xx) ; donc

dy “f X— *—■—t ;ds —V{d x*-\-dy *) fera donc —r.-* ;[2 a x — x x)  s \ J 1 y/ [2ax - xx)

Sc  fera
U X l ' ijaM -* '’- •* -* > \ ^ y . . j

(2 a x - xx ) -.
la formule qui convient au cas présent , où la courbe est con-

dsl

y/ { 2 a x - x x)

[ui convient au

cave , Sc où les ordonnées font parallèles , est
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a *dx^

3

elle se change a ; c’est<z2 d — a;  c’est- à- dire , que

(zax - xx ) *

le rayon de la développée est toujours de même grandeur&
égal au rayon du cercle , ensorte que la développée se réduit
à un point qui est le centre ; ce qui s'accorde avec ce que l’on
connoît.

Prenons , pour second exemple , la parabole , qui a pour

équation y 1 — ax,  ou y — \/ax = a 2 x *, nous aurons

d y — 7 a 2 x 2 dx ; donc ds ~  i / ( dx 1 -j - dy 1) —

Vidx 1-\ - -t ax ~ ' dx 1) — dx Çl — dx  1/

dx  1/ ( 4 * -j- a ) , & ; <23x 2 ; donc
d s>d — — 4 <j 2 x *dx.  la formule -- — - -

d *’ ( 4 x + a ) ( 4 * + * )
dx 1X ~ a % x

devient donc

4 *+ ^ UfdLfi.
2 d

80. Les rayons de la développée servent à me¬
surer la courbure dune courbe en chaque point.
Puisque dans le développement de l’élément Nn  de
la courbe B N ( fig. 31 ) , le fil trace le petit arc
mm , cet arc mm a donc même courbure que le
cercle qui auroit pour rayon mn.  Ainsi , quand on
a l’expression du rayon de la développée , on a pour
chaque point , le rayon du cercle qui a même cour¬
bure que lacourbe , en ce point . Et comme la courbure



d’un cercle est d’autant plus grande que son rayon

est plus petit ; c’est-à-dire , que les courbures des
cercles font en raison inverse de leurs rayons , il

fera donc facile de comparer la courbure d’une courbe,
en un point quelconque , avec la courbure de cette
même courbe ou d’une autre , en un point quel¬

conque. Ainsi, si je voulois comparer la courbure
de la parabole , à ion origine , avec celle qu’elle a
à l’extrémité de l’ordonnée qui passe par le foyer,
je remarquerois qu’à l’origine on a v = o , & que
l’abfcisse qui répond au foyer , est \a ( Alg.  356 ) .
Faisant donc successivement , dans l’expression du

rayon de la développée x — o , Sc x = , j ’ai
\ a & a y i , le rayon de la développée est donc
jd à l’origine , & il est a Y 2. à l’extrémité de l’or-
donnée qui passe par le foyer ; donc la courbure,
au premier de ces points , est à la courbure au
second : : a 3/2 . : -j a , ou : : 1 ^ 2 : 1.

Puisque le rayon MN  de la développée n’est autre
chose que le fil qui enveloppoit , ou que l’on peut
concevoir avoir enveloppé la courbe BN,  il s’en-

suit donc qu’ìl est égal en longueur à Tare B N  plus

la partie A B dont le fil excédoit la courbe , lors¬
que le développement a commencé , c’est- à - dire,
plus le rayon de la développée à l’origine A.  Donc
la courbe B N  est reéfifiable, c’est-à-dire , qu’on peut

assigner h longueur de chacun de ses arcs B N.
Ceux
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Ceux qui désireront plus de détails fur les développées,
peuvent consulter VAnalyse des infiniment petits  lu Marquis de
l’Hôpital , où ils trouveront d’ailleursd’autres tpplications du
Calcul différentiel.

Remarque.

Si . Nous  avons , ci-dessus (70 ) , détenu né les points
d’inflexion, en supposant que les deux élémensde la courbe,
voisins du point d’intlexion, étoient en ligne droite. De cette
supposition, il semble suivre, qu’au point d’inflexion le rayon
de la développée devroit toujours être infini, par ce que les
deux perpendiculaires fur les deux côtés consécutifs seroient
parallèles. Cependant il y a plusieurs courbes qui , au point
d’inflexion, ont le rayon de la développée égal à zéro ; par
exemple, la parabole qui a pour équationy mex î.

Mais il faut observer que rien , dans la supposition que nous
avons faite , ne détermine de quelle grandeur font ces deux
élémens consécutifs. Or , s’ils se réduisoient chacunà un point,
ils n’en seroient pas moins sur une même ligne droite , & les
deux perpendiculaires tombant l’une fur l’autre , fe rencontre-
roient dans le point même d’où elles partent. Or , c’est ce qui
arrive dans les courbes où le rayon de la développée est zéro
au point d’inflexion. Car la courbure étant alors infinie , les
deux élémens consécutifs se confondent , chacun avec la tan¬
gente , infiniment moins que dans tout autre cas, & par consé¬
quent doivent être considérés comme deux points réunis. Les
deux élémens peuvent donc être en ligne droite, fans que pour
cela le rayon de la développée soit infini; mais on voit par-là ,
qu’au pointd’inflexion, le rayon de la développée est toujours
infini, ou nul.

Marine. Mican. l re Partie, G
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É L É M E N S
DU CALCUL INTÉGRAL

8r,. IL s’agit ici de revenir des quantités différen¬
tielles , aux quantités finies dont la différenciation
a produit celles- là : la méthode qui enseigne com¬
ment se sait ce retour , s’appelle U Calcul intégral.

II n’y a point de quantité variable exprimée algé¬
briquement , dont on ne puisse trouver la différen¬
tielle ; mais il y a un grand nombre de quantités
différentielles( *) que l'on ne peut intégrer : les unes,
parce qu’en effet elles n’ont pu résulter d’aucune diffé¬
renciation ; telles font les quantités xdy,xdy —ydx,
&c. ; les autres , parce qu’on n a point encore trouvé
de méthodes pour les intégrer ; & parmi celles-ci ,
il y en a dont on a lieu de désespérer d’avoir jamais
l’intégrale.

Quoi qu’il en soit , on peut tirer un parti très-
avantageux de celles que l’on fait intégrer ; nous
allons tâcher de les faire connoître : nous verrons

ensuite ce qu’on doit faire à l’égard de celles qui

( * ) Par quantité différentielle  ,
nous entendons ici , non - feule¬
ment celle qui résulte d’une
différenciation, mais en général,

toute quantité affectée des diffé¬
rentielles dx , dy , c . d’une ou
de plusieurs variables.
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se refusent à l’intégration. Commençons par nous
expliquer fur quelques façons de parler dont nous
ferons usage.

Nous appellerons fonction  d ’une quantité , toute
expression de calcul dans laquelle cette quantité
entrera , de quelque manière qu’elle y entre d’ailleurs.
Ainsi, x , a + bx zy V ( ax n -\-bx 1') , &c . sont des
fonctions de x.

Nous entendons par quantités algébriques, celles dont
la valeur exacte peut être assignée, en exécutant un
nombre déterminé d’opérations de l’Algèbre & de
l’Arithmétique , autres que celles qui dépendent des
logarithmes. Au contraire , nous appellerons quan¬
tités non algébriques , celles dont on ne peut assi¬
gner que des valeurs approchées , ou qui supposent
des approximations : les logarithmes sont dans ce
cas , & il y en a une infinité d’autres.

Pour indiquer Pintégrale d’une différentielle, nous
nous servirons de la lettre/que nous mettrons devant
cette quantité : cette lettre équivaudra à ces mots
somme de,  parce que intégrer, ou prendre l ’intégrale  ,
n’est autre chose que sommer tous les accroiffemens
infiniment petits que la quantité a dû prendre pour
arriver à un état déterminé.
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Des différentielles a une feule variable , qui

ont une intégrale algébrique ; & première¬

ment des différentielles monômes.

83 . Régie fondamentale. Pour intégrer une diffé¬

rentielle monôme, il faut  i °. augmenterPexposant de la

variable d'une unité : 1°. diviser par cet exposant ains

augmenté de lunité , &par la différentielle de la variable;

c’est-à-dire, diviser par ce nouvel exposant multiplié

par la différentielle de la variable.

La raison de cette règle ne doit pas être cherchée

ailleurs que dans le principe même de la différen¬

ciation ( 10) . Comme il s’agit de retrouver la quan¬

tité qui avoit été différenciée, il est visible qu’il faut

appliquer des opérations contraires à celles qui ont

été prescrites pour la différenciation.

Cela posé , appliquons la règle.

sl xdx ousîx 'dx z=
2l ' + l dx

(TTTyiTx— xI,sxdx  —
W*
:idx

*2
7*

En effet, d ( x1) — %xdx ; d (ff ') — = xdx.
2 . 5

- TT4“ I , T e
_ A z' - 1 ct * * dx ax>  \ - n mi

De memesaxi dxxz ^ +l )d'x = ~ÏP —\ ax  Pareille-

r adx r —-I7 ax
ment/ —r , ou Jax >dx —

d X

( - 3 + i ) dx

a x 2 —a
-2 2 * »•

En général, m étant un exposant positif, ou négatif, entier

ou fi actionnaire, on aura fa xm dx —
ax m+ 'dx ax

(m +  1 )dx m -h l
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On n’a pas besoin de cette règle pour trouver l’intégrale de

dx , ni de a dx , que l’on voit aisément devoir être x pour

la première , & a x pour la seconde . Mais si l’on vouloir y

appliquer la règle , on remarquerait que l’exposant de * dans

ces différentielles est zéro , & qu’elles font la même chose que

x”dx 8cax ° dx , dont l’intégrale , suivant la règle , est

ax 0+ ’dx

(o -hi ) dx (o + i )dx>
ou dx & (IX.

II n’y a qu’un cas qui échappe à la règle fondamentale ; c’est

celui où l’exposant m auroit pour valeur — i ; car alors l’inté¬

grale devient ax i ■■ ou — ou ~ , quantité inassignable ,

parce qu’elle est infinie : en effet , si l’on conçoit que le

dénominateur , au lieu d’être zéro , soit une quantité infiniment

petite , on voit qu’il doit être contenu une infinité de fois dans

la quantité finie a, & que par conséquent la fraction scroit

infinie . Nous expliquerons , par la fuite , pourquoi le calcul

donne ici une quantité infinie ; mais en attendant , nous ferons

remarquer que la différentielle proposée ax m dx  qui est alors

ax ~' dx,  ou est une différentielle de logarithme ; c’est

celle de a l x ou de lx a ,  ainsi qu’on peut le voir aisément en

différenciant ( 27 ).

Si la différentielle monome avoit un radical , on

substitueroit au radical , un exposant fractionnaire.

Ainsi pour intégrer adx V̂ x 1 , on intégrera adx .x *

ou ax 1dx i ce qui se fera comme ci-deffus.

Remarque.

84 . Nous avons vu ( 8 ) que lorsque dans les
G 3
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quantités qu’on avoit à différencier , il se trouvoit des
termes tout constans, ces termes ne se trouvoient plus
dans la différentielle. Donc , lorsqu’on remonte à
l’inrégrale , il saut avoir foin d’ajouter une quantité
constante à l’intégrale. Cette constante aura telle
valeur que l’on voudra , tant qu’on naîtra pas d’autre
objet que de trouver l’intégrale , c’est-à-dire , de trou¬
ver une quantité telle qu’en la différenciant , on repro¬

duise la différentielle proposée ; en effet, - * + ^  &
- *+- -f - C, C étant une constante quelconque, auront
également pour différentielle la quantité ax mdx , quel¬
que valeur qu’on donne à C.  Mais lorsque l’intégra-
tion se fait dans la vue de satisfaire à une question
que l’on s’est proposée , alors cette constante a une
valeur que l’état de la question détermine : nous
verrons cela par la fuite ; mais, à l'avenir , nous
aurons toujours foin d’en ajouter une à la fuite de
chaque intégration ; & afin qu’on la reconnoiffe
pour telle , nous la désignerons toujours parla mêrne
lettre C.

Des Différentielles complexes dont l’intégration
rentre dans la règle fondamentale.

85. i °. On peut encore intégrer par la règle pré¬
cédente toute quantité dans laquelle il n’entrera point
de puissances de quantités complexes, ni des diviseurs
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complexés , à moins que ces derniers ne fussent des
quantités constantes.

Ainsi pour intégrer ax d̂x  4 - — -j - e dx , j ’intégrerai

séparément chaque terme , & saurai -j- q . ex -\- C.

Pareillement l’intégrale de ax ìdx -\ - , ou de 2 x -j-

, . n a X4 . ix 5 . r ax * b . .
b x ‘•dx , est - - 4 - C , ou - —r -4- C.

' 4 ^ — 3 4 3*3 ‘

86. 20. Quand même il entreroit des puissances de
quantités complexes , on intégreroit encore par la
règle fondamentale , pourvu qu’elles ne se trouvassent
point au dénominateur , & qu’en même temps leur
exposant fût un nombre entier positif.

Par exemple , ( 4 -f- bx '1) 1 Xdx  s ’intégreroit par la règle
précédente , en élevant actuellement a -|- b x1 à la troisième
puissance , ce qui ( Algèbre  149 ) donneroit 3<î3£ -p
3 a P x* -j - P x& , & par conséquent (a -\ - bx'1'ydx — a d̂x
q- 3 a*bx *dx -j - 3 ab *x*d x -f - bìx6dx,  dont l’intégrale , prise

3 b . 3 ab *:
terme à terme , est a>x -\ - 3 + + b2f + C.

87. Comme il n’y a pas de quantité complexe
élevée à une puissance dont l’exposant seroit un
nombre entier positif , que l’on ne puisse, par la
même règle donnée ( Alg.  149 ) , réduire , ainsi , à
une suite finie de monômes , on pourra donc tou¬
jours intégrer toute quantité complexe qui ne renfer-
meroit d’autres parties complexes que des puissances
dont l’expofant seroit un nombre entier positif.

G 4
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Ainsi , si j’avois à intégrer gx ì dx ( a -J - bx*  ) 2 -f-
a 1 x7d x ( c -\- ex* f x>  ) 4 , je développerois , par la règle
citée , la valeur de ( a -j- èx 2)2, Lc je tnultiplierois chaque
terme du résultat, par gx ’dx ; je développerois pareillement
la valeur de ( c -j - ex1-f -f x^  ) 4, & je multiplierois chaque
terme du résultat, par a1 x7Jx ; alors je n’aurois plusá inté¬
grer qu’une fuite de monômes, ce qui est le cas de la règle
fondamentale.

88 . II faut excepter ici , le cas où quelqu ’un des
expofans étant négatif , il arriveroit qu’après le dé¬
veloppement &c  la multiplication , l’expoíant de la
variable , dans quelqu ’un des termes , feroit — i ;
mais dans ce cas on intégrerait par logarithmes.

Par exemple , si j’avois —p — ( + ^ *2 )*, ou
ax ~>dx ( a -(- bx '1 ) 2; je le changerois en a x~ ^dx a1-\ -
2 a bx* -j - U x*) qui revient à a3x~} dx -f - ia~  b x~l dx -\-
aUxdx,  dont les deux termes a5x~ï dx -p ab *xdx  ont

, - a 3* -2  ji ’ ji
pour intégrale- -- f- -—-— ; mais le terme2azbx~ ' dx

qui est la mème chose que i  a2£ ^ 5 est ( 27 ) la différen¬
tielle logarithmique de 2ad'blx ; ensorte que l’intégrale totale

est - alfl + íìl^ +2a , bìx + c

8g . 3°. Si la quantité différentielle proposée ren¬
ferme même une quantité complexe , élevée à une
puissance quelconque ( dont l’exposant soit entier ,
ou fractionnaire , positif , ou négatif ) , on intégrera
encore , si la totalité des quantités qui multiplie cette
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quantité complexe , est la différentielle de cette même
quantité complexe , considérée sans son exposant total;
ou si elle est cette différentielle multipliée ou divisée
par un nombre constant. II ne faudra pour cela , que
regarder la quantité complexe dont il s’agit , comme
une feule variable , & appliquer mot à mot la règle
fondamentale.

Par exemple , g dx ( a b x )r est dans ce cas , parce que

gdx  est la différentielle de a bx,  multipliée par

est une quantité constante ; ainsi pour l’intégrer , j’écris
f; dX(a + bxy + 'r j r 1 / \ edx {a + bx )P+1sg dx ( a-4-b x )? — 7- r-77- 7—rJ t> ' 1 ' (p -4- 1) d (a H- b x)

+ C= ^ L bx )P+ '
(p + i ) b

(p *  1) d (a -+- b x)

+ C.

C —
(p +  1 ) b di

En effet , si l’on différencie cette nouvelle quantité , on
retrouve gdx ( a -f - bx )P.

En examinant de même la différentielle -rp - -- r ,
y { ax + xxj

ou ( tf d x 2 a x d x ) {a x x x~ », on trouvera qu’elle
est intégrable , parce que a1 dx -j - a a x dx  est la différen¬
tielle de ax xx , multipliée par une constante a.  Appliquant

donc la règle , on aura / (d1 dx -p 2 ax dx) (a x -\ - x x) - —

(a * dx + z axdx ) (a x + x x) '

f {a d x -h z x d x) + C= 2a (ax + xx ) * + C.

Le seul cas à excepter est celui où l’exposant de la quantité
complexe íeroit — 1; alors on intègre par logarithmes , ainsi
que nous le verrons par la fuite.
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Des différentielles Binômes qui peuvent s’in¬
tégrer algébriquement.

90 . Nous entendons par différentielle binôme ,
celle où la quantité complexe la plus composée , est
une puissance quelconque d’un binôme.

Ainsi gx d̂xÇa -s - bx1)^  est une différentielle binôme.
II en est de même de gx m dx (a -p bxnp  qui peut représenter
toute différentielle binôme, parce que , par g , a , b , m, n ,p ,
on peut entendre tous les nombres imaginables positifs ou
négatifs.

On ne fait pas intégrer généralement , toute diffé¬
rentielle binôme . Mais on voit , par ce qui précède,
qu’on fait intégrer une différentielle binôme gx mdx
( a + bx " y , dans les deux cas íuivans.

i ° . Quand p  est un nombre entier positif quel¬
conque , quels que soient d’ailleurs les exposons m
&t n (86 ) , à l’exception du cas mentionné ( 88 ) .

i °. Quand l’expofant m de x  hors du binôme ,
est moindre dune  unité que l’expofant n de x dans
le binôme ; c’est- à-dire , qu’on peut intégrer géné¬
ralement gx n~ ' dx ( a + bx " y , quels que soient
n & p , excepté le cas où / — — 1. En effet gx ”~ ' dx

est la différentielle de a + bx " , multipliée par ,

c’est- à-dire , par une constante ; on rentre donc dans
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le cas dont il est question (89 ) ; & par conséquent
on intégrera , comme il y a été enseigné , c’est-à-
dire , par la règle fondamentale , en regardant a + bx"
comme une seule quantité.

Outre ces cas , il y en a encore deux autres que
l’on peut comprendre en un seul , & qui comprennent
le précédent : nous allons les faire connoître.

91 . 1 On peut intégrer toute différentielle binôme,
dans laquelle l’exposant de * hors du binôme , étant
augmenté d’une unité , pourra être divisé exactement
par l’exposant de x dans le binôme , & donnera pour
quotient un nombre entier positif. Le procédé qu’il
faut suivre dans ce cas , pour intégrer , ainsi que pour
démontrer que cela est général , consiste à égaler la
quantité binôme ( sans son exposant total ) , à une
seule variable , & à exprimer la différentielle pro¬
posée à l’aide de cette variable seule & de constantes ;
ce à quoi on peut toujours parvenir facilement , en
opérant comme dans les exemples suivans.

Proposons- nous d’abord d’intégrer gx d̂x ^a -j - ix 1) **
Je vois que cette différentielle est intégrable, parce que l’ex¬
posant de x hors du binôme, c’est-à dire , 3 , étant augmenté
d’une unité, donne 4 , qui , divisé par l’exposant 2 de x dans
le binôme, donne pour quotient2 , nombre entier positif.

Je fais donc a -j- bx1 — De cette équation je tire la
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valeur de* 1; c’est x 1■=.  Je remarque que xzdx  qui

précède la quantité binôme , vient ( à un multiplicateur
constant près ) de la différenciation de x4 quarté de x2: j ’élève

donc , au quarté , Inéquationx" — j'ai x4 — QjZJty }

donc , en différenciant , j’aurai 4 x3d x =z 2 , ^ f ^ # ^

& par conséquent x3d x — ^ ^ ^ ^  .
Substituant pour x3t/x , & pour ( <2 + bx 1),  leurs valeurs

cn 1,  dans gx 3dx ( a + bx 1) * , j ’ai X ou

Sl ■ s a i'> il
2 b2 Donc fgx ^dx ( <j -j - bx 1} ' —

i SI !_ _ rSfsLíl — JLî 5
2^ J 2 ^ ~ ' *■

g a v
I* + c >

ou ( à cause que
g {'

(| + 2)ZÌ»
’+ i
■p— est multiplicateur commun ) ,

- e\w ( (fíi ) ” T 177) +c “ 1Vf' Ctïí- I‘2) + c>
remettant donc pour sa valeur a -f - b x1, nous aurons

J ì: (a + bx*) T+ ' [ í i {a + bx' ) - ìa ] + C.

92 . On opérera d’une manière semblable , pour tout autre
cas assujéti aux mêmes conditions . Prenons , par exemple ,

gx zdx ( a -\ - bx i ') 3 , qui doit être intégrable , puisque
l’exposant 8 augmenté de 1 , c’est- à- dire , 9 , étant divisé
par l’exposant 3 de * , dans le binôme , donne un nombre

entier positif. Je ferai donc j - f- bx 1 = { ; j’aurai x3— -̂y ^ ;

& comme x*dx  qui précède le binôme » vient ( à un multipli¬
cateur constant près ) de la différenciation de x9 , pour avoir

x9 je cuberai l’équation x3= : j ’aurai x9 = ^ —y—̂ -
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différenciant pour avoir x *dx,  j’ai 9 xsdx — 3 . ^ »

& par conséquent xsdx — ^ ^ -à . La clifférentielle

gx ^ xQ -f- éx 5) 3, fe changera donc eng . f ij -J ^

ou ( en faisant les opérations indiquées , c’est-à- dire , élevant

’ b -■  au quarté , & multipliant par ç 3 ) p — d

uisLléi  .
3 í 5 ^ 3 é3

, dont l’intégrale est — -,T
’ 34,(3“ï)

_ 2 f*3 f * i £íi _L _ -3- -4- C, qui , à cause du mul-
3^ (a—f ) 3 ( !- ï)

tiplicateur commun r ' 3 , se réduit à.H

l —

3 - T

3 b’ ( 2 <2 £

3
+ + Cj ou

~p í' _T (7 - - ^ + 3« 2) + C,  ou enfin,
en remettant pour 3; , sa valeur a -j - b x3 , l ’intégrale est

JL (a+ bx >) ' " t VH*+ i>*' Y- 6i (« + * * 3) + 3 «*] +c.

Telle est la méthode qti’il faudra suivre toutes les fois que
l’expofant de x hors du binôme , étant augmenté d’une unité ,
& divisé par l’expofant de x dans le binôme , donnera pour
quotient un nombre entier positif.

93 . 2°. Quoiqu une quantité différentielle binôme
ne soit pas dans le cas dont nous venons de parler ,
il arrive néanmoins , assez souvent , qu’on peut l’y

ramener , à l’aide d’une préparation assez simple , &c

qui consiste à rendre négatif l’exposant de x dans le
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binôme , lorsqu ’il est positif , ou positif lorsqu ’il est
négatif . Pour cet effet , il faut diviser les deux termes
du binôme par la puissance de * qui fe trouve dans
ce binôme , & multiplier hors du binôme , par cette
même puissance élevée à h  puissance marquée par
l’expofant total du binôme.

Par exemple , pour rendre négatif ['exposant 2 de X, dans
le binôme gx 4dx ( <*- )- b x 2 ) s, je divise a -\- bx 2 par xx, ce

qui me donne gx *dx ^ -j - b o ugx *dx («" 2-j - ty;
mais comme la quantité x2 par laquelle on a divisé , est censée
élevée à la cinquième puissance , puisqu’elle est comprise sous
Pexposant total 5 du binôme , il faut , par compensation , mul¬
tiplier au- dehors , par (x 2 ) ' , c ’est-à-dire ( Alg. 123 ) , par
x ‘°, ce qui donne gx' 4dx (ax _I

En appliquant cette préparation , on trouvera que
plusieurs différentielles binômes qui ne feroient pas
comprises dans le cas précédent , y reviendront.

Par exemple , si l’on me donnoit à intégrer , aadx  1 ou

aadx ( aa -\- xx) “ ; je vois que l’exposant de x hors du
binôme , c’est-à-dire , o , étant augmenté de 1 , ce qui fait 1 ,
ne peut être divisé exactement par l’exposant 2 de x dans le
binôme ; mais j’aurois tort d’en conclure que la quantité pro¬
posée n’est pas intégrable ; car si je rends négative la puissance

_2 I
de x dans le binôme,en écrivant aa (x 2) 2í/x (<Jíîx _24- i ) 1

qui fe réduit à a ax ~ 3dx ( a a x _2 -f - 1) ~ “ , je vois alors
que — 3 augmenté de 1 , c’est à- dire , — 3 - j- 1 011— 2,
étant divisé par l’exposant — 2 de x dans le binôme , donne
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pour quotient un nombre entier positif : ainsi faisant aax ~ 1

-j- i — ; , j’en tire x~ 1 = i & comme x~ 3d x est ( à un

multiplicateur constant près) !a différentielle de x~ 2, je diffé¬
rencie , & j’ai—2 x~ ï dx — — . d’où je tire x ~ '>d x ~ - -̂ - .’ * a a ~ • ïaa*

La différentielle aax ~ 'sdx (aax 2+i ) a se change donc en
aa , d[ _i

“ î ‘2 a a

OU j"

ou -l
, dont l’intégrale est -î

'-( -- i) -K,

+ C , ou ( en remettant pour ç sa valeur )

(44 * - *+ i ) T + C , ou - ^ - +i) +  c . qui se

réduità y ^a *+ ~ pj + C.  Ainsi le procédé pour intégrer
est le même , dans ce cas , que dans le précédent.

94 . Nous avons supposé qu’il n’y avoit de puis¬
sance de * , que dans l’un des deux termes du bi¬
nôme . S’il y en avoit dans tous les deux , on ramè-
neroit la quantité à n'en avoir que dans un , en divisant
le binôme par Tune des deux puissances de x , qui
se trouvent dans l’un de ses termes , &c  multipliant
au dehors par la même puissance élevée à la puissance
marquée par l’exposant du binôme ; & cela par la
même raison que nous venons de donner ( 93) , pour
rendre l’exposant négatif.

Ainsi , si l’on me propofoit d’intéerer — - - , ou
rr 0 x \/ ( a x + x x

aax ~ ' dx ( ax -\ - xx) ^ , je le changerois en a a x~ 1

( * ) a 4 * ( a + -2s) ’,  en divisant le binôme par x,

& multipliant, au dehors , par * élevé à la puissànce *
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qui est celle du binôme. Cette quantité se réduit à . . . .
_ _3 _ l

aa x * d x ( a x) 3. Si on lui applique la règle du
premier cas ( 91 ) , on ne trouvera point que cette quantité
soit intégrable ; mais en rendant négatif l’expofant de x dans

_2 _ __ i _ 2
le binôme , on aura a a x 3 . (x) 3 dx (ax~ '+ 1 ) 3 ,

ou aax ~ *dx ( ax ~ ' -j - 1 ) 3 qui (93)  est intégrable.

Faisant donc ax - ' -(- 1 = ç , on aura x~ l ~ L ~J .

différenciant, on a — x ~ 2 d x — — , ou x ~ *dx~ ——  ,
’ a a

1 I

donc aax~ 3dx [ax ~ ' -f - 1) 3 se change en— ad ^. { 3 ,

ou — 1 , dont l’intégrale est — - i- C , ou

— 2 <3{ 3 -f - C , ou ( en remettant pour ç sa valeur )

— 2a (j *" 4 -i ) 3 + CjOuenfin — 2 a V ff- i^ + C.

Lorsqu’on aura fait sur une différentielle binôme,
l’examen des deux cas que nous venons d’exposer,
íi elle ne fe rapporte à aucun , alors il est inutile
d’attendre une intégrale purement algébrique.

Quant aux différentielles trinômes , quatrinomes ,
&c . , c’est-à-dire , dont la quantité complexe ren¬
ferme trois , quatre , &c. termes , elles font inté¬

grales dans les cas énoncés ( 83 6°suïv. ) . II y a
encore quelques cas où elles admettent une intégrale
algébrique ; mais ces cas font en fort petit nombre,
& fe présentent rarement ; ainsi nous ne nous en
occuperons point ici.

Nous
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Nous donnerons plus bas la méthode de découvrir

celles qui font intégrables, & celles dont l’intégrale
peut être rapportée à une intégrale donnée.

Application des réglés précédentes , cl  la
quadrature des Courbes.

9 ^. Pour trouver la surface ou ( ce qui revient
au même ) la quadrature des lignes courbes , on fe
représente ces lignes comme des poligones d’une in¬
finité de côtés ; & , des extrémités M &í m de chaque
côté 0 %. 34 ) 5on imagine les perpendiculaires MP t
mp fur l’axe des abscisses, ce qui décompose la sur¬
face en une infinité de trapèzes infiniment petits.
Alors on regarde chaque trapèze , tel que PpmM
comme la différentielle de l'espace fini APM ; parce
qu’en effet, PpmM ~ Apm — A P M~ d  ( APM )
(6 ) . II ne s’agit donc que d’exprimer algébriquement
le petit trapèze PpmM , & d’intégrer ensuite cette
expression, à l’aide des règles précédentes.

Mais en considérant PpmM  comme différentielle
de la surface, il faut remarquer , qu 'il n’est pas plu¬
tôt la différentielle de la surface comptée depuis l’ori-
gine A des abscisses, qu’il n’est la différentielle de
tout autre espace KPML  compté depuis un point
fixe & déterminé K,  puisqu’on a également PpmM—
KpmL — K P M L = d ( KP  ML ) . Donc , lorsqu’on

Marine. Mécan, I rí. Partie,  H
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intégrera , on n’a pas droit d’attribuer l’intégrale que
donnera immédiatement le calcul , plutôt à l’espace
A P M,  qu’à tout autre espace KP LM  qui en diffère
d’un espace déterminé & constant K A L.  II faudra
donc ajouter à l’intégrale trouvée par le calcul , une
constante qui exprime ce dont l’espace que l’on a
dessein de déterminer , diffère de celui que donne
immédiatement le calcul : nous verrons dans les

exemples que nous allons donner , comment on dé¬
termine cette constante. Cherchons d’abord l’expref-
sion de l’espace PpmM.

Nommons AP,x ; PM,y ; nous aurons Pp —dx ,
pm—y  q- dy.  La surface du trapèze PpmM ( Géom.  148)

est PJLUAL  x Pp = x dx —ydx  +

Mais pour exprimer que Mm est infiniment petit,

il faut rejettes qui est infiniment petit à l’égard

dq ydx;  on aura donc ydx  pour l’expreífion
générale de la différentielle ou de l’élément de la
surface de toute courbe.

Pour appliquer cette formule à une surface pro¬
posée dont on auroit l’équation , il faut tirer de cette
équation , la valeur de y , que l’on mettra dans la
formule ydx ; alors on aura une quantité toute en
x &c dx,  qui , lorsqu’elle pourra être intégrée par
les règles précédentes , donnera , en y ajoutant une
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constante , l'exprefiìon de la surface de cette courbe,
comptée depuis tel point qu’on voudra. II ne s’agira
plus que de déterminer la confiante , ce que l’on
fera en exprimant de quel point l’on prétend compter
la surface ; nous allons voir comment cela se fait.

Prenons , pour exemple , la parabole ordinaire , qui a pour
équation y y — px.  Nous aurons y — y px — p - ;
donc ydx  deviendra p * x ~*dx ; or l’intégrale de cette quan-
. , , „ , „ p *x *dx . - 3

tue ( 83) est -■ ;n -b C,  ou -f - C; cette
dernière expression est donc celle de la surface de la para¬
bole ; ensorte que connoistànt l’abscisse x , & Je paramètre p ,
011 auroit la valeur de l’efpace A P AI,  ou de l’espace K P AIL
compté depuis un point déterminé K,  si la constante C
étoit déterminée , c’est-à-dire , si cette intégrale exprimoit
actuellement de quel point on compte.

Supposons donc que nous voulons compter les espaces
depuis le point A ; alors on aura APAí — ct - C.
Pour savoir ce que doit valoir C,  pour que cette équation
ait lieu , il faut remarquer que lorsque x devient o , l’espace
A P AI  est aussi zéro ; dans ce cas l’équation se réduit à
o = o - f- C ; donc C =  o ; donc pour que l’intégrale ex¬
prime les espaces comptés depuis le point A , il faut que
la constante C soit zéro ; c’est à-dire , qu'alors il n’y a point
de constante à ajouter , & l’on a , en général , l'espace ín-

1 1
défini A P AI — -f p 2 x 2.

Mais si l’on vouloir compter les espaces depuis le point
K,  tel que AK = . b (4  étant une quantité connue ) ; alors
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on auroit KPML — |p 3x 3 + C;  or ces espaces KPML
deviennent o , lorsque À P on x devient — b ; on a donc

_i_ 3 i . 1
alors o — fp 3 é 3 -f * C ; donc C — — jp 3^3, & par

conséquent KPML — f p 3 x 3 — f p 3 £ 3.

On volt par - là , à quoi sert la constante que l’on ajoute
en intégrant , & comment l’état de la question , seul , peut
la déterminer.

Remarquons que fp 3* 3 — fp 3* 3 X * ; or p ~x * — y;
<_ ± ± ■ j _ t

donc fp 3x 3 ou fp 3x 3 X x — -̂ xy , donc puisque fp 3x 3
exprime l’espace APM,  cet espace aura ausli pour expres¬
sion fxy,  c ’est- à- dire , ? A P X P M,  ou les | du rectangle
APMO,  quel que soit A P.

Pareillement fp 3é 3 — fp 3i 3 X ^ or , lorsque x =
A K — b,  l ’équation yy — px  donne yy = p b , & par

conséquent y — p 3 é 3; c’est- à- dire , AiZ. = p 3é 3; donc

•| p 3 í 3 ou fp 3é 3 X £ — fisZ . X -̂ /s ; donc,  puisque
I 5. ' 3

l’espace KPML  a pour expression ?p 3x 3 — fp 3é 3, il
aura aussi pour expression f AP % P M — \ AK y KL t
c’est- à- dire , jAPMO — \AKL1.

La parabole est la seule des quatre sections coniques , qui
soit quarrable.

Prenons pour second exemple , les paraboles de tous les

genres , dont l’équation ( 30) est y m+ n — amxn; nous au-
m 4- n m n

rons y — j/ * (a mx" ) — a m+ nx m ; donc.

ydx = a m+ nx m+ ndx , dont l’imégrale est.



m + n
-s- C , qui est la même chosem •+• 2 n

que m + - a m+ " x m+ “ X x -j - C,  ou sa  cause que

v = se réduit à xy + C.  En-

sorte que si l’on veut compter les espaces APM  depuis
l’origine A des x ( fig. y? ) , ce qui exige que l'intégrale
soit zéro , quand APM  est zéro , & par conséquent quand
x est zéro , alors la constante C est zéro , & l’on a simple¬

ment *n xy ; c ’est- à- dire , que l’espace APM  est tou¬

jours une portion déterminée du produit xy  ou du rectangle

A PM O ; il en est une partie exprimée par la fraction ,
dont la valeur dépend de celles de m 8c  de n;  c ’est- à-dire,
du degré de la parabole . Ainsi toutes les paraboles font
quarrables.

On trouvera , de même , que toutes les hyperboles rap¬
portées à leurs asymptotes ( excepté l’hyperbole ordinaire)
font quarrables . Mais comme dans la détermination de la
constante , on trouve quelquefois une quantité infinie , il
n’est pas inutile d’examiner ici ce qu’elle signifie. Soit donc
ym — a ^ + nx — n l ’équation de ces courbes : on aura

m 4 - n — n m -f- n — n

y — a m x ; donc ydx = a m x m dx,  dont l’in-

m "if m + n _ n_

tégrale est - - - - C, ou ^  ^ m x ”‘+ C;

quantité ou il n’y a aucune difficulté pour déterminer la
H Z
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constante , lorsque m surpasse n.  Mais lorsque m est plus pe¬
tite que n,  on trouve une quantité infinie pour constante,
lorsqu’on veut compter les espaces depuis l’origine des * ,
& une quantité finie , quand ou compte de tout autre point.
Supposons , par exemple , m = 1 & n = a ; auquel cas
l’équation est y — a? x~ 2 ;  la surface se réduit alors à

a 3
— a1 x ~ ' -j- C,  ou C — —- , Donc si l’on veut compter

les espaces depuis l’origíne A des x , il faudra que C — — soit

zéro , lorsque x — o ; c’est- à-dire , que C — = o , &

par conséquent L — c’est-à-dire , est infini. Au con¬

traire , si on veut compter les espaces depuis le point K,

tel que ÂK — b , on a C — — o , qui donne C — —,
Voici ce que cela signifie.

La courbe qui a pour équation y — tP x~ 2 ou y ~  îl

s’étend à l’infini le long des asymptotes AZ , AY ( fìg. 36)  ;
mais s’approche beaucoup plus près de l’asymptote AZ  que
de l’asymptote AY,  ainsi qu’011 peut le déduire de son équa¬
tion ; en sorte que si l’on compte les espaces depuis i’asymp-
tote AY,  ils font infinis , parce que l’espace compris entre
cette asymptote & la branche infinie B S,  est infini. Ainsi,
il n’est pas possible d’assigner les espaces A P MS  comptés
depuis l’asymptote A Y.  Au contraire , les espaces compris
entre la branche B M Sc  l’asymptote A Z jusqu ’à l’infini , ont
une valeur finie , parce qu’après un intervalle assez court,
la branche s’approche très - rapidement de son asymptote , en-
sorte que l’espace infiniment long KLMOZ  a pour expres¬

sion y , & PMOZ = . ax ; & par conséquent KLMP Z3

Ì — — , D ’où il suit , que quoiqu’on ne puisse pas avoir
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les espaces comptés depuis AY,  on peut néanmoins avoir
les espaces KLM P comptés depuis un point K pris si près
qu’on le voudra de AY.

Prenons pour troisième exemple , la courbe qui auroit

pour équation y czî ■““■ ■——, Sc  que l’on reconnoîtra avoir

la figure marquée ( fig -37 ) > en donnant consécutivement
à x des valeurs arbitraires, & une valeur déterminée à a.

Ou aura donc ydx — ~~ ~a~a—dont  Tintégrale

(83)  est sydx  ou APM zz: 2 + C; & si l’on

veut compter les espaces APM  depuis le point A origine
des * , il faut que cette intégrale devienne o avec x,  ce
qui fait voir que la constante C est zéro. Ensorte que l'es-

Hd X^

pace indéfini APM  est simplement- — -— Et  en gé¬

néral , si la valeur de y n’est composée, comme dans le cas
présent, que de monômes, on aura toujours aisément la
surface ( 85 ).

96 . Nous  avons vu ( Alg. 413 ) comment , à l’aicle

de l’Algèbre , on pouvoit imiter un contour quel¬

conque ABCD {fig . 38 ) , en faisant palier par un

certain nombre A , B , C , D, de ses points , une

ligne courbe dont l’équation auroit cette forme

y = a + bx + cx z 4 - ex* -f fx 4 &c . ; & com¬

ment on devoit déterminer a , b , c , & c. pour cet

effet. Supposons maintenant que l'on voulût trouver

la surface A B CD LK , quoiqu ’on n’ait pas l’équa-
tion de la courbe ABCD .

H 4
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On feroit passer {AI*. 413)  par nn  certain nombre
de points A , B , C, D une courbe AeBsCgD , qui
se confondroit avec ctlle-là , d’autant plus intime¬
ment , qu on prendroit plus de points ; Sc  comme
alors on auroit l’équation de cette dernière , on
pourroit la regarder comme l’équation de la courbe
ABCD,  du moins dans l’ctendiie ABCD ; mais
cette équation ctant alors de cette forme y = a -J-
bx + ex 1 + ex 3 , &c . dont tous les termes
font monômes , on auroit aisément la surface ,
selon ce qui vient d’être dit. On peut appliquer
ceci à la mesure des surfaces des coupes des vais¬
seaux.

En général , on peut l’appliquer à trouver par approxi¬
mation , les fui faces des courbes , 8e l’intégrale approchée
des quantités qu’on ne peut pas intégrer exactement . En
effet , toute différentielle peut être regardée comme expri¬
mant rélément de la surface d’une courbe , dont l’ordonnée
feroit égale à tout ce que dx  multiplie ; par exemple ,
dx -j - xx)  est rélément de la surface de la courbe
qui auroit pour ordonnée y — ( as -)- xx ) . Ainsi , cal¬
culant par le moyen de cette équation , quelques valeurs
de y  pour quelques valeurs de x , 6c faisant passer par les
extrémités de ces ordonnées , une courbe de la nature de
celles dont il vient d’être question , la surface de celle - ci
étant trouvée , feroit la valeur approchée de l’intégrale de
dx i/ ( uu -{- xx ) , dans l’étendue qu’on auroit donnée à x.

Prenons encore un exemple . Ce fera celui de la surface



121de Mathématiques.

de la courbe , qui a pour équation a ' y y zx. x* ( d3 — x 3);

cette équation donne y — ±  1/ ^ v —  - ; ^ — riz
(/ ( a3 — x 3 ) ; donc ( en ne prenant qu’une des

valeurs de y ) , ydx — ~4t— ^ (d 3 — x 3) — - * -f

( d3 — X 3) » ; or cette quantité est intégrable ( 89 ) , pa' ce
que x~dx  est la différentielle de x3, divisée par le nombre

2
constant 3. Donc ( 89) on a (ydx — -r ^;* /“ * } — 1- él

3 v JJ  ía l (/ a . -  3 -Wx 1
3

— — -f- C.  A l’égard de la constante C,  on9 a% y a 1 ° 7
la déterminera en décidant de quel point on veut compter
la surface.

On peut encore trouver la surface des courbes en
la décomposant en triangles , au lieu de trapèzes. Par
exemple, on pourroit trouver la surface du segment
A MQ ( fig.  34 ) , en le considérant comme composé
d’une infinité de triangles infiniment petits , tels que

A Q q.  Ce triangle auroit pour expression Jq * — , en

abaissant la perpendiculaire Q z, ou ( ce qui revient
au même ) en décrivant du centre A & du rayon
A Q l’arc infiniment petit Q r. Alors nommant A Q, z,
& Tare Qt , dx ; on auroit A q — z -j- dt, & par con¬

séquent le triangle A Qq = ÍA_ÍL i x — tjA. r̂  ílll ,

c’est-à-dire, = : ~ , en rejettant le terme pour

exprimer que dx dt sont infiniment petits. Il
ne s’agiroit plus que d’avoir l’équation entre x &
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r , pour pouvoir mettre au lieu de t sa valeur en * ,
& intégrer.

Application a la reclificationdes lignes courbes.

97 . Rectifier une ligne courbe , c’est déterminer
sa longueur , ou assigner une ligne droite qui lui soit
égale , ou égale à un arc proposé de cette courbe.
Voici comment on y parvient quand cela est possible.

En considérant toujours la courbe A M (fig. 34 ) ,
comme un poligone d’une infinité de côtés , le petit
côté M m peut être regardé comme la différentielle
de Tare AM,  parce que Mm = Am — AM = i
d ( A M ) . Or en menant Mr  parallèle à A P,on.  a
Mrn = ( Mr2+ rmz y ( dx 2+ dy 2);  il ne
s’agit donc que d’intégrer f/ (dx 2-f dy 2). Pour cet
effet on différenciera l’équation de la courbe , & en
ayant tiré la valeur de dy  exprimée en x &c dx,
ou celle de dx  exprimée en y & dy , on la substi¬
tuera dans y ( dx 2+ dy 2) qui ne contiendra plus
que des x & dx 2, ou des y & dy 2 ;  on fera sortir
dx 2 ou dy 2, hors du radical ( Alg.  1 x1 ) , & l’on
intégrera.

Pour en donner un exemple , prenons parmi les paraboles
généralement exprimées par y m+ “ — amxn ,  celle qui s
pour équation particulière y 3 — ax 21 nous en tirerons x\



123de Mathématiques.

& d X*— — & x donc dx =2 úL—fy

9 y<<y
Y ~ i donc VÍix ' Ar dy ' ) = / [ dy 2 + —

dy i / ( i + — (Àlg.  iii ). Or , cette quantité s’intègre4 d
aisément ( 90 ) , puisque l’exposant de y  hors du binôme,
est moindre d’une unité que dans le binôme . On aura donc

. dys, + Î2 )ì
/ •' / ' ( ■ + H «“ » ( - + M ' = - Viá^

2 4 a

C — ^ , ^ 1 + “ + C.  A l’égard de la cons¬
tante C , voici comment on la déterminera . Si c’est depuis
le point A,  origine des y,  que nous voulons compter les
arcs AM,  il faudra que l’intégrale , ou la valeur de Tare
AM,  devienne zéro en même temps que y.  Or , lorsque

y — O, l’intégrale se réduit à —■ (1 ) * + C ou ~ -J - C;

on a donc — + C = o ; donc C — — — . Donc , la

longueur de Tare quelconque A M compté depuis le som-
. n Sa s  av "\ i Sumet A,  est — ( 1 + . J 1 -r-

27  V . 4 27

Si l’on veut savoir quelles font les autres paraboles que
l’on peut rectifier , on le trouvera en cette manière ; l’équa-
tiony m+ '1 — am x'1, qui appartient à ces courbes , donne

y — a m+ ” x m+ n. Faisons , pour simplifier , ~ rs  k ,

& — -— —l; nous auronsy — ak x1 : donc dy = : lakxl~ 'dx,

Lc dy 1 — l1a2kxzí ~ *dx 2; donc 1/ ( dx ’1 -f - dy 2} =
V {dx 2 + l2a*kx2l - 2dx 2) —dx  t ^ ( i + l2a*kx*1- *) ,
quantité qui n’est intégrale dans cet état , que lorsque 2 / —
2 = 1. Mais si l’on change le signe de l’exposant de x
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sous !e radical , on aura x~ l + 'dx y' ( x~ ll + 2 -f - ,
qui (91) est intégrable , si — / -f- 1 augmenté d’une unité
& divisé par — li -f- 2 , donne un nombre entier positif;

c’est-à-dire , si - ~lj — — t , t étant un nombre entier po¬
sitif. De -là on tire — / -f - 2 — — 2tl 2 t , 8t l
it — 2

I r — 1 ’
or l ~ n

m -h n , donc
n

m -h n
it — 2
2t — 1 d’où m —

—  I )
2 f — 2 — n;  ainsi les paraboles qui peuvent être rec¬

tifiées , sont celles qui sont comprises dans l’équation
n.( 21- , ) „.( »t— 1 )

Lt — 2 21 - 1 . f  ,y -=z a xn , ou ( en extrayant u

racine n ) y 2, - 2 = : <j 2' -2 x.

Application aux Surfaces courbes.

98. Nous nous bornerons aux surfaces des solides
de révolution . On appelle ainsi les solides que l’on
conçoit engendrés par le mouvement d’une courbe
A M ÇJìg.  39 ) , qui tourneroit autour d’une ligne
droite A P.

II faut concevoir que tandis que la courbe A M
tourne autour de A P le petit côté M m décrit une
zone , ou portion de cône tronqué , qui est Télé ment
de la surface, & qui ( Geom.  220 ) est égal au pro¬
duit de Mm  par la circonférence qui auroit pour
rayon la perpendiculaire menée du milieu de Mm
sur A P , ou ( ce qui revient au même , puisque
Mm  est infiniment petit ) par la circonférence qui
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suroît pour rayon P M.  Or Tare Mm— z/
& si l’on représente par r : c le rapport du rayon à la
circonférence d’un cercle , on aura r : c : : y est à la

circonférence qui a pour rayon PM,  laquelle fera c-y i
on a donc c-y y/ ( dx z + dy z) pour Isolément de la
surface des solides de révolution.

99 . Pour appliquer ceci , supposons qu’on demande la
surface de la sphère . Le cercle générateur A MB ( fig.  40 ) ,
a pour équation yy = : ax — xx , en  nommant A P , x;

& P M , y.  Donc ,y — 1/ (ax — xx ) 8ídy — ^* -ïdlí •
^ (a x — xx)

, . \aadx ’1 — axdx 1 -f - x ^dx 1 .
donc dy *zz - -- — -donc z (dx -{-dy *)

_ , , , -aadx 1— axdx ^A- x*dx *\ \adx[ dx —- I — ——--
\ ax — xx J t / (ax — x x) m

Substituant donc dans la formule ~  so ( d x1-f - dy 1 ) , pour y
& 1/ (dx* -J - dy'1) leurs valeurs , on aura.
cZ ( ax — xx) {adx

* Z ( ax — xx)
iacx

r

■r , , . >iacdx
, qui le réduit a -- ,

dont l’intégrale est -— — + C,  ou simplement en

comptant la surface depuis le point A.  Or *~ x , ou . x

exprime la surface du cylindre qui auroit pour base un grand
cercle de la sphère , & x pour hauteur ; ce qui s’accorde
parfaitement avec ce qui a été démontré ( Géom.  222 ) .

100. Si l’on veut avoir la surface du paraboloïde ( c’est
ainsi qu ’on appelle le solide engendré par la révolution de
la parabole A M ( fig, 39 ) , autour de son axe ) ; on a pour
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équation y y — px ; donc x — dx  zz : — , &

</*I = í2 ^ ; donct/ ( <ÍA: + ^ i,) = i/ +

— dy [/ -f - ^ ; donc ~  1/ (dx 1 -f - dy 1') devient

ici , c-lAl |/ -p , quantité qui est intégrable (90) ,

íl - .y fi -j - ±r ^ 1

& dont l’intégrale est - 7—g"y  dy ^- "b ^ ré-
JP

3

duit à j -s  C ' + C.  Or pour que cette quantité

exprime la surface comptée depuis le sommet A , il faut
qu’elle soit zéro , quand y  zz o ; mais , dans ce cas , elle

devient ss (0 ’ + £ » ou  777 -f- c i on a donc -ss -f-

C — o : c’est- à-dire , C — — -777 - ; donc la surface du

paraboloïcle indéfini AMLA  est -777- ( 1- f- ~ ^ — 7— -.

Application a la mesure des Solidités.

101. Pour mesurer la solidité des corps , on peut
les imaginer composés de tranches infiniment minces
& parallèles entre elles ; ou bien les imaginer com¬
posés d’une infinité de pyramides , dont les sommets
se réunissent en un même point. Lorsqu’on se les

représente comme composés de tranches infiniment
minces , & parallèles entre elles, la différence des
deux surfaces opposées qui terminent chaque tranche,
est infiniment petite , &t  par conséquent on doit
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Fomettre dans le calcul , si l’on veut exprimer que
cette tranche est infiniment mince. De- là il fuit qu’on
doit prendre pour expression de la solidité de cette
tranche , le produit de l’une de ses deux bases opposées
par fa hauteur infiniment petite . Par exemple , si je
considère la pyramide S A B C ( fig.  4 ; ) comme
composée de tranches infiniment minces, telles que
abcdes;  je puis prendre pour mesure de cette tranche,
le produit de la surface abc  ou de la surface def
par l’épaiffeur de cette tranche.

De même , si je considère le solide de révolu¬
tion engendré par la rotation de la courbe A M , au¬
tour de la droite A P (fig. 39 ) , si je le considère
comme composé de tranches parallèles entre elles
& infiniment minces , je dois prendre , pour mesure
de chaque tranche , le produit de la surface du cercle
qui a pour rayon P M,  par l’épaisseur P p.

Ce principe posé , voici comment on évaluera la
solidité de tout le corps. On considérera chaque tranche
comme étant la différentielle du solide , parce qu’en
effet la tranche MmlL  est — Ami A — A MLA
= d(<AMLA ') -, &C ayant déterminé l’expression algé¬
brique de cette tranche , on l’intégrera.

Par exemple , s’il s’agit de la pyramide S AB C: supposant
que la surface ABC de sa base , est égale à la quantité
connue bb, & sa hauteur ST — h,  on représentera par x
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la distante St  d ’une tranche quelconque ; ce qui donnera âx

pour l’épaisseur de cette tranche. Quant à la surface abc,
on la trouvera ( Géom.  roi ) par cette proportion S T 2 ; S d

ll AB C ', abc ; c’est-à-dire ,hh \ xx H bb '. abc— - —-*■ -

ainsi la solidité de la tranche sera 5 dont l’intégrale est

-f C,  011 simplement y ŷ , si l’on compte la solidité

depuis le sommet S.  Cette quantité qui exprime la solidité
de la portion pyramidale quelconque S abc,  est la même

chose que X jj qui n’est autre chose que a bc X y ;
ce qui s’accorde avec ce que nous avons démontré {Géom.  240 ).

102. Quant aux solides de révolution , on peut
avoir d’une manière générale , l’expreffion de la
tranche élémentaire , ou différentielle. En effet, sup¬

posant que r : c marque le rapport du rayon à la
circonférence , on aura la circonférence qui a pour

rayon P M { fig. 39 ') 011y , en  faisant cette pro¬

portion r : c ; : y : P ; si l'on multiplie cette valeur

p de la circonférence qui a pour rayon P M , par

~y  moitié du rayon , on a y pour la surface , la¬

quelle étant multipliée par l’épaisseur P p 011 dx ,

donne -~ p-  pour l’expreíston de l’élément de la soli¬
dité de tout solide de révolution . Pour en faire usage
dans chaque cas particulier , il n’y aura autre chose
à faire , que de mettre , au lieu de y , sa valeur en x
tirée de l’équation de la courbe génératrice AM,
& intégrer.

103.
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103. Prenons , pour exemple , le sphéroïde engendré par

Ta révolution de l’ellipfe autour de son grand axe (fig.  42 ) .

L’équation de l’ellipse est y y ( ax — *x ) , en nom¬

mant AP , x ; P M , y , & les axes AB 8c D d , a & b.
La formule , devient donc -8-̂ -ÌL. d x Lix — x x) , ou

— xVx ) , dont l’inréerale est ~ h - X2/-a v ' 0 2 r a a

"f ) + 011 simPlement 7771 (ï - f ) si
l'on compte la solidité depuis le point ^k.

Pour avoir le sphéroïde entier , on supposera x =iAB — a,
& „ Cbb s  a 3 c 3 "\ c a 4 iI on aura - - X ( - I qui se réduit a -arda  V 2 3 y M 12 r »

- /11 * t/ * r 4 4 , c b b a c b bqui est la meme choie que X 7 2 , ou que — x f <*; or ~ -

exprime la surface d11 cercle qui aicu D d pour diamètre ;

& ^ X a exprimeroit , par conséquent , la solidité du cylindre

circonscrit à l’ellipsoïde ; donc puisque la solidité de l’ellipsoïde

est ici ~  X f * , il faut en conclure que la solidité de l’ellip¬
soïde est les | de celle du cylindre circonscrit. Et comme
la sphère n’est autre chose qu’une ellipsoïde dont les deux axes
font égaux , la sphère est donc aussi les f  du cylindre circons¬
crit , ce qui s’accorde avec ce que nous avons démontré
( Géom. 246).

104 . Si l'on vouloir avoir la solidité comptée depuis un
point déterminé K , tel que A K — e ; alors on prendroit

l’intégrale générale - y ) + C; & puisqu ’on
veut que la solidité commence au point K,  il faut que cette
intégrale devienne o en ce même point , c'est-à-dire , lorsque

Marine, Mécan./ ", Partie. I
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x = e ; or , dans ce cas, elle devient -f C;

donc - + C = o , & par conséquent

C — - ^ysa Ç~ 2- ~ï~) ’ ain^ 'a nudité , comptée

depuis le point Ii , a pour expression ^

-- iAÌ _ ( ^ — — —— C’ect - là l’expression d’une
2 ra a \ 1 3 J

tranche de sphéroïde elliptique comprise entre deux plans

parallèles , auxqueis Taxe est perpendiculaire , & dont la
distance est — x — e.

On peut , par cette formule , calculer la solidité , & par

conséquent la pesanteur des mâts & des vergues dcs 'vais-
seaux , parce que , selon ce que nous avons dit ( Alg.  305 ) ,
ce font des portions de sphéroïde elliptique . Cette même

formule peut servir aussi à mesurer la capacité des tonneaux ,

dont la surface extérieure pourroit être regardée comme

portion d’un pareil sphéroïde.

105. Prenons , pour second exemple , la paraboloïde (fig.39).

L’équation de la parabole est y y — p x ; ainsi la formule

devient —F * y— , dont l’inrégrale est - s * - C,  ou

■cp x- x — I- C, on ( en mettant pourp x,  sa valeury y )

HJL  x -~p- + C . Si l’on veut le solide, à compter du point A;

alors , comme ce solide est zéro , quand x est zéro , la constante

C doit être zéro, & la solidité se réduit à c-^  X — ; or c-^ -2 r 2 1 r

exprime la surface du cercle qui auroit P M pour rayon , ou
la base du paraboloïde AMLA ; donc le paraboloïde est la
Ytíoitié du produit de sa base , par sa hauteur x ; donc il est

la moité du cylindre de même base 6c de même hauteur.
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Si l’on veut compter la solidité depuis un point K connu ,

Si  tel que A K — t ; alors la solidité devant être zéro au
point K , c’est- à- dire , quand x — e , l ’intégrale générale doit
être zéro dans ce même cas ; c’est-à-dire, que C~E1—f - C ,
devenant -4- C,  doit être o ; donc C-E— + C —  o :4 r 1 7 4 r 1 *
& par conséquent C= i — ■ donc la solidité d’une tranche4 r
de paraboloïde , comprise entre deux plans parallèles dont les
distances au sommet sont x & e,  est c-£dí- —' . Ceci peut4 r 4 r rservir à toiser l’excavation des mines.

106 . On peut prendre encore , pour exemple,
l’hyperboloïde , ou le solide engendré par la révo¬
lution de l’hyperbole autour de l ’un de ses axes. On
peut prendre aussi l’ellipsoïde engendré par la révo¬
lution de f ellipse autour de son petit axe, & que l’on
appelle Ellipsoïde, applati ; on nomme au contraire
Ellipsoïde allongé  celui qui est engendré pour la révo¬
lution autour du grand axe. On trouvera de même,
que l’ellipsoïde applati est les } du cylindre qui lui
seroit circonscrit ; c’est-à-dire , que a & b étant le
grand & le petit axe del ’ellipse génératrice, le sphé¬
roïde allongé a pour solidité —— '■>& ' e sphéroïde ap¬
plati, a pour solidité c-y~ l ainst le sphéroïde allongé
est au sphéroïde applati : : c~p : e-p~ •• & • a ■>
comme le petit axe est au grand axe.

En voilà assez pour les solides de révolution.
I a
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Mais pour accoutumer les Commençans à étendre

l’usage de ces méthodes , nous allons les appliquer

encore à deux exemples.

107. Dans le premier , il s’agit , de trouver la soli¬

dité d’un onglet cylindrique formé en coupant un

cylindre par un plan oblique à sa base, & que ( pour

plus de simplicité) nous supposerons passer par le
centre : c’est le solide ADBE  qu ’on voit représenté

{fis- 43)•

Si l ’on conçoit ce solide coupé par des plans paral¬

lèles, infiniment près , & perpendiculaires à la base

AEB  44 ) , les sections seront des triangles
semblables dont les surfaces seront , par conséquent,

comme les quarrés de leurs côtés homologues. Ainsi

nommant rie rayon CE  de la base, h la hauteur DE,

Scy  la base P M du triangle P M N,  on aura CED
: P MN : : r r : y y ; or C E D = dA. ■ donc

PMN= -- - - = h— • donc nommant A P , x , ce

qui donne d x pour l’épaisseurPp de la tranche com¬

prise entre deux plans voisins, on aura ìllAl pour

cette tranche. Or y  est l’ordonnée du cercle qui sert

de base; & l’on a par conséquent y y = 2rx — xx.

La tranche élémentaire devient donc hdx  ' ~~* ~ >

ou . (irxdx — xxdx } , dont l’intégrale , à

compter du point A , est ^ r x1— ~y ') * Donc
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pour avoir tout le solide, il n’y a qu’à supposer

x =  2 r , ce qui donne ~  X ^ 4 r3— , ou
f /zr2 , ou YXjt)  ou CE D x \ A C, ou enfin
CE D x \ A B ; c’est-à-dire , les deux tiers du prisme
qui auroit le triangle CE D pour base , & le dia¬
mètre A B pour hauteur . Ceci peut servir dans un
cas du Toisé des fortifications.

108. Pour second exemple , nous chercherons la
solidité d’une tranche d’ellipsoïde allongé , comprise
entre deux plans parallèles entre eux &í  au grand axe.

Avant de procéder à cette recherche , il faut dé¬
montrer que les coupes de l’ellipsoïde faites parallèle¬
ment au grand axe, font des ellipses semblables à
l’ellipse génératrice du solide, c’est-à-dire , dent les
axes ont le même rapport entre eux que ceux de
cette ellipse.

Pour cet effet , concevons l’ellipsoïde coupé par
un plan , que ( pour fixer les idées ) nous supposons
vertical , & passant par le grand axe AB (fig.  4 ^ ) ;
la section sera l’ellipseA D B E égale à l’ellipse géné¬
ratrice. Concevons aussi l’ellipsoïde coupé par trois
autres p’ans , dont deux verticaux &c  le troisième
horizontal. Que DE  petit axe de l’ellipse& sa paral¬
lèle M N soient les sections des deux premiers avec
le plan A D B E , Sc S T celle du troisième avec le

I 3
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même plan A D B E.  Cela posé , je dis que la coupe
de l’ellipsoïde par le plan représenté par ST,  est
une ellipse semblable à ADBE.

Concevons qu’aux points O & R on ait élevé des
perpendiculaires au plan ADBE, & qui rencontrent
la surface de f ellipsoïde. Ces perpendiculaires seront,
en même temps , ordonnées de la coupe faite par S T ,
& des sections ou coupes circulaires faites par MN
& DE.  Or par cette dernière raison , on doit avoir
(en nommant £ la perpendiculaire élevée au point R,
& r la perpendiculaire élevée au point O ) , on doit
avoir 11 = D R x RE , & tt — M O x O N.  Mais
en nommant CD = '- b , P M ~ y , CA = ~ a,
CRt= O P — u,omD R = : \ b~\- u,RE = {b— u,
M O —y + u &í. ON = y — u,  ensortequeZ >/?x ^ £
— \ bb — uu x̂MOxON — y y — u u.  Donc
H = ~ bb — uu, &£tt = yy — uu.  Mais par la nature

de l’ellipfe {Alg.  3 07) on ay y = . ( -j a a — x x )

en nommant CP,x.  Et nommant k l ’ordonnée S R
au  petit axe , on a {Alg.  3 04) kk = -j-s ( i ^ — 11 a) »

d’où l'on tire uu -= \ bb— ~~ ~ l substituant ces

valeurs de u u & de y y , dans celles de & de tt,

on a 1{:
bbkk

&it £ =
bbkk

évident que {{ : 11

a a
bbkk: bbkk b b x x

d’où il est

kk

; kk — xx ( S R ) 2 ou SRxRT : S OxO T;
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c’est-à-dire , le quarré de l’ordonnée { qui répond
au point R , est au quarré de celle t,  qui répond au
point O , comme le produit des deux abscisses qui
répondent à la première , est au produit des abscisses
qui répondent à la seconde ; la coupe faite par S T,
est donc une ellipse.

D’ailleurs l’équation ~T  »

donne { : k : : b : a ; or { ou l’ordonnée qui répond
au point R est la plus grande demi - largeur, ou le
demi-petit axe de cette ellipse , & k ou S R , en
est la plus grande demi-longueur , ou le demi-grand
axe ; les deux axes de cette ellipse, sont donc en
même rapport que ceux de l’ellipse génératrice ; Sc
puisque rien ne détermine , dans tout ce raisonne¬
ment , la grandeur de la distance CR k laquese on
suppose cette coupe faite , la même chose a donc lieu
pour toute autre coupe parallèle k A B.

Cela posé, si l’on veut avoir la solidité d’une tranche
quelconque de l’ellipsoïde, comprise entre deux plans
parallèles représentés par A B & S T , on représentera
par S la surface de l’ellipse génératrice; & puisque
l’ellipse dont ST  est le grand axe , est semblable à
celle- là , on aura la surface de celle-ci , par cette

S k k . .
proportion d a a ; kk : : S ; - — ; multipliant cette

4 aa

surface par l’épaisseur infiniment petite Rr,  ou dti,
I 4
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de la tranche élémentaire , on aura ^f pour  la

valeur de cette tranche ; or selon ce que nous venons

de dire ci-deffus , on a kk = ddLx ( jbb — uu ~) ;

donc la tranche élémentaire fera —- - —— - ou-bb
S

V 7 , ■. ( ^ bbdu — uudu ) , dont l’intégrale est

( \bbu — | id ) , fi l’on veut compter depuis

le centre C.  Mais fi l’on veut compter depuis un autre

point K , l’intégrale fera -ryj ( ^ b bu — y r? )
C étant une constante convenable. Pour la déter¬

miner , on nommera C K , e;  alors il faut que
l’intégrale soit zéro au point K où u =a e ; on aura
donc •rbb . ( y b be — y*3) + C — o, & par

conséquent C = - rjj -( \ b be — y e3), - donc

toute tranche d’ellipfoïde allongé , comprise entre

deux plans parallèles au grand axe , a pour expression

(ibbu — j« 3)-4 bb bb (±bbe — ±e}),  ou

simplement -rff  x ( \ bbu — ^ bbe —yw 3-j - yê3).

Or '- bbu— ^bbe,eû  la même chose que \b b(u — e ) ;

pareillement je 3 — y m3 est la même chose que

(ee -f e u + uu) . D’ailleurs u — e est la distance

des deux plans parallèles , ou la hauteur de la tranche
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qu’ils comprennent ; donc íl on fait u — e — h,  en
appelant h cette hauteur , & qu’on substitue pour c sa
valeur u — h tirée de cette équation , on aura ( après

réduction faite ) -ryj - (̂ \ bbh — huu -{- hz u  — -y ) ,

ou Tîï ( i ^ — a “) + -lïr ( « — 7 j >‘ or E

avons eu , ci-dessus, kk — ~ ( jbb — uu ) , &c par

: La valeur de la trancheconséquent ^bb —uu-

solide se change donc en Sr~ + V'bb ( «-
S kk

Mais nous avons vu que ~—a ' exprime la surface

de la coupe faite par S T , ou de la coupe inférieure ;
donc en nommant s cette surface , on aura 5 A 4-

>f ^ ( u - y ^ ; enfin si on nomme s ' la surface

de la coupe faite par L K & / sa demi-largeur , ou
son demi- petit axe , on aura, à cause que toutes
les coupes font semblables , \b b : ll \ \ S \ s' ; donc

5 — \ ; ce qui donnera pour dernière expression

réduite , 5h 4 - Ty - X (u — y ) . C’est- à - dire ,
qu’il faut i °. multiplier la surface de la plus petite
coupe , par la hauteur de la tranche ; i ° . multiplier

celle de la plus grande coupe par le rapport du

quarré de la hauteur de la tranche au quarré de la
demi-largeur de la coupe supérieure , & par la distance
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du centre jusqu’à la coupe supérieure , moins le tiers
de la hauteur de la tranche.

Cette règle peut être appliquée utilement à la
mesure de la solidité de la partie de la carène que
la charge sait plonger dans les vaisseaux , lorsque
la figure de cette partie peut être comparée à une
portion d’ellipscïde. s représentera la coupe faite à
fleur d’eau , pour le vaisseau hors de charge ; s'  fa
coupe lorsqu’il est en charge ; h la distance des deux
coupes ; l la plus grande largeur de / , & enfin u
la distance de s jusqu’à la plus grande coupe horizon¬
tale du vaisseau.

Quant à la manière de mesurer s & s' , on obser¬
vera que Tune de ces surfaces se détermine par l’aurre,
puisqu ’appartenant à des ellipses semblables, elles
doivent être entre elles comme les quarrés de leurs
grands axes ou de leurs petits axes. II ne s’agit donc
que de savoir comment on peut déterminer l’une des
deux . Or , nous verrons dans peu , que la surface
d’une ellipse , est à celle du cercle qui auroit pour
diamètre le grand axe de cette ellipse, comme le
petit axe est au grand axe ; ainsi comme on sait éva¬
luer la surface du cercle ( du moins aussi près qu’on
le juge à propos ) , on déterminera toujours facile¬
ment celle d’une ellipse dont les axes seront connus.
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De l ’intégration des quantités qui renferment
des Sinus & Cosinus.

109 . Nous avons vu ( 21) que d (Jin . fi) — d { cos. { t
& que d (cof fi) = — d {Jìn. { ; donc réciproque¬
ment , l’intégrale de d £ cof ( fera f n. £ , ou plus
généralement fin . { -{- C,  qui a la même différentielle.
De même l’intégrale de — d{fin . { fera cof. { + C.

Si l’on avoit d { cof  3 ^ , on l’écriroit ainsi ^

& alors Pintégrale feroit * -j - C. De même , l'intégrale

de d { fw.  3 {, se trouveroit en écrivant ainsi —Lfisfhll  ,

& alors l’intégrale est c<̂ ^3 c.

En général ,fd { f n. nt { ( m étant un nombre constant ) ,
f — m A 7 íîn . m 7 0 . . — cof . mr . n

change en - -f — -— - , & devient - - -+- C.

Si l’on avoit (fn . fi " d{ cof { , on remarqueroit que cette
quantité est la même chose que (fin . fi ’' d ( fin. fi ; or en
regardant fin. { comme une simple variable , on intègre par

(simu¬
la règle fondamentale , & l’on a • n+ i -f- C.

Si la différentielle proposée est (fin . mfi) "d { cof,m  on écrira
( sin. m r ) " mdz  cos. mz . . , (sin . m ?VJ ( sin. !» 7)-- —- -- 1 qui revient a -- —- -- —m m

dont l’intégrale est Çîilflllli  .

Pareillement , pour avoir l’intégrale de (cof. m fis d {fin .m{,
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( cos. m[ J md[  fin . mçon écrira
m , qui a pour Intégrale

(cos . miY + '
- * (» + 0 +

Si l’on avoir à intégrer d [ fin .p [ cos. q [ ; alors selon ce qui
a été enseigné (Alg.  418 ) on changeroit sirt. p [ cos. q[  en
hsin- ( Pl + n ) -Y '- fin . (PK~ íï ) , oursin , {p Jr q ) { +
\fin {p —q ) [ ; ainsi l’on aurolt à intégrer \d [ fin . [p -j - q ' [ +

(p+ sdîhn . ' p+ g' iécrit ainsi,
P + ì

a évidemment pour intégrale

■jd [fin.  (p —q) [ , qui, étant écrit ainsi,

(? - - )
*•—7 cos. ( p + q >[ _

P + q

On intégrera de même d { fin . p ç cos. q [ fin . r[ , &c . en
convertissant ces produits en sinus ou cosinus de la romme &
de la différence des arcs p [ , q [ , t [ , &c . { Alg.  418 ) .

Si l’on avoir d [ f fin. { ) 5 , on le changeroit en d [ fin.  ç
{sin- iY,  or ( fin.  s ) * ou fin. { X / ’■ { est {Alg.  418)
— i cos- (î- 0 — 7 cos (î + ï ' = 7 cos. o - \ Cos. 11 = ~ — {cosi[ t
parce que cos  0 — 1 ; donc fin. ; ( fin . [ ,*= \ fiin. ç — ±fin. [ X
cos. 1 Donc d [ {fin . [ fi — ^ d [ fin.  ç — j d [ fin. [ cos. i [ ;
on réduira donc fin . [ cos. i[ , ainsi qu’on vient de le faire
pour fin . p [ cos. q ç , & l’intégration fera facile. On voir donc
comment on intégreroit d ç {fin.  ç )'*, n étant un nombre en¬
tier positif. On s’y prendroit d’une manière semblable pour
d [ ( cos. [ ) *. Donc on peut , par les mêmes principes que
nous venons d’exposer , intégrer les quantités de cette forme
d [  ( sin.pi) m( cos. q [ )n ( fin . r[ )' , &c . m,n,s , étant des
nombres entiers positifs.

Enfin , ces principes , ce qui a été enseigné {Alg.  418 ) , Sc
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ce que nous avons dit , ci-dessus,surl’intégration des quantités,
mettent en état d intégrer les différentielles affectées de sinus&
de cosinus, lorsqu’clies ont une intégrale algébrique; & lors-
qu’il y entre des tangentes, on les ramène aux différentielles

de sinus& cosinus, en observant que tang. t = — .
^ col. 1

De la maniéré d.’intégrer par approximation  ,
ô quelques usages de cette méthode.

íio . Ceci ne peut regarder les différentielles mo¬
nômes : nous avons vu qu’elles s’intégroient toujours
facilement. C’est donc pour les différentielles com¬
plexes qui échappent aux cas que nous avons examinés
plus haut.

L’art d’intégrer par approximation , consisteà con¬
vertir la quantité proposée , en une suite de monômes
dont la valeur aille continuellement en diminuant;
chaque terme s’intègre alors aisément, & il suffitd’en
prendre un certain nombre pour avoir une valeur
suffisante de l’intégrale.

La règle que nous avons donnée ( Alg.  151 ) pour
élever une quantité à une puissance proposée , & qui
s’applique également aux polinomes , est le moyen
que nous emploierons pour intégrer ainsi par approxi¬
mation. En voici des exemples.

m . Proposons-nous de trouver la longueur d’un arc de
cercle AM (fig. 40 ) , par le moyen de son sinus verseA P,
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Supposant Tare M m infiniment petit , si l’on mène Mr
parallèle à A P, & le rayon CM;  les triangles semblables
CPM , M r m,  donneront P M \ CM ; ; Air M m.  Or,
nommant AP , x,  le diamètre AB , a,  ou i ( pour plus
de simplicité ) ; on aura Mr = dx , CM — ì , & P M
=z V (x — xx ) . Donc i/ ( * — xx ) \ \ \ dx \ Mm ;

donc Mm — — . a -r , & par conséquent AM —
v {x — xx)

s —-—î— - r . Cette quantité ne peut être intégrée par
J V\ x — xx ) ° r
les règles que nous avons données ci-devant ; c’est pourquoi

—d x
je la change en / —- -- ( Algèbre nr ) , puis en

* * v ( i — x)

J '{ x ~~ - dx ( i — x ) ~ - (Alg.  141 ) . Je réduis ( 1 — x) —T >
en férie ( Alg.  1 ; t ) ; & je trouve , toute réduction faite,

( 1 — 1 + \x + f* 3 + -nr* 3 + &c . ; donc

sìx - ìdx (1 - x ) ~ ~- = s \ x ~ ' dx { 1 + [x + \ x2

4 - -h^ -f Lcc. ) — / ( \x ~ ' dx + \x ~-dx + -̂ x ^dx
- , L s 7

S 2  H- 2 2  V 2 a v 's
+ i -̂ x - dx + &c . ) =  ± t - + ± t - + ì±t - + 1±!L.

2 a 2 2I 2 2 7
-f - &c. = x- -j - £* * + tì * ’ + ttï x 2 + 8te . , quan¬
tité à laquelle il n’y a point de constante à ajouter , parce
que lorsque x =z o , elle devient zéro , ainsi que cela doit
être , puisqu’alors Tare AM  qu ’elle exprime , est zéro.

On peut , à cause du multiplicateur commun x - , donner
à la série qui exprime Tare A M , cette dernière forme ,

tr - ( 1 jr + -̂ x2 + ït ^ *3 — &c . ) . Remarquons»
maintenant , que le sinus verse * étant toujours plus petit
que le diamètre 1 ( excepté lorsqu’il s’agit de la demi-cir-
conférence ) , x est une fraction ; que par conséquent les



de Mathématiques. 143
valeurs des termes de la férie décroîtront d’autant plus, que
le sinus verse de l’arc en question sera plus petit. Ainsi, si
l’on vouloir, par exemple, la longueur de l’arc dont le sinus
verse est la centième partie du diamètre, on aurait x zzz  ,
— 0,01 , & par conséquent x 7 — o,i;  on auroit donc
pour la valeur de cet arc 0,1 ( i -f- 2Ç1-j- — ^ -J-
~ . ( o,oi) 3), & comme le terme suivant de cette série
seroit au moins cent fois plus petit que le dernier de ceux-ci,
puisque cliacun est plus de cent fois plus petit que celui qui
le précède , en examinant quelle est la valeur du terme
■—(0,01 )3, nous pourrons, en prenant le centième de cette
Valeur, juger du degré d’exactitude auquel nous aurons l’arc
en nous en tenant à ces quatre premiers termes. Or (o,oi) 3,
revient à 7̂ . ( 0,000001) = -’7,°r° 'S — 0,0000000446,
dont la centième partie est 0,000000000446; donc nous
pouvons , en tonte sûreté , évaluer chaque terme de notre
férie jusqu’à 10 décimales, fans craindre que la valeur de
l’arc qui en résultera, soit fautive d’une unité dans la neu¬
vième. Ainsi nous aurons, ~ ( 0,01 )3= 0,0000000446;

(o.oi) 1 — 0,0000075000 ; — 0,0016666666; donc
la totalité de la férie fera 0,1 ( 1,0016742111) , ou en¬
fin 0,100167411 , en se bornant à 9 décimales; & l’on
pourroit même en toute sûreté admettre la dixième.

Telle est la valeur de l’arc dont le sinus verse est la cen¬
tième partie du rayon. Donc si l’on savoir combien de fois
le nombre de degrés de cet arc est contenu dans 360°, en
multipliant cette longueur par ce nombre de fois, on auroit
la longueur approchée de la circonférence. Maisc’est ce que
l’on ne fait pas.

Comme nous savons ( Géom. 271 ) que le sinus de 30°
est la moitié du rayon, & que connoissant le sinusd’ua
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arc , on peut aisément avoir son sinus verse ( Gìom. lyd) ,
on pourroit calculer le sinus verse de 30° , le substituer
pour x dans la férie ci-dessus, Sc  alors multipliant le résultat
par 12 , qui est le nombre de fois que 30° sont  dans 360°,
on auroit la longueur approchée de la circonférence. Mais
comme la férie seroit peu convergente , ensorte qu’il fau-
droit en calculer un assez grand nombre de termes, pour
avoir une valeur un peu approchée de la circonférence,
nous allons enseigner un autre moyen qui nous servira de
second exemple de la méthode d’approximation.

Menons la tangente AN ( fig. 46 ) , la sécante CMN8c
la sécante infiniment voisine Cmn;  du centre C Sc  du rayon
CN,  décrivons l’arc infiniment petit Nr,  que l’on peut re¬
garder comme une perpendiculaire fur Cn.  Le petit triangle
rectangle Nrn  fera semblable au triangle rectangle CAn,
parce qu’outre sangle droit, ils ont un angle commun en n :
il sera donc aussi semblable au triangle CA N  qui diffère in¬
finiment peu de CAn ; on aura donc CN CA Nn

I Nr,  d ’où Nr zz or  * es  ssâeurs semblables

CNr , CMm, donnent CN ; CM ou CA ' ' N r ou

; Mm;  donc Mm — C-~ . Nommons donc
C N  C iv 2

AN , x;  le rayon CA , a;  nous aurons N n = dx ; Sc  C N
— \/ ( aa xx )>  donc la valeur de Mm deviendra

a a d x
a a -k- xx ; c ’est-à-dire, que Mm — ; donc sMm

ou A M — s Cette quantité ne peut pas être in¬

tégrée exactement. Pour l’intégrer par approximation, il
faut la mettre fous cette forme saadx ( 22 4- xx )~
alors ayant trouvé ( Alg.  131 ) que ( aa  4 - xx  )

- ( I - § 4- § - § 4- A - &c. ) , on

»
—»

aiifa
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sura fatidx ( aa -|- xx )~ !.

= /^ (l _íl + 5 _ J +
r , , x *dx , x Adx xcdx . x %dx c ^

- s ( dx - + —- -J - -f —, - &c . )

* 3 a* j a*  7 as 9 a‘
X* . * 4 Z6 ,

— * ( 1 — ^  +

— & c.

—s — & C. ).9 sls y

11 reste donc à savoir st nous connoissons quelque arc
qui étant contenu un nombre connu de fois dans la circon¬
férence , ait une tangente connue . Or Tare de 45° est dans
ce cas , il est 8 fois dans la circonférence , & fa tangente
est égale au rayon ( Gêom. 2.J1) ; donc supposant x — a
nous aurons pour la longueur de l’arc de 450 , la valeur
de cette férie 1 — t + T — 7 + 5 — + &c. ).
Mais comme les termes de cette férie décroissent encore
fort lentement , il faut voir ft nous ne pourrions pas décom¬
poser Tare de 450 en deux autres arcs dont les tangentes
fussent connues . Peu importe que le nombre de degrés de
ces arcs soit connus ; pourvu qu’ils fassent 450 , quand nous
aurons calculé leurs longueurs par le moyen de leurs tan¬
gentes , en ajoutant ces longueurs nous aurons celle de l’arc
de 450. Comme ces arcs seront plus petits que 450 , leurs tan¬
gentes seront plus petites que le rayon , & par conséquent la
férie fera plus convergente , & plus facile à calculer.

Or ce que nous avons dit ( Alg.  416 ) , nous fournit
le moyen de trouver deux pareils arcs. En effet ,
nous avons vu que a 8c b étant deux arcs quelcon-

, , tans . a + tang . bques , on avoit tang. ( a -j - b ) - :-2 — . ,
^ ’ B K - r J 1 — tang. a tang . b
en supposant le rayon zzt  i . Donc si nous supposons
a -j - b — 45 0 , auquel cas tang. ( <z -j- b ) zz  1 , nous aurons

Marine, Mican.Irc. Partie. K.
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tang . a -f " tang . b , . , , , ,

•- -— -- -— , — 1 , équation don , par le; réglés
1 — tang . a tang . 0 ^ 0

ordinaires , on tire tang. b — -—- — . Prenons donc
1 + tang . a

tang. azzi \ ‘, alors nous aurons tang. b —
1 -ì
1+7 5*

Nous n’avons donc qu’à calculer , par le moyen de la férie

ci- dessus, la longueur de Tare dont la tangente * est y ou la

moitié du rayon ; & la longueur de Tare dont la tangente x

est | ; ces deux longueurs réunies formeront celle de l’arc

de 45°. Or en mettant pour * , , 8c ensuite on a

û r I ■ ï _ I_ _ , 1 _____ * |_ * o \

T O 3T2 » s .'P  7 . 2e '  9 . 25 JI . 2'° ' 13 .

3 ' 3 • 3 ~̂ 5 -34 7 -3e + 9 - 3- ■rrr* + ïïïï ïï &c-) '

Si l’on veut avoir les valeurs de chacun de ces arcs,

exprimées exactement jufqu’à la neuvième décimale , il faut
calculer les 15 premiers termes de la première , & les 10

premiers termes feulement de la seconde. Or ce calcul est
fort aisé à faire , en observant que dans la première , on

peut calculer les termes consécutifs , en formant d’abord une
férie , dont chaque terme soit égal au précédent multiplié

par , c’est- à-dire , soit le -j du précédent : on multiplie

ensuite cette férie terme à terme , par la férie 7,7,7, 7, &c.
enfin réunissant les termes de numéro pair entre eux , & ceux

de numéro impair , aussi entre eux , on retranchera la somme
des derniers , de la somme des premiers , Lc on multipliera

le reste par — . Pareillement le calcul de la seconde , fe réduit

à former une férie , dont chaque terme soit formé du précédent
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multiplié par —; 011 par j, c’est-à-dire , soit la neuvième partie

du précédent ; on multiplie ensuite cette série , terme à terme,
par la série i , j , f , f , j , &c. ; & on opère ensuite comme
pour la première , excepté qu’on multipliera le résultat par

—  au lieu de Si l’on exécute cette opération en portant

l’approximation jusqu’à io décimales , on aura pour la pre¬

mière férie — ( 0,9272952180) ou a (0,463 6476090 ) ; &

our la seconde , — (0,96 525166 32) , ou a (o,

donc Tare dé 45° , qui est la somme de ces deux-là , sjra
4 (0,7853981634 ) . Prenant donc le quadruple , pour avoir la
demi- circonférence , on aura 2 ( 3,1415926536 ) ; donc le
rayon est à la demi-circonférence (ou le diamètre est à la circon¬
férence ) , a : 3,1415926536 ) : : I : 3,1415926536,
rapport qui ne diffère pas dune demi-unité décimale du dixième
ordre , de celui que nous avons donné ( Géom.  152 ) , Le que
l’on pourroit , très-facilement , trouver encore avec une
beaucoup plus grande précision.

112 . Pour troisième exemple d’approximation ,
nous nous proposerons de trouver le logarithme d’un
nombre quelconque . Mais , avant tout , il faut se
rappeler ce que nous avons déjà dit ailleurs ( 2.7 ) ;
savoir , que les logarithmes dont il s’agit ici , ne sont
pas ceux qu’on trouve dans les tables ordinaires. Mais
ceux-là étant calculés , il est aisé den conclure les
derniers , comme nous le verrons immédiatement
après avoir enseigné à calculer les premiers.

K r
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J’imagine le nombre proposé, décomposé en deux parties,

& représenté par a + x ; a étant la plus grande partie. Selon

ce que nous avons dit (17) , 011 aura d log.(j + *) = — ‘ ,

quantité qui ne peut être intégrée algébriquement. íl faut
donc la réduire en férie , & pour cet effet, la mettre fous cette

forme . . . dx ( a -f x) - ' . Or ( Alg. 1 51) on a ( a -t - x)
, , * . ** xì  e \ _ 1 * , •** **

= * Ci- T + ^ ï — -?r ' - T “ ^ ~ t *s

donc , dl ( a + x ) = dx ( a + x ) ~ ' = ^ +

&c.) ; donc, en intégrant ,ona/ ( ii + x ) =:

( —- --h ; — — 4- &c.') 4 -C. Pour déterminer
\ _ a la* 3 a‘ 4 «* J

la constante C, je remarque que cette équation devant avoir
toujours lieu, quel que soit x , doit aussi avoir lieu lorsque
x — o ; or , dans ce dernier cas , elle fe réduità la — C ; donc

C- la ; áor.cl {a + x) = la + + ^ &c )-
Connoissant donc le logarirlimed’un seul nombre, on peut,
par cette férie , calculer le logarithme de tout autre nombre.
Par exemple, si l’on suppose tf = io, & d -|- x = ii;  on

aura x — 1 , & par conséquent , d’où l’on trouvera

/ 11 zz / 10+ ^ 0,1— &c.) qui fait connoître
ce qu’on doit ajouter au logarithme de 10 , pour avoir celui
de n.

Mais comme la férie générale que nous venons de
trouver , n’est souvent pas assez convergente , voici
une autre manière de s’y prendre. Proposons - nous de
trouver le logarithme d’une fraction dontle numérateur
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soit plus grand que le dénominateur ; nous verrons ,
dans peu , qu’on peut toujours réduire à cela , la
recherche de tout logarithme.

Représentons par a la somme du numérateur Sc  du déno¬
minateur de cette fraction , & par * leur différence ; alors
( Géom.  301 ) , nous aurons { a -)- -j * pour le numérateur,
Sc j a — j * pour le dénominateur ; & par conséquent
. a _l 1 x
— -d—p- pour la fraction ou ( en supprimant le facteur

commun j ) ídLl  sera cette fraction , Sc  par conséquent ,

ou/ ( <z -f - *) — l ( a — x)  représentera son logarithme.
Différencions maintenant , en regardant a comme cons¬
tante , Sc * seule comme variable ( * ) ; nous aurons (27)

dx dx •/ • , , . V 2. 7k dx j f \ —• 1
j - qiu fe réduit a - , ou i adxiaa —xx)  ,

réduisons donc (aa —x x) ~ 1, en férie ; Sc ( Alg. 151)  nous

aurons {a a — x x)~ 1= a~ *(i + ^ -j- ^ + ^5+ &c.) ;

donc 2 a. d x {a a — xx ) ~ 1— 2 . a~ ' d x ( 1-j - — +

+i; +&c.)==(4 +^ +^ +" -+-£ +««.) .
( * ) Quoique cette fraction

doive représenter toute fraction
proposée , cela n’empêche pas
qu’on ne puisse regarder la somme
a. du numérateur & du dénomina¬
teur , comme constante ; parce
qu’il n’y a pas de fraction que l’on
ne puisse préparer de manière à
rendre la somme du numérateur
& du dénominateur égale à tel
nombre qu’on voudra . Par exem¬
ple , pour amener la fraction I

à avoir 12 pour la somme du nu¬
mérateur Sc du dénominateur , il
surfit , ayant multiplié les deux
termes par un même nombre n »

ce qui donne -y- >de supposer
3 n -+- 5 7i ou  S n zH 12í d où 1 on

9

tire n = ^ = | -, donc ì = 73- >

dont la somme du numérateur Sc
du dénominateur est , en esset , 12.

K 3
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r  2 a d x , a -h x s x , x * , X*EvOIlCs - » OUl - — 2 ( - “j- r —f- -- —-1»> a a — xx  5 a — x ' 3 a > ^ ^ a * ~

^7 ^9 \
Ta ? H" ^ 7> + ° ÍClJ  4 * C A l’égard de la constante C,

nous déterminerons fa valeur comme ci- dessus , en examinant
ce que devient l’équation , quand x — o.  Or , alors elle fe
réduit à t — C; donc C — l — =1 li — O', 011a donc tout

simplement = + + + + &c.) ,
où l’on voit que chaque terme sc forme du précédent , en
multipliant celui - ci constamment par le quarré de — ou
du premier terme ; puis on prend le premier , le y du second,
le y du troisième , &c. & l’on double la somme.

Appliquons à quelques exemples . Cherchons , par exemple,
le logarithme de 2. Pour cet estet nous chercherons celui dc la

fraction f , nous aurons donc a = 3 , & x — 1 ; donc — y,

& — y. Chaque terme sera donc très- facile à former , puif-

qu’il ne s’agit que de prendre la y partie du terme précédent,
pour avoir la fuite — , ~ ~ Sec.  ainsi nous aurons,

-Z— — 0,333333333 \ / — — 0,333333333

~r — 0,037037037
*s ,
— — 0,004115226

— 0,000457247

— 0,000050805

— 0,000005645

— 0,000000627

=2 0,000000069

’donc

3a
x'
5a>

7a'

9a5

II a“
v«3

— 0,012345679

— 0,000823045

— 0,000065321

— 0,000005645

— 0,000000513

— 0,000000048i3a»
x'5

~ al-5 ■= 0,000000004
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donc la somme est. 0,346573588 ; & le double , qui

doit être log.  2 , est = 0,693147176 , qui , en se bornant à

8 décimales ( car pour répondre de la neuvième , il auroit

fallu pousser l’approximation plus loin ) , est 0,69314718.

Puisque 4 est le quarré de 2 , & que 8 en est le cube ,

le double de ce logarithme fera donc celui de 4 ; & le triple

de ce même premier logarithme fera celui de 8.

Pour avoir celui de 3 , on peut calculer , de même , le

logarithme de la fraction -}, lequel étant retranché de celui

de 4 donnera celui de 3 , puisque 3 est 4 divisé par f , donc

ly =zl 4 — /1 ; mais on l’aura plus facilement , en calculant
le logarithme de la fraction 7 , 8c le retranchant du logarithme
de 8 que l’on connoît à présent ; le reste sera le logarithme

de 9 , dont la moitié sera celui de 3. Ajoutant celui de 3 à
celui de 2 , on aura le logarithme de 6. Pour avoir celui de

5 , on calculera d’abord celui de 10 en caculant celui de ,

qui étant ajouté au logarithme de 8 , donnera celui de 10.
Retranchant , de ce dernier , le logarithme ce 2 , on aura

celui de 5.

On voit par- là , ce qu’il y a à faire pour calculer tout autre

logarithme . Mais il faut remarquer que le cai:ul devient de

plus en plus court , à mesure que le nombre devient plus

grand , ensorte que dès qu’on a les logarithmes jusqu'à 10

seulement , on peut calculer les autres juscu’à 100 , sans

employer plus de trois termes de la férie , lorsqi ’on se borne à

8 décimales : & lorsqu’on a passé le nombre 00 , les deux

premiers termes suffisent jusqu’à mille ; Òc pai-de-là , le pre¬
mier terme suffit.

Pour savoir , maintenant , comment ot ramène ces

logarithmes , à ceux des Tables ordinaires il nous faut
K 4
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préalablement avoir le logarithme de 10. Or , si l'on
calcule le logarithme de ~ , par la formule précé¬
dente , on trouvera log. = 0,123 143 55; ajoutant
à celui-ci , celui de 8 que l’on a en triplant celui de
2 qu’on a eu ci- deffus, ona/io = 2,30158509.

113. Cela posé , rappelons- nous que l’équation
dx=  fur laquelle ( 27) est fondé le calcul actuel
des logarithmes , ne convient qu’au système de loga¬
rithmes où l'on suppose le module — 1 ; mais que
l’équation qui convient à tous les systèmes possibles
de logarithmes, est dx — IdAl . & c e]ie qui convient
à tous les systèmes de logarithmes où l’on suppose
que le premier terme a de la progression géométrique
fondamentale est 1 , est dx = La première,
savoir dx= , donne , en intégrant , x = ly ; &c
la seconde , savoir dx = : ’H-lLl  donne x = m ly , qui
fait voir , puisque x représente le logarithme , que
pour ramener les logarithmes que donne immédia¬
tement le calcul , à ceux d’un autre système dont
le module est m , il faut multiplier ceux- là par le
module m.  Or le logarithme de 10 dans les Tables
ordinaires , est 1 ; & nous venons de voir que le loga¬
rithme de 10 tel que le calcul le donne immédiate¬
ment , est 2,30258509 ; on a donc m X 2,30258509
— i ; donc le module m des Tables ordinaires , est
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2 302*8509  déduit ( en faisant la division) à
0,43 ^29448.

Donc , pour ramener aux logarithmes des Tables  ,
les logarithmes donnes immédiatement par le calcul , il
faut multiplier ceux-ci par 0,43419448 . Et récipro¬
quement , pour ramener les logarithmes des Tables à
ceux que donneroit immédiatement le calcid , il faut
diviser ceux- là par 0,43429448 , OU (ce qui e(l plus
commode, & revient au même) , les multiplier par
1,30258509.

Ainsi, si l’on multiplie 0,69314718 que nous avons trouvé
ci-dessus, pour le logarithme de a , si on le multiplie, dis-je ,
par 0,43419448 , on trouve 0,3010300 pour le logarithme
de 2, tel qu’il est en effet dans les Tables ordinaires.

114. Lorsqu’on veut revenir , du logarithme au
nombre même , voici comment on doit s’y prendre.

Nous avons vu ci-dessus, qu’en représentant un nombre
quelconque par a -}- x , on avoir . .

l {p + x ) = la -\ - (-
4-
1 3a1 4 *4 + &c. ) ;

donc l ( a -f - * ) — la 9 ou l —-— — .*

—- 4- df. _ — - &c . a étant un nombre
a u ’ 1 3 ^ 4 a4

arbitraire, mais tel que son logarithme diffère peu de celui
qui est donné , & qui est supposé appartenir k a x.

Faisons, pour plus de simplicité, l -“ ■ —  3;, & nous
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aurons t = ^
vî

+ ^ T- &c. il s’agit donc

d’avoir la valeur de —a - en

Supposons que cette valeur puisse être exprimée par

—= Ai -+ B? + C? A-D 4 ■&c. A , B , C,&c . étant des

coéfficiens constans qu’il s’agit de déterminer . On aura donc
+ B C + Cs 3 + + &c.
_ A-  .

2 ^
2 AB .- *5

2 ì
BB  .

“ — ï

+ A% X 2. AB .
7 { 2 í

1 4
+ j í 4

4
- T t 4

Or pour que cette équation ait lieu , quel que soit { , il
faut i °. que A rs i ; 2°. que la somme des termes qui
multiplient chaque puilTance de ç dans les autres colonnes,

soit zéro . On a donc B — ^ — o , C — A B -f - -y- — ° »

D — — A C Ar A 1 B — — — o ; d’où l'on tire2 4

£ = - = — ç — -L —
2 I . 2 > 6 1 . 2 . 3 , D = -5 24 1 . 2 . 3 . 4»

& si l’on fuppofoit un plus grand nombre de termes , tels
que £ , £ {6 , &c. dans la série , on trouveroit de même
£ —

1 . 2 . 3 . 4
î

TT’ F = T7 . 3 . 4 . j . 6

—= —*- 1- ï-
a *■ i . a 1,2 . 3 1 . 2 . 3 . 4

Donc 1 + r >a

— + , , * . . + &c.

-&c. on a donc

+ Lee.

¥

-2 . 3 . 4 . 5
f X+

1 . 2 . J

í . i . 3 . 4 1 . 2 . 3 . 4 . J
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Pour faire usage de cette formule , on retranchera du
logarithme donné ( qui est celui de a + x ) , le logarithme
connu le plus approchant , dont on prendra le nombre

correspondant pour a.  Alors on aura l , ou { , que

l’on substituera dans la formule précédente : le résultat sera

la valeur de S d ’où il sera facile de conclure a -\- x,

puisque a sera connu.

Comme il s’agit ici des logarithmes qui ont 1 pour
module , si le logarithme donné étoit de la nature de
ceux des Tables ordinaires , il faudroit commencer par

le réduire , ainsi que celui que l’on prendroit pour

logarithme de a (ou seulement réduire leur différence) ,
aux logarithmes actuels , ce que l’on feroit comme il a
été enseigné ( 113 ) .

Si l’on veut savoir quel est le nombre dont le logarithme
est 1 , dans le système de logarithmes dont il s’agit ici , il faut

supposer l -■H~* , ou ^ — I , & l’on aura - + -* — i -f- i -J-
1

1.  2 -f- &c. , que l’on
1 . 2 . 3 1 . 2 . 3 . 4 ' 1 . 2 . 3 . 4 . j

trouvera — 2,7182818 , en se bornant à 7 décimales.

Le nombre dont le logarithme est 1 , se rencontre fré¬
quemment dans les calculs : nous aurons occasion de le voir
par la suite ; & c’est pour cette raison que nous venons de
donner la méthode de le calculer.

ii 5. On peut avoir une autre expression d’un

nombre par le moyen de son logarithme : la voici.
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Soit * cc nombre , & soit l x = Si l’on multiplie le

second membre de cette équation, par log.  c, e étant le nombre
dont le logarithme est 1 , on aura — ce qui ne
change rien , puisque le ~ i.  Or l’équation / * — {/ «, se
change, par la nature des logarithmes, en Ixzzlei;  d ’oìi
l’on tire * zz. e\ ; puisque les logarithmes étant égaux, les
quantités auxquelles ils appartiennent doivent être égales.

Selon ce que nous venons de voir , si l’on a / *= .{, onaxzr:

1+ î + ^ ^ -(- &c. Puis donc qu’ona,en même temps,x —et,
«n aura eï == 1+ ? + -ï- j- ^- 1- - |- &c.

Remarque.

116.  La méthode que nous venons d’employer

pour conclure la valeur de * , de l’équation ( — —Lcc.

s’appelle Méthode inverse  des féries . Elle consiste , comme
on le voit , à supposer la variable dont on veut avoir
la valeur , exprimée par une série , où l’autre variable
ait des exposans en progression arithmétique , &c  où
chaque terme ait un coefficient constant indéterminé.

Si l’on avoit plusieurs termes en * & en ç dans
la même équation , mais que x &c ^ ne sussent pas
multipliés entre eux,  on détermineroit la férie des
exposans , en faisant l’exposant du premier terme de
la série supposée , égal au plus petit exposant de la
même variable dans l’équation ; & on prendroit , pour
différence commune des exposans de la même férie *
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le plus grand commun diviseur des exposans de cette
même variable dans l’équation.

Par exemple , si j’avois ?7 +3í = 2* — f x1-f f x3-|- &c. ;

je ferois x — A si B Cs * D s* £ ç 2 -j - &c. ,
parce que le plus petit exposant de est j ; & que le plus
grand commun diviseur des exposansf Sc I , de { , est-j.

Mais fi les * & les { étoient multipliés entre eux,
alors il faudroit suivre une méthode dont le détail

n est pas trop de notre objet , mais que l’on peut voir
dansdes ouvrages de Newton , & dans VAnalyse des
lignes courbes  de Cramer.

Usage des approximations précédentes, pour
Uintégration des diverses quantités.

117. Comme on a des Tables toutes calculées,
des différentes parties du cercle , ainsi que des loga¬
rithmes , lorfqu’on aura à intégrer quelque différen¬
tielle qui pourra fe rapporter au cercle , ou aux loga¬
rithmes , il fera inutile déformais de réduire ces diffé¬
rentielles en séries. Ce qu’il y a de plus utile à faire
actuellement fur cette matière , est de faire connoître
celles de ces différentielles que l'on rencontre le plus
fréquemment , & de faire voir comment on déter¬
mine les arcs de cercle , ou les logarithmes qui en
font l’intégrale. En voici des exemples,
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ix8 . Nous avons vu ( 99 ) que
r d dx

^Çax —̂ Vx) eXPnm01t
l’élément d’un arc de cercle A M ( fig. 40, dont a seroit le
diamètre , & * l’abícisse ; ensorte que l’intégrale de cette

r \adx
quantité ou / - ^ ax  _ xx ^ a pour expression Tare A M.
Supposant donc que Ton demande la valeur de cette inté¬
grale pour une valeur déterminée de * ; alors de CA 011- a
on retranchera la valeur connue de x,  ou A P, & Ton aura
CP.  Dans le triangle rectangle CPM,  on connoìtra donc
Tangle droit , Thypcthénuse CM — \ a, & le côté C P ; on
pourra donc calculer Tangle ACAlj or connoissant Tangle
ACM , ou le nombre de degrés de Tare A M , & son rayon
CAf , il est facile de calculer la longueur de cet arc ( Géo¬
métrie  153 ).

119. Si Ton avoit h , g , p 8t k étant

des quantités connues , on rendroit cette différentielle sem¬
blable à la précédente , en divisant d’abord , haut & bas,

v~ ix  h
par so p , ce qui donneroit — - n ou .

^ ( j x ~ xx) P
d x

, or si Ton avoit ici , pour multiplicateur

de dx , la moitié de la quantité e— qui multiplie * dans le

radical , alors cette différentielle seroit semblable à celle de
l’artide précédent ; donnons - lui donc cette condition , en

multipliant & divisant en même temps par j . — ou s~ ;

V Pnous aurons — X
g_k

* (7 - " )
1 ph

OU - r *—
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. Dan ; cet état , on voit que Tintégral*

de notre différentielle , est un arc de cercle dont le dia¬

mètre est — ’ & Tablasse x ; est , dis je , cet arc multiplié
P

par .2 LL elle est donc facile à assigner , par ce qui vient
{ ' rf

d'étre dit.

120. Si au lieu de compter les abscisses depuis le point
A,  nous les eussions comptées depuis le centre C , en nom¬
mant b le rayon C A , & x Tablasse CP ; nous aurions eu

—rrrr -— —t pour Télément de Tare A M ; ce que Ton
y { b b — xx ) r  1

trouve aisément en comparant les triangles semblables CP M,
Mrm , & se rappellant que P M zzz t/ ( bb — xx ) , &
que,  puisque Tare A M diminue à mesure que CP ou x
augmente , sa différentielle doit être négative . Ainsi quand

on aura une différentielle telle que ., >--7 , on la

ebangera comme ci- dessus, en

1/ (gh — pxx ) *
k dx

V}  * t/ (? — ) ’
or

— représentant ici , b b , la quantité — b qu ’on doit avoir

dans le numérateur , est — V — > je multiplie donc & je

divise en même temps , par — ^ , 6c j' ai

k
V p
V' gk  *

V — dx

& CP , x , oq  aura

. Donc en supposant que CA zz V — f

k
1/ p

— y' s A X AM,  pour l'intégrale,



k

ou plus généralement X A M -j - C, ou
P

AM -f - C.  A l’égard de la constante C,  elle se détermine
par les conditions de la question particulière qui aura con¬
duit à la différentielle dont il s’agit ; & l’arc A M (s  dé¬
termine comme nous venons de le dire (118) ; c'est-à dire,
par le calcul du triangle CPM, &c.

m . Nous avons vu (i n ) que aadx  _ ex primoit un
' 7 * a a -h x x r

arc de cercle dont a est le rayon , & x la tangente; arc
que l’on peut déterminer aisément pour une valeur déter¬
minée de en calculant sangle ACN du triangle rectangle
ACN ( 46 ) , puis la longueur de Tare A M par le
moyen du nombre des degrés de sangle ACN & du
rayon a.

Si donc on avoit - — , on diviseroit , haut &
g b- + h x x ’ ’

pliant , haut & bas, par on auroit

on auroit donc l’intégrale, en cal-
iT + xx*+■ XX

culant la longueur del’arc qui a 2 pour tangente, & t/
z

pour rayon , & la multipliant par

122 . Ces trois différentielles s’intègrent donc par
les arcs de cercle . En voici qui s’intègrent par le
moyen de la surface du cercle.

L’élément
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L’élément du demi - segment A P M ( _fîg. 40 ) , est
dx \/ ( ax ~ xx)  en nommant A P , x;  puisque
y = \A ( ax — xx ') &C par conséquent ydx  ou
P p m M = dx \d ( ax — xx ') ; donc toute diffé¬

rentielle qui aura cette forme , ou qui pourra y être
ramenée par des préparations semblables à celles que
nous venons d’indiquer , s’intégrera par le moyen
d’un demi - segment de cercle dont l’abscisse est x Sc
le diamètre a ; segment qui est facile à détermi¬
ner , tant par ce qui précède , que par ce qui a été
dit ( Géorn.  153 ) .

123. Par exemple , fi l’on veut avoir la surface du
demi-segment elliptique A P M ( fig.  47 ) ; on aura y —

— ■•/ (ax —xx)  donc ydx  ou d (A P M) — . (/ (ax — xx) ;

or dx v ( ax — * * ) exprime l’élément du demi-segment
circulaire A P M' , en supposant qu’on ait décrit un cercle
sur A B , comme diamètre ; on a donc d (APM)  =

â d ( APM ' ) ; & en intégrant , APM = ^ A P M' , qui
donne APM : APM ' ". ’. b : a ; c ’est-à-dire , que la sur¬
face du demi-segment elliptique, est à celle du demi-segment cir¬
culaire correspondant, comme le petit axe est au grand axe ; d ’où
il est aisé de conclure que la surface entière de l’ellipse, est
à celle du cercle décrit sur son grand axe , comme le petit axe ,
est au grand axe.  C ’est ce que ( 108 ) nous avons promis de
démontrer.

Si au lieu de compter les abscisses depuis le point A ( fi¬
gure 40) , on les compte du centre C , alors nommant CA , b,

Marine , Mécan. P ‘, Partie,  L



Coursi 61

& CP , x ; on aura — dx  1/ (bb — xx ') pour Pélément
du demi segment A P M;  parce qu’alots , y ~ y { bb — xx ) ,
& que le segment APM  diminue pendant que * augmente,
ce qui rend la différentielle de APM  négative.

Voici un exemple d’une différentielle qui se rapporte à
cette sonne.

113 . Proposons-nous de trouver la surface du sphéroïde
elliptique allonge. La formule générale de ces sortes de sur¬

faces , est \/ ( dx 1 -f - dy 1) (98 ) ; or l’équation de l’el-

lipse est y y = ^ ( ; «« — xx ) ; donc y  ̂X
, , , „ , b xdx

— xx ) , OC dy — -X —rr- ^ ; donc1 a y( 1 au - xx)

~  1/ ( dx 1 -j - dy 2) , devient ^ X ^ ( 7 -r-r — xx)  X
r , , , b b x d̂x 1 ^ r ..1/1 dx -1-X t- K ou en faisant la multiph-
V aa - aa — xx)

cation indiquée , réduisant, & faisant sortir d x 1 hors du
. . . c b d x s. , b b x x \ c b d xradical , - v [ - a a — x x - 4-- 1 . ou -

,/s — aaxx -\- bbxx ^\ . , .
V ^ -- -- ) , or íi 1 on nomme k la dis¬

tance CF au foyer F ( _/ ?g. 48 ) , on a k k = \aa — \ bb ;
ou 4 kk -zz aa — b b ( Alg.  294 ) ; donc Pélément de la

surface devient. cb dx sìent - 1/ (ra \
-I a A— ^kk x x\ cb d x , , .>ou - 1/ ( 7 û4 —J r a a v

4 kkxx ) . Divisons fous le radical par 4 kk, & multiplions
, , r . , icbkdx

au-dehors par fa racine 2 k , nous aurons - .r a a

V - xx "̂ , quantité à laquelle il faut donner le signe —

pour qu’elle exprime la surface comptée depuis le point A,
parce que cette surface diminue à mesure que * augmente;
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. _ 2cbkdx s  ( 24ainsi nous avons- Z ( ——raa \ kk X X

).  Comparant
donc avec — dx Z ( bb — xx ) , que nous venons de
voir être l’exprelsion d’un demi-segment circulaire dont le
rayon est b, nous en conclurons que 1intégrale de — dx

' - xx)

dont le rayon est , & dont Tablasse prise du centre,

, est un demi-segment de cercle OPM'

est x , que cette intégrale , dis-je , est égale à ce segment

plus une constante . Donc si d’un rayon CO =2 -- --k >
c’est- à-dire , troisième proportionnelle à CF 8c  à CA,

on décrit le cercle ON R,  on aura / — dx Z

= OPM' -f C;  donc / - rchkdx _ v  f íjfl _ xx \  _raa \ kk J
X OPM' + X C.raa * 1 r a a ^

Pour déterminer la constante C,  il faut remarquer que
la surface cherchée , devant commencer au point A,  doit
être zéro à ce point ; or au point A,  le demi - segment OPM 1
devient O AN ; on a donc o = ì-lLh ^ OANA- * C,raa ‘ raa ’
d’où Ton tireCtz : — O AN;  donc Tintégrale complette est
- bk XO  PM' — ÏC—-x OAN,  ou- 5--- ( OPM'- OA  N),raa raa 7 r a a K 4

ou enfin ~~ ( A P M 'N ). Donc la surface du demi-sphéroïde

sera ~ ~ ~ ( A CRN ) , ou puisque CO — & que

par conséquent —- — — , cette surface sera — X —4-r,r n a a 2 C O ’ r 2 C O

XACNR,  ou -î - X ^ X A CR N ; Sc  celle du sphé¬
roïde entier , en est le double.

L x
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Quant à la manière de déterminer le rayon C0 , elle

est simple ; du point C comme centre , & du rayon CA,
on  décrira l’arc AL,  qui coupe, en L , la perpendiculaire
F L élevée surCA au point F;  on prolongeraCL jusqu’à
ce qu’elle rencontre en N  la perpendiculaire A N , élevée
au point A;  ce qui donnera CN  pour la valeur cherchée

de CO,  ou pour — ; en effet , les triangles semblables

CFL & CAN,  donnent CF \ CA \ \ CL CN,  ou

kk : ì * : : cn= = co.

Cette détermination peut être appliquée à la me¬
sure de la surface de la carène des vaisseaux, que
l’on peut comparer à celle cfun ellipsoïde, plus lé¬
gitimement que leur solidité ne peut letre à celle
du même ellipsoïde. Toute l’opération se réduit à
calculer sangle ACN  du triangle rectangle CAN
dont on connoît deux côtés , outre sangle droit ;
alors sangle NCR  devient connu , & son peut ai¬
sément en conclure la surface du secteur NCR , à

laquelle ajoutant celle du triangle CAN,  on a ACRN

qu’il ne s’agit plus que de multiplier par cf X

Quand on a la surface de la carène, en la multi¬
pliant par l’épaisseur du soufflage,  on a la solidité du
volume , dont la carène est augmentée par le soufflage.

12.4. A ségard des quantités qui se rapportent im¬
médiatement aux logarithmes , ce font toutes celles
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dans lesquelles la différentielle proposée est, ou peut
être rendue , une fraction dont le numérateur soit
la différentielle du dénominateur , ou cette différen¬

tielle multipliée ou divisée par un nombre constant.

Lorsque le numérateur est exactement la différen¬
tielle du dénominateur , l’intégrale est le logarithme
du dénominateur.

Ainsi / — = lx + C; s~J x J a -t - x

s
I x d x

a a + x x — l ( aa -{• xx) -(-C.

/ (<*+ *) + c.-

Mais lorsque le numérateur est la différentielle du
dénominateur , multipliée ou divisée par un nombre
constant , alors il faut décomposer la différentielle
proposée , en deux facteurs dont l’un soit une frac¬
tion qui ait pour numérateur la différentielle exacte
du dénominateur , & dont l’autre facteur soit un

nombre constant. Alors l’intégrale fera le logarithme
du dénominateur variable , fera , dis-je, ce logarithme
multiplié par le facteur constant.

Par exemple , pour intégrer - x d *  ;  comme la différen-
a * + x>

tielle de a3 -j - x3 est 3 x 2dx,  il faut que je prépare ma
différentielle de manière à avoir 3 x 2dx  dans le numérateur ;

pour cet effet , je récris ainsi

est / ( a3 •+ x 3) -j - C.
r

3 x2d x
âï + xï  ' dont l’intégrale

r
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d x \ — I dx

Pareillement / — — — / - - — . — -—- — — Ifa — x)

C — o — / ( a — x ) C — 11 — l ( a — x ) C z=z
l —--j - C.  De même f ——

j l ( a a -f- x x) -f - C — li/ ( aa -\- xx) -j - C.  Enfin
a n b x" ~ ' dx

bn

2 X d X

r itx"~' dx __ r
J l _J_ U v« — Jk -̂ - bx " 1 b n k b xn

"4 “ £ XZ / ( k  *4 “ b x n ) b n —|— C.

~ = ' <* + »*• )

Voici un exemple de !a manière de déterminer ces inté¬
grales en nombres . Supposons qu’on demande la valeur de
l ( a x) (a étant 5 ) , lorsque x = 2 . C’est donc Ij  qu ’il
faut avoir . Je prends dans les Tables ordinaires le loga¬
rithme de 7 , qui est 0,8450980 : je le mutiplie (113)  par
2,30258509 ou 2,3025851 , ôt j ai 1,9459100 ou 1,94591

pour la valeur de / (u -f - x) ou de l’intégrale de , lorsque
a ~  5 , & x = 2.

On rencontre , quelquefois , des différentielles qui
s’intègrent directement par logarithmes, quoique ce¬
pendant elles ne puiffent pas être préparées comme

les précédentes ; par exemple ^  est dans ce
cas. On réussit quelquefois à leur donner la forme
de différentielle logarithmique , en effayant de les
multiplier par une fonction de x, telle que le pro¬
duit devienne la différentielle de cette fonction , 011
cette même différentielle multipliée ou divisée par
un nombre constant. Alors en divisant par cette même
fonction , la différentielle feroit évidemment une dif¬
férentielle logarithmique.
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d x

En appliquant cette réflexion à ) - je la multiplie

par x + i/ ( * * — i ) , &j’ai , _ - . +dx,  qui est en
\/ { x X — l)

effet la différentielle de x + 1/ ( x * — x ) ; ensorte que j’ai

/ -7T1 —-i = /— -P ^ Âzzl \ x -\- V(xx - i ) \ -{- C.
' \/ (xx —\ ) J x ^ ( xx — I ) L ‘ > 'J 1

On trouvera de même l’intégrale de
d x en

1/ ( 1 — x x)

multipliant d’abord haut & bas par i/ ( — 1 ) , ce qui donne

~̂ - i) ’ ^ 0nt *'* nt ®g ra' e > selon ce qu’on vient devoir,

est |/ ( — i ) / [ x -}- i/ ( xx — 1 ) ] + C.

115. Nous avons promis (83)  d ’expliquer com¬

ment il arrivoit que la règle fondamentale de l’in-

tégration des monômes , donnoit une quantité infinie

pour l’intégrale de tandis que cette intégrale a

pour expression lx y ou du moins Ix -f - C.

L’intégrale de ~  peut être finie ou infinie, selon

la portion qu’on veut en avoir. Pour éclaircir ceci,

remarquons d’abord que prendre l’intégrale de — ,

n’est autre chose que quarrer l’hyperbole ordinaire,

considérée par rapport à ses asymptotes. En effet,

l’équation de cette courbe est xy — aa,  ou xy = 1

en supposant, pour plus de simplicité, a — i . Or

de cette équation on tire y = 1- ', donc l’élément ydx

de la surface, devient — : donc si l'on veut avoir
L 4
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les espaces comptés depuis l’asymptote A Z (Jìg. ^cj),
Tintégrale de —  ou lx + C doit être telle qu’elle
devienne o , lorsque le point P tombe au point A,
ou lorsque * = o ; ona  donc alors lo + C — o,
& par conséquent C — — lo;  donc l’intégrale est
Ix — lo  ou l ^; c’est-à-dire, que les espaces ZAPMF
comptés depuis l’asymptote sont infinis, Z Sc F
étant supposés les extrémités de l’asymptote Sc  de
la branche correspondante de l’hyperbole ; ce qui n’a
rien de surprenant.

Mais si, le point O étant le sommet de "hyper¬
bole ( auquel cas l’absciffe correspondante A N = i ) ,
on veut avoir les espaces comptés depuis le point N;
alors Tintégrale lx  4 - C doit être telle qu’elle de¬
vienne zéro , quand le point P tombera fur le point
N , ou quand x — i ; on a donc / 1 -f- C = o , S>c
par conséquent C — — lx = o ; donc les espaces
N OMP font exprimés par lx.

On voit par-là , i °. que les logarithmes que donne
immédiatement le calcul, expriment les espaces hy¬
perboliques compris entre l’asymptote & la courbe,
& comptés depuis le sommet O de la courbe. 20. Que
si Tintégrale de ou x~ ' dx,  prise d’après la règle
fondamentale , est infinie, c’est qu’elle exprime les
espaces comptés depuis Torigine des asymptotes.
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12.6. Pour donner quelque application des inté¬

grales par logarithmes , proposons-nous la construc¬
tion des cartes réduites.

Ces cartes ont été imaginées pour faciliter la ré¬
duction des routes , dans la navigation. La route que
l’on fuit ( au moins pendant un certain temps) , est
toujours dirigée suivant un même rhumb de vent ;
& par conséquent , fait toujours le même angle avec
chaque méridien que l’on traverse successivement.
D’où il suit que si l’on vouloit tracer cette route sur
les cartes ordinaires , oh les méridiens concourent

en un point , elle seroit une ligne courbe , & par
conséquent peu commode pour les opérations que
l’on a besoin de faire. On a préféré de représenter
les méridiens par des lignes droites parallèles , asin
que la route qui fait un angle constant avec ces mé¬
ridiens , fût une ligne droite.

Mais, en supposant que A M P , amP  ( fig. io)
sont deux méridiens ; A a une portion de l’équateur,
comprise entre ces deux méridiens , & Mm la por¬
tion correspondante d’un parallèle quelconque ; on
voit que l’intervalle M' m'  qui représente,
alors, l’arc Mm, est de même grandeur que A' a'  qui
représente la portion correspondante A a de l’équa¬
teur , quoique M m soit plus petit que Aa^  dans le
rapport de P' M k CA ; ce qui est facile à voir en



menant M P' , mP' , A C & a C perpendiculaires à
CP ; car ces lignes forment avec les arcs A a , &c Mm,
des secteurs semblablesCAa &c P M m.

Pour compenser l’augmentation que l’on donne
à M m,  en le représentant sur la carte , par M' m,
on représente la latitude AM,  par une ligne A' M'
plus grande à l’égard de A'a' , que A M ne i’est à
l’égard de A a;  plus grande , dis-je , dans un certain
rapport ; & c’tst ce rapport que nous nous proposons
ici de déterminer.

Soient donc M & R deux points infiniment voisins
fur le méridien A M ; Mm , Rr  les deux portions
correspondantes de deux parallèles. Si l’on veut re¬
présenter Mm, R r par des lignes M1 m' , R' r'  égales
à celle A'a'  qui représente A a , i! saut rendre l’inter-
valle infiniment petit M'R', qui séparera M1 m' & RV,
le rendre , dis-je , d’autant plus grand à l’égard de MR,
que Mm  est plus petit à l’égard de Aa ; c ’est-à- dire,
qu’on doit avoir M' R! \ MR \ : A a : Mm \ ; CA
: P ' M : : le rayon , est au cosinus de la latitude AM.

Nommons donc la latitude A M, s ; la droite A'M'
qui la représente sur la carte ( & qu’on appelle la
Latitude croissante) , nommons - la / . Posons le rayon
CA ou CM = i ; CP'  ou le sinus de la latitude
A M = x.  Nous aurons P1 M = y' ( i — •** ) ;
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d x Donc dJ  : d x

= dS = Z _ xx y Ui . _ xx ) ..

I : J/ ( 1 — xx ) ; & par conséquent ds' — t j? -xx.

II s’agit donc , pour avoir s' , d ’intégrer la valeur

de ds', c’est-à-dire , . Or nous avons vu ( m)

que , venoit de la différenciation de l
* + *
a — xl

ï x
X >donc —ïd ^—, vient de la différenciation de / [

& par conséquent l’intégrale de t _*x~i ^ni est la

moitié de t , sera ~l  on aura donc

s' = '- l * =l >/ ; intégrale à laquelle il

n’y a point de constante à ajouter , parce que lors¬

que x = o , l \/ ( ) , devient / j/ j , ou / 1,

c’est-à-dire , o ; or s' , ou la droite A' M!  doit en effet

être alors zéro , puisque l’arc A M quelle représente
est zéro , quand x est zéro.

Observons , maintenant , pour rendre cette ex¬

pression plus commode , que le rayon 1 , est le sinus

de 90° ; & puisque, par x,  nous avons entendu CP
ou le sinus de la latitude A M , nous aurons donc,

au lieu de s1— l  J/ ( ) , cette autre équation ,

'' = v  O , (Gion,.  rS6)
fin. 90° -+• fin . A M : fin. 90° — fin . A M "
tang. ( 45° + jAM) : tang. ( 450 — { A M ) ;
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tang . ( 45 » -f- 1 A M)sin . yc>» + sin . A M
tang . ( 45

tang . ( 45 ° + '- A M)
t*ng.,‘ang . ( 4í

\AM) : 1 A M ) (

,) • MaIs tanZ' (45°
3 — {AM ) (Géo¬

métrie  280 ) . D’ailleurs cotang. (45 0 — h A M ') = s
tang. (45 0 + ±AM ) , parce que 450 — {AM  est
le complément de 450 + {A M , puisque 450 —.
jAM=  ç)0° — 450— {A  M ; on a donc tang.  45°
— \AM : 1 : : 1 : tang. (4 ; ° + {AM) ; donc

tang. (4 ; ° — {AM) = tang.~(4̂ '°’+ T aM) ’
tuant cette valeur dans / , on a s1— Log. \/  f (tang.  4 50
+ ± AM) 1] , c ’est-à-dire , s' — log. tang. (45 ° -f-
7 A M ) , ou s 1 — log . cot. (45 0 — - AM ') . Or
450 — \AM  est la moitié de 90° — A M,  qui est
le complément de la latitude ; on a donc enfin, la
latitude croissante s' = log. cot. ( j - complément de la
latitude).

On prendra donc , dans les Tables ordinaires , le
logarithme de la cotangente de la moitié du com¬
plément de la latitude , & l’ayant multiplié ( 1x3)
par 2,30258509 , le produit fera la latitude crois¬
sante, exprimée en parties du rayon.

Mais comme il est plus commode d’avoir la lati¬
tude croissante, exprimée en degrés, voici comment
on la déterminera. Nous avons vu ( 111 ) que la
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longueur de la demi-circonférence d’un cercle dont
le rayon est 1, est 3,1415916 , Sec.  Ce nombre étant
divisé par 180 , donne 0,0174533 pour la longueur
d’un degré. II n’y a donc qu a chercher combien de
fois ce nombre est contenu dans la latitude croissante

que nous venons de déterminer ; c’est-à-dire , diviser
cette latitude croissante, par 0,0174533 ; le quotient

exprimera la latitude croissante , en degrés. On a
donc la latitude croissante, exprimée en degrés , par

à ) Mais en dIvIfant
0,0174533

2,302,58509 , par 0,0174533 , on trouve , pour quo¬
tient , 131,9283 en se bornant à quatre décimales.
Donc pour avoir la latitude croissante, exprimée en de¬
grés, il faut prendre dans les Tables ordinaires, le lo¬
garithme de la cotangente de la moitié du complément de
la latitude, 6*le multiplier par  131,9283 . Le produit
fera le nombre de degrés Sc  parties de degré de la
latitude croissante.

Par exemple, si je veux avoir la latitude croissante
qui convient à 40° de latitude simple , je prends la
moitié du complément de 40°; c’est-à-dire , la moitié
de 50° , ou 250. Le logarithme de la cotangente de
25° , est 0,3313275 ( *) , qui étant multiplié par

( *) Comme nous avons sup¬
posé le rayon , égal àTunité , il
faut diminuer ces logarithmes de
tangente , du logarithme du

rayon, qui est 10,0000000; c’est à-
dire , ôter to , de leur caractéris¬
tique.
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131,9183 , donne 43,711 3, c’est-à-dire , 43° , 7113,
ou 430 43 '. C’est ainsi qu’on peut calculer des Tables
de latitudes croissantes.

117. Cest par un calcul à peu près semblable,
que l’on peut déterminer la différence en longitude,
lorsqu’on connoît la latitude d’arrivée , celle de dé¬
part , 5c le rhumb de vent . Voici comment on y
parvient.

Soit O QM (Jìg. óz ") la route qu’on a suivie; Q le
point de départ ; OA l ’équateur ; A M P Sc amP
deux méridiens consécutifs, infiniment voisins l’un
de l’autre. En imaginant Tare Mm,  parallèle à l’équa¬
teur , le triangle infiniment petit mMr  fera rectiligne
Sc  rectangle en m.; par conséquent, on aura mr  ;
Mm 1 ; tang. mr M,  en supposant toujours le
rayon — 1 ; donc Mm = mr  x tang. mr M.  Or
si l’on compare la figure 52 à la figure 50 , on a
(selon ce que nous avons déjà vu dans la question
précédente ) M m ; A a cof. lat. • 1 , c’est-à-dire,
mr  X tang. mr M \ A a \ \ cof. lat. ; 1.

Nommons donc x,  le sinus de latitude A M ( fi¬
gure 5z ) ; son cosinus fera 1/ ( 1 — * .r ). L’arc mr
qui est la différence des deux latitudes ar Sc A M,
fera la différentielle de l’arc A M , Sc  aura pour ex¬

pression ^ (/J . X-Xj ( 12 .6 ). Nommons de plus , <2,
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sangle mr M que la route fait avec le méridien , ou
le rhumb de vent ; & la différence B A de lon¬
gitude , ce qui donne A a — d^; alors la proportion

que nous venons de trouver fe change en y ^ ^_xx~)
tang. a \ d{ V (1 — xx) : 1 ; d’où l’on tire
dz = tam . a . ———. Mais nous venons de voir,

dans la question précédente , que l’intégrale de
d X— , étoit ~ l 1 * ; nous aurons donc z =xx ’ 2 i — « r.

{tang. a . l \ ^ xx + C.

Pour déterminer la constante C; observons que
lorsque ^ — 0 , c’est-à-dire , au point de départ , la
latitude AM,  devient la latitude B Q du départ.
Nommons donc t cette latitude. II faut donc que la
constante C soit telle , qu’en mettant t pour x , on

ait 1 =  o . On a donc o = ^ tang. a . I ■-f Cy

& par conséquent C — — { tang. a . I |
Donc z ==  t tans,, a . I I-Ì _í — é tana. a . I l-~*~ ‘ —

“»«•“( t ■''Aï,—'■1 rï-Q= -- b y'(i ì -ì)

Or en raisonnant précisément comme dans la ques¬

tion précédente , nous trouverons que l/ Q [t *) se
réduit à cot. compliment  de A M ) ; & par la même
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raison \/ jj -Q , se réduit à cot. ( \ compliment  de
B Q ) ; donc i , ou la différence en longitude , = :

lang . a \_log . cot. ( - compliment de latitude d 'arrivée}  —

log . cot. (i compl . de lat . du départ } } ; ce qui donne

une règle fort simple, pour trouver la différence en
longitude, soit par les Tables des latitudes croissantes,
soit par les cartes réduites, quel que soit d’ailleurs le
rhumb de vent.

Par la Table des latitudes croissantes . . .

Cherche£ la latitude croissante , qui convient à la latitude

d 'arrivée . Faites la même chose pour la latitude du départ.

Prene { la différence de ces deux latitudes croissantes , &

muldplieç -la par la tangente du rhumb de vent . Fous

aure £ en degrés , minutes , &c. la différence en longitude.

Par LES Cartes réduites . . . Chercheç fur le mé¬
ridien , la latitude d 'arrivée , & celle du départ . Éleve^

par Vextrémité de chacune , une perpendiculaire qui ren¬

contre la route prolongée . La différence de ces deux per¬

pendiculaires , portée fur Céchelle des longitudes , vous don¬

nera en degrés , minutes , &c . la différence de longitude.

En effet, 4 Q ( fig. Jj}  étant le méridien; OL
la route; A Q , A P,  les deux latitudes croissantes;
P  Q ou R T  est leur différence ; or dans le triangle

rectangleS R T,  on a i : tang. T R S :: R T : TS ;
donc
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donc T S = R T x M/zg. T RS ; or R T est la diffé¬
rence des deux latitudes croissantes, & l’angle TR S
est égal à l’angle de la route avec le méridien.

La ligne courbe Q M (/ §. J2 ) qui marque la route
du vaisseau fur la surface du globe , s’appelle Loxo-
dromie.

A quelque endroit de la route que l'on suppose le
point M , le triangle Mrm  a toujours les mêmes
angles , puisque l’angle mr M est toujours le même,
& que sangle m est droit ; il y a donc toujours même
rapport de Mr k mr,  que du rayon au cosinus de
sangle mr M que nous avons appelé a.  Donc le
nombre de lieues courues suivant QM,  est au nombre
de lieues courues en latitude , c’est-à-dire , au nombre
de lieues de 1M , comme le rayon est au cosinus du
rhumb de vent. Ce qui sert à déterminer la différence
en latitude , quand on connoît le rhumb de vent &
le nombre de lieues de la route. Cette même pro¬
portion sert aussià trouver le rhumb de vent , quand
on connoît la différence en latitude & le nombre de
lieues de la route . Bien entendu qu’on réduit en
lieues, les degrés de la différence en latitude , à raison
de 20 lieues pour un degré.

Marine, Mécaji, l rc. Partie, M
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De la marìàrt de ramener ( lorsque cela tjl possible  )

l 'intégration d 'une différentielle proposée , à celle d'une

autre différentielle connue , & de distinguer les cas où

cela se peut.

128. Nous nous bornerons à exposer la méthode sur les
différentielles binômes ; il fera aisé , ensuite , d’en faire l’ap-
plication aux différentielles plus composées.

Supposons , d’abotd , que la différentielle proposée , est
hx Sdx (a -j - bx")P, & que xmdx ( a + bx")P est celle
dont elle doit dépendre ; c’est- à-dire , supposons d’abord que
les deux exposons du binôme soient les mêmes.

On supposera fhx ’dx { a bxn)P — ( -r ff- ÌA.'“)f + 1
( Ax 1 + Bx k+ 1 + Cxk + -f - . . . Px k + ■? ) +
sRx mdx ( a -j - bx")p; h & q étant des exposons inconnus;
/ , un nombre entier positif ; A , B , C, P , R &c . , des
coëstîciens constans pareillement inconnus. En différenciant,
on aura hx‘dx (a -j - bx") f z= ( p -f - 1)nbx n~ ’dx (a -f bx*)?
( Ax 1 + Bx k + » + Cxk + . . . + Px k + '? ) +
(ji bx"-)e+ ' (k A xk~ 'dx ( A 4" ?) B xk+ i ~ 'dx 4-
(À:4" 2 q) Cxk+ -ì ~ ‘dx . . . -\- { k -ì- tq ) P xk+ rì ~ ‘dx) -f-
Rx mdx (a -\- bxn)P,  ou en divisant tout , par [a bx')Pdx,
on aura hx ‘ — (p -j - i ) nbx "~ ' ( Ax k -j - B xk+1 4-
Cx k+ -i - 4 - Px k+ ti ) 4 - ( j 4 - bx") ( kAx k~‘  4-
( * -f q ) Bx k+ *-‘  4 - {k + iq ) Cxk^ - ‘ . . . 4-
{k 4- t q ) Px k+ 'ì - ‘ ) 4 - Rx ".

Pour que cette équation puisse avoir lieu , indépendamment
de toute valeur de x,  il faut qu’après les multiplications &
la transposition faites , la somme des quantités qui multiplie¬
ront une même puissance de L , soit zéro ; c’est par cette
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condition qu’on déterminera les coëffìciens A , B , C , & c.
mais il faut , pour cela , que le nombre des puissances de x,
qui entreront dans cette équation , ne surpasse pas le nombre
de ces coëffìciens.

Or le nombre de ceux-ci est t -{- a , comme il est aisé de
le voir : voyons donc quel fera celui des puissances de
Pour cela , il stous faut déterminer k 8c q.

Comme les exposans k 8c q font indéterminés , voici com¬
ment on les déterminera , k — i est le plus petit exnofant
indéterminé qui fe trouvera dans l’équation ; on régalera à
m ou à s , selon que m ou s fera le plus petit exposant . Le
plus grand exposant indéterminé qui fe trouvera dans Inéqua¬
tion , fera ( ainsi qu’il est aisé de le voir ) , k -{■t q n — i ;
on l’égalera à t , si on a égalé k — i à ib;  ou à m , S
on a égalé k — I à s.

Supposons k — 1 — m ; on aura donc k -j - t q -f - n —•
1 — s.  Cela posé , pour que l’équation ne renferme pas
plus de puissances de x , qu’il n'y a de coësscìens indéter¬
minés , il faut que les exposons de x , dans cette équation,
forment aussi une progression arithmétique dont la différence
soit q , ce qui ne peut manquer d’avoir lieu , dès qu'on a
supposé í - 1 = m, i a - 1 - j , & t un
nombre entier positif. Or le plus grand terme de cette pro¬
gression étant k tq n — i , & le plus petit , k — i,
il est aisé de trouver ( Alg.  131 ) que le nombre des termes
de cette progression , est - -- - - -- -j- 1,

ou * n —j —1 ; il faut donc que ^ ” -f - 1 — / 2 f
& par conséquent q — n ; substituant pour q & k , leur

M 2
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valeur , dans l’équation k tq -\ - n — i —s,  on aura tn +

m + n = í, & par  coníequent t = - -- —>-■ i ;

donc la réduction d’une différentielle à l’aiitrc , fera possible,
si la différence s — m des exposons de x hors des deux

binômes , divisée par l’exposont de x dans le binôme , donne un

nombre entier positif ; & alors on supposera fx ’dx (a + éx ' )r>

- ( a + bx *)r + ' ( ^ *"' + ‘ + dx” + " + ' + C*“ + *«+ *

-f - . . . P xs~ " + 1) -}- f R xmdx ( a -J - è )p ; & pour dé¬

terminer les coëfficiens A , B , C, P , R, &c . après avoir

différencié , divisé par ( 2 -f - bx n )i>dx, & fait les opéra¬

tions qui se trouveront indiquées , on transportera tout dans
un même membre , & on égalera à zéro , la somme des

quantités qui multiplieront une même puissance de x , ce

qui donnera autant d’équations qu’on a de coëfficiens indé¬
terminés.

129. Mais si l’on y fait attention , on verra que dès que

fx sdx (a bx " )r dépend de fx ndx ( a -(- bxny,  réci¬

proquement celle- ci dépend de la première ; or en procé¬
dant,  comme ci-dessus, pour réduire sx mdx (fl + bx n)p  à

fx ’dx (fl + bx n)p,  on trouvetoit qu’il faut que - ~  •

soit un nombre entier positif ; & qu’il faut supposer

fx mdx { a + bx n )p = ( fl + bx " )p+ ' ( Ax ’+ ' +
Bx s+ " + ' -f &c. + Px m~ n+ ' ) + sRx ‘dx ( a -+ - bx ")r;

donc soit que s soit plus grand ou plus petit que m,  pourvu

que i , ou ” donne un nombre entier positif, on

pourra toujours ramener Tune de ces différentielles à l’autre,

en mettant pour premier exposant de x , dans la fuite

Ax k -f - Bx k+ i íkc. , le plus petit des deux exposons m

& s,  augmenté d’une unité , & prenant pour q,  l ’exposont
de x dans le binôme.
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Par exemple , si l’on veut réduire xAdx ( bb — x x ) 2 j

à dx ( bb —xx )* , qui dépend de la quadrature du cercle ;
je vois que s — m est ici 4 — o , lequel divisé par n , c ’est- à-
dire , 2 , donne 2 , nombre entier ; donc la réduction est pos¬

sible ; & puisque la formule t — -— — 1 donne t = 1 ,

que d’ailleurs le plus petit exposant m — o , je mettrai donc

1 pour h ; je ferai donc / x4ix (bb — xx) 2 — (bb — xx)  »

(Ax -j- Bx 3) -J - sRdx ( bb — xx) 2 ; alors différenciant,

divisant ensuite par (bb — xx ) *dx, & transposant , j’aurai
o = Ab b — Ax 2 — 3 Bx 4

+ R + 3 Bbbx 2 —  x 4
— 3 Ax 2 — 3 Bx 4 ;

d’où l’on tire — 6 B — 1 = 0 , — 4 A ^ Bbb — o ,
A bb -j - R =3 o ; donc B — — ^ , A — — i bb , R — ^ b*;

2. I
donc sx *dx (bb — xx) 2 — (bb — xx) 2 ( — ^bbx  —
j x 3) -j - j b* sdx / (bb — x x ) -p- s.

II est donc facile , par cette méthode , de trouver des
différentielles qui se rapportent à une différentielle donnée,
& par conséquent , celles qui fe rapportent à la quadrature
du cercle , de l’ellipse , & à celle de l’hyperbole ; différen¬
tielles dont il est facile de trouver les différentes expressions,
par le moyen des différentes équations de ces courbes.

130 . Remarquons , en passant , que cette méthode donne
aussi les différentielles binômes intégrables ; en effet , chercher
parmi les différentielles binômes telles qu ehx ’dx (a -j - bx a)f ,
quelles font celles qui font intégrables , c’est chercher celles
qui dépendent de Rx n~ 'dx ( a -4 - bxn)r,  que nous avons
vu ( 90 ) être intégrable immédiatement ; or il résulte de ce

M 3



Cours

qui précédé ( r28 ) , que s--doit être un nombre

entier positif , c’est- à- dire , que — 1 doit être un nombre

entier positif , ce qui s’sccorde avec ce que nous avons dit (91).

iji.  Supposons , maintenant , que les deux bi¬
nômes qui entrent dans les différentielles dont il s’agit
ici , aient des exposons difïérens; en sorte que la diffé¬
rentielle proposée soit hx ’dx (d bx"y, & celle
à laquelle on veut ramener celle- là , soit xmdx (a +
bx ny , p ayant une valeur numérique plus petite que
celle de r. Si r est positif, on changera la différentielle
hx 'dx {a -ir bxn')\  en cette autre hx'dx (a -f - bxny~ f
X [a -{• bx"y.  Alors sir — />est un nombre entier
positif,  on pourra réduire hx ’dx ( a -f bx " ) r~r
(a + bx ny  en une fuite de termes de cette forme
{A 'x’ + B'x’+ " + Cx ’+ Ï" + &c . ) dx ( a +
bx")p, dont chacun peut être ramené à xmdx (íz +
bx") p par la méthode précédente , sir — m peut
être divisé par /z; & pour y ramener la totalité , on
appliquera mot à mot ce qui est prescrit par cette
méthode , en prenant , pour ce que nous y avons
appelle s , le plus grand exposant de x dans la valeur
développée de hx ’dx + bxny~ F.

?
Par exemple , si j’avois fx ' dx ( bb — xx ) 1 à réduire à

six ( b b — xx ) 1 , je changerois / x ' dx {bb — xxs  en
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fx *dx ( bb — xx ) ( bb — xx ) * ou / ( bbx rdx — x*dx)

(bb — alors ce que je dois prendre pour s,  est 4.
Je suppose donc , conformément à la méthode , J ( bbx 1dx  —

x*dx ) {b b — xx ) * — (bb — xx )1 (Ax -f - B X* ) -p

fRdx ( bb — xx ) *.

Si au contraire la valeur de r est négative , on
préparera la différentielleà laquelle on veut rapporter
la proposée , on la préparera , dis-je , de cette ma¬
nière , xmdx Ça + bx ^y - ' X ( <r -f- bxny;  alors st
p — r est un nombre entier , comme il fi?ra néces¬
sairement positif ( puisque nous supposons r négatif,
& plus grand que p , quel que soit d’ailleurs /p) , on
pourra réduire xmdx (s + bxny~ T Ça + bxn)r à
une fuite finie de termes de cette forme (A ' xm +
B' xm+n + C' xm+ *n + &c . ) Ça + bxn) r. Alors on
agira , comme s’il étoit question de réduire cette der¬
nière à la forme x’dxÇa + bv") r; c’est-à-dire , qu’on
opérera d’une manière toute semblableà celle que nous
venons de prescrire dans le cas oìi r étoit positif.

Par exemple , s’il s’agilfoit de réduire gx ~ *dx (a a -f -k ) ' 2

à dx ( aa + xx ) ~ 1 ou - ■ , qui ( t 11) s’imègre par

un arc de cercle dont * est la tangente , & a le rayon ; je
changerois /̂* 'a a -f - x x) ~ 1 en (aa -}- xx ) dx (aa -f - xx )- 2,
& comme le plus petit exposant hors du binôme proposé,
est — 2 , je supposerois f R ( a a xx ) d x ( a a -j - xx )~ 2
— (aa 4-xx ) “ ’ (Ax ~ 1-\ - Bx) -f - fgx - ^dx (aa + xx ) - \ .

M 4



Cours

Et j’acheverois comme ci- dessus, pour déterminer les coëf-
ficiens A , B tk R.  Alors , par la transposition , on auroit
la valeur de fgx ~ -dx ^ aa -f - xx )~ 2 , dans laquelle je
réduìrois ensuite R ( aa -j - xx ) dx ( aa  4 - ara;) -1 , à
Rdx ( aa + ara : ) - -.

Des Frachons rationnelles.

132. Toute quantité différentielle rationnelle , est
toujours intrégrable , ou algébriquement , ou par
des arcs de cercle, ou par des logarithmes , ou
par ces trois moyens à la fois, ou par deux seu¬
lement.

Elle est toujours intégrable algébriquement , lors-
qu’elle ne renferme point de dénominateur variable ,
á moins que ce dénominateur ne soit monome , en ex¬
ceptant feulement dans ce dernier cas, la circonstance
où le dénominateur ne feroit élevé à d’autre puissance
que l’unité : c’est ce que nous avons vu ( 83 ) .

II nous reste donc à voir la vérité de notre propo¬
sition , dans les autres cas; c’est-à-dire , dans les cas
où la différentielle proposée a un dénominateur ra¬
tionnel complexe.

Nous  supposerons que dans le numérateur de la
fraction différentielle proposée , la variable soit moins
élevée que dans le dénominateur . Si elle n’étoit pas
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dans cet état , on l’y ramèneroit en divisant le numé¬
rateur par le dénominateur , jufqu’à ce que la puis¬
sance restante sût plus petite que dans le dénomi¬
nateur.

Par exemple , si j’avois à intégrer 3 a x + xx’

commencerois par diviser x’dx  par xx -̂ - yax -j - a a;  j ’au-
rois xdx  pour quotient & — 3 ax d̂x — a a xdx  pour
reste ; je diviscrois encore ce reste par le même dénomina¬
teur , & j’aurois — 3 adx  pour quotient , & -f- 8 a3xdx -j-

3 a d̂x  pour reste ; alors , au lieu de 3a * -t- * * * Ie

prendrois xdx — yadx -j- Sa ^xdx +  3 a^dx
a a +  3 a x + xx*

Pour découvrir par quel moyen nous pourrons in¬
tégrer les fractions différentielles rationnelles , rappel-
lons-nous que la différentielle du logarithme d’une
quantité , étant la différentielle de cette quantité , di¬
visée par cette quantité même , c’est-à-dire , étant tou¬
jours une fraction, il est assez naturel de soupçonner
que l’intégration des fractions rationnelles pourra sou¬
vent dépendre des logarithmes. Prenons par exemple
zal {a -\- 2 ) — lal Çia + x ") ; en différenciant,
nous aurons - - ou en reduiiant au

mcme dénominateur , - ———- . Or , il est clair
' 2aa * 3 « i + u

que pour intégrer cette fraction , il n’y aurait autre
chose à faire qu’à la décomposer en deux fractions,
dont l’une eût pour dénominateur a + x , 8c  l ’autre
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z a -f - * ; 5c dont les numérateurs seroient des nombres
constans multipliés par dx;  ces deux fractions s’inté-
greroient alors par logarithmes.

133 . II est donc assez naturel de tenter , pour inté¬
grer ces fortes de fractions, de les décomposer en au¬
tant de fractions simples , que le dénominateur peut
avoir de facteurs , & dont chacune ait pour dénomi¬
nateur un de ces facteurs; c’est en effet la méthode que
l’on peut & que l’on doit suivre , lorsque tous les fac¬
teurs dont le dénominateur a pu être formé font
inégaux.

134 . Mais lorsque parmi les facteurs du dénomina¬
teur , il s’en trouve qui font égaux entre eux ; alors
on ne doit pas s’attendre que la méthode ait du succès,
parce que l’intégration ne peut dépendre entièrement
des logarithmes.

En effet , si l’on avoit , par exemple , ^ +*7^  dont
le dénominateur a deux facteurs égaux a -\ - x & a -|- x,
on trouveroit (89)  que l’intégrale de cette quantité,
ou de Ion égale dx Ça  4 - 2 est — Ça x ')- 1 C
qui ne dépend point des logarithmes. Mais on voit,
en même temps , que si l’on différencioit une quantité
telle que -f- “Lai Ça -b x ) z a l Ç2 a x ) —■

*1 ( 3 a 4* •* ) > on auroit ( ■* aarlr +  ïadjc + 20* a + X 2 a -t- x
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_ ou - -1ÍIL-
■} a + x ( a + xy ' za + x 3 a -h x

en réduisant tout au même dénominateur , . .

ou

10a *dx  4 - zèa ^xdx + i -ja ^x -dx 4- zax ^dx r  rv-—■ ,- v . - . , > y fraction qu2 «

pour être intégrée , n’exigeroit autre chose que d’être
ramenée à -,a a x •+■ c a

{a 4- xf
dx  4- -1 2

a d x

3 a -+• x , c’est-à-

dire , d’être décomposée en trois fractions , dont la
première eût pour dénominateur tous les facteurs
égaux , & dans son numérateur toutes les puissances
de x , moindres que la plus haute puissance du déno¬
minateur : à l’égard des deux autres fractions, elles
auroient pour dénominateur , chacune , un des facteurs
inégaux , & n’auroient aucune puissance de x au nu¬
mérateur . C’est ainsi, en esset, qu’on peut intégrer
toute fraction rationnelle ; & c’est ainsi que nous le
pratiquerons , du moins lorsqu’il n’y aura pas de fac¬
teurs imaginaires dans le dénominateur ; cas que nous
examinerons après.

Ainsi (« + h + ci>+ , nK X )dx , r
—— représentant,

( M  4 - N x  4 - Px 1 4 - . . . Tï " )

en général , toute fraction rationnelle ; si l’on suppose que
le dénominateurait un nombre m de facteurs égaux à jt + g,
un nombrep de facteurs égaux à x -j- h , &c . , & un nombre
quelconque de facteurs inégaux , & représentés par x + i,
x -{- q , x -J- m, &c . , auquel cas la fraction proposée sera

_ ( * + l>x + cx *+ . . . kx -' - ^ dx _ &
(* + g) m(* + h )FX &c . (x ■+ ■i) (x + q ) (x + m) ' ■’
il faudra, pour intégrer cette fraction , supposer. . . . . . .
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(a + bx + ex* + • • • kx " - ' ) dx
(x + g) m(* + h )* X (x + i ) {x + q) (x + m) x &c.
_ A x m~~ ' d x B x m ~ 2d x .4 - R dx +

o , LIx
' &c - + m +

~ ^ *  4 " ~ 4 “ &c. , A , B , C, &cc. , étant des coëffl-

ciens constans & indéterminés . Alors , si par quelque moyen

( * + g) m
A ' xp- 'dx  4 - B’xP- '-dx - 1- . . . R ' dx

( * + h y

que ce soit , on détermine ces coéfficiens , il fera facile savoir

l’intégrale . Cela est évident pour les fractions simples y ——-- ,
— —— , ^ x , &c . , dont l’inteerale est Ll  f Zc 4" r ) ,x -i- q 1 x + n 7 ’ 3 ' I/»
■Ml( x -j- iq) , ?. l ’égard des ftactions
Ax m~ ' dx  4 - Bx m~ ï dx + . . . R dx  ,-7 - j- r- , on fera , pour plusC* + g) m

de simplicité , x 4 " g — í > ce  qui donnera x ~ { — g,
& dx = . d Substituant ces valeurs , on réduira la totalité

à une fuite de monômes faciles à intégrer , & dont un seul

fêta de la forme ~ , c ’ect à.dire , s’intégrera par logarithmes.

De même , pour les termes . . . .
A 'x? - ' dx  4 " B'xP ~ *dx  4 - . . . R 'dx

( * + ày , on fera x -j - h = ç.

Ainsi , il ne nous reste que deux choses à examiner ; la
première , comment on trouve les facteurs du dénominateur
de la fraction différentielle proposée ; la seconde , comment on
trouve les coëfficiens indéterminés.

135 . Pour trouver les facteurs du dénominateur,
il faut fe conduire comme pour résoudre l’équation
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qu’on auroit en égalant ce dénominateur à zéro ; puis¬
que (Alg.  178 ) résoudre une équation , revient à
chercher les facteurs binômes dont la multiplication
a produit cette équation. Ainsi, il faut employer les
méthodes données (Alg.  193 &suïv .') .

136. Quant à la manière de trouver les coëfficiens
A , B , C;  ce qui se présente de plus naturel , est
de réduire au même dénominateur toutes les fractions
où ils entrent ; alors les deux membres de l’équation
formée de la fraction proposée & de ces nouvelles
fractions , ayant le même dénominateur , on peut
supprimer ce dénominateur de part & d’autre , &

' ayant transposé tout dans un seul membre , il faut
pour que l'équation ait lieu , indépendamment de toute
valeur de x,  il faut , dis- je , que la somme des termes
qui multiplieront une même puissance de a- , soit zéro.
Cette condition donnera autant d’équations qu’on a
de coëfficiens indéterminés , & qui serviront à dé¬
terminer ces mêmes coëfficiens. En voici des exemples.

Proposons-nous d’intégrer
__ d x _ Adx  B dx
a a — xx a -+- x a — x

TT—Ji ' Ì e Opposerai
, puisque les deux fac¬

teurs du dénominateur a a — xx,  font a ct- x &
a — ar . Alors , réduisant au même dénominateur,

~- - Tx - - - - — ' suppn-
iai

mant le dénominateur commun , divisant par dx t



& transposant , j’ai
( 1 +

'aï < — Aa  —
V — B a

+ Ax
Bx

donc i — A a — Ba ~ o , &C A — B — o,
d’où il est facile de conclure A == — , B = — •2 a 7 2a»

nous avons donc — —— =
— dx d x

+ — , dont

l’intégrale est s = n / ( a + * ) _

* ) + c > = h i :~ + c -

Proposons-nous , pour second exemple, la fraction
loa 4dx + ì6a *xdx *+■ \y a ì x'ìdx -+- 3 ax “dx
- ( a i xy { xaA x)  ( 3 a + , )- 7 ^ lie n0l ‘S ^ VONS

eue ( 134) en différenciant + 2 <z/ (a + .r ) —.
a / (3 a -i - x ') . Nous supposerons donc.
ïO a 4 dx ■+- 3.6 x d x -f - ìy a' 1x 2 dx + 3 ax ^ dx (Ax + B ) dx

(-- + XY{?-* + *) (! * + *) — ~JT '+~=‘Y~
-4- , ■f '**—+ , ; réduisant au même dénomi-
nateur , on aura ( après avoir supprimé le dénomi¬
nateur commun , divisé par dx , & transposé) . . .

I0st4 + zGa3 x + 17 az xz + 3 ax 3 = o,
— 6Baa — jBax — Bx 1 — Ax 3
•— 3 Ca3 — GAaax — jAax z — Cx3
•— z D a3 — jCa zx — }Cax z — Dx 3

— 5 Da zx — j\ Dax z
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donc 3 a — A — C — D = ■ o , 17<*2 — B — )Aa
■— }Ca — 4 Da — O , 2 6 a 3 — j B a — 6 A a 1 —
7 Caz — 5 Da z = O, ioa 4 — 6Ba 2 — 3 Ca 3 —
ì. Da? = o , équation d’ovi l’on tirera A = ia,
B — az,C =za,  D = — a;  la différentielle pro¬

posée , se changera donc en —ç ~  “̂ yr— + Ù ~'t *x
— . 1à -  précisément comme on l’a trouvé ci-! « + * ' r
dessus. Les deux derniers termes ont évidemment pour
intégrale lai ( za + x) — al ( 3 a +• * ) ; à l’égard
du terme dx -> je fais a + x = ç,  j ’ai
x = 1 — a , dx = d^ ; j’aurai donc —— a~-) ^5
ou LlíLt — , dont l’intégrale est 2a4 - ou

xal {a 4 - x ) + 7“ ',  j 3Ìnst, l’intégrale totale est
tC ~~ + ral (a -\ - x) + z .al ( za + x) — al ( }a + x') ì
ainsi qu’elle doit être.

137- Cette méthode est générale. Mais on peut
faciliter la recherche des coësiâciens, par plusieurs
méthodes. Par exemple , on peut trouver , indépen¬
damment les uns des autres , les coëfficiens des frac¬
tions simples, en cette manière. Soit la fraction
proposée; hx + a un des facteurs du dénominateur;
& soit P le quotient de M divisé par hx -f - a.  Con¬
cevons décomposé en

A d x Lc alorshx -t * a
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Ndx A dx Qdx ffnous aurons , ou ^ —

■hxA~— + %- ’> donc en réduisant au même déno¬
minateur , & ayant égard à la supposition que P =s
-h ou Px ( ì * + ií) = As , on auraN = AP
4- Q (kx 4- a). Mais en différenciantl’équation
(/u + ií) P = Aí, on a hPdx 4- (kx 4- a ') dP
= dM. Or cette équation , ainsi que l’équation
N— A P 4- Q (hx -\- a) devant avoir lieu pour
toute valeur de x, auront également lieu , lorsqu’on
mettra pour x une valeur quelconque. Mettons donc
pour x la valeur qui donne le résultat le plus simple ;
c’est-à-dire , mettons pour x la valeur — í que l’on
a en supposant le dénominateur hx  4 -a = o;
alors nous aurons hPdx = dM , N = A P.
Mettant dans la seconde, la valeur P — /à aue

donne la première , on a A = ; c ’est-à-dire,
que pour avoir le numérateur A de l’une quelconque
des fractions simples , il faut diviser le numérateur
Ndx de la proposée, par la différentielled M de
son dénominateur , & ayant substitué pour x la va¬
leur que l’on auroit , en égalant à zéro le dénomi¬
nateur de la fraction simple , on multipliera le
tout , par le coefficient de x , dans ce dénominateur
simple.

Par
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Par exemple , pour avoir les numérateurs A & B des frac¬

tions díAl. & —dans  lesquelles nous avons , ci -dessus.

décomposé la fraction — ^ , je différencie le dénomi¬
nateur aa — xx,  ce qui me donne — ixdx . Je  divise
donc le numérateur dx  de la proposée , par — zxdx,  ce
qui me donne — ~,  dans lequel mettant successivement
pour x, — a Sc a (qui sont les valeurs que l’on trouve
pour * , en égalant successivement à zéro , les dénominateurs
a -J - x & a — x des fractions partielles ) , & multipliant
par les valeurs 1 & — 1 , deh,  j ’ai A ^ pour les
valeurs de A & de B,  comme nous Pavons trouvé ci-
dessus.

On peut de même , trouver des règles générales
pour déterminer les cc/éfficiens des numérateurs des
fractions partielles qui ont pour dénominateur le
produit des racines égales ; mais nous ne nous y
arrêterons pas.

138. Quoique les règles que nous venons de
donner pour intégrer les fractions rationnelles, soient
générales; cependant , lorsque quelques-uns des fac¬
teurs du dénominateur font imaginaires, on a pour
intégrale , des quantités composéesd’imaginaires, in¬
tégrale qui n’est pas moins réelle , mais que l’on ne
ramène pas toujours commodément à une forme
réelle. Ce qu’il faut faire dans ce cas , est d’extraire
d’abord du dénominateur tous ses facteurs réels;

Marine, Mícan. l re Partie, N
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après quoi on décompose le reste , non en facteurs
du premier degré , mais en facteurs du second , les¬

quels seront toujours réels (Jtg-  219 ) . Alors pour

chaque facteur du second degré , qui peut toujours
être représenté par ax z -\ - bx -\ - c,  on forme une

fraction de cette forme ^ ^on  déter¬

mine toujours les coëfficiens comme ci- dessus.

139. Si parmi les facteurs du second degré , il s’en

trouve qui soient égaux entre eux , alors on formera,

pour chaque groupe de facteurs égaux , une fraction
A x'1" ~ ' dx -f - B x*n~ *dx Qdx

1de cette forme ( -p bx + c )"

n étant le nombre des facteurs ax z + bx + c , qui

fe trouvent égaux entre eux.

140. II ne reste plus qu’à savoir comment on intègre

ces quantités. Voyons d’abord la première.

Supposons, pour plus de simplicité, que la fraction

partielle est réduite à cette forme f , ce

que l'on peut toujours faire , en divisant haut & bas,

par a.

Alors on fera disparaître le second terme du déno¬

minateur , en faisant x -f ~ d = 1; ce qui donne

x ■=. { — \a 1, & dx = d { ; substituant , on aura
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une quantité de cette forme -1, dont la pre¬
mière partie s’intègre par logarithmes ( 124) ;
ôc la seconde s’intègre par un arc de cercle dont le
rayon est q,  6c la tangente est

Quant aux quantités de la forme
A x2"—1 dx q » B x2 n - dx . . . Q dx r 1- — - - — ; on fera , de(x 1-\-ax -\- by
même , dífparoître le second terme du dénomina¬
teur , 6c l’on aura une quantité de cette forme

d[ -\ - Ny n - 2 d ̂4 - . . . Td ç(ïï +UY que l’on inté¬
grera , en se proposant de ramener à — — . selon
la méthode donnée (131 ) , l ’intégrale de la somme
des termes où 1 aura des expofans pairs. Quant à
ceux où les expofans seront impairs , ils s’iníégreront
par ce qui a été dit (91) ou bien en les ramenant à

selon la méthode donnée ( 130) .

Ainsi, toute fraction rationnelle , ou s’intègre exac¬
tement , ou ne dépend , tout au plus , que des arcs
de cercle 6c des logarithmes.

De quelques transformations qui peuvent
faciliter les Intégrations.

141. On ne peut donner de règles générales fur
cette matière. L’infptction des quantités , l’uíage 6c

N 2
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fadresse dictent , dans chaque occasion, ce qu’on
doit faire.

Le but des transformations dont il s’agit ici , est
de rendre rationnelles , les différentielles proposées,

parce qu alors on fait les intégrer. Sur cela , voici
quelques observations.

141 , S’il n’y a de quantités radicales , que des
monômes , on les ramènera d’abord à des expofans

fractionnaires, que l'on réduira tous au même déno-
L

minateur . Alors ,í \ x l représente une de ces quantités

ainsi préparées , on fera * r = { ; ce qui donnera
x = ^ ,ècdx = l{ l~ ' di.  On substituera, Sc  l ’on
aura une quantité toute rationnelle.

. dx Vx -f - adx . . .
Par exemple , si l’on avoir —j- , je 1 ecrirois

Vx % 4 - Vx

ainsi x ~dx 4- adx . • , .
_ -— I— ,— ; puis je la charigerois en

x ~î -j - X*

x 6dx -j - adx
ï T” •

X <, _ (_ x <,

Faisant donc x * ■= 1,  j ’aurois x — i 6 , dx = d ^ ; 8c

par conséquent qui  se réduit à y

& s’intègre facilement , par ce qui a été dit fur les fractions
rationnelles.

143. Toute quantité dans laquelle il n’y aura qu’un
radical complexe , qui ne passera pas le second degré,
Sc  oìi la variable , fous le radical , ne passera pas le
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second degré , peut toujours être rendue rationnelle
par l’un ou l’autre des deux moyens suivans. 1 Après
avoir dégagé le quarré de la variable fous le radical,
on égalera ce radical à cette même variable , plus
ou moins , une autre variable ; z°. ou bien on décom¬
posera la quantité affectée du radical , en ses deux
facteurs ; Sc  on régalera , ainsi décomposée , à l’un de
ses facteurs , multiplié par une nouvelle variable.

Par exemple , si j’avois
dx

y/ ( x x — a a) ; je puis faire

V {xx — aa ) = x

dx — (tt ~

_ (tt — “ “ ) .
M

cile à intégrer,

-, . 77 -+- a a „
i;  j aurai * = - — . Donc

- íl _

; d ’où

, & t/ ( xx — aa)  =

_ _ £i——- — — — qui est fa-(X — a a)  î ^i/ ( x

Je pourrois aussi, dans ce même exemple , faire i/ (xx — aa) ,
ou 1/ [ ( * — 2 ) ( x -s- a ) j = ( * — alors j’aurois,
en quarrant & divisant ensuite par * — a , x -f - a =z

(x — ‘Oîïí  d ’où x —

dx  —_ —. 4 a t d l  .
^ ; 1/ (xx — aa ) =

d X __ “ 2 d  {
U — I ' "( 11 — I ’ "" V ( xx — aa) u — 1»
qui s’intègre par les règles ci- dessus, pour les fractions ra¬
tionnelles.

U
; donc

On peut appliquer ces méthodes à la rectification de la para¬

bole , dont Pélément 1/ (dx 2-|- dy 2) , estt - Çdy* -|- 4y

ou dy v1̂ -f- On dégagera d’abord y 1, en écrivant

“ ^ + y’) ; & on fera ✓ + y ^ = y  +
N 3
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144. Quand il n’y a point de second terme sous
le radical , on peut égaler le radical à une nouvelle
variable multipliée par la variable actuelle.

d x
Par exemple , si j’avois ; je pourrois faireV (aa - XX)

y ( a a — X .V) — X Et s’il y avoit un fécond terme, on
pourroit encore faire usage de cette transformation, en
faisant d’abord disparoître ce second terme.

145. Enfin, on peut , dans la vue de rendre ration¬
nelle , tenter d’égaler la variable , ou une fonction
quelconque de la variable , à une nouvelle variable,
ou à une fonction d’une nouvelle variable , dans
laquelle on laisse quelque chose d’indéterminé , &í
qui puisse servir à l’objet qu'on a en vue.

Par exemple , pour savoir dans quels cas on peut rendre
rationnelle , la quantité xmdx ( a -f - bxn )r , je ferois
(a  4 - i>x° y = , q étant indéterminé. Pantois a bxn

U

q - + q—1 I zp—a  1
donc xmix (a + bx Ŷ —̂ y^r — y—J  ,

qui est intégrable, quel que soit q,  lorsque — -- I est

un nombre entier positif ou zéro ( 86 ) ; & qui peut être
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rendue rationnelle, en faisant q — p , lorsque — i

est un nombre entier négatif. Et si p a pour valeur ± í ?

k étant un nombre entier impair, on ramènera au cas men¬

tionné ( 142 ) , en faisant q = k , si ’— p-- a pour valeur

± - ,k' étant un nombre entier impair.

146. Nous ne nous arrêterons pas à étendre ces
sortes de transformations. Nous ferons seulement

remarquer qu’on facilite souvent certaines intégra¬
tions , en égalant la variable à une fraction telle

que -j - .
_ , r x y>dx  4 * a d x  I
Par exemple , fì j avois âo+ ^ lS- ; en faisant x —

j’aurois — - * *—que , par la division , on réduira

à une fuite de monômes , & à une quantité de la forme

dont on connoît actuellement l’intégrale.
1 + U b

De I Intégration des Quantités exponentielles.

147. II n’y a pas d’autres règles à donner fur
^intégration de ces quantités , que de tenter de les
décomposer en deux facteurs, dont l’un soit la diffé¬
rentielle dit logarithme de lautre , ou en soit une
partie constante ( i8 ) ; alors on divise par la diffé¬
rentielle du logarithme de ce second facteur.

Ainsi je vois que xx ídylx -j - est intégrable
N 4

9



10 O Cours

parce que le facteur dylx -j - est la différentielle de

ylx,  qui est le logarithme de x* ; j ’aurai donc pour inté¬

grale

*y

xyQlylx -j-
d ( Ixy )

(y,,, + 4 ')

-j- C ; c ’est - à - dire ,

dyi* + —J
+ C,  ou xy + C . Par cette même

règle , je vois que dxe ax  est intégrable , parce que dx  est
la différentielle du logarithme de txx, divisée par une cons-

dxe a* ea*
tante . J’ai donc Cdxt xx ^5 — :—r— := —7- . Dans le casadxle ale

où e est le nombre dont le logarithme est i , la règle se
réduit à diviser la différentielle proposée , par la différen-i
tielle de l’exposant de e.

Si l’on avoir à intégrer xmdxe‘ x , e étant le nombre dont
le logarithme est i , on le pourroit , lorsque m est un
nombre entier positif , en faisant sx mdxe ax  z=  e3* ( Ax '" -j-
Bx m~ 1 -j - Ex m~" -j - Slc. -J - £ ). Par exemple , si j’ai
x 1dxt ax , je suppose sx 1dxe ax — enx ( A x 1-f - Bx  4 - E ) .
En différenciant (28 ) , & divisant ensuite par dxe ax, j’ai
x 2 — Aax 2 4 - aBx -f - aE

-f- 2 A x -f - B ;
donc A a zr 1 , aB  4 - 2 4̂ — 0 , aE -f 5 —o ; c’est-à-

dire , A zz - , B = —— , L — 4  í donc l’intégrale dea a a as °

yv»,, -. est-.. 4 - ~ + j ) + C.

On peut employer avantageusement le nombre L,
dent le logarithme est 1 , pour l’intégration de plu¬
sieurs quantités , principalement quand elles ren¬
ferment des logarithmes.
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Par exemple, si j’avois à intégrerx"dx ( l x )", je ferois

l xzz: { — {le ; donc x = . ; d x — d {eí ; & par conséquent
x"d x ( Ix )m= di es"+ 1) t , qui s’intègre dans le même
cas que la précédente, & de la même manière.

De VIntégration des quantités a deux , ou a
un plus grand nombre de V 'ariables.

148. Si l’on se rappelle la règle que nous avons
donnée pour différencier les quantités à plusieurs
variables , on verra que pour intégrer les diffé¬
rentielles à plusieurs variables ( lorsque cela est
possible) il faut rassembler tous les termes affectés
de la différentielled’une même variable , & les intégrer
comme s’il n’y avoit d’autre variable que celle-là,
c’est-à-dire , comme si toutes les autres étoient cons¬
tantes. Alors si l’on différencie cette intégrale en faisant
varier successivement toutes les variables , & que l’on
retranche le résultat , de la différentielle proposée,
l’intégrale qu’on a trouvée , est ( en ajoutant une
constante ) la véritable intégrale , s’il ne reste rien.
S’il y a un reste , il ne renfermera pas la variable
par rapport à laquelle on a intégré : on suivra , à
l’égard de ce reste , le même procédé qu’on a suivi
d’abord , &c  ainsi de suite par rapport à chaque
variable.

Par exemple, si j’avois 3x*ydx -j - x ìdy -(- 5 xy *dy -f-
y ' dx:  je prendrois les deux termes affectés de dx,  savoir
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jx ’ydx -J - yV: x, & je les intégrerois comme fi y  ércit
constant . L’intégrale est xzy -f y x̂ Or , cette quantité étant
différenciée par rapport à x & à y , & le résultat étant re¬
tranché de la différentielle proposée , il ne reste rien : j’en

conclus que l’intégrale est x 'y -j - y 5* -f- C.

Si j’avois x^dy -f - 3x*ydx + -f - 2xçdx -f - xdx

y ìdy ; en rassemblant tous les termes affectés de dx,  &
intégrant , en regardant y Sí { comme constantes , j’aurois

x ìy -t - Mais en retranchant la différentielle de

cette quantité , prise en faisant vaûer x , y & { , en la re¬
tranchant , dis-je , de la proposée , il reste y Vy ; je prends

donc l’intégrale de y Vy qui est y , & l’ajoutant à celle

que j’ai déjà trouvée , j’ai ( en y comprenant la constante)

x3y -f - x\ + *—+ y + C,  pour l’intégrale.

149 . Mais comme il n’est pas toujours possible

d’intégrer toute différentielle à plusieurs variables,

il est bon de faire connoître à quel caractère on

distinguera si cela se peut.

150 . Pour y parvenir , il saut observer que si dans

une quantité Q composée , comme on le voudra,

de deux autres quantités x S>c y , on substitue

d’abord pour x  une quantité quelconque p , & que
dans le résultat on substitue pour y  une quantité qy

on aura la même chose que si on avoir commencé

par substituerq pour y , & ensuite p pour x : cela
est évident.
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i 5 i . II suit de - là , que si on différencie une quan¬
tité quelconque Q composée de at  de constantes,
en ne faisant d’abord que x variable , 8í qu’ensuite
on différencie le résultat en ne faisant que y  variable ,
on aura la même chose que si l’on eût d’abord diffé¬
rencié en regardant y  seule comme variable , •& qu’en¬
suite on eût différencié ce réíultat , en regardant x
seule comme variable.

En effet , concevons qu’en mettant d’abord x -j - dx  ,
pour * , Q devienne Q' ; on aura Q' — Q pour la diffé¬
rentielle. Concevons qu’en mettant y + dv  dans celle- ci,
au lieu de y , QJ  devienne Q" , 3í que Q devienne Q'" ,
èn sorts que 'Q' — Q devienne Q7 — Q'" , on aura
Q11— Q '" — Q' -J- Q pour la seconde différentielle.

Faisons maintenant nos substitutions en sens contraire; &
puisqu’en mettant y -{- dy,  au lieu de y dans Q,  il devient
Q”' , au aura Q'" — Q pour la première différentielle dans
la supposition de y variable . Si nous mettons maintenant
x -(- dx,  au lieu de x dans cette quantité, Q deviendra Q',
comme ci deffus; & Q'" (150) deviendra Q11, ensorte que
Q,,í— Q deviendra Qr/ — Q'; donc la seconde différentielle
sera Q" — Q' — Q'" -f - Q,  précisément la même que la
première.

Cela posé , convenons que fi A représente une

quantité composée de * & de y , dy  marquera

la différentielle de ^?prise en faisartt varier y , , dx

celle de A  prise en faisant varier x.  De même,
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TTT~y • dxiy  marquera que l’on différencied’abord
A , en supposant x seul variable , & qu’ensuite on
différencie le résultat en faisant varier y  seul.

152. Ces éclaircissemens posés, soit Adx + Bdy
une différentielle exacte, & M son intégrale; on aura

A d x + Bdy;  doncj d M , . d M ,donc dx -\ - — dy
dM
dx '

dx

donc aussi *£ £ dy = g dy,
& d d M d : d B d :\

dx OU
d d M

dxáy ^ J d y

dd M dB  .— &
d y * dydx

or nous venons de démontrer ( 151) que ddd dxdy
_ d d M. dy d x dB1 d d M _ d d M j s** d A ,

1 t y donc -, j —■— ■, ,—£ donc ciuiîi , —» ~—• •dydx ’ dxdy dydx 7 dy dx >

c’est-à-dire , que si A dx + Bdy  est une différen¬
tielle complette , la différentielle de A prise en faisant
varier y  seul , & divisent par dy , doit être égale
à la différentielle de B prise en faisant varier x seul,
& divisant par dx.

Ainsi je reconnois que jy 3dx -J - xy ldy  est une différen¬

tielle complette , parce que d { h '>) _ d ( xy ' ) .
dy dx ; en effet,

le premier membre se réduit à > & le second à

Au contraire , je vois que xydx -f - 2.xdy  n ’est pas inté-
, , d ( x y ) « /, , • , d ( 2 x )

grabie 3 parce que - n est pas egal a —dx

153. S’il entre plus de deux variables dans la diffé¬
rentielle proposée , c’est-à-dire , si' elle est de cette
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forme Adx + Bdy + Ci \ , il faut , pour qu’elle

sou integrable , que Ion ait jj = — = —,

~ = j-y ; en effet , on peut regarder successivement
y &c x comme constantes ; & la différentielle qui

n’a plus alors que deux termes ( puisque cette sup¬
position donne ou dç —  o , ou dy ■= . o , ou dx — o) ,
n’en doit pas moins être une différentielle complette
si la proposée lest ; elle doit donc , dans chacun de
ces cas , avoir les qualités des différentielles com-
plettes à deux variables.

II est aisé , d’après cela, de trouver les conditions
pour un plus grand nombre de variables.

Remarque.

154. Supposons que Q soit une quantité inconnue com¬
posée de x , y & de constantes ; & que l’on connoisse fa
différentielle Adx, prise en regardant y comme constante.
Si l’on veut avoir la différentielle toiale de Q , on suppo¬
sera qu’elle est Adx -j - Bdy ; alors B doit être tel que
1, • d A d B • j n  d A . . ,ion ait — “ — ; donc dB z= . — dx;  intégrons en rc-

gardant x seul comme variable , puisque nous n’avons fait

Varier que x,  dans B.  Nous aurons B = / ^y dx ; donc
Bdy — dy s ~ dx.  Or puisque Adx  est supposé la dif¬

férentielle de Q prise en faisant varier x,  on a Q — fAdx,
^intégration étant faite en regardant x seul comme variable ;
donc la différentielle complette de Q , ou de s Adx  est
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Adx 4- dyj ^ dx;  où l’intégration / — dx  doit sc
faire en regardant y comme constante.

Des Équations différentielles.

155. Lorsque l’équation différentielle proposée ne
renferme que deux variables , * & y ; & que l’on
a , dans un seul membre , les .r & dx, & les y Sc
dy dans l’autre ; alors l 'intégration se réduit , pour
chaque membre , aux règles que nous avons don¬
nées pour les différentielles à une feule variable.

Ainsi, si l’on avoir cx my"dx ~ byix rdy,  qui peut re¬
présenter toutes les équations différentiellesà deux termes;
cette équation dont les indéterminées se séparent tout de
suite en divisant par y" & par xr , devient ax m~ 'dx  —

, . û X m ” r *+~ 1
byi~ ndy,  dont l’intégrale est évidemment - -— =
J J o m — r —J- 1
byl- n+ '

q — n 4- 1
4- c.

156. Mais comme il peut arriver que l’un ou
l’autre , ou aucun des deux membres de l’équation
différentielle séparée , ne soit intégrable algébrique¬
ment , & que néanmoins l’équation puisse être algé¬
brique , ou du moins ramenée à une forme algé¬
brique , il est bon d’examiner ceux de ces cas qui se
rencontrent le plus fréquemment.

Par exemple, si dans l’équation précédente , on avoit
tn —r — — 1, & q — n ■= . — 1 ; l’équation différentielle
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se réduiroit à zz , dont on ne peut avoir l’inté-

grale de chaque membre que par logarithmes; eníbrte qu’on
a alx zz. bly •+- IC (* *). Mais cette équation peut être
rendue algébrique, en l’écrivant ainsi lx a — lyb -j- IC,
ou lx a — l Cyb; or il est évident que si les deux loga¬
rithmes font égaux , les deux quantités anxquelles ils appar¬
tiennent , doivent être égales; donc xx zz Cyb, équation
algébrique.

157. Si l'on avoir feulement q — n zz — 1 , l’équation

différentielle feroit axm~ rdx — , dont l’intégrale est

— bly -j - IC;  mais on peut donner à cettem — r st- 1
équation une forme algébrique, en multipliant le premier
membre par le , t étant le nombre dont le logarithme est I (**);
car alors on ne changera rien à l’équation. On aura donc

- :— le zz bly -f - IC,  ou (en faisantm — r 4- im — r -|- i
x a x ? , ~ u o & x p ~ x

— p ) , rr LCyh, oC par conséquent c - — CyK

Dorénavant nous marquerons toujours par e, le nombre dont
le logarithme est I.

158. Prenons pour second exemple, l’équation ndx zz

^j >' I e second membre exprime l’élément d’un arc
de cercle dont ç est le sinus, & 1 le rayon. [ est donc le

sinus de ^ ^t j , c’est-à-dire, de sndx  ou de nx  C,

(*) On est le maître de supposer que la Constante est nu logarithme.

( ** ) Nous bavons déterminé ( 1x4).
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On a donc pour intégrale , j — fin. ( n * - j- C) . Pareillc-

l = cos ( nx -j - C) .

159. De même , puisque - , exprime l’élément d’un

arc de cercle dont 1 est le rayon , & [ la tangente ; si l’on

avoit n d x , on concluroit £ — tang. ( nx -{- C).

; pour la ramener à la
1 + 11

Mais si on avoit ndx
a + JH

forme de la précédente , on feroit ^ mu , m étant un

coefficient constant ; alors on auroit supposanta -f - f m* u'

donc /m ce nui donneroit ndx — b<j,-on auroitm — V

1/ \du
dx \/ af;  doncd’où l’on tire-r —- , d’où l’on tire - -— — \ dxy as;  donc u,

a -f auu ’ 1 + «« * J *

tang. x y af C ^ , Donc { =

a -f - auu

V - , Tang. j x i/af -s C.

160.  Dans les expressions Jìn. ( nx + C ) ,
tang. (nx -\- C") , que nous venons de trouver, nx + C
exprime la longueur absolue de Tare en parties du
rayon 1. Mais comme il est plus commode d’em-
ployer les nombres de degrés que les longueurs mêmes,
il faudra , quand on rencontrera de pareilles expres¬
sions, évaluer les arcs en degrés; ce qui est facile
en les divisant par le nombre de parties du rayon
que contient un degré, c’est-à-dire , par 0,0174533 ,
ou ( ce qui revient au même ) en les multipliant par
57>2974 I($ó. Ainsi
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Ainsi le sinus de l’arc qui a pour longueur b,  ou le sinus

de Tare qui a un nombre de degrés exprimés par b X
57,1974166 j sont la même chose.

n d x161. Si l’on avoir
1/ ( 1 — XX )

les deux membres expriment les élémens de deux arcs qui
sont l’un à l’autre ’ 1 ‘ n , St  dont les sinus sont x 8t y ;
alors pour intégrer on rendroit chaque membre rationnel,
en faisant pour le premier ,v ( i - xx ) r : xt / ( — 1 ) —
& pour le second , ^ ( 1 — y y ) == y t/ — i — t.  Inéqua¬

tion se changeroit en ^ , dont l’intégrale est nl^ =:
It + l C,  d ’où l’on tire C t — ; & en mettant pour ç Sc
t leurs valeurs , C [y v { — 1 ) — 1/ ( 1 — yy ) ] =
[ * 1/ ( — 1 ) — 1/ ( 1 — * * ) ] n, qui exprime généralement,
le rapport des sinus x & y de deux arcs multiples l’un de
l’autre.

Mais pour faire usage de cette équation , il faut , aupa¬
ravant , déterminer la constante C.  Or supposons ( comme
on le peut ) que les deux arcs ont une même origine ; alors
x & y doivent devenir zéro en même temps ; niais dans ce
cas , l’équation devient — C / 1 = ( — t/i )'1, ou —
C — ( — 1)"; or ( — 1 )" est + 1 011— x, selon que
n est pair ou impair ; on a donc — C = dr 1 , & £ =
rp 1 ; le signe supérieur étant pour le cas de n,  pair ; Lc
l’inférieur , pour n , impair ; donc enfin rjZ [y t/ — 1 —
t/ ( I_ yy ) ] — [ * so — 1 — so ( 1 — x x)  j*.

Dans chaque cas particulier , on pourra toujours faire
disparoître les imaginaires ; mais le moyen le plus simple ,
fera d’égaler à zéro ( après avoir tout transposé dans un seul
membre ) , la somme des quantités réelles ; alors on verra

Marine. Mècan, I rt. Partie,  O



2T0 Cours

que réquation restante sera divisible par i/ ( — i ), & sera
la même que celle qu’on aura formée , en égalant à zéro la
somme des quantités réelles. Par exemple, fi l’on fait /t = 2,
on aura —y so( — 1) + ^ ( i — yy ) — — xx — ax
so( — 1) . 1/ ( 1 — xx ) + 1 — xx,  ou i/ ( i — yy)  +
ÎK — I + 2X t' — i . V' (1 - * * ) -yV-  1 — o ;
égalant donc à zéro , la somme des quantités réelles , on
aura ^ ( 1 — yy ) 4" — 1 = o ; &. l’équation totale
fera réduiteà 2xso (— 1) . 1/ (1 — xx ) — y 1/ (— 1) — o,
qui étant divisée par v' ( — 1 ) , donne :x/ ( i - xx)  —
y = o , ouy = ws ( i — xx ) ; or si l'on quarre cette
équation , & l’équation v' ( 1 —y y ) + zxx — 1 = o , ou
plutôt so( 1 — yy ) 1 — ixx , on aura le méme
résultat.

On peut , de la même manière, trouver les cosinus &
les tangentes des arcs multiples. Pour ces dernières, on in-

tégreroit (m ) , en décomposanti -f- xx,

en ( 1 + * / - 1 ) ( 1 - - i ) , & 1 +yyen
( x -j- y 1/ — 1) (1 — y t/ — 1) ; on achèveroit ensuite,
par ce qui a été dit , sur les fractions rationnelles.

162 . Pendant que nous sommes fur cette matière,

faisons connoître une manière d’exprimer le sinus &

le cosinus d’un arc , laquelle peut être d’ufage.

Soit donc dX = y L yy) ' l 'êstuailon qui exprime la
relation, entre un arc x , & son sinusy. Si l’on fait1/ ( 1—yy)

= y 1/ — 1 — í;  on aura dx — -j , ou — _

— dx  t/ ( — 1 ) , dont Tintégrale est — — x V' — 1
4- IC,  ou li = — * V — 1 le + IC (157 ) , qui donne
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î — 8í mettant pour ç , sa valeur , on a
y 1/ (— i ) — v' (i —y y ) — Ct~ * lA - ■). A l’égard de la
constante C , on la déterminera en observant que l’arc x &
son sinus , doivent devenir zéro en même temps ; on aura
donc — 1/ i — C; donc y / ( — i ) — >/ ( i — jy ) —
— e~ * ~ ' ; & par conséquent j/ ( i —y y ) — y i/ ( — i )
-J- e- *i/ ( - 0 ; quartant , & réduisant , on aura y  —

l — £- -»>/ - ■ e*|/ ( - ■)
ri/ ( — i j . c- *v- * =  ~

i/-
; donc

puisque y est sinus de x , on a sin. x —

2 1/ — i

s*»/ - >— £- *(/ ( - O
2 1/ — t

Si dans le second membre de Péquation ;/ ( i — yy ) —
y |/ — i + t- ^ C- O, on meî pour y , la valeur qu 'on
vient de trouver , on aura t/ ( i — yy ) , c’est - à - dire,

t* v —' — £- » >/ ( - > )cosinus x =z - - - -f- £- * K ' —2 1
e*v/ C—O -f- £—*>/ ( —0 £*>/ - ■-(- £- * t/ - i- -- ; donc cof. x — - !-2 2  '

stevenons à l’intégration des équations.

163 . Lorsque les indéterminées ne sont pas sépa¬
rées dans l’équation différentielle proposée , alors
avant d’entreprendre de les séparer, il faut voir si,
par hasard, l’équation ne seroit pas intégrable dans
l’état où elle est. Or c’est ce que Ton reconnoîtra ( 152 ),
en examinant si j ~- = supposant que Adx  4-
Bdy — o représente cette équation. Si cette condi¬
tion avoir lieu , on intégreroit , comme il a été
dit ( 148 ) .

O 1
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164. Cependant il pourroit fe faire que cette

condition n’cût pas lieu , & que l’équation n en fùt

pas moins intégrable ; mais ce feroit cn la multi¬

pliant par un facteur convenable , composé de x ,

de y &c de constantes.

Soit P,  ce facteur. Alors A Pdx -j - B Pdy — o fera donc

une différentielle coinplette . II faut donc que d  ̂—

f ( —P.)■' La question est donc réduite à trouver pour P

une fonction de x,  dey , & de constantes , qui satisfasse à

cette équation . Mais comme cette recherche est d'une trop

longue discussion, nous nous bornerons à trouver P  dans

le cas où il ne doit renfermer que des x Sc des constantes

feulement , ou des y  Sc des constantes seulement . Supposons

donc que P ne doit contenir que des * , on aura simplement

/^ = 2̂ + P ^ , <lbùl ’ontire ^ =

a
_ V".

_ í !l\
d x J

B dx,

d A d B

on aura donc aisément P , si -so _à
B se réduit à une

fonction de x , comme cela est nécessaire pour que P  soit,

comme on le suppose , une fonction de x seule.

On pourroit encore trouver le facteur , s’il devoir être

composé d’une fonction de x , multipliée ou divisée par une

fonction de y d ’une forme connue.

165. C’est par ce moyen qu’on peut intégrer

généralement ' oute équation de la forme suivante,

Xy ^dy  4- X 'y ** ' d x X "y T dx — o , X , X' } X u
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étant des fonctions quelconques de x ; 7 & r des
exposons quelconques.

Je pourrois chercher si elle ne devient pas intégrable en
la multipliant par un facteur de la forme P y" , P  étant
une fonction de x , & « un exposant déterminé ; & je
trouverois que cela fe peut , en supposant tr — — r.  Mais
il est plus simple de réduire tout de fuite l’équation à cette
forme yi ~ rdy  ct - Fyi~ r+ ' dx -j - Fdx = o , en divisant
par X & par y , & représentant par F & F'  les quotiens
Jsf J £lt

& -y . Alors pour intégrer celle - ci , je suppose que P
soit le facteur , P  étant une fonction de x.  J ’aurai donc
Pyì - 'dy -j - FPyi~ r+ 'dx  ct- F'Pdx — o . Or si P est
une fonction de x , F ’P le fera auffi ; sF 'Pdx  fe réduira
donc à l’intègration des quantités à une feule variable. II
ne s’agit donc que de rendre Pyi ~ ' dy  ct - FPyi~ r+ ldx

une différentielle complette ; ce qui exige que d ( P y ~ r) _

)
d X

d ( FPyi ~
dy

(■q — r ct- x) yi ~ rFP ; d ’où l’on tire ~ =z {q— r ct- 1)Fdx ;

. - , d P
Cest - a - dire , que yi ~ ' — —

dP

& en intégrant IP =.s (q - r ct- x) Fdx z: f {q - r ct- i ) Fdx . le;
donc P — Substituant cette valeur de P

dans l’équation Pyi ~ rdy  ct - &c. , & intégrant , on aura

-21 -1 _!_ tsíi - ’-+ ‘ ) Flìx  ct - fF ' dxe s(-ì ~ r+ , ^Fdx  ct-
? — r ct - 1
C = 0.

Je n’ai point ajouté de constante , dans l’intégration de
l’équation qui a donné P , parce que n’y ayant aucune con¬
dition pour la déterminer , on est maître de la supposer nulle.

o z
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Prenons un exemple . Supposons qu’on ait à intégrer

dy -j - —1 + (bx z + ex + / ) dx — o . En multi¬

pliant par le facteur P,  on aura P dy  4 - ay P dx  4-

P ( bx 1 -J - ex -f - / ) dx — o ; il saut donc que —

1 \ X J a P d P a d x , .
d - j-y— — — ; donc -j - = —— ; donc IP — alx,
ou P = : x z. L ’équation devient donc xa dy -j - ax a~ 'y dx  4-
bx a+ zdx -J - cx‘, + 'dx -j - fx xdx , dont l’intégrale est

x*y +
bx a+ 3
a + 3

cx a~ + fx a
a 4- 1

4 - 6 — 0.

166 . L ’équation générale que nous venons ^ In¬
tégrer , se rencontre assez fréquemment ; & la mé¬
thode que nous avons employée , peut Rappliquer
dans beaucoup d’autres cas.

En voici qui pourront nous être utiles par la fuite.

Si l’on avoit les deux équations ( * ) dx  4 - a dy  4“
( bx cy ) Tdt — o , k d x 4 ~ ady -f - {b’x 4 ~ c’y ) Tdt
r= o , x , y, & t,  étant trois variables a , b , c , a 8cc.  des
constantes , & T,  une fonction quelconque de t,  on rédui¬
re !t l’intégrale de ces deux équations , à la méthode précé¬
dente , en cette manière . Je multiplie l’une des deux , la
première , par exemple , par un coëfficient indéterminé &
constant g, & ajoutant à la seconde , je multiplie la tota¬
lité par un facteur P , que je suppose être une fonction de t ;

( * ) Voyez MJm. Âcad. de Ber-  I donnée M. d’AIembert , pour l’ist-
lin , ann.  1748 , une méthode qu’a ' tégration de ces équations.
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j’aurai (gP + kP ) dx ( g aP a P ) dy -f - [ (gbP 4 *

b' P ) x 4 - ( gcP + cP ) y ] Tdt zz  o . Supposons main¬

tenant que cette équation soit une différentielle exacte ; il
„ d( e P + kP)

faudra ( 153 ) que Ion ait , 1°. - — j-(- — . . .

d [ ( gbP +  b >P ) x + (gcP + c'P ) y] . 20> d (gnP +  a 'P) __
d x ’ d c

d í ( gk P + b' P ) x + (gcP -h c' P ) y] . d ( g P +  kP)
dy ’ i ‘ jy

- ^Sa ^d*~“ P—’ P étant supposé une fonction de t,  cette

dernière équation se réduit à o = o . Et les deux autres

donnent (g -f k) = {gb + b' ) P , & (ga + d) ^ =

(gc ff- c ) P ; d ’où l’on tire ^ dt > & T " =

gc , dfy  donc , égalant ces deux valeurs de & di-

. , , g b + b' e c + c' ,
visant par d t,  on aura ^ ~ . -7 , équation ou g

montera au second degré , Lc qui étant résolue , donnera

deux valeurs de g.

Supposant donc g connu , on aura aisément P ; puisqu®
_ g b 4 - b1 , , r , s h -+- y

l’équation ^ g d t,  donne P — e - Or

l’équati on ( gP 4~ AP ) is* -f- &c. étant actuellement une
différentielle exacte , si on l’intègre , on aura (g P kP ) x
+ ( g‘J-f> + * P ) y + C — o ; donc si g marquant la
première valeur de g donnée par l’équation du second de¬
gré ci-tkífus , on représente par g la seconde valeur de g,
& par P'  ce que devient P , en mettant g* pour g , on aura
ausli ( g' P ' - (- kP ") x 4 " ( s ' aP 1 4 " 7 4 " ^ — O,
C' étant une nouvelle constante . En effet , il n’y a aucune

raison pour employer une des valeurs de g plutôt que Pautre,
O 4

B.GLìGTîiIXC.r f . T. H.
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Or de ces deux équations, il est facile de conclure les va¬
leurs de * & de y , qui seront exprimées en r & en cons¬
tantes.

Si 'l’on avoir quatre variables x , y , ^ & t,  exprimées
par trois équations de cette forme adx bdy -f - cd[ -f-
(ex -j- /y -f - ìi{ ) Tdt ~ o ; on les intégreroit de la même
manière, en multipliant la seconde & la troisième par des
quantités indéterminées& constantes g Si g ; puis ajoutant
les deux produits à la première , on multiplieroit le tout
par un facteur P que l’on siipposeroit être une fonction de t
seulement. Supposant alors que cette nouvelle équation est
une différentielle exacte, on trouveroit , par ce qui a été dit
(15^) les équations qui doivent déterminerg , g1& P.  Inéqua¬
tion qui déterminerag , ou celle qui déterminera g fera du
troisième degré; on aura donc trois valeurs pour g , trois cor¬
respondantes pour g , Si  trois correspondantes pour P ; ce qui
donnera, en changeant la constante pour chaque valeur de g,
trois intégrales, à l’aide defquelles il fera facile de déterminer
x , y Si ^ , en r.

On volt ce qu’il y auroit à faire , quand il y auroit un plus
grand nombre de variables, pourvu que les équations fussent
toujours de la forme des précédentes. La méthode servit encore
la même, quand méme il y auroit un ou plusieurs termes ex¬
primés purement en t , dt Si  constantes.

167. Mais si l’on avoit en général un nombre quelconquem
d’équations renfermant m -1- 1 variables, combinées entre
elles de quelque façon que ce soit; on multiplieroit la seconde,
la troisième, &c. jusqu’à la dernière, respectivement par des
quantités g, g , g" Sic. , que l'on siipposeroit être des fonc¬
tions indéterminées de ces variables ; on les ajoutera à la
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première , puis multipliant le tout par un facteur P que l’on
supposera aussi être une fonction de ces variables , on sup¬
posera que l’équation totale est une différentielle complette.
Par exemple , si j’avois les deux équations Adx -j - B d y -f-
Cdi — o , A ' dx + B'd y -j - C'd { — o . Je multiplierais
la seconde par g ; ajoutant à la première Sc  multipliant le

tout par P , j ’aurois P ( A -j - A'  g) dx P { B B'g ) dy

P ( C -f - C'g ) d ^ ~  o . Or pour que celle-ci soit une

différentielle complette , il faut ( 153) que ^ —

d [ P {B + B'g ) ] . dtP ( A - A' t '. ì _ d [ P {C -t - C'g ) ] ,
dx J d [ dx ’

d [ P ( B _ d [ P { C + Cg )J Ctst . à . ,
d l dy

+ A’S)  _
dy dxiica + a-o + píH Ç -, ( B + V's ) +

p ii±±JU ; iÇ ( J + J'S) + P =

^ ( C + C'S> + ptí ^ SÛ;  ^
p d H ~ B's) — áP <(

d \ dy ' u . • Ay
l’aide des deux dernières équations , on tire les valeurs de

i-~ Sc  de , & qu’on les substitue dans la première , on

(B + B 'g ) +

Cg ) + P Si à

aura , après réduction faite , ( C -j- C'g ) ÇilÁJÏ —dll  —

+ (B + B'g) (tí £- tSl) — — o , équation

indépendante de P.  On cherchera donc pourg , une fonc¬
tion de x , y Sc { , la plus générale qui soit possible,
& qui puisse satisfaire à cette équation . Ayant trouvé g,
on cherchera pour P  une fonction de x , de y & de 3; , qui
satisfasse à deux quelconques des trois équations qu’on a
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trouvées d’abord ci-dessus, ce qui , à la vérité , exige sou¬
vent beaucoup de recherches, mais du moins est toujours
possible.

Remarquons que si l’on n’avoit qu’une feule équation ,
c’est-à-dire , si l’on avoit A' ~  o , B' — o , & C — o,
la dernière équation que l’on vient de trouver , se réduiroit

qui étant une équation de condition entre les coëfficiensA ,
B , C,  fait voir que pour qu’une équation différentielle à trois
variables Adx -j - B dy Cdŝ — o soit intégrable, même
en la multipliant par un facteur, il faut que les coëfficiens

A , B , C aient la relation marquée par l’équation C —

^ + &c. o. Lorsque cette condition est remplie,
il
âx

on détermine le facteur P , de manière qu’il satisfasseà deux
, . , d ( A P ) d ( BP )

des trois équations —- — —dx  '
d ( B P) _ d ( CP)

d £ dy *

d ( A P) _ d ( CP)
d ^ d x 9

On voit par-là ce qu’il y a à faire, quand on a un plus
grand nombre d’équations & un plus grand nombre de va¬
riables, & l’on peut , par ce même moyen, trouver quelles
font les équations où il suffira que g soit une constante, ou une
fonction de l’une, ou de deux des variables, &c.

168 . Lorsque l’équation différentielle proposée ne
rentre pas dans les cas que nous avons exposés)jus¬
qu a ( 167) ; alors il faut voir si l’on ne peut pas sé¬
parer les indéterminées . Quelquefois il ne faut , pour
cela , que supplication des règles ordinaires de l’Al-
gèbre : d’autres fois il faut des transformations. Mais
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il y a beaucoup d’équations à l’égard desquelles on
ignore quelle est la transformation convenable.

L’équation ax ndx -f - byix ndx — y 1 dy (e f xA)r se

sépare immédiatement par la division , parce qu’elle est la

même chose que (a -f - byi ') xndx — y *dy (e -|- fx A)r ,

Revient (-- ^ a )r = , dont Intégration
dépend de celle des quantités binômes à une feule variable.

Mais si j’avois gxdx ~ ax *ydy  st - 2 abx ìy ìdy -p
abby d̂y,  on voit d’abord facilement , qu’on peut l’écrire
ainsi , gxdx (a :4 -f - 2éx 2y 2 -f - hby 4) aydy.  On voit
ensuite qu’on peut lui donner cette autre forme gxdx  —

-f- éy 2)2 X nyiy-  Or avec un peu d’attention , on
voit que la séparation réussira , si l’on fait x1 -j - by* — ç;
en effet , on aura x* — ç — éy 2, & xdx = : |i/ { — bydy
donc substituant , on aura {gdi — bgydy — a ^ ydy.

Équation d’où l’on tire —díÉJL— — y dy,  qui est facile
^ bg + a m

à intégrer.

169 . Comme on ne peut donner de règles géné¬
rales fur les transformations , nous nous bornerons à

quelques cas généraux , dans lesquels on fait que la
séparation réufíìt.

On peut séparer, généralement , dans toutes les
équations homogènes à deux variables ; c’est-à- dire,
dans celles où les deux indéterminées x & y , ont
dans chaque terme , soit quelles fe trouvent ensemble,
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soit qu’elles soient seules , la même somme de di¬
mensions.

En effet , concevons que Adx -j - Bdy — o , soit une
équation homogène , & que l'on divise tout par une puis¬
sance de x , dont i’exposant soit égal au nombre des di¬
mensions de l’équation ; il est facile de sentir qu’il n’y aura

plus dans A & dans B , que des puissances de ^ & des cons¬
tantes ; ensorte que l’équation fera Fdx -f - F 'dy — o , F

& F'  étant des fonctions de ^ & de constantes . Cela posé,

puisque d > on aura d x — ~Z~  j

-f - - dy ; donc si l’on fait y- — ? , on aura d x ~ --y x X7 ^ î

-f- — ; substituant donc pour ^ , & pour dx  leurs valeurs,l x
on aura — ZlAl _|_ _|_ p ’dy — o , F & F'  étantí x î
actuellement des fonctions de ç & de constantes . Or cette

équation donne d y _ F d £
■, équation toute séparée,y F { + F'ì ; !

puisque F & F ne renferment plus d'autre variable que

Par exemple , si j’avois y ldx -p y *xdy -j - bx d̂yzz  o,
qui est homogène , & dont le nombre des dimensions est 3;
je diviscrois par x3, & j’aurois ^ dx -{- -C dy -\- bdyzzo;
faisant donc ^ — z , ou x — - , i ’aurois dx = - 2-ÍL  .

substituant dans l'équation proposée , il vient £dy —yçdç

+ C dy + bdy = o,  d ’où je tire - y~ = dont

l’intégraie est /y — ^ ( 3^ -j- b ) IC,  qui donne y —

C -f - by , ou y 4 zz C4 ( -f - b) , ou enfin y4 =:

C4 -(- b^ , en remettant pour sa valeurs.
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170 . II seroit donc avantageux de pouvoir rendre
les équations homogènes . On n’a pas de méthode
générale pour cela. II faut avoir recours aux trans¬
formations . Celles qui peuvent promettre quelque
succès , consistent à égaler une des variables , ou
une fonction de cette variable , ou môme une fonc¬
tion des deux , à une fonction d’une nouvelle variable
avec des exposons indéterminés . On détermine ensuite
ces expofans , par la condition que l’équation trans¬
formée soit homogène.

Par exemple, si je veux chercher des cas où I’équation
ax mdx -f - bynxidy  st - cykdy  o , à laquelle on peut ré¬
duire toute équation à trois termes, fi je veux, dis-je ,
chercher des cas où elle puisse devenir homogène, je ferai
x — ç 4; alors j’aurai ah{ mh+ h~ 'd{  st - by’l^ì /, dy  st-
cy*dy — o . Or il faut, pour que celle- ci soit homogène,
que l’on ait k qh n , Sl  k — mh st- h — 1, d’où

n -h t o. r _ m n -f - q -f - nl’on tire h — , & k = ainsi, si
• q ■+■ 1 ' m — q

les expofans k , q, m & n sont tels que cette dernière équa¬
tion ait lieu, on pourra rendre l’équation homogène, & par
conséquent séparer.

171. En général , au défaut des méthodes directes, on
cherche à ramener les équations proposées, à d’autres équa¬
tions dont l’intégration soit connue. C’est ainsi qu’on en use,
par exemple, à í’égard de l’équation particulière dy  st- ay *dx
— bxmdx , connue sous le nom d’équation de Riccati, &
que l’on ne fait intégrer que pour certaines valeurs de m.

Si m étoit zéro , on auroit alors dy  st - ay *dx z=í bdx
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qui est séparable , 5c donne b = d x , dont l’intè-
gration est facile.

Mais pour intégrer l’équation , lorsque m a d’autres valeurs,
il faut tâcher de la changer en une autre , où ay * & b soient
multipliés par une même puissance de x ; alors elle fera répa¬
rable . Voici comment on trouve les valeurs de m, qui per¬
mettent cette transinutation . Faisons y — Ax? -}- xit;  nous
aurons dy — pAxf ~ ’dx  4 - q xi  “ 1tdx -f x'idt;  substituant , il
•vientp Ax p~ 'dx -\ - qxi tdx -f -xi d t -f - ax '1 iltdx

-J- aAAx *rdx -t - 2a Axe + itdx bx'n dxt

Supposons p — 1 — 2p , p A aAA = . o , p -|- q —

q — 1 , q 2a A zz o nous aurons p — — I , A — -

q — — 2 ; ce qui change la transformée , en x~ %dt  +

ax~ 4ttdx — bx mdx,  ou dt -j - ax ~ Htdx zz bx m+ Ax,

qui fera réparable , st m — — 4. Faisons , dans celle- ci , t — -
l ’

elle sc changera en d{-\ - bxm+ idx = ax ~ *dx.  Faisant donc
î — A ’xp’ -f - xdt ’ , & opérant comme ci-devant , on aura

p'A'xe'~ 'dx -\-qxl '~ 't'dx -̂ -x'!'dt'-\ -bx1,-' +m+H't'dx  ^
+bA ,’x '-p'+ '''+*dx - !r ?.bA'xP'+i'+m+Hldx . S ~ ax ~* dx'

Supposant 2p’ -(- m 2 — p'— 1 , p 'A' + bA '1 — o,
4 + = o, q1— I —/>' -f- q’-(- m-(- 2,  on aura
P — — m — 3 > A zz  — y -í , q — — 2m — 6 , Sc
x -zm- 6j ti _j _ j,x-  3m—\°pt'dx — ax~ 1dx, OU d d

bx~ m~ *cidx — ax1 m+ Adx , qui fera féparable , si — m — 4

— 2m + 4 , ou si m — — j.

Si l’on fait F = puis ( zz A 'bc*" -f- xd 't" , 2c que
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l ’on continue toujours de même , on trouvera successive¬
ment , que l’équafion est séparable , lorsque m — — ^ ,
m — — , m = — Lcc . , c’est-à-dire , en généra ) ,

lorsque m = ■f , r étant un nombre entier positif.

Et en remontant aux substitutions précédentes , on verra
que y  a pour expression

y =Ax~' +x A 'x~ m~ï -t - * '

Allx- -"‘- '<

A'"x~ï'

en continuant jusqu’à ce que le premier terme en x dans
l’un des dénominateurs , ait pour exposant — rm — 2r — i ;
8c alors le second terme doit être x~ 2rm  ~ 4r- 2r; / étant
une variable qui , après la substitution de cette valeur de y ,
se détermine par l’intégration de l’équation résultante , qui

est séparable alors.

Reprenons Péquation dy -f - ay *dx — bx mdx; & con¬
cevons qu’au lieu de substituer d’abord y — Ax*  x ?t,
comme nous Pavons fait ci - dessus , nous fassions d’abord

y — - . puis r — Ax » x11, & que nous continuionsî
d’opérer comme ci-dessus ; ou conclura , de même , que l’on

séparera toutes les fois que m — ^ ^ , r étant un nombre

entier positif. Et la valeur de y  fera.
1

( I

( I
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en continuant de même jusqu’à ce que le premier terme en x
dans !e dernier dénominateur , soit — m ( r -j- i) — 2 t— t;
8c alors le second terme doit être

On ramènera aux mêmes cas , l’équation xidy -f - <iy'tx’’dx
~ bxmdx,  en divisant par xi , puis faisant ? + 1 —

Tels sont les moyens généraux que l’on emploie , lorsque
les dx  8c les dy  ne passent pas le premier degré . Quant
aux équations qui renfermeroient différentes puissances de
dx  Sc dy ; comme elles ne peuvent manquer d’être homo¬
gènes à l’égard de dx  Sc dy , on divisera tout par dx  élevé
à une puissance égale à la somme des dimensions de dx  Sc

dy ; on résoudra l’équation en considérant comme l’in-

connue . Alors dx  8c dy  n ’étant plus qu’ati premier degré,
on verra , fi on peut appliquer à cette équation les méthodes
précédentes.

Des Équations différentielles du second,
troisième , &c. ordre.

171 . La liberté que l'on a ( 19 ) de prendre pour
constante, dans une différenciation , l'une quelconque
des différences premières , peut contribuer dans beau¬
coup de cas , à faciliter l’intégration. Mais comme il
peut arriver que lors de la différenciation , on ait
fait constante la différentielle qui n’est pas la plus

propre à faciliter l’intégration , il faut commencer par
montrer comment on peut ramener une équation
différentielle dans laquelle on a supposé telle ou telle

différence
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différence constante , à une autre où il n’y en ait
plus aucune de constante : on fera le maître ensuite
de supposer constante celle que l’on voudra.

Soit donc Adx 2 st - Bixdy  st - Cdy '1 st - Dddy — o,
l’équation à deux variables & à différences secondes , dans
laquelle la première différence dx  d ’une des variables a été
supposée constante . Après avoir divisé cette équation par
dx , on  récrira ainsi A dx  st- Bdy  st- st- Dd

qui est en effet la même , parce que , tant qu’on suppose dx
constant , ^ égal à Mais si l’on ne veut plus

que dx  soit constant , alors d ^ ~ A‘ix  ;

l’équarion se change donc en Adx  st - Bdy  st - st-

D Ç! x di.y ^ - x^ — q , dans laquelle il n’y a plus
aucune différence constante.

Soit Adx^  st- Bdx 2dy Cdy 2dx  st- Ddy 3 st - Edxddy
4 - Fdyddy  st - GdPy = o ; l’équation à différences troi¬
sièmes , d x étant toujours constant.

On divisera par dx *, & l ’on aura Adx  st - Bdy  st-

d Xa
ddy
d X

,d y ddyAx FIA  i n  —* dx dx  T vr d x*  —

dx

, que

l'on pourra écrire ainsi , A d x st - B dy  st - st - D

+« GO+' 2 ' 09+ G' [(iO' (í0 ]« .
& faisant tout varier dans ces différenciations indiquées , on
aura l’équation où il n’y aura plus de différentielle constante.

Marine. Mécan, l re, Partie,  P
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Appliquons cela à un exemple . Soit dx *dy — dy 1 ~
adxddy + xdxddy,  dans laquelle on ait supposé dx
constant . On ne voit pas , sur le champ , comment cette
équation pourroit être intégrée ; mais si nous rendons dx

variable , en écrivant dxdy — — - — (adx + x dx)

alors nous pouvons , dans cette différenciation indiquée ,

prendre dy pour constante , & nous aurons dxdy
d y 3 __
dx

~ {adx + xdx)
d y d d x

Tx* , qui en réduisant , devient dx 1 -j-

xddx + addx — dy * — o , dont l’intégrale , ainsi qu’il
est aisé de le voir , est x dx + adx — ydy -j - Cdy — o,
en ajoutant une constante Cdy  de même ordre que l’inté¬
grale . Cette équation étant intégrée de nouveau , donné

a x — y— Cy + C — o.

172. Examinons maintenant les équations à différences
secondes , & à deux variables . Nous appellerons ainsi , celles
dans lesquelles il n’y a pas de différences qui paffe le second
ordre , à quelque puissance que dx & dy  y soient d’ailleurs
élevés.

Nous suppofetons qu’iwe des différences est constante;
mais il fera facile d’en conclure comment on devroit se con¬
duire si elles étoient toutes deux variables.

Scit donc Addy -f B — o , l’équation générale qui peut
représenter toute équation différentielle du second ordre , à
deux variables x & y , & dans laquelle d x est constante.
A & B font des fonctions quelconques de x , y , dx , dy
& constantes.

J’écris ainsi cette équation . . . . Addy -f - "+*

dx — 0 ; Aétant une fonction inconnue , de même nature
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que A & B.  Je multiplie cette équation par un facteur P
que je suppose être une fonction de x , y , dx , dy & cons¬

tantes ; & j’ai APddy -f - P + 7 ^ dx  z = o,
que je suppose être une différentielle complette.

Cela posé , nous avons trois différences , savoir ddy , dy
& d x.  Regardant donc ces différences comme celles d’autant

de variables différentes , il faut ( 153) que l’on ait d ^  —dy

' [' fir *)]
ddy

ÍAI1
dx — d

ddy ’ d x

=
dy De ces trois équations , on peut , en imitant

ce qui a été fait ( 167) , déduire une équation où P n ’entre
plus , & qui ferviroit à déterminer k, en prenant pour k une
fonction , la plus générale qu’il soit possible, de x,y,dx
& dy ; avec des coessciens indéterminés que l’on subfiitue-
roit dans cette même équation . Après quoi on détermìneroit
P , en prenant de même une fonction de même espèce , Sc
telle qu’elle satisfît à deux de ces trois équations . Mais on
peut simplifier cette recherche , & la borner à chercher pour
P  une une fonction de x , y , dx , dy  qui satisfasseà deux
équations.

Les deux premières des trois équations que nous venons

de trouver , donnent — - .= — — P ( B — k) -f-

Ty  - TÎJ — ^ ' ° U ^ = - dJ> P t B ~ k )
, d {PB) _i _ i {Pk) & d ( A P) _ j d ( P k)

~ d y ddy d y ddy ’ d x d x ddy  •
Substituant , dans l’avant-dernière équation , la valeur dc

P L



d r p k) . , , , , -, á { A p )
—1 rires de la derniere , on aura ^  —

dx d ( A P
d yP ( B - k) d x

J ? *

y d’où l’on

„ , „ , v , d ( PB ) , , d ( A P)
tire P (B - A ) = dy — dxdy -lj - 1  —

d y'1 ■  d ’où il sera facile d’avoir k,  dès que P

fera connu.

Or de cette dernière équation , on tire P k — P B —

y substituant

!)
. d ( PB) , , , d ( AP) , d ( A P)

dy - rzr ' + dxd y - ^ r ~ + dy ~tt

, , ,, , . d ( AP)cette valeur dans 1équation —

& dans l’équation d

-À

(P ( P - *)

d s P k
_V_ dy_

d d y

d v ') _' G0
dx

^Slll - dx
d { A P ) _ d V . d dy

dy

d ( P B ) _ _ dx d ( A P)

dy , on aura

( d d y

d { ^ P)
d X

d dy

- dy

, &

d ( AP)
_dy J  _)

.f P B dy d ( P B) , Jjt d { AP) , dy* d { AP) -\
K. d x dx ddy y dx dx d y )

dy

La question est donc réduite à trouver pour P  une fonc¬
tion de x , y , dx , dy & constantes , qui satisfasse à ces
deux équations . Mais quoique ce!a soit toujours possible ,
cela n’est pas également facile ; c’est pourquoi abandonnant
cette recherche générale , nous allons examiner quelques équa¬
tions plus limitées , mais cependant très - étendues.

Observons auparavant qu’il est facile , d’après ce que nous
venons d’exposer , de déterminer si i’équation proposée est
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intégrable dans l’état où elle est . II n’y a qu’à supposer
P — i ; alors il faut , pour que l’équation soit intégrable ,
qu’elle satisfasse aux deux équations suivantes.

s dB , i A , d A \̂
d A _ \ddy x dx ^ dy J ^
dy ddy  *
j s dB , dA j d A \

ZTy - dx  77 - dy jy)  _
d x

, s B dy  á/ ? . , d_ A , d_f _ d_A\
d ^dx ~ dx ddy+ d y  dx + d * jyj Cda est é.

dy

néral , quelle que soit l’équation différentielle du second
ordre , dx  étant constant.

173. Proposons -nous , maintenant , d’intégrer l’équation
Gdx * Hdxdy -s - Kdy '1 Lddy ==: o , lorsque le
secteur P  qui manque à cette équation pour être intégrable,
ne doit être qu’une fonction de x , de y & de constantes.
Je suppose d’ailleurs que G , H , K 8i L ne renferment
ni dx,  ni dy ; mais seulement des fonctions de x , y 6c
constantes.

Si l’on compare cette équation , à l’équation générale
’Addy - )- B — o , on aura A L , 8t B G dx 1
Hdxdy -j - Kdy *. Substituant dans les deux équations que
nous avons eues , ci- dessus , pour déterminer P, & faisant
attention à la supposition que nous faisons , savoir que P,
G , H , K 8c L ne renferment ni dx,  ni dy,  nous au¬

rons - ' — K P; & une seconde équation , laquelle,

après y avoir substitué pour —2y -- , se valeur K P , se

réduit à d (P H d x -4 - K P d v *— d : n pl)
d x )_

d x

P 3
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dsPGdx + dy d <'s L ) ')  . (pi .
—-±- - -— - . Maisà cause de —̂ — ' — K P,

dy dy 9

on s d ( KP) dd ( PL)  ,— — ; donc notredx dy

Cette

dx dx
seconde équation se réduit ( après avoir divisé chaque membre

d d {P L) . _ d ( P C)
dx dx ' ' dy *

équation & l’équation d ' ^y ' — K P,  sont celles que nous
avons à traiter actuellement , pour intégrer la proposée.

j , , d {PH)dx)  a

Observons maintenant que , dans cette dernière équation,
il n'y a que y  qui soit regardée comme variable. Cela posé,
exécutant la différenciation indiquée , & tirant la valeur
, dP dP K , dL

de -p - , on aura ~p~ — jy dy — ~jy ; prenant donc 1in¬
tégrale , en regardant y seule comme variable , puisque la
différenciation a été faite dans cette supposition , ou aura

l P — s ~ dy — IL -f - IX. / 'ajoute , pour constante , la

quantité IX,  par laquelle j’entends une fonction de x & de
constantes . C’est parce que x a été supposée constante dans
la différenciation.

De cette équation je tire P — i J- y, Si l’on substitue

cette valeur de P  dans l’équation d — Lee . , & que
s —dy

l’on divise ensuite par e L , on aura l’équation qui doit

déterminer X.  Or comme X  doit être une fonction de x,

,  r , dd ^ PL)
( ) Par cette expression d y ’,

nous entendons qu’on doit diffé¬
rencier P L , en faisant varier * ,

& diviser ensuite par dxj puis dif¬
férencier le résultat , en faisant
varier x, & diviser encore par dx.



de Mathématiques. rz r
il s'ensuit que , pour que l’équation proposée scit intégrnfcle

par la multiplication d’un facteur composé seulement de x,

y & de constantes , il faut que , dans celle- ci , tous les y

disparoissent.

Supposons , par exemple , que l’on ait l’équation lydx 2 ct
(u 3yx ) dxdy ~\- ix d̂y + x%yddy — o , qui n’eít

point intégrable dans l’état où elle est. J’ai donc L — x 2y,
G ra ay , H — ìx -f - 3yx , K — 2r *; donc P  =

X _ JC_ ty* _ X_ 2 _ Xy_
x2 y Ê ^ x2 y ^ x1 y ^ ' x2

Substituant cette

valeur de Z5, & celles de Z , G , H, & c . dans l’éqnarion

dx

xydX

, &c . , on aura , après avoir transposé ,

r Xy  3 y*á X

±i \ y
X2

x dx X X
y 2 d iX

+

o ; éga¬

lant donc à zéro la somme des termes affectés de y , & di¬

visant ensuite l’une des équations par y , & l’autre par y 2 ,

on aura , après réduction faite , , & — x lddX

ct- 3xdXdx — 3Z1Ì1 ’ = o. La première donne X ~ x ì ;
6c cette valeur substituée dans la seconde , y satisfait ; 011a

donc X = x 5 , & par conséquent ? — ^ — xy.

Maintenant , st l'on remonte à la valeur de Pk,  trouvée

(172 ) , on aura Pk — 2 xy ' dx'  ct - 3x~y ìdxdy , 8c

P ( B — k ) z=  2 x ŷdxdy  ct - 2x^ydy 1; cnsorte que l’é¬

quation , rapportée à la forme génera 'ie ( 172 ) , devient

x^y d̂dy  ct - ( zx zydx  ct ix ^ydy ) dy  ct (ixyMx  ct

3 x*y *dy ) dx — o.

Pour intégrer , on suivra la même règle qui a été don¬

née ( 148 ) ; on regardera d’abord , dans x',y *ddy , dy  stule
comme variable , & l’on aura x iy 1dy.  Différenciant cette

quantité en faisant tout varier , & retranchant de l’équation,
Pct
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il reste (ix zydx ) dy -j - ( a *yVx ) dx.  On intégrera le
premier de ces termes , en regardant y feule comme variable,
Le l’on aura xzy zdx,  dont la différentielle , prise en regar¬
dant y ik x comme variable , étant retranchée dit reste pré¬
cédent , ne laisse rien ; ainsi l’intégrale est x ŷzdy -j - xzy zdx
-t- Cdx — o,  en ajoutant une constante.

On peut prendre , pour second exemple , réquation 2 dx z -j-
(3 * + y + O dydx -(- 2 A:dy ì -f - (x 1-j - x y ) ddy — o ,
qui s’intégrera de la même manière . On trouvera que X doit
être égal à a , & P — x -f - y.

174. Si après la substitution de la valeur de P,  dans l’é-
quation ^ » &c . , tous les y disparoissent d’eux-mêmes,
l' équation qui doit donner X,  est a'tors différentielle du se¬
cond ordre ; ensorte qu’il semble que la méthode n’est , dans
ce cas , d’aucune utilité . Mais il faut observer que l’équation
qu’on aura alors , fera de cette forme Adx %-)- BXdx z -f-
CdXdx EddX — o , A , B , C, E étant des fonctions
de x Sc  de constantes . Or , pour intégrer cette équation , je
l’écris ainsi A P 'dx * BP 'Xdx* + (C — k ) P 'dxdX
-j- k'P 'dXdx -}- EP 'ddX — o . Je suppose , maintenant,
que P 1 & k'  étant des fonctions de x seulement , les quatre
derniers termes , forment ensemble une différentielle exacte
alors le premier terme étant une fonction de x , s’intégrera
aisément . Or les équations qui résultent de cette supposition ,
< d ( EP ' ) _ d {k'P'dX + BP 'Xdx ) d (EP ' ) __IOnt dx — ddX 1 dX —
d \ ( C<— k1) P'dx ] d [k’P'dX + BP 'Xdx ) _ddX > dX . .
d [(C — k') P'dX) „ rf[ ( C — k' ) P'dx] _ d (BPXdx)dx ) dx dX *
Or ces quatre équations se réduisent aux deux suivantes ( eu
égard à ce que k' , P' , A,B, &c . , ne renferment point X)  ,



de Mathématiques. 13 3
d ( EP ' ) ,, n, c „ D, d {{C — k' ) P ] ,
—à—- ' — k P , oc B P z=. ——— j- -—Tirant  de

d x 7 à x
d P1

chacune de ces deux équations , la valeur de -p - , & éga¬

lant l’une de ces valeurs à l’autre , on aura , après les ré¬
ductions faites , Edk ' ( C — k’ ) d E — k' (C — k' ) d x
BEdx — EdC — o , équation différentielle du premier
ordre feulement , dont dépend la valeur de X, & par con¬

séquent l’intégrale de la proposée . Supposant donc qu’on ait
déterminé k!  par le moyen de cette équation , on aura ai¬

sément P ' , par le moyen de l’équation k!P ' —  ̂,

qui donne - p - = —£- p- , & par conséquent P —
H ! dx
1 c E , H  étant une constante. Alors k' & P'  étant

trouvés , on aura X , en mettant les valeurs de k' 8c P'  dans

l’équation AP 'dx* + BP 'Xdx* + ( C — k! ) P 'dxdX -J-
k'P'dXdx + EP 'ddX — o , Le intégrant. Or comme cette
équation ne peut manquer à présent d’être une différentielle
complette , on a pour son intégrale dxsA P'dx -f - XdxsBP 'dx
-f - dXsk 'p 'dx Ldx — o , L étant une constante : 8e

cette dernière s’intègre facilement par ce qui a été dit ( 165) ;
on aura donc X  dès qu’on aura k' ;  ainsi , on peut dire
généralement , que toutes les fois qu’il ne manquera à l’é-
quation Gdx ~ Hdxdy -j - Kdy 1 -{- Lddy — o , qu ’un
facteur composé de x , de y 8c de constantes , pour être une
différentielle exacte , cette équation fera toujours facilement
réductible à une équation différentielle du premier ordre,
quels que soient , d’ailleurs , G , H , K , L.

Mais si après la substitution de la valeur de P  dans l’é¬

quation — §ce. , l’équation renferme encore des y que

l’on ne puisse faire difparoître fans assujettir les coëfficiens G,
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H , K , L à certaines conditions , c’est une preuve que le
facteur P doit , en outre , renfermer des dx & des dy;  alors
il faut avoir recoursà la méthode générale ( 172).

On s’y prendra de même pour trouver dans quels cas toute
autre équation différentielle du second ordre , d’une forme
connue , peut être intégrée par la multiplication d’un facteur
composé de x , y & constantes , ou de x , dy , dx Si  cons¬
tantes , ou de y , dx Si  constantes , Lee.

175. A l’égard des équations différentielles du troisième
ordre , en les supposant représentées généralementpar Ad 3y
-h B — o , A 8i B étant des fonctions de x , y , dx , dy,
ddy Si  de constantes, & supposant de plus que P est le
facteur composé de x , y , dx , dy , ddy Sc  constantes qui
peut la rendre intégrable, on pourra l’écrire ainsi APd ~’y -J-

B
k ddy + P í~ n ldy

PI
d x dx — o.  Alors il faudra

que

ddy J ' dy

a p {b -in (p k-^ =- l'\L ddy J . d(AP) _ dy )d ( AP)
ddy d}y 9 dy d ’y •

ndn=4M) . I=4 ^ 1.
dx  dP y 9 d y ddy 5

dx ddy S dx
C’est à l’aide de ces équations qu’on déterminera k , l Si P.
Mais nous ne poufferons pas plus loin ces recherches.

On voit comment on doit s’y prendre pour les équations
différentiellesd’ordres plus élevés.

176. Observons en finissant, 1°. que lorsqu’il manque une
des deux variables finies dans l’équation , on la ramène tou¬
joursà une équation d’un degré moindre en faisant dyzz-pdx,
p étant une nouvelle variable.
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177. 2°. Que l’équation générale lí’y -{- aù"“ ' y <í x -|-
bd"- *y dx 1+ &c -f dytfa;" -f -Xdx n= o , a , b,
étant des constantes, X,une fonction deX & de constantes, &
«frétant constant, peut toujours être intégrée facilement par
une méthode semblableà celle que nous avons employée ci-
dessus, pour l’équation Adx x -y- BXdx *+ CdXdx -f*
EddX — o.

Pour cet effet on récrira ainsi, Pd ny + P (a — k) d"~ ' ydx
+ P hd n~'y dx + P ( b— k' ) d ’‘- *ydx- + Pk 'd"- *ydx x
-p- &c. + P ly dx n + PXdx "zz. o ; P étant le facteur,
qui peut rendre l’équation intégrable, & que je suppose être
une fonction de x ; k , k' , &c. sont des constantes indéter¬
minées.

On supposera que les termes pris deuxàdeux , à commencer
du premier , forment une différentielle exacte. Cette sup¬
position donnera les équations nécessaires pour déterminer

P , k , k' , &c. ayant égalé les valeurs de~~p~ , on aura des

équations en k , k' , &c. à l’aide desquelles on déterminerak ,
par une équation du degré n.  La valeur de k étant trouvée,
on aura aisément celle de k', k11, &c . & on aura celle de P,  en
intégrant , ce qui sera très-facile. Alors pour chaque valeur
de k , on aura une intégrale particulière, en observantd’ajou-
ter à chacune une constante différente. De n — t de ces

équations , on tirera les valeurs de dy n~ 1, dy n~ ï , & c.
& les substituant dans la dernière, on aura la valeur dey en x,

178. 30. Si l’on avoir plusieurs équations où les différences
ne fussent point multipliées entre elles, si ce n’est par la diffé¬
rence constante, & où les variables ne passassent point le pre¬
mier degré & 11e fussent point multipliées entre elles, on les
intégreroit en multipliant la seconde, 1a troisième,&c. chacune
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par un facteur constant p , p1, &c. ajoutant à la première , &
multipliant le tout par un facteur P  que l’on supposeroit être
une fonction c!e la variable dont la différence est constante ;
alors on décompoferoit les termes affectés des différences
d’une méme variable , comme on vient de faire dans l’équation
précédente.

Par exemple , si j’avois add ^ -\ - b ddy  ( cd £ -\ - edy ) dx
-J- {fi -f - gy ) d x 1 =zo,8í addl ~{- b'ddy -\- (c'd £ -j - e'dy ) dx
-f - (s ' i -q - gly ) dx'1 ~ o;  multipliant la seconde par p,
ajoutant à la première & multipliant le tout par P,  j ’aurois
P (a -f - a p) d d i P (c c*p ) d { d x P (/ + / ' p) {dx*
+ ( f ct- b'p'jddy +P (e + t p) dydx -Jr P ( g -\ -g' p) ydx 1
= o. Ensuite je décomposerois c + dp,  en c- f- c'p —k, & k;
je décomposerois pareillement e + dp , en c -j- e'p — k1&. k'.
Et supposant ensuite que les termes pris deux à deux forment
des différentielles exactes , j’aurois les équations nécessaires
pour déterminer , k , k' 81 P.  L ’équation en k montera en
général , au degré a n , ce qui donnera 2 n intégrales , à
l’aide defquelles on chassera toutes les différences , & l’on
aura les équations en { & x ; en y & x , &c.

179. 40. Si les équations étoien t plus générales , on regar-
deroit p , p , &c . ainsi que P,  comme des fonctions de toutes
les variables & de leurs différences ; & l’on déterminèrent
ces fonctions , par la condition que l’équation totale fût une
différentielle complette . Les ouvrages qu’on peut consulter
fur le calcul intégral , font ceux de M M, £ ií/tr , d’Alembert,
Fontaine , le Marquis de Condorcet, Bougainville , & le
P. Reynau,

d



ÎSSài

PRINCIPES
généraux

DE LA

MÉCANIQUE.
NOTIONS PRÉLIMINAIRES.

180. Sou s le nom de Mécanique, nous comprenons
la science du mouvement , & celle de l’équllibre.

Il y a du mouvement dans un corps , lorsque ce
corps , ou quelques-unes de ses parties font trans¬
portées d’un lieu en un autre.

Un corps , ou l’affemblage de plusieurs parties
matérielles, ne peut de lui-même se mettre en mou¬
vement. Il ne peut être mu que par une cause, sans
laquelle il peut , d’ailleurs , exister.

Cette cause, telle qu’elle soit, qui est capable de
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mouvoir un corps , est ce que nous appelons Force
OU Puijsar:ce.

L’équilibre , est Pétât d’un corps , ou d’un assem¬
blage ou Syjlême  de corps , qui est sollicité par plu¬
sieurs forces dont les effets sont détruits par quelques
obstacles, ou se détruisent mutuellement.

Le repos , est l’état d’un corps dont les parties,
non-seulement ne sont point déplacées , mais ne sont
pas même sollicitées par aucune force.

Pour établir les principes du mouvement & de
l’équilibre . nous imaginerons , d’abord , qu’il n’existe
rien autre chose dans la nature , que les corps dont
nous parlerons , & les forces que nous leur suppo¬
serons appliquées.

Ainsi, nous regarderons d’abord les corps , comme
non pesans; comme parfaitement libres : nous sup¬
poserons que ni Pair , ni la pesanteur, ni le frotte¬
ment , ni tout autre obstacle n’existent.

Nous  aurons , ensuite , égard à ces obstacles; mais
pour mesurer leurs effets, il faut commencer par
examiner les choies, dans cet état de simplicité.

181. Ces suppositions faites , il est clair que si un
corps a reçu du mouvement par une cause quel¬
conque , il doit persévérer dans cet état de mouve¬
ment , fans aucune altération ni augmentation , fans
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aucun détour , tant que la même ou une nouvelle
force n’agira pas fur lui. En effet , nous venons de
dire qu’un corps ne peut fe donner du mouvement ;
il ne peut donc s’en ôter , puisque ce seroit s’en
donner en sens contraire : d’ailleurs nous supposons
qu’il n’existe aucun obstacle.

Ainsi, le mouvement est naturellement égal ou
uniforme , & rectiligne. Examinons donc d’abord
les propriétés de ce mouvement.

Du Mouvement uniforme.

181. Le mouvement uniforme  est donc celui d’un
corps qui se meut toujours de la même manière ;
c’est-à-dire , qui parcourt toujours le même espace
dans le même intervalle de temps.

Pour comparer les mouvemens de deux corps qui
fe meuvent uniformément , il faut considérer l’espace
que chacun décrit dans un même temps déterminé,
comme d’une minute , d’une,seconde, &c. Cet espace
est ce qu’on appelle la Fítejse.

183. La vitesse d’un corps est donc , à proprement
parler , l’espace que ce corps peut décrire uniformé¬
ment dans un temps déterminé , que nous appelons
l’Unité de temps.

Ainsi, dans les mouvemens uniformes de deux corps, si
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l’on compte le temps en secondes ; & que l’ur) parcoure s
pieds par seconde ; & l’autre , 6 pieds , par seconde ; je
dirai que la vitesse du premier est de 5 pieds , & celle du
second , de 6 pieds.

r84 . Mais si , en prenant toujours la seconde pour unité
de temps , on me difoit qu’un corps a parcouru 100 pieds
en cinq secondes , 100 pieds n’exprimeroient pas la vitesse
mais je vois qu’à chaque seconde , il en parcourroit lc cin¬
quième , ou 20 pieds ; c’est-à-dire , que pour avoir la vitesse ,
je divise le nombre 100, des parties de l’espace parcouru,
par le nombre 5 des unités de temps qui se font écoulées.

Donc , en général , la vitesse ejl égaleà l 'espace divisé
pai le temps ; c ’est-à -dire , en nommant V \z vitesse,

E  l’espace parcouru pendant un temps marqué par T,

on a généralement V = -y - ; c’est un des principes

fondamentaux de la mécanique.

185 . Inéquation V=  donne non-seulement

la mesure de la vitesse , mais encore celle de l’es¬

pace &c  du temps. En effet , st l’on regarde successi¬
vement E & T comme inconnues , on aura par les

règles ordinaires de l’Algèbre ,T = & E =^ VT.

Ainst , pour avoir le temps, il faut diviserl'espace, par

la vitesse; &Cpour avoir l 'espace, il faut multiplier la

vitesse par le temps,

Au reste , si nous employons ici des caractères
algébriques,
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algébriques , ce n’est pas qu’ils soient nécessaires pour
faciliter l’intelligence de ces premières vérités. Mais
ils sont utiles pour soulager la mémoire. On voit en
effet par cet exemple, que le premier principe étant
une fois dans la mémoire , on peut toujours faci¬
lement retrouver les deux autres , en appliquant les
règles ordinaires à ce premier principe traduit algé¬
briquement.

186. Il est donc facile maintenant de comparer les
mouvemens uniformes de deux ou d’un plus grand
nombre de corps.

Par exemple, fi l’on me demande dans quel rapport sont
les vitesses de deux corps , qui décrivent des espaces con¬
nus E & e, dans des temps connus T & t , respectivement.
En nommant V & u les vitesses de ces deux corps , j’aurai

v = -E, & u = -f - ( 184) ; donc v:  u : : ~ : -í- ;
c’est-à-dire , que les vitesses font comme les espaces divisés par
les temps.

En un mot , qu’il s’agisse de comparer les vitesses»
ou les espaces, ou les temps , le principe que nous
venons de donner ( 184) donnera l’expression de
chacune de ces choses , pour chaque corps ; il n’y
aura donc qu’à comparer ces expressions.

Par exemple, si je veux comparer les espaces: ce prin-
E

cipe me donne V— -y , d’où je tire E s ; V T ; donc pour

Marine. Mkan . l re. Partit,  Q
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le second corps j’aurai pareillement t — ut;  donc £ ;

V T ut  ;  c ’est -à-dire , que les espaces font comme les vitesses

multipliées par les temps.

187 . De ces trois choses , l’espace, le temps & la

vitesse , si l’on veut en comparer deux , lorsque la

troisième est la même pour chaque corps , il n’y a

qu’à chercher , de même , l'expression de cette troi¬

sième , pour chaque corps , & égaler ces deux ex¬

pressions.

Par exemple , si je veux savoir quel est le rapport des es¬

paces quand le: vitesses font les mêmes , i’ai V = . -F-  &

u — -L ; donc puisqu ’on suppose V — u,  on a

ou Et = e T,  d ’où l’on tire E e \ ‘. T t ; c ’est- à- dire,

qu’i vitesses étales les espaces font comme Us temps.  On trouvera
de même qu’en temps égal , les espaces font comme les vitesses;

& que pour que deux corps décrivent le même espace, il saut que

leurs vitesses soient réciproquement proportionnelles aux temps.  En

effet , on a E — VT & e ut ; donc si £ — c , on a

VT — ut , d’où l’on tire V \ u \ \ t \ T.

Ainsi , le seul principe V — -y - , donne le moyen de

comparer toutes les circonstances des mouvemens uniformes.

Des Forces & de la quantité de Mouvement.

188 . La somme des parties matérielles dont un

corps est composé , est ce qu’on appelle sa Majse  ;



de Mathématiques.  24}

mais dans l’usage que nous serons de ce mot , nous
entendrons le nombre qui exprime de combien de
parties matérielles le corps est composé.

La force , ainsi que nous l’avons déjà dit , est l.i
cause qui meut , ou tend à mouvoir un corps.

Comme les forces ne nous intéressent que par
leurs effets, ce n’est que par les effets dont elles font
capables , que nous devons les mesurer. Or l’effet
d’une force est de faire passer dans chaque particule
matérielle d’un corps , une certaine vitesse. Donc si
toutes les parties reçoivent la même vitesse, comme
nous le supposerons ici , l’effet de la cause motrice
a pour mesure la vitesse multipliée par le nombre
des parties matérielles du corps , c’est-à-dire , par la
masse. Donc la force se mesure par la vitesse quelle peut
imprimerà une masse connue, multipliée par cette masse.

189. Le produit de la masse d’un corps , par fa
vitesse, s’appelle la quantité de mouvement  de ce corps.
Les forces se mesurent donc par la quantité de mouve¬
ment quelles font capables de produire.

Ainsi, si nous désignons ce produit , par F;  la masse,
par M; & la vitesse par V, nous aurons F ~ Ml r.

f p
Cette équation donne V — ; 8i M = — ; qui font

voir 1°. que connoljfant la force motriced’un corps&fa masse,
Q
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on saura quelle vitesse il doit avoir , en divisant la force motrice

par la masse.  2 °. Que connoissant la force motrice & la vitesse ,

on saura quelle es la mase qui peut avoir cette vîtese & cette

force motrice , en divisant la force motrice par la vîtese.

Mais il ne faut pas perdre de vue , que ce que nous en¬

tendons ici par F , ou par la force motrice , c’est l’eífet dont

est capable la cause qui engendre le mouvement . C’est cet
effet seul qu’on peut faire entrer , & qu’on a besoin de faire
entrer dans le calcul.

190. Donc si s  marque la force motrice d’une autre masse
m, & u la vitesse de cette masse , on aura de même / -= cmu;

donc F ". f '. '. MV  t mu ; c ’est-à-dire , que les forces motrices

font comme les mases multipliées par les viteses.

Et si de chacune des deux équations F — M V , 8cf ~ m u ,

on tire les valeurs de M & de m,  puis celles de V 81  de u,  on

aura le rapport des masses, par celui des forces & des vi¬
tesses , & celui des vitesses par les forces & les masses; d’où

l’on conclura i °. qu’d mases égales les forces motrices font

comme les viteses ;  2 °. qu ’i viteses égales , les forces motrices

font comme les mases ;  3 0. & qu ’enfin fi les forces motrices

font égales , les viteses font en raison inverse des mases ; ce que

l ’on trouvera facilement en égalant successivement la valeur
de M à celle de m ; celle de V à celle de u ; & enfin celle

de F  à celle de f;  l ’êquation résultante , réduite & con¬

vertie en proportion , démontre chacune de ces proposi¬
tions.

Remarque.

191 . La masse ou le nombre des parties matérielles

, d ’un corps , dépend de ion  volume & de ce qu ’on
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appelle sa densité.  Comme les corps font pénétrés
d’un très - grand nombre de vides qu’on appelle
pores, leur quantité de matière n’est pas proportion¬
nelle à leur volume ; mais fous le même volume il
y a d’autant plus de matière que les parties font plus
serrées : & c’est cette plus ou moins grande proximité
des parties qu’on appelle densté.  Enforte qu’on dit,
un tel corps est plus dense  qu ’un tel autre corps,
lorfqu’à volume égal il renferme plus de matière que
ce dernier. On dit au contraire qu’il est moins dense
ou plus rare  lorfqu ’à volume égal il renferme moins
de matière.

La densité sert donc à juger du nombre des par¬
ties matérielles, lorsque le volume est connu ; ainsi
on peut regarder la densité comme représentant le
nombre des parties matérielles d’un volume déter¬
miné ; quand on dit , l’or est 19 fois ausii dense que
l’eau , cela veut dire , l’or contient 19 fois autant
de parties que l’eau , dans un même espace.

En fe représentant la densité comme exprimant
le nombre des parties matérielles d’un volume déter¬
miné que l’on prend pour unité de volume; il est
clair que pour avoir la masse, ou le nombre total
des parties matérielles d’un corps dont le volume
est connu, il faut multiplier la densité par le volume.

Q 3
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Par exemple , si la densité d’un pouce cube d’or est repré¬
sentée par 19 , la quantité de matière de 10 pouces cube d’or ,
fera 10 fois 19. Ainsi , représentant généralement la masse par
M , le volume ou la solidité par 5 & la densité par D ,
on aura M — S X D ; par où il sera facile de comparer
les masses , les volumes ík les densités des corps.

Nous verrons dans peu , que les masses des corps
font proportionnelles à leur poids ; ainsi, dans l’usage,
on pourra substituer le poids à la masse.

Des mouvemens uniformément accélérés .

191. Un corps qui n’a reçu qu’une impulsion,
persévère dans son mouvement avec la même vitesse,
& dans la même direction qu’il a eue au premier
instant ( 181 ) . Mais s’il vient à recevoir une nou¬
velle impulsion dans le même sens, ou en sens con¬
traire de la première , il se meut alors , avec une
vitesse égale à la somme ou à la différence des deux
vitesses qu’il a reçues successivement: cela est évident.

Donc si Ton conçoit qu’à des intervalles de temps
déterminés , le corps reçoive de nouvelles impulsions,
dans le même sens , ou en sens contraire de la pre¬
mière , il fera mu d’un mouvement varié  ou inégal;
fa vitesse fera différente au commencement de chaque
intervalle de temps.

Quoi qu’il en soit , sa vitesse au bout d’un temps
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quelconque doit s’estimer par l’espace qu’il seroit alors
capable de décrire pendant l’unité de temps , si son
mouvement devenoit uniforme à compter de l’instant
où l'on considère cette vitesse.

On appelle en général Force accélératrice, toute
force qui agit fur un mobile pour faire varier son
mouvement . Lorfqu’à des intervalles de temps égaux,
elle agit également, on l’appellt force accélératrice cons¬
tante , 011 force rétardattìce consume, selon qu’elle tend
à augmenter ou à diminuer la vitesse actuelle du mo¬
bile.

Examinons présentement les circonstances du mou¬
vement uniformément accéléré.

193. Puisque dans ce mouvement , la force accé¬
lératrice agit toujours de la même manière , si l’on
suppose que § soit la vitesse qu'elle communique , à
chaque unité de temps , il est clair que les vitesses
successives du mobile seront g , r § , 3g ; ensorte
qu’après un nombre d’unités de temps marqué par
t , la vitesse acquise sera g pris autant de fois qu’il
y a d’unités dans t ; c ’est-à-dire , fera g x t ou gt.

194. Donc i °. dans le mouvement uniformément
accéléré , les nombres de degrés de vitesse que le
mobile acquiert , croissent comme les nombres d'iin¬
tervalles pendant lesquels dure le mouvement ; ce que

Q 4
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l ’on exprime , en disant : Les vitesses acquises font comme
les temps écoulés depuis le commencement du mouvement.

Ainsi, si l’on appelle u la vitesse que le mobile a
acquise au bout du temps t,  on a u ~ gt,

2°. Les vitesses que le mobile se trouve avoir suc¬
cessivement pendant la durée de chacun des inter¬
valles consécutifs , forment donc une progression
arithmétique -j-g • 2 g • 3g • &c . dont le dernier terme
est gt  ou u, & dont le nombre des termes est t ,
c’est-à-dire , est marqué par le nombre des actions
de la force accélératrice.

30. Et puisque ces vitesses g , zg , &c . ne font
autre chose, chacune , que l’espace que le mobile peut
décrire pendant l’intervalle correspondant (183 ) ,
l’eípace total décrit pendant le temps t,  fera donc
la somme des termes de cette progression arithmé¬
tique ; c’est-à-dire ( 232 ) , qu’il fera exprimé
par (g + u)  x Donc si l’on nomme e cet espace
total parcouru depuis le commencement du mouve¬
ment , on aura e = (̂ g u ~)

195. Concevons , maintenant , que la force accé¬
lératrice agit fans interruption , ou , ce qui revient
au même , concevons que le temps t soit partagé
en une infinité de parties infiniment petites que nous
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ippellerons des instans; & qu’à la naissance ou à la
fin de chaque irtílant , la force accélératrice donne
une impulsion au mobile. Concevons de plus qu’elle
agit par degrés infiniment petits. Alors g étant infi¬
niment petite par rapport à a , on doit , dans l’équa-

tion e — ( § -s- k ) , omettre g , & l ’on a sim¬

plement £— “* ,

196. Cela posé , imaginons qu’au bout du temps t
la force accélératrice cesse d’agir ; le corps ( 181 )
persévérera donc dans son mouvement avec la vitesse
u qu ’il aura acquise ; c’est-à-dire , qu’à chaque unité
de temps , il décrira un espace — « ( 18; ) ; donc
s’il continuoit de se mouvoir avec cette même vitesse

pendant le temps r , il décriroit un espace— u y. t,

c’est - à - dire , le double de celui e ou -ÍLi qu’il a

décrit (195)  dans un temps égal , par faction suc¬
cessive de la force accélératrice. Donc dans k mouve¬

ment uniformément& continuellement accéléré, L'espace
décrit, pendant un certain temps, ejl la moitié de celui
que k mobile peut décrire dans un temps égaf avec
la vitesse acquise, continuée uniformément.

197. Puisque (194)  les vitesses acquises croissent
comme les temps écoulés , si l’on appellep la vitesse
acquise au bout d’une seconde, alors la vitesse acquise,
après un nombre t de secondes , fera pt;  ainsi on
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aura u — p t.  L équation e = trouvée cì-deíïus,

deviendra donc e = Donc íi l'on représente par

£ , un autre espace décrit de la même manière pen¬

dant un autre temps T , on aura de même E = p~ ;

d’où l'on conclura e : £ ^ - f -LI -- tt : TT;
ce qui nous apprend que les espaces parcourus cCun
mouvement uniformément& continuellementaccéléré,sont
comme les quarrés des temps.

198. Et puisque ( 194) les vitesses font dans le
rapport des temps , les espaces font  donc au£ î , dans
le rapport des quarrés des vitesses.

199. Donc les vitesses& les temps, font comme les
racines quarrées des espaces parcourus depuis le commen¬
cement du mouvement,

200 . Tout cela s’applique également aux mou-
vemens uniformément retardés , pourvu que , par
les temps , on entende ceux qui restent à s’écouler
jusqu'à l’extinction de la vitesse; & que par les es¬
paces, on entende ceux qui restent à décrire jusqu’à
l’extinction de la vitesse.

aoi . Dans l’équation e — que nous avons

trouvée ci - dessus ( 197) , la quantité p par la¬
quelle nous avons entendu la vitesse que la force
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accélératrice est capable d’engendrer par son action
successive pendant une seconde de temps , est ce que
nous appellerons la force accélératrice ; parce que
nous devons juger de cette force par fesser qu’elle
est capable de produire dans le mobile , dans un
temps déterminé ; effet qui n’est autre que de lui
communiquer une certaine vitesse.

Du Mouvement libre des corps pefans.

loi . C’est à l’espèce de mouvement que nous ve¬
nons de considérer , qu’cn doit rapporter le mouve¬
ment des corps pefans. Mais avant d’appliquer à cet
objet , la théorie que nous venons d’expofer , il est
à propos de faire connoître quelques faits concernant
la pesanteur.

Ce que nous entendons par pesanteur , c’est la
force qui sollicite les corps à descendre suivant des
lignes verticales ou perpendiculaires à la surface des
eaux. Si la terre , ou si la surface des eaux étoit par¬
faitement sphérique , les directions de la pesanteur
concourroient toutes au centre. Mais quoique cette
surface ne soit pas parfaitement sphérique , elle s’en
éloigne peu ; ensorte que , pour les objets que nous
avons à traiter , nous pouvons regarder , fans au¬
cune erreur sensible, les directions de la pesanteur,
comme concourant au centre de la terre.
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Nous avons déjà eu occasion de dire (Géom. 3x5)
que le rayon de la terre considérée comme sphé¬
rique , est de 1961x500 pieds. De-là il est aisé de
conclure qu’il faut , sur la surface de la terre , une
étendue de 16 toises pour répondre à un angle d’une
seconde au centre de la terre . Ainsi, dans une ma¬
chine qui auroit 16 toises de longueur , il ne s’en
faudroit que d’un angle d’une seconde, que les di¬
rections de la pesanteur , aux deux extrémités , ne
fuíTent parallèles. Donc , dans un même lieu, on peut
regarder les directiom de la pesanteur comme parallèles.

Quant à la grandeur de cette force ; à parler rigou¬
reusement , elle est différenteà différentes distances de
l’équateur , & à différeras éloignemens du centre de
la terre. Mais les quantités dont elle diffère, par les
différentes distances où l’on peut être de l’équateur,
font très-petites , &C ne nous importent en aucune
manière , pour le présent. II en est de même des di¬
minutions qu’elle subit à mesure qu’on s’éloigne du
centre de la terre : elles ne peuvent être sensibles que
par des changemens de distance beaucoup plus con¬
sidérables que ne font les hauteurs auxquelles nous
pouvons nous élever , ou les profondeurs auxquelles
nous pouvons descendre ; ainsi nous regarderons,
ici , la pesanteur comme une force qui est par¬
tout la même ; c’est - à - dire , qui sollicite les corps



DE M AT HÉMAT IQVES.  2J3

à descendre d’une même quantité dans un même
temps.

II faut considérer cette force , comme agissant, &
agissant également à chaque instant , fur chaque par¬
tie de la matière . Or il est clair que si chacune des
parties d’un corps reçoit la même vitesse, la totalité
ne fera mue qu avec la même vitesse que recevroit
une feule des parties détachée de la masse; enforte
que la vitesse que la pesanteur imprime à une masse
quelconque , ne dépend point de la grandeur de
cette masse: elle est la même pour une petite masse
que pour une grande. II est vrai , cependant , que
nous ne voyons pas tous les corps tomber dune
même hauteur dans le même temps ; mais cette dif¬
férence est l’effet de la résistance de l’air , ainsi que
nous le verrons par la fuite : aulîi lorfqu’on laisse
tomber des corps dans un espace vide d’air , ob-
ferve- t-on que des corps très-différens en masse,
tombent néanmoins d’une même hauteur dans le
même temps.

II faut bien distinguer , ici , entre l’effet de la pe¬
santeur & celui du poids. L’effet de la pesanteur est
de faire passer ou de tendre à faire passer dans chaque
partie de la matière une certaine vitesse, qui est ab¬
solument indépendante du nombre des parties ma¬
térielles. Mais le poids  est égal à l’effort que l’on doit
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exercer , pour empêcher qu’une masse proposée n’o-
béisse à sa pesanteur. Or cet effort dépend de deux
choses ; savoir , de la vîtefíe que la pesanteur tend à
imprimer à chaque partie , & du nombre de parties
qu’elle anime ou qu’elle tend à animer. Mais comme
la vitesse que la pesanteur tend à imprimer , est la
même pour chaque partie de la matière , l’effort que
l’on a à exercer , est proportionnel au nombre des
parties de la matière ; c’est-à-dire , à la masse. Ainsi
le poids dépend de la masse, & la pesanteurn en dépend
nullement.  Cette observation , sur le poids des corps,
établit ce que nous avons avancé (191) , savoir , que
la masse est proportionnelle au poids.

203. Après ces éclaircissemens fur la pesanteur,
venons aux lois du mouvement des corps pesans.

Puisque la pesanteur agit également, & sans in¬
terruption , à quelque distance que le corps se trouve
de la surface de la terre ( du moins pour les distances
auxquelles nous pouvons nous élever ) , la pesanteur
est donc une force accélératrice constante , qui , à
chaque instant, fait passer dans le mobile un nouveau
degré de vitesse , qui est toujours le même pour
chaque instant égal : ensorte que (194 & suiv. ') les
vitesses acquises augmentent comme les temps écou¬
lés ; les espaces parcourus font comme les quartés
des temps , ou comme les quartés des vitesses; les
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vitesses font comme les racines quarrées des espaces
parcourus ; les temps font austi comme les racines
quarrées des espaces parcourus : en un mot , tout ce
que nous avons dit des forces accélératrices constantes,
s’applique littéralement à la pesanteur. Bien entendu
que dans tout ceci , nous faisons abstraction de la ré¬
sistance de l’air & de tout autre obstacle.

Il ne s’agit donc , pour pouvoir déterminer les
temps , les espaces 8í les vitesses dans le mouvement
des corps graves , que de connoître un seul effet de
ta pesanteur dans un temps déterminé. Car les équa¬
tions u = pt , e — p~  5 nous mettront en état de

déterminer tous ces objets , dès qu’une fois nous
saurons la valeur de p.

Rappelons- nous donc que par p (197 ) , nous
avons entendu la vitesse que le mobile acquiert au
bout d’une seconde de temps. Or on fait par expé¬
rience ( Sc nous verrons par la fuite , comment on
l’a trouvé ) qu’un corps à qui l’air ne fait point de
résistance sensible, tombe de 15 pieds 6c é , ou plus
exactement , de 1 098 dans la première seconde
de fa cbute.

D’ailleurs nous avons vu ( 196 ) qu’avec la vitesse
acquise par une fuite décélérations , le mobile pour-
roit décrire d’un mouvement uniforme , un espace



double , dans le même temps. Donc la vitesse qu’un
corps pesant a acquise au bout de la première seconde
de sa chute , est telle que st la pesanteur cessoitd’agir,
il décriroit le double de x5 pieds & , c’est-à-dire
30p, 2 à chaque seconde. Donc p ~  30,1.

204 . Maintenant, l’équation u = pt, & l ’équa-

tion e — Ss- , nous font voir ; la première , que
pour avoir la vitesse qu’un corps pesant a acquise
après être tombé pendant un nombre t de secondes,
ìl faut multiplier celle qu’il acquiert pendant la pre¬
mière seconde , par ce nombre t de secondes.

Donc , lorsqu un corps pesant es tombé pendant un
certain nombre de secondes, la vitesse qu il a acquise, es
telle que fi la pesanteur cessoitd 'agir , il décriroit, par
chaque seconde, autant de fois  30 ^,2 qu il s'efi écoulé
de secondes.

Ainsi , un corps qui a employé 7 secondes à tomber , se
meut au bout de 7 secondes avec une vitesse à parcourir
7 fois 30p,a ou 211 pieds Sc f par seconde , sans aucune
nouvelle accélération.

205 . La seconde équation e = ~ — {pt 1, fait

voir que pour avoir l’espace e ou la hauteur e dont
un corps pesant tombe dans un nombre t  de secondes,
il faut multiplier \p,  c ’est-à-dire , la quantité dont

il
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il tombe dans la première seconde , la multiplier,
dis-je , par le quarré du nombre des secondes.

Donc ta hauteur dont un corps pesant tomhe pendant
un nombre t de secondes, efl d!autant de fois 15 pieds
& , qu il y a d'unités dans le quarré de ce nombre de
secondes.

Ainsi quand un corps a employé 7 secondes à tomber , on
peut être assuré qu’il est tombé de 49 fois 15P,r , c’est- à-dire ,
de 740 pieds à très-peu près ; en supposant toujours que la
résistance de l’air n’ait pas lieu. On voit donc que quand on
connoît le temps écoulé , rien n’est plus aisé que de déter¬
miner la vitesse acquise , 8c l’espace parcouru.

206 . Si l'on veut savoir combien de temps un
corps emploieroit à tomber d’une hauteur connue :
l’équation e — -pt 1, donne t1 = & par con¬

séquent t — V' -r-pl  c ’est-à-dire , qu’il saut cher¬
cher combien cette hauteur e contient de fois la hau¬
teur {p dont un corps pelant tombe dans la pre¬
mière seconde, & tirer la racinequarrée de ce nombrede fois.

207. Veut-on savoir de quelle hauteur un corps
pèsent devroit tomber pour acquérir une vitesse con¬
nue ; c’est-à-dire , une vitesse à parcourir uniformé¬
ment un certain nombre de pieds , par seconde. Alors

Marine. Mécan, l ri Partie, R



de lequation u = spt,  je tire la valeur de t qui est

t = j ; je la substitue dans l’équation e = j p d ;

& j’ai t = \ P X ~ , qui m’apprend que

connoître la hauteur  e Jo/zí un corps pesant devroit

tomber pour acquérir une vitesse  u d 'un cettain nombre

de pieds par seconde, il faut diviser le quarrè de ce nom!re

de pieds, par le double de la vitesse, qu un corps pesant

acquiert au bout de la première seconde; c'es-à-dire ,

par  60,4.

Ainsi , si je veux savoir de quelle hauteur un corps pesant

devroit tomber pour acquérir une vitesse de 100 pieds par

seconde , je divise le quarté de 100 , c’est-à-dire , 10000,

par 60,4 ; le quotient 165 ^ m’apprend qu’un corps doit

tomber de 165 pieds j , pour acquérir une vitesse de 100 pieds

par seconde.

II est évident qu’on se conduiroit de même , pour

déterminer à quelle hauteur montera un corps jetté

verticalement avec une vitesse connue.

20S. Comme on peut , ainsi qu’on le voit par

ces exemples, déterminer facilement toutes les cir¬

constances du mouvement des corps pesans, c’est à

ces mouvemens qu’on rapporte le plus communé¬

ment , tous les autres mouvemens ; ensorte que sou¬
vent au lieu de donner immédiatement la vitesse

d’un corps , on donne la hauteur d’où il auroit dû

tomber pour acquérir cette vitesse , par faction de
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la pesanteur. Nous aurons occasion d’en voir des
exemples.

Observons donc pour récapituler , que toutes les
circonstances du mouvement accéléré , & par consé¬
quent du mouvement des corps graves , font com¬
prises dans les deux équations u = p t , e = jpt í ;
ensorte que p étant connu , dès que l’on connoîtra
l’une de ces trois choses , le temps, l’espace & la
vitesse , on peut toujours trouver les deux autres,
soit immédiatement par l’une ou l’atitre de ces deiyc
équations , soit par le concours des deux , combinées
comme nous venons de le faire ( 107 ) .

Des Mouvemens variés de quelque maniéré
que ce fou.

209. Lorsque le mobile est soumis à Faction d’une
force qui agit fur lui fans interruption , mais d’une
manière différente à chaque instant, le mouvement
s’appelle , en général , mouvement varié.  On a des
exemples de mouvement varié dans le débandement
des ressorts : quoique la vitesse aille en augmentant,
cependant les degrés par lesquels elle augmente vont
en diminuant. II en est de même des degrés par les¬
quels le mouvement du navire arrive à i’unisormité :
Faction du vent fur les voiles diminue à met ure que
le navire acquiert du mouvement , parce qtt’il

R 1
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échappe d’autant plus à cette action , qu’il a plus de
vitesse.

zio . Les principes nécessaires pour déterminer les

circonstances de ces mouvemens , se déduisent facile¬

ment de ce que nous avons dit fur les mouvemens
uniformes & fur les mouvemens uniformément ac¬

célérés : voici comment on y parvient. i ° . De quel¬

que manière que le mouvement soit varié , st on le

considère par rapport à des instans infiniment petits,

On peut supposer que la vitesse ne change point pen¬

dant la durée de cet instant. Or lorsque la vitesse est

uniforme , elle a pour expression l’efpace décrit pen¬

dant un temps quelconque r , divisé par ce même

temps t.  Donc lorfqu’elle ne fera uniforme que pen¬

dant un instant , elle doit avoir pour expression ,

l’efpace infiniment petit décrit pendant cet instant,

divisé par cet instant. Donc si e représente l’espace

décrit , d’un mouvement variable , pendant le temps

quelconque r, de  représentera ce qui est décrit uni¬

formément pendant l’instant d; ; on aura donc

u = ou de = udt , première équation fondamen¬

tale des mouvemens variés.

211 . 2°. L’équation u = p t,  trouvée (197 ) ,

& qui exprime le rapport des vitesses aux temps,

dans les mouvemens uniformément accélérés , donne
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p = - C ’est-à- dire , que quand la force accéléra¬
trice , ou plutôt la quantité p par laquelle on la me¬
sure ( 101 ) est constante , elle a pour expression la
vitesse u qu’elle engendre pendant un certain temps r,
divisée par ce temps 1.  Donc si cette force accéléra¬
trice p agit différemment d’un instantà l’autre ; c’est-à-
dire , si elle n’est constante que pendant un instant,
elle doit avoir pour expression la vitesse qu’elle en¬
gendre pendant cet instant, divisée par cet instant ;
c’est-à-dire , qu’elle doit avoir pour expression l’ac-
croissement de la vitesse, divisé par l’accroissement
du temps ; on aura donc p — ou du — pdt y
seconde équation fondamentale des mouvemens variés.

212. Dans l’équation u — pt t nous avons en¬
tendu ( 197) par p,  la vitesse que la force accéléra¬
trice engendreroit dans le mobile pendant un temps
déterminé (comme d’une seconde) , par une action
continuée & toujours égale. Dans l’équation du —pdet
on doit entendre la même chose. Mais il faut ob¬
server que la force accélératrice étant supposée va¬
riable , la quantité p qui représente la vitesse qu’elle
seroit capabled’engendrer si elle agissoit comme force
accélératrice constante pendant une seconde , cette
quantité p est différente pour tous les instans du
mouvement . En effet, on conçoit aisément que lors¬
que la force accélératrice devient plus petite , la

R 3
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vîteffe qu’elle seroit capable d’engendrer dans une
seconde , par son action actuelle répétée également
pendant chaque instant de cette seconde, doit être
plus petite , & vice versa.

213 . Les deux équations de = udt , du = pdt,
peuvent en fournir une troisième que l'on emploie
encore avec avantage : la voici :

Oe l'équation de — udt,  on tire dt ~ ^ ; subs¬

tituant cette valeur dans l’équation du = pdt,  on
a , tente réduction faite , p de — udu.

214. Remarquons , que dans le raisonnement par
lequel nous sommes parvenus à l’équation du = z pdt
(211 ) , nous avons regardé la vitesse comme crois¬
sante. Si elle alloit en diminuant , il saudroit (21 ) ,
au lieu de du , mettre — du;  ensorte que les deux
équations du — p dt , & p de = udu,  doivent être
écrites ainsi, úz du —pdt, & pde = ± udu,  le
signe supérieur étant pour le mouvement accéléré,
& le signe inférieur , pour le mouvement retardé.

215. II y a une quatrième équation qu’on peut
déduire des deux équations fondamentales, & qu’il
ne faut pas omettre : la voici.

L’équation de — udt,  donne u 27  i  àc



de Mathématiques. 263

d u =a d (77 ) . Substituant cette valeur dans l’équa-

tion pdt — dr du,  on a pdt = dr d (77 ) .

Si Ton suppose ( comme on en est bien le maître )

que dt  soit constant, on a pdt = dr ^ 7 , ou
= dr Jí/í.

Mais il faut bien se souvenir que l’équation pdf
■= ûz d dt  suppose dt  constant . Lorsqu’on fait dt

variable , on emploie l’équation pdt = dr d

Nous aurons plus d’une occasiond’appliquer utile¬
ment ces formules. Mais ne perdons pas de vue que
la quantité p qu ’elles renferment , représente , pour
chaque instant , la vitesse que la force accélératrice
seroit capable de faire naître dans le mobile , dans
un intervalle de temps connu , comme d’une seconde,
si pendant cette seconde elle agissoit comme force
accélératrice constante ; enforte que , comme cette
quantité p mesure pour chaque instant l’effet dont
la force accélératrice est capable, nous lui donne¬
rons , pour abréger , le nom de force accélératrice.

De VÉquilibre entre des forces directement
opposées.

216.  Nous venons de considérer le mouvement

que doit avoir un corps soumis à faction d’une force
R 4
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qui agit sur lui , toujours suivant une même direc¬
tion . Mais nous n’avons pas encore fait mention de
la manière dont le mouvement passe dans le mo¬
bile. C’est un objet qu’il n’est pas moins important
d’examiner ; mais comme les lois de la communica¬
tion du mouvement , dépendent de celles de l’équi-
libre , ainsi que nous le verrons par la fuite , il faut
commencer par nous occuper de celles-ci. II n’est
question , pour le présent , que de l’équilibre entre
des forces directement opposées.

Nous représenterons les forces, ainsi que nous
l’avons déjà dit , par les effets qu’elles font capables
de produire ; c’est-à-dire , chacune, par la quantité de
mouvement d’une masse déterminée. Mais pour ne
point embrasser trop d’cbjets à la fois , nous consi¬
dérerons ccs  masses comme réduites chacune à un
seul point auquel , par la pensée, nous attribuerons
la même quantité de matière qu’au corps dont il tien¬
dra lieu. Nous verrons par la fuite qu’il y a , en
en effet, dans tous les corps , un point par lequel
le mouvement se transmet, comme si toute la masse
y étoit concentrée. Au surplus, nous considérerons
les corps ( jusqu’à ce que nous avertissions du con¬
traire) comme composés de parties absolument dures
&c  liées les unes aux autres de manière à ne pou¬
voir changer leurs situations respectives, par faction
d’aucune force.
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217. Cela posé, concevons ( / ». 54 ) deux masses

M & m;  la première , mue de A vers C avec une
vitesse V ; la seconde, mue de C vers A , avec une
vitesse u ; lorsque ces deux masses viendront à se
rencontrer , elles se feront équilibre si la quantité de
mouvement de M,  est égale à la quantité de mou¬
vement de m;  c ’est-à-dire ( 189) , st MV — mu.

En effet, il est d’abord évident que si M est égal
à m, & qu’en même temps les deux vitesses V & u
soient égales , il y aura équilibre ; car alors la même
raison que l’on donneroit pour prouver que M doit
l’emporter sur m, prouveroit aussi que m doit l’empor-
ter sur M , puisque tout est égal de part & d’autre.

ri 8. Supposons présentement que M est double
de m;  mais qu’en même temps u est double de Jr;
que , par exemple , M parcoure un pied par seconde,
& m deux pieds par seconde. II est clair que je puis
considérer M comme composé de deux masses égales
à m; & qu ’à l’instant du choc je puis me représenter
le corps m comme animé d’une vitesse d’un pied par
seconde, à laquelle on ajoute dans le même instant
une autre vitesse d’un pied par seconde. Alors je puis
me représenter que dans le choc , la masse m con¬
sume une de ses vitesses contre une pareille portion
de la masse M ; & son autre vitesse contre la por¬
tion égale & restante de la masse M.
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Maintenant , si au lieu de supposer les masses M
& m,  dans le rapport de a à i , & au contraire
leurs vitesses dans le rapport de i à 2 , on les sup-
pnsoit dans tout autre rapport , on voit qu’011 pour-
roit toujours supposer la plus grande masse décom¬
posée en un certain nombre de masses égales à la
plus petite , dont chacune détruit dans la plus petite
une vitesse égale à la sienne, ensorte qu’on peut éta¬
blir comme général , le principe suivant.

Principe fondamental . Deux corps qui agi(sent
Cun sur £autre, suivant des lignes directement opposées,
se font équilibre, lorsque leurs quantités de mouvement
font égales;  c ’est-à-dire , lorsque le produit de la
masse de l’un , par la vitesse avec laquelle il tend
à se mouvoir , est égal au protluit de la masse de
Tautre, par la vitesse avec laquelle il tend aussi à se
mouvoir.

Cette proposition a lieu généralement , soit qu’il
s’agisse de deux corps qui marchent librement au-
devant l’un de Tautre, soit qu’il soit question de deux
corps qui se poussent à l’aide d’une ligne M m infle¬
xible & sans masse, soit enfin cu’ils se tirent en sens
contraires , à l’aide d’un fil inextensible Mm.  Et ré¬
ciproquement si deux corps se font équilibre , on
doit conclure que leurs mouvemens font directement
opposés , & que leurs quantités de mouvement font
égales.
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119 . Donc si trois , ou un plus grand nombre de

corps M , m , m' &c . {fig.  55 ) , qui se meuvent ou
tendent à se mouvoir sur une même ligne , avec des

vitesses V,u,ii  se font équilibre , il faut que la somme

des quantités de mouvemens de ceux qui agissent dans
un sens , soit égale à la somme des quantités de mou¬

vemens de ceux qui agissent en sens contraire.

Car s’ils se font équilibre, on peut toujours supposer que
M & m allant du mêine sens, m détruit une partie du mou¬
vement de m' , & que M détruit l’autre. Or si l’on nommex
la vitesse que m'  perd par faction de m, on aura m' x pour la
quantité de mouvement qu’il perd par cette même action;
on aura donc mtt— rn' x : le corps A1 n ’aura donc plus à
détruise dans m' , que la quantité de mouvement restante ;
savoir, m' u' —rnx ; on aura donc M F — m1 u' — m' x ; ou ,
à cause que rn xzz .mu , on aura MF = m1 u — mu -, c’est-à-
dire , MV mu — m! u1.

Du Mouvement composé.

no . Nous  supposerons encore que les masses aux-

quelles seront appliquées les forces dont nous allons

parler , font concentrées en un point.

On appelle mouvement composé, celui que prend un

corps sollicité en même temps par plusieurs forces

qui ont telles directions qu’on voudra.

Si un corps M mu suivant la ligne droite j4B

( fig. 5(s ) reçoit , lorsqu ’il est arrivé au point M,  une
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impulsion suivant une ligne M D  perpendiculaire à
la ligne AB ; cette impulsion ne peut produire d’autre
effet que de I ecarter de la ligne AB ; elle ne peut ni
augmenter ni diminuer la vitesse qu’il avoit pour s’é-
loigner de CD  perpendiculairement à cette ligne.

En effet , la direction C D étant perpendiculaire à AB f
il n’y a aucune raison pour que la force qui agit suivant CD ,
produise un effet plutôt à la droite qu’à la gauche de cette
ligne ; & comme elle ne peut en produire des deux côtés
à la fois , elle n’en produira donc ni de Fun ni de l’autre.

Le raisonnement est le même , si l’on suppose que le corps
M étant mu suivant CD , vient à être frappé suivantM R;
cette dernière force n’ajoutera ni n’ôtera rien à la vitesse
avec laquelle le corps M tendoit à s’éloigner de M B.

221.  Principe fondamental . Si deux forces  P

& Q ( fig . 57 ) dont Us directions font un angle droit ,
agissent au même infant fur un mobile  M ; que la force  Q
soit telle , que par son aclion ìnjlantaníe fur le mobile ,
elU puise feule lui faire parcourir  MB dans un temps
déterminé comme d 'une seconde ; & la force  P telle quelle
puisse feule lui faire parcourir  M D dans le même temps ;
je dis que par l 'aclion composée de ces deux forces , le
mobik  M décrira , dans le même temps , la diagonale  M E
du parallélogramme  DMBE qui a pour côtés ces mêmes
lignes  MB , M D.

Puisque les deux forces agissent au méme instant
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sur le mobile , on peut supposer qu’il étoiî en mouve¬
ment sur la ligne P D , & qu’au moment oìi il arrive
su point As, la force Q perpendiculaire à P D vient
à agir sur lui ; or selon ce qui vient d’être dit (220) ,
cette force Q ne peut ni augmenter ni rallentir la vi¬
tesse qu’if avoit pour s’éloigner de Q B ; donc si par
le point D on tire DE parallèle à AÍ5 , il faudra
qu’au bout d’une seconde il se trouve sur quelque
point de la ligne D E dont tous les points font éloi¬
gnés de QB, d’une quantité égale à M D.

Or le même raisonnement que nous faisons pour la
force P à l’égard de la force Q , s’applique mot à
mot à la force Q par rapport à la force P ; donc si
par le point B on tire B E parallèle à P D , le corps
doit , au bout d’une seconde, se trouver sur quelque
point de B E. Mais il n’y a que le point E qui soit
tout à la fois fur DE & fur B E ; donc le mobile,
au bout d’une seconde, sera en E,

II est d’ailleurs évident ( 181) , que quelque route
que le mobile prenne par faction instantanée des deux
forces , elle doit être une ligne droite ; puisque dès
quelles ont agi , le mobile est abandonné à lui-même;
donc puisque cette route doit passer par M !k par
E; elle doit être ME, c’est-à-dire , la diagonale du
parallélogramme DMBE.

Ajoutons que le mobile décrit M E d’un mouvement
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uniforme , puisqu’immédiatement après faction com¬
posée des deux forces , il est abandonné à lui-
même ( 181).

222 . Puisque les deux forces P &r Q agissant con¬
jointement fur le mobile , n’ont d’autre effet que de
lui faire décrire la diagonale ME ; concluons donc
i °. qu’à deux forces dont les directions font un
angle droit , on peut toujours en substituer une feule,
pourvu que celle-ci puisse faire parcourir au mobile,
la diagonale d’un parallélogramme rectangle, dont les
côtés feroient décrits dans le même temps chacun
séparément par faction de la force dont il est la
direction.

La force unique ME  qui résulte de faction des
deux forces MB , AID , s ’appelle la résultante  de ces
deux forces.

Comme les lignes MB , MD,  représentent les
effets dont les forces Q & P font  capables séparé¬
ment , &c ME  celles dont elles font capables con¬
jointement , on peut regarder MB , MD Ì ME
comme représentant ces forces elles-mêmes.

20. On pourra donc , aussi, considérer une force
unique quelconque ME , comme étant le résultat de
deux autres forces AIB , AID , dont les directions
feroient entre elles un angle droit , pourvu que celle-là



de Mathématiques. 271

étant représentée par la diagonale ME,  ces deux-ci
le soient par les côtés MB , MD d ’un même paral¬
lélogramme rectangle. On pourra donc à la force
unique ME , substituer les deux forces M B &CM D;
puisqu’en effet ces deux forces ne produiroient que
ME.

223. En général, quelque angle que fassent entre
elles les direclions des deux forces  P 6 ' Q ( fig . 58 & 59 )

qui agissent en même temps fur un mobile  M ; ce mobile

décrira la diagonale  ME du parallélogramme DMBE,
dont les côtés marquent fur les directions de ces forces  ,

Us effets dont elles font capables séparément :  6 * il dé¬

crira cette diagonale , dans 1e mime tetnps que par l ’aclion

dt Cune quelconque de ces deux forces , il eût décrit U

côté qui représente cette dernière force.

En effet, concevons que par le point M,  on rncne
F M H  perpendiculaire à la diagonale ME; & que

par les points D B on mène les lignes D F , B H
parallèles , &C les lignes D G , BI  perpendiculaires à
cette même diagonale. Au lieu de la force P repré¬
sentée par M D diagonale du parallélogramme rec¬
tangle FMGD,  on peut (222)  prendre les deux
forces MF &c MG.  Par la même raison , on peut,
au lieu de la force Q représentée par la diagonale
MB  du parallélogramme rectangle M H BI,  prendre

les deux forces MH &C MI.  On peut donc , aux deux
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forces P &: Q , substituer les quatre forces MF , MG,
M H , MI ; &c celles-ci ne peuvent manquer d’avoir
la même résultante que ces deux-là. Or de ces quatre
forces , les deux MH , MF,  ne contribuent en rien
à la résultante , parce qu’elles agissent suivant des
directions opposées, & qu’elles font égales. En effet,
il est aisé de voir que les deux trianglesD GM , EIB
font égaux, par la nature du parallélogramme; donc
DG = BI;  donc aussi MF = MH.

Quant aux deux forces MI , MG,  comme elles
font dirigées suivant une même ligne , l’effet qui en
résulte doit être la somme des deux effets MG , MI
(fig. 58  ) , parce que ces forces agissent dans le même
sens; & doit être leur différence (fig . 5c>) , parce
qu’elles agissent en sens contraires. Mais puisque le
triangle E IB  est égal au triangle D G M;  on a (fig. 58)
MI + MG = MI + EI = M E ; &c (fig. 5g ) MI
— MG = MI — EI — ME;  donc les quatre
forces MF , MH , MG , MI, & par conséquent les
deux forces M D , MB,  n ’ont d’autre effet que la
force ME  représentée par la diagonale du parallé¬
logramme DMBE,  dont les deux côtés MB , M D
représentent les deux forces Q &c P.

224. Nous avons , dans ce qui précède , représenté
les deux forces P & Q ( fig.  57 , 58 & 5g)  par les
lignes M D , MB  qu ’elles feroient capables de faire

décrire
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décrite dans un même temps , au mobile M , c’est-à-
dire , par les vitesses qu’elles peuvent lui communi¬
quer ; quoique , selon ce que nous avons dit ( 189) ,
la meíure véritable des forces , doit être la quantité
de mouvement qu’elles tont capables de produire.
Mais comme les quantités de mouvement ( 190) font
dans le rapport des vitesses, quand la masse est !a
même , ainsi que dans le cas présent , on peut tou¬
jours prendre , comme nous l’avons fait , les vitesses
M D , MB , pour représenter ces deux forces.

Mais si au lieu d’avoir immédiatement les vitesses
que les deux forces P & Q peuvent engendrer dans
le mobile M,  on avoit les quantités de mouvement
qu’elles peuvent produire dans des masses connues,
alors on prendroit M D &c MB,  dans le rapport
de ces quantités de mouvement . Par exemple, si je
ne connoissois les forces P Sc Q,  que par ce carac¬
tère ; que la force P est capable d’engendrer une vi¬
tesse connue u , dans une masse connue m; & que
la force Q est capable d'engendrer une vitesse connue
u' , dans une masse connue m' , alors je prendrois M D
; MB : : mu : mu.  Car , selon ce que nous venons
de voir , il faut prendre MD : MB  dans le rapport
des vitesses que ces deux forces peuvent imprimer au
mobile M ; or la première étant capable d’engendrer
la quantité de mouvement mu,  est capable de donner

Marine. Mécan. Ir‘. Partie.  S
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au mobile iWla vitesse ~ ( 189 ) ; par la même rai¬

son , la seconde, ou la force Q est capable de donner

au mobile M,  la vitesse ^ ; il faudroit donc prendre

M M mu1/n -rm n . m . m'u'MD : MB : : mais

m'u' ; donc il faut , en estes, faire M D : MB  dans

le rapport des quantités de mouvement qui mesurent
les forces P Q.

Cette réflexion est utile pour comparer les effets de

différentes forces appliquées à différens mobiles.

La proposition générale que nous venons de dé¬
montrer ( 113 ) , estd’une très-grande utilité ; presque
tout ce que nous dirons par la fuite , n’en fera qu’une

application.

zi  5. On voit donc qu’il est absolument indifférent
de regarder un corps comme sollicité par faction
combinée des deux forces MB , MD ( fig. 58  &  Ì9 ) ,

qui font entre elles tel angle qu’on voudra , ou de
le regarder comme sollicité par faction unique de la
force représentée par la diagonale ME,

Et réciproquement , il revient absolument au
même , de considérer un corps comme sollicité par

une force unique ME,  ou de le considérer comme
sollicité en même temps par deux forces qui feroient

représentées par les côtés d’un parallélogramme,
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dont celle-là seroit la diagonale. Par exemple , qu’un
corps parvienne de M en E , par un mouvement
uniforme , en une seconde de temps ; ou bien
qu’il se meuve sur la ligne M B , de manière à la
parcourir dans une seconde de temps , & qu’en
même temps cette ligne soit transportée parallèle¬
ment à ellc-même le long de MD , &l  qu’elle par¬
coure M D auffi dans une seconde , le corps dans
ce second mouvement se trouvera , également , ne
décrire autre chose que la ligne ME.

226 . Les deux forces MB , M D se recontrant
au point M , font nécessairement dans un même
plan ( Géom. 174 ) . Puis donc qu’elles ont pour
résultante la diagonale M E , qui est dans le plan
du parallélogramme, on peut dire généralement , que
deux forces qui se rencontrent, sont toujours dans un
mîrne plan avec leur réj'ultarde.

De la Composition ô de la Décomposition
des forces.

.227 . Non - seulement on peut , par le principe
que nous venons d exposer , réduire à une feule ,
deux forces qui concourent ; & décomposer une force
en deux autres ; mais on peut , en général , réduire
à une seu'e force , tant d’autres forces que l’on
voudra , lorsqu’elles sont dans un même plan , ou

S 2
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qu’elles se rencontrent toutes en un même point.
Et réciproquement , on peut décomposer une ou
plusieurs forces , en tel autre nombre de forces que
l’on voudra.

2.2.8. Mais avant de faire voir comment on y
parvient , il faut observer que lorfqu’une force P
{fis-  60 ) agit sur un corps , soit pour le pouffer,
soit pour le tirer , il importe peu à quel point de
la direction de cette force , on suppose que for»
action soit appliquée.

Par exemple , c’est la même chose , que la force P tire
le corps C par le point P  à l’aide d’une verge inflexible Sí
fans masse, ou d’un fil inextensible & fans masse ; c’est la
même chose , dis-je , qu’elle le tire par le point P,  011 qu’elle
le tire par le point A , ou par le point B , 011 par le point C,
ou qn’elle le pousse partout autre point D lié avec ce corps.
Tant que son action s’exercera suivant la même direction ,
elle aura toujours le même effet. La distance ne peut influer

qu’autant que faction de la puissance fe tranfmettroit à l’aide
de quelque instrument , comme levier ou corde , dont la

niasse partageroit faction de la puissance ; ce que nous ex¬
cluons ici.

Ainsi, si deux forces P 8>cQ {fig. 61 ) dirigées
dans un même plan , suivant les lignes A Q , B P
tirent ou pouffent un corps par les deux points A
& B ; ce corps n’est pas autrement sollicité qu’il le
seroit , si les deux forces le tiroient toutes deux par
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leur point de concours J , en restant toujours diri¬
gées de la même manière.

Cela posé , venons à la composition & à la dé¬
composition des forces.

229 . Supposons (7%. 62) quatre forces P,Q <R , S
dirigées suivant les lignes OP , A Q , B R , T S toutes
dans un même plan. Prolongeons d’abord , par la
pensée , la direction P O , jusqu ’à ce qu’elle rencontre
A Q , au point A: & supposant que AD , AE
sont les espaces que les deux forces P & Q pour-
roient respectivement faire décrire à un même mo¬
bile , dans un temps déterminé , comme d’une seconde;
si l’on forme le parallélogramme A EID , la dia¬
gonale A I,  représentera (123) l’efFort résultant des
deux forces P &c Q , &c pourra par conséquent tenir
lieu de ces deux forces.

Concevons maintenant , que AI  prolongé ren¬
contre en B la direction B R de la force R ; &
ayant pris B M égale à A I,  si l’on prend L/ ' pour
l’espace que la force R est capable de faire décrire
en une seconde , au même mobile que ci- dessus;
alors supposant la force AI  appliquée en B ; puisque
cette force est représentée par B M = AI,  de son
concours d’action avec la force R,  il résultera une
force unique représentée par la diagonale BG  du
parallélogramme BMGF:  cette force tiendra donc

S 5
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lieu de la force R & de la force ^ 7 ; c’est-à-dire,
tiendra lieu des trois forces R , Q tk P.

Enfin concevons que BG  prolongée , rencontre
en C,  la direction T S de la force S , &c saisons
CK — BG ; supposons que CH représente Fefpace
que la force S peut faire décrire dans une seconde, au
même mobile que ci-desius ; alors concevant la force
B G , appliquée en C suivant CG , & représentée par
CIí ; du concours de cette force avec la force S , il
résultera un effort unique représenté par la diago¬
nale CN  du parallélogramme CHNK.  Cette force
tiendra donc lieu de la force 5 & de la force CK
ou BG ; elle tiendra donc lieu des quatre forces
P , Q , R , S : elle est donc la résultante de ces
qua.re forces.

On voit donc par - là qu’on peut toujours , &
comment on peut réduire à une feule force , tant
de forces que l’on voudra , lorfqu’elles font diri¬
gées dans un même plan.

230. Cet exemple fait voir en même temps , com¬
ment on peut . à une feule force , en substituer tant
d’autres que l’on voudra ; & quelles conditions ces
autres doivent avoir.

Par exemple ( jîg, ) au lieu de la force unique BG,
on peur , en formant un parallélogramme quelconque BFGM,
dont B G soit la diagonale , prendre deux forces représentées
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par B F Si B M.  Et comme on peut supposer chacune de
ces deux forces appliquéesà tel point de leur direction que
l’on voudra , on peut transporter B M en AI , le point A
étant à telle distance qu’on voudra de B , & former surA I
un autre parallélogramme quelconque AE 1D;  alors on
p ut substituer à la force A I,  deux forces représentées par
A E Si A D ; ensorte qu'à la force unique B G , on aura
substitué les trois forces BF , AE , AD,  qui produiront le
même effet que celle- là.

13 1. Remarquons que puisqu ’il n’y a cl’autre condi¬
tion pour déterminer les forces A D , A E , sinon
qu ’eìles soient exprimées par les côtés AD , AE
du parallélogramme A DIE  dont AI  feroit la dia¬

gonale , ce qui peut avoir lieu d’une infinité de
manières , soit que le parallélogramme ADIE  soit

dans le plan du parallélogramme F B M G , ou qu’il
soit dans tout autre p'an ; on peut décomposer une
force quelconque B G , en tant d’autres qu ’on vou¬
dra , &C qui soient dans tels plans qu’on voudra.

Nous verrons par la fuite l’usage de ces compo¬
sitions & décompositions de forces.

231 . On voit , par l’exemple de décomposition

que nous venons de donner , qu’on peut assujettir,
si on le veut , quelques -unes des forces à passer par

certains points donnés , & même à être d’une gran¬

deur déterminée ; à être parallèles à certaines lignes
S 4
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données ; en un mot , à satisfaire à certaines condi¬
tions données.

Par exemple, si l’on avoir une force représentée par la
ligne A B (fig. 63) , & qu ’on voulût substituera cette force ,
deux autres, dont l’une passât par un point donné O, fût
parallèleà une ligne donnée de position ST , & fût en même
tempsd’une certaine grandeur S K ; c ’està -dire, telle qu’elle
pur faire décrire SK â un mobile, dans le même temps que
la force représentée par A B,  feroit décrire au même mobile
la ligne AB ; voici comment on fatisferoità cette question,
d’après les principes précédens.

Par le point O , on meneroit O V parallèle à 5 T , & qui
rencontreroit AB  en quelque point V.  On prendroit VR—SK,
& VQ = AB ; alors menant R Q , on lui meneroit par le
point V,  la parallèle VH,  que l’on termineroit en H,  par
la ligne QH  parallèleà VR 3 VR  feroit la force demandée,
& VH  feroit celle qui , conjointement avec VR , tiendroit
lieu de VQ  ou de A B.

La solution que nous donnons ne cessed’avoir lieu que
lorsque la ligne 5 T est parallèleà A B; mais on verra dans
peu , ce qu’il yak faire dans ce cas.

233 . Remarquons que puisque les deux forces
composant P &c Q ( fig. ó8 &c 5s)) étant repré¬
sentées par les deux côtés M D , MB  du parallé¬
logramme D MBE , leur résultante doit nécessaire¬
ment être représentée par la diagonale ME  du
même parallélogramme , on a , en nommant R cette
résultante ,P : R : : MD : M E,  8c Q : R : : M B ;
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ME,- c’tst-à-dire , P : Q: R : : MD : MB : ME,
ou ( à cause que M D = B E ') : : B E : MB ; M£ .
or dans le triangle MBE  ,  on a ( Gíom,  199 J
B E :M B : ME :: fin.  B M E : fin.  B E M:fin.  I\1  BE ;
ou à cause des parallèles BE &c  M D qui donnent
l’angle B E M = D M E , & sangle MBE  supplé¬
ment de BMD , &C par conséquent ( Gíom.  175)
Jln . MB E = Jin.  B M D , on a BE : MB \ ME

fin.  B ME : fin.  DME : fin.  BMD ; donc
P : Q : R :: fin.  B ME : fin.  DME : fin . B M D ;
où l’on voit que si l’on suppose la force P expri¬
mée parfin . B ME , la force Q le sera par fin . DME;
la force R le sera par fin . BMD;  c ’est- à-dire , que
deux forces composantes& leur résultante, peuvent tou¬
jours être représentées, chacune, par le finus de Panse
compris entre les direclions des deux autres.

Ainsi, on peut employer indifféremment pour
représenter les forces , ou des lignes prises fur leurs
directions , ou les sinus des angles compris entre
leurs directions , pourvu qu’on prenne pour cha¬
cune , le sinus de l’angle compris entre les directions
des deux autres.

Cette dernière manière d’exprimer les forces , a
aussi ses avantages particuliers , comme nous le
verrons par la fuite.

134. Si du point M comme centre 64 & 615 ),



Sc d’un rayon quelconque ME' on décrit Tare de
cercle HE ' G qui rencontre en G Sc H les direc¬
tions , prolongées , des forces P Sc <2; Sc que du
point E' on mène E’F , E' I perpendiculaires fur
MD , MB ; Sc du point H , H L perpendiculaire
fur M D. Il est facile de voir que E' F , E ' I , H L,
font respectivement les sinus des angles D ME,
B ME Sc BMD ; on a donc P : Q : R : : E ' I :
E 'F \ H L.

135. Concevons maintenant que les directions des
deux forces P Sc Q (_/ ?«•. 66 & 67 ) , passant cons¬
tamment par deux points fixes K Sc N,  leur point
de concours M s’éloigne de plus en plus ; il est vi¬
sible que les sinus des angles B ME , D ME Sc
BMD diminueront de plus en plus ( * ) ; que par
conséquent ils approcheront , de plus en plus , de
se confondre avec les arcs E'H , E'G , GH ; donc
si le point M s’éloigne à l’infini , E1 F , E ' I Sc H L
fe trouvent tous appliqués fur Tare G H qui devient
une ligne droite perpendiculaire aux deux lignes
MK Sc M N , qui pour lors font parallèles entre
elles & à la ligne ME ; Sc puifqu’on a toujours
P : Q ; R :: E' I : E'F : H L ; H L devenant alors
égaleà £ 7 + £ hF0 %. (Sss) & = E 'I— E 'FÇJig.  67 )»

( * ) II faut fe rappeler (Géom.  j obtus , est le même que celui
275 ) que le sinus d’un angle , de Ton supplément.
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il s’enfuit que lorsque deux forces  P & Q ( fig. 68 & 69)
ont des directions parallèles , i ° . leur résultante leur efl

parallèle.  x ° . Que fi on tire une ligne  F I perpendiculaire

à ces directions , chacune de ces forces efl représentée par

la partie de cette perpendiculaire , comprise entre les

directions des deux autres.  3 0. La résultante efi égale à

la somme des deux composantes , lorsque celles- ci agissent

dans un même sens ; & égale à leur différence , lors¬

qu elles agissent en sens contraires.

236. Puisque l’on a (fig . 68  &  69 ) P : Q :
R : : EI : FE : FI , on a donc P : Q : : EI : F E

& P : R : : EI : FI,  c ’est-à-dire , que , des deux
composantes parallèles , & leur résultante , deux quel¬

conques , font toujours entre elles réciproquement comme

les deux perpendiculaires menées fur leur direction , d 'un

même point pris fur la direction de la troisième.

237 . Si l’on tire arbitrairement la ligne ABC,
on aura ( Géom.  102 ) BC \ AB \ A C : : EI  ;
FE : FI.  On aura donc austì P : Q : R : : B C :

A B 1 A C ; c ’est-à - dire , qu ’en général , s Ion coupe

les directions de deux forces parallèles , & de leur résul¬

tante , par une ligne droite menée comme on le voudra ,

chacune de ces forces peut toujours être représentée par

la partie de cette droite , comprise entre les directions des
díux autres.

238. De-ià il est aisé de conclure comment on
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doit s’y prendre pour trouver la résultante de plu¬
sieurs forces parallèles ; & réciproquement , pour
substituer à une force quelconque , tant d’autres
forces parallèles que l’on voudra.

Par exemple , s’agit-il de réduire à une feule , les deux
forces P & Q (fig . 68 ) qui agiíknt dans le même sens.
Je mène la ligne quelconque ABC:  la résulrante R doit
être égale à P -j - Q ( 235 ) : il ne s’agit donc que de trouver
le point B,  par où elle doit passer. Or (237)  on a
P : R : : b  c : ac;  àst à-dire , p : p + ç>: : b  c : AC;
il faudra donc prendre entre les deux points A & C , un

point B tel que l’on ait B C=

Si les deux forces agissent en sens contraires (fig. 69 ) ,
la résultante fera égale à leur différence (233 ) , c ’est-à-dire,
fera P — Q , ou Q — P.  Supposons P plus grand que Q.
Ayant tiré arbitrairement la ligne A C, il faudra la prolonger
au -delà de A par rapporta C d ’une quantité AB,  telle que
l’on ait p : r : : bc: ^ (237 ) , ou P : p - q : : bc : ac;

c’est-à-dire , qu’il faudra prendre B C—
P x AC
P — Qfi

Si Q étoit plus grand que P , le point B feroit fur le
prolongement de AC,  au - delà de C par rapport à A.

239. Si l’on avoit une troisième force K ( fig.  70 ) ; alors,
après avoir trouvé la résultante R des deux forces P & Q,
on chercheroit la résultante S des deux forces R & K ,
comme s’il n’y avoit eu que ces deux-ci ; c’est -à- dire , pré¬
cisément comme on vient de l’enfeigner dans l’article pré¬
cédent.
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240 . Donc réciproquement , si l’on vouloir dé¬

composer une force quelconque R , en deux autres
qui lui luisent parallèles (jî ». 68  &  69 ) .

On prendroit arbitrairement une ligne P F  parallèle à la
direction de la force R ; & ayant pris cette ligne pour la
direction de l’une des composantes , on prendra arbitrairement
pour la valeur de cette composante , une quantité quelconque
P  plus petite que R , si l’on veut que les deux composantes
agissent de part & d'autre de la force R ; alors la seconde
composante , que j’appelle Q , doit être égale à R — P ;
& pour avoir sa position , il ne s’agit plus que de mener
la ligne quelconque CB A, & de prendre fur le prolonge¬
ment de AB,  la partie B C telle que l’on ait Q ; P ; i
AB : CB ; si par le point C on mène Q C parallèle à
R B , ce fera la direction de la force Q.

Mais si l’on veut que les deux composantes soient d’un
même côté , auquel cas elles doivent agir en sens contraires ;
alors on peut prendre pour P,  une quantité quelconque,
plus petite ou plus grande que R , & ayant pris une ligne
P F parallèle à RB,  pour la direction de P , on prendra
fur la ligne quelconque BAC,  le point C de manière que
l’on ait P — R ou R — P R \ \ AB \ AC \ le point Cfera
celui par où doit passer la force Q parallèle à la force don¬
née R : 8c cc  point C fera au-delà de A par rapport k B,
si P  est plus grand que R ; au contraire , si P est plus petit
que P , il fera entre A & B.

241. Ce que nous disons ici de la force R , k l’égard de
ses composantes P & Q,  pouvant évidemment s’appliquer à
chacune de ces deux-ci ; on volt donc comment on peut
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substituer à une force quelconque , tant d’autres forces que
l’on voudra , dont les directions soient parallèles.

Des momens , ù de Leurs usages pour la com¬

position & la décomposition des forces.

242 . Ce que nous venons de dire , suffit pour
composer & décomposer les forces, quelques direc¬
tions & quelques valeurs quelles aient , au moins
quand elles agissent dans un même plan. Mais les
différentes sortes de mouvemens que nous aurons à
considérer, exigent des jnoyens plus -simples& plus
expéditifs pour déterminer la résultante des forces &
fa direction : nous allons nous en occuper actuelle¬
ment.

243. Si d'im point quelconque  F (fig.  7 / 6* 72 )
pris dans le plan d 'un parallélogramme quelconque  ABCD,

on mène tes lignes  F E , F H , F G perpendiculaires fur les

côtés contigus  AB , A D & la diagonale  A C ; la f mime

des produits de chaque perpendiculaire , par le côtéfur lequel

elle tombe , fera égal au produit de la diagonale par la

perpendiculaire qui tombe fur elle , lorsque le point  F

(fìg. 71 ) ne fera ni dans l 'angle  B AD , ni dans son
opposé au sommet . Au contraire ( fìg . 72 f f le point  F

efi dan * Vangle  B A D , ou dans son opposé au sommets

ce fera la différence des produits de chaque perpendiculaire ,

par le côté fur lequel elle tombe , qui fera égale au produit
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de la diagonale par la perpendiculaire qui tombe fur cette
diagonale.

Prolongeons le côté B C jusqu’à ce quìl rencontre
en / , la perpendiculaire FH ; menons les lignes FA ,
F B , FC , F D.  Le triangle FA C (fig. y t ) est =: FAB
+ ABC + FBC = FAB + ADC + FBC.  Or,
i °. le triangle FA C = — r B, L e triangle
FA B = AB * Ff'.  3 0. Le triangle ADC  ayant A D
pour base , & /H  pour hauteur , est = AD * —.

or ' i B C x FI A D x FI  *4 . Le triangle FBC — — -- =3 - -- ; donc
ACxFG JBxFE . ADxIH ADxFI— -— = — 2— H- r ~ d- ï— ; or
IH + FI — FH ; donc , & en doublant tout , on
a AC x FG = A 3 x FE + A D x FH.

Dans la figure 71 , le triangle FA C = ABC  —
FA B — FBC = A DC — FA B — FBC;  c ’est-à-
dire , = áRFJJL __ áJLdl __ ?CJLU .7 2 2 2 2 9

ou ( en faisant attention que B C = & que
IH — FI = F H, & en doublant tout ) on a. A C
X FG = AD x F H — AB x FE.

144. Puisque nous avons démontré ci-dessus, que
deux forces quelconques, & leur résultante , peuvent
être représentées par les côtés & la diagonale d’un
parallélogramme formé fur leurs directions ; con¬
cluons donc que si P 8c Q (fi ", y t & y 2)  font deux
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forces représentées par les lignes AB , A D,  auqtiel
cas leur rétultante R fera représentée par A C;  con¬

cluons , dis-je , que fi l’on prend hors de l'angle BAD

& de son opposé au sommet , un point quel connue F,
dans le plan de ces trois forces , on aura toujours R x
FG = : QxFH -\- Px  F E ; òl  que lorsque le

point F sera pris dans l’angle BAD  ou dans son
opposé au sommet , on aura toujours R x FG = t
Q X F H — P X FE.

2415. Le produit d’une force par la distance de fa
direction à un point fixe , est ce qu’on appelle le
moment de cette force. Ainsi Q X F H,  est le mo¬

ment de la force Q ; R x FG,  est le moment de
la force R.

246. Comme les forces s’estiment ( 189 ) par la

quantité de mouvement , c’est-à-dire, par le produit
d’une masse déterminée , multipliée par la vitesse

qu’elles sont capables de communiquer à cette masse;
le moment d’une force quelconque, a donc pour va¬

leur , le produit d’une masse, par fa vitesse, & par la
distance de fa direction à un point fixe.

247. Si on conçoit que les perpendiculaires FH,
FG , FE,  soient des lignes inflexibles& fans masses,
liées entre elles& fixées au point F  de manière à ne

pouvoir que tourner autour de ce point ; & que les
forces P , Q & leur résultante R , soient appliquées

aux
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sux extrémités £ , H , G ; on voit que (fig yt}
ces trois forces tendent toutes à faire tourner le sys¬
tème dans un même sens autour du point F ; &
{fia-  7 2 ) les deux forces Q &c R  tendent à faire
tourner le système dans un sens différent de celui
selon lequel la force P tend à le faire tourner.

On peut donc dire que le moment de la résultante,
pris par rapporta un point fixe quelconque F , efi toujours
égal à la somme ou à la différence des momens des deux
composantes , selon que celles-ci tendent à faire tourner
dans un même sens , ou dans des sens opposés , autour
de ce point fixe.

248 . De-là , on peut conclure en général, que
quelque nombre de forces P , Q , S , T , &c. (fig . 73 )
que l 'on ait ; quelques grandeurs , & quelques directions
qu 'elles aient , pourvu quelles soient toutes dans un même
plan ; le moment de la résultante de toutes ces forces , pris
par rapport à tel point F qu on voudra , pris dans ce plan ,
fera toujours égal à la somme des momens des forces qui
tendent à faire tourner dans un sens autour de ce point ,
moins la somme des momens de celles qui tendent à faire
tourner en sens contraire.

En effet , si l'on suppose que r soit la résultante
des deux forces P & Q dirigées suivant A P & E Q;
fi celle de r & de S qui agit suivant GS ; &c enfin R
celle d? r' & de T, qui agit suivant DT; que l’on

Maine . Mécan , I r‘. Partie.  T
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suppose , de plus , que m soit le moment de r ; m*
celui de Alors en abaissant les perpendiculaires FA,
FE , FG , F D , F B fur les composantesP , Q , S ,
T & leur résultante R; on aura i °. m= P x A F -{■
QxEF . i ° m' =t m — S x FG. 30. R X F B =
m’ — TxFD;  donc ajoutant ces trois équations,
& détruisant les quantités semblables qui se trouve¬
ront dans chaque membre , on aura R X F B — P x
JF + Q x EF — S x FG — T x FD ; où l’on
voit que les momens des deux forces T &c S qui
tendent à faire tourner de droite à gauche , font , en
en effet, de signe contraire à ceux des forces P Se Q,
qui tendent à faire tourner de gauche à droite.

249 . Si le poiût F  étoit fur la direction même de la
résultante , le moment de cette force feroit alors zéro;
donc puisqu 'il est égal à la somme des momens des
forces qui tendent à faire tourner dans un sens, moins
la somme de celles qui tendent à faire tourner en sens
contraire , il faut en conclure que la différence de ces
deux sommes de momens pris par rapport à un point
quelconque de la résultante , est zéro.

Et réciproquement si la somme des momens de plu¬
sieurs forces qui tendentà faire tourner autour d'un points
moins la somme des momens de celles qui tendentà faire
tourner en sens contraire autour de ce même point , efl fro  ,
il faut en conclure que la résultante passe par ce point.
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250. Puisque ces propositions font généralement

vraies , quelques angles que forment entre elles les
directions des forces , elles le font donc aussi, lorsque
les forces forment entre elles des angles infiniment
petits , ou , ce qui revient au même , lorsque les di¬
rections des forces font parallèles entre elles.

251 . De - là il est aisé de déduire une méthodefort

simple pour avoir la position & la grandeur de la ré¬
sultante de tant de forces que l'on voudra , loríqu ’elles
agissent toutes dans un même plan.

Supposons d’abord qu’clles font toutes parallèles
entre elles; 6c pour ne point compliquer inutilement
cette recherche , supposons qu’il n’y ait que trois
forces ; il fera faci'e d’en conclure ce qu’on doit faire
pour un plus grand nombre.

Soient donc trois forces connues P, Q, S (fig. 74) ,
dont les deux premières agissent suivant A P , B Q
& la dernière agit suivant CS.  Ayant tiré arbitrai¬
rement une ligne quelconque F ABC  perpendicu¬
laire aux directions A P , B Q &c . , on imaginera
que le point D  est celui par oii doit passer la résul¬
tante R.  Alors ayant pris arbitrairement un point F
fur F ABC , on aura , suivant ce qui précède , P x
AF + Q x BF — Sx CF — R X DF;  or les dis¬
tances AF,  F 5 , F C & les forces P , Q , S étant
connues , il feroit très-facile de tirer de cette équation

T »
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la valeur de la distance D F  à laquelle passe la ré¬
sultante , si la valeur de cette résultante R étoit con¬
nue. Voyons donc quelle est la valeur de cette ré¬
sultante.

Prenons un autre point P  fur le prolongement de
AF;  le même principe nous donnera P x A F' -\-
Q x BF' — S x CF' = R X D F'. Or si de
cette seconde équation , on retranche la première,
& qu on fasse attention que A P — A F — F P ,
B p — BF = FP , CP — CF = FF ' , D F'  -
D F — FF ' , on aura P x FP + Ç x FF'  —
S x FF' z= Rx FP ; c ’est-à-dire, en divisant tout

par FP , P + Q — S = R.

Mais si l’on fait attention au raisonnement que
nous venons de faire , il est facile de voir qu’il ne
dépend nullement du nombre des forces ; mais qu’il
est applicable quel que soit le nombre de ces forces.
On doit conclure , en général , que la résultante de tant
de forces parallèles quel'on voudra, ejl égaleà la somme
de celles qui agissent dans un sens, moins la somme de
celles qui agissent dans un sens contraire

Si dans l’équation P X A F -f Q x B F — S
X CF ^ Rx D F,  trouvée d’abord , on met pour
R fa valeur P + Q — S que nous venons de trou¬
ver , on aura P xAF -f QxBF — S x CF  =
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(P Q — 5 ) x D F ; d ’où l’on tire D F =

- p^TqZTs- » « ou , & ayant égard a ce
que le raisonnement par lequel nous parvenons à ce
résultat , ne dépend pas du nombre des forces , on
conclura généralement que,

Pour savoir à quelle diflance d’un point donné , passe

la résultante de pluseurs forces parallèles ; il faut , de

la somme des momens des forces qui tendent a faire tourner

dans un sens , retrancher la somme des momens des forces qui

tendent à faire tourner dans un sens opposé, & diviser le refle

par la somme des forces qui agijsent dans un sens , moins

la somme de celles qui agissent en sens contraire ( * ).

252 . Si le point F , que l’on a pris d’abord arbi¬
trairement , se trouvoit avoir été pris fur le point
D  même , par lequel passe la force résultante ; alors
la distance D F  étant zéro , fa valeur.

- psçzrs-q ui Revient- ptç = s-
( parce que la force P  tend à faire tourner autour du

( * ) 11 ne faut pas confondre
les forces qui agissent dans des
sens opposes , avec celles qui
tendent à faire tourner dans des
sens opposés . Deux forces qui
agissent dans des sens opposés ,
tendent souvent à faire tourner
dans le même sens ; cela dépend
du point relativement auquel on
considère la rotation , ou les

momens . Par exemple , les deux
forces ALc 5 ( fig.  74 ) agissent en
sens opposés ; mais elles tendent
toutes deux à faire tourner la ligne
B C dans un même sens , autour
d’un point pris entre B & C ; & si
on considère la rotation , par rap¬
port au point F y la force 0 tend à
faire tourner CF,  en sens contraire
de ce que tend à faire la force 5.

t 3
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point D  en sens contraire de la force Q ) seroit
zéro ; on auroit donc — P x A D 4- Qx B D —
5 x o ; & comme le point F que l’on avoir
pris d’abord arbitrairement , pouvoir être plus haut
ou plus bas selon qu’on auroit voulu , ensorte que
le point D  n ’est pas censé être plutôt fur un point
de la direction de la résultante R , que sur tout autre
point de la même direction , il s’ensuit générale¬
ment que ,

Les mornens de plujìeurs forces parallèles pris par

rapport à un point quelconque de la direction de la réful-

tante , font tels que la somme des mornens des forces

qui tendent à faire tourner dans un sens , ef toujours

égale à la somme des mornens de ceUxs qui tendent à

faire tourner en sens contraire.

253 . Donc , en prenant avec des signes contraires
les mornens des forces qui tendent à faire tourner
dans des sens opposés , & prenant aussi, avec des
signes contraires , les forces qui agissent dans des
sens opposés , 011 peut dire généralement,

i °. Que la résultante de tant de forces parallèles que
ton voudra , ef toujours égale à la somme de toutes

ces forces . 1° . Que cette résultante , qui leur ef parallèle,

passe par une fuite de points dont chacun a cette pro¬

priété , que la somme des mornens par rapport à ce point ,

ef fro.
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Nous ferons le plus grand usage de ces principes,
Sc nous verrons dans peu , avec quelle tacilité on
en déduit la position du centre de gravité des corps.
Passons aux forces dont les directions font des angles
entre elles.

254. Soient donc (fig-y5 ')  tant de forces P , Q,
S , 8cc. que l’on voudra , toutes dirigées dans un
même plan. Que la force P agissant suivant AP,
soit représentée par AB ; la force Q , agissant sui¬
vant EQ,  soit représentée par EG;  la force S,
agissant suivant IS  soit représentée par IL.  Par un
point T pris arbitrairement dans le plan de ces forces,
concevons deux droites indéfinies TE ' , T E"  faisant
entre elles un angle quelconque ( que pour plus de
simplicité nous supposerons droit ) ; Sc concevons les
forces P,  Q , S , ou AB , EG , IL,  décomposées,
chacune , en deux autres , dont l’une soit parallèle
à la ligne TE 1 ;  Sc l’autre parallèle à la ligne T E ",
Sc qui par conséquent (225)  doivent être repré¬
sentées, chacune , par le côté correspondant du paral¬
lélogramme , dont la diagonale représente la force
principale. II est clair , par ce qui précède ( 251 ) ,
que les forces A D , E F , IM ( * ) étant parallèles,
auront pour résultante une force unique V O qui leur

( * ) Ne perdons pas de vue ce
que nous avons dit (2.14). Par cette
cxprellìon Us forces AB, EG, &c.

nous entendons que les lignes AB,
EG , &c . sont entre elles comme
les quantités de mouvement que

T 4
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sera parallèle , dont la valeur seraA D -f E F — IM,
& qui passera à une distance W , telle que

_ _ ADxA A' + EFxEE' — IMxlI'
AD + EF — IM

Pareillement , les forces A C , EH , IK,  paral¬
lèles à TE"  fe réduiront toutes à une feule F N qui
leur fera parallèle , qui fera égaleà AC -\-E H  st- IK ;
& qui ( en supposant que V soit le point où la
direction de cette force rencontre celle de la force
O F)  passera à une distance F F" , telle que
T/  a _ A C x A A" + E H x E E" + IK x 11"y  ^ — ACt - EH + IK  •

Cela posé , les forces P , Q , S & leurs directions
(c ’est-à-dire , les angles qu’elles font avec des lignes
fixes & connues , telles que T E' & TE " , ou avec
leurs parallèles) , étant supposées connues, on con-
noît dans chacun des triangles BAD,GEF,IKL ,
l’hypothénufe & les angles ; il fera donc aisé de
déterminer les lignés J D , EF , R L ou IM , &c
les lignes B D ou A C, FG  ou E H, & / K ; par -là
on connoîtra les valeurs des deux résultantes A D  4-
EF — IM , &cAC + EH -\- IK.  D ’ai Heurs comme
on ne peut manquer de connoître les distances AA f7

les forces P y &c . peuvent
produire dans les masses aux-
quelles elles font appliquées. II
en est de même des forces AD ,
EF, &c . z nous entendons des

quantités de mouvement qui font
aux quantités de mouvement re¬
présentées par A B , E G, coreun®
A D & E F font à A B & E G
respectivement.
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AA " ; EE ' , EE " , &c . puisqu’on ne peut ignorer
la position des points A , E,  où l’on suppose les
forces appliquées , on connoît donc toutes les quan¬
tités qui entrent dans l’expreíïion des distances VV'  &
V V". II fera donc facile de déterminer le point F,
où se rencontrent ces deux forces résultantes. Prenant
donc VO = AD + EF — IM , &c VN = A C +
EH + IK, & formant le parallélogramme OFNX,
on aura la diagonale VX  pour la résultante R des
deux résultantes parallèles à T E1 & TE " , c ’est-à-
dire , pour la résultante de toutes les forces proposées.

Desforces qui agijfent dans des plans dijférens.

155 . Soient trois forces P , Q , S (fîg. y 6") ,
dirigées suivant les lignes A P , B Q , CS parallèles
entre elles, mais situées dans différens plans.

Concevons un plan XZ  auquel les trois droites
’AP , B Q , CS soient perpendiculaires , & un autre
plan Z V auquel elles soient parallèles : que A ,
B , C soient les points où ces lignes rencontrent le
plan XZ.

Les deux forces P &c S font dans un même plan
dont l’interfection avec le plan XZ,  est la droite
A C.  Ces deux forces peuvent donc être réduites à
une feule R' — P -J - S , qui leur soit parallèle , &
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qui passera par un point D , tel que ( 152 ) son aura
Px AD = SxCD.

Les deux forces R' Sc Q sont dans un même plan
dont l’intersection avec le plan X Z , est B D ; elles
peuvent donc être réduites à une feule R qui fera
égale à R'  4 - Q , ceít -à-dire , = P + S q- Q , qui
leur sera parallèle , Sc  qui passera par un point 2s,
tel que l'on aura R! x D E ~ Qx B E.  D ’où , Sl
de ce qui a été dit ci-devant , il est aisé de conclure,
en général , que tant de forces que L'on voudra, dont
les directions font parallèles, fe réduisent toujoursà une
feule égaleà la somme de celles qui agijjent dans un sens,
moins la somme de celles qui agissent en sens contraires;
& cela, soit quelles soient toutes dans un même plan ,
soit quelles soient dans des plans differens.

Voyons maintenant plus particulièrement comment
on détermine par où passe cette résultante.

Si des points A,  D , C, B , E on mène les lignes
AA ' , D D' , CC' , B B', E E'  perpendiculaires fur
l’intersection commune des deux plans X Z Sc Z V;
à cause des parallèles A A’ , D D ’ , CC 1, on aura
A D : CD y. A'D 1 ; C1 D ’; orl ’équation PxAD
= S xCD  que nous venons de trouver , donne
A D : CD y. S : P ; donc A *D' : C D ' y. S : P,
& par conséquent P x A 1 D*= S x C1 D'.
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Pareillement , les parallèles D D' , EE ' , B B'
donnent DE : BE ; ; D ' E' : B' E ' ; or l’équation
R' x D E = Qx B E,  que nous avons pareillement
trouvée ci - delíus , donne D E : B E : : Q : R' ;
donc D ' E' : B' E' : : <2 : R! : : Q : P + S ; donc
(P + S ) xD 'E' = : QxB 'E'.

Prenons maintenant dans l 'intersession Z T des

deux plans , un point fixe T, & cherchons la distance
TE'  de ce point, au point E'  qui correspond au
point E par lequel passe la résultante. II est clair que
A'D' = TD ' — TA' , C'D ' = TC' — TD ' , D 'E'
_ TE ' — T D' , B'E ' — T B' — TE '. Substituons
ces valeurs dans les deux équations P y. A' D —
SxC ' D' &c (P + S ) xD 'E' = QxB 'E' , nous
aurons PxTD' — PxTA ' — SxTC' — S xT D't
&í( P + S ) xTE '— ( P + S ) TD ' = Ç> xTB '—
Qx TE '. Or , de ces deux équations, la première
donne ( P -\-S ) TD ' = P X TA' + S xTC'  ;  substi¬
tuant cette valeur dans la seconde, ona (P -j- i ' ) x
TE' — Px TA'— SxTC '= QxTB '— QxTE 'i
rassemblant donc tous les termes multipliés par T E',
on aura (P + Q + S ) xT £ ' = P x TA'+ Qx T B1
+ SxTC '. D’où l’on tire TE'= PxTA ' + QxTB' + SxTC’

Pl -'OTS

Or cette expression de la distance TE ' , est pré¬
cisément celle que l’on auroit pour trouver la distance
à laquelle passerait la force résultante , si les trois
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forces P , Q-, S étoient toutes trois dans le plan
ZV , &c paffoient par les points A ' , C” , B\  cor-
respondans aux points A , C , B par lesquels elles
passent réellement. Donc íi l’on conçoit la droite TX
perpendiculaire au plan ZV , on trouvera la distance
TE'  de la résultante R , à cette droite , en prenant
la somme des momens ( *) à ì’égard de cette droite,
comme si toutes les forces , fans changer de distance
à cette même droite , étoient toutes dans le plan Z V
auquel elle est perpendiculaire ; &c  divisant cette
somme de momens par la somme des forces.

Il ne reste donc plus, pour fixer le point P , que de
connoître la distance E E ' , ou ( en menant E E"  pa¬
rallèle à Z T ) la distanceT E 11 à laquelle cette même
force passe, à l’égard de Z T. Or il est clair , d’après
ce que nons venons de dire fur la distance TE ',
que pour avoir la distanceTE " , il faut , de même,
concevoir un plan passant par XT, & parallèle
aux directions des forces : prendre la somme des
momens à l’égard de T Z qui est l’interfection de ce
plan avec le plan ZV;  prendre , dis-je , la somme

( * ) 11 faut observer ici , &
pour la suite , que par le mot gé¬
néral somme  des momens, on
doit entendre la somme des mo¬
mens des forces qui tendent à
faire tourner dans un sens, moins
la somme des momens des forces

qui tendent à faire tourner en
sens opposés. On doit de même,
par ce mot somme  des forces ,
entendre la somme de celles qui
agissent dans un sens , moins la
somme de celles qui agissent dans
l’autre.



de Mathématiques. 301
des momens à l’égard de T Z , comme íì toutes les
forces , fans changer de distance au plan Z F,  étoient
toutes dans le plan XV ; &c diviser cette somme
de momens , par la somme des forces. Alors on aura
tout ce qu’il faut pour fixer le point E par où passe
la résultante.

156 . Considérons maintenant les forces dont les
directions ne font ni dans un même plan , ni pa¬
rallèles.

Soient (_/%. 77 ) P , Q , R trois forces dirigées
suivant les lignes AP , B Q , CR situées dans des
plans dissérens. Concevons un plan quelconque XZ ,
rencontré en H,  par la direction AP ; en F,  par
la direction B Q; & en L , par la direction CR.
Comme on peut ( r.r.8 ) supposer une force appliquée
à tel point que l'on veut de sa direction , j’imagine ces
trois forces appliquées aux points H , F , L & repré¬
sentées par les lignes HF , FT , L K prolongement
des lignes A P , B Q y C R , au -dessous du plan XZ ;
& je suppose que ces forces soient représentées par
les signes i/J ' , -FT , L K.  Concevons encore que
par les droites AH , BF , CL , on ait mené des
plans perpendiculaires au plan XZ , & dont les
intersections avec celui-ci , soient les droites GHN t
E F Y y D L M.  Cela posé , il est évident que je
puis décomposer chacune de ces forces en deux
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autres , dont l’une soit dans le plan XZ , & l ’autre
soit perpendiculaire à ce même plan. Par exemple , je
puis décomposer la force HV,  en une force dirigée
suivant HN, & une autre force dirigée suivant HO
perpendiculaire au plan XZ.  Ensorte , qu’aux trois
forces HH , FT , L K , je puis substituer les six forces
HN , FY , LM , HO , FS , LI,  dont les trois
premières sont dans le plan XZ , Sc  les trois der¬
nières sont perpendiculaires à ce même plan.

Or on peut , par ce qui a été enseigné ( 254 ) ,
réduire les trois forces HN , FY , L M à une feule
qui fera aussi dans le plan XZ.  Et par ce qui vient
d’être dit ( 255 ) on peut réduire les trois forces
H O , F S , LI,  à une feule , qui fera perpendicu¬
laire au plan XZ.  Donc en général , quelque nombre
de forces que Ton ait , & quelques directions que ces forces
puissent avoir; on peut toujours les réduire à deux tout
au plus , Tune dirigée dans un plan connu, & Tautre
perpendiculaireà ce plan.

257. II n’en est donc pas des forces dirigées dans
différens plans , comme de celles qui sont toutes diri¬
gées dans un même plan. Celles-ci peuvent toujours
être réduites à une feule , ainsi que nous Pavons vu.
Mais celles-là fe réduisent à deux , qui ne peuvent
être réduites à une feule , que dans le cas cù la
résultante des forces qui agissent dans le plan XZ  ,
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rencontreroit celle des forces perpendiculaires au
même plan.

%58. On peut donc , par ce moyen , trouver les
deux résultantes de tant de forces que l’on voudra ,
lorsque ces forces font dirigées dans des plans dissé-
rens. Mais quoique ce moyen puisse être utile , dans
beaucoup de cas , il n’est cependant pas le plus com¬
mode pour la résolution de beaucoup de questions;
c’est pourquoi nous allons en enseigner un autre.

Soit donc P 7 8)  l ’une quelconque des forces
proposées, & AB  la ligne qui peut la représenter.
Soit X  un point fixe quelconque ; XZ , X Y, XT
trois droites perpendiculaires entre elles. Si fur AB,
comme diagonale , on forme le parallélogramme rec¬
tangle A D B C,  dont le plan soit perpendiculaire
au plan YXT , & dont le côté B C soit parallèle
à XZ ; qu ’ensuite sur B D  comme diagonale , on
forme le parallélogramme rectangle DFBE  dont le
plan soit parallèle au plan YXT , & dont les côtés
B F , B E soient parallèles aux droites XT , X Y ;
il est clair i °. qu’à la force AB , on peut substituer
la force B C parallèle à XZ , ou perpendiculaire au
plan YXT , & la force B D parallèle à ce même
plan. 2°. Qu’à cette force B D , on peut substituer
la force B E parallèle à XY , ou perpendiculaire au
plan Z XT , 8c la force B F  parallèle à X T ou
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perpendiculaire au plan ZXY ; ensorte que la force
Pou J B,  se trouvera décomposée en trois forces
parallèles à trois lignes perpendiculaires entre elles,
ou , ce qui revient au même , se trouvera décom¬
posée en trois forces perpendiculaires à trois plans
qui seront perpendiculaires entre eux.

Or , ce que nous disons ici de la force P , est évi¬
demment applicable à toute autre force qui ne fera
point perpendiculaire à l’un de ces trois plans. Donc
fi on conçoit toutes les forces telles que P,  ainsi
décomposées, Sc qu'on réduise ensuite à une seule
par la méthode donnée (155 ) , toutes les forces
perpendiculaires au plan Z X T; qu ’on faste la même
chose , pour les forces perpendiculaires au plan
ZXY;  enfin , la même chose , pour les forces
perpendiculaires au plan YXT,  on voit qu’on
pourra toujours réduire tant de forces que l’on
voudra , dirigées dans diíférens plans, à trois forces
perpendiculaires à trois plans qui seroient perpen¬
diculaires entre eux. Tels sont les principes généraux
de la composition Sc de la décomposition des forces.

Des Centres de gravité.

159 . Avant que de nous occuper des effets par¬
ticuliers que peuvent produire fur les machines,
ou en général fur les corps d’une structure Sc d’une

matière
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matière connue , les forces dont nous venons de
considérer les propriétés générales, il faut nous arrêter
fur les centres de gravité , dont la connoissance im¬
porte beaucoup pour la détermination des mouvemens
dont ces machines ou ces corps peuvent être sus¬
ceptibles.

Rappelons-nous que nous avons dit ( 202 ) que
les directions suivant lesquelles la pesanteur agit sur
les particules matérielles d’un corps font parallèles;
& que cette force tend à communiquer à chaque
partie de matière , la même vitesse dans le même
temps.

260 . On appelle Centre de gravité d’un corps , ou
d’un syflème de corps ( c’est-à-dire , d’un assemblage
quelconque de corps) , le point par où passe la force
résultante des forces particulières dont chaque partie
de ce corps ou de ce système, seroit animée par
faction naturelle de la pesanteur , dans quelque situa¬
tion qu’on mette ce corps , ou ce système.

Par exemple , si dans la position actuelle du triangle ABC
(ftg-  79 ) la force résultante des actions de la pesanteur sur
toutes les parties de ce triangle , passe par un certain point
G de fa surface ; & que dans une autre situation abc ,q  Ile
passe encore par le même point G , ce point G s ’appelle le
centre de gravité . Nous verrons dans peu , que cette résul¬
tante passe toujours par le même point , dans toutes les situa¬
tions possibles du corps.

Marine. Mican, I re, Partie, y
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261. La détermination de ce centre est facile ,

après ce que nous avons dit fur l’usage des momens
pour trouver la résultante de plusieurs forces pa¬
rallèles.

En effet , soient Aí, N , P (fig. So ') , tant de
corps que l’on voudra , dont ( pour ce moment )
nous considérerons les masses comme concentrées

au point B , A ,C  que nous supposerons d’abord dans
un même plan. Soit p la vitesse que la pesanteur tend
à imprimer à chacun dans un instant&  qui ( 202)
est la même pour chacun. Alors pM,pN ì pP  feront
les quantités de mouvement , ou les forces avec les¬
quelles ces corps tendent à se mouvoir suivant les
directions parallèlesC" C, B"B , A"A.  Or , suivant
ce que nous avons dit (151 ) , pour avoir la position
de la force résultante , il faut prendre la somme des
momens à fégard d’un point quelconque T pris fur
une ligne perpendiculaire à ces directions , &Z. divi¬
ser cette somme par la somme des forces ; on aura
donc , pour la valeur de la distance T G"  à laquelle
passe cette résultante , on aura , dis - je , T G11 =
pMxT E"+ p NxTA "+ pPx T C"
- p M + ~p N ~+ ~f P -

teurcommunp,seréduità TG"=z
qui , en supprimant le sae-

MxTE "+ NxTA "+ PxTC"
M + N + P

Or , en menant les lignes B B' , AA ' , C C'  paral¬
lèles à T G" , &c terminées à la verticale T C' ;

imaginant de plus , que le point G pris fur la
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direction de la résultante , est le centre que nous
cherchons , 8c menant G G'  ausiì parallèle à TG ",
on a T G" = G' G , TB" = B B' , TJ "= AA ' ,
TC U= CC ; donc G G— - ’MTn ~+ p->
c’est-à-dire , en restreignant le mot de momms,  Sc
n’entendant par ce mot , que le produit de la masse
d’un corps par fa distance à une ligne droite.

La dijîance du centre commun de gravite de plusieurs
corps , à une ligne droite , se trouve en divisant la somme
des momens de ces corps (pris par rapport à cette ligne ')  ,
par la somme des masses.

Concevons maintenant que l’on renverse le système
des corps M , N , P , ensorte que la ligne TA"  qui
étoit horizontale , devienne verticale; Sc au contraire
pour la ligne T C’; alors on démontrera de même,
que pour avoir la distance de la résultante , à la ligne
TA"  qui est alors verticale , il faut prendre la somme
des momensà l’égard de TA", Sc diviser cette somme,
par celle des masses. On aura donc , de même,
n r u MxB B"+ N x A A" + P -x. ee" „ , ,GG — - M - . Or ayant déter¬
miné les distances de G aux deux lignes fixes SC
connues TA" Z*. T C' , il est évident que la position
de ce centre est connue , puisque les distances BB\
B B", A A ', AA ", 6cc.  font connues , attendu qu’on
est maître de prendre par-tout ou l'on voudra , le point
T par où on mène TA' &c T C,

V a
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262. Si les distancesA A" , B B", &c . sont chacune

zéro ; c’est-à-dire , si tous les corps sont fur une
même ligne droite T A" ; alors la somme des momens,
par rapport à cette droire , est zéro ; donc la distance
G G"  est auflì zéro. Donc st plusieurs corps, consdérés
comrm des points, font fur um même ligne droite, leur
centre commun de gravité, ef aussi fur cette même ligne
droite.

163 . Si l’on menoit les lignes TA ", T C'  de ma¬
nière que Tune ou l’autre , ou toutes deux , fe trou¬
vassent avoir des corps de part & d’autre , alors,
au lieu de la somme des momens , il faudroit dire
la somme des momens des corps qui fe trouvent d’un
côté , moins la somme des momens des corps qui
fe trouvent de l’autre. Quant au dénominateur de la
fraction qui exprime la distance du centre de gravité,
il fera toujours composé de la somme des masses,
parce que toutes les forces de ces masses, en vertu
de leur pesanteur , agissent toutes dans le même sens.
Cela est général pour quelque nombre de corps que
ce soit , qui étant considérés comme des points , sont
tous dans un même plan. Et tout cela est une fuite
de ce qui a été dit ( 251 ) .

Les lignes TA' , TA"  s ’appellent Axes des Momens.

264 . Si l’on conçoit maintenant , que le point T
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que nous avons pris d’abord arbitrairement , soit sur
le point G;  alors GG ' &íG G"  deviennent , chacune ,
zéro. Donc la somme des momens par rapport à
TC, & la somme des momens par rapport à TA",
doivent alors être zéro , chacune.

165. Présentement , je dis que si la somme des
momens de plusieurs corps , par rapport à la droite
jRS qui passe par le point G (fig. 81) , est zéro ; Sc
s’il en est de même de la somme des momens , par
rapport à la droite P Q perpendiculaire à R S , &c
qui passe par le même point G ; la somme des mo¬
mens par rapport à toute autre droite M N  passant
par le même point G,  fera aussi zéro.

En effet, ayant mené les perpendiculaires A A',
A A ", A A'" fur les lignes P Q, RS , MN ; si l’on
suppose que le point I est celui où AA'  rencontre
MN ; le triangle rectangle GA'l , donnera (in. GI A'
ou cos. PGM : G A'  ou A A" : : fin . PGM :
A,1 ^ aa^ pgm d Al _ ^ AA ’_ Atj

A A' — gm M • Or dans le triangle rectangle
IA A"' , on aura ( en supposant le rayon — i )
1 t AI : : fin . AI A ' " ou cos. PGM : AA'" ; donc
A A'"= ; AI x cos PGM,  c ’est-à-dire, A Am =
A A' cos. PGM — A A"fin . PGM; & par con¬
séquent en multipliant par la masseA , on aura le

V 3
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moment A x A A"' •= A x A A' y cof PGM  —
AxAA "fin . PGM;  c ’est-à-dire , que le moment
du corps A,  à l’égard de Taxe MN y est égal au
cosinus de l’angle PGM  multiplié par le moment à
1 égard de TaxeP Q,  moins le sinus du même angle
PGM , multiplié par le moment à l’égard de Taxe
R S.

Or il est facile de voir que la même chose aura
lieu à l’égard de tout autre corps , à la différence
des signes près , selon que les corps seront d’un même
ou de différens côtés de MN.  Donc si on fait une

somme de tous les momens à l’égard de Taxe MN,
on trouvera qu’elle est égale au cosinus de l’angle
PGM , multiplié par la somme des momens à l’égard
de P Q , moins le sinus de sangle PGM , multi¬
plié par la somme des momens à l’égard de R S.
Or chacune de ces deux dernières sommes est zéro,
par la supposition; donc leurs produits par le co¬
sinus & par le sinus de sangle PGM , seront zéro,
donc austi la somme des momensà l’égard de l'axe
quelconque  M N passant par le centre de gravité  G,
es [éro.

2.66. Concluons donc de-là , que faction résultante
de toutes les actions particulières de la pesanteur fur
chacune des parties d’un système de corps , passe
toujours par un même point de ce système, quelque
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position que ce système puisse avoir ; car ce n’est
que par rapport à la direction de la résultante que
la somme des momens de plusieurs forces parallèles,
peut être zéro ( 153 ).

Au reste , quoiqu’il n’ait été question, jusqu’ici,
que des corps dont les centres de gravité font dans
un même plan , cela ne s’étend pas moins au cas
où les parties du système sont dans différens plans :
c’est ce qu’on va voir , par ce qui fuit.

267 . Si les corps , toujours considérés comme des
points , ne font pas dans un même plan , on con¬
cevra un plan horizontal XZ ( fig.  76 ") ; & de
chacun des points pesans P , Q , S on imaginera
les verticales P ^4, Q B , SC; & pour déterminer
le point E par où passe la résultante RE  dans !a
direction de laquelle doit être le centre de gravité,
on prendra (255)  les momens par rapport à deux
droites fixes T X , T Z  p rites dans le plan horizontal
Z X , &c  perpendiculaires entre elles , on prendra ,
dis-je , la somme des momens comme si tous les
corps étoient dans ce plan horizontal ; & ayant
divisé chacune de ces deux sommes de momens ,
par la somme des masses P , Q,S,  on aura les deux
distancesE 1 E , E" E.  II ne fera donc plus question
que de trouver , à quelle distance E G au -dessous
du plan horizontal X Z , se trouve ce centre . Or

V 4
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si l’on imagine la figure renversée , de manière que
le plan XZ  devienne vertical , & que ZV  íoit
alors le plan horizontal ; on voit , par le même prin¬
cipe , que pour avoir la distance E' G'  correspon¬
dante & égale à la hauteur cherchée E G , il saut
prendre la somme des momens par rapport à Z T,
comme si tous les corps étoient dans le plan ZV t
& diviser cette somme de momens, par la somme
des masses; alors on a tout ce qu’il faut pour déter¬
miner la position du centre de gravité.

168 . Donc , pour récapituler , la recherche du
centre de gravité se réduit :

i °. Lorsque tous les corps , considérés comme
des points , font situés fur une même ligne droite
(fig-  F2 ) à prendre la somme des momens par
rapport à un point fixe F , pris arbitrairement fur
cette ligne , & diviser cette somme par la somme
des masses; le quotient est la distance du centre de
gravité C , à ce même point F,

20. Lorsque tous les corps , considérés comme des
points , font tous dans un même plan ; on imaginera,
par un point T (fig. 80 ) pris arbitrairement dans
ce plan , deux lignes TA" , TA'  perpendiculaires
Tune à l’autre ; & ayant mené des perpendiculaires,
de chaque point pesant , sur chacune de ces deux
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lignes , on imaginera que ces points pesons font
appliqués successivement sur la ligne TA", &c sur la
ligne TA' , chacun au point oii aboutit sa perpen¬
diculaire. Et l'on cherchera , comme dans le cas
précédent , quel est alors le centre de gravité G"
fur TA" ; & quel est le centre de gravité G'  fur
TA' ; menant enfin par ces deux points, les lignes
G"G, G'G parallèles à TA &c TA", leur point de
rencontre G fera le centre de gravité cherché.

30. Enfin , lorsque les corps , considérés comme
des points , seront dans différens plans , on imaginera
trois plans , l’un horizontal (/g . 76’) , & les deux
autres verticaux , & perpendiculaires entre eux. De
chaque point pesant on abaissera une perpendicu¬
laire sur chacun de ces plans ; on prendra la somme
des momens , par rapport à chaque pson, & divisant
chaque somme , par la somme des masses, on aura
les trois distances du centre de gravité à chacun de
ces plans.

269 . Sur quoi , il saut toujours se souvenir que
quand quelques-uns des corps se trouvent de différens
côtés du point , ou de la ligne , ou du plan , par
rapport auquel on considère les momens , il faut
prendre , avec des signes contraires , le momens des
corps qui se trouvent de différens côtés.
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270. Plaçons ici une observation qui suit immé¬

diatement de ce que nous venons de dire , & qui
peut abréger , dans plusieurs occasions, la détermi¬
nation du centre de gravité , 8c d’autres recherches.

Puisque la distance du centre de gravité est égale
à la somme des momens , divisée par la somme des
masses; si le point , la ligne, ou le plan par rapport
auquel on considère les momens, passe par le centre
de gravité , cette distance étant alors zéro , la somme
des momens doit donc aussi être égale à zéro. Donc,
en général, la somme des momens par rapportà tel plan
que ce soit , qui pajse par le centre de gravité, efì sro.

271. Jusqu’ici nous avons considéré les corps
comme des points ; 8c nous avons vu comment on
détermine le centre commun de gravité de tous ces
points , en quelque nombre qu’ils soient. Or , un
corps d’un volume 8c d’une figure quelconques, n’é-
tant autre chose que l’assemblaged’une infinité d’autres
corps , ou parties matérielles , que l’on peut consi¬
dérer comme des points , il s’ensuit donc que par la
même méthode on peut déterminer le centre de gra¬
vité d’un corps de figure quelconque ; 8c nous allons
en voir diverses applications dans un moment.

Et puisque le centre de gravité n’est autre chose
que le point par où passe la résultante de tous les
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efforts particuliers que font les parties d’un corps pour
obéir à leur pesanteur ; que bailleurs cette résultante

est égale à la somme de tous ces efforts particuliers;
concluons-en qu on peut toujours supposer tout le

poids d’un corps réuni à son centre de gravité , &
que ce poids y feroit le même effet, qu’il est capable
de faire fur ce point , dans sa distribution actuelle fur
toutes les parties du corps.

272. Donc lorsqu’on aura à trouver le centre
commun de gravité de plusieurs masses de figures
quelconques, on commencera par chercher le centre
de gravité de chacune de ces masses, ce qui est fa¬
cile actuellement. Puis , considérant le poids de cha¬
cune de ces masses comme réuni à son centre de

gravité , on cherchera le centre commun de gravité,
comme st tous ces corps étoient des points placés
à l’endroit où chacun a son centre de gravité par¬
ticulier.

273. Donc tout ce que nous avons dit , jusqu’ici,
fur le centre commun de gravité de plusieurs corps
considérés comme des points , a également lieu pour
les corps de figure quelconque , en prenant , dans dé¬
valuation des momens , pour distance de chaque
corps , la distance de son centre de gravité parti¬
culier.

274 . Donc fi plufieurs corps, de quelques figures
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quils soient , ont leurs centres particuliers de gravité dans
une mime ligne droite , ou dans un même plan ; leur centre
commun de gravité fera aujjì dans cette même ligne droite  ,
ou dans ce même plan. Cela se démontre comme on l’a
fait ( 262 ) .

275 . Venons aux applications.

Soit AB ( fig. 83)  une ligne droite uniformément pe¬
sante . Pour avoir son centre de gravité , il faut la conce¬
voir partagée en une infinité de parties telles que Pp ; mul¬
tiplier chacune par fa distance à un point fixe ; parexcm , le,
par fa distance à l’extrémité A ; prendre la somme de ces
produits , &. diviser le tout par la somme des parties Pp ;
c’est-à-dire , par la ligne AB.  Nommons donc AB , a;
AP , x ;  nous aurons P p ~ dx ; le moment de Pp  fera
xdx,  qu ’il faut intégrer pour avoir la somme des momens;
cette somme fera donc ~ ; 8c  pour l’avoir dans toute re¬

tendue de la ligne , il faut supposer x — a ; on a donc

pour la somme totale des momens ; divisant donc par la

somme a des masses, on a ^ , pour la distance du centre
de gravité , au point A.  Ainsi , le centre de gravité d’une
ligne droite uniformément pesante , est dans son milieu ; ce
qui est d’ailleurs évident.

276 . Donc , i °. pour avoir le centre de gravité du contour
d’un polygone quelconque( fig. 84 ) , il fàutdu milieu de chaque
côté , mener des perpendiculaires fur deux lignes fixes AB,
AC,  tirées dans le plan de ce polygone ; & considérant le
poids de chaque côté , comme réuni au milieu de ce côté,
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chercher le centre commun de gravité de ces poids comme
il a été dit ( 261 ).

277. 2° . Li Cintre de gravité de la surface d’un parallélo¬
gramme quelconque, efl au milieu de la ligne qui joint les milieux
des deux côtés opposés.  Car en concevant le parallélogramme
composé de lignes matérielles parallèles à ces deux côtés,
chacune aura son centre de gravité fur la ligne qui passe
par les milieux de ces deux mêmes côtés . Le centre com¬
mun de gravité de toutes ces lignes fera donc fur cette
même ligne. II fera d’ailleurs au milieu , puisque cette ligne
considérée comme chargée de tous ces poids , est uniformé¬
ment pesante.

278 . 30. Pour avoir le centre de gravité de la surface d’un
triangle ABC  ( fig. #f ) , il faut du sommet A , mener au
milieu D  du côté opposé B C la droite A D ; & prendre,
à compter du point D,  la partie DG = j A D.

En effet , la droite A D qui divise B C en  deux parties
égales au point D , divisera aussi, en deux parties égales,
toute droite M N  parallèle à B C;  donc si on considère la
surface du triangle comme Passemblage de plusieurs lignes
matérielles , parallèles à B C,  la ligne A D qui passe par les
centres de gravité particuliers de toutes ces lignes , passera
aussi par leur centre commun de gravité ( 262 ) ; c’est- à-
dire , par celui du triangle . Par la même raison la ligne CE
qui passeroit par le milieu de AB,  passeroit aussi par le
centre de gravité du triangle ; ce centre est donc au point
d’intersection G des deux lignes CE Sc A D . O r si l’on
tire ED , elle fera parallèle à A C , puisqu’elle divise en deux
parties égales les deux côtés AB , B C.  Les deux triangles
EGD , AGC  seront donc semblables, ainsi que les triangles
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ABC , E B D ; on aura donc GD AG \ \ ED \ A C ; ;
B D : B C : I ; r ; GD est donc moitié de AG;  &

par conséquent le tiers de A D.

279 . Concluons de-là , que pour avoir le centre de gravité  G
d'un trapèze  ( fig. 86 ),  il faut , par les milieux E Si F  des
deux côtés parallèles CD Si A B , mener EF ; Si  par ces
mêmes points , mener aux deux angles opposés A & D les

lignes EA , FD;  puis ayant pris Eg zz: j E A , 8c Fg'
— jFD,  mener gg'  qui coupera EF  au point cherché G,

Car , en raisonnant comme nous l’avons fait pour le

triangle , on voit que le centre de gravité G doit être
fur EF.  D ’ailleurs , g Si g'  étant ( 278 ) les centres de gra¬
vité particuliers des deux triangles CAD , ADB  qui com¬
posent le trapèze ABDC,  le centre commun de gravité
de ces deux triangles , ou du trapèze , doit être fur gg ( 262 ) ;
il doit donc être à l’interfection G.

Comme nous aurons besoin , par la suite , de la distance
FG,  déterminons - la tout de fuite.

Menons les lignes g h Si g' h'  parallèles à AB.  Puisque
g E — \ AE , Sc Fg — \ FD , on  aura gh ~ ± AF Sc
gh ' zz jE D ; ou gh zzz { A B , Si g' h! — ^ CD.  Par la
même raison , Eh — jEF , F h' — j E F ; donc hh!  —
y EF.  Or les triangles semblables Ghg , Gh'g donnent gh  '

Gh : : g' h' : ge - donc gh + g'h' : Gh + g e : : g'f,d
: Gh ' ; c ’est- à- dire , \AB \ CD \ \ EF \ \ \ CD  :

LEF  v CD
Gh ' ; donc G h' = . 3—-———— - ; donc FG  qui est —

A 0 -f - t D
±E F  v CD

F h' -)- Gh!  fera ^ ^ -Ç ~CD ’ àst à-dire,
iEF  x (AB + 2 CD ) . .FG = a- s .—-— - Ceci nous servira dans

A B -J - Cu
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peu , à trouver le centre de gravité de la partie submergée
de la carène , dans les vaisseaux.

Remarquons , en passant , que fi la hauteur du trapèze
étoit infiniment petite , & les deux côtés AB & CD  infi¬

niment peu différens , alors ils doivent être réputés égaux ;

ensorte que la distance FG  se réduit à - - , ou^ 2 AB
i EF;  c ’est-à- dire , que dans ce cas , le centre de gravité est
à égale distance des deux bases opposées.

280 . II est donc facile maintenant de trouver le centre de
gravité de la surface d'un polygone quelconque( fig . 87 ). II faut
le partager en triangles , & ayant déterminé le centre de
gravité de chaque triangle , de la manière qu’on vient de
l’enseigner , on déterminera le centre commun de gravité de
tous les triangles , en les considérant comme autant de masses
proportionnelles à leur surface , & réunies chacune à son
centre de gravité particulier . Ce qui se fera comme il a été
enseigné ( 261 ) .

On volt actuellement comment on peut déterminer le
centre de gravité de la surface de tout solide terminé par
des surfaces planes.

28x. Au reste , il est pas toujours nécessaire d’avoir re¬
cours aux momens , pour trouver les centres de gravité . Par
exemple , s’il s’agissoit de trouver le centre de gravité du
contour du pentagone régulier ABC DE {fig. 88 ) , je me-
nerois de l’un A,  des angles , une droite A F au milieu s
du côté opposé CD.  J ’en menerois pareillement une seconde
de sangle E,  au milieu du côté opposé B C; l ’intersection
G de ces deux lignes feroit le centre de gravité.
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En effet , le centre commun de gravité des deux côtés

AB , AE,  est au milieu c de la ligne ba qui passe par leurs
milieux ; cela est évident . Le centre commun de gravité
des deux côtés B C, DE,  est par la même raison , au mi¬
lieu t de la ligne ld  qui passe par leurs milieux . Enfin le
côté CD,  a son centre de gravité en F.  Or il est facile
de voir que la ligne A F  passe par les milieux c , e & F ;
elle passe donc par le centre commun de gravité des cinq
côtés ; un raisonnement semblable , prouvera que 1E passe
aussi par ce centre ; ce centre est donc à l’intersection G ,
de AF & de 1E.

r8r . En raisonnant comme nous l’avons fait pour le
triangle , on prouvera que le point G est aussi le centre de
gravité de la surface du pentagone régulier.

Et en général , on prouvera de la même manière , que
le centre de gravité du contour , ainsi que de la surface d’un
polygone régulier d’un nombre de côtés impair , est au point
d’intersection de deux droites dont chacune est menée de

l’un des angles , au milieu du côté opposé . Et lorsque le
nombre des côtés est pair , ce centre est au point d’inter¬
section de deux lignes menées par les milieux de deux côtés
opposés ; d'où l’on conduroit , s’il en étoit besoin , que le
centre de gravité de la circonférence & de la surface d’un
cercle , est au centre.

Quand le nombre des lignes , surfaces , corps , Lee. , dont
on a trouvé le centre commun de gravité , n’est pas consi¬
dérable , on peut faire usage de ce que nous avons dit ( 238
& 239 ) . Par exemple , soient trois points A , B , C {fi¬
gure 89 ) qui soient les centres de gravité de trois lignes,
ou trois surfaces , ou trois corps , dont les poids sont repré¬
sentés,par les masses M , N , P.  Ayant joint deux de ces

points
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points C & B,  par la ligne BC,  on partagera B C en D ,
de manière que l’on ait AT : P ; : CD : B D,  ou N -j-
P N ; l CB ; CD ; le point D  fera le centre commun
de gravité des deux points P Sc N.  On menera ensuite DA  ,
& imaginant la totalité N P des deux masses N Sc P
rassemblées en D,  on partagera , de même , DA,  en raison
inverse des deux masses M Sc N -f - P , c’est- à- dire , rie
manière que N -f - P ; M : ; AE ' DE,  ou que N  4-
P -f - M ; M ; l A D : DE;  le point E  fera le centre
commun de gravité des trois poids M , N , P,  On conti-
nueroit de même , pour un plus grand nombre de corps.

283. Concluons , de ce qui précède , que l’on peut avoir
facilement le centre de gravité de la surface & de la soli¬
dité de tout prisme & de tout cylindre.

En effet , il est évident que ce centre doit être au milieu
de la ligne qui passe par les centres de gravité des deux
bases opposées ; puisque ces corps font composés de tranches
parfaitement égales & semblables à la base , que l’on peut
considérer comme autant de poids égaux uniformément dis¬
tribués fur cette ligne.

284. Pour avoir k centre de gravité G d’une pyramide trian¬
gulaire SABC ( _/ %. -o ) , il faut , du sommet , mener au
centre de gravité F de la base , la droite S F , Sc  prendre
sur cette ligne , à compter du point F,  la partie FG — ^SF.

En voici la raison. Du miiieu D du côté AB,  menons
DC , DS , Sc  ayant pris D F — \ CD , Sc DE = : }DS,
les points F Sc E seront les centres de gravité des deux
triangles ABC , AS B.

Cela posé , si l’on conçoit la pyramide composée de plans
Marine. Mícan , l ri  Partie,  X
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matériels parallèles à ABC,  la ligne S F  qui passe par le

point F  de la base , passera , dans chaque tranche , par un
point qui fera placé de la même manière dans cette tranche.
Ainsi , les centres de gravité particuliers de chaque tranche ,

font tous fur la ligne S F.  Par la même raison , les centres

de gravité particuliers des tranches parallèles à ABS,  dont
on peut imaginer que la pyramide est composée , font tous
fur EC.  Donc le centre de gravité de la pyramide , est au

point G,  où les deux lignes FS & E C fe coupent . Or si
l’on mène FE,  elle fera parallèle à CS,  puisque DF  étant

le tiers de DC , &í D E,  le tiers de DS,  ces deux lignes
D C & DS  font coupées proportionnellement . Les deux

triangles FEG , GCS  seront donc semblables entre eux , St
il en fera de même des deux triangles DFE , DCS ; on
on aura donc FG GS ' FE \ CS ; ; D F \ D C ; !

1 : 3;  donc J7G est le tiers de GS,  Sc par conséquent,
le quart de FS.

283 . Comme on peut décomposer tout solide , en pyra¬

mides triangulaires ; connoissant actuellement le centre de

gravité d’une pyramide triangulaire , il est facile , à l’aide
des momens , de trouver le centre de gravité d’un corps

quelconque.

286. Telle est la manière générale de trouver les centres

de gravité des figures , ou des corps , dont les parties sont

indépendantes les unes des autres , ou du moins , lorfqu’on

n’a point l’expresston de la loi qui les lie les unes aux
autres.

Mais lorsque les parties d’une figure ou d’un corps ont
entre elles une relation que l’on peut exprimer par une

équation , on peut alors trouver le centre de gravité d’une
manière beaucoup plus facile. En voici des exemples.
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287 . Qu’il s’agisse d’abord de trouver le centre

de gravité G,  d ’un arc quelconque de courbe A M
(fìg . ç)i ). On imaginera Tare infiniment petit Mm;
& l’on prendra pour axe des momens une ligne quel¬
conque CN parallèle aux ordonnées que je suppose
perpendiculaires entre elles. Je suppose de plus que la
distance de C à l’origine A des abscisses soit = b.
Pour avoir la distance Gg  du centre de gravité à
Taxe CA7, il faut prendre la somme des momens des
arcs Mm,  par rapport à Taxe CN, & la diviser par
la somme des arcs Mm ; c ’est-à-dire , par Tare A M.
Or Tare Mm étant infiniment petit , la distance de
son milieu à la droite CA7, doit être réputée égale
à MN.  On aura donc Mm X MN  pour le moment
de ce petit arc. Mais en nommant A P , x ; P M , y ;
on a (97) Mm = t y ( dx z dy z) & MN  =
CP = b — x ; donc ( £ — x } \/ ( dx z - j- dyz )
est le moment du petit arc Mm; & par conséquent
s ( b — x ) y ( dx z -)- dy 1) , où l’intégrale de
{b — x ~) y ( dx z + dyz) est la somme des mo¬
mens de tous les arcs infiniment petits Mm,  dont
Tare A M est composé. On a donc.

- —• Quant a Tare A M
qui divise , dans cette quantité ; nous avons donné
(97)  la méthode pour le déterminer exactement,
lorsque cela se peut ; & (no)  celle de le déter¬
miner par approximation,

X 2
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Par un raisonnement semblable, on trouvera que

ía distance Gg ' , du centre de gravité , à Taxe AP,

est syV {d* + *r)
AM

Ce sont-là les formules générales qui servent à

déterminer le centre de gravité d’un arc quelconque
de courbe.

z.88. Si Tare dont on veut avoir le centre de gra¬

vité , est composé de deux parties égales & sem¬

blables AM , A M'  ( fig. Lr ) situées de part &

d’autre de 3axe des abscisses; alors il est évident

que le centre de gravité G,  fera fur la droite AP :

il ne fera donc question que de trouver fa distance

au point C.  Or il est clair que les momens des deux

arcs Mm, M'm', à l'égard de Taxe N N1 étant égaux ,

la distanceCG fera alors égale à 2/( ?l — . r dx \

Par exemple , que l’arc MAM'  soit un arc de cercle , on

aura y — i/ ( íï — xx ) , a étant le diamètre . On trou¬

vera facilement , & nous l’avons déjà vu ( 111 ) , que

t/ f dx 1 + dy* 1 — — - J a—x- On aura donc
v 1 J ' C ( ax — xx  )

,, . \ ,/j*  I J *\ 2 /d 4 ( * — x ) dX
zs ( b — x ) i/ ( dx * -r dy ) — - - - --  =

as ( b — x ) dx ( ax — xx ) ~ *. Supposons , pour plus

de simplicité , que le point C soit le centre , alors AC —

b z=. ) a ; nous aurons donc zs ( b — x ) \/ (dx*  st- dy *) =

«/ ( i 13“ * ) dx ( ax - xx * = a i/ (ax - xx) (89 ) ;
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intégrale à laquelle il n’y a point de constante à ajouter,
parce que , lorsque x — zéro , elle devient zero , ainsi que
cela doit être ; puisqu’alors la somme des momens est évi¬
demment nulle.

Nous avons donc enfin 2s ( b — x ) dx Z ( dx* dy1)
— aZ ( ax — xx ) ; & par conséquent.
rn _ aZ (ax - xx) _ \a  X 2Z (ax - xx) _ CA X MM‘

M A M' ~~ M A M' M A M' ’

ce qui donne cette proportion M A M' ' M M1 \ \ C A
C G , qui nous apprend que la distance du centred’un cercle  ,
au centre de gravité de l’un quelconque de ses arcs, est quatrième
proportionnelleà la longueur de l’arc , à fa corde & au rayon.

On peut appliquer ces formules à toute autre
courbe : nous passons aux centres de gravité des
surfaces planes terminées par des lignes courbes.

289. Si l’on demande le centre de gravité de la
surface APM ( fig.  cjj ) ; nous supposerons que G
représente ce centre. H faudra , pour avoir la dis¬
tance Gg,  prendre la somme des momens des pe¬
tits trapèzes MPprn , par rapport à CN , & la
diviser par la somme de ces trapèzes ; c’est-à-dire,
par l’espace APM.  Or le centre de gravité i de
ce petit trapèze doit être au milieu de la droite nk
également éloignée de M P & de mp;  milieu que
l’on peut supposer être celui de MP,  à cause de la
hauteur infiniment petite Pp ; on mua donc la dis¬
tance il — CP;  ainsi le moment de PpmM , sera

X 3
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PpmM X CP;  c ’est- à-dire ( 6 — x ') ydx , en ap¬
pelant toujours CA , b; & AP , x.  Donc la somme
îles momens fera s ( b — x ) ydx, & par consé¬

quent la distance Gg  sera

On trouvera de la même manière , que la distance
Ga>= , B£ L*

° A P AI  -

290 . En général , on trouvera de la même ma¬
nière , le centre de gravité de tout espace plan , en
le décomposant en trapèzes infiniment petits.

Par exemple , à'il s’agit du triangle A NN 1 (sig. (,4 ) , on
prendra la base NN 1 & la hauteur A C pour axe des mo¬
mens ; & nommant A P , x ; M M’, y ; & A C, b ; on aura
MM 'm'm — ydx ; & le moment de ce trapèze à f égard de
NC,  fera [b — x ) ydx.  Ensorte que la distance Gg  du

centre de gravité à la base , sera —- Or  si l’on

nomme c la base , on a A C ; A P ll N N' ; MAP;

c’est-à-dire , b l x H c l y — c~;  donc s ( b — 2 ) ydx ,

devient s [ b — x ) cAAdí  ̂ou / -  ( bxdx — xzdx ) , qui

vaut j (j -g-ou ( 3 b — 7.x ). Or la surface

A AI Aï  est x A P 02 f * • donc la distance du centre2 2 b

de gravité , est

c x%
6 b ( 3* - 7.x)

C X*
2 b

ou H 3 b 2 * ) , qui,

lorsque x b , devient jé . Donc G g ~ \ b.  Or si l’on
mène la ligne AGL,  les triangles semblables ACL , GgL
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donnent LG ' LA ' G g AC \ \ ^ b b ; ; 1 : 3;

donc LG — j L A,  ce qui s’accorde avec ce que nous

avons démontré ( 278 ) .

291 . Appliquons maintenant les formules aux lignes
courbes.

Supposons que APM ( fig.  97 1 est une portion de cercle

dont le diamètre est a, & que le point C est le centre; ce

qui donne b — \ a.  Nous aurons y — U ( ax — xx ) . La

quantité s { b — x ) ydx,  devient donc a — x ) dx

V { a x — xx ) , ou s ( i — x ) dx ( ax —xx ) * qui (89)
3

est intégrable , & a pour intégrale j ( d* — xx ) * , quan¬

tité à laquelle il n’y a point de constantes à ajouter , parce

qu’elle est zéro quand x — o , ainsi que cela doit être.

Nous avons donc Gg - * * ) ’ _ _ H- PM V
APM — APM  •

A l’égard de Gg' ; puisqu’on ayr i/ { ax — x x ) , 2 ,

sa valeur (289)  sera Gg = - ApM -y or

s ^ { ax — xx ) dx,  ou s { . ( axdx — x2dx ) , est

i ^ — — ì ^ ou tï x * ( 1 a — 2 * ) y on a donc

Gg' - ~± x \6 APM

S'il s’agit du segment entier ; comme il est évident que
le centre de gravité G ( fig. 92 ) est sur le rayon CA,  qui
divise l’arc en deux parties égales , & qu’il est à même dis¬
tance de NN‘  que les deux centres de gravité particuliers

X 4
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des deux detni-fegmens APA 1 , A P Aï , on a CG ~
\pnp (PMy ì-a . ( mm ' )\ ( m m' y
APM APM ~ APM ’ ~ zAPAÍ

— " . . . . —-r , wvu - a- uiu , . uuw í-t* uuuu/íuí . uu lzulií u u/lA Aï M A ' ^ J

cercle, au antre de gravité de la surface de l 'un quelconque de
ses fegmens, efl cgale au douzième du cube de la corde, divisé
par la surface de ce segment,

292 . Quant au centre de gravité d’un secteur CMAM'
( fig. 96 ) , on peut l’avoir , en observant que le centre de
gravité G du segment M A M' , celui G' du secteur , & celui
G"  du triangle sont tous fur le rayon CA;  que selon le
principe des momens , le moment du secteur doit être égal
au moment du segment , plus le moment du triangle . On
a donc CMAM'  X C G' = MAM'  X CG -f- CMM'

- ( P M Y
X C G". Or nous venons de trouver CG == - P V7~ stueAPM

(P Msl'on peut changer en donc CG X1APAI

MAMÍ — | (PA1) 3. D ’ailleurs , nous savons que CMM 1
— P M  X CP, & (278 ) que CG ,! = f CP,  en forte
que CMM'  X CG"  se réduit à -, P M X ( CP) 2. Substi¬
tuant donc ces valeurs , on a CMAM'  X CG' — | P M1 -f-
f P M X CP 2 = f PM [ ( PÀÍ) 2 + (CP) 1] = f P M
X {C Ms,  à cause du triangle rectangle C P AI.  Donc

." PMy s C MV
C G' — â -——r—S , - . Mais la surface du secteurCM A M

CMAM ' , est égale à l’arc M A Ai'  multiplié par £sl ■ donc
y P AI  X ( CM) 1

CG'— MAM ‘ x CM  —  y P M X CAI_ \ AI Aï X CA
M A As MAM'  *L

C’est-à-dire , que la distance du centre d ’un ct'cle, au centre de
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gravité de Tun quelconque de ses seEleurs , e(l quatrième propor¬
tionnelle à rare , au rayon , & aux deux tiers de la corde.

On peut appliquer les formules à toute autre

courbe , par exemple ^ à la parabole , & c.

2.93 . Voyons maintenant les surfaces courbes ; mais
bornons - nous à celles des solides de révolution . Alors,
en raisonnant comme dans les articles précédens,
on verra que le centre de gravité de chaque zone
élémentaire , est dans Taxe de révolution CA ( fi¬
gure,: c)y ) , & doit être réputé au centre P  de l’une
des bases de cette zone , considérée comme ayant
une épaisseur infiniment petite . Or , nous avons vu
( 98 ) que l’expression de cette zone étoit.

y y V ( dx 2 -f - dy z) , r ; c représentant le rapport

clu rayon à la circonférence . On aura donc ( en
nommant toujours b la distance A C de l’origine A
des abscisses, à l’axe N N1 des momens ) , on aura,

dis-je , - ( b — x ) y \/ ( dx 2 + dy 2) pour le mo¬

ment de cette même zone , enforte que la distance

CG  du centre de gravité G de la surface au point
C , sera , en nommant S cette surface,.

fl ( b — x ) y ^ ( «f *» + dy ' )
- .

294. Supposons, pour appliquer cette formule, qti’il s’agit
de trouver le centre de gravité de la surface convexe clu
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cône droit ANN ( fig. 98) , A P étant x ; P M , y; la
hauteur A C, b ,• le rayon CN de la base , a ; & le côté
AN, c; on aura , à cause des triangles semblables, ACN ,
Mr m , A C 1 AN ; ; Mr ; M m;  c ’est- à-dire , b ; t ; ;

dx ' </ ( dx * dy *) - j - . Çn aura ausli , à cause des
triangles semblables , A CN Sc APM , A C t CN A P

I P M ; c ’est - à - dire , b \ a \ \ x y — -g-; donc

f~r (b — x ) y i/ ( dx * dy 2) , devient fig X. ( b — x ) x

-g  X ~~jy ; OU s Cgg (bxdx — x*dx ) , dont l’intégrale

est 7F x (. 2 T y ’ ou x <3 4 - a* )- 0r >
la surface de la portion A M' LM A,  ou 5 , est ( Giom. 21g )

a vt
— â—— X crrc. P M ; Sc  l ’on a y46' 1 A P A N l A M ;

. . . AP x AN , c A P x A N . „ ,.ou ví Al — - n — : donc S — - r- .— X cire. P MA C 2 A L

XX;  donc la distance du centre de gravité de- X ■. bb

la surface AM ' LMA , au point C,  est
6 rb- (3 * - 2* )

1 r b%

ou j ( 3é — 2 * ) , ou í — f xdonc  lorsque x z= b,  ou
lorsque A P — A C , on a la distance CG  du centre de
gravité de la surface totale du cône , — b — -̂ b ■= . \ b ;
c’est à-dire , que ce centre de gravité est le même que celui
de la surface du triangle A N N '.

293 . Pour second exemple , prenons la sphère (fig . 99 ).
Nous aurons y — i/ ( <2x — xx ) , a étant le diamètre ; &

V ( d x* + d y *) — — -—-- -, - donc f — ( b — x) y

\/ ( d x* -|- dy *) , deviendra fig ( b — x)  X {adx,  sup¬
posant donc que C est le centre , ce qui rend b = . i a , oa
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f± _ x)  X ! adx — ( '- adx — xdx) y
• r . , . . c L , , , . c ax , ^ . >

qui le réduit 3 — \z ax — *xx ) > ou n-

Or , nous avons vu ( 99) que la surface S du segment sphé¬

rique AMLMA , étoit c-^ ; on a donc la distance CG  du

T7 { *a “ ï * )
centre C au centre de gravité G — - - —

2 r

la — ^ * =3 CA — l A P ; c ’est-à- dire , que ce centre G ,
est au milieu G de la hauteur A P de ce segment . D ’où
l’on peut conclure en général , que le centre de gravité de
la surface d’une zone sphérique comprise entre deux plans
parallèles , est au milieu de la hauteur de cette zone.

296. Terminons par la recherche des centres de
graviré des solides.

Si l'on considère un solide (fig-gy ") comme com¬
posé de tranches infiniment minces , parallèles entre
elles, & qu’on représente, en général , par ss,  la
surface de chaque tranche , & par dx  son épaisseur,
on aura s sd .x pour cette tranche ; & par conséquent
s s { b — x } d x pour son moment à l’égard d’un
plan parallèle à ces tranches , & passant à une dis¬
tance A C du sommet A — b.  Donc en nommant
S la solidité A LMM A , on aura pour la distance
du centre de gravité , la quantité Ll±lÌA ~LJÙJjí.  Or
la valeur de S se détermine par les méthodes que
nous avons données dans le calcul intégral ; & celle
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de sss ( 5 — v ) à , se déterminera auííi par ces
mêmes méthodes , lorsqu’on aura la valeur de 55
en x.  On aura donc la distance du centre de gra¬
vité par rapport à un plan connu . On cherchera de
la même manière la distance de ce centre à chacun

de deux autres plans perpendiculaires entre eux , 6c
au premier. Mais nous nous bornerons ici aux solides
dont les tranches parallèles ont chacune leur centre
de gravité particulier fur une même ligne droite,
tels que font les pyramides , 6c les solides de révo¬
lution.

297. Prenons d’abord les pyramides . Soit donc b la hau¬
teur A C d ’une pyramide quelconque ( fig. 100) ; x la dis¬
tance perpendiculaire A P  d ’une tranche quelconque , te  la
surface de la base ; on aura ( Géom 202 ) celle de la tranche
placée à la distance « du sommet , par cette proportion bb

xx ll ce -jy ; nous avons donc ss -jj - ; donc

fss {k — x ) dx,  devient f e~ (bxxdx — x' dx ) , qui

revient a n { -y - - )  ou —^ ( 4 * - 3 * ) . Or la so¬
lidité de la pyramide qui a x pour hauteur , & ss  ou —~

pour base , est donc la distance du centre de gravité

est
12bb ( 4 b -  3 * )

C i. X*

3 bb
, ou (4b — 32 ; ) , ou b —

or lorsque x — b — A C,  cette quantité se réduit à ;
donc la hauteur Cg  du centre de gravité G , au-dessus dc
la base , est { b.
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Soit maintenant g,  le centre de gravité de la base ; la

ligne Ag  passera par le centre de gravité G de la pyra¬
mide ; & les parallèles Gg & g C donneront Cg ou ^ b :
A C ou b \ \ Gg \ Ag ; donc Gg = i Ag;  ce qui con¬
firme ce que nous avons dit ( 284 ) , & fait voir que pour
toute pyramide , le centre de gravité de la solidité est au
quart de la distance du centre de gravité de la base , an
sommet.

298 . Quant aux solides de révolution , la valeur

de ss ( 102 ) est généralement ^ ; ainíì l’expreíîion
de la distance du centre de gravité , pour ces solides,

ycjy 3 ( b — x ) ix
est généralement - ^ , . On peut appliquer

cela à la sphère , à l’ellipsoïde, &c. & par ce der¬
nier , déterminer le centre de gravité des mâts. Nous
ne nous y arrêterons pas , parce que dans le cas où
on en auroit besoin , on peut , sans erreur sensible,
supposer ce centre de gravité au milieu de la longueur
du mât , vu le peu de courbure de leur surface ;
mais nous passerons à un objet plus important.

299 . Quoique ce que nous avons dit jusqu’ici,
sur les centres de gravité , suffise pour mettre en
état de les trouver , dans quelque cas que ce soit,
nous nous arrêterons , néanmoins , íur la méthode
qu’on doit suivre pour trouver le centre de gravité
de la partie submergée de la carène , dans les vais¬
seaux.
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On doit supposer que ce centre de gravité est
dans le plan vertical qui passe par Taxe de la quille ;
ainsi il ne s’agit que de trouver fa distance hori¬
zontale à une ligne verticale menée par un point
déterminé de l’étambot , & fa distance verticale à la
quille.

Pour l’un & l’autre de ces deux objets , il faut
commencer par déterminer le centre de gravité d’une
surface A N D F P B (fia . 101') terminée par deux
lignes parallèles AB , DF, & par deux courbes égales
& semblablesA N D , B P F.

Si l'on avoit l’équation de cette courbe , rien ne
seroit plus facile que de déterminer son centre de
gravité G , par les méthodes précédentes. Mais ne
l’ayant point , il faut concevoir par les milieux C&C
E de A B & de DF,  la ligne D E que l’on partagera,
par des perpendiculaires T H , K M, &c . en un assez
grand nombre de parties égales , pour que les arcs
compris entre deux perpendiculaires voisines puiílent
être regardées comme des lignes droites. Alors on
prendra les inomens des trapèzes DTHF , TKMH ,
&c. par rapport au point E , &c on divisera la somme
de ces momens , par la somme des trapèzes , c’est-
à-dire , par la surface AN DF PB.  Nous avons vu
( Géom. 154)  comment on déterminoit cette surface ;
il ne s’agit donc plus que d’avoir une expression
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simple de la somme des momens. Or ( 279 ) la
distance du centre de gravité du trapèze THFD,

au point E , est ; celle du tra¬

pèze T K M H,  an même point E , fera par la même
raison , & à cause de l’égalité des lignes IE , IL , &c.

fera , dis - je 2 IE  X ( T H + a AsM )
Tfí + KM + l£ ou

• Pareillement la distance du

centre de gravité du trapèze NKMP , fera
±1Ex {KM + t.NP)

K M + NP -i- 2 IE,  ou ^IE( 7KM + 8K P)
KM -f A’P 9

&c  ainsi de fuite.

Si l’on multiplie , maintenant , chaque distance par
la surface du trapèze correspondant , c’est- à - dire
( Giom.  148 ) , par la moitié de la somme des deux
côtés opposés de ce trapèze , multipliée par leur
hauteur commune IE,  on aura pour la fuite de ces
momens , \ {IE) zx { D F 1 T H ) , | ( 7Ey x
( 4 TH + ^ KM ) , ì ( IEyx( 7 KM + $NP ) ,
& ainsi de fuite , donc la somme des momens fera
j IE Z x ( D F + 6 TH + 11 KM+  18 NP+  24 Q S
st- 14 A B ) ; où l’on peut remarquer que s’il y avoit
un plus grand nombre de divisions, le multiplicateur
du dernier terme , qui est ici 14 , feroit en général
a + 3 — 2 ) ou z /r — 4 , n étant le nombre
total des perpendiculaires D F , TII, &c . en y
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comprenant A B qui peut être zéro. Ainsi l’expres-
sion générale de la somme des momens , se réduit
à (IE) Z (ÏDF + TH + 1KM + 1NP + 4QS

+ & c. + ÍUL- JÛAB ).

Or nous avons vu ( Gcom. 154)  que la surface
A N D F P B  avoit pour expression 1F xsï D F -\ -

TH + KM + NP + &CC .q ~ '- AB ) ì  donc la

distance du centre de gravité G , ou.

IEx ( %DF + TH+ 2KM+ 5N P+ &c _ +
F C' * - _ -_ •

{DF + TH + KM + NP + Slc. a- { AB

C’est-à- dire , que pour avoir la distance du centre de
gravité G ì à Tune des ordonnées extrêmes D F,
il faut i °. prendre le sixième de la première ordonnée
DE , le sixième de la derniere ordonnée  A B multipliée

par le triple du nombre des ordonnées , moins  4 ; puis

la seconde , le double de la troisième . Le triple de la qua¬

trième , & ains de suite , ce qui donnera une première

somme.  i ° . A la moitié de la totalité des deux ordonnées
extrêmes , ajouter toutes les ordonnées Intermédiaires ; u

qui donnera une seconde somme.  3 0. Diviser la première

somme par la seconde , & multiplier le quotient par l ’un
des Intervalles.

Par exemple , s’il y avoit 7 perpendiculaires dont
les valeurs sussent 18,23 , 28 , 30,30 , 21,0,  pieds ;
& que chaque intervalle fût de 20 pieds . Je prendrois

le



de Mathématiques.  337
le sixième de 18 qui est 3 ; & comme le dernier terme
est o , à 3 j’ajouterois 23 , le double de 28 , le triple
de 30 , le quadruple de 30 , & ainsi de fuite , ce
qui me donneroit 397. Enluite à la moitié de 18,
j’ajoute 23 , 28 , &c. & j’ai 141 ; divisant 397 par
141 , & multipliant par 20 , j’ai ou q̂ ,qui
reviennent à 36 pieds 4 pouces , à très-peu près.
M. Bouguer , Traité dit Navire, page  213 , trouve
55 pieds 11 pouces, & c’est bien en effet le résultat
de sa formule ; mais cette formule suppose tacitement
une chose qui n’estpas suffisamment exacte.

Lorsqu’une fois on fait déterminer le centre de
gravité d’une coupe quelconque , il devient facile de
déterminer celui d’un solide, & par conséquent celui
de la carène.

Veut - on avoir la distance du centre de gravité
de la carène à la quille; on imaginera la carène
coupée en plusieurs tranches parallèles à la coupe
faite à fleur d’eau (sig. 102 & 103) . La solidité
de chaque tranche , sera égale (Géométrie  254 ) à
la moitié de la somme des deux surfaces opposées
de cette tranche multipliée par lepaiffeur de cette
même tranche ; & son centre de gravité sera à même
hauteur dans cette tranche , que Celui du trapèze ab cd.
qui en est la section faite par un plan vertical passant
par la quille. On voit donc que le raisonnement que

Marine. Mécan. T . Partie. Y
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l’on a à faire ici , pour trouver la hauteur gE  da
centre de gravité , est absolument le même que dans
le cas précédent , en changeant seulement le mot de
perpendiculaire  ou d ordonnée , en celui de coupe ;  de

sorte que l’opération se réduit 1°. à prendre le sixième
de la coupe la plus baffe , le fixième de la coupe la plus

élevée, multipliée par le triple du nombre des coupes  ,

moins  4 ; la seconde coupe en montant ; le double de la

troisème , le triple de la quatrième , & ainsi de suite ,
ce qui donne une première somme . 2 °. Prendre la moitié

de la totalité des deux coupes supérieure & inférieure , &

toutes les coupes intermédiaires.  3 °. Diviser la première

somme par la seconde , & multiplier le quotient , par la

distance commune d 'une coupe à l 'autre.

On peut s’y prendre de la même manière pont
trouver la distance du centre de gravité , à la ver¬
ticale x Z , menée par un point déterminé b de
l’étambot (Jig. 102') ; en imaginant la carène coupée
par des plans parallèles au maître couple ; mais
comme il faudroit encore mesurer les surfaces de ces

coupes, il vaut mieux employer celles qu’on aura
déjà mesurées dans l’opération précédente ; c’est pour¬
quoi on déterminera , comme on l’a fait ci- dessus,
les centres de gravité g , g,  dé chacune des coupes
parallèlesà la quille. Leur distance à la verticale x^
fera la même que celle du centre de gravité g de ia
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tranche correspondante. On multipliera chaque coupe
par la distance de son centre de gravité à la ligne
x Z , & regardant chaque produit comme l’ordonnée
d’une ligne courbe telle que dans la figure 101 , on
prendra la moitié de la somme des deux produits
extrêmes , & la somme de tous les produits inter¬
médiaires ; & ayant multiplié le tout par l’épaiffeur
d’une des tranches , on le divisera par la somme de
toutes les coupes intermédiaires , plus la moitié de
la somme des deux coupes extrêmes.

A l’égard du centre de gravité du navire même,
soit en charge , soit hors de charge , on ne peut pas
en réduire la recherche , à des règles aussi simples.
II faut entrer dans une discussion détaillée des diffé¬
rentes parties qui le composent , lui & la charge.
Prendre les momens de ces différentes parties à l’égard
d’un plan horizontal qu’on imaginera passer par la
quille; & leurs momens à l’égard d’un plan vertical
perpendiculaire à la quille , 6c que l’on prendra arbi¬
trairement ; divisant ces deux sommes de momens,
par le poids total du navire , on aura la hauteur de
ce centre , & fa distance au plan vertical par rapport
auquel on a considéré les momens ; & comme il
doit , d’ailleurs , être dans le plan vertical qui passe-
roit par la quille , on aura donc fa situation. Mais
il faut observer que dans le calcul de ces momens,

ïi
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il faut multiplier , non pas le volume de chaque
pièce , mais son poids , par la distance du centre
de gravité de cette pièce ; centre qui est facile à
déterminer , après tout ce que nous avons dit jus-
qu'ici , fur les centres de gravité.

Propriétés des Centres de gravité.

zoo . 11 est clair , par ce que nous venons de dire
fur les centres de gravité , & par ce que nous avons
dit íur la résultante de plusieurs forces parallèles,
que si toutes les parties d’un corps ou d’un système
quelconque de corps , ont chacune la même vitesse,
ou tendent à fe mouvoir avec la même vitesse ; il

est clair , dis-je , que la résultante de tous ces mouve-
mens passe par le centre de gravité de ce corps , ou
de ce système de corps , & que par conséquent le
système se meut ou tend à fe mouvoir , comme si
la totalité des masses étoit concentrée au centre de

gravité , & étoit animée d’une vitesse égale à celle
qui anime chacune des parties.

301 . D’oti l’on doit conclure réciproquement,
que si l’on applique au centre de gravité d’un corps,
ou d’un système de corps , une force quelconque ;
toutes les parties égales du système partageront
également ce mouvement , s’avanceront toutes avec
une égale vitesse, que l’on aura ( 189 ) en divisant
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la quantité de mouvement appliquée à ce centre,
par la masse totale du corps ou du système de corps.

302 . Et puisque plusieurs forces appliquées à un
même point , se réduisent ( en vertu des principes
précédens ) à une feule , il en faut conclure géné¬
ralement , que quelques forces que l 'on applique au centre
de gravité d 'un corps ou d 'un fy flème de corps ; en quelque
nombre quelles soient , & quelque direction quelles aient ;
toutes les parties de ce corps , ou de ce fy flème de corps  ,

prendront une vitesse égale , laquelle aura la même direc¬

tion que la résultante de toutes ces forces , 6*fera égale
à la quantité de mouvement qui représente cette force

résultante , divisée par la masse totale du corps ou du
fy sème de corps.

303 . D ’oùl ’on doit conclure que tant que les forces
qui agissent fur un corps fe réduiront ou pourront être

réduites à une feule dont la direction passera par le centre
de gravité , ce corps ne tournera point autour de son centre

de gravité.

304 . Mais si les forces qui agissent fur un corps
ne peuvent être réduites à une feule ; ou si pouvant
être réduites à une feule , la direction de celle-ci
ne passe point par le centre de gravité , alors toutes
les parties du système ne seront pas mues d’un mou¬
vement commun . Néanmoins le centre de gravité

Y 3
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sera mu de la même manière que si toutes ces forces
y étoient immédiatement appliquées. C’est ce qu’il
s’agit de faire voir actuellement.

305. Supposons d’abord trois corps M, N , P
(/or. /04) , mus suivant des lignes parallèles A D ,
B E , CF  situées ou non situées dans un même plan ,
& mus avec des vitesses représentées par les lignes
A D , BE , CF.  Supposons que G soit le centre de
gravité de ces corps lorfqu’ils font en A , B, C;  &
G leur centre de gravité lorsqu’ils font arrivés en
D , E , F  où ils arrivent en même temps , puisque
leurs vitesses font représentées par A D , BE , CF.
Si l’on mène la ligne GG ' , je dis quelle fera paral¬
lèle à ces lignes; qu’elle fera la route que le centre
de gravité G suivra pendant le mouvement des corps;
& que ce centre de gravité G la décrira uniformé¬
ment.

i °. II est facile de voir que la route du centre
de gravité fera parallèle aux lignes A D , BE , &c . ,
car à quelque endroit qu’on le suppose dans un ins¬
tant quelconque , si on imagine un plan qui passe
par ce centre , la somme des mornens, par rapport
à ce plan , doit être zéro ( 170). Or si l’on conçoit
un plan parallèle aux directions des corps , & pas¬
sant par le point G , les momens, par rapport à ce
plan , ne peuvent manquer d’être zéro pendant tout
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le mouvement ; car les corps , dans leur mouvement,
sont supposés ne pas s’écarter de ce plan ; leurs dis¬
tances à ce plan sont donc toujours les mêmes ; donc
les momens sont aussi toujours les mêmes ; mais au
commencement du mouvement , c’est-à-dire , lorsque
le centre de gravité étoit en G,  leur somme étoit
zéro ; donc elle est encore zéro , en quelque endroit
de leurs directions que les corps se trouvent ; donc
le centre de gravité est toujours dans un plan pa¬
rallèle aux directions des corps , & qui paffe par
la première position G de ce centre. Et comme,
dans ce raisonnement , rien ne détermine la position
de ce plan , sinon qu’il doit être parallèle aux di¬
rections des corps M,  A7, P , & passer par le point G ;
on prouvera de même , que ce centre est dans tout
autre plan parallèle aux directions des corps , & pas¬
sant par le point G;  il est donc dans l’intersection
commune de ces plans; donc le centre de gravité
se meut suivant GG'  parallèle aux directions de
ces corps.

2°. Je dis qu’il se meut uniformément ; c’est-à-
dire , que si lorsque les corps M , N , P &c . , sont
arrivés en a , b, c, &c . on suppose que le centre
de gravité est en g , on aura G G' : Gg : : A D  :
Aa\ : BE ; B b : : &c . ; c’est-à-dire , que les
espaces décrits en même temps, par le centre de

Y4
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gravité , & par chacun des corps , seront comme
leurs vitesses.

En effet, si on conçoit un plan représenté par
auquel les directions des mouvemens soient perpen¬
diculaires; on aura , par la nature du centre de gra¬
vité ( 161) , M X A H + N X BI + P x CL  =
( M + N + P)  x GK.  Et par la même raison,
iorsqu’ils font en D , E , F , on aMxDH -\- N
X EI + P x FL = (M + N + P ) x G'K.  Si
de cette équation on retranche la première , on aura
(en faisant attention que D H — AH = AD,
EI — BI — BE, & c . ) M X AD -f - N x BE
— P x CF = (M + N + P ) x GC,  Donc,
par la même raison, lorsquils seront en a , b, c ,
on aura M xAa + NxBb — P x Cc =
( M + N + P ) x Gg.

Or puisque A a , Bb , Cc sont décrits uniformé¬
ment , dans un même temps , ces espaces ( 187)
doivent être entre eux comme les vitesses A D ,
BE ) CF;  on a donc A D \ BE : : Aa ; Bb ^

AD : CF : : Aa : Cc;  donc Bb ~ ,
Cí = Substituant ces valeurs dans notre

dernière équation , & chassant le dénominateur A D y
elle se change en (Asx A D + N x B E — P
X CF ) X Aa = ( M + N + P ) x Gg X AD.
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Enfin divisant cette équation , par celle où entre

G G' , on a A a = , d ’où l’on tire GG ' z

Gg : : A D : A a;  ce qu’il s’agiffoit de démontrer.

Observons , maintenant , que l’équation où entre

GG , donne GG =- jmTTP -*

Or les lignes A D , BE , CF , GG ', font les vitesses
des corps M , N , P, & du centre de gravité G;
par conséquent M x A D , N x BE &c . , sont leurs
quantités de mouvement. Donc puisque le raisonne¬
ment que nous avons fait jusqu’ici , ne dépend point
du tout du nombre des corps , on peut conclure
généralement , 1° . que fi tant de corps que l'on voudra
décrivent uniformément des lignes parallèles , le centre de

gravité décrit aujfi uniformément , une ligne parallèle à

celles- là.  2 0. Que fa vitesse efl égale à la Jomme des quan¬
tités de mouvement des corps qui vont dans un sens  ,

moins la somme des quantités de mouvement de ceux qui

vont en sens contraire, le tout divisé parlasomme des masses.

306. Si quelques-uns des corps étoient en repos,
la vitesse de ces corps étant alors zéro , la quantité
de mouvement seroit auíïi zéro. Ainsi elle disparoî-
troit dans le numérateur de la fraction qui exprime
la vitesse du centre de gravité . Mais cela ne cban-
geroit rien au dénominateur qui fera toujours la
somme de toutes les masses.
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307 . Si la somme des quantités de mouvement des
corps qui vont dans un sens, étoit égale à la somme
des quantités de mouvement de ceux qui vont en
sens contraire , le numérateur de la fraction qui ex¬
prime la vitesse du centre de gravité , seroit zéro.
Ce centre de gravité seroit donc en repos . Donc quels
que soient les mouvemens parallèles de plusieurs
corps , leur centre commun de gravité reste en repos,
quand la somme des quantités de mouvement de
ceux qui vont dans un sens, est égale à la somme
des quantités de mouvement de ceux qui vont en
sens contraire.

308. Puisque les quantités de mouvement repré¬
sentent les forces ( 189) ; 6c que la résultante da
plusieurs forces parallèles (255)  est égale à la
somme de celles qui agissent ou tendent à agir dans
un sens, moins la somme de celles qui agissent, ou
tendent à agir , dans un sens contraire ; concluons
donc que si plujleurs forces parallèles font appliquées
aux dijferentes partiesd'un fyflíme quelconque de corps  ,
le centre de gravité de ce fyfime se meut commef ces
forces lui étoient immédiatement appliquées.

309. Que les corps , en quelque nombre qu’ils
soient , se meuvent maintenant suivant des lignes
droites quelconques. Si on imagine deux lignes droites
quelconques perpendiculaires entre elles; & à leur
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point de rencontre , une troisième qui soit perpen¬
diculaire à leur plan , on peut toujours décomposer
la vitesse de chaque corps , en trois autres , paral¬
lèles à ces trois lignes. Or il fuit de ce que nous
venons de dire , que le mouvement du centre de
gravité en vertu des mouvemens parallèles à l’une
de ces lignes , fera parallèle à cette même ligne,
fera uniforme, & que fa vitesse fera égale à la somme
des quantités de mouvement ( *) estimées parallèle¬
ment à cette ligne , divisée par la somme des masses.
Donc si l’on conçoit que l’on ait déterminé , par
ce principe , le mouvement du centre de gravité
parallèlementà chacune de ces trois lignes, & qu’en-
suite on compose ces trois mouvemens pour les ré¬
duire à un seul ( ce qui est possible, puisqu’ils font
appliqués à un même point ) , on aura la route
unique du centre de gravité. Or comme les élémens
qu’on emploie ici, ne font autre chose que les forces
mêmes qu’ont les corps parallèlement à ces trois
lignes, Sc  que la force unique du centre de gravité
fe trouve , par-là , composée des forces résultantes
parallèlement à chacune de ces lignes, elle ne peut
donc manquer d’être égale Sc  parallèle à la résultante

( * ) C’est par abréviation que
nous disons feulement , la somme
des quantités de mouvement : on
doit toujours enteníre la somme
des quantités de mtuvement des

corps qui vont dans un sens ,
moins la somme des quantités de
mouvement de ceux qui vont ea
sens contraire.
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de toutes les forces appliquées à tous ces corps;
donc en général , quilles que soient les direcïions& les
valeurs des forces appliquéesà différentes parties d 'un
fyflème de corps, le centre de gravité fe meut toujours,
ou tend à fe mouvoir, de la même manière que fi toutes
ces forces lui étoient immédiatement appliquées.

310. Dans le raisonnement précédent , nous avons
dit qu’on pouvoit toujours décomposer la vitesse de
chaque corps en trois autres , parallèles à trois lignes
données de position. Cependant si la direction de l’un
des corps étoit parallèle au plan de deux de ces trois
lignes, ou si elle étoit parallèle à Tune de ces trois
lignes, il paroit qu’on ne peut , dans le premier cas,
décomposer qu’en deux forces parallèles à deux de
ces trois lignes; & que dans le second on ne peut
faire aucune décomposition , en forces qui soient pa¬
rallèles aux deux autres lignes. Nonobstant cette dif¬
ficulté apparente , la proposition n’est pas moins géné¬
rale : car on voit , par exemple , que tant que la
ligne AB (fig. /o 5 ) n’est pas parallèle à l’une des
deux lignes P R , P Q , on  peut toujours décomposer
la force représentée par AB , en deux autres A C, A D
parallèles à ces deux lignes; mais on voit , en même
temps, que plus AB  approchera d’être parallèle à
P Q, & plus la force A D  diminuera; enforte qu’elle
deviendra zéro , quand A B fera parallèle k P Q.
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Donc , dans ce cas, on n’est pas moins en droit de
supposer une décomposition en deux forces, mais
dont l’une soit zéro. Par la même raison on peut,
dans ce même cas, supposer une décomposition en
trois forces parallèles aux trois lignes P Q , P R , PS;
mais deux de ces trois forces seront zéro.

311. De ce que nous venons de dire , & de ce
qui a été dit ( 307) , on doit conclure que le centre
de gravitéd'un fyflème, de corps refera en repos, Ji ayant
décomposé les forces appliquéesà chaque partie du sys¬
tème, en trois autres forces parallèles à trois lignes per¬
pendiculaires entre elles, la somme des forces ou des quan¬
tités de mouvement parallèlementà chacune des trois
lignes, ef çéro; en prenant avec des signes contraires
les forces qui agissent dans des sens opposés.

312. Quand toutes ces forces font dans un même
plan , il est évident qu’il suffit de décomposer chaque
force en deux autres , parallèles à deux lignes per¬
pendiculaires entre elles , & menées dans ce même
plan ; car les forces perpendiculaires au plan étant
alors nulles, le mouvement du centre de gravité en
vertu de ces forces est nul auffi.

313. Dans tout ce que nous venons de dire ,
nous avons supposé que chacun des corps qui com¬
pose le système, obéissoit pleinement & librement
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à la force qui le sollicite. Mais les mêmes choses
n’ont pas moins lieu , quand ils font contraints dans
leurs mouvemens , pourvu que ces obstacles ne
viennent point d’une force étrangère au système ,
c’est-à-dire , pourvu qu’ils ne soient autres que ceux
qui résultent de la difficulté de se prêter à ses mou¬
vemens , par la manière dont ils font disposés entre
eux,  ou liés les uns aux autres ; c’cst ce que nous
démontrerons , après avoir exposé la loi générale de
l’équilibre des corps , & la loi générale de leurs
mouvemens.

Principe général de L’ Équilibre des Corps.

314. Quelles que soient les forces ( agissantes ou ré~
fiflantes ) appliquées à un corps , à un fy sème de corps,
à une machine , &c. , & quelles que soient les directions

de ces forces j fi l 'on conçoit que chacune soit décomposée

en trois autres , parallèles à trois lignes tirées par tel

point qu on voudra , & perpendiculaires entre elles ; il

faut , pour que toutes ces forces puissent se faire équilibre,

que la somme ( * ) des forces qui agissent parallèlement

à chacune de ces trois lignes, soit fro.

En effet, nous avons vu (158)  que quels que

(* ) Nous entendons toujours
ici & dans la fuite , par la somme
des forces , la somme de celles
qui agissent ou tendent à agir

dans un sens , moins la somme
de celles qui agissent ou tendent
à agir dans un sens opposé.
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fuflsent le nombre ôc la nature des forces , on pou¬
voir toujours réduire toutes ces forces à trois , dont
les directions fuífent parallèles à trois lignes perpen¬
diculaires entre elles. Donc si l'on suppose qu’il y a
équilibre entre toutes les forces du système, il faut
qu’il y ait équilibre entre ces trois résultantes, ou
que chacune soit zéro. Mais ces trois résultantes
ctant perpendiculaires entre elles, ne peuvent ni fe
nuire , ni fe favoriser ; donc chacune d’elles doit être
zéro. Or chacune d’elles ( 2.55) est égale à la somme
des forces partielles qui lui feroient parallèles; donc
en effet les sommes des forces qui ( par la décom¬
position ) agiffc-nt parallèlement à chacune de trois
lignes perpendiculairesentre elles , doivent être zéro
chacune.

315. Si toutes les forces étoient dirigées dans un
même plan, la somme des forces parallèles à cha¬
cune de deux lignes tirées , dans ce plan , perpen¬
diculairement l’une à l’autre , feroit zéro. Et si toutes
les forces étoient parallèles entre elles, il faudroit
que la somme de toutes ces forces fût zéro. Ces
deux cas sont évidemment compris dans la propo¬
sition générale.

316. Remarquons bien, que cette proposition aura
toujours lieu , dans quelque cas d’équilibre que ce
soit ; mais on auroit tort de penser quelle suffît pour
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qu’il y ait équilibre. Les autres conditions nécessaires
pour l’équilibre , varient suivant les qualités , ou les
dispositions particulières des parties du système ou
de la machine que l'on considère ; nous nous en
occuperons dans le volume suivant : il ne s’agit ici
que des principes généraux.

317. Ce principe est général , soit que les forces
qui font appliquées aux différentes parties du sys¬
tème , soient toutes agissantes, soit que quelques-
unes seulement soient agissantes, & les autres ca¬
pables seulement de résister; tels seroient des appuis,
des points fixes, des surfaces, &c. , qui s’opposeroient
à faction des autres forces. Car les résistances de ces
obstacles, équivalent à des forces agissantes.

Principe général du Mouvement.

318. De quelque manière que plujieurs corps viennent
à changer leurs mouvemens actuels , fi Von conçoit que

le mouvement que chaque corps aitroit dans Vmfl ant sui¬

vant , s ’il devenoit libre , soit décomposé en deux autres

dont l ’un soit celui qu il aura réellement âpres le chan¬

gement ; le second doit être tel que fi chacun des corps
n eût eu £ autre mouvement que ce second , tous les corps

fuffènt demeurés en équilibre.  I

Cela est évident , puisque si ces seconds mouvemens
n’étoient pas tels qu’il en résultât l’équilibre dans le

système,
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système , les premiers mouvemens composans , ne
seroient pas ceux que les corps auroient après le
changement , car ils seroient nécessairement altérés
par ceux-là.

Ce principe est dû à M, cCAkmbert.  Voyez fa Dy¬
namique,

Conséquences qui résultent des deux principes
précédens y par rapport au mouvement du
Centre de gravité des Corps.

319 . Concevons maintenant que plusieurs corps >
soit libres, soit liés entre eux de quelque manière
que ce soit ( de manière cependant que rien n’assu-
jétiffe le système de tous ces corps ) , viennent à
recevoir des impulsions quelconques auxquelles ils
ne puissent obéir pleinement , parce qu’ils se gênent
réciproquement ; je dis que le centre de gravité
sera mû , comme si tous ces corps eussent été libres.

En effet, quel que soit le mouvement que chaque
partie du système prendra , on peut toujours ( 225 )
concevoir celui qui lui est imprimé , comme com¬
posé de celui qu’il prendra , & d’un autre. Or ( 318)
en vertu de ces seconds mouvemens , il doit y avoir
équilibre ; donc si l’on conçoit ces seconds mouvemens
décomposés , chacun , en trois autres , parallèles

Marine, Mécan./ " . Partie, L
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à trois lignes perpendiculaires entre elles, la somme

des forces qui en résulteront parallèlement à chacune

de ces lignes, doit être zéro (314 ) . Or le chemin

que le centre de gravité tend à décrire en vertu de

chacune de ces forces , est (305)  égal à la somme

des forces parallèles à chacune de ces lignes, divisée

par la somme des corps ; donc le chemin qu’il tend

à décrire en vertu des changemens survenus dans le

système, par faction réciproque des parties de ce

système, est zéro ; donc le centre de gravité ne par¬

ticipe point à ces changemens. Donc il est mû comme

st toutes les parties du système obéiffoient librement

& fans aucune perte , chacune à la force qui la
sollicite.

Donc en général , Yétat du centre de gravité d'un

corps ou d'un système de corps, ne change point par
l'action mutuelle des parties de ce corps ou de ce système.

310. Concluons de-là , i °. que st un corps ou un

système de corps tourne autour de son centre de gravité,

de quelque maniéré que ce soit ; ce centre restera continuel¬

lement dans le même étal que fi le corps ne tournoit pas,

311. z°. De ce même principe , & de ce qui a

été dit plus haut fur le mouvement du centre de

gravité des corps libres , il fuit que si un corps de

figure quelconque , ou un assemblage quelconque de
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corps , reçoit une impulsion suivant une direction
quelconque AB {fig. 106) , laquelle se transmette
toute entière à ce corps ; le centre de gravité G
fera mù suivant une ligne GS  parallèle à AB,  de
la même manière que si cette force lui étoit immé¬
diatement appliquée suivant cette même direction.
Et si plusieurs forces agissentà la fois fur dissérens
points de ce corps , ce centre de gravité fera mû,
comme si toutes ces forces lui étoient immédiate¬
ment appliquées.

312 . Donc si au moment où le corps est frappé
suivant la direction AB,  on appliquoit au centre
de gravité G une force dirigée en sens contraire sui¬
vant SG, & égale à la force qui agit suivant AB,
le centre de gravité resteroit en repos. Néanmoins il
est évident que les autres parties de ce corps ne de-
meureroient point en repos , puisque ces deux forces
quoique égales , ne font pas directement opposées.
Or le seul mouvement que le corps puisse avoir , fcn
centre de gravité restant en repos , est évidemment
un mouvement de rotation autour de ce centre de
gravité.

Donc fi un corps reçoit une ou plusieurs impulsions
suivant des direclions qui ne passent point par son centre
de gravité; i °. ce centre de gravité sera mû, comme fi
toutes les forces lui étoient immédiatement appliquées ,

Z %
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■chacune suivant une direction parallèle à celle quelle a.

2 ° . Les parties de ce corps tourneront autour du centre

de gravité , comme elles le feroient en vertu des forces qui

font actuellement appliquées au corps,fi ce centre de gra¬

vité étoit fixement attaché.

Nous déterminerons ces mouvemens de rotation
dans le volume suivant.

323. Concluons encore que si l’état du centre de

gravite d’un corps vient à changer , ce ne peut être
que par faction ou par la résiíìance de nouvelles
forces étrangères à ce corps ; Si que par conséquent

ce changement se déterminera toujours en cherchant
la résultante qu’auroient toutes ces forces , si elles
croient appliquées au centre de gravité , chacune
suivant une direction parallèle à celle qu’elle a ac¬
tuellement.

Tels font les principes généraux du mouvement
& de l’équilibre des corps solides. Nous réservons
pour le volume suivant , les applications de ces prin¬
cipes , aux différens cas de mouvement & d’éauilibre
qui peuvent se rencontrer dans l’usage; & nous pas¬
sons à l’cquilibre des fluides.
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DE L’EQUILIBRE
DES FLUIDES ,

E T D E S

CORPS QUI Y SONT PLONGÉS.

UOIQUE nous ignorions jufqu’oìi va le
degré de ténuité des parties des fluides , nous ne
pouvons douter , néanmoins , que ces parties ne
soient matérielles ; & que par cette raison, la loi
générale dequilibre & celle de mouvement que nous
avons établies ci- dessus, ne leur conviennent comme
aux corps solides. Mais comme cette loi d équilibré
n’est pas la feule nécessaire, ainsi que nous savons
déjà dit ; il nous faut examiner s’il n’y a point quelque
autre loi générale dont cet équilibre peut dépendre.

325. Comme l’équilibre consiste dans la destruc¬
tion de toutes les forces, & que nous ignorons la
manière dont les parties des fluides se transmettent
leurs forces les unes aux autres , ce n’est qu’à l'expé-
rience que nous devons avoir recours , pour établis-
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nos premiers principes : nons commencerons donc
par exposer ce que l’on connoît , par expérience, de
plus certain fur cette matière. Mais auparavant , nous
observerons qu’il faut distinguer deux fortes de fluides.
Les uns dont les parties font ou peuvent être regar¬
dées comme absolument dures , & qui , prises en
masse, font incompressibles; c’est-à-dire , ne peuvent
être réduites à occuper un volume plus petit que
celui qu’elles occupent dans leur état naturel ; telle
est l’eau , & telles font la plupart des liqueurs. Les
autres font composés de parties compressibles &i  élas¬
tiques ; c’est-à-dire , capables d’occuper un espace plus
petit , lorfqu’on les comprime , & de reprendre leur
premier état , lorsque la cause qui les réduisent à un
plus petit volume , cesse d’agir ; tel est l’air. Nous
parlerons d’abord des fluides incompressibles.

326. Voyons maintenant ce que l’expérience peut
nous apprendre fur l’équilibre des fluides.

Soit A B CD (jìg. ìoy & 108) un canal composé
de trois branches AB , BC , CD d ’un diamètre
égal. Si l’on conçoit que dans chacun de ces deux
canaux , on verse de l’eau par la branche AB , elle
passera de la branche B C dans la branche CD ; Sc
lorfqu’on aura cessé de verser , la surface de l’eau
contenue dans chaque branche fe trouvera dans une
même ligne horizontale A D , quelle que soit (Tailleurs
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l’inclinaison de la branche B C.  C ’est un fait très-

connu , & que nous prenons pour principe. Voici
maintenant les conséquences que ce fait nous fournit.

317. Si par tel point E que l'on voudra , on ima¬
gine l’horizontale E F;  il est visible que le poids de
l’eau contenue dans EBCF  ne contribue en rien

à soutenir les colonnes A E & D F ; que par consé¬
quent cet équilibre auroit encore lieu si le fluide,
contenu dans EBCF , perdoit tcut -à-coup fa pesan¬
teur . On doit donc regarder ce fluide comme étant
seulement un moyen de communication entre la
colonne AE & la colonne D F ; enforte qu’il trans¬
met à la colonne D F toute la pression que la colonne
A E exerce sur lui ; & réciproquement il transmet
à celle-ci , la pression que D F  exerce sur lui.

II n’est pas moins évident que la même chose auroit
lieu , si au lieu de la colonne AE &í de la colonne
D F on substituoit deux pressions de même valeur;
on peut donc , de- là conclure en général , que fl un
fluide sans pesanteur efl renfermé dans un vase quel¬
conque; & qu ayant fait une ouvertureà ce vase, on
applique une pression quelconqueà cette ouverture, cette
pression se répandra également dans tous les sens.  Puisque
l'inclinaifon de la branche B C ( fig. 108)  n ’empêche
pas que les choses ne se passent de la même manière
que dans la fig. ioy.
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32.8. I! est facile de voir maintenant , que non-
seulement la pression se transmet égalemer.t dans tous
les sens ; mais encore , qu’elle agit perpendiculaire¬
ment fur chaque point de la surface da vase qui
renferme le fluide. Car si la pression qui agit sur la
surface n’agissoit point perpendiculairement, il est
facile de voir qu’elle ne pourroit être détruite en¬
tièrement par la résistance de cette surràce; il en
résulteroit donc une action sur les parties du fluide
même , laquelle ne pouvant manquer de se trans¬
mettre dans tous les sens ( 327) , occasionneroit né¬
cessairement du mouvement dans le fluide; il ne
seroit donc jamais poflible qu’un fluide restât en
équilibre dans un vase; ce qui est contraire à l’ex-
pcrience.

329. Concluons donc de-là que fl les parties d’un
fluide contenu dans un vase quelconque A B CD
(7%. ioc)) ouvert vers la partie A D,  font sollicitées
par des forces quelconques, & demeurent néanmoins
en équilibre , ces forces doivent être perpendiculaires
à la surface A D ; car s’il y a équilibre , cet équilibre
ne subsistera pas moins fl l’on applique une enveloppe
de même figure que la surfaceA D ; or nous venons
de voir que dans ce cas , les forces qui agissent fur
la surface A D doivent être perpendiculairesà cette
surface.



de Mathématiques. 361

330. Supposons donc que les forces qui agissent
fur les parties du fluide , sont la pesanteur même ;
& alors nous conclurons que la direction de la pe¬
santeur est nécessairement perpendiculaire à la surface
des eaux tranquilles; & que par conséquent les parties
d'un même fluide pesant doivent être de niveau pour être en
équilibre, quelle que soit d'ailleurs la figure du vase qui
les renferme.

331. Concevons maintenant , que le vase ABCD
(fig. no)  étant fermé de toutes parts , soit rempli
d’un fluide fans pesanteur; & qu’ayant fait une très-
petite ouverture en E on y applique une pression
quelconque : il est évident que la pression qui en résul¬
tera fur la surface plane représentée par BC,  ne dé¬
pendra nullement de la quantité de fluide contenue
dans ce vase , ni de la figure du vase; mais que
puisque la pression appliquée en E  fe transmet égale¬
ment dans tous les sens (327 ) , celle de B C fera
égale à la pression qui agit en E , répétée autant de
fois qu’il y a de points dans B C.

332. Par la même raison,  la pression appliquée
en E agira pour écarter le fonds supérieur AD -, &C
la force avec laquelle elle agira fera , pour chaque
point , égale à la pression qui agit en E ; ensorte que
le fond A D  est pressé perpendiculairement du de¬
dans au dehors avec une force égale à la pression
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qui agis en E , répétée autant de fois qu’il y a de
points dans A D.

333. Imaginons maintenant que le vase ABCDEF
(j%. tu) dont la partie CD est horizontale , soit
rempli d’un fluide pesant. Je dis que la pression
qui en résulte sur le fond CZ) , ne dépend nul¬
lement de la quantité de fluide contenue dans le
vase , mais seulement de la grandeur de CD , &
de la hauteur de la surface A F > au - dessus de la
base CD.

En effet, concevons l’horizontale B E , ima¬
ginons que le fluide contenu dans BCDE,  devienne
tout-à-coup fans pesanteur ; il est évident , par ce
qu’on vient de dire (331 ) , qu ’un filet vertical quel¬
conque 1K du fluide pesant contenu dans ABEF f
exerce au point K , une pression qui doit se répandre
également dans tout !e fluide BCDE;  que cette pres¬
sion agit également de bas en haut pour repousser
faction de chacun des autres filets qui répondent
verticalement aux différens points de BE ; donc le
filet 1 K fait , lui seul , équilibre à tous les autres
filets de la masse ABEF;  donc la masse BCDE
étant toujours supposée sans pesanteur , il ne résulte
d’autre pression au fond CD, que celle du filet
IK, laquelle se transmettant également à tous les
points de CD , y occasionne une pression égale à
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celle qui s’exerce au point K , répétée autant de sois
qu’il y a de points dans CD.

Donc si on imagine / , 2) un fluide pesant
contenu dans ACDF , divisé en tranches horizon¬
tales ; la tranche supérieure ne communique paS au
fond C D d ’aurre action que celle que communi-
queroit le filet ab ; & la même chose ayant lieu
pour chaque tranche , le fond CD n’est donc preste
que comme il le seroit par la somme des filets ab y
bc,cd, &c . ; & puisque cette pression se transmet

également à tous les points de CD , elle est donc égale
à CD multipliée par la somme des pressions que
les filets a b , bc, cd sont capables d’exercer fur un
même point.

Donc , i ° .Jì le fluide ACDF efl homogène, c'efl-à-
dire , composé de parties de même nature , de même pesan¬

teur , &c. la pression sur le fond  C D, sera exprimée

par  C D X a g ; c ts - à - dire , sera mesurée par le poids

du prisme ou du cylindre qui auroit  C D pour base &
a g pour hauteur.

1° . Si le fluide efl composé de tranches de différente

densités , la pression sur  C D, sera exprimée par  C D

multipliée par la somme des pesanteurs spécifiques de

chaque tranche ;  je dis par la somme des pesanteurs
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spécifiques( *) 8c non par la somme fies poids ; car
ce n’est point de la quantité fie fluide contenue dans
chaque tranche , que dépend la pression, mais seu¬
lement de la pesanteur propre d’un filet.

II faut bien observer que ce que nous disons ici , a
lieu soit que le vase aille en s’élargiffant par en haut,
soit qu’il aille en se rétrécissant , comme dans la
fig- 113.  La pression que le fluide renfermé dans
ACDF  exerce fur CD , est la même que celle
qu’exerceroit le cylindre ECDG  s ’il étoit rempli
de fluide , à même hauteur.

334. De ce qui précède , il est facile de conclure
que fi deux fluides NHCBFL  8c EFLM {fig.
homogènes chacun, mais de différente densité , l’ui»
à l’égard de l’aufre , se communiquent en FL  dans
un vase quelconque , ils ne peuvent être en équi¬
libre qu’autant que leurs hauteurs EF , J K , au-
dessus du plan horizontal FL  de séparation, seront
en raison inverse de leurs pesanteurs spécifiques. En
effet , le fluide LFBCGO  pouvant être de lui-
même en équilibre (330 ) , il faut que NHGO
puisse faire équilibre à EFLM ; il faut donc que la
pression que NHGO  exerce de bas en haut fur FL^

( * ) 011 doit se rappeler ici , ce
que nous avons déjà dit ailleurs,
que la pesanteur spécifique d'une

matière quelconque , est la pesan¬
teur absolue d’un volume connu
de cette matière.
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soit égale à celle que E FLM  exerce de haut en bas
fur FL.  Or (333)  la pression que NHGO  exerce
fur FL , est cgale au poids d’un prisme ou d’un cy¬
lindre de ce fluide, qui auroit IK  pour hauteur,
& FL  pour base; d’ailleurs ce poids est égal à la.
pesanteur spécifique multipliée par le volume ; donc
íi on nomme P cette pesanteur spécifique, il aura
pour expressionP X IK X FL.  Par la même raison ,
si l'on nomme p la pesanteur spécifique du fluide
EFLM , on aura p x EF X FL  pour la pesanteur
absolue de ce fluide , ou pour la pression qu il exerce
sur FL.  II faudra donc que P X IK X FL = p x
EF x FL,  ou que P X IK = p X EF;  donc
P l p : i E F : IK ; les  hauteurs EF , IK  doivent
donc être en raison inverse des pesanteurs spéci¬
fiques.

Ainsi , par exemple , si L F B CH N  étoit du mercure , &
EFLM  de Peau; comme le mercure est 14 fois aussi pe¬
sant que L’eau , il faudroit que la hauteur IIÍ  fût 14 fois
plus petite que EF;  c 'est- à-dire , fût la quatorzième partie
de E F,  quelque figure qu’ait d’ailleurs le vase.

333. Par ce que nous avons dit jusqu’ici , on volt donc
que la manière d’agir des fluides est bien différente de celle
des solides. II n’y a , à proprement parler (fig . 112) , que
la partie ECDG  qui exerce son action fur la surface CD;
& (fig . iij)  la surface CD est pressée par ACDF  comme
elle le seroit par tout le poids du fluide contenu dans le
cylindre ECDG;  au lieu que si c’étoit un solide , si par
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exemple , le fluide ACDFve noit à se glacer , le fond sup-
porteroit une pression égale au poids de la totalité ACDF
{fig. n 2) & au poids de ACDF  feulement (fìg. nj ).

336. Mais il faut bien distinguer ici , entre la pression
que le fond CD  éprouve de la part du fluide , & celle que
l’on auroit à soutenir ft l’on vouloir porter le vase . II
est sûr que fi le fond CD venoit à fe détacher , il ne
íaudroit employer autre chose pour l'arréter [fig. 112),
qu’un effort égal au poids du cylindre ECDG ; mais ft
l’on vouloir porter le vase , il faudroit employer uo effort
égal au poids de l’eau contenue dans tout le vase , c’est ce
qu’on va voir après que nous aurons donné la manière
d’évaluer la pression fur les surfaces planes obliques , & fur
les surfaces courbes.

337 . Soit donc A CDF {fig . 116& nC') la coupe
verticale d’un vase terminé par des surfaces planes
ou courbes inclinées , comme on le voudra , à l’ho-
rizon. Si l’on conçoit une tranche infiniment mince
abdey  on peut faire abstraction de la pesanteur de
cette tranche , & considérer cette tranche comme
pressée par le fluide supérieur. Or cette pression se
répand également à tous les points de la tranche,
6c  agit perpendiculairement 6c  également fur chacun
des points des faces a c , bd.  Donc puisque (333)
cette force est celle que le filet seul 1K  feroit naître,
la pression qui s’exerce perpendiculairement far bd
fera exprimée par bd x 1 K ; 6c  il est évident qu’il
en fera de même st au lieu de regarder bd comme
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une petite ligne droite , on la regarde comme une
petite surface.

338. C’est donc à dire , en général , que la prés-
Jlon qui s'exerce perpendiculairement fur une surface
infiniment petite quelconque, par un fluide pesant &
homogène, s'ejlime par le produit de cette surface, mul¬
tipliée par sa difìanceà la ligne de niveau  A F.

339. Donc la pression totale qui s’exercera fur
une surface plane quelconque située comme on le
voudra , est égale à la somme des produits des parties
infiniment petites de cette surface, multipliées cha¬
cune par fa distance au plan de niveau , 011à la sur¬
face supérieure du fluide. Mais par la nature du centre
de gravité , la somme de ces produits est égale au
produit de la surface totale , multipliée par la distance
de son centre de gravité au même plan horizontal;
donc la pression qu'un fluide pesant, exerce contre une
surface plane oblique, a pour mesure le produit de cette
surface par la difiance de son centre de gravité au plan
de niveau.

340. Comme les pressions qui s’exercent fur chaque
point d’une même surface plane, sont perpendiculaires
à la surface, Sc 'par conséquent parallèles entre elles,
la résultante ou la pression totale doit (235)  leur
être parallèle ; or , comme nous venons de déter¬
miner fa valeur , ainsi que -celles de chacune des
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pressions partielles, il fera aisé, par ce qui a été dit
(155 ) , de déterminer quand on en aura besoin, par
où passe cette résultante, qui , comme il est aisé de le
voir , ne doit point passer par le centre de gravité G
de cette surface ( /%. 1/7) , mais à quelque distance
au-dessous. II n’y a que dans le cas où la surface est
infiniment petite , qu’on peut supposer que la pression
totale passe par le centre de gravité de cette surface
inclinée.

541. Voyons maintenant , ce qui résulte de toutes
ces pressions, dans le sens vertical , Sc dans le sens
horizontal.

Quelle que soit la figure d’un corps , on peut tou¬
jours concevoir ce corps , comme l’assemblaged’une
infinité de tranches parallèles entre elles, Sc se repré¬
senter la surface du contour de chaque tranche,
comme l’assemblage de plusieurs trapèzes dont le
nomfire est infini , quand la surface est courbe. Ainsi,
pour évaluer ce qui résulte de la pression qu’un fluide
exerce , soit sur les parois intérieures d’un vase , soit
sur la surface extérieure d’un solide qu’on auroit
plongé dans ce fluide, il faut évaluer ce qui résulte
de la pression sur la surface d’un trapèze d’une hau¬
teur infiniment petite.

Concevons donc (fig. </ § ) un trapèze ABC D
dont
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dont les deux côtés parallèles soient AB Sc CD , Sc
dont la hauteur soit infiniment petite. Qu’au centre
de gravité G de ce trapèze , on ait appliqué perpen¬
diculairement à son plan , une force P  dont la valeur
soit exprimée par le produit de la surface de ce tra¬
pèze , multipliée par la distance de son centre de
gravité à un plan horizontal XZ.

Pour déterminer l’effet de cette force , tant dans
le sens horizontal , que dans le sens vertical , je con¬
çois par la ligne CD un plan vertical CDFE,  6 C
par la ligne A B que je suppose horizontale , j’ima-
gine le plan horizontal AFEB,  Et ayant mené les
lignes verticales CE , B F  qui rencontrent ce plan ,
en E Sc F,  je mène BE Sc A F ; enfin , par la di¬
rection GP  de la force P,  je conçois un plan KIH
auquel CD  soit perpendiculaire, Sc  dont HGK Sc
Hl  sont les intersections avec les deux plans AB CD y
FE CD : ce plan fera perpendiculaire aux plans
ABCD , FECD  ( Géom. 184 ) , puisque CD  est
leur interaction commune : enfin du point K.  pris
fur AB Sc  H K,  je mène KI  perpendiculaire au
plan FECD ; cette ligne ne peut manquer d’être
perpendiculaire à HI.

Cela posé, je décompose la force P  en deux autres
qui soient dans le plan KIH  prolongé , Sc  dont
l’une G L soit horizontale ou perpendiculaire au plan

Marine, Mécan, l rc Partïe% A a
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FECD ; & l ’autre , GM , sois verticale, saurai
donc en nommant L & M ces deux forces , & for¬

mant le parallélogramme GMNL  fur la ligne GN
prise arbitrairement pour diagonale , j’aurai (225)
P : L : M : : GN : GL : GM,  ou :: GN : GL  ;

LN.  Mais comme le triangle G LN a ses côtés per¬
pendiculaires fur ceux du triangle KIH , ces deux
triangles font semblables ( Glom.  111 ) , Sc l’on a
GN : GL : LN : : HR \ Hl \ IK;  donc P : L :

M : : H K : HI : I K.  Multiplions ces trois derniers

termes par - -- xGG , ce qui ne changera point

leur rapport , & nous aurons P : L : M : : HKx

ASĵ CD x GG, . fíIx ±B_í _££ xGG , .

^ 1 — xGG '.

Observons maintenant i °. que H K X AB-+ C°-

est la surface du trapèze ABC D.  2 °. Que puisque
CE ScD F  sont parallèles & qu’il en est de même

de CD & E F,  on a CD = E F;  donc IK x

est la même chose que IK x AB  \  , & par consé¬

quent est la surface du trapèze A F E B.  30. Et comme
on suppose que la hauteur du trapèze A B CZ? est
infiniment petite , E F  qui est égale à CD,  peut
être prise à la place de AB, & de CZ?,ensorte que

HI x AB+J —  se réduit à HIxEF  qui est la surface
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du rectangle ECDF.  On a donc P : L ; MA BC D x GG' : E CD F x GG1: A FE B x GG’.
Mais nous avons supposé que la force P étoit expri¬
mée par A BC D x G G' ; donc la force L est expri¬
mée par ECDFx GG ' ; & la force M est expri¬
mée par A F E Bx G G'.

Comme le triangle n’est autre chose qu’un trapèze
dont un des côtés parallèles est zéro , la même choie
a donc lieu pour te triangle , en observant qu’alors
CDEF , A BEF font ausiì des triangles.

Concevons maintenant , que des angles^ , D , C, B
on ait mené des perpendiculaires fur le plan XZ.
On peut se représenter ces perpendiculaires comme
les arrêtes d’un prisme tronqué dont la base horizon¬
tale seroit égale à A F E B , &c dont la base inclinée
est ABC D. Or comme A B &c C D sont suppo¬
sées infiniment proches , la solidité de ce prisme
tronqué n’est pas censée différer de celle du prisme
qui auroit la même base , & qui auroit G G' pour
hauteur ; mais cette dernière auroit pour expression
AFEBxGG' qui est précisément celle que nous
venons de trouver pour la force verticale M ; donc
cette force a aussi pour expression la solidité du
prisme tronqué qui a pour base inclinée ABC D,
& pour base horizontale la projection de ABCD
sur le plan horizontal XZ.

Aa x
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341. Imaginons, actuellement , un solide quel¬

conque , coupé en une infinité de tranches horizon¬

tales , telles que ABDEabdz (fig. "cj ) , & que

perpendiculairement au centre de gravité de la surface

de chaque trapèze , dont on peut imaginer que la

surface du contour de cette tranche est composée,

on ait appliqué des forces représentées chacune par

le produit de la surface du trapèze correspondant,

multipliée par la distance de son centre de gravité

à un plan horizontal XZ.  Ces forces seront les pres¬

sions qu’un fluide pesant exerceroit sur la surface
intérieure de la tranche ABDEabdz  d ’un vase

dans lequel il seroit contenu ; elles seroient auíïì

les pressions qu’un pareil fluide exerceroit fur la

surface extérieure d’un solide qui y seroit plongé.

Or nous venons de voir que si l’on décompoíoit

ces forces en deux autres , l’une verticale , &c

ïautre horizontale ; chaque force verticale seroit

représentée par le prisme tronqué qui a pour base

dans le plan horizontal X Z,  la projection du

trapèze fur ce plan , & qui a pour base inclinée

ce trapèze même. Donc la somme des forces ver¬

ticales , ou la force verticale unique qui en résulte,

sera représentée par la somme de tous ces prismes

tronqués ; 6c comme la même chose doit s’en-

tendre de chaque tranche horizontale , il faut donc

en conclure „
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1°. Que si un vase de figure quelconque  ACDF
( fig. iiz ) efi rempli de fluide jusquà la ligne quel¬
conque A F , il ne résidte de toutes les pressions que k

fluide exerce fur chacun de ses points , £ autre force ver¬

ticale qu une force représentée par la solidité ou plutôt

par le poids du volume que le fluide occupe.

2 °. Que fi un corps tel que AEDBM ( fîg. 120 ) ,
dont AI B F efl la plus grande coupe horizontale , efl

plongé dans un fluide à une profondeur quelconque , &

que l 'on fasse abstraction de la pression qui s 'exerceroit

fur la partie supérieure  A M B ; l ’effort vertical du fluide

pour le soulever , efl égal au poids du volume du fluide

qui feroit compris entre le niveau  X Z , la surface

AIB F E , & la surface convexe formée par les per¬
pendiculaires abaissées de tous les points du contour
AIBF, fur k plan  X Z.

Si l’on considère ensuite la pression qui s’exerce
fur la surface supérieure à la plus grande coupe hori¬
zontale , on volt par la même raison, qu’il résulteroit
des pressions du fluide fur cette surface , qu’il en
résulteroit , dis-je , dans le sens vertical , &: pour
pouffer le corps en bas , un effort égal au poids du
volume de fluide qui feroit compris entre cette même
surface, celle A 'F'B'T de sa projection , & celle
que forment les perpendiculaires menés de tous les
points du contour AI B F,  Donc si du premier effort

Aa z
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vertical , on retranche le second , on voit que le
corps est poussé verticalement de bas en haut , par
un effort égal au poids du volume de fluide dont il
occupe la place.

343. Concluons donc généralement , que fi un
corps ejl plongé dans un fluide quelconque, il y perd
une partie de son poids, égale au poids du volume de fluide
qu il déplace.

344. Il nous reste maintenant deux choses à exa¬
miner ; la première est de savoir par où passel’effort
vertical résultant des pressions du fluide : la seconde,
ce que deviennent les forces horizontales.

Quant à la première , il est facile de voir que cet
effort vertical doit passer par le centre de gravité
du volume de fluide qui a été déplacé. En effet ,
fi on conçoit ce volume décomposé en une infinité
de filets verticaux , l’essort que le fluide exerce pour
pousser verticalement chaque filet, est exprimé ( 341)
par le poids d’un volume de fluide égal à ce filet.
Donc pour avoir la distance de la résultante , à un
plan vertical quelconque , il faudroit multiplier la
masse de chaque filet considérée comme de même
nature que le fluide, par la distance à ce plan , &
diviser par la somme des filets; dr c’est précisément
ce qu’il faut faire pour trouver la distan ce du centre
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de gravité du volume déplacé ; donc en général
la poussée verticaled’un fluide sur un corps qu on plonge,
pafle toujours par le centre de gravité du volume de.
fluide déplacé.

345. Voyons , maintenant , ce que deviennent
les forces horizontales dont nous avons parlé ci-
deffus.

Si l'on se représente toujours la tranche solide de
la fig. 1ig , &í  que par les côtés ab , bc ì &c . de
la section inférieure on conçoive des plans verticaux
terminés par la section supérieure ; ces plans forme¬
ront le contour d’un prisme qui aura pour hauteur
celle de la tranche ; & chaque face de ce prisme,
exprimera ( 341 ) par l’étendue de fa surface, la
valeur de la force horizontale qui lui est perpendi¬
culaire. Mais comme toutes ces faces font de même
hauteur , leurs surfaces font dans la raison de leurs
bases ab , bc, &c . ; donc les forces horizontales font
entre elles dans la raison des côtés ab , bc, &c.
D’ailleurs à quelque endroit de ces faces qu’elles

' soient appliquées , comme ces faces font d’une hau¬
teur infiniment petites , on peut regarder ces forces
horizontales comme appliquées , toutes , dans le plan
horizontal abedef , chacune perpendiculairement fur
le milieu du côté qui sert de base à la face corres¬
pondante du prisme dont il s’agit. Je dis fur le milieu,

A a 4
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parce qu’il est aisé de voir que la résultante des
pressions qui «'exercent fur la surface de l’un quel¬
conque des trapèzes qui forment la surface de la
tranche , doit passer par l’un des points de la ligne
qui joint les milieux des deux côtés parallèles ; &
que par conséquent la force horizontale qui en ré¬
sulte , doit rencontrer la ligne qui joint les milieux
de deux côtés opposés de la face correspondante du
prisme. La question est donc réduite à savoir ce qui
doit arriver à un poligone quelconque (7%. ,22)
lorsque chacun de ses côtés est tiré ou poussé par
une force appliquée perpendiculairement à son mi¬
lieu , & représentée pour sa valeur , par ce côté.
Nous allons voir qu 'elles se détruisent mutuelle¬
ment.

Ne considérons d'abord que deux forces P & Q
(fig . 121) appliquées perpendiculairement fur les mi¬
lieux des deux côtés AB , A C du triangle ABC ,
& représentées par ces côtés. II est clair que leur
résultante passera par leur point de concours F , qui
dans le cas présent est le centre du cercle qui pas-
seroit par les trois points A , B , C (Gèom. 54 ) .
Je dis d'ailleurs, qu’elle doit passer par le milieu du
côté B C,  auquel elle fera par conséquent perpen¬
diculaire ; & qu’elle sera représentée par ce côté B C.

En effet, si l’on décompose la force P en deux
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autres l’une De  parallèle , & l’autre D h perpendi¬
culaire au côté B C, en  formant le parallélogramme
Degh;  on aura en nommant e Sc h ces deux forces,
P : e : h : : Dg : De : D h : : Dg : De : ge;  or
en abaissant la perpendiculaire A O , le triangle ge D
est semblable au triangle A O B,  parce qu’ils ont les
côtés perpendiculaires. On a donc Dg : De ; ge  “
AB : A O : B O ; donc P : e ; h : : AB : A O :
L O. Or par la supposition, la valeur de la force P
est représentée par AB ; donc celle de e l ’est par
A O , Sc celle de h Test par B O.

Si l 'on décompose pareillement la force Q en
deux autres , lune lm  parallèle , & l’autre Ik  per¬
pendiculaire au côté B C,  on prouvera de même,
que m est représentée par A O , & k par CO.  Les
deux forces m Sc e font donc égales, puifqu’elles font
représentées par la même ligne A O.  D ’ailleurs elles
agissent en sens contraires , Sc  suivant une même
ligne D J  parallèle à B C,  puisque D Sc I  sont les
milieux de AB , A C; donc elles se détruisent. La
résultante doit donc être la même que celle des deux
forces h Sc k; Sc comme celles-ci font parallèles,
puisqu’elles font perpendiculaires k B C,  leur résul¬
tante doit être égale à leur somme , Sc  perpendicu¬
laire k B C.  Donc 1°. elle est représentée par BO +
OC ; c ’est-à-dire , par B C. 19. Étant perpendiculaire
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à B C , &c devant d’ailleurs passer , ainsi que nous
venons de le dire , par le centre EMu cercle circonscrit
à ABC , elle passe donc par le milieu de B C.

Cela posé ( /g . 122)  la résultante V des deux
forces P & T fera donc perpendiculaire fur le mi¬
lieu de BE, & représentée par BE.  Par la même
raison , la résultante X  des deux forces V & S , &c
par conséquent celle des trois forces P , T , S , fera
perpendiculaire fur le milieu de B D, & représentée
par B D.  Enfin la résultante Y des deux forces X
& Q , & par conséquent, celle des quatre forces P,
T , S , Q,  fera perpendiculaire fur le milieu de D C,
& représenté par DC;  elle sera donc égale & di¬
rectement opposée à la force R ; donc toutes ces
forces se détruiront.

On voit que le raisonnement est le même , quels
que soient le nombre & la grandeur des côtés.

Donc en général , les efforts qtil résultent dans le
sens horizontal, de la pression qu'un suide pesant exerce
perpendiculairementsur la surface d’un corps qui y es
pions , se détruisent mutuellement.

346. Tels font les principes qui fervent à déter¬
miner les effets de la pression des fluides fur les vases
qui les renferment , & fur les corps qu’on y plonge.
Voyons maintenant quelques usages de ces principes.
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Puisque les efforts que le fluide fait dans le sens
horizontal , se détruisent mutuellement , il ne faut
donc pour conserver un corps dans la position qu’on
lui aura donnée dans un fluide , il ne faut , dis-je,

autre chose , que détruire l’effort vertical de la pres¬
sion ; ce qui exige deux choses : la première , qu’on
oppose de haut en bas un effort qui soit égal à celui
que la pression exerce de bas en haut : la seconde,
que cet effort soit en ligne droite avec celui de la
poussée verticale du fluide . Or la poussée verticale
du fluide , est équivalente au poids du volume de
fluide déplacé ; donc fi k volume de fluide déplacé,
pèse plus que le corps plongé, le corps surnagera & s 'élèvera
jusqu à ce que k volume de fluide correspondantà la partie
submergée, pèse autant que le corps entier.

347. Donc , si lorsqu’un corps surnage, on vient h ajouter
011à ôter à son poids, un poids quelconque, il s’enfon-
cera ou s’élèvera jufqu’à ce que l’augmentation ou la dimi¬
nution du poids du volume du fluide déplacé, soit devenue
égale à ce nouveau poids. Si ce poids qu’on ajoute , ou
qu’on retranche, est petit , eu égard à celui du volume de
fluide actuellement déplacé, la quantité IK  ( fig. 123)  dont
s’abaistera ou s’élèvera la coupe AB,  fera d’autant plus
petite que ce poids fera plus petit , & qu’en tnéme temps
la coupe AB  fera plus grande. On pourra donc , lorsque
ce poids fera petit , & que la coupe A B fera grande, re¬
garder AB & ab,  comme égales, & évaluer le volume
nouvellement déplacé, par la surface représentée par AB,
multipliée par IK;  c ’est-à-dire , par AB X IK.  Donc si
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p est le poids d’un pied cube de fluide , p X AB X IK
fera le poids de ce volume , AB % IK  étant évalué en
pieds cubes. Ainsi , si P  est le poids qu’on ajoute , ou qu’on
retranche , on aura p X AB X 1 K = . P ; doit l’on tirep
IK — ? ^ ; c ’est-à-dire , pour le navire , par exemple,
que pour savoir combien une certaine augmentation faite à la
charge, fait enfoncer le navire , il faut diviser la valeur P de
cette augmentation , par la surface de la coupe faite à fleur
d’eau , estimée en pieds quartés , & multipliée par le poids
d’un pied cube d’eau.

Lorsqu’on souffU  un vaisseau , on augmente le vo¬
lume de la carène d’une quantité que nous avons
enseigné (nz)  à évaluer . C’est donc comme si on
diminuoit la charge , d’une quantité égale au poids
d’un volume d’eau égal à l’augmentation qu’on a faite
au volume , moins le poids des matières qui com¬
posent le soufflage : on peut donc déterminer facile¬
ment de combien il plongera moins.

348.  Le poids d’un corps restant le même , on peut
étendre ce volume à volonté . II n’y a donc pas de
matière si pesante qu’on ne puisse faire surnager.

349 . Puisque , lorsqu’on diminue le poids d’un corps fans
rien changer à son  volume , il doit s’élever avec un effort
qui ne peut être contrebalancé que par un poids égal à celui
qu’on a ôté ; il s’enfuit donc , qu’on peut employer utile¬
ment la poussée verticale de l’eau pour élever des fardeaux ;
par exemple , pour tirer des bâtimens du fond de la mer ou
des rivières , en les attachant à d’autres bâtimens que l’on
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aura d’abord chargés de corps pesons, ou d’eau , & qu’on
vide ensuite.

350. En général, si P est la pesanteur spécifique
d’un corps qui surnage, ou ce que peseroit un pied
cube , par exemple , de ce corps , s’il étoit d’une
matière uniforme ; V son volume ; p la pesanteur
spécifique du fluide; u le volume de la partie sub¬
mergée : le poids de ce corps fera P x V ou P V;
celui du volume de fluide fera pu;  on aura donc
P y = pu;  équation qui donne u = ~;  d’où l’on
voit que le poids P F  du corps restant le même,
la partie submergée sera toujours damant plus pe¬
tite , que la pesanteur spécifique du fluide sera plus
grande.

Cette même équation donne V \ u p ; P ;
c’est-à-dire , que le volume du corps , & celui de
la partie submergée sont en raison inverse de la pe¬
santeur spécifique du corps , & de celle du fluide.

351. Si le corps pèse plus qu’un pareil volume
de fluide ; alors il doit s’enfoncer, & ne peut être
retenu que par une force égale à l’excès de son poids
fur celui d’un pareil volume de fluide. Or si nous re¬
présentons toujours par p & P les pesanteurs spéci¬
fiques du fluide & du corps ; & par F,  le volume du
corps , nous aurons P F — p V pour l’excès du poids
du corps fur celui d’un pareil volume de fluide. Donc
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si on conçoit que ce corps soit retenu , à laide d’un
fil , au fléau d’une balance , & que P'  soit le poids
avec lequel il peut être en équilibre ; on aura P'  =

P V — p F,  d ’où l’on tire p = Or P F
est le poids du corps dans l’air , Sc P'  son poids lors-
qu ’il est plongé dans le fluide ; donc connoissant le poids
d 'un corps dans l ’air , & son poids dans un fluide , on
aura aisément le rapport des pesanteurs spécifiques de ce
dernier fluide & du corps , en divisant la différence de
ces deux poids , par le poids du corps dans Cair.

Par exemplea si un corps pèse 6 onces dans l’air , & j
onces dans l’eau , je divise la différence i , par 6 , ik  le
quotient j , me fait voir que la pesanteur spécifique du corps,
est à celle du fluide, comme 6 est à i.

L’air , comme fluide pesant , diminue aussi une
partie du poids des corps ; ensorte que le poids qu ’ils
ont dans l’air , n’est pas leur poids réel . Mais comme
l’air est un fluide fort rare , & dont la pesanteur spé¬
cifique n’est qu’environ la 850 e partie de celle de l’eau,
on peut se dispenser d’avoir égard à la diminution
qu’il occasionne.

352 . Si l’on conçoit qu’on plonge le même corps
que ci-destus , dans un autre fluide dont la pesanteur
spécifique soit p ' , Si.  que P"  soit le poids avec lequel
il peut alors être en équilibre ; de même qu’on a eu
P = PV — pV,  on aura P " = P F — p ' F ; or
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ces deux équations donnent p V — P F — f " , Le
p ' F — P V — P" ; donc divisant cette dernière , par

la précédente , on aura j — yy —p  ;  d où , con-
noiffant le poids P F  d’un corps dans l’air , son poids
P"  dans un fluide, ÒC  son poids P'  dans un autre
fluide , on déterminera facilement p- , c ’est-à-dire , le
rapport des pesanteurs spécifiques des deux fluides.

353. Suivant ce que nous venons de voir , la pe¬
santeur spécifique multipliée par le volume , donne
le poids d’un corps. Mais la densité multipliée par le
volume donne la masse ( 191) , qui ( 202 ) est pro¬
portionnelle au poids. Donc la pesanteur spécifique
multipliée par le volume , est proportionnelle à la
densité multipliée par le volume ; donc la pesanteur

spécifique des corps efi proportionnelleà leur densité.

354. Revenons aux corps qui surnagent. Pour
qu’un corps puisse rester en équilibre fur un fluide, il
faut , ainsi que nous lavons vu ( 346 ) , que son poids
total soit égal à celui du volume de fluide déplacé.
Mais cette condition ne suffit pas. II faut  encore , que
la ligne qui pafié par le centre de gravité du corps plongé,
& par le centre de gravité du volume de la partie submergée,
soit verticale.

Car la pesanteur du corps , & la poussée du fluide s’ex '-r-
çant chacune suivant une ligne verticale , dont la première
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passe par le centre de gravité du corps, & la seconde, par
le centre de gravité du volume déplacé , ne peuvent être
directement opposées ( comme il faut qu’elles le soient pour
l’équilibre) , qu’autant que ces deux verticales se confon¬
dront.

355. Ainsi, pour déterminer si un corps ACEDB
(sig. 124)  d’une forme & d’une matière connues, peut
demeurer en équilibre fur un fluide , dans une posi¬
tion qu’on a dessein de lui donner ; il faut mener un
plan horizontal CD  qui sépare une partie CE D  dont
le volume soit au volume total AEB , comme la pe¬
santeur spécifique du corps est à celle du fluide : &
ayant déterminé le centre de gravité G de AEB;
& celui G'  de CE D,  si la ligne GG'  est perpendi¬
culaire au plan CD,  l ’équilibre aura lieu.

356. Nous supposons dans ce que nous disons ici,
que le corps AE B eû.  homogène ; c’est-à-dire , que
la matière qui compose son poids est toute de même
espèce, & qu’elle est uniformément répandue dans
tout l’espace qu’occupe le volume total . S’il n’en
étoit pas ainsi, on commenceroit par calculer la va¬
leur d’un volume de fluide , égal en poids , au poids
total de AEB , & l’on feroit CE D  égal à ce vo¬
lume , CD  étant horizontale ; ce qui se réduit à
une question de pure Géométrie , dont les principes
donnés jusqu’ici , peuvent fournir la solution.

357-
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357 . C’est encore une autre question que l’on peut

fésoudre à l’aide des mêmes principes , que celle de
déterminer les différentes positions dans lesquelles un
corps peut rester en équilibre fur un fluide ; mais
comme nous n’avons aucune application essentielle
à faire ni de l’une ni de l’autre de ces deux ques¬
tions , nous ne nous en occuperons pas. Voici quel¬
que chose qui nous importe plus.

358. Le corps CED (sig. izJ)  étant actuelle¬
ment en équilibre fur un fluide dont A B est la sur¬
face : G étant le centre de gravité de ce corps ; G'
celui de la partie submergée AEB;  si l’on conçoit
que l’on incline infiniment peu le corps , ensorte que
a E b devienne la partie submergée , dont G" soit
le centre de gravité. Ce corps reviendra à fa pre¬
mière position , si la verticale G"M qui convient à
cette seconde position , rencontre la verticale G'M
qui convient à la première , au-dessus du centre de
gravité G du corps. Au contraire il versera tout -à-
fait , si le point M est au - dessous de G, commeen M'.

En effet, la direction G"M qu’aura alors la poussée
de l’eau , &c qui fera verticale , ne passant point par
le centre de gravité G , tend (322)  à imprimer au
corps deux mouvemens , l’un pour élever le centre
de gravité , &c qui est détruit par le poids du corps;Marine, Mécan,/ ". Partie,  B b
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l’autre qui tend à le faire tourner autour du centre de

gravité G. Or il est facile de voir que si le point G

est au-deílous de M , ce mouvement de rotation au¬

tour de G , tend à se faire de A vers C, 6c par con¬

séquent à ramener G1 dans la verticale actuelle G"M.

Au contraire , fi M est au-delTous de C , comme en

M'le mouvement de rotation autour de <? , tend

à se faire de C vers J , & par conséquent ne peut

qu’éloigner G'  de G" ; c’est-à-dire , tend à faire ren¬

verser le corps.

Donc pour que le corps puisse revenir à sa situation

primitive , il faut que G'M soit plus grande que G'G.

Le point M est ce que M. Bouguer a nommé le

Mctauntre; parce que c’est la limite de la hauteur à

laquelle peut être placé le centre de gravité G , pour

que le corps flottant ne soit pas renversé par une

petite inclinaison; car pour peu que G fût au -dessus

du point M , le corps se renverseroit.

Comme la détermination du métacentre M importe

beaucoup dans la construction des vaisseaux, nous

allons nous en occuper.

359. Supposons donc que AEB Çfig. 12S) repré¬

sente la coupe d'un navire , faite par un plan per-

perdiculaire à la quille , 6c passant par le centre de

gravité G du navire. Ce plan passera aufli par le centre
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de gravité G' de la partie submergée A E B (354 ) .

Concevons que par quelque cause que ce soit , le
navire prenne une situation infiniment peu inclinée
à la première ; & qu’alors a b soit le plan de flottaison,
& G" le centre de gravité de la partie a E b qui sera
submergée alors. Si l’on mène G"M perpendiculaire
à ab , cette ligne fera la direction suivant laquelle
s’exercera la poussée de l’eau , lors de l’inclinaison.

Pour déterminer le point M où G"M coupe la
ligne GG'  qui est verticale dans la première situa¬
tion , il faut déterminer la position de G" , tant à
l’égard de A B , qu’à l’égard de la verticale G G

Dans cette vue , nous imaginerons le navire coupé
en un grand nombre de tranches verticales, par des
plans perpendiculaires à ia quille ; & supposant que
MR N (fig. 127 ) est une de ces tranches; g le centre
de gravité de fa partie submergée avant l’inclinaison;
g' celui de sa partie submergée lors de l’inclinaison,
nous allons chercher , pour chaque tranche , le dé¬
placement gg1 de ce centre de gravité g, doit nous
conclurons celui du centre de gravité G' ( fig. 126") .

Observons donc d’abord , que le volume MRN
(fig. ,27 ) est égal au volume mRn;  parce que le
volume d’eau qui correspond à chacun, doit ( 346 )
soutenir , dans chaque cas, la même partie du poids

Bb z
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total du navire. Donc , si de chacun de ces deux vo¬

lumes on retranche le volume commun MRn , les

deux secteurs MOm , N On ( que l’on doit regarder

comme deux triangles rectilignes , à cause que l’in-

clinaison est infiniment petite ) seront égaux; & le

point d’intersection O pourra être censé au milieu
de MN.

Soient maintenant , h, h! , g" , les centres de gra¬

vité des espaces NO n , MOm , MRn.  Menons sur

MN,  les perpendiculaires hk , h'k' , g"l' , g'q; & fur

la verticale gO,  la perpendiculaire g"l.  Pour avoir

la distance g'q du centre de gravité g' de mRn,  à

la ligne MN , il faut prendre le moment de mRn

par rapport à cette ligne , & l’égaler ( 263 ) à la dif¬

férence des momens de ses parties MRn , MOm  qui
font situées de différens côtés de MN.  On aura donc

mR n X g' q ou MRN X g'q = MRn X g"l’  —

MOm x h'k'. Mais puisque g est le centre commun

de gravité des deux espaces MRn & N O n,  on

doit avoir MRN x gO — MRn x 4- NO n

X kh. Tirant de l’une de ces équations, la valeur

de MRn x gHí' , & la substituant dans l’autre , on

aura MRN x g'q — MRN X gO — N On x kh

.— MOm x h'k'. Or les triangles MOm , N On

étant infiniment petits , leurs momens , ou leurs pro¬

duits par les lignes infiniment petites , h'k! U hk
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seront infiniment plus petits (4 ) , & par conséquent
infiniment petits du second ordre à l’égard du mo¬
ment MRN x gO.  Rejettant donc , de la dernière
équation , ces deux momens , on aura MRN X g'q
=MRN  X gO , d ’où l'on tire g'q = gO ; c ’est-à-
dire , que le centre de gravité g1 est à même profon¬
deur au-destous de MN,  que g.  On peut donc
regarder la ligne gg' , qui est d’ailleurs infiniment
petite , comme perpendiculaire fur gO ; & par la
même raison (Jìg. 126)  on peut regarder G' G'  comme
un arc de cercle décrit du point M comme centre.

Voyons à présent quelle est la valeur de gg1 ( fi¬
gure 127). II faut , par la même raison que ci-dessus,
prendre le moment du volume mRn,  à l’égard de
OR, & l ’égaler à la somme des momens de ses
deux parties MOm , MRn.  On aura donc mR n x g£
ou MRN  x gg = MRn X g"l + MOm X O k'.
Mais puisque g est le centre commun de gravité des
deux espaces MRn &c N On,  on a MRn x g"l
— NO n X Ok ■=  o ( 265 ) , ou MR n x g"l =
N On x Ok;  donc MRN x gg1 = NOn x O k
4- M O m X O k' = 1 NOn x Ok,  parce que les
deux triangles MOm , NOn  font égaux, que les
distances O k! & O k font évidemment égales.

Soit e l 'épaisseur de la tranche que représente
MRN,  on aura donc enfin le moment de cette

Bb 3
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tranche MR N X e x gg1— iNOn X e X Ok;
équation qui a lieu pour chaque tranche.

Prenons , maintenant , la somme de ces momens
pour toutes les tranches , & nous aurons sMRN x
e x gg1 — siNOn X e X Ok.  Or le premier
membre étant la somme des momens de chaque
tranche par rapport à un plan paffant par la quille,
doit ( r68 ) être égal à la somme de toutes les
tranches , ou au volume de la partie submergée de
la carène, multiplié par la distance G"G'  ( fig.  / 26)
du centre de gravité de la carène , lors de l’incli-
naison. Donc , en nommant V ce volume , on aura
V x G"G' — s 2 N O71 X e X Ok.  Déterminons
donc la valeur de ce second membre.

Pour cet effet, je remarque que lorsque le navire
s’incline , le plan primitif de flottaison C B P Q
(fig . 128) devient C bp Q. Que les triangles B Ib,
M O n sont les mêmes que dans \tsfig. 12G& 127;
or comme il est évident qu’ils ont un angle égal,
on peut , à cause de leur petitesse infinie, les regar¬
der comme semblables; ensorte qu’on aura NO n ".
B Ib : : (ON) 1 : (Bl) z (Géorn. 159 ) ; & par

conséquent N On — xBIb.  D ’ailleurs on a
(Bl)

(fig . 127) 0k = ~ 0 N,  car on peut regarder le
point k 8í  le point à,  comme également éloignés
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de O.  On zàoncNOnxOk ^ ^ ^ xBIb;

donc Vx G' G" = s l r%f yr~X eX B lb ; c ’est-là l’é-
quation qui donne GG ". Employons -la maintenant
à déterminer la hauteur G'M du métacentre.

Imaginons que du point I ( fig. 12.6") comme
centre , & du rayon IB,  on décrive Tare BS ;
on aura BIh = BIy ~B—S. Or les deux droites G"M

Sc G'M étant perpendiculairesà ab Sc AB,  il est
facile de voir que l’angle M est égal à l’angíe B Ib ,
Sc que par conséquent en regardant comme un arc
décrit du point M , la droite infiniment petite G'G1*
que nous avons vue être perpendiculaire à G' I ,
les deux secteurs BIS , G1M G" seront semblables»
On a donc G' M : G' G" ; ; BI \ B S ; donc B S =
E1 x G ' G"

G' M
« f , 71 ( BI ) - XG ' G"  .
Sc par coníequentB Ib ~ -— p£rM—*

donc en substituant dans l’équatïon V X G'G" — Scc.y.

Sc réduisant on a VxG fG»= p- ( ON y XeXG 'G11
G' M

Mais comme G' M Sc G' Gn restent les mêmes,
quelle que soit la tranche que l'on considère, on
peut écrire cette équation , de cette autre manière,

VxG ' G" — - ^ / ( O Ny  x s , d’oìi l’on tire

G’M — ’í- ' ° ^ y' C• C ’est- à - dire , que pour avoir

la hauteur du métacentre, ait-dejjìis du antre de gravité.
JBb 4
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de la partie submergée de la caréné, il faut partager
la longueur de la coupe faite à fleur d’eau ( par des
perpendiculaires élevées fur cette longueur ) , en un
assez grand nombre de parties égales , pour que les
parties de la courbe qui fait le contour de cette coupe,
interceptées entre ces perpendiculaires , puissent être
regardées comme des lignes droites . Alors on fera
une somme des cubes des demi-largeurs correspon¬
dantes à chaque division , Sc l’ayant multipliée par
la distancee , d’une perpendiculaire à l’autre , on en
prendra les 4 que l’on divisera par le volume de
la partie submergée de la carène.

360. On voit donc que tant que la coupe faite
à fleur d’eau restera la même , Sc que le volume de
la partie submergée restera aussi le même , la hauteur
du métacentre restera constamment la même , quelque
changement que l’on fassed’ailleurs à la figure de
la carène. Nous verrons par la fuite , les usages du
métacentre. Disons un mot des fluides élastiques.

361 . Les fluides élastiques ont de commun avec
les fluides fans ressort , qu’abstraction faite de la
pesanteur , la pression se communique également dans
tous les sens. Mais ils diffèrent de ces derniers , en
ce que si après avoir appliqué à la surface A B
( fig. 129 ) d’un fluide sans ressort , une pression
quelconque P , qui agisse fur un fond mobile A B ,
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on vient à supprimer subitement ce poids P,  le
fluide n’agira pas contre le fond AB.  Ati lieu que
dans les fluides à ressort , fi après que la pression P
aura amené le fond A B dans la situation quelconque
a b, on vient à supprimer cette pression, le fond a b
sera repoussé de b vers B avec la même force qui
savoir amené de B en b.

Quoi qu’il en soit , la manière dont la pression
se distribuera , sera toujours la même que pour les
fluides fans ressort; c’est-à-dire , qu’elle agira per¬
pendiculairement aux surfaces; & que dans les
fluides élastiques pesons, & qui ne sont comprimés
que par faction de leur pesanteur , les efforts de la
pression fur les parois des vases, ou fur la surface
des corps plongés dans ces fluides ; ces efforts,
dis-je , estimés dans le sens horizontal , se détruiront
mutuellement ; & dans le sens vertical , ils se rédui¬
ront à un seul dont la direction passera par le centre
de gravité du volume sur lequel le fluide agit.

361 . Quant à la valeur absolue de la pression sur

une surface quelconque , en vertu de la pesanteur
seule du fluide élastique; il n’est pas douteux que fur
les surfaces horizontales , elle ne soit ( la hauteur
étant la même) proportionnelle aux surfaces fur
lesquelles elle s’exerce. Mais elle ne se mesure pas,
comme dans les autres fluides , par le poids du
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prisme ou du cylindre qui auroit pour base cette
surface; pour hauteur , la distance de cette sur¬
face jusqua la surface supérieure du fluide.

En effet, fl un fluide élastique est tel que sans fa
pesanteur, il puisse occuper ì’eípaceJ EFB (fìg. /jo ) ;
lorsqu’on le supposera pesant, il est visible que les
tranches de ce fluide, les plus proches du fond EF,
chargées de leur propre poids, & de celui des tranches
supérieures, seront plus comprimées que celles-ci ;
que par conséquent , si l’on conçoit deux tranches
de même hauteur , l’une près du fond EF;  l ’autre
à quelque distance de ce fond , la matière de la pre¬
mière fera plus dense que celle de la seconde, &
pèsera par conséquent davantage. Ainsi les tranches
de même hauteur , chargeant le fond EF,  d ’autant
moins qu’elles en font plus éloignées, la pression fur
le fond EF  doit s’estimer, non-seulement par la gran¬
deur de ce fond , & par le nombre des tranches
conteiues de D  en F,  mais encore par la pesanteur
spécifique de chaque tranche , laquelle est différente
d’un endroit à l’autre. Ensorte que si l’on représente
par x la distanceF Q dune tranche quelconque , an
fond EF;  par dx  la hauteur infiniment petite de cette
tranche , & par Z? la pesanteur spécifique , ou la
densité de cette même tranche ; Ddx  sera le poids
d’un filet de cette tranche ; & son action sur EF,
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sera E F x D dx ; donc Faction de toutes les tranches,
ou la pression fur L ^ fera E FsDdx;  c ’est-à-dire,
qu’il faudra prendre l’intégrale de Ddx , tk  la mul¬
tiplier par E F.  II faudra donc connoître la valeur
de D  en x,  c’est-à-dire , suivant quelle loi les densités
varient , à mesure que les tranches font plus éloi¬
gnées du fond EF.

Quand on aura déterminé la pression fur une sur¬
face horizontale , il sera aisé de déterminer la pression
sur toute autre surface, en partageant cette surface
en parties infiniment petites ; chacune de ces parties
pourra être regardée comme pressée autant que si
elle étoit horizontale.

363. De tous les fluides élastiques, l’air est celui
qui nous intéresse le plus : c’est pourquoi nous allons
nous arrêter à en considérer les principales propriétés;
celles, du moins , qui ont le plus de rapport à notre
objet.

364. Vair ejl pesant.  C ’est un fait constaté par un
grand nombre d’expériences. En voici quelques-unes.

Si l’on prend un tube de verre (fig . 131)  d ’environ 30
pouces , fermé hermétiquement par l’une A de ses extré¬
mités , & que par le bout ouvert on introduise du mercure
dans toute la capacité : íi l’on vient à renverser & plonger
le bout ouvert B , dans un vase où il y ait aussi, du mer¬
cure ; le mercure contenu dans le tube , descendra jusqu'à
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çe que la colonne restante soit d’environ 17 pouces 5c
demi ( *) , à compter de la surface du mercure dans le
vase.

Voici comment cette expérience prouve la pesanteur de
l’air. La colonne de mercure contenue dans C B exerce au

point B une pression fur le mercure inférieur qui ne peut
être contrebalancé que par un effort égal agissant en sens
contraire . Or le mercure contenu dans le vase où le tube

est plongé , n’agit centre cette colonne , qu'à raison de la
distance de sa surface supérieure jusqu’à l’ouverture B ; il
ne peut donc contrebalancer . On ne peut donc chercher
ailleurs l’effort nécessaire , que dans le fluide qui repose sur
tous les points de la surface supérieure du vase ; c’est-à-dire,
dans l’air ; donc c’est l’air qui par son poids fait équilibre à
la colonne B C de mercure.

Voici , d’ailleurs , un autre fait qui nous fera utile & qui
vient à l’appui . Si c’est l’air qui soutient la colonne B C -,
il faut , si nous employons un fluide moins pesant que le
mercure , que la hauteur à laquelle ce fluide restera suspendu,
soit plus grande que B C, & cela (534)  dans le rapport
inverse des pesanteurs spécifiques de ces deux fluides. Or
on fait que l’eau pèse 14 fois moins que le mercure . II faut
donc que si l’on emploie de l’eau au lieu de mercure , elle
puisse être soutenue par l’air , jusqu’à la hauteur de 14 fois
27 pouces & demi , c’est- à-dire , jusqu’à 32 pieds environ.

( * ) Cette quantité varie selon
l’état de l’air , & la hauteur du
lieu où se fait l’expérience: nous
supposons ici , que c’est lorsque
l’air est dans un état moyen ,
& que l’on est> à peu près , au

même niveau que Paris. Nous
supposons de plus , que le mer¬
cure contenu dans le tube , a été
purgé d’air : ce n’est pas ici le
lieu d’en exposer les moyens.
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Cest en effet , ce que l’expérience confirme . Car on sait que
si par le moyen d'un piston on veut élever l’eau dans un
seul corps de pompe , au-delà de 32 pieds , l’eau s’arrête
constamment à ce terme à très-peu près . On ne peut donc
douter que l’air ne soit pesant , & que par cette raison , il
ne presse la surface des corps , autant que le feroit une co¬
lonne d’eau dont la base feroit égale à cette surface , 3c
dont la hauteur feroit de 32 pieds environ.

Cest cette pression qui appliquée à tous les corps , & par
conséquent à la surface de l’eau , oblige l’eau de monter
dans les pompes , lorsqu’en tirant le piston on fait un vide
entre le piston & l’eau dans laquelle plonge la pompe . Mais
pour avoir des idées plus distinctes fur la manière dont l’eau
s’élève dans les pompes , il faut examiner une autre pro¬
priété de l’air. Cest son élasticité.

365. L’air est comprestible; il e(l élafliqut: & Us volumes
auxquels il peut être réduit par la compreffìon, font sensiblement,
en raijòn inverse des poids dont il est chargé.

C’est un fait établi par l’expérience suivante.

Dans un tube de verre recourbé ABC  ( fig. 132) , dont
la branche A B soit au moins de 30 ou 40 pouces , & dont
la branche B C soit par tout de même diamètre , & fermée
hermétiquement en C.  Faites couler du mercure jusqu’à ce
que la capacité B la plus baffe du tube soit remplie ; &
ayant appliqué ce tube sor une planche graduée , observez
quel est le nombre de divisions compris entre B & C.  Je
suppose ici que ce soit 8 pouces . Versez du mercure dans
la branche AB,  jusqu ’à ce que l’excès de la hauteur du
mercure dans AB,  fur celle du mercure qui entrera dans
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BC,  soit de 27 pouces & demi environ. L’air qui occu-
poit d’abord toute la partie B C n ’en occupera plus que la
moitié . Si vous continuez de verser du mercure dans la

branche A B , jnsqu’à ce que la différence des hauteurs du
mercure dans les deux branches , soit de deux fois 27 pouces
& demi , ou environ ; l’air restant dans B C n ’occupera plus
que le tiers de BC;  il n’occupera que le quart , si la dif¬
férence des hauteurs est de trois fois 27 pouces &. demi ou
environ ; & ainsi de fuite.

Cette expérience fait voir que l’air se comprime
à mesure qu’on le charge , Sc  qu ’il se comprime,
à très-peu près , proportionnellement aux poids.

En effet , lorsqu’il n’y avoit du mercure que dans la ca¬
pacité inférieure B,  l ’air contenu dans B C , étant de même
nature que celui qui étoit dans A B , étoit chargé de tout
le poids de l’air qui répond verticalement à l’ouverture du
tube . II étoit donc chargé par un poids équivalent à une
colonne de mercure de 27 pouces & demi environ . Puis
donc qu’en ajoutant encore une , deux , trois , &c. pressions
semblables , il fe réduit , selon ce que nous venons de dire,
à des espaces deux fois , trois fois , quatre fois moindres que
B C,  il fe comprime donc, dans le rapport des poids qui
le chargent.

A l’égard de son ressort ; par un procédé inverse
on s’assure qu’il a lieu Sc qu’il augmente à propor¬
tion de la compression , ou qu’il diminue à proportion
que la compression diminue.

Car si l’on retire du mercure de dedans la branche AB,
©n verra l’air reprendre de l’étenduc dans la branche CB,
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& en reprendre d’autant plus, qu’on diminuera plus la pres¬
sion; l’air est donc non-sculement compressible; mais dans
quelque état de compression qu’on le mette , il tend à se
rétablir & à occuper un espace plus grand, & tel que lors¬
que le poids qui le comprime diminue, l’espace dans lequel
l’air se répand, est à celui auquel il étoit réduit , comme le
poids dont il étoit chargé dans ce dernier cas, est à celui
dont il est chargé actuellement.

366. L ’air que nous appelons naturel ou libre,
est donc dans une compression habituelle , & telle
que s’il venoit à perdre tout -à- coup fa pesanteur,
il tendroit à s’écarter de toutes parts avec une force

telle que la partie d’air renfermée dans un espace
comme ABC  ( fig . 132) ne pourroit être retenue,
qu’en appliquant à l’ouverture A une force égale
au poids d’une colonne de mercure qui auroit cette
ouverture pour base , & 27 pouces &c  demi de
hauteur.

367. D ’après ce que nous avons dit ( 361) fur
la différence entre les fluides élastiques & les fluides
non élastiques , on voit donc que l’air renfermé de
toutes parts dans un vase , fait autant d’effort pour
pousser du dedans au dehors , que l’air environnant
en fait pour pouffer du dehors en dedans : & c’est-là
ce qui fait que les corps ne cèdent point à la pressoir
considérable qu’ils éprouvent , selon ce que nous
avons dit ( 364 ).
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368. Un tube tel que celui que nous avons dé¬
crit ( 364 ) (j%. 131)  étant appliqué fur une planche
graduée dont les divisions commencent à la ligne de
niveau , ou à la surface du mercure dans le réser¬
voir , est ce qu’on appelle le baromètre ; parce qu’il
sert à juger de la pression que l’air exerce sur la
surface des corps , par la hauteur à laquelle le mer¬
cure reste suspendu dans le tube A B.

On voit donc maintenant, pourquoi cet instrument marque
la même hauteur dans un endroit fermé, comme dans un

endroit libre. C’est que l’air renfermé exerce par son ressort,
la même pression fur le mercure contenu dans le réservoir,
que s’il agissoit librement par son poids.

369 . Le mercure ne se soutient pas constamment
à la même hauteur dans un même lieu. 11 est, à
paris , tantôt au-dessus de 27 pouces & demi, tantôt
au-dessous: & cela, selon que la compression occa¬
sionnée ou par le poids , ou par le ressort de l’air,
augmente ou diminue. Comme le ressort de l’air
peut augmenter ou diminuer fans que son poids
total augmente ou diminue , ainsi qu’il peut arriver
par la chaleur ou par le froid , on ne doit pas attri¬
buer les variations du mercure dans le baromètre,

uniquemement aux changemens du poids de l’air.

Quoi qu’il en soit , puisque ces changemens an¬
noncent que l’air est en état de faire équilibre à une

colonne
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colonne plus ou moins grande de mercure , & par
conséquent à une colonne d’eau plus ou moins
grande : il faut en conclure que la plus grande hauteur
à laquelle on puisse élever l’eau par le moyen d’une
feule pompe , n’est pas constamment de 32 pieds ;
mais qu’elle varie selon la hauteur du mercure dans
le baromètre.

370. Si on porte le baromètre , d’un lieu en un
autre plus élevé ou plus bas , le mercure s’abaissera
dans le premier cas , & s’élèvera dans le second.
Parce que la colonne d’air qui appuie fur le réser¬
voir , étant plus courte dans le premier cas , &
plus longue dans le second , doit peser moins dans
le premier cas , & plus dans le second ; & par
conséquent ne peut faire équilibre qu’à une colonne
de mercure plus petite dans le premier cas, & plus
grande dans le second. Ainsi, dans le premier cas ,
le tube se videra un peu dans le réservoir ; & dans
le second le réservoir fournira le tube : c’est aussi
ce que l’expériencea confirmé. Mais il faut observer
que ces variations ne font sensibles qu’à des chan-
gemens de hauteurs , de quelques toises. On peut
dire , en gros , que 12 toises de différence de hau¬
teur répondent à une ligne de différence dans le
baromètre.

Donc les plus grandes hauteurs auxquelles on peut
Marine. Mécar.. l \ Panis, C C
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élever l’eau par le moyen d’une seule pompe ,
varient suivant les hauteurs auxquelles on est élevé,
& font proportionnelles à la hauteur du baromètre
en ces endroits.

371 . Nous avons dit que l’air se compritnoit dans la raifort
des poids , à très -peu près . Quoique l’expérience d’après
laquelle nous l’avons prouvé , donne le rapport des poids
pour celui des compressibilités , & le donne assez exacte¬
ment ; il ne faut pas conclure cependant qu’il en feroit de
même , quel que fût le poids dont on chargeât l’air. Il n’esl
pas vraisemblable qu’on puisse réduire un volume quelconque
d ’air , à occuper un espace infiniment petit , en le chargeant
continuellement ; non plus qu’à occuper un espace infini , en
diminuant fa pression à l’infini. Cette extrême compressbilité,
& cette extrême dilatabilité ne sont pas dans la nature . Néan¬
moins , lorfqu’il ne s’agit que de hauteurs médiocres , on
peut supposer que l’air , à différentes hauteurs , est comprimé
dans la raison des poids dont il est chargé ; & par-là, on
peut déterminer à- peu- près , à quelle hauteur doit fe tenir
le baromètre , en vertu du poids seul de l’air , à différentes
hauteurs.

En effet , nous avons vu ci-dessus ( 36a ) que D étant la
pesanteur spécifique ou la densité à une hauteur quelconque,
la pression que l’air éprouvoit , ou pouvoir faire éprouver
en cet endroit , étoit /Ddx ; donc si on appelle h la hau¬
teur du baromètre en cet endroit , on aura j 'Dàx - i,
ou plutôt / — Ddx — h , parce que x croissant , h
diminue.

D ’un autre côté , puisque l’air est d’autant plus dense qu’il
est plus chargé, fa densité ou fa pesanteur spécifique augmente
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comme les poids dont il est chargé , & par conséquent
si on appelle H  la hauteur du baromètre au niveau de la
mer , & p la pesanteur spécifique de l’air , à ce même ni¬
veau ; on aura H \ h \ \ p \ D ; donc h zz í - ? ; donc

F
s — Dix  zz ——. Différencions cette équation , en obser¬

vant que p 8l H  sont constans. On aura — Dix — ,
,, > ,, . dD

d ou 1on tire —g  — donc ID — ■H , —- R + IC.
Mais au niveau de la mer , c’est- à-dire lorsque x zz o , cn
doit avoir D — p;  donc lp  zz IC;  donc C — p.  On a
donc lD —' s -t- /n  nvui I / E) 1n —> P.A-jj—-J - lp,  d ’où l’on tire ID — lp  zz —~g~  ,

ZAI
ou enfin — zz t H , e étant le nombreP

-p*

H . Repre-

. D — px011l~P= -ir*
dont le logarithme est 1. On a donc D zz p c
nant donc l’équation f — Dix  zz h, & substituant pour Z)

sa valeur , on aura h — s —pe H dx;  intégrale que ( 147)
- _P_f - px

l’on trouvera être H t H ; donc enfin h zz He H , ou

R , qui donnera la hauteur h du baromètre,
Ih ■= . IH — —

à la hauteur x au - dessus du niveau de la mer , lorsqu’on
connoîtra sa hauteur H  au r.iveau de la mer , & la pesanteur
spécifique p de l’air , à ce même niveau.

Au reste , nous ne devons pas dissimuler qu’on ne doit
pas regarder cette détermination , comme pouvant donner
bien exactement la hauteur du baromètre . 1°. Parce qu’ainsi
que nous l’avons déjà observé , l ’air ne se comprime pas
proportionnellement aux poids , à toute distance. 2°. Parce
qu’à des distances un peu considérables , la pesanteur dimi¬
nue . 3°. Parce que la pesanteur spécifique p de l’air , est

C c 2
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très-variable. 4°. Parce que les variations qui arrivent dans
les hauteurs du baromètre, pouvant dépendre en partie du

ressort de l’air dilaté par la chaleur, ou condensé par le

froid , il faudrait connoître faction de ces causes, à diffé¬

rentes hauteurs. 5°. Parce que les vapeurs & autres corps

étrangers dont l’air est chargé , peuvent encore apporter

beaucoup de modifications à cette détermination. Quoi qu’il

en soit , cet exemple est toujours propreà montrer comment
on doit se conduire dans l’application du calcul à ces sortes

de questions.

372. Après ce que nous venons de dire fur le

poids & le ressort de l’air & fur la pression des
fluides en général , il est facile d’entendre comment
l’eau seiève dans les pompes.

II y a trois parties principales à considérer dans
une pompe. Les tuyaux , les soupapes& les pistons.

Le piston est un corps AB CD de base circulaire
{fis- '33  î '34 & '3 -0 >stuì peut parcourir la capa¬
cité intérieure du tuyau qu’on appelle Corps de

Pompe, & qui le remplit exactement en la parcourant.
La soupape E est destinée à permettre & à fermer
alternativement le passage à l’eau. Le corps de

pompe est le tuyau que parcourt le piston. FGHK
est un autre tuyau lié au corps de pompe , & qui a
son extrémité inférieure plongée dans l’eau dont je

suppose que R S est le niveau.

Si l’on suppose qu’une puissance P (/ §. ijj  )
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appliquée à la tige du piston , vienne à élever le piston,
l’air renfermé dans l’efpace D VKHG F C tendra,
par son ressort, à occuper l’efpace que le piston laissera
libre ; il soulèvera la soupape E , pour entrer dans
le corps de pompe ; son ressort diminuera à mesure
qu’il s’étendra. II exercera donc fur la surface G H
de seau un effort moindre que ne fait l’air naturel,
fur les parties environnantes RG,HS.  L ’excès de
pression de la part de l’air extérieur , fera donc mon¬
ter de l’eau dans le tuyau G K k une certaine hauteur
H N,  jufqu ’à ce que le poids de cette colonne,
joint au ressort de l’air restant , soit égal au poids
de l’air extérieur. Alors la soupape E se fermant
d’elle-même , si l’on baisse le piston , l’air contenu
entre le piston & la base T E du corps de pompe,
augmentera de ressort à mesure qu’on baissera; il
fera effort contre la base du piston, & Réchappera ,
si son ressort étant devenu plus grand que celui de
l’air extérieur , le piston est en même temps percé
d’un trou recouvert d’une soupape A, qui puisse
s’ouvrir &-se fermer comme la première.

Cet air une fois sorti , la soupape L retombe , &
fi l’on recommence à lever le piston , l’eau s’élevera
dans F G H K , à une plus grande hauteur , parla
même raison que ci-devant , ensorte qu’après un
certain nombre de coups de piston , elle gagnera le

C c 3.
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corps de pompe , où étant une fois entrée , elle
passera à chaque abaissement du piston , à travers
le trou dont il est percé , en levant la soupape,
qui se fermant ensuite par son propre poids , retien¬
dra au-dessus d’elle , l’eau qui aura passé , que
l’on élèvera en même temps que le piston, Tel est
le jeu de la Pompe aspirante.

Quant à la Pompe foulante, voici ses effets. Lors-
qu’on fait descendre le piston PCD  que
je suppose , ici , placé au-dessous du niveau de seau
RS,  il se fait un vide entre la soupape E qui est
alors fermée , & la base du piston. Le poids de
l’eau agissant conjointement avec celui de fair exté¬
rieur contre la soupape L , fait passer l’eau dans le
corps de pompe. Lorsque seau cesse d’entrer , la
soupape L se ferme. Alors si l'on remonte le piston,
il chasse devant lui l’eau qui est entrée ; force la
soupape E de se lever , & introduit l’eau dans la
partie TVYX.  Le piston une fois élevé , la soupape
E  se ferme , 6c retient l’eau , jusqu’à ce que , par
une nouvelle opération semblable à la première , on
en fasse passer de nouvelle , qui s’éiève dans T FY X
à proportion du nombre de coups de piston. Quelque¬
fois le piston est placé au-dessus du niveau de l’eau,
niais dans toute disposition cela s’explique d’une ma¬
nière analogue. Tel est le jeu de la pompe foulante.
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La pompe aspirante & foulante  est ainsi nommée,
parce qu’elle réunit les effets des deux autres. Le
piston ABC D (fig. i ji ) s’élevant , fait entrer l’eau
dans l’efpace CDTVO  par le moyen du tuyau
FGF 1K , comme dans la pompe aspirante. Puis,
lorsqu’il s’abaisse, il foule l’eau contenue dans cet
espace, laquel1e ne pouvant échapper par la sou¬
pape E qui se ferme d’elle-même , lève la soupape
Z , & passe dans le tuyau MOmn.  On peut varier
beaucoup la construction & la disposition des par¬
ties des pompes ; mais leurs effets s’expliqueront
toujours facilement , par ceux que nous venons
d’exposcr.

373. Voyons maintenant les propriétés fondamen¬
tales de ces machines.

Par le moyen de la pompe foulante , on peut
élever l’eau à telle hauteur qué l’on veut , pourvu
qu on y emploie une force suffisante. Mais l’estima-
tion de cette force exige plus d’une considération.
II faut avoir égard aux dimensions du piston & dçs
tuyaux ; à la hauteur à laquelle on veut élever l’eau ;
à la vitesse avec laquelle on veut félever . Nous
prendrons , ailleurs , cette question dans toute son
étendue. Quant à présent , nous nous bornerons à
quelques-uns des élémens qui peuvent servir à la
résoudre.

Cc 4
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II est constant que la puissance nécessaire, pour
élever l’eau à une hauteur proposée , doit du moins
être capable de faire équilibre à la pression que la
base du piston éprouvèrent , si lorsqu’une lame de
fluide a atteint la hauteur proposée , le tout de¬
meurent en équilibre. C’est cette pression que nous
allons évaluer ici.

En général , la puissance doit être au moins ca¬
pable de soutenir le poids d’une colonne d’eau qui
auroit pour base celle du piston , & pour hauteur
la distance depuis le niveau de l’eau R S (fig. /J4)
jusqu’à la lame supérieure X Y.

En effet, lorsque la base D C du piston est au-
dessous du niveau de seau RS ; il est visible que
la puissance n’a point à soutenir la pression de l’eau
comprise entre R S &c D C,  parce que cette pres¬
sion est contre-balancée par celle de l’eau environ¬
nante qui se transmet par l 'ouverture inférieure du
corps de pompe . La puissance n’a donc à soutenir
que la pression qu’exerce sur la surface D C, le fluide
compris entre R S & X Y.  Or (333)  cette pression
doit s'estimer par celle d’un seul filet qui auroit pour
hauteur la distance de R S à XY, doit,  dis -je,
s’estimer par la pression de ce filet,  répétée autant
de fois qu’il y a de points dans DC;  elle est donc
en effet , égale au poids d’une colonne d’eau , qui
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suroît pour base DC, & dont la hauteur seroit
celle de ZF au-deffus du niveau de l’eau.

Lorsque le piston est au-deffus du niveau supposé
en R'S' : il est évident que l’eau contenue entre D C
& R' S'  ne charge point le piston. Mais comme elle
ne peut , alors , être soutenue que par la pression
que l’air extérieur exerce sur la surface de l’eau en¬
vironnante , cette pression de l’air n’esl donc plus
capable de faire équilibre à la pression de celui qui
agit à la surface X Y.  Par conséquent la surface D C
du piston est surchargée d’un poids équivalent à la
colonne d’eau qui auroit D C pour base, & dont
la hauteur seroit égale à la distance de D C à R'S'.
Cette pression jointe à celle qu’exerce sur D C ,
l’eau contenue entre D C & XY, & qui a pour
valeur le poids d’une colonne d’eau qui auroit D C
pour base , & dont la hauteur seroit égale à la
distance de D C à XY,  fait donc encore le poids
d’une colonne d’eau qui auroit D C pour base , &
dont la hauteur seroit celle de XY  au-dessus du ni¬
veau É.S'  de l’eau.

374. A l’égard de la pompe aspirante; pour juger
de son effet , il ne suffit pas d’évaluer la puissance;
il faut examiner , avant tout , si l’eau pourra par¬
venir jusqu’au piston , & même s’élever au-dessus;
car il y a des circonstances où l’eau s’arrète à un
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certain terme , quelque nombre de coups de piston
que l’on donne.

Pour comprendre ceci , imaginons que l’eau soit
déjà parvenue en I ( fìg.  133 ) , la íituation actuelle
du piston étant la plus basse qu’il puisse avoir ; &c
supposons , pour plus de simplicité, que la pompe
est d’une grosseur uniforme par-tout . II est clair que
l’air compris dans l’efpace CDIZ  est de même force,
de même ressort que l’air extérieur ( du moins, abs¬
traction faite du poids de la soupape L , & de la ré¬
sistance de son frottement ) . Car s’il avoit plus de
ressort , il s’échapperoit en levant cette soupape. Con¬
cevons maintenant que le jeu du piston, ou l’étendue
qu’il parcourt à chaque levée , soit D O.  Lorsque la
base CD sera arrivée en QO,  l ’air qui occupoit
l’espace CDIZ,  tend à se répandre dans l’espace
QOIZ ; & st l’eau ne monte pas davantage, il s’y
répandra en effet. Alors son ressort sera moindre que
celui de l’air naturel , dans le rapport de CDIZ  à
QOIZ , ou dans le rapport de DI  à 01.  Donc
si cette force de ressort , jointe au poids de la co¬
lonne d’eau, qui auroit pour hauteur la distance de
Z I  à i? 5 , sait un poids égal à 31 pieds d’eau en
hauteur , qui est l’effort que l’áir peut exercer fur
la surface de l’eau en RS,  il est clair qu’il y aura
équilibre , & que l’eau ne montera plus ; si ce poids
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est plus grand que 32 pieds , elle retombera avant
que la soupape E puisse se fermer , 6c s ’il est plus
petit que 32 pieds , l’eau continuera de monter.

Voyons donc comment on peut déterminer ce
poids.

Nommons h la hauteur depuis le point O jusqu ’au niveau
RS ; i le jeu du piston , ou l’espace DO  qu ’il parcouru
x la distance 01 . Nous aurons D 1 x — i , & la hau¬
teur du point 1 fera h — x.

Puisque l’air renfermé dans CDIZ,  a le même ressort
que l’air extérieur ; fa force peut donc être mesurée par
une colonne d’eau de 32 pieds en hauteur ; ainsi puisque
celle de cct air répandu dans l’espace Q O 1Z,  doit être
moindre , dans le rapport de D 1 à 01 , cette force fera le
quatrième terme de cette proportion x t x — i 32 . I

- —. Mais la force que l’eau comprise entre Z I

& R S,  exerce contre la pression extérieure de l’air , est
mesurée par la hauteur h — x ; donc celle du ressort de
l’air répandu dans l’efpace QO/Z,  jointe à celle du poids
de l’eau comprise depuis 1Z jufqu ’en R S,  forme un poids

total de x ^ h — x.  Or pour que l’eau puisse

toujours monter , il faut que ce poids soit moindre que celui
d’une colonne d’eau de 32 pieds ; donc si l’on nomme y,

ce dont il est moindre , on aura --- *- — -f- h — x =

32 — y ; d ’où l’on tire — 32 i h x — xx == — xy ;

& par conséquent x j h -j - \ y  ± ; V — zr
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Pour que l’eau s’arrête , il est clair qu’il faut que y  soit
zéro . Et comme on a alors x — j h ± i/ {±hh — 321 ) ,
dont les deux valeurs sont réelles , si ~hh  est plus grand
que 32 i ; on peut donc dire que lorsque le quarré de la moitié
de la plus grande hauteur de la base du piflon , au-dessus du ni¬
veau de Veau, efl plus grand que  32 fois le jeu du piflon , il
y a toujours deux points oh Veau peut s’arrêter dans la pompe
aspirante.  Ensorte que la pompe doit être réputée mauvaise ;
si le piston , lorsqu’il est le plus bas , se trouve entre ces deux
points.

Mais si 32 t est plus grand que \hh,  les deux valeurs
de * que l’on a en supposant y — o , deviennent imagi¬
naires ; ce qui annonce que dans une pompe construite sui¬
vant cette condition , il est impossible que y  soit zéro ; donc
la pression de Pair extérieur sera toujours plus forte , &
l’eau ne s’arrêtera point . Donc , pour que la pompe aspirante
produise infailliblementson effet, il saut que le quarré de la
moitié de la plus grande hauteur du piflon au- deffus du niveau
de Veau, soit plus petit que  32 fois le jeu du piflon.

Si de Péquation — 32 i -f ■ hx — xx =3 — xy,  que
cous avons trouvée ci-dessus, on tire la valeur de y,  on

xx — hx + 32 ìaura y — - -— .

Concevons maintenant que AB ( fig. 136 & 137)  repré¬
sentant la plus grande hauteur du piston au- dessus du ni¬
veau de Peau , & A D le jeu du piston , on donne succes¬
sivement à x,  pour valeurs , les différentes parties A P de
la ligne A B, & que l’on porte fur les perpendiculaires P M,
les valeurs de y  qui résulteront de ces substitutions ; on
aura une courbe MMC,  qui {fig . 136)  tant que \ hh  fera
plus grand que 3xi,  coupera AB en  deux points / & 1'$
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ensorte qu’il y aura des ordonnées P M,  de part & d’autre
de A B ; les ordonnées qui font à la drohe , marquant les
valeurs positives de y ; Lc celles qui font à la gauche, mar¬
quant les valeurs négatives.

On voit donc que tant que \hh  est plus grand que zrr,
la pression de l’air extérieur est toujours la plus forte juf-
qu’à ce que l’eau ait atteint la hauteur B V.  Qu ’à ce point
elle s’arrêtera ( abstraction faite du mouvement acquis) ,
parce que la valeur de y est zéro. Mais si l’eau par son
mouvement acquis, passe la hauteur B V , parvient à quel¬
que point entre / & V , elle ne pourra s’y arrêter , mais
elle descendra ( en supposant que la soupape ne s’y oppose
pas) , parce que la valeur de y étant négative, marque que
la pression de l’air extérieur est plus foible que les efforts
réunis de l’eau & du ressort de l’air intérieur. Si l’air atteint
la hauteur du point I,  elle pouira s’y arrêter par la même
raison que ci-dessus. Mais si elle passe une fois le point / ,
alors il n’y a plus à craindre qu’elle descende, parce que
les ordonnées P M comprises entre A & I  étant toutes po¬
sitives, font voir que la pression de l’air extérieur est tou¬
jours la plus forte , depuis la hauteur du point / jusqu’à
celle du point A.

Lorsqu’au contraire la valeur de ~hh  est plus petite que
3ií (fig . 137) , la courbe ne coupe plus Taxe AB ; toutes
les ordonnées P M font positives; la pression de l’air exté¬
rieur est donc toujours la plus forte. II n’y a donc pas d’arrêt
à craindre. Ce qui confirme Lc éclaircit ce que nous avons
dit ci-dessus.

Si la pompe aspirante étoit établie à une hauteur
ou à une profondeur sensiblement différente de celle
à laquelle le poids de l’air est équivalent à une
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colonne d’eau de 32 pieds ; i! faudroit , dans tout ce

que nous venons de dire , mettre moins ou plus de

3 2 pieds. Ce moins ou plus peut se déterminer par
le baromètre , en comptant autant de fois 14 lignes
de p'us ou de moins à l’égard de 32 pieds , que
le mercure, marquera de lignes au- dessus , ou au-

dessous de 27 pouces ôc  demi.

Dans le calcul précédent , nous avons regardé la pompe,
comme si elle ctoit d’une grosseur uniforme ; lorsqu’elle ne
l’est point , comme dans h figure 133,  la solution n’est pas
plus difficile pour cela. Pour calculer l’essort de l’air inté¬
rieur , lorsqu’on suppose que l’eau n’est pas encore dans le
corps de pompe XV;  lorsqu ’elle est en M N  par exemple,
il faut faire cette proportion : l’efpace Q O VNMTQ  ;
CD VNMT C \ \ 32P sont à un quatrième terme qui étant
joint au poids de la colonne d’eau qui a pour hauteur ATH,
doit ensuite être égalé à 32 — y,  comme ci- dessus, Au
surplus , quand le tuyau d’aspiration FG  est d’un diamètre
plus petit que le corps de pompe , si lá condition que nous
avons exigée ci-dessus a lieu , la pompe ne peut manquer
d’avoir son effet ; car Pair se dilate encore plus facilement
dans celle - ci , que si elle étoit d’une grosseur uniforme.

Quant à l’effort dont la puissance doit être ca¬

pable , pour soutenir l’eau à une hauteur déterminée
XY (jìg. 133) ; il se mesure, ainsi que nous lavons
vu pour la pompe foulante , par le poids d’une colonne
d’eau , qui auroit pour base , la base D C du piston ,

& pour hauteur celle de X Y au- dessus du niveau R S.

( Nous faisons abstraction du frottement Lc du poids
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<ki piston ) . Cela se démontre par un raisonnement
semblable à celui que nous avons employé pour la
pompe foulante , lorsque le piston est au-dessus du
niveau de l’eau R 1 S" (fig . 134 ) .

37 <j. La pesanteur & le ressort de l’air , servent
à expliquer beaucoup d’autres faits : nous nous bor¬
nerons à en rapporter quelques- uns.

Si dans un vase où il y a de l’eau , 011 tout autre fluide,
on plonge (fig . 138)  la branche la plus courte d’un tube
recourbé Z?£ F ( qu’on appelle siphon ) ; & qu’011 aspire,
en suçant ou autrement , l’air contenu dans ce siphon , l’eau
montera & sortira par F  jusqu a ce que , dans le vase , elle
soit descendue à l’ouverture D.

La raison de ce fait , est que lorsqu’on a fait sortir l’air
renfermé dans DEF,  la pression de l’air extérieur agit fur
!a surface A B , force le fluide de monter dans le siphon
& de s’écouler par la branche EF.  Et quoique lorsque l’écou-
lement est commencé , l’air preste le fluide , au point F,
avec une force égale , à très- peu près , à celle qui presse la
surface de l’eau dans le vase ; néanmoins la lame F est
pressée en sens contraire , par toute la colonne d’eau IF:
cette colonne doit donc tomber : mais en tombant elle tend
à faire un vide en I qui ne peut manquer d’être rempli par
faction , toujours présente , de la pression de l'air sur la sur¬
face de l’eau dans le vase.

On volt par ce raisonnement , que pendant l’écoulement,
l’air n'agit qu’avec un effort proportionnel à la différence IF
de niveau , entre F & la surface de l’eau dans le vase ; en-
sorte que l’écoulement sera d’autant plus prompt , que les
deux brjûçher 'dínfigUqn différeront davantage : ainsi si F
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& D étoient de niveau , l’écoulement n’auroit pas lieu. Ort

dit communément que la branche EF  doit être plus longue

que la branche ED ; mais on voit qu’en s’exprimant ainsi,
on doit entendre que la hauteur verticale de E au- dessus de

F,  doit être plus grande que celle de E au-dessus de D.  La

longueur absoluen’y fait rien. On pourroit rendre D E beau¬
coup plus longue que EF,  en contournant DE  de diverses
manières; tant que le point D fera plus haut que F,  le
fluide s’écoulera jufqu’à ce qu’il soit arrivé en D,  pourvu

que la hauteur de E au- dessus de D ne passe pas 3r pieds.

Lorfqu’en appliquant les lèvres à l’ouverture d’un flacon,
on aspire la liqueur qui y est contenue; les lèvres Rappliquent
fortement fur les bords de l’ouverture ; & on a d amant

plus de peine à les dégager , qu’on a aspiré plus fortement.

C’est qu’en aspirant une partie de l’air contenu dans le
flacon, on diminue le ressort de l’air restant, à proportion

de ce qu’on en diminue la quantité , il n’est donc pins en
état d’oppofer du dedans au dehors , une pression égale à

celle que l’air extérieur exerce du dehors au dedans. Cette
différence peut aller jufqu’à faire casser le flacon, fur-tout

s’il est plat.

Par une raison semblable, on explique pourquoi on a de

la peine à ouvrir un soufflet lorfqu’on en bouche l’ouver¬
ture. Cest qu’en écartant les panneaux, l’air intérieur fe ré¬

pand dans un plus grand espace, & diminue de ressort à

proportion : l’air extérieur presse donc plus du dehors au

dedans , que l’air intérieur ne presse du dedans au dehors.

F 1 N de la première Partie.
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