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PREEACE

JE me {uis propofé dans cet Ouvrage, de
mettre les Lefteurs en érat d’entendre &
d'appli iquer la mécanique. L'écude des prin-
cipes généraux de cette {cience, eft facile,
& n’exige gueres d’autres connotlances tias
themathues que I'’Arichmétique & la Géo-
metrie ordinaires. Les abftractions quon s’y
permet, & avec raifon d’abord, fimplifient
lob]et & une mécanique qui fe borneroit
a ces connoiflances générales, feroit, fans
doute, & la portée des Lefteurs; mais les
Lecteurs ne feroient encore, que peu en état
dappliquer la mécanique.

Dés qu’on voudra rendre la mécanique
utile, il faue fortir des {uppofitions par lef=
quelles on eft obhgc de commencer dans I'e-
tude des principes généraux ; il faut ceffer de
faire abftraction de la mafle des machines,
de leur pefanteur, du frotcement, &c. ; cef-
fer de conﬁdeler laltion des corps comme
toujours réunie a leur centre de gravité, &c. ;
cefler de regarder les machisies comme 08
parracreant point l'ation de la fmce mo-
trice, &c.; en un mot, avoir égard a I'écat
reel & phvﬁque oul ﬁmt les chofes dans la
nature, Dés lors le nombre des élémens qui
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entrent dans chaque queftion, étant aug-
mente, il devient néceflaire d’employer pour
la réfolution de ces queftions, des méthodes
plus efficaces; c’eft dans cette vue que nous
avons fait précéder la mécanique , d'une
courte expofition des principes de Calcul qui
fervent d’introduétion aux Sciences Phyfico-
mathématiques. Nous nous y fommes déter-
minés d’autant plus volontiers, qu’indépen-
damment de ce que ces principes deviennent
{fouvent d’un ufage indifpenfable , méme
dans des queftions qui auroient paru fort
imples, ils font d’ailleurs (i I'on en excepte
ce qu'on trouvera en petit caraltére , & dont
l’ufage eft moins fréquent ) une {uice {i natu-
relle des connoiffances expofées dans la troi-
{ieme Partie, qu'ils ne peuvent qu’étre en-
tendus avec facilité, dés qu'on poflédera
celles-ci.

A l'égard de la mécanique elle- méme,
les objets que nous y avons examinés fonc
trop nombreux pour pouvoir étre paflés ici
en revue, avec quelque dérail. Nous avons
renfermé dans ce premier volume, rour ce
que nous avons compris fous le nom de Prin-
cipes généraux de la Mécanique : ceft-3-
dire, les lois du mouvement fimple, uniforme
ou vari¢; les lois du mouvement compofé ;
la compofition & décompofition des forces;
Pufage des momens pour certe compofition
¢ cette décompofition ; 'application de certte
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théorie, 4 la recherche des centres de gra-
vité, & des propriéeés de ce centre. Ces prin-
cipes généraux, dont nous donnons d’ailleurs,
par anticipation, diverfes apphcauons > par-
ticuliérement au navire, font {uivis des lois
de lethbre des ﬂu1des, & des corps quiy
font plongés : cette partie a un rapport trop
diret au navire, pour ne pas trouver place
dans cet Ouvrage.

Le fecond volume renferme I'application
de ces principes généraux, a différens cas de
mouvement & d’équilibre. Nous y avons
examiné un trés-grand nombre d’objets; &
{i les bornes qu il faut enfin fe prefcrire , ne
nous ont pas permis d'y en comprendre un
plus grand nombre , nous efpérons que ce
que nous y avons dit, ne remplira pas moins
les vues que nous nous fommes propofées,
de mettre les Le&eurs en état d’entendre
& d’appliquer la mécanique.

Au refte, on ne doit pas perdre de vue que
cet Ouvrage érant un Ouv;age de prmcxpes,
on n'a pu ni du {e livrer & beaucoup de dé-
tails dont pourroient étre {'u{-cepubles quel—
ques-unes des queftions mécaniques quon
y a traitées. Il en eft plufieurs qu'il [ {fuffic
de\'mnner avec un peu d'attention , pour
voir qu’elles doivent faire maciére Lo bl
vrage a part : nous nous {fommes borné a en
expofer les principes. Telles font la plupare
des queftions concernant le navire : cette
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machine qui fait tant d’honneur 3 Pefpric hu-
main , dans 'étac ou elle eft, ne lui en laiffe
peut-€tre pas encore moins a acquérir; f{ur-
tout fi on confidére que Iérat ou elle eft
parvenue, eft en grande partie le fruic dun
trés-long titonnement ; mais que ce qut refte
a faire pour la peifetionner, ne doic étre
attendu que du concours de l'obfervation
avec la chéorie.

Les travaux de M. Beuguer, que 'on ne
peut trop confulter fur cet objer, ont déji
préparé de trés-grands fecours ; & les progres
actuels de la Phyfique & du Calcul, donnent
lieu d’efpérer que l'on fera encore des pas
treés-utiles dans cette carriére.




x

T ABLE
DES MATIERES.

PRIN cIPES DE CALCUL qui fervent
d’introduction aux Sciences Phyfico-Ma-

thématiques , pae t
NoOoTIONS PRELIMINAIRES, ibid.
Elémens du Calcul différentiel , 9

Des Différences fecondes , troifiémes , Gc. 16
Des différentielles de Sinus , Cofinus , Gc. 2%
Des Différentielles logarithmiques , 14
Des differentielles des quantites exponen-
uelles , 29
Applications des Rigles precedentes , 30
Applications aux Soutangentes, Tangentes ,
Sounormales , &c. des Lignes courbes , ibid.
Application aux limites des Lignes courbes ,
& en général , aux limites des quantités , &
aux queftions de maximis 8 minimis, §z

Des Points multiples 73
Des Points dinflexion vifibles & invifibles, 83




x TABLE DES MATIERES,

Des Points de rebrouffement de differentes ef-
péces, G des differentes Jortes dattouchement
des branches d’une méme Courbe » page 90

Des Rayons de courbure , ou de la dévelop-
pee 92

Elémens du Calcul tntégral , 98

Des differentielles a une Seule variable qui
ont une intégrale algébrique ; & premiére-

ment des différentielles monomes 100

Des Différentielles complexes dont insé ration
P 4

rentre dans la régle fondamentale | 102

Des différentielles binomes qui peuvent s’in-
tégrer algebriguement 106
Application des regles précédentes , a la qua-
drature des Courbes , 113

A}vp[icacéon a la rec?{ﬁca:iorz des lignes

courbes 122

Application aux Surfaces courbes . 124
Application & la mefure des Solidités , 126
De PIntégration des quantités qui renferment

des Sinus & Cofinus , 139
De la maniére d’integrer par approximation ,

& quelques ufages de cette mérhode 55U K



TABLE DES MATIERES. xf

Ulfage des approximations précédentes , pout
Pintégration des diverfes quantités ,pag. 1
£ q »pag. 15

De la maniére de ramener ( lorfque cela eft

polfible ) Pintégration d'une differentielle

propofée a celle d’une awwre differentielle

connue , & de diftinguer les cas ok cela

[e peuz, 178
Des Fractions rationnelles 184
De guelques transformations qui peuvent faci-

liter les Intégrazions , 19§

De 7Plniégration des quantités exponen-
telles , 199
De P Intégration des quantites a deux , ou a
un plus grand nombre de Variables, 201
Des E quations differenzielles 206
Des Eguations différentielles du fecond ,
troifidme , Gc. ordre , 224
PRINCIPES GENERAUX DE
LA MECANIQUE.
NoOTIONS PRELIMINAIRES,

237
Du Mouvement uniforme ,

233
Des Forces & de la quantité de Mouvement, 142
Des Mouvemens uniformement accelérés, 146

Du Mouyement libre des Corps pefans, 25x




x;j TABLE DES MATIERES,

Des mouvemens variés de quelgue maniére

qice ce foit pagex59
De léguilibre emre des forces directement
oppofées | 263

Du Mouvenmen: compofé, 167
De la Compofition & de I Deécompofition
des forces , 27§
Des Momens , & de leurs ufages pour la com-
pofition & la decompofition des forces , 186
Des forces qui agiffent dans de; plans diffe-
rens , 297
Des Centres de gravieé , 304
Propriétés des Centres de graviié, 340
Principe général de PE quilibre des Corps, 3 §o
Principe genéral du Mouvemens : 352
Confequences qui réfultent des deux principes
precedens par rapport au mouvemenr diu
Centre de gravité des Corps , 353
DE L’EQUILIBRE DES FLUIDES

& des corps qut y font plongés 357

Fin de la Table des Matidres,

PRINCIPE §




2§
h) = .‘ B \
B \LE S ANEE
w W
] E\‘ N,

i

V00

PRINCIPES
IR CALCUL,

Qui fervent d’Introdulfion aux
Sciences Phyfico-mathématigues.

NOTIONS PRELIMINAIRES.

1 ; o !
5. T\ ous avons donné, dans la troifieme Partie, les
regles neceflaires pour calculer les quantités, dans tel
état de grandeur qu'on puifle les fuppofer. Mais
nous n'avons point confidéré les variations par lef=
quelles ces quantités arrivent d tel ou tel état de
grandeur. Ce nouvel objet a confidérer dans les
quantités, donne lieu & une autre branche de I’Ana-
lyfe, qui eft de la plus grande utilité dans les Sciences
Phyfico - mathématiques & principalement dans la
Marize, Mécan, 1™ Partie, A
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Mécanique, oli I'on ne parvient fouvent a déterminer
les rapports des quantités qui entrent dans les queftions
relatives A cette fcience, qu'aprés avoir confidere les
rapports de leurs variations, c’eft-2-dire, des accroifle-
mens ou des diminutions qu'elles recoivent A chaque

inftant.

Nous allons donc, avant que d’entrer en méca-
nique , nous arréter quelques momens fur cette partie
du calcul qui a pour objet de décompofer les quan-
tités jufques dans leurs élémens, & de revenir de ces
élémens aux quantités mémes. A proprement parler
ce n'eft point une nouvelle méthode de caleul , que
nous allons expofer ; c’eft une application des mé-
thodes de la troifieme Partie, & méme une fimpli-

fication de ces regles.

2. Nous nous propofons deux objets : le premier
d’enfeigner 2 defcendre des quantités a leurs €lémens;
& la méthode , pour y parvenir , sappelle calcul
différentiel. Le fecond , nous montrera la route pour
revenir des ¢lémens des quantités , aux quantites
mémes , & nous appellerons cette méthode calcul
eégral.

La partie de ces deux calculs qui nous importe
véntablement , nleft qu'un corollaire des méthodes
de la troifieme Partie , & peut étre faifie avec faci'ité,
dés quon eft inftruit de ces méthodes. Quant & la
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partie de ces mEmes calculs, qui exige des recherches
plus délicates , ou d’une application moins fréquente,
nous la diftinguerons, a Pordinaire, par un caradtére
d’impreflion plus petit.

3. Comme nous allons confidérer les quantités rela-
tivement a leurs élémens, c’eft-3-dire , relativement
a leurs accroiffemens infiniment petits , il convient ,
avant que d’aller plus loin, d’expofer ce que nous enten-
dons par quantités infiniment petites, infinies, &c.,
& de faire connoitre la fubordination qu’on doit mettre
entre ces quantités dans le calcul,

4. Nous difons qu'une quantité eft infinie ou infi-
niment petite a égard d’une autre , lorfquiil neft
pas poffible d'affigner aucune quantité affez grande
ou aflez petite pour exprimer le rapport de ces
deux-la , c’eft-a-dire, le nombre de fois que 'une
contient l'autre,

Comme une quantité ne peut, fans ceflfer d’étre
quantit¢ , cefler d’étre fufceptible d’augmentation ou
de diminution, il n’y a point de quantité fi petite ou
fi grande a I'égard d’une autre , que l'on ne puifle en
concevoir une troifieme infiniment plus petite ou plus
grande.

Par exemple, fi x eft infini 3 I'égard de a , quoique
dés-lors il foic impoffible d'affigner leur rapport, cela n’em-
péche point que je ne puifle concevorr une troifiéme quanticé

A 2
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qui foit & Iégard de x, ce que x eft a I'égard de a;

ceft-a-dire, qui foit le quatrieme terme d’'une proportion

dont les trois premiers feroient @ ; x ! x I; ce quatriéme
. x? . .

terme qui eft — fera donc infiniment plus grand que x

a »

puifqu’il contient x autant que x eft fuppofé contenir a.
De méme, rien ne m'empéche de concevoir le quatriéme

..

terme de cette proportion x : @ 1. a :; & ce quatriéme
terme qui fera Lt fera infiniment plus petit que 2, puifqu'il
doit éire contenu dans a, autant que celui-ci eft fuppofé
contenu dans x. Rien ne borne l'imagination & cet égard ,
& lon peut concevoir, de méme, une nouvelle guantité
qui foit encore infiniment plus petite a I'égard de % que
celle-ci ne left a Pégard de a. On appelle cela des infinis
ou des infiniment petits de différens ordres,

En général le produit de deux quantités infinies ou
infiniment petites du premier ordre eft infiniment plus
grand ou infiniment plus petit que chacun de fes deux
facteurs.

En effet xy :y it x ! 1; or fi x eft infini, il con-
tient une infinité de fois I'unité, donc xy contient une
infinité de fois ¥.

Un raifonnement femblable fait voir qu'un produit
ou une puiffance de tant de dimenfions qu'on voudra,
& dont tous les fa&eurs font infinis, eft d’'un ordre
d'infini marqué par le nombre de fes fateurs,

Ainfi lorfgue x eft infini , x* eft infini du quatriéme
ordre, ceft-a-dire, infiniment plus grand que &%, qui eft
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infiniment plus grand que x*, qui lni-méme eft infiniment

Ins grand que x. En effer x* : x3 :: &3 ¢ x2 S St e
o

% 11 x ! 1. Ce feroit le contraire fi x éioit infiniment
petit; alors x* feroit infiniment petit du quatriéme ordre ,
ceft-a-dire, infiniment plus petit que x3; celui-ci infini-
ment plus petit que x*; & ce dernier , infiniment plus petit
que x,

Mais fi un produit n’a pas tous fes fa&eurs infinis 5
alors fon ordre d’infini ne doit fe déterminer que par le
nombre de fes fatteurs infinis.

Ainfi axy neft que du méme ordre que xy; en effet
4xy . xy (a1, & ce dernier rapport peut étre éva-
lue, fi a eft une quantité firie.

Remarquons bien cette différence dans la compa-
raifon des infinis ou infiniment petits , entre eux ou
a I'égard des quantités relativement auxquelles ils font
infinis ou infiniment petits. Si x eft infini & Pégard
de a, rien ne peut mefurer leur rapport; mais dans
la méme fuppofition, le rapport de x A x multiplié
ou divifé¢ par tel nombre fini que T'on voudra, eft un
rapport fini; ainfi, x infini ou infiniment petit eft
incomparable & Pégard de « , fuppofé un nombre fini;
mais 1l ne l'eft point A I’égard de ax, puiflque x eft

Atk sy e i)

5. Pour exprimer par le caleul quune quantité »
eft infinie A 'égard d’une autre quantité, ou, ce qui
eft laméme chofe, pour exprimer que « eft infiniment

A3
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petit & 'égard de x, il faut, dans Pexpreflion algé-
brique oli ces quantités fe trouveroient enfemble,

rejetter toutes les puiffances de x inférieures a la plus
élevée, & par conféquent aufli tous les termes fans x.

Par exemple, fi dans ;:i—;, on {uppofe x infini & I'¢-

gard de a & de b, on fupprimera a & b, & l'on aura

3% s gt 158 4a e

3% ou % pour la valeur de 2=—"—, lorfque x eft infini. En

5 A PRk
a

Sl : 3+ 2
effet ‘:i’ 75 eft la méme chofe que = (en divifant,
} 5 -+

haut & bas, par x); or dés qulon fuppofe que x eft
infini & Pégard de a & de &, les fradtions ; & ; qui repré-
fentent les rapports de @ & de & & x, doivent néceflaire~
ment étre fupprimées , puifque, par cette fuppofition méme,
ces rapports font au- deffous de toute quantité, fi petite
gu'on veuille la fuppofer; donc dans ce cas la quantité pre-

pofée doit fe réduire a 1.

Pareillement , fi U'on avoit x> + ax + b, on le rédui-
roit 4 x*, fi l'on a deffein de favoir ce que vaut cette
guantité , lorfque x eft infini. En effet, on vient de voir
que dans cette fuppofition on devoit fupprimer b vis-a vis
de ax; or x* eft lni-méme infini & Pégard de ax, puifque
x* { ax 2% x . a; donc par la méme raifon on doit re-

jetter ax vis-2-vis de x*; donc la quantité doit, alors,

étre reduite a x*,
Au contraire , fi x étoit infiniment petit , il ne

faudroit conferver que les termes ol Yexpofant de x

eft le plus petit.
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Ainfi x* 4 ax fe réduit 2 ax, lorfque x eft infiniment

S g + b e il e . b 3
PRt s 5 e fe réduit & -, lorfque x eft infiniment petit.

On ne doit pas craindre que ces omiffions alterent
les conféquences que P'on tirera des calculs auxquels
on les appliquera. Au contraire, ce n'eft que par ces
omiffions que 'on exprime ce que I'on a deflein d’ex-
primer, ceft-a-dire, que x eft infin1 ou infiniment
petit : ce n'eft que par elles quon peut arriver
une conclufion conforme 3 la fuppofition quon a
faite. Or fi lorfquon fuppofe x infini, on ne rejet-
toit point les termes que nous venons de prefcrire, fi,

a
3x+a 3 s

o g on ne rejettoit pas

%

a b s (8 . a b
— & - ,lecalcul n’exprimant point alorsque —& —

par exemple , dans

font des rapports au-deffous de toute quantité affi-
gnable,, ne répondroit point & ce que 'on demande,
favoir quelle eft la valeur de cette quantité lorfque x

G : g b
eft infini : en un mot en attribuant encore a i &az

quelque influence fur la valeur cherchée, on contre-
diroit la fuppofition que I'on a faite.
PP 9

Nous ne manquerons pas d'occafions de vérifier Pexa&ti-
tude de ce principe fur omiffion des quantités infinies des
ordres inférieurs ; mais en artendant, voici un exemple qui
peut venir a appui du raifonnement que nous venons de
faire. Concevons la fuite £, 2, 3, %, %, §, &c.: les
termes de cette fuite, comme on le voir, approchent de

A4
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plus en plus de P'unité, & on congoit que jamais ils ne
peuvent paffer cette limite. Chaque terme peut étre repré-

fenté par -, en mettant pour x le numéro de ce

x
x -
terme. Puis donc que les termes approchent fans cefle de
Tunité, & d'aurant plus qu'ils s'¢loignent plus de lorigine,
ils n’atteindront donc cette limite qu'a une diftance infinie

de l'origine; donc pour avoir le dernier terme de cette fé-

rie, il faut fuppofer dans :—;—1, que x eft infini; or con-

formément au principe, cette quantité fe réduit alors 2 'f,
x

c'eft-a-dire 4 1; donc 'omiffion du terme 4- 1 dans —;—,
x 1 §
loin d'altérer la conclufion, eft au contraire ce qui la donne
telle quelle doit érre. En un mot, en faifant cette omiffion,
on agit conféquemment a la (uppofition qu'on a faite.

Telle eft la fubordination qu'on doit mettre dans
le calcul, entre les quantités infinies ou infiniment
petites de différens ordres, ‘
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ELEMENS
DU CALCUL DIFFERENTIEL.

6. LORSQUE I'on confidére une quantité variable
comme croiffant par degrés infiniment petits, fi 'on
veut connoitre la valeur de ces accroiflemens , ce
qui fe préfente de plus naturel, eft de déterminer la
valeur de cette quantité pour un inftant quelconque,
& la valeur de cette méme quantité pour linftant
immeédiatement fuivant : alors la différence de ces
deux valeurs eft 1’accroiffement ou la diminution
que cette quantité recoit : ceft aufli ce qu'on ap-
pelle la différence ou la différentielle de cette quantité,

7. Pour marquer la différentielle d’une quantité
variable fimple, comme x ou y, on écrit dx, ou
dy ; Ceft-d-dire, qu'on fait précéder cette variable,
de la lettre 4 initiale du mot différence. Mais lorf{-
quon veut indiquer la différentielle d’une quantité
compofée comme x* ou §x° + 3 x* ouy/(x* —aa),
&c. on renferme cette quantité entre deux parenthéfes
que Pon fait précéder de la lettre 4 ; ainfi lon écrit
d(x*),d (52 +327),d[ v (*—a*)], &ec.

Dorénavant nous repréfenterons les quantités va-
riables par les dernicres lettres z, u, x, y, ¢ de
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TAlphabet; & les conftantes, ou celles qui confervent
toujours la méme valeur, nous les repréfenterons
par les premicres lettres a, 4, ¢, 8c. & lorfque nous
en uferons autrement , nous en avertirons. Quant a
la lettre 4, elle ne fera employce a dautre ufage
qud défigner la différentielle de la quantit¢ quelle
précedera.

8. Suivant Pidée que nous venons de donner de
la différentielle d'une quantité , on voit que pour
avoir la différentielle lorfque la quantité ne renferme
que des variables au premier degré & non multi-
pliées ni divifées les unes par les autres, il n'y a
autre chofe 4 faire qu'a affefter chaque variable de
la caralériftique 4, en confervant diailleurs le figne
de chacune.

Par exemple, 1a différenticlle de x 4 y — g, fera dx +-
dy — dg. En effet, pour avoir cette différentielle, il fau-
droit confidérer x comme devenant x - dx; y comme
devenant y +- dy; & g comme devenant g 4 dg; alors
la quantit¢ propofée, qui eft a&uellement x 4 y — g,
deviendroit x 4+ dx 4 y =+ dy — g — d; prenant donc
la différence de ces deux états, on aura x + dx -+ y -+
dy — {—dg—x—y—+ ;s ceft-adire, dx + dy — dg
pour la diffrentielle.

Il en feroit de méme, fi les variables qui entrent
dans la quantité propofée avoient des coéfficiens ou
muliiplicateurs conftans.
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Ainfi la différentielle de 5x + 3y, eft 5dx 4 3dy;
celle de ax —+ by, eft adx 4 bdy; en effer, lorfque
x & y deviennent x + dx & y + dy, la quantité ax
-+ by devient a(x 4 dx) 4+ b(y + dy), ceft adire,
ax + adx -+ by + bdy; donc la différence des deux
états, ou la différenticlle, eft 2dx — bdy; ceft-i-dire,
qu'en général, il faut affe@ter chaque variable de la carac-
tériftique 4.

Si dans la quantité propofée il y avoit un terme
tout conftant, la différentielle feroit la méme que
sil o'y étoit point, Ceft-a-dire, que la différentielle
de ce terme feroit zéro; cela eft ¢vident, puifque
la différentielle n’étant autre chofe que l'accroiffe-
ment, une quantité conftante ne peut avoir de diffé-
rentielle fans cefler d’étre conftante.

Ainfi la différentielle de ax - b eft fimplement adx.

9. Lorfque les quantités variables font fimples,
mais multipliées entre elles, alors 1l faut fuivre cette
regle.... Différencier fucce(fivement par rapport a chaque

variable , comme [i tout le refle éroit un multiplicateur

conflane (*).

Par exemple, pour différencier xy, je différencie-d’abord
comme fi x étoit conftant, & ai xdy ; puis je différencie
la méme quantité xy comme fi y étoit conftant, & j'ai ydx;
enforte que la différentielle totale de xy eft xdy 4 ydx.

(*) Pour éviter I'équivoque dans | qui devra étreaffeftée dela carac-
la maniere d’écrire, il conviendra | tériftique d,
d’écrire la dernicre, la variable
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La raifon de cette régle e trouvera en remontant au
principe. Pour avoir la différenticlle de xy, il faut confi-
dérer x comme devenant x + dx, c'eft-a-dire,, augmen-
tant de la quantité infiniment petite dx; & y comme
devenant y - dy, Ceft-a-dire, augmentant de la quantité
infiniment petite dy ; alors xy devient (x 4- dx) X (y + d¥),
cet-a-dire, xy + xdy 4 ydx + dydzx ; doncla différence
des deux érats, ou la différentielle, eft xy ~+xdy +ydx
=+ dydx — xy, ou xdy 4 ydx + dydx ; mais pour
que le calcul exprime que dy & dx font des quantités in-
finiment petites comme on le fuppofe, il faut (5) omettre
dydx qui (4) eft infiniment petit du fecond ordre, & par
conféquent infiniment petit a I'égard de xdy & ydx qui font
infiniment petits du premier ; donc enfin la différentielle de
xyoud(xy)elt xdy + ydx, comme le donne la régle.

On trouvera de méme, en fuivant la regle, que la dif-
férenticlle de xyz eft xydy + x7dy 4 yidx, en difié-
renciant d’abord comme fi xy ¢toit conflant, puis comme
fi x7 étoir conflant, & enfin comme fi y7 éroit conflant,
Et on le démontrera comme ci-deffus en regardant x, y
& 1 comme devenus x 4 dx, y 4 dy, &  + dg;
auquel cas xyg devient (x 4 dx) (y + dy) (7 4+ 4z)
ouxyz + xydy+4x7dy L yidx +ydxdy4 zdydx 4
xdidy + dxdydy; donc la différence des deunx états fera,
apres avoir réduit & rejetié les infiniment petits du fecond

& du troifiéme ordre, xydy + x7dy 4 y;dx, ainfi que
le donne la régle.

10. Si la quantité propofée eft une puiffance quel-
conque d'une quantité variable , alors fuivez cette
regle : Multipliey par Pexpofant, diminuey cet expofant

7.

liez par la differenciclle de la yariable.

d’une unité, & m
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Ainfi , pour appliquer la régle a x* jaurai 2xdx, en
multipliant par l'expofant 2, diminuant 'expofant 2 de 1,
& multipliant enfin par la différenticlle dx de la variable x.
On trouvera de méme que la différentielle de &3 eft 3 x'dxs
celle de x*, 4x%dx; celle de x—1, — x—2dx; celle de

1 T
x—3}, — 3x—4dx; cclle de x7 eft Lx™ =dx; celle de

4 X G

x5 eft $x3dx ; &, en général, celle de 2™, eft mx™— Fda
.

quel que foit dlilleurs Pexpofant m, pofitif ou négatif, en-

tier ou fra&ionnaire.

) .

Pour trouver la raifon de cette régle , remontons encore
au principe. Regardons x comme devenant x - dx (dx
étant infiniment petit) 3 alors x™ devient (x 4 dx)=;
c'elt-a-dire, en appliquant les régles données (4l 149),

am—2dx® L &,
- 1

7 - .
ou ( parce que le terme m . —— . x™~2dx* eft infinimeng

I

. m =
devient x™ 4~ mam—1dx 4+ m .

petit du fecond ordre, & que les fuivans feroient encore
d'ordres inférieurs ), devient x™ 4 mxm— 'dx ; donc la dif-
férence des deux érars, ou la différentielle de &P el
4+ mxm—'dx — xm, ceft-a-dire, mxm—1dx

Sil y avoit un coéfficient on multiplicateur conftant, cela
n’'apporteroit aucun changement ; il refteroit dans la diffs—
rentielle tel qu'il eft dans Ia quantité ; ainfi d(ax™) eft
Max™—dx,

11. Voila tout ce quil eft néceflaire de favoir
pour étre en état de différencier toutes fortes de
quantités algébriques ; ainfi tout ce qui va fuivre ne
fera plus qu’une application de ces régles.

. . X . . ¢ . .
12. Si l'on avoit 3 ceft-a-dire une fraltion, on écriroit
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ainfi cette quantité,,. xy—', fclon ce qui a éte enfeigné
( Alg. 141); & alors appliquant la régle donnée (g), on
auroit d(xy~') = xd (y~') + y~'dx, & par con-

i fequent (10) d(xy=') = — xy~*dy + y~'dx.

i

1 e e T xd dx

-] Si l'on réduit cette quantite , on aura — —= —- 5 ou
! ydx — xdy

; o lon voit que la différentielle d'une frac=

2
- x ' % . . : I
tion 3 eft égale a la différenticlle dx du numerateur mu!-

tipliée par le dénominateur y , moins la différentielle dy
du dénomirareur, multiplice par le numérateur x, le tout

divifé par le quarré du dénominateur ; & ceft la régle
P q E

que I'on donne ordinairement pour différencier les fraltions;
mais on peut fe di(penfer, comme on le voit, de charger

encore fa mémoire de cette nouvelle régle: il fuffir de faire

paffer le dénominateur au numérateur , felon la régle don-

née (Alg. 141), & de différencier enfuite.

13. Si Pon veut différencier ax?y*, on regardera d"abord 3 &

y* comme deux variables fimples, & (9) onaurad (ax’y*) |
—ax?d(y*) +ay*d(x?) ; puis (10) on aura d (ax’y*) =
saxdydy 4 jay’x’dx. En généraid(ax"y" ) = ax" d(y")
1 + ay'd (x") = nax"y'='dy -+ may"xm—‘dx.

14. Si la quantité quion veut différencier, eft complexe,
mais fans renfermer de puiffances de quantités complexes,
on différenciera féparément chacun des termes qui la com-
pofent: ainfi d (ax® 4 b2 +cxy) = 3ax’dx 4 2bxdx
Fcxdy—+cydx. Demémed (ax’-‘—bx - %1 =d(a x4
bx 4 cx—2y) = 2axdx 4 bdx — 2cx"%ydx 4
cx—*dy. De méme d(#’y 4+ ay* 4 B ) = 3x’ydx +
x3dy -+ 2aydy, en fe rappelant que la conftante #* na

2 A / o . I
point de différendielle, ou que fa différenticlle cft zero,
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15. S71 v a un expofant total, comme dans (a2 4 bx
-+ cx*)7, on regardera toute la quantité affe®ée de cet
éxpofant, comme une feule variable que l'on différenciera
felon la régle donnée (10) pour les puiffances : ainfi
d(a + bx 4 cx*) =g5(a4 bx 4 cex* ¥ X d(a 4
bx + cx*)=5(atbx -+ cx®)* X (bdx + 2cxdx).
De méme d (a -} bx’)% = ;—((z—i-bx’)% d(a + bx?)
= 3(a —l—b:cz)% X 2bxdx = Lbxdx (a2} !:x:)’?,

16. Si la quantité étant toujours complexe, étoit dailleurs
compofée de différens fadteurs, on regarderoit chaque fac-
teur comme une variable fimple, & l'on fuivroit la régle
qui a été donnée (g ) pour un produit de plufieurs va-

riables fimples: ainfi x° (& + bx* )':’ qu'on peut regarder
comme compofé des deux fa@eurs x* & (a -+ bx*)%, don-
nera d (% (a + 62*)5) = (& + b2*)3d(#) +
x'd(a [;x:)% qui, par les régles précédentes, devient
3x°dx (a + bx*)T 4 2bx'dx (a 4 bx*)5. Parcille-
ment d((z+“ ) =d[(x+a)P X (x4 8)"2] =

+ b))
(x4 @V d(z 4 b)2 4 (x + 8)-2d (x + o)}
ceft-a-dire = —2 (x + 2) (x 4 6)"3dx 4 3(x +

b)=*(x 4 a)*dx, qui fe change en — 2—((";—: ab)):d”

x 2dx P b= x a¥d
——————--g((x-‘;a;)a s & fe réduit 2 (——'—+ 3_'(}2_:)5()3 | ”.

17. Si la quantité propofée eft radicale, on fubflituera
aux radicaux, des expofans fraltionnaires, comme il a éré
enfeigné ( Alg. 128), & l'on différenciera enfuite felon les

Amfid(vx) = a,’(x%) = %x—'%d.x;

reglcs. <l dell
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3 2
d( ;/x’):d(rT) Tedazid [k-’(zza—-xx)]z
d(.z;z——xx)-‘ E(aa—-x:\:) =d(aa-—1x =

— xdx

—xdx (aa—xx) *= el ey d(x”‘;q/[(.z_}..
£ /4
bxr)r]) = d(x’" (a4 bxm)? ):xmd(a_i_;,xn)«z
P
(otbx)7 d(en) =2 antnmrds (agbwr)?
14
+mx’”'“dx(d—[—-bx“)?.

Des Differences fecondes , troifiémes , Ge.

18. Indépendamment des différenticlles que nous
venons de confidérer , & qu'on appelle Differences
premidres , on confidére aufli les diftérences fecondes ,
troifiemes , &c. Pour marquer celles-ci, on fait pré-
céder la variable , de deux lettres 4, §'1l s’agit d’'une
différence feconde ; de trois lettres &, s'il s’agit d'une
différence troifieme , & ainfi de fuite ; par exemple,
ddx marque la différence feconde de x.

Lorfquiil s'agit des différences fecondes , on regarde
la variable comme augmentant par degrés inégaux ,
mais dont la différence eft infiniment petite & 'égard
de ces accroiffemens mémes. Ainfi ddx eft infini-
ment petit & Pégard de dx. De méme dans les dif-
férences troifiemes , dddx ou &*x ( car on les

marque
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marque €galement de ces deux maniéres ) eft infi-
niment petit & Pégard de ddx ; & ainfi de fuite,

Pour marquer le quarré de dx, on devroit natu-
rellement écrire (dx)*; mais pour fimplifier on
écrit dx*, ce qui ne peut caufer de méprife, & étre
pris pour la différentielle de x*, que nous fommes
convenus de marquer ainfi 4 (x*).

Obfervons bien que quoique ddx & dx* foient
tous deux infiniment petits du fecond ordre , ces
deux quantités ne font pas égales entre elles; ddx
eft la différence feconde de x, ou la différence de
deux différences confécutives de x; & dx* eft le
quarré de dx,

Pour déterminer les différences fecondes, ce qui
fe préfente natureliement eft de confidérer la quan-
tité variable , dans trois états confécutifs, infiniment
voifins ; prendre la différence du fecond état au pre-
mier , celle du troifieme au fecond ; & enfin prendre
la différence de ces deux différences. Par exemple , le
premier état de x eft x ; au fecond inftant, x augmente
de la quantité dx , & devient x 4 dx ; dans l'inftant
fuivant x +-dx augmente de la quantité dx 4 4 (dx),
d (dx) marquant ce dont 'accroiffement du fecond
inftant furpafle celui du premier, ou la différence
de dx. Ainfi les trois états confécutifs de la quan-
fité x font x, x +dx, x 4+ 2dx + d(dx). La

Marine, Mecan. I¢, Partie, B
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différence du fecond & du premier eft 4x; celle du
troifieme & du fecond eft dx 44 (dx) ; enfin la
différence de ces deux différences ou la difféerence
feconde de x, eft d (dx); onadonc ddx—=d(dx).
Donc pour avoir les différences fecondes il faut diffe-
rencier les différences premibres felon les rigles qui ont été

données pour avoir celles-ci.

Par exemple, pour avoir la différence feconde de xy,
je prends fa différence premiére qui eft xdy 4 ydx; je

différencie maintenant celle-ci, comme i x & dx, y &
dy éroient autant de variables différentes, & jai xddy +-
dydx 4 dydx + yddx , ou xddy + 2dydx + yddax.
Pareillement, la différence feconde de x* fe trouvera en
différenciant d'abord 22, ce qui donne 2 xd x ; puis dufféren-
ciant 2xdx comme fi x & dx étoient deux variables finies,
ce qui donnera 2xddx - 2.dx* On trouvera de méme que |
dd (ax™) ='d(mas™= dx) =m.(m— 1) ax™—*dx?

+ maxm—'ddx (¥ e
Si i'on avoit & différencier nne quantité dans laguelle il
entre déja des différences premilres, foit quelle vint on

;

(*) 11 peut fe préfenter, fur | dans I'évaluation des premiéres,
cette maniere de prendre les dif- | ne rende les fecondes défec-
férences fecondes, une difficulté | tneufes 2 Non , parce que cet in-
qu'il eft bon de prévenir. Quand | finiment petit da fecond ordre,

on détermine les différences pre- | qu'on a rejetté, ne peut donner

miéres , on rejette les quantités | pour fa différentielle qu'un infi-
infiniment petites du fecond or- | niment petit du troifieme ordre ,

dre; or les différences fecondes | qui doit étre rejetté vis-a-vis de |

étant aufli infiniment petites du | la différence feconde , puifque

fecond ordre, ne doit-on pas [ celle-ci eft infiniment petite du

craindre que ce qu'on a rejetté | fecond,
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ne vint pas d’une différenciation exalte, on fuivroit la méme
méthode, Ainfi,d(xdy) = xddy + dxdy. Pareillement

d(%’) = d(x7'dy)= x=*dxdy - x~'ddy. De

méme d (%—‘) =d(dxdy-")=ddxdy-: —dxdy—2ddy
oL % (i.td_{i;y

dy dy.T

19. Il arrive fouvent que dans les calculs o |l
entre plufieurs variables , on fuppofe conflante la
différence premiére de 'une de ces variables, Cette
fuppofition qui eft permife , parce quwon peut tou-
jours prendre une des différences premicres pour
terme fixe de comparaifon des autres différences pre-
micres , cette {uppofition , dis-je , fimplifie les calculs,
en ce que les termes affe@és de la différence feconde
de cette variable , ne fe trouvent plus dans le calcul,
puifque fi Jx eft conftant, on a ddx — 0, ce qui
fait difparoitre tous les termes affe@és de ddx. Il n'y
a d’autre attention a avoir dans ce cas que de ne
point différencier 4x (ou la différentielle conflante ),
dans les termes ol elle fe rencontre,

Ainfi, la différenticlle de :f—;, prife en fuppofant 4x conf-

tant, ou d(dxdy—'), dans cette méme fuppofition, eft

dxddy . ‘
7=, Si, au contraire, on {up-
u‘}"

ddx

pofe dy conflant, elle eft oy

— a’xdy"ﬁddy ou —

20. A I'égard des différences troifiemes , on voit,
B 2
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en raifonnant comme ci-deflus , que pour les avoir
il faut de méme différencier , comme 2 Pordinaire ,
les différences fecondes, en regardant ks variables,
leurs différences premitres , & leurs dfférences fe-
condes , comme autant de variables dff¢rentes ; &
ainfi des autres différences plus élevées. Il faut feu-
lement obferver que fi dans le paffage des premieres
différences aux fecondes , V'une des diférences pre-
miéres a été fuppofée conftante , on doit la regar-
der comme conftante dans toutes les autres différen-
ciations.

REMARQUE,

21. Nous avons fuppofé , dans tout ce qui pré-
céde, que les variables x, y, &c. augmentolent
toutes en méme temps ; Ceft-a-dire. que x deve-
nant x 4 dx , y devenoit y + dy, & ainfi des autres,
Mais il peut arriver que les unes diminuent pendant
que les autres augmentent. Dans ce cas il faut, apres
la différenciation , donner dans le réfuliat, le figne —,
3 la différentielle de la variable qui va en diminuant,
Ou bien, on peut laifler la différentielle telle que la
donnent les régles précédentes ; mais dans I'applica-
tion quwon en fera & une queftion, il faudra avoir
foin de prendre négativement la quantité que repré-
{ente la différenticlle de la variable qui va en dimi-

nuants
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En effet fi y vient a diminuer d'une guantité ¢, & que
par la différenciation vous ayiez fuppofé tacitement quey
devenoit y 4 dy, il faut donc que y — ¢ = y + dy,
ou que — g = dy, ou que ¢ = — dy; ainfi dans ces
cas, ce que vous auriez appelé dy, vous 'appellerez — dy,
par-tout ailleurs que dans la différenciation : nous verrons
des exemples de cela, par la fuite.

Il en fera de méme des différences fecondes a I'égard
des différences premieres. Si la différence premiére va en
diminuant , vous n’en différencierez pas moins comme 2
Pordinaire, mais dans l'application a quelque queftion , vous
appellerez — ddy, ce que vous auricz appele ddy , fidy
eft la différence dont il sagit.

Telles font les regles pour différencier les quan-
tités , lorfquelles font préfentées immédiatement,
Mais il arrive fouvent que ce n’eft pas tant fur les
quantités mémes , que fur certaines expreflions de
ces quantités , que I'on a a opérer. Par exemple,
au lieu des angles on emploie fouvent leurs finus,
tangentes, &c. de méme, on eft fouvent forcé d’em-
ployer les logarithmes des quantitésau lieu des quan-
tités mémes. Voyons donc comment on doit diffé-
rencier ces fortes d’expreffions.

Des differentielles de Sinus , Cofinus , &c.

22. Lorfqu'on a a différencier une quantité telle
que fin. 7 ( ou finus de Pangle ou de l'arc 7 ), il
faut concevoir que langle z devient 7 4 d¢, &

B3
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alors fin. (74 dy) — fin. 7 eft la différentielle de
Sn. 7. Or felon ce qui a été dit ( Géom. 284 ),
Sin. (74 dg) = fin. g cof. d7 + fin. dg cof: 7,

en fuppofant le rayon = 1. Mais le finus d’un arc

infiniment petit dz eft cet arc lui-méme, & fon
cofinus ne differe point du rayon ; on a donc fin. dz
g= dr 8¢ cof: dr = 1,; donc Sin. (14 dz) =
Sin. 3 +dg cof. 75 donc fin. (7 + d7) — fin. 7,
ou d (fin. 1) == dz cof. 7; Ceft-d-dire, quon a
la différentielle du finus d’un angle ou d’un arc dont le
rayon eft Lunité , en multipliant la différentielle de langle

par le crﬁrms de ce méme angle,

23. Pareillement la différenticlle de cofl 7 ou
of ( 1+ ) — aoft ¢ = coft ¢ coft dy — fin. ¢
Sin. d7 — cof. 7, puifque ( Géom. 285 ) cof. (7 4+ d3)

== cof. { cof. d7 — fin. 7 fin. d7; donc, eu égard

ace gue Je. gy =="dy & cf. 8r = 1, ona
d (cofs 3 ) =cofs g — dy fin. 1 — cof. 1 = — dg

S 35 Ceft-a-dire,, qu'on a la différentielle du cofinus
d'un angle dont le rayon ¢ff 1, en multipliant la diffé-
rentielle de Uangle ( prife avec un figne contraire ) , par

le finus de ce méme angle.

Ainfi, pour récapituler, onad (fin. ) = dz cof. 7,
& d(cof 1) = — dz fin. 1.

A Taide de ces deux principes , on peut diffé-
rencier toute quantité compofée de finus & de
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cofinus,, & cela en .appliquant les régles donnces
précédemment,

Ainfi, pour différencier cof. 37 on aura d (cof. 37) =
— 3dg fin.3z. De méme d (cof. mg) (m étant un nombre
conftant) = — mdz fin. my; & d( fin. mz) = mdzcof.mz.
Pareillement d (fin. 7 cof.t) = cof.t d(fin.7) + fing
d (_C(’_ﬂf) = dzcof. tcof. y — dt fin. 7 fin.2. De méme
d ( fin. 2 =i (in \’” e e ) = mdgy cofinus
£ (fin g )n -,

24. Si l'on avoit %—L{ qui eft expreflion de la tangente
de l'angle 7 lorfque le rayon eft 1 ( puifque ( Géom. 278)

on a 1 : cof. zao i a8 g z), on auroit d (f_;l;{{
=2od [ fin ) Leofinyr )= doofigCoof ¢ Fridk
% - el vd ookl d1.(hn. )3 Bag
di(fin. ) (eof 1) Pyt e i s 0 o
‘iiﬁlc“(-'{)c::{j} {finir s o '{( _, parce que (G:’OH‘Z "81)

(cof 1) + (fing) = 1.

Donc la différentielle de la tangente d’un angle dont le rayon
ol 1, ¢ égale a la différenticlle de Pangle , divifée par le

quarré du cofinus de ce méme angle.

D’ou l'on pent conclure aufli que la différenticlle d’un
angle , eft égale i la différenticlle de la tangente de cet
angle,, multipliée par le quarré de fon cofinus; en effet,
fin, 7 e

T L —
— 1) ou d(tang. 1) = T ag =

co
(cof. 7 )* d (eang. g).

cof. ¢
25. Si l'on avoit au contraire :1** qui eft la cotangente

B 4
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de I'angle 7, on auroit d (h;—t“) =d [(ecof-3) { fin.2)~ "]

= —dgfin. g (fin.g)"" — dy(eof g)* (finz)~2 =
A a’_-\ﬁn,{ ey (f_rl(_cc\r.{)" — = dg (fin.q)? —‘difcof 3

fin. ¢ Eir e (fin. 7)? T

m: donc la différenticlle de la cotangente d’un angle, eft
4

€xale a la différenticlle de Pangle (prife negativement) divifée
par le quarré du finus de ce méme angle. Nous verrons , par
la fuite , ufage de ces différenciations.

’ b

Des Differentielles Zagarit/mzigues.

26. Rappelons-nous ( Arich. 216 ) que les loga~
rithmes font une fuite de nombres en progreflion
arithmétique quelconque , qui répondent , terme A
terme, & une fuite de nombres en progreflion géo-
métrique quelconque.

Cela pofé, foient y & y’ deux termes confé-
cutifs d'une progreflion géométrique , dont r foit la
raifon, & a, ', les deux premiers termes. Soient
pareillement x & ' deux termes confécutifs d'une
progreflion arithmétique , dont 4 & &' foient les
deux premiers termes. Suppofons de plus que x &
x’ font & méme place dans la progreflion arithmé-
tique , que y & ' dans la progreflion géométrique,
auquel cas x & x' font les logarithmes de y & .

Par la nature de la progreflion geométrique ,
( drith. 211 ) onay =ry, & &' = ra; fubfti-
tuant dans la premi¢re équation , la valeur de 7
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tirée de la feconde, on a y' = %2, ou Tk At
3 s Al st ST

Suppofons Paimenant que la différence de y' a y

1 +
et 7, ou que 3 ==y 4 g, nous aurons J‘J i on

! r
1 + -;- = =, & par conféquent % = — 1

al — a a
5 Ou = d — a
i

a

D’un autre cdté , la nature de la progreflion arith-
métique ( Arith, 204 ), donne &' —x=4# — &,

Pour avoir maintenant la relation de ces deux pro-
greffions , fuppofons que la différence &/ — a des
deux premiers termes de la premicre , foir A la dif-
férence #' — b des deux premiers termes de la fe-
conde , comme l'unité eft & un nombre quelconque
m, Ceft-2-dire, que  —a:b—bil1im;
nous aurons m (& — a ) =¥ — b; mettant donc

dans cette derniére équation, pour @ —a & ¥ — &,

les valeurs qu'on vient de trouver, on aura m;{

= %/ — x, qui exprime généralement la relation
d’une progreflion géométrique quelconque, a la pro-
greflion arithmétique quelconque correfpondante.

Imaginons maintenant , que dans 'une & dans
lautre progreffion , les termes confécutifs {olent
infiniment voifins ; alors 7 qui marque la différence
de 4 y, fera dy , & x' — x qui marque la
différence de x/ 2 x, fera dx; d’ol I'équation fe
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mady

changera en - = L = dx. A l'égard de m qui marque

le rapport de la différence des deux premiers termes
de la progreflion arithmétique, a la diffcrence des |
deux premiers termes de la progreflion géométrique,
il n’en fera pas moins un nombre fini, quoique ces
deux différences foient alors infiniment petites, parce
que Pon congoit aifément , que deux quantités infi-
niment petites peuvent fe contenir I'une I'autre, autant
de fois que deux quantités finies.

mady

L’¢équation = dx nous apprend donc que

la différentielle dx du Ioéarirhme d’un nombre mar-
qué par y, eft égale & la difiérentielle dy de ce
nombre , divifée par ce méme nombre y , & mul-
tipliée par le premier terme a de la progreflion géo-
métrique fondamentale , & par le nombre m qui
marque le rapport de la différence des deux pre-
miers termes de la progreflion arithmétique, a la

\
|
|
|
|
T : |
différence des deux premiers termes de la progreffion |
géométrique. Comme ce nombre m fixe , en quel- |
que forte, le rapport des deux progreflions , on I'ap- |

:

i

pelle le module.

On voit donc que felon la valeur que I'on fup-
pofera @ m & au premier terme « de la progreflion
géomdétrique , un méme nombre y peut avorr dif- |
férens logarithmes. Mais entre tous ces différens
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fyfiémes de logarithmes , celui qui eft le plus com-
mode dans les calculs algébriques, eft celui ol le
premier terme de la progreflion géométrique eft 1,

ad
ma y::dx

& ol le module eft 1. Alors I'équation
qui renferme tous les différens {yftémes de loga-

. 2 dy
rithmes , devient 7‘ = dx.

27. Donc, dans le fyftéme de logarithmes, en
ufage dans le calcul algébrique, e différencielle dx
du logarithme x dun nombre quelconque y , eft doale a
la différentielle dy de ce nombre , divifée par ce méme
nombre y. Ceft 12 le principe d’apres lequel on peut
trouver facilement la différentielle du logarithme de
toute quantité algébrique; mais avant d’en faire ufage,
nous obferverons 1°. que les logarithmes dont il
s'agit ici ne font point ceux des Tables ; mais on
peut facilement pafler des uns aux autres, comme
nous le verrons par la fuite.

'2°. Que puifque le premier terme 4 de la progref-
fion arithmétique ne fe trouve point dans I’équation

T—‘-;f’-' = dx , cette équation , ainfi que I'équation
particuliere % =—dx, que nous venons d’en dé-
duire , ont toujours lieu quel que foit ce premier
terme 5, c’eft-d-dire, le logarithme du premier terme

a de la progreflion géométrique. Donc nous fommes
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les maitres de fuppofer , pour plus de fimplicité , que
le logarithme du premier terme de la progreffion arith-
meétique eft zéro : & comme nous avons fuppofé que
Ia progreffion géométrique 3 laquelle nous nous arré-
tons, a pour premier terme Punité , nous prendrons
donc zéro pour logarithme de Punité ; mais il faut

bien remarquer quon en eft abfolument maitre,

En prenant ainfi 'unité pour premier terme de
la progreflion géométrique , & zéro pour premier
terme de la progreflion arithmétique , ou pour le
logarithme de Punité, les régles que nous avons
données ( Arith. 227 & fuiv.) pour I'ufage des loga-
rithmes, s'appliqueront également ici; ainfi , en fe
les rappelant & les généralifant, on verra que au
lieu de / (ab) on peut prendre /a + lb, ! mar-

quant logarithme. De méme [ —‘;— = la — lb. Pareil-
et L. m
lement [a" — mla; enfin [V a" =la" = —la.

n

Cela pofé, appliquant le principe que nous venons d’é-
tablir concernant la différentielle du logarithme ’un nombre,

on tronvera que afi:c:i—t di(a+4x )__‘r“"' *) —
L =d[la — I(a + x)] =
d(ld: _f) = —- Tx_, en faifant attention que la diffé=

rentielle de la confiante la, eft zéro,

. dx a
Pareillement,, d1 > = d(Ix — Ix) = — 7; di(s*)
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2dx dx
..—_d(zlx):-—-——;Jl(xy):d(lx—f——ly)::?—}-
dy d x dy a 4= x
ey TENEL i L A
Z, d(l )=dUz=ly) =3 ;a1 (5E3)

X

-

dx dix v
= d[l(a + x) — i(a — x)] a+x.+u-—x’
d[1(aaxx)] =TI = 2T dly (aatx0)

JV{:a-+\\) P L eindoy

V(aa +xx) g/(lao-.‘t'\.) V(aa+zxx)" da+ xx’
ou plus commodément , d1 v/ (aa 4 xx) =d[ 1! (aa+=xx)]

xdx

= ———;dl[z" (atbx)*] = d[ lxm 4 I (a 4 bx)F]
dx npbx" " 'dx
=d[ml I(a4bxr)]= 2 4 22— Ces
[mix 4 pl(atbs)) Lhall
exemples fuffifent pour faire voir comment on doit diffé-
rencier toutes les autres quantités logarithmiques.

Des DifFrentielles des quantités exponenticlles.

»8. On rencontre encore quelquefois des quantités de cette
forme, c*, x¥; ceft-a-dire, des quantités dont 'expofant eft

variable, On les appelle des quantités Exponentielles.

Pour favoir comment on doit les différencier, pofons x7 = ¢

alors , en prenant les logarithmes de chaque membrc, nous

aurons Ix¥ = Iz, & par conféquent d/ (%) = —{; donc
dy = zdl(x7), ou (en mertant pour { & dz, leurs va-
leurs) d (x7) = 7 dl(x7); cefi-a-dire, que la différen-

tielle d’une quantité exponentielle, [¢ trouve en multipliant cette

quantité exponentielle, par la différenticlle de fon logarithme.

Ainfi d(w)=x d(l?) =52 d(ylx) = =7 (J;-zx
+2—'—f-'—r).Pareillemeutd{d”-ﬁ—yﬂ:‘d(a“)+d(y’()=
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acd(la*) +y1d(lyt) = axd (xla) + y1d(gly) =
a‘dxla—i—y?(d{ly - {d’) De méme d(aa + xx )~

= (aa+xx)dl(aa+xx)* = (aa+ xx)*d(xl(aa
dxx) =(satxx)* (d‘tl(da-—l—xx)_r- ilfj,iz);
& ainfi des autres. On fait affez fouvent ufage, dans le
calcul, de la quantité exponenticlle ¢*, ¢ étant le nombre
dont le logarithme = 1. La différentielle de cette quan-
tité eft, felon ce qui vient d’éwre enfeigné, c*d(lc*), ce
qui revient a ¢*d (x/c) = c¢*.dxlc; donc puifque lc eft
fuppefé = 1, on a fimplement d(c¥) = dxc*. Cefta-
dire, que cette exponenticlle particuliére, a pour différen-
tielle , cette exponentielle méme, muliiplice par la diffé-

renticlle de fon expofant. Nous la retrouverons par la fuite.
oo s 1 i
Applications des Régles précedentes.

29. Pour faire connoitre par quelques exemples,
Pufage des regles que nous venons de donner, &
leur avantage fur I'Algebre ordinaire, nous allons
les appliquer aux objets que nous connoiffons ; c’eft-
a-dire , a des queftions de Geométrie & de Calcul.

Applications aux Souzangentes, Tangentes

o 2 i
Sounormales , Cc. des Lignes courbes.

30. Pour mener une tangente d une ligne courbe
quelconque 4 M (fig. 1), on fe reprélente certe
ligne courbe, comme un poligone d’une infinité de
¢Otés infiniment petits : le prolongement M T de I'un
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Mm de ces cOtés, eft la tangente, que l'on déter-
mine pour chaque point M, en calculant la valeur
de la foutangente PT, ou de la partie de la ligne
fur laquelle fe comptent les abfciffes, comprife entre
Pordonnée P M & la rencontre T de cette tangente.
Voici comment on détermine cette foutangente.

Par les deux extrémités M & m du coOté infiniment
petit Mm, on imagine les deux ordonnées MP, mp
& par le point M, la ligne Mr parallcle & 4 P axe
des abfciffes. Le triangle infiniment petit Mrm eft
alors femblable au triangle fini TPM, & donne
cette proportion rm : rM i PM: PT. Or fi l'on
nomme AP, x; PM, y; il eft évident que Pp ou
fon ¢gal M feradx , & que rm fera dy; on aura
doncdy:dx ity PT:"‘-';;. Cleft-12 la formule

générale pour déterminer la {foutangente de quelque
courbe que ce foit , foit que les y & les x folent
perpendiculaires entre eux ; foit qulils ne le {oient
pas, pourvu que les y foient toujours paralléles
entre eux. Voyons maintenant comment on applique

cette formule a chaque courbe dont on a I'équation,

Suppofons que la nature de la courbe quelconque
AM, foit exprimée par une équation telle qu'on
budra , ol1 entrent x, y & des quantités conflantes.
Si l'on différencie cette équation, il n’y aura jamais

que deux fortes de termes, les uns multipliés par dx,
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les autres multipliés par dy. Il fera donc facile, par
les régles ordinaires de P'Algebre, de tirer de cette

" - . . d 2

équation différentielle, la valeur de 7=, laquelle ne

contiendra que des x, des y & des conftantes: fubfti-
' d 3 d s

tuant cette valeur dans la formule )Tyf ou y X R—;,

on aura la valeur de la foutangente, en x, y & en
conftantes ; enfin mettant pour y fa valeur exprimde
enx, que l'on tirera de Péquation de la courbe méme,
on aura la foutangente exprimee fimplement en x &
en conftantes ; ainfi pour déterminer la foutangente
pour quelque point M que ce foit, il ne s’agira plus
que de mettre dans ce dernier réfultat, au lieu de x,
la valeur de I'abfcifle 4P qui répond a ce point M.

Suppofons, par exemple, que la courbe dont il s'agit,

o AR : b
eft une ellipfe dont I'équation (Alg. 294) eft yy = —ﬁ

(ax — xx). Je différencie cette équation, ce qui me
bb :

ne 2 — — (adx—a2xdx)ouzaaydy =abbdx
donne 2ydy = — ( Jouzaaydy =«

dx

(en divifant d’a=

— 2bbxdx; jen tire la valeur de s

bord par dy, puis par le multplicateur de dx ), & jai

gy 2ol AR itus: = AER e, T ¢

& fubftituant dans e L T
2aay? v it bb

e g TP enfin mettant pour y*, fa valeur — (ax — xx)

f : 2 A . =« ¥dx
que donne l'équation de la courbe, & réduifant, jai )47
d
2(ax — xx ax — xx ¢ ;
o P e ( - ) — : -, valeur qui eft pré-
a—2x ta — x

cifément la méme que celle que nous avons trouvée (Al-
gebre 301 ), mais que I'on trouve ici, d’une mani¢re bien

plus
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plus expéditive. Remarquons en paflant , combien ce réful-
tat juflifie ce que nous avons dit (5 ) touchant les quantités
que l'on rejette dans le calcul; car en employant ici
le calcul différentiel, dont les régles, dans cer exemple ,
fuppofent l'omiffion des quantités infiniment petites du fe-
cond ordre, vis-a-vis de celles du premier, nous arrivons
au méme réfultat que dans l'application de I'Algébre 3 la
(u.O.ﬂ:_tm., olt nous avions déterming cette (oui.’mgcme de
Ia maniére la plus direGte & la plus rigeureufe. On voit
donc gu'en rejetiant ainfi les quantités que nous avons pref-
crit de rejetrer, on ne fait qulimprimer au calcul, le ca-

raftére qu'il doit avoir pour exprimer I'état de la queftion.

On s’ prendra d’une manicre {emblable pour
déterminer les tangentes , les founormales , les

normales, &c.

Suppofons , pour plus de fimplicité, que les x &
les y font perpendiculaires entre eux ; pour avoir
la tangente , on comparera de nouveau le triangle
Mmr, au triangle TPM , & Pon aura rm : Mm
12 PM: T M ;oracaufe du triangle re@tangle M m,
onaMm=y [(r M)* 4 (rm)* 1=y (_q'x: +dy*);
doncdy : v/ (dx*4dy*) ity : TM;donc TM=—
Tyl o B P
v d=+d) 3 ly(z;-‘ J_‘y‘/( dr‘{\)

—y\/(d)_

de la courbe , on en tirera la valeur de 2 ;) , dont on

); ainfi , dzﬁkrenmant équation

fubftituera le quarré dans cette expreflion de la tan-
gente , aprés quoi, mettant pour y fa valeur en x
Marine, Mécan, I, Partie, G
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& en conflantes, tirée de ’équation de la courbe,
on aura la tangente exprimée en x & en conftantes.
On peut en faire I’application a équation a lellipfe;
on retrouvera la méme valeur que nous avens don-

née ( Algebre 303 ).

Si Pon veut avoir la founormale , on imaginera
la ligne M Q perpendiculaire a la tangente TM, &
I'on remarquera que les triangles Mrm, MP Q, qui
ont les cotés perpendiculaires 'un a Tautre, font
{femblables ; on aura donc Mr : rm :: PM : PQ;

Ceft-a-dire, dx : dy 1ty : PQ = ’f‘i’ Donc,

s

aprés avoir différencié Péquation de la courbe , on

en tirera la valeur de ‘;: , que l'on fubftituera dans

rdy -
272, & achevant comme ci-deflus, on aura la valeur

de la founormale, en x & en conftantes.

Rt 52 . bb
Par exemple, pour ellipfe, Pequation yy = —— (ex —xx)

; S ALl bb
érant différenciée , nous donne 2 ydy = — (adx — 2 xdx) 3
b

i — (a2 —2x)
e S
donc Ty == 2y

; par conféquent la founormale

a — 22 bk A
22 =2 (fa—x), la méme chofe

d

rdy bb
% aa

3 S
que l'on a trouvée (Alg. 300).

Si I'on vouloit la normale M Q, on la trouveroit en com-
parant de nouveau le triangle Mrm, au triangle MP Q.
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Prenons pour fecond exemple de la formule des foutan-
gentes, & de celle des founormales , Iéquation 4 la para-
bele , qui ( Al 356) et yy = px. En différenciant, nous

dx 2y dy P
aur =P — = = T = i
urons 2ydy pdx ; donc Ty ok & s
dx 2y 2px
donc la foutangente 2.2% — 22" _ 2P % _ 2x; & la fou-
& ay P P

PY _p
Sy T

ce que nous avons trouvé (Alg. 363 & 364).

¥ .ij v oy .
normale —= = 5 ce qui s'accorde parfaitement avec
ax

Pour troifiéme exemple, nous prendrons I'équation y= +»
= a"x" qui exprime généralement les paraboles de tous
les genres.

On eft convenu dappeler parabole, toute courbe dont
Iéquation telle que ym+» = gmxn pa que deux termes,
mais ot les expofans de x & y dans différens membres,

font de méme figne.
En différenciant cette équation , nous aurons, . o i
1
(m + n) yntr=dy = pamxn—idy : donc {TI —
dy

m—~+n—1
' " rdx m +
{2 4 0] X donclalourangemc-’-d * fera "2 7)
Y

m _n =g

na x ) n‘z!!le:—| ,
ou ( en mettant pour y™+2 {3 yaleur gm yn s e

(;rr-a-r:)JT m -+ n

x ; d’oti Pon voit que la foutangente

dans ces courbes, eft égale 3 autant de fois Iabfcifle x > quiil
¥ a d'unites dans Iexpofant de ¥ divié par Pexpofant de s
ce qui a lieu, comme nous le favions déja, dans la para-
bole ordinaire,, ot la foutangente eft 2x, & ou I'expofant
de y divifé par expofant de x, eft en effer 2 = »,

Prenons maintenant, pour exemple, une courbe dont I3

Ciz




36 C O RE

nature foit exprimée par une équation entre les difféerens
ticlles des coordonnées. Suppofons, par exemple , que la
courbe B M ( fig. 4) foit telle, que les abfcifles A P, Ap, &ec.
étant prifes en progreflion arithmétique , les ordonnées cor-
refpondantes PM, pm, &ec. , foient en progreffion géome-
trique : cette courbe qu'on appelle logarithmique, parce que
les ordonnées repréfentant fucceffivement tous les nombres

imaginables , les abfciffes repréfentent leurs logarithmes ,

AR . 3 amdy
cette courbe , dis-je, aura pour cquation =Vl
o

puifque nous avons vu (26) que cette equation exprimoit

la relation des nombres a leurs logarithmes, On aura donc

dx am i rd x &

— 2% & par conféquent la foutangente 222 deviendra

dy ol dy

amy ) . . . )

amY on am; Ceft-a-dire, que pour chaque point d'une
y

méme logarithmique , la fontangente PT eft toujours la

méme , & égale 2 autant de fois la premiére ordonnée A B,

oua, quil y a dunités dans le module m.

31. Lorfque Péquation de la courbe eft telle,
que x croiffant , y diminue , comme dans la figure 2,
alors la ligne r M doit étre exprimee par — dy (21);
& la proportion rM : rm 1t PM: PT qui fert a
trouver la foutangente , devient — dy :dx Il y:

ydx

PT=—"1>; ainfi 1l n'y aura avcune différence

pour le calcul : le feul changement eft que la tan-
gente , au lien de tomber du coté de lorigineg
A des abfciffes, par rapport a Yordonnée PM,
tombera du coté oppofé ; Ceft pourquoi on peut
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toujours prendre "—'I-'if pour la formule des foutan-
gentes : fi les ordonnées vont en décroiffant , la
valeur de % fe préfentera fous une forme négative
qui indiquera qu’il faut porter cette valeur du cdté

oppofé a lorigine des x.

Par exemple, fi on prend I'équation au cercle, Vorigine
étant prife au centre, c’eft-a-dire ( 4lg. 285 ) I'équation yy
= ;aa — xx, il eft évident que CP ou x (fig. 3) croif-
fant, y ou PM diminue; auffi la foutangente PT tombe-
t-elle du c6té de PM oppofé i lorigine C des abfciffes;
& ceft ce que le calcul dit auffi; car fi Fon différencie,

we

: a =
ona 2ydy — = a2xdx; & par conféequent F} = —”"

vl SRR —(laa —xx

donc 5 = T X — i & Al el , valeur dont le
‘]'_y x x

figne — indique quelle doit étre portée du coré oppofé a

; . rdx
celui que Pon a fuppofé en prenant 2= pour formule de
1Y “{_)"
la fontangente,

Prenons encore pour exemple, I'équation xy — a2 qui
eft a Phyperbole entre fes afymptotes ( Als. 347) : nous

L dx -—
aurons xdy -+ ydx = o, & par conféquent {—: = yx,-
yds _ — : :
donc "d T = T2 — — «x; ce qui nous apprend que
2 g

pour mener une tangente a I'hyperbole confidérée entre fes
afymptotes, il faut prendre fur Iafymptote voifine du point
M en queftion (fig. 7) & du cOté de PM oppofé au point
A origine des x, la ligne PT — 4P = =x.

On voit avec quelle facilité toutes ces chofes fe déter~
minent par le calcul differentiel,

Cis
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A Timitation des paraboles de tous les genres, on ap-
pelle  Hyperboles , rapportées 4 leurs alymprotes, toutes
les courbes dont I'équation telle que y» = am+rx—n pa
que deux termes, mais ou les expofans de y & de x dans
différens membres, font de fignes contraires, On peut en-
core prendre ces courbes pour exemple; nous le laiffons

a faire an Le&eur. On trouvera la foutangente = — = x;
n
ceft-a-dire, qu'elle tombe du coeé oppofé a lorigine des
x, & quelle eft ¢gale A autant de fois Pabfcifle quil y a
d'unités dans I'expofant de y divifé par l'expofant de x.

En général, par ce caleul , on détermine 4 la fois
toutes les foutangentes , tangentes, &c. de toutes
les courbes d’une méme famille : on appelle ainfi
les courbes dont Péquation eft formée de la méme
manicre , & ne diffcre que par la grandeur des expo-
fans ; c’eft ainfi qu'on appelle Cercles , en général ,
toutes les courbes dans lefquelles une puiffance quel-
conque de Pordonnée, eft égale au produit de deux
puiflances quelconques des deux diftances de cette
ordonnée aux extrémités d’une ligne 2, fur laquelle
fe comptent les abfcifles, Leur équation eft y=+" =
x" (a— x)" qui comprend le cercle proprement dit ,
lorfque m =n= 1. L’¢équation y " +" = " (a—x)"
repréfente les elliples de tous les genres ; & y™+ —
—g—v (a+x)", ainfi que y"*" = —g— " (x—a)*

repréfente les hyperboles de tous les genres. On dé-
termine la figure de ces courbes, par le moyen de
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leur équation , comme nous I'avons vu pour les fec-
2
. ! & !
tions coniques ( A/g. 283 ) , mais en obfervant que
y na quune valeur réelle, lorfque fon expofant
eft impair , & deux lorfqu’il eft pair , voyez (Alg. 172 );
ce qui fait qu'd une méme abfciffe, il ne répond qu'une
branche de courbe, dans le premier cas, & deux dans
le fecond, mais qui tombent de différens cotés de ce

méme axe.

32. Lorfqu'on fait déterminer les tangentes , nor-
males , &c., on peut facilement réfoudre les deux
queftions fuivantes , 1° d'un point donné hors dune
courbe , mener une tangente a cette courbe. 2°. D’un poine
donné par-tout ot I'on voudra dans le plan dune ligne

courbe , mener une perpendiculaire a cette courbe,

En effet, concevons que D M ( fig. &) eft la tan-

ydx

gente demandée. La valeur générale de PT ou =—

fera facile A trouver par le moyen de I'équation de
la courbe. Si Pon méne D B parallele aux ordonnées
PM, la ligne DB & fa diftance B A a l'origine 4
des abfcifles, font cenfées connues , puifque le point
D eft fuppofé donné. Nommant donc DB,h; AB, g;
AP,x; & PM,y,onaura BP —=¢g+x, & TB —

PT — BP — ‘—%‘l — x—g Or les triangles {fem-

blables TBD ,TPM, donnent TB : BD 11 TP ;
PM; Ceft-a-dire, 3;{‘;'3— x—gshil % :you

Ca




. Mettant

donc dans cette équation , la valeur clc nrce de

Péquation de la courbe différenciée, on aura une
équation en x, y & conflantes, dans laquelle met-
tant pour y fa valeur en x & conftantes, tirée de
Péquation méme de la courbe, on aura Péquation
qui donnera la valeur de x, qui répond au point M
ot doit aboutir la tangente ; & il eft poffible de
mener du point D plus d'une tangente , I'équation
donnera les valeurs de x qui conviennent aux diffé-
rens points olt doivent aboutir ces tangentes,

§1l sagit d’une perpendiculaire, alors imaginant
que ce foit DQ ( fig. 53); PQ fera {—3 {30); or
les triangles femblables DB Q & M P Q donnent DB

BQ :iPM: PQ, ceft-a-dire , (en employant les

- - - ‘-\'|
mémes dénominations que ci-deflus) % : g4 x 4 2.
. ydy b dy d hdy L ydy
¥ :Toon it ooydone e i 2

équation dont on fera le méme ufage que dans le

ros

cas préccdent.

Les deux folutions que nous venons de donner, peuvent
étre fimplifices en faifant paffer I'axe des abfciffes par le
point donné D, & le laiffant parallele 4 fa premiére pofi-
tion ; c'eft-a-dire, en prenant DK (fig. 8) pour axe des
abfciffes, ce qui n'exige autre chofe en faifant KM = 7,

& par conféquent { ==y — h,ou y = g + h, que de
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fubflituer , tant dans 'équation de la courbe, que dans celle
du probléme, -+ 4 au lieu de y. On peut aufli prendre
le point D pour origine des abfciffes.

Lorfque la courbe a un centre , comme le cercle, l'el-
lipfe &c., on peut tovjours fuppofer que le point D eft
fur un diamétre, alors la folution devient beaucoup plus

fimple.

dx .
33. Remarquons encore que ;= exprime la tan-
gente de Pangle que la courbe fait en chaque point,
] dy ]
avec l'ordonnée; & d—} exprime celle de I'angle que
x

la courbe fait avec Taxe des abfciffes. En effet ,
dans le triangle refangle Mmr ( fig. 1 ),ona (en
- rM

.

M
Sty g, rmM; donc tang. rmM — =

rm

fuppofant le rayon des Tables = 1) rm

dx

e Donc fi Pon veut favoir en quel endroit une
courbe , ou fa tangente, fait avec I'ordonnée, un
angle donné, ou dont la tangente eft connue, ayant
N d
repréfenté cette tangente par m , on aura m = d; ;
ainfi déterminant , par différenciation de Iéquation

d, ’ \
de la courbe, la valeur de ﬁ, & Végalant a m , on

aura une équation dans laquelle fubftituant pour y
fa valeur en x & conftantes tirée de P'équation de
la courbe, ou aura la valeur ou les valeurs de x, qui
répondent aux points oit la courbe fait un pareil
angle avec P'ordonnée; & fila courbe ne fait nulle
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part avec 'ordonnée un angle égal & I'angle donné,
on trouvera que la valeur ou les valeurs de x feront
imaginaires , ou bien 'équation indiquera une abfur~
dité¢ manifefte,

Par exemple, dans I'hyperbole qui auroit pour équation

dx 2y
/ - 2 ax xXx on trouvera — =/ =
Yy (ax + xx) Yo = Ta s s Jequel
. Ryl 2y y oAl
: . i 1 o el
€tant égalé 3 m, dc}mc“ rrerses JOR ot 1\_—_m,doulon

43 23

tire y = ma -+ 2mx: mais 'équation de la courbe donne
y=v [2(ax 4 xx)] ;doncma+2mx = V [2 (ax + x2)]
ou, en quarrant, mmaa 4 4mmax 4 gmmxx = 2ax -+
2xx. Si Pon demande maintenant, en quel endroit cette
hyperbole fait, avec Pordonnée, un angle de 45°; comme
la tangente de 45° eft égale au rayon, onaura m = 1,
ce qui réduit I'équation 3 a2 4 4ax 4+ 4xx = 2ax +
2xx 0u 2xx -+ 2ax - aa == 0, qui étant réfolue donne
x=—zaty(jea—iaa)=—iaty(—1aa),
valeurs imaginaires, & qui font voir que I'hyperbole dont
Péquation particuliére eft yy = 2 (ax + xx), ne fait
nulle part, avec Pordonnée, un angle de 45°.

Quoique ce que nous venons de dire dans cette dernidre
remarque , & dans la réfolution des deux queftions préce-
dentes, femble s’appliquer également aux courbes dont on
auroit ['équation différentielle; en y faifant artention, on
verra cependant que pour celles-ci, le calcul ne peut pas
fatisfaire entiérement comme pour celles dont on a Péqua-
tion en termes finis. En effer, lorfque I'équation qui réfout
la quetion, renferme encore x & y aprés la fubflitution de

dx o . A
la valeur de ——, I'équation de la courbe ne peur fervir &
Y

chaffer y, puifque par la fuppofition elle renferme dx & Jy.
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Et quand méme elle ne renfermeroit que x, on ne feroit
pas fiir que cette valeur de x farisfit 2 la queflion, il fau-
droit, pour cela, mettre cette valeur de x dans I'équation
de la courbe, & en déduire pour y une valeur réelle; or
on ne peut en aucune maniére, tirer de cette equation la
valeur de y.

La feule maniére de réfondre ces queftions, en pareil cas,
eft (en fuppofant la courbe déja confiruite) de conftruire
aufli équation que l'on a eue en exprimant les conditions
de la queftion, ce qui donne une feconde ligne dent lin-
terfc@ion, ou les interfe@tions avec la premiére, donnent la
folution ou les folutions demandzes,

34. On peut encore, par les mémes principes, déterminer
les afymprotes redilignes des lignes courbes.

En effet une courbe a une afymptote reQiligne, lor(-
quayant quelque branche qui s’¢tend 2 l'infini, la rangente
3 lextrémité de cette branche , rencontre I'axe des abfciffes
ou celui des ordonnées, a une diftance finie de lorigine.

. ydx %
Ainfi (fig. 6) fi dela foutangente PT ou syer o retranche

) . ydx
labfcifle 4P ou x, on aura “—— — x pour la valeur de

AT ou de la diflance de lorigine 4 jufqua la rencontre
de la tangente: il n’y aura donc, aprés avoir calculé la va-

d

'y d x A By o .y
leur de == — x, qu'd égaler cette valeur  une quantité
dy

finie s; par le moyen de cette équation, on chaffera y

pour avoir une équation en x & s, ou bien on chaffera x

pour avoir une équation en y & s. Alors fuppofant y on x

infinie, s'il en réfulte une ou plufieurs valeurs finies pour s,

ce feront les diftances A C ou doivent pafler les afymptotes
.

de la courbe, Mais comme une feule diffance n’en déter-

mine pas la pofition, on imaginera, par l'origine 4, la
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ligne 4K paralltle aux ordonnées, & on remarquera que
les triangles femblables 7F£ M , TAK donnent TP ; PM
SeisT A AK, ceft-a-dire , eIl s 7)_ it
AK — y — -— . On calculera donc, de méme, la va-

lenr de y — » & Payant fuppofée égale & une quan-

tit¢ finie ¢, par le moyen de cette équation & de celle de
la courbe, on éliminera x ou y; & fuppofant y ou x in-
fini, la wlcur ou les valeurs de ¢ qui en réfulteront, don-
neront les diffances 4R ou paffe Iafymprote,

Par exemple, fi l'équation de la courbe étoit 3% =
x* (a =+ x), en auroit 3y’ dy = 2xdx (a + x) +

2 2 yd x
x°dx = 2axdx 4+ 3x*dx; donc 227 = AL £ o4
dy -a'c—i-;w
\'dx
— x, ou (en mettant pour y>, fa valeur) -W —x =
ax® + 3x3 a x? 2
3 b L B . S = s fuppo-
2ax + 'I." LJI'}'BJ{‘ ln“?"sv 3

fant donc x infini (c’eft - 2- dire , négligeant 22 vis-a-vis

a A
de 3x) on awra s = -, On trouvera de méme, y —

3
t‘f_) i 2ax® + 33 3y} —2a2 — 343
=y - 5 == 50 , qui, en
a x'-‘
mettant pour y fa valeur, fe réduit 3 ———————— —¢;
=V (a + xp=x]
fuppofant donc x infini, on aura t = % a,

Si la valeur de s étant finie, on trouvoit celle de ¢ in=-
finie, ce feroit une preuve que lafymptote eft paralitle
aux y. Elle feroit, au contraire, paralléle anx x, fi s érant
infinie, ¢ ¢toit fini, ou zéro ou infiniment petir.

35. Dans tout ce qui précede, nous avons fuppofé que
les ordonnées étoient paralléles, & qu'elles etoient comptées
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depuis la ligne méme fur laquelle fe comptent les abfciffes.
Mais il arrive affez fouvent que Pon fait partir les ordon-
nées d’'un point fixe ; quelqucfois on prend pour abfciffes
les arcs dune ligne courbe, & pour ordonnées des lignes
droites ou des lignes courbes. Mais en gencral, a quelques
lignes que foient rapportés les points de la courbe princi-
pale, on a toujours, ou l'on peut toujours avoir une équa-
tion qui exprime la relation des abfciffes aux ordonnées.
Lorfqu’on vent en faire ufage pour determiner les tangentes,
ou dautres lignes, il faur faire enforte que les lignes que
I'on emploiera pour dérerminer ces tangentes, ne renferment
dautres différenticlles que celles des variables qui entrent
dans Péquation de la courbe. Wous allons en donner quel-

ques exemples.

36. Suppofons d’abord que AM ( fig. 9) étant une courbe
connue dont on fait mener les tangentes, BS foit une
courbe qui ait pour abfcifles les arcs AM de la premiére,
& pour ordonnées les lignes M S paralléles & une ligne don-
née : la relation de AM a2 MS étant exprimée par une
équation quelconque , on demande comment on méneroit
une tangente en un point donné S de la courbe BS.

On imaginera, comme ci-devant, l'arc infiniment petit
Ss, dont le prolongement $Q, ou la tangeate, rencontre
en Q la tangente MT au point correfpondant M de la
courbe AM; & ayant mené la ligne Sk paraliéle & MT
ou 3 Mm, le triangle Sks fera femblable au triangle QMS,
enforte que Pon aura (& © Sk I: MS : MQ; or en nom-
mant larc AM, x; & Pordonnée MS, y; ona Mm —
Sk=dx, & (k= [m — SM=4dy; donc dy : dx ::

¥ M= :'—;'-if,- prenant donc fur la tangente MT la

dx 4
- i S et (R A ey
partie MQ c¢gale a la valeur de T dérerminée par la
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différenciation de I'équation de la courbe, onaura le point Q,

par lequel & par le point §, menant QS, elle fera Ia tan-
gente demandée,

Suppofons, par exemple, que la conrbe BS foit conf-
truite en prenmant toujours I'ordonnée MS egale a une partie
déterminée de Parc 4 M ; cefl-a-dire, que MS foit toujours
3 AM dans le rapport donné de 4 i b, on aura donc y
x .!a' b, enforte que 'équation de la courbe fera by =

ax. Dificrenciant, on a bdy = adx, & par conféquent
A i ydx by " %
Iy =i donc iy ok MQ, fera = ; or par Iéquation,

by !
on a —a) = x; donc MQ = x. Ainfi dans toutes les courbes

dont les ordonnées paraliéles feront toujours en méme rap-
port avec les abfciffes correfpondantes , droites ou courbes,
la foutangente MQ fera toujours égale 3 I'abfciffe corref-
pondante 4 M.

7. Lorfque la courbe 4 M fur lag uf‘lh_ on prend les ahf-
cm;s. eft un cercle; l'ordonnée M S érant toujours a l'arc
AM dans un rapport conftant, la courbe BS eft ce qu’on
appelie une cicloide. Ceft la cicloide ordinaire (ou celle
que trace le point d'une circonférence de cercle roulant fur
un plan), lorfquon prend toujours Pordonnée MS — A M.
Si I'on prend MS plus grand que 4 M, mais toujours er
méme rapport entre eux, on a la czclox de allongée; au
contraire , on a la czclmdc accourcie en prenant MS plus
petit que 4

38. Si I'équation de la courbe 2 laquelle il s'agit de mener
une tangente, au lien d’exprimer le rapport de 4 M 3 MS,
exprimoit celui de 4M & P§; ceft a-dire, fi les arcs 4 M
étoient les abfciffes x, & que les ordonnées PMS, y, fe
comptaflent depuis une ligne droite déterminée A P; alors
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en menant Su paralléle 3 4P, on détermineroit la foutan-
gente P1I fur la ligne AP, en certe maniere.

Comme la courbe 4 M eft {uppofée connue, on eft cenfé
connoitre fa fou-tangcme & fa tangente en chaque point;
ainfi nommant PT, s, & TM, ¢, on aura, en menant
My paralléle 3 4P, & comparant les triangles TPM &
Mrim, TP : TM . Mr . Mm; ceft-a-dire, s : ¢ .

..

sdx

Mr ¢ dx; donc Mr = —— = Su (en menant Su paral-

léle & AP). Comparant donc les triangles femblables Suf
& IPS,onaura gf: Su i PS . Pl; or PS étant ac-

tuellement y, uf eft dy; donc dy :

J\.f:r o . , 3
————— . Ainfi, différenciant I'équation de la courbe, on aura

sy Pl=

dx it et sydx
la valcur de -, qui érant fubflituée dans ’;‘;'j donnera la
‘)4 £

valeur de P1I, débarraflée de différences.

39. Quelquefois on ne donne pas I'équation de la courbe,
par la relation des abfciffes aux ordonnées, mais par celle
que chaque ordonnée de certe courbe, eft fuppofée avoir
avec les ordonnéescorrefpondantes de quelques autres courbes
connues. Pour mener les tangentes, dans ce cas, voici com-
ment on sy prendra. Suppofons , par exemple, que la
courbe B M/ ( fig.10) réfulte des deux courbes connues 4 L
& CN, au moyen d'une équation entre les ordonnées cor-
refpondantes PL, PM, PN, que nous nommerons refpec-
tivement x, y, 7. Puifque les courbes AL & CN font
fuppofées connues , leurs foutangentes PS & P R font fup-
pofees connues ; nommons donc P§, s, & PR, s; & ima-
ginons 'ordonnée infiniment proche prm !, & les lignes La,
Mr, no paralleles & 4 P. Les triangles { mbhh]u LES [.“_,
donnent PS; PL :: Lu: ul, Ceft-a-dire, s . x ;2 Lu: dx;

’
sdx

donc Lu= — = Mr. Or les triangles {emblables TP M,
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Mrm, donnent rm . Mr 1 PM: PT, ceft-a-dire, dy :

‘”ix Gy Pl idonc R T = “f;; donc fi I'équation

de la courbe ne renfermoit que x & y, on auroit, en dif-

férenciant cette équation , la valeur de T laquelle étant
€

dx
fubftituée dans vj—dj donneroit la valeur de PT, débar-

raflée de différences ; mais comme cette équation renferme

y & 7, fa différenticlle renfermera dx, dy & dyz; il
faut donc avoir la valeur de dg exprimée en dx ou dy. Or
les triangles femblables Non & NPR, donnent No : on
ou Lu ;. NP : PR; ceft-a-dire (en faifant attention que

PM augmentant, PN diminue, enforte que fa différence

: A sdx 3
NO ou dg eft négative) — dz ! —fxl Sl S dONG

3

dy = — 1127 . ainfi, en mettant, dans I'équation diffé-
5

® l

. . »a = d X .
renciée de la courbe, la quantite ——— au lien de dg,
Y (:’x g g
on aura aifement la valeur de ——, que l'on {ubflituera dans

la formule = Al de la foutanom.nﬁ
xu:y

Pour donner un exemple, fuppofons que AL & CN
é[allt deux courbes connues (‘Li\.}CCl'lqllCS on preénne tou-

jours lordonnée PM moyenne proportionnelle entre PL

{
pour Péquation de la courbe B M. Différenciant, il vient

& PN: alors onjaura 22y, 230k g s o0 xg ==ty

xdgy 4 7dx = 2ydy, fubflituant pour d7 fa valeur gé-

. J(rx : .s\n.t' ' T :
nérale — ——, on a — =5~ 4 1dx = 2ydy, dou

dx "_‘}

L sydx .
'on tire — =— L sbidone  PT oul = devient
y ¥ { = _;) xd y

ou en mettant pour ¥* fa valeur x7, & ré-
25!

duifant, PI___? £

—
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11 eft aifé de varier ces exemples, en prenant telle équa-
tion que Pon voudra, entre x, y & z. On pent, fi l'on
veut , fuppofer que AL & CN font des lignes droites
(fig.11). Dansce cas, & en prenant toujours P M moyenne
proportionnelle entre PL & PN, la courhe BM eft une
{eftion conique. Savoir, une parahole, quand le point C
eft infiniment éloigné, ou que la ligne droite CN cft pa-
rallele a A4 C; une ellipfe, quand les deux angles HAC &
#H C A font aigus; & particuliérement un cercle, quand ils
font chacun de 45°; une hyperbole, quand I'un de ces deux
angles eft obtus.

40. Lorfque les ordonnées partent d'un point fixe, alors
on prend pour abfciffes les ares d'une courbe connue, qui
le plus fouvent eft un cercle ; cleft-3-dire, que dans ce der-
nier cas, I'équation exprime la relation de Pordonnée CM
( fig. 12), avec I'angle 4CM que cette ligne fair avec une
ligne fixe AC; ou bien elle exprime la relation de cette
méme ordonnée €M avec larc OS décrit d'un rayon dé-
termine.

Pour mener les tangentes , lorfquion a Péquation entre
Pordonnée CM & l'angle ACM ou l'arc OS, on imagine
que pour chaque point M, on éléve fur CM une perpen-
diculaire €T qui rencontre la tangente TM en T; alors
imaginant Parc infiniment petit Mm, & menant ordonnée
mC, on congoit que du rayon €M, on air décrit 'arc Mr
que l'on peut regarder comme une ligne droite perpendicu-
laire en r 3 Cm. Comme langle Mmr différe infiniment peu
de langle TMC, les triangles Mrm & TCM font fembla-
bles, & donnent rm @ Mr :: CM : CT; ceft-a-dire (en

sl Mrx y
nommant CM, y),dy : Mr:.y:CT = ——:;—\, noni-

mant l'arc 0S8, x, & fon rayon a, les fe&eurs femblables

Marine, Mécan. I, Partie, D
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CSs & CMr donnent CS : CM :: 8s . Mr, ceft-adire,

/d >
aty:idx: Mr=212Z; mettant cette valeur de Mr,

..

dans celle de €T, on a CT, ou la foutangente — X “f.f.

Or puifqu'on eft fuppofé avoir la relation entre y & x, il
fera facile, en différenciant 'équation qui exprime cette

; k A d: ai g
relation, d’avoir la valeur de T: , laguelle fubflituée dans

la valeur de CT, donnera une nouvelle expreflion de CT,
délivrée de différences.

Si l'on fuppofe, par exemple, que l'ordonnée CM ( fi-
gure 13) foit toujours a l'arc correfpondant OS, dans le

rapport de m 2 n, ceft-d-dire, que y I x ;i m I n, on
) 1x

aura ny = mx, donc ndy = mdx , & par conféquent — =
ay

n y*dx »2 n y ny

= CF = ¢ == - == — ;

m? done ady a X m a X m or, par
: - ny y x

Péquation, on a =2 — x; donc €T = 2=, Donc fi du
q m > &

point C comme centre, & du rayon CM, on décrit larc

MQ, on aura CT égal a I'arc MQ ; en effer, les felteurs
femblables COS & CQM donnent €S ; O§ :: CM :

MQ ,'ceft-a-dire, a { = iy I MQ :%, donc
CT = MQ.

La courbe que nous venens de confidérer , eft la f{pirale
A

d’Archimede.

41. Concevons encore que 08 ( fig. 14) étant une ligne
connue, ou dont on fait mener les tangentes, on confiruife
la combe B M, par cette condition, que CS,x, & CM,
y, ayent entre clles une relation déterminée & exprimée
par une équaten donnée. Si l'on congoir 'arc infiniment

petic Mm, les ordonnces CM, Cm, & les arcs Mr, S¢q,
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decrits du centre € & des rayons CM, €S, il eft clair que
la différenciation de I'¢quation ne donnera que le rapport
de dy adx ou de rm a [q, puifque y & x font les feules
variables qui entrent dans certe équation; or, pour détcr-
miner la foutangente CT', il faut avoir le rapport de rm
a rM; voyons donc comment on peut déterminer rM en
vertu des conditions de la queflion.

Puifque la courbe OS eft connue , la foutangente €Q
eft donnée pour chaque point §; or les triangir“s {emblables
QCS, Sqf donnent €S : €CQ :: qf : ¢S; donc nom-=

sdx

mant CQ, s, onaura x I s 2. dx 1'g§ =" —; m 15

les felteurs femblables CSq, CMr donnent CS ; CM : ¢

Sqg: Mryoux:yi:- _,l T fi,;j ; il eft donc

aifé , maintenant, d’avoir la foutangente €T, en compa-
3 ’ o ’ P

rant les triangles femblables Mrm & TCM qui donnent

.J».
rmy: o rMOSECMEL C, on dyes i'};x—t R Y
.l"\:({_\i
xidy "

Pour appliquer ceci, fuppofons que la courbe BM foit
conftruite, en prenant toujours SM de méme grandeur ,
ou egale a une ligne donnée a, quelle que foit dailleurs Iz
ligne OS. Nous aurons donc x» + 2 = y. Donc dx — dy,

! dx A 1
& par confcqucntj—y = 1; la foutangente CT devient
[

5 2 . Y
donc CT = ZL que l'on conflruira en cette maniére,
II

Ayant mené la tangente SQ, on lui ménera, par le
point M la paralléle M X ; puis tirant S X, on ménera, par
le point M, la ligne MT paralléle 3 SX; MT fera la tan-
gente demandée, En effet, les triangles femblables €S 0 &
=] 3 ]

D2
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CMX donnent CS 2 CQ ¢ CM U CX, onx{s iyt

€X = %. Pareillement, les triangles femblables CS X &

. 5y

CMT, donnent €S : CX :: €M CT,oux ;= 11
y : CT; donc CT :Ju

On voit, par ces exemples, comment on doit fe conduire
dans P'application de ces méthodes & d'autres cas. Remar-
quons, en terminant cette matiére , que lorfque OS eft une
ligne droite , la courbe BM que 'on forme en prenant tou-
jours SM de méme grandeur, eft ce quon appelle la Con-

choide de Nicomede.

Application aux limites des Lignes courbes ,
/ I_ > ® -
& en général , aux limites des quantités,

& aux gueﬁ[ons de maximis & minimis.

- dx . .
42. Nous avons vu (33) que 7, exprimort la
tangente de l'angle que la courbe, ou fa tangente,
fait, en chaque point , avec Pordonnée; & que 77
exprimoit celle de Pangle que la courbe ou fa tan-

gente fait avec laxe des abfciffes.

Donc, pour favoir en quel endroit la tangente
June courbe devient parallele aux ordonnees, il
faut chercher en quel endroit la valeur de i—; devient
zéro, ou, ce qui revient au méme , en quel endroit
dx devient zéro 3 & pour favoir en quel endroit la

tangente de la courbe eft paralléle aux abfciffes , 1l
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. dy !
faut chercher ea quel endroit = devient zéro , ou

dx
ce qui revient au méme , en quel endroit dy eft
I . ' . 0
zéro. Car il eft ¢vident que dans le premier cas ,
Pangle de la courbe, avec les ordonnées eft nul; &
dans le fecond cas , I'angle de la courbe , avec les
abfcifles eft nul; & dans le fecond cas, l'angle de
la courbe, avec les abfciffes , eft nul.

Il fuit évidemment de-1a, que fi 'on veut favoir
i une courbe dont on a Péquation, a, dans quel-
que endroit, fa tangente parallele aux ordonnées ou
aux abfciffes , 1l faut différencier cette équation, &

. d ] 4 L4
en ayant tiré la valeur de 7=, fi I'on égale le numé-
dy o

rateur de la valeur de (j—; s 4 z€ro, on aura une
équation qui, conjointement avec I'équation méme
de la courbe, donnera la valeur de x & celle de ¥
qui déterminent en quel endroit la tangente eft pa-
rallele aux ordonnées ; enforte que fi cela arrive en
plufieurs endroits,, on aura plufieurs valeurs pour

x & plufieurs valeurs pour y.

Au contraire , fi lon égale le dénominateur a
zéro , cette équation conjointement avec celle de
la courbe , déterminera les valeurs de x & de y,
qui répondent aux endroits ol la tangente de la courbe
devient parallele aux abfciffes.

Pour éclaircir ceci par un exemple familier, prenons la

D3
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courbe qui a pour équation yy + x x= jax — 222 -4~
2by — bb, qui en fuppofant les x & les y perpendicu~
laires entre elles, appartient au cercle ( Al. 392).

Les lignes AP (fiz.15) font x, & les lignes PM, PM
font les deux valeurs de y que la réfolution de cette équa-

tion donne pour chaque valeur de x.
Si I'on différencie cette équation, on aura 2ydy -+ 2xdx

5 gy
= 3ad x 4+ 2bdy, d'ol I'on tire 55 =

Egalons dabord le numératear & zéro , pour avoir les en-

aux ordonnées. Nous

droits ou la tangente devient par
aurons 2y — 2b = o, ou ¥y = b. Subftituant cetre va-
leur dans léquation de la courbe, il vient b6 + xx =
3a4x — 2aa + 2bb — bb, ou xx — 3ax = — raa,
qui étant réfolue donne x =2akzy (faa); ceft-a-dire,
x == 24, & x = a; ce qui nous apprend que la courbe,
ou fa tangente , devient paralitle aux ordonnees , en
deux points R & R', qui ont chacun pour ordonnée la
elaligne AQ=a,
& lautre R', a pour ablcifle la ligne 4Q" = 2a.

ligne b, & dont P'un R, a pour abfci

Egalons maintenant 2 zéro, le dénominateur de la va-
x

d . { :
leur de —— , pour favoir en quel endroit la courbe, ou fa
dy

tangente, devient paralléle aux abfciffes : nous aurons 32 —
2x = o0, ou x = 2a, Subftitnant cette valeur dans I'é-

quation de la courbe, nous aurens yy - g @a = Zaa —

2aa 4+ 2by — bb, ouyy — 2by 4 bb = 2aa; &

tirant la racine quarrée, y — b = == ja; donc y = b

£ la;ceftd-dire,y=6 + za, &y =5b— ja; ce

B D

qui nous apprend que la tangente devient paralléle aux abf-
ciffes, en deux endroits ou poims T & T qui onr pour
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abfciflc commune la ligne 48 = ia, & dont 'un T" a
pour ordonnée ST’ = b 4 %a, & Vautre T, a pour or-
donnée la ligne ST = b — :a.

Les points Q & Q' font ce qu'on appelle les limires des
abfciffes, parce qu'entre Q & Q', & chaque abfciflc 4P,
répondent des valeurs réelles P M & P M’ pour y; au lieu
quentre Q & A4, & au-dela de Q' par rapporta 4, il n’y
a aucun point de la courbe, enforte que fi on fuppofe x
plus petit que 4Q ou a, ou bien plus grand que 4 Q' ou
2a, on ne trouve aucune valeur réclle pour y. En effer,
fi dans I'équation on met au lieu de x une quantite 2 — ¢,
plus petite que @, ou uae quantité plus grande que 24,
ou telle que 24 4 ¢, on trouvera, en réfolvant I'équation,
que les deux valeurs de y font imaginaires.

Pareillement, fi par le point 4 on congoit AL paralléle
aux ordonnées, ceft-a-dire, I'axe des ordonnées; & que
par les points T & T', on méne les lignes TL, T'L' pa-
ralléles aux abfciffes; les lignes 4L = ST = b — 1a,
& AL = ST' = b + La, font les limites des ordon-
nées ; car il eft évident quil ne peut y avoir dordonnée
plus grande que A L',ni plus petite que AL, la tangente
devant étre paralléle aux abfciffes, Auffi, fi Pon met dans
I'équation de la courbe, au lieu de y, une quantiré plus
petite que b — La, quon merte, par exemple, b — Za
— ¢, on verra, en réfolvant I'équation, que les valeurs
de x font imaginaires. La méme chofe arrivera fi on met
au lieu de y, la quanité b 4 %1a - ¢, plus grande que
b+ i

43. L’ordonnée ST eft la plus grande de toutes
celles qui aboutiffent a la partie concave RT' R de
D4
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la circonférence. L'ordonnée ST eft la plus petite
de toutes celles qui aboutiffent & la partie convexe;
& les ordonnées QR & Q'R font, tout-a-la-fois ,
les plus petites qui aboutiffent a la partie concave,
& les plus grandes qui aboutiffent & la partie con-
vexe.

44. Ainfi la m¢me méthode fert en méme temps,
1°. & déterminer les limites des abfcifles & des ordon-
nées ; 2° a dcterminer dans quels cas la tangeate
devient parallcle aux abfcifles , ou aux ordonnées;
3°

petites abfciffes ou ordonnées.

. enfin, a déterminer les plus grandes & les plus

45, Or, de quelque mani¢re qu'une quantité foit
exprimée algébriquement, on peut toujours regarder
Pexpreflion algébrique qui la repréfente,, comme étant
celle de Pordonnée d’une ligne courbe, Par exemple,

2 —_— - ¢ .

6 22(e=) oft Pexpreflion d'une quantité que ap-

aa
% (a—x)

aa

pelle ¥, auquel cas yai y = » je puis re-
garder cette équation , comme ¢tant celle d’une ligne
courbe dont x feroit I'abfcifle , & y Yordonnée. Alors

x¥*x(a—x)

fila quantite -

peut, dans un certain cas ,

devenir plus grande ou plus petite que dans tout
autre , ( ce quon appelle €tre fufceptible d'un
maximum ou d’un minimum ) , il eft vifible quil fant

fuivre exattement la méme méthode que ci-deffus
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ceft-2-dire , différencier cette ¢quation , & en ayant
- J X ’ ’ ’
tiré la valeur de -—; , égaler & zéro le numerateur ou

d

le dénominateur de cette valeur.

46. Ceft A cela que fe réduit la méthode quon
appelle de maximis & minimis , qui eft une des plus
utiles de lanalyfe, & quia pour objet de faire trouver,
entre plufieurs quantités qui croiffent ou décroiffent
fuivant une méme loi, quelle eft la plus grande ou
la plus petite, ou en général celle qui a certaines pro-
priétés dans le plus haut degr¢ & Pégard de toutes fes
femblables. Nous allons en donner quelques exemples ,
pris dans la géometrie & dans le calcul ; la méca-
nique nous en fournira par la fuite, qui feront tout-
A-la-fois & plus curieux & plus utiles.

47. Propofons-nous d’abord de partager un nombre donné
a en deux parties , telles que leur produit foit plus grand
quen le partageant de toute autre maniére. Nommons x,
Yune de ces parties ; Pauntre fera @ — x, & le produit fera
ax — xx; {uppofons-le = y; nous aurons y = ax —
x x; donc en différenciant , dy = adx — z2xdx, & par

. dx 1 . . g
conféquent — — ; i on égale le numérateur a

dy a —2x

zéro, on aura 1 — o, ce qui eft abfurde; par conféquent
sil y a un maximum , ce n'eft quen égalant le dénomina-
teur 2 zéro, qu'on le trouvera. Eg'!ons donc le dénomi-
natenr i zéro ; nous aurens ¢ — 2% = o, qui donne x
= la, & nous apprend que de quelque maniére qu'on

partage un nombre en deux parties , le produit de ces deux
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parties fera le plus grand quil eft poffible, lorfqu'elles fe-

ront chacune la moitié de ce nombre.

48. Lorfque,, comme dans cet exemple, on a l'ex-
preflion algébrique de la quantité , on peut fe dif-
penfer de P'égaler & une nouvelle variable y; il n'y
a qua la diffiérencier tout fimplement , & égaler &
zéro le numérateur ou le dénominateur, lorfque cette
différentielle eft une fraftion. Ainfi, dans ce méme
exemple , je différencierois fimplement ax — xx,
& égalant & zéro la différentielle adx — 2xdx,
jaurois adx — 2xdx==o0, d’oli je tire également

X = -4,

49. Propofons-nous une queftion plus générale. Quil
sagifle, par exemple, de partager un nombre connu 2, en
deux parties telles que le produit d’une puiffance déterminée
de 'ine des parties, par la méme ou une autre puiffance
de Pautre partie, foit le plus grand qu'il eft poflible. Re-
préfentons par x la premiére partic, & par m la puiffance
a laquelle elle doit étre élevée; la (econde partie fera a — x;
repréfentons par n la puiffance a laquelle elle doit étre éle-
vée; alors le produit en queftion fera x™ (2 — x ) Dif-
férencions ce produit, & égalons la différentielle 3 zéro,
nous aurons mx™~'dx (a —x) —nx" . (a—x ) —'dx

—

== o. Divifant tout par x”~'dx (2 — x)*—', nous au-

rons m (a — ,) — X == 0, OU Ma — MX — AX == O,
ui donne x — — 2%, Suppofens, par exemple, quil ait
q geteg e JUPD s P p:c, quil a1

eté queftion de partager le nombre a en deux parties, telles

que le quairé de l'une, multiplie par le cube de la feconde,
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foit le plus grand qu'il eft pofiible; alors m = 2, n = 3.
za a \ . 3
On a donc x = ; = 2a; ceft-a-dire, que l'une des
9 o _)‘ 5 b ] ?

parties doit étre les 2 du nombre ou de la quantité pro-
pofée ; & lautre doit, par conféquent , en étre les trois

cinquicmes.

Ce que nous avons dit ci-deffus, a l'occafion de
la figure 15 , fait voir qu’une quantit¢ peut devenir
la plus grande de toutes {es femblables , en deux
maniéres différentes : lorfque , comme P M’ elle a
été d’abord en croiffant pour diminuer enfuite ; ou
lorfque , comme P/M" elle va en croiffant pour
sarréter brufquement en devenant Q' R'; mais dans
ce dernier cas, elle eft tout-a-la fois la plus grande de
toutes les ordonnées qui aboutiffent & la partie con-
vexe, & la plus petite de celles qui aboutiffent a la
partie concave. Pareillement une quantité peut de-
venir la plus petite de toutes {zs femblables , en deux
maniéres différentes: lorfque, comme P M, elle va
d’abord en diminuant pour augmenter enfuite ; ou
lorfque , comme P" M", elle va en diminuant pour
sarréter brufquement , & alors elle eft tout-a-1la
fois un minimum & un maximum ; elle eft un mini-
mum A Végard de la branche M'T' M", & un

maximum A Végard de la branche M T M".

o. Ainfi. pour diftinguer fi une quantit¢ eft un
» P 3 i

maximum , ou un minimun , ou Yun & lautre, il




6o

faut, en fuppofant que @ marque la valeur de » ,

Clocr RS

qui convient au maximum ou minimum ., fubfituer dans
la quantit¢ propofée au lieu de x , fucceflivement
a4+ g, a, & a—q. Si les deux réfultats extrémes
font réels & plus petits que celui du milien , la
quantit¢ eft un maximum ; {i, au contraire, les deux
réfultats extrémes font plus grands que celui du
milieu, la quantité et un minimum : enfin, fi des
deux réfultats extrémes un eft imaginaire & lautre
réel , la quantité eft tout-a-la-fois un maximum &

un mnimum,

§51. Lorfque dans la détermination d’un maximum
ou d'un minimum , la valeur que on trouve pour
la variable rend celle du maximum ou du minimum
négative, on doit conclure que le maximum ou le
minimum quelle indique , nappartient point 2 Ia
queftion actuelle, mais qu'il appartient 3 une quef-
tion olt quelques-unes des conditions feroient con-
traires.

Par exemple, fi I'on demandoit de partager 1a ligne 4 B
PiSs P
(fig. 16) au point €, de maniére que le quarré de la dif-
tance A C au point A4, érant divifé par la diftance aup point
B, donne le plus petit quotient poffible ; alors nommant a
la ligne donnée 4B, & x la partie AC; la partie reflante
CB feroit @ — x, & par conféquent le quotient feroit
> P q

]
a — X

nous aurons 2xdx, (a—x)~! -4 2%dx(a = x)"2=aq,

différencions donc cette quantité, ou x* (a—x )~ '3




DE MATHEMATIQUES. G1

2xdx : : -
ou —- 4 ——— = o0, ol 2axdx — xdx = o,

ou (2a¢ — x)x = o, qui donne ou x = 0, ou 24 —
x — o la 1° valeur indique un minimum, mais qui eft

évident fans le calcul, Quant a la feconde qui donne x = 2.4,

fi on fubftitue cette wvaleur dans

-, celle-ci devient
q = X

4 a* o ’ . 1 »
27 ou — 4a. Le minimum n'appartient donc pas a la quef-

-— a4

tion altuelle. Mais fi on fait attention 2 la valeur x = 24
que Pon trouve, on verra que le point C ne peut étre entre
A & B ; mais que la queftion aura une folution, s'il s'agit
de le trouver fur le prolongement de 4B, au-dela de B
par rapport a 4. Or dans ce cas, fi nous nommons 4 € s

la diftance BC' ne fera plus @ — x, mais x — 2, & la

—, laquelle étant dif-

w—

quantité dont il s'agiffoit, fera -
x

. s i i oy 2xdx x*dx
férenciée & égalée a zéro, donne —— — 0 :

X
ou aprés les rédultions fuites x’dx — 24xdx = o, qui

donne x = 24, comme ci-devant; mais ceree quantite fubf-

- > x>
tituée dans

—— , la change en 4a. Il y a donc un mi-

nimum pour ce€ cas,

Si l'on ¢gale le dénominateur x — a de la différenticlle,
2 zéro, ona x = a, qui indique un maximum : & en effet,
lorfque x = a, la quantité devient infinie. Mais il n'a pas
moins le vrai cara&ere du maximum , car foit qu'on fuppofe
x plus petit ou plus grand que 2, on trouve une quantité

plus petite qu'en fuppofant x = a.

s2. Lorfque lexpreflion d’une quantit¢ qui doit
&tre un maximum ou un minimum , renferme quel-

que multiplicateur ou quelque divifeur conftent , on
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peut fupprimer ce multiplicateur ou ce divifeur, avant

que de différencier ; en effet fuppofons que 5;" re-

préfente généralement une quantité qui doit étre un

maximum ou un minimum , a & b étant des conf-

i 1y :
tantes ; il faut donc que =2 = o ; or puifque 4

& & ne font pas zéro, il faut que dy = o; la con-
clufion eft donc la méme que fi y feul elit dii étre
un maximum ou un minimum, ¢ eft-a3-dire , la méme
quen fupprimant les falteurs & les divifeurs conf-
tans. Cette remarque fert a fimplfier les caleuls,

dans pluficurs cas.

53. Propofons-nous , maintenant, de trouver entre toutes les
lignes que 'on peut mener par un méme point 1D donné dans
Langle connu ABC (fig. 17), quelle eft celly qui forme avec

les cotés de cet angle , le plus petic triangle poffible.

Menons par le point D, la ligne DG parallele au coté
AB, & fuppofant E F une droite quelconque tirée par le
point D, abaiffons DK perpendiculaire fur BC, & du
point E ot EF rencontre 4B, abaiflons EL aufli perpen-
diculaire fur BC. La ligne BG eft cenfée connue, ainfi
que la perpendiculaire DK ; nommons donc BG = a,
DK =14, & la bafe BF du triangle BEF, nommons-la x,
On voit que depuis un certain terme, plus B F croitra, &
plus le triangle augmentera. Au contraire, fi BF diminue,
on congoit que le triangle diminuera, mais jufqu’a un cer-
tain terme feulement; car fi BF devenoit prefque égal a
BG, la droite E DF feioit prefque paralléle a2 48, puil-

quelle feroit préte a fe confondre avec GD : le miangle
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feroit alors extrémement grand. 1l y a donc une certaine
valeur de BF qui donne le plus petic triangle poflible.
Pour la trouver, cherchons I'expreflion générale du triangle
BEF. Or les triangles femblables BEF , G D F dennent G F
tBF:.DF:EF;&lestriangles femblables DK F & ELF
donnent DF:EF::DK :EL;donc GF.BF:.DK.EL;

A B
Ceft-a-dire, x—a:x3:6: EL = 1_____3:—”,' donc la furface
g ' FLix.BF LE ¢
du triangle BEF, quie =X 20, fera = B i T o
2 X w= 2

1bxzx o '
—. Il faut donc quen différenciant cette quantité, le

numérateur ou le dénominateur devienne zéro, ou bien,
comme on peut ( 52) fupprimer le falteur conflant L4, il

AT - xx o e
fuffira de différencier ; mais fans refaire ce calcul

X = q

que nous avons déja rencontré ( §1), nous conclurons de
méme , que x = 2a; donc fi 'on prend BF == 22 —
2BG, la ligne FD E que l'on tirera par le point D, don-
nera le triangle FBE pour le plus petit triangle demande.

54 Cherchons maintenant parmi tous les p.zr.z[!élfp[pédc: de
méme furface & de méme hautenr , quel eff celui qui a la plus

grande capacite.

Nommons £ la hauteur, cc la furface du parallélipipéde ;
x & y les deux cotés du reftangle qui fert de bafe. La fur-
face totale eft compofée de fix reftangles, dont deux ont
chacun £ pour ¢6té ou pour hauteur, & x pour bafe; deux
autres ont /4 pour hauteur, & y pour bafe; enfin les deux
derniers ont x pour bafe, & y pour hauteur; ainfi la {ur-
face totale a pour expreflion 2hx 4 24y 4 2xy; ceft-a-
dire, que l'on a 2hx 4 2y -} 2xy = cc. Quant 2 la
capacité ou folidité, elle eft Axy. Puis donc qu'elle doit étre
la plus grande de toutes celles de méme furface, il faut
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que fa différentielle Axdy + hydx foit = o, ou (ce qui
revient au méme) il faut que xdy -+ ydx = o. Mais
Iéquation 24x 4 2ky 4 2yx = ¢c, qui exprime que la
furface de tous ces parallélipipédes eft conftante oula méme,
donne 2hdx 4 2hdy 4+ 2xdy 4 2ydx=o. Subflituant
denc, dans cette équarion , la valeur de dx, tirée de la pre-
miére, on aura , aprés les réduions faites , y= x; la bafe
doit donc étre un quarré. Pour en connoitre le ¢oté, il faut
mettre pour y fa valeur x dans I'équation 2hx + 2hy +
2xy = cc, quideviendra par-la, 4hx 4 2x* = cc, &
qui étant réfolue, donne x — — 4 £ v (hh 4 1cc), dont
la racine x == —h—/ (hh 4 jce), érant négative, ne
peut fervir a la queftion préfente; ainfi la valeur convenable
de x, et x = — h 4 v (hh 4 fec).

55. Si l'on demande, a préfent, quelie doit étre la hau-
teur h, pour que le parallélipipede ait la plus grande fo-
lidité de tous ceux de méme f{urface; on remarquera que
puifque la hauteur étant 4, la bafe doit étre un quarré,
cette folidité fera exprimée par Axx; il faur donc que la
différentielle de hxx, en regardant & & x comme varia-
bles, foit == o3 on a donc 2hxdx -+ xxdh = o, ou
2hdx 4+ xdh = o, en divifant par x. Mais I'equation
4hx 4+ 2x* = cc, qui exprime alors que la furface eft
conflante , donne , en differenciant , 4hdx ~+ g4xdh
4xdx — 0; meteant donc , dans celle-ci, pour df, fa
valeur tirée de Déquation 2hdx 4 xdh = o, on aura,
aprés les rédudtions faites, b = x; donc le parali¢lipipéde
cherché doit étre un cube, puifque fon cot¢, ou fa hau-
teur f, doit érre égal au cdté x du quarré qui fert de bafe:
Pour trouver maintenant le ¢Oté de ce cube, il faut meitre
pour Ak, fa valeur x dans Iéquation 4hx + 2x* = cc,
qui deviendra 45> 4- 22* = ¢c ou 6x* = cc, qui donne

x =
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x=y ( ?‘ ) Donc, de tous les paraliclipipédes de méme
furface , celui qui a la plus grande folidité, eft le cube qui
a pour cOté une ligne égale a la racine quarrée de la fi-
xiéme partie de cette furface.

§6. Cherchons maintenant , entre tous les triansles de méme
contour & de méme bafe, quel ¢t celui qui a la plus grande

furface,

Soit a la bafe 4B, & ¢ le cantour du triangle ABC
( fig. 18). Abaiffons la pcrpcndicn!nirc CP, & nommons
AP, xs CPLyy ;s nous aurons PBi= a.— x. 4C =
vixx +yy), & CB=Vv [(a—%x)"+ yy]. Donc le
contour fera v/ (xx 4 yy)+v[(e—x) 4+ y]* + 4,
& la furface fera 1—}, on aura donc V' (xx 4 yy) -

VI(a—=x ): + yPP+a=c, &il fandra que la diffe-

1y ady
rentielle de —= foit == o ; c’eft-a-dire, qu'on aura —=

=0,

& par coniequcnr dy = o. Or I'équation qui exprime que

! I xdx + yd
le contour eft conftant, étant différenciée, donnera 258

'(u. +¥y)
—x).—dx + yd 5 4
2 (dpf['(.‘[)— 1}‘ T*J-;J-” — o, qui 2 caufe que dy = o,

fe réduit & 2% 7__(.;—-::\,.{4 — = 0, ou
V(‘Lz-r_)_y) Vi(a—x)2 1-wv] &

divifant par dx, & chaffantles fra&ions, x v/ [(a — x)* 4 ¥ 7]
= (a—x).V (xx+yy). Quarrant on aura x x {z ~— x)?

+ xxyy={(e—x)*. xx 4 (e —=x)* . yy ; faifant les opé-
rations indiquées, fupprimant de part & dautre les rermes

égaux , & réduifant, nous aurons xx = (¢ —x)*, ouxx =
ae — 2ax + xx, qui donne x = a2, & nous fait voir

que le miangle doit érre ifofcéle. Ainfi il faut du milicu

Marine. Mécan, I Pariie, E
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d= AB, élever une perpendiculaire & ayant décrit du
) P »

point B comme centre & d'un rayon égal a la moitié de

Fexcés du contour ¢ fur la bafe @, un arc ui coupe cette

]

perpendiculaire en C, fi l'on tire CB & CA, on aura le

trianale qui a la plus grande furface de tous ceux de méme
gie q P 5

contour & de méme bafe.

§7. Si l'on vent favoir maintenant , quel ¢ff généralement ,
entre tous les triangles de méme contour celui qui a la plus
grande furface , il faut remarquer que quelle que foit la bafe,
on veit par Ja folution précédente , que x doit toujours en

étre la moitié ; ceft-a-dire, que quel que foit a, on doit

toujours avoir x = ;4. Cela étant, Péquation qui exprime
le contour, fe réduiraa v/ (744 +yy)+ v (iea4yy)
d a=c,ouzv(54a + yy) = ¢ — a; quarrant,

on aura a4 - 4yy = ¢¢ — 2ac -+ aa, qui donne y =

ce—24C . . O]
V (‘r———’i) La furface du triangle qui eft generalement
4

cc—12ac - .
% ( ; ) Puis donc qu'elle doit

lus grande de toutes celles de méme contour ,

P

éire la p
quelle que foit dailleurs la bafe a, il faut égaler a zéro la

‘ “ a fc=—24ac 1
différenticlle de - v/ (‘—-;——— oudeaV (ce—2ac),
prife en regardant a comme variable. Nous aurons donc

1
dla Vv (cc — 2ac)] ou d [a(cc — 2ac)?], Ceft-a-

wi=

:
dire, da(cc — 2ac)* — a.cda(cc — 2ac) =10

cada
sl ce =" 24C _— =
ou dav (¢ ) V (cc — 2ac¢) Lo
da(cc— 2ac) — cada= o0, ouccda — jcada = 0,
T 1] . ¢ 1 « A .
d'ott Pon tire a = =; donc la bafe a doit étre le tiers du
2
contour : & puifgue nousavons vu d’ailleurs que le triangle

devoit éure ilofctle, il senfuit donc qu'il doit ¢tre ¢quilateral,
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Donc de tous les triangles de méme contour, le triangle
€quilatéral eft celui qui a la plus grande furface.

§8. Dans ces deux folutions, nous n'avons pas
cgalé le denominateur & zéro 3 parce que , dans la
premiere, cela nous auroit donné pour x une valeur
1maginaire ; & dans la feconde , nous aurions trouvé
@ == ¢, qui nauroit point fatisfait, non plus, a
la queftion ; puifque fi la bafe étoit la moitid du
contour, les deux autres c6tés fe confondroient avec
cette bafe, & le triangle eft alors zéro. A I'avenir 3
lor(que le numérateur ou le dénominateur » €galé A
€10, ne nous conduira point & une folution admif-
fible : nous n'en ferons pas mention pour ne pas nous

arréter a des recherches inutiles,

59. Dans 'avant-derniére queftion nous ne forames
parvenus a déterminer , entre tous les paraliélipi-
pedes de méme furface , celui qui avoit la plus grande
capacité, qu'apres avoir confidéré les paraliélipipedes
de méme hauteur. Pareillement, dans la derniére quef-
tion, nous avons déterminé entre tous les triangles
de méme contour , quel ¢toit celui qui avoit la plus
grande furface ; mais en commencant par réfoudre

la queftion pour les triangles de méme bafe,

Il eft ordinairement plas fimple den ufer anfi ;
Ceft-a-dire , de réfoudre la queftion en ne faifant va-
rier enfemble que le plus petit nombre poflible de

|
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quantités , & faifant varier enfuite & fucceflivement

C o T RS

chacune des quantités qui ont été traitées comme

conftantes.

Par exemple, fi Pon demandoit de partager un nombre
donné, en trois parties , de maniére que le produit de ces
trois parties fiit le plus grand qu'il eft poffible ; en nommant
x & y deux de ces parties, & a le nombre donne, la troi-
fitme feroit @ — x — y, & le produit des trois partics
feroit xy (¢ — x — y), dont il faudroit égaler la diffé-
rentielle & zéro. Mais au lieu de differencier en regardant
x & y comme variables en méme temps, je ne regarderai
d’abord que x comme variable; faurai donc aydx — 2xydx
— y*dx = o, d'ohr lon tire x =2 3 (2 — y ). Le produit
xy(a — x — y) fe change donc en sy (a—y). Je
differencie maintenant, en faifant variery , & fai 5 dy (2 — y)*
— 2ydy (a — y) que Jégale pareillement & zéro, & yai
dy(a—y)*—2ydy(a—y)=o, dolje tirey = 3a;
donc x, & la troifiéme partie a — x — y, font chacune ; a.

6o. On peut auffi faire varier enfemble, fi Ton
veut , toutes les quantités variables , puis raffem-
blant tous les termes qui font multipliés par la diffé-
rentielle d'une mé&me variable , égaler leur fomme &
zéro , & faire la méme chofe & Pégard de la diffé-

rentielle de chaque variable.

Ainfi, dans le dernier exemple, jaurois aydx 4 axdy
— 2xydx — x*°dy — 2xydy — y’dx = o, ¢égalant
{éparément 4 zéro, la fomme des termes affe@és de dx,
& celle des termes affe@eés de dy, jal aydx — 2xydx

— ] %% e
— yidx =0, & axdy — 2°dy — 25ydy = 0; ou,
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en divifant la premiére par ydx, & la feconde par xdy,
¢ —2x —y =0, & a— x — a2y = o, équation
dont il eft facile de conclure x = 4, & y = 14, comme
ci - deflus,

La raifon de ce procédé eft facile 4 appercevoir, en re-
marquant qu'il n’y a ici dautre condition a remplir, finon
que la differentielle torale foit zéro. Or, cette condition ne
peut €rre remplie généralement, que de deux maniéres ;
ou, en fuppofant que chacune des deux différenticlles dx
& dy, eft égale i zéro, ce qui fatisferoit en effer, mais
ne feroit rien connoitre ; ou bien, en fuppofant que la
fomme des termes qui muldplient dx, ainfi que celle des
termes qui multiplient dy , font chacune zéro; ce qui eft
précifément ce que nous avons prefcrit.

61. Lorfque les conditions de la queftion font ex-
primées par plufieurs équations , il faut avant d’ap-
pliquer cette régle a équation différentielle qui doit
déterminer le maximum ou le minimum , tirer des
autres équations différencices, les valeurs des diffé-
rentielles d’autant de variables qu’il y a d’équations
outre celle-1a , & les introduire dans cette méme
¢quation , alors on applique la régle comme s'il n’y
avoit eu que cette feule équation.

Ainfi, dans l'exemple ci-deflus, du plus grand parallélipi-
pede, nous avions cetre équation 2 hx 4+ 2y + 2xy = cc,
& la condition que kxy devoit étre un maximum, Si donc
nous voulons regarder tout-a-la-fois, £, x & y comme va-
riables , I'équation 2hx 4 &c. donnera en différenciant,

2hdx 4+ 2xdh + 2hdy 4 2ydh + 2xdy 4 2ydx
E3
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= o; & la condition du maximum donnera hxdy -
hydx 4+ xydh = o. De la premiére je tire db = —

dx — xdy = hdy — hdx v
2 A e “2% s fubflituant cette valeur dans

x + ¥
la feconde, jai, aprés les rédultions ordinaires, Ax*dy -
hy'dx — xy*dx — x*ydy = o. Je puis maintenant égaler
a zéro, la fomme des termes qui muliiplient dx, & celle
des termes qui multiplient dy, Jaurai hy* — xy* = o,
ou h = x, & ha® — x’y = o, d'ou en divifant tout,
par le faGteur commun x*, on tire & — y == o, qui donne
h=y; & puifque 'on a h = x, on a donc aufli y = x;
les trois dimenfions 4, x, y, font donc égales, ce qui s'ac-
corde avec la premiére folution : & en mettant ces valeurs

dans 'équation 2hx 4 2hy+2xy —cc,ona 64* =cc,
. V (ce § x i
qui donne £ = — ), comme dans cette méme folution,

62. Non-feulement on peut ne faire varier les
quantités que fucceflivement , ou les faire varier
toutes & la fois, mais on peut encore prendre pour
conftantes telles fonftions que F'on voudra de ces
quantités , pourvu que le nombre de ces nouvelles
conditions arbitraires, réuni a celui des conditions
de la queftion , ne foit pas plus grand que le nombre
es variables, x, ¥, 7, qui entrent dans la quef-
tion. Cette remarque pent Ctre de la plus grande
utilité dans plufieurs queftions , principalement quand
il y a des quantités radicales.
En voici un exemple. Qu'il s’agifle de trouver entre tous les

quadrilatéres de méme contour, quel eft celui quiauroit la plus
grande furface. Si des angles € & D ( fig, 19 ) on abaifle les
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/
perpendiculaires D E & CF furlecote 45, & que du point
D on méne DK paralléle 3 4B ; alors nommant 4E, s;
DE,t; AF,u; CF,x; & BF,y;acaufe des triangles
reangles, onaura DA =V (ss.+ 1), DC=v [(s 4 u)?
4+ (x— 1), CB = v (xx + yy); donc fi 2 marque
le contour, onaura v (ss+ )+ v [(s +u)* + (x—2) ]
+ v (xx +yy) + # -+ y = a Dun autre coee, la
furface A BC D, vaut le trapéfe D EF C, moins le triangle

D AE, plus le triangle CF B ; ceft-a-dire (¢ + x) (f- - “)

2

aip x AR . oo .
—— -4 XY Cela pofé , il faudroit donc différencier cetie

quantité & Péquation précédente. Mais les quantités radi-
cales, rendroient la fuite du calcul trés-compliquée. Pour
¢viter ces difficultés , nous fuppeferons d’abord que les trois

quantités radicales font conftantes, ce qui nous donneia

sds + tdt

d{v(ss+1t)]=o0, oun R KT & par con-
féquent sds 4 tdt = o; on trouvera de méme, par la
fecande quantité radicale (s +#) (ds+du) + (x —1)
(dx —dt) = o3 & par la woifieme, xdx +ydy = o.
Or , I'équation du contour étant différenciée dans cette méme
fuppofition, donne du 4 dy = o, & la condition du ma-
ximum de la furface, donne (s 4 u) (d: + dx) 4
(t +x)(ds+du) —tds — sdt 4+ xdy + ydx = o,
ou udt + sdx +udx 4+ tdu+xds 4 xdu 4~ xdy -
ydx = o. La premiére équation différentielle , donne ds =

tde « i  d
— — ; la woifiéme donne dx = — };—y

; & la quatrieme
donne du = — dy. Subftiruant dans la feconde & dans Ia
cinquiéme , on a, aprés les rédu@ions faites, — (tdt -
sdy) (u 4 s) — (ede 4 sdt) (x —t) =0, &
suxdt — suydy — ssydy — tsxdy — x*tdt —sy*dy
= o; fi I'on tire de celle-ci la valeur de d¢, on vura

E 4
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que tous fes termes font affeétés de s, & qu'en {ubftituant
dans la précédente, tous les termes feront aufli affeltes de s,
on aura donc s == o} ce qui nous apprend que I'angle DA B
doit étre droit: cela pofé, l'équation du contour devient
t 4 v [uu 4 (x — )] + v(xx +yy) +u4y
u

4«

—, Différencions donc en ne fuppofant plus que les deux

-

& lexpreflion de la furface devient (¢ -+ x)

o

radicaux conftans. Nous aurons udu - (x — t) (dx —
dt) — o; xdx + ydy — o0,dt 4 du + dy — o, &
v(dt + dx) + (¢t + x) due + xdy + ydx = o. la
. ; xd ¥
feconde de ces équations donne dy = — —; la troifiéme
3 X y d 1
donne d¢t == — du — dy, ou dt = ~—;+"-f; ces va-
leurs {ubflituées dans la premicére & la quatriéme, donnent
yudut(x—=1t) (ydx —xdx +ydu) o, & u(xdx
— vdu 4 ydx) 4+ (t +x) ydu — x’dx + y*dx — o}

or, {i de l'une des deux on rire la valeur de dx , & qu'on
la fubflitue dans l'autre, on aura une équation dont tous
les termes feront multipliés par y, & qui par conféquent
donne ¥y = o, & fait voir que l'angle € B A doit aufli étre
droit, Cela étant, Déquation du contour devient ¢ -}
Vijen + (2 — )]+ x 4+ 2= a; & Pexpreflion
de la furface devient (¢ 4+ x) X 2. Différencions donc
en ne fuppofant plus d’autre quantité conftante , que le ra-
dical. Nous aurons zdu + (x —¢t) (dx — dt) = o,
dt +dx 4+ du —o,u(dt-+dx) 4 (¢t + x)du=o0;

la feconde donpe dt = — dx— du; fubflitnant dans

Yo

es
deux autres on a udu -+ (x— t) (2dx 4+ du) = o,
& — udr 4 (¢t + x) du==o; or celle-ci donne du = o}

]

donc la précédente fe réduit 4 (x — ¢)2dx = o0, qui




DE MATHEMATIQUES. 73

donne x — «. Cela pofé, léquation du contour fe réduit
a2t 4 2u—a, & celle de la furface, a ru; on a donc
dt + du = o, & tdu + ud: = o; la premiére donne
dt = — du, ce qui change la feconde en tdu — udu=o;
& par conféquent ¢ = u; donc les lignes 4B, 4D, AC,
C B font toutes égales, & puilque langle A doit éwre droit,

le quadrilatére cherché doit étre un quarré.

Au refte, on pourroit trouver cette proprict¢ plus faci-
lement ; mais ce m'étoit point 13 notre objet principal : i
sagiffoit de faire voir comment la liberté de prendre telle
ou telle quantité pour conflante, peut dans bicn des occa-
fions , donner les moyens de faciliter le calcul ; & cet exemple
y étoit trés-propre, car {ans cela le calcul {eroit irés-com-
pofé. On peut appliquer des idées femblables, aux autres
polygones, & on trouvera qu'en général, de toutes les fi-
gures d'un méme contour & d'un méme nombre de coits,
ceile qui a la plus grande furface eft toujours le polygone
régulier de ce méme nombre de cétés; d'olt il fuit que de
toutes les figures de méme contour, le cercle eft celle qui
a la plus grande furface.

Des Points multiples.
63. Nous avons examiné ce qui arrivoit lorfque I'une des
deux différenticlles dx ou dy , ou (ce qui revient au méme)
r . - dx
lorfque le numérateur ou le dénominateur de la valeur de G
i«

devenoit zéro, & nous avons vu que l'un de ces deux cas
avoit toujours lien lorfqu'il y avoit un maximum ou un wni-
nimum. Mais lorfque le numérateur & le dénominateur de

dx ) . A L g
la valeur de i deviennent zéro en méme temps , qu'arrive=

a

. s . 'y [ x
t-il alors, & a quoi fe réduit la valeur de 7 ?
;
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Pour répondre 4 ces queflions, nous obferverons d’abord
que lorfquon 2 différencié Péquation d'une courbe, comme
il n'y a plus que des termes multipliés par dx & des termes
multipliés par dy , on peut en appellant 4 la fomme des
premicrs, & B celle des feconds , repréfenter I'équation

différentielle, par 4dx ++ Bdy =o. Cette équation donne
d B A :
d_: = — —;or, pour que B & A deviennent zéro en

meéme temps, il faur qu'ils aient un commun divifenr , qui
devenant 2éro lorfque x & y ont certaines valeurs, rend
B & A égaux i zéro en méme temps. Par exemple, dans

. . o x.la—x)?
la courbe qui a pour équation y* = —%, on a
dx.c 2

‘e

4y (e —w) =

2% (4 — »)? O en mettant pour y, fa

2a (& — x) \/E

dx o P .
alenr, o— = =+ uantité qui
y ’d)f (:z—,t)'-—lx(a-—x)’q ; g
devient 2, lorfque x — 2 ; mais on voit en méme temps,

5 q s
que @ — x eft divifeur commun du numérateur & du dé-

4 dx Fhatt, y g%
nominateur , & que la valeur de — fe réduit 3 == =
dy dy
2a \,/E

a - . - »

a o ok g dans le cas particulier de x = 2, fe ré-
e

duit 3 0= 1, Ceft-a-dire, que dans cet exemple, la valeur
o —_—

g ety
Il paroit donc que pour avoir, en pareil cas, la valeur

dx .. s pe "
de -, il 'y a autre chofe a faire qu'a chercher le commun
y
divifeur des deux termes de la fraltion qui Pexprime, &
divifer ces deux termes par lenr commun divifeur.
On peut, en effer, en ufer ainfi ; mais cet expédient n'eft

4 dx
pas toujours fuflifant lorfque la valeur de i renferme plus
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d'une variable, non plus que lorfqu’il renferme des quan-
tités radicales; n’y eflit-il méme, dans ce dernier cas, qu'une
feule variable. Ceft pourquoi nous allons donner un moyen
plus général & plus facile. Mais auparavant il faut faire
connoitre la nature des points des lignes courbes, ou cette
fingularité arrive. On va voir que cela arrive dans les points
multiples ; c'eft-a-dire, dans ceux on plufieurs branches d'une

méme courbe fe rencontrent.

64. Concevons donc que SOMZM ON ( fig. 20) foit
une courbe dont deux branches, au moins, {e rencontrent
au point O. Il eft clair qu'a chaque abfcifle 4P, ou x, il
répond (au moins dans un certain intervalle) un certain
nombre de valeurs PM, PM pour y, & que celles qui
répondent aux branches qui doivent {e rencontrer , deviennent
¢égales dans le point de rencontre O.

Pareillement, A Z érant I'axe des ordonnées, il faut qu’a
chaque ordonnée 4Q, il réponde (au moins dans un cer-
tain intervalle ) un certain nombre d’abfciffes QN, QN/,
QN & que celles qui répondent aux branches qui doivent
{e rencontrer , deviennent égales dans ce point de rencontre,

Donc, fi I'on repréfente par a la valeur de x, & par &
la valeur de y, qui conviennent an point muliiple , I'¢qua-
tion de cette courbe doit érre telle, que lorfqu'on y mettra
a pour x, on trouve que y aura autant de valeurs égales
a b qu'il y a de branches qui paflfent par le point multiple,
& il faudra de méme qu'en mettant & poury, on trouve un
pareil nombre de valeurs ¢ pour x. A

Il fuit de-la que Péquation doit étre telle, gu'elle puite
étre ramenée a cetee forme,.,., (x — 2 )" F -+ (x —a)n—1

(-Y o b) ‘[J-‘;_(x—‘l)mrl (y_b}: .F”—l— (x.—-d)rn-—s
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(y — 0P F' '+ cc.(y=b)"T=o0,m marquant le
degré de muliiplicité du point en queftion, & F, F', &c.,
T marquant des quantités compofées , comme on le voudra ,
de x, y & de conflantes, ce que , pour abréger, on ap-
pelle des fonfions de x, y & de conflantes.

En effet, il eft clair que fi on fait x = a, I'équation qui
e reduit alors & (y — b)" T = o, fera divifible, m fois,

par y — b, & donnera par conféquent m fois, I'équation
Yy —b=o,0uy =05 1l en eft de méme fi I'on fait
¥ = b; Iéquation qui fe réduit alors 3 (x — a)"F, fera

divifible, m fois, par x — 2, & donnera, par cenféquent,
autant de fois, I'équation x — a2 — o0, ou x — a; ce qui
ne peut arriver, fi 'équation n’eft pas rédudible i la forme
que nous venons d’expoler.

Concevons maintenant qu'on différencie cette équation ,
m fois de fuite, en faifant méme ( fi l'on veut ) varier aufli
dx & dy. En réflechiffant fur le principe de la différencia-
tion, on verra facilement (& nous allons le faire voir par
un exemple ), 1° quil n'y aura que la derniére €quation
différenticlle dans laquelle il y air quelques termes qui ne
foient plus affe@®és de y — b ou dex — a, Donc, lorfqu'il
Y aura un point multiple, les différenticlles premiére, fe-
conde, troifitme, &c. de I'équation , doivent, lorfqu’on y
mettra pour x & y, leurs valeurs 2 & b qui répondent au
point multiple , Sanéantir toutes, excepté celle dont le de-
gré de différentielle eft marqué par m; 2° on verra de
méme, que dans cette derniére équation différentielle , les
termes affeiés de ddx, ddy, &£ x &c., & de toutes les
difiérentielles de degrés ultérieurs, auront tous pour fac=-
teurs quelque puiffance de x — z ou dey — 4; & que
par confequent ces diflérenticlies difparoiffent au poine
multiple,
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De ces principes, il fuit, 1°. qu’au point multiple on ne
¥ d=x W
B m— el ol °
peut avoir la valeur de 7, dutrement exprimée que par 3

fi ce n'eft par la derniére équation différentielle ; puifque

toutes les autres équations différentielles s'anéantiffant alors |
tour ce qui multiplie dx eft zéro, & rout ce qui mukiplie
dy eft zéro; 2°. que cette derniére équation différentielle
ne contenant point ni ddx, ni ddy, ni toutes les autres
différenticlles ultérieures , peut réfulter immédiatement de
I'équation propofée différenciée m fois de fuite, en fuppo-
fant dx & dy conflans: 3° que dans cette méme derniére
équation différenticlle dx & dy monteroat au degré m; &

que par conféquent fi 'on divife par dy™, on aura en ré-
( ; dx Sa Ay
folvant cette equation , m valeurs de 7, qui ferviront X

trouver les tangentes qu'ont au point multiple les différentes

branches qui paffent par ce point.

Pour éclaircir & confirmer tout cela par un exemple ,
prenons la courbe qui a pour équation a (v — P
(x — a)* = o. Si l'on différencie cette cquation m fois ,
Ceft-a-dire, ici, deux fois, on aura 1°. 2ady (y — b) —
dx(x —a)*— 2xdx (x —a) = o0; 2°% 2addy (y — b)
+ 2ady* — ddx (x —a)* — 2dx*( x— a) — 2xddx
(x— a) — 2dx* (x — a) — 24dx® = o; ol I'on
voit, qu'en mettant ¢ pour x, & & pour y, la premidr
équation différentielle s'évanouit; & que dans la feconde ,
les termes affe@és de ddx & de ddy sévanoniffent, en-

forte qu'elle fe réduit 4 2ady® —2xdx* = o,

Mais fi au lieu de différencier pour la feconde fois, en
traiant dx & dy comme variables, nous euffions différencié

en les traitant comme conilans, nous aurions eu 22dv® —

2dx* (x —a) —2xdx* = o, qui en mettant ¢ pour x,
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fe réduit également 3 22dy® — 2xdx” = o, & donne

dr _ 4 1, qui indique deux tangentes au point ol x = &
- et q q g P =

& y = b; ce point eft donc un point double; & la va-

ydx o
leur < - de la foutangente, devenant alors =& b, ces deux
()‘

tangentes font un angle de 45° avec l'ordonnée; cleft ce

que confirmcra la defeription de la courbe par le moyen
de fon équation, qui donnant y = b= (x —a) v z, fait

voir que la courbe a deux branches parfaitement épales &
femblables, quife croifent au point O ot x = ¢ & y = 4.
Sa figure eft telle quon la voit ( fig. 20).

65. D'aprés ces principes, il eft donc facile de déterminer
fi une courbe dont on a I’equation , a des points muldiples,
quels ils font & ou ils font, 1l faut différencier cetre équa-
tion ; égaler a zéro le coéfficient ou multiplicateur de dx,
& celui de dy. Ces deux équations détermineront la va-
leur qui convient a x & celle qui convient a y, sl y a
un point muliiple ; ou les valeurs s'il y en a pluficurs;
mais pour saffurer de lexiftence de ce point multiple, il
fandra examiner {i ces valeurs de x & de y fatisfonr a I'é-
quation propofée. Alors pour dererminer le degré de mul-
tiplicite du point ou des points trouveés , on différencicra
de nouveau I'équation, mais en traitant ( pour plus de fim-
plicite ) dx & dy comme conftans. Si les valeurs qu'on a
trouvées pour x & pour y, étant fubflituées dans cette fe-
conde équation différenticlle, tous les termes ne s'anéan-
tiffent point, alors le point wouvé n'cft que double. Si au
contraire ils s'anéantiffent, il eft plus que double. On pro-
cédera donc, dans ce dernier cas, a une troifieme différen-
ciation, en traitant toujours dx & 4y comme conflans: &

ayaut fubfiiué les valewrs de » & de y, le point fera triple

-
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fi tous les termes ne s'anéantiffent point : & fi au contraire

=T

Is s'ancantiffent tous, il fera au moins quadruple. On con-
tinuera de différencier & de fubfliruer, jufqu’a ce qu'on ar-
rive a une différentielle dont les termes ne sanéantiffent pas
tous par la fubflitution des valeurs de x & de y,

Par exemple, fi I'on demande les points multiples de la
courbe, qui a pour équation y* — axy* 4 bad? — 0; je
difiérencie cette équation, & {ai 4ydy — z2axydy —
ay’dx 4 3bx’dx = o. Egalant 2 zéro le coéfficient de
dx & celui de dy, j'ai 4y’ — 22xy = o, & 3bx* —
ay* = o. La premiére de ces deux équations donne ou
¥ =0, ou 4y* — 2ax = o. La valeur y = o fubftituée
dans I'équation 3bx* — ay® = o, donne 3bx — 0, on
x = 0; or, en mettant dans I'équation propofée o pour x .
& o pour y, on fatisfait a cette équation ; donc la courbe
a un point multiple dans Pendroit ol x — o & y = o;
c'eft-a dire, & I'origine.

ax

Quant 2 la valeur 45* — 242 = o, ou Y= < en

a* x

Ia fubftituant dans 352" — ay*=o0, ona 3bx* — - =0,

. a . Y
qui donne ou x = o0, ou x = 77 mais la premiére, fa-

voir x = o, donne y = o, ce qui nous donne le méme

point que ci-devant, & la feconde donne y* — 1—‘1—7?’; mais
ces valeurs de x & de y* ne fatisfont point a I'¢quation pro-
pofée; ainfi il n’y a pas d'autre point multiple que celui
qui doit étre I lorigine.

Pour connoitre fa multiplicité, différencions une feconde
fois; nous aurons 12y°dy* — 24xdy* — 2aydxdy —
2aydxdy - 6bxdx*= o, dont tous les termes s'anéan-
tiffent en mettant pour x & y leurs valeurs, zéro, Done
lz point eft plus que double,
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Paffens donc 3 une troifieme différenciation : nous aurons

Co TR S

24ydy’ — 2adxdy® — 2adxdy® — 2adxdy® 4 6bdx?
— o0; ou en mettant pour y & x, leur valeur zéro, 64643
— Gadxdy* = o; comme cette troifieme differentielle ne
sanéantit point, le point en queftion eft un point triple,

Pour en déterminer les tangentes, je divife cette équa-

b . y : 3, e dxP ada i

tion par 65, & par 4y’ ; jai Iy Fay = 0> donne

2 A b (A 3 e dx gy a m

7y =0 & 05T LT E’j_i v . La premicre
Y 1 dx g v I d &

valeur de 2=, fait voir que l'une des tangentes au point

multiple , eft paralléle aux ordonnées, cleft-a-dire, qu'une

des branches touche I'axe des ordonnées, puifque le point

multiple eft d'ailleurs a lorigine. Les deux valeurs il—; =
;

=+ %Font voir que les deux autres branches font avec

I'axe des ordonnées, chacune , un angle dont la tangente

eft v ‘-;,, & g'étendent de différens cotés de cet axe, On

peut voir la figure de cette courbe en réfolvant fon équa-

tion, qui donne y = & v/ [2c b : vV (aa — 45_-:_')J -

2
prenant pour a & b denx nombres 3 volonte , & donnant
fucceflivement 3 x plufieurs valeurs tant pofitives que ne-
q
gatives : on trouyera quelle eft telle que la repréfente la

figure 21.

Au refte, lorfqw'on a déterminé un point multiple, par
les opérations ci-deflus, il ne faut pas toujours en conclure
que toutes les branches qui font cenfces paffer par ce point,
foicnt vifibles. Il peut fe faire que P'équation qui determine
les tangentes ait des racines imaginaircs ; & alors il y a au-
tant de branches invifibles, Les points ol cela arrive, font
quelquefois



DE MATHEMATIQUES. 8t

quelquefois détachés du cours de la courbe, 2 laquelle ils
n’appartiennent pas moins; on les appelle alors des points
conjugués ; mais foit qu'ils foient ou ne foient point détachés ,
ils ne font pas moins cenfés raffembler le nombre de branches
marqué par le degré de leur multiplicité, la courbe i la-
quelle ils appartiennent, cft un individu d’'une famille plus
¢tendue, dans laquelle toutes ces branches font vifibles ;
mais elles deviennent invifibles dans celle-la, parce que
quelquune des quantités conflantes qui entrent dans I'équa-
tion commune a toute la famille, devient zéro dans le cas
particulier de cette courbe individuelle. Ceft ainfi que dans
la courbe qui a pour équation m(y — b)* — x (x — a)?
= o, & donr celle de la figure 20 eft un cas particu=
lier, & devient la méme lorfque m = a2 ; Ceft ainfi,
dis-je , que dans cette courbe qui aura aufli une feuille,
cette feuille n'a plus lieu lorfqu'on fuppofe 2 = o, ce qui
réduit Péquationa m (y — 6 )* — &’ = o; les deux branches
OMZ, OM Z qui éroient au-deffus du point O, n’auront
plus lieu dans cette derniére; on du moins n'y feront pas
vifibles. Car on peut fuppofer qu'elles y font encore, en
regardant ¢, non comme zéro abfolument, mais {eulement
comme infiniment petit. Il n’y aura pas moins deux tan-
gentes, a la verité; mais cet exemple fuffit pour faire en-
trevoir comment I'anéantiffement de certaines branches peut
avoir lieu.

66. On peut tirer plufienrs conféquences utiles de ce que
nous venons de dire, a I'occafion des points multiples.

67. 1°. Lorfqu'une expreffion algébrique frationnaire ,
dans laquelle il entrera une ou deux variables, fera telle
gqu'en y mettant , pour chacune de ces variables, certaines
valeurs déterminées, elle deviendra 2; on aura la valeur

Marine, Mécan, I, Payiie, F
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que doit avoir alors cette expreffion, en différenciant {épa-
rément le numérateur & le dénominateur, autant de fois
de fuite qu'il fera néceflaire pour qu'ils ne deviennent plus
zéro en méme temps; & dans cetre différenciation, on
traitera les différences premiéres, comme conftantes. En ef-

fet, on peut toujours regarder toute expreflion fraCtionnaire
1l B : : }
algébrique —, dans laquelle il entreroit deux variables, par
empl seant la valeur de 55 (x & y ét
exemple, comme étant la valeur de 7= (x & y étant ces
deux variables ) ; C'eft-a-dire, qu'on peut toujours fuppoler
dx B S
I = & par conféquent Adx — Bdy = o. Or puif-
que, par la fuppofition, 4 & B deviennent 2€ro en méme
temps, lorfque x & y ont certaines valeurs , il fuit de ce
LR : T T R TR
qui précéde, que pour avoir la valeur de e faur difie-
[¢
rencier cette équation en regardant dx & dy comme conf-
tans, la différencier, disje, jufqua ce gu'on arrive a une
€quation qui ne gancantiffe point par la fubftitution des
valeurs de x & y. Or ces différenciations confécutives,
donnent d Adx — dBdy — o, ddAdx — ddBdy = o,

2 . dzx dB
$PAdx — PBdy = o, &c., qui doment — = 5=,
dx dAB s b el Sl LT o huak
Y e e ‘eft-a-dire a1 Farene
7; = 1dds iy — 74’ ceft-a-dire, qu’il fant différen

cier {éparément le numérateur & le dénominateur , ainfi qu'il
a été dit: & la derniére de ces équations donnera la va-

leur, ou les valeurs de dx.

68. 2°. Lorfquune équation qui renfermera plufieurs va-
riables fera telle, qu'a cerraines valeurs de l'une de ces
variables, moins une , il devra répondre un certain nombre
de valeurs égales de la derniere, & qu'il en fera de meme

de toutes, on trouvera ces valeurs en différenciant autant
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de fois de fuite, meins une, I'équation propofée; fippo-
fant dans ces différenciations dax dy, dz, &c. conftantes,
fi x,y, 1, &c font les variables , & egalant & zéro les
multiplicateurs de dx,dy, dz, &c., ceux de dx*,dxdy,
dzdy , &c., & ainfide fuite. Si roures ces équations s’ac-
cordent entre elles & avec I'équation propofée, les valeurs
de x, ¥, 7, &c qu'elles auront donnégs » feront les valeurs
demandées,

69. Remarquons au fujet des points muliiples que puif=
que les valeurs de x & de y, que l'on trouve en égalant
a zéro le coéfficient de dx & celui de dy doivent fansfaire
a P'équation finie propofée, on ne peut, lorfque cette ¢qua-
tion n'eft pas donnée en termes finis » Ou ne peut pas y étre
ramené par les méthodes du calcul intégral , saflurer par le
calcul feul, de lexiftence de ces points,

Des Points ;i’f/.zﬂe.\'iorz v{ﬁ[:!cs & invifehles,

70. 1l arrive quelquefois qu'une méme branche de courbe
aprés avoir tourné {a concavité vers un cartain point, tourne
enfuite {2 convexité vers ce méme peint , en continuant
néanmoins {a marche, Telle eft la courke que 'on voit re-
préfentée (fig. 22). Le point O ol ce changement arrive,
sappelle point d'inflexion.

Pour déterminer ces fortes de points, il faut remarquer
que la tangente au point O, doit érre tangente commune
de la branche OB, & de la branche 0%, qui fe touchent
mutuellement au point O; fi donc de part & dautre du
point O, on prend deux arcs €gaux ou inégaux, mais infi-
niment petits , la tangente doit ére le prolongement de 'un
& de l'autre, enforte que ces deux petits arcs doivent étre
en ligne droite,

Flz
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Cela pofé, ayant mené les ordonnées MP, 0Q, mp, &
nommé AP, x, & PM, y; on aura Mr=dx, Or= dy;
& fuppofant OM & Om infiniment peu différens I'un de
I’autre, on aura OF = dx -+ ddx, & mr' = dy+ddy;
puis donc que MO & Om font en ligne droite, les triangles
MrQ, Or'm font femblables; donc fi 'on fuppofe (ainfi
quon en eft bien le maitre) que les arcs MO & Om font
égaux, ces memes triangles feront aufli ¢gaux, & T'on aura
Mr—= 0/, & Or=mr ; cCeft-d-dire, dx = dx 4 ddx,
& dy = dy + ddy; donc ddx = o, & ddy — o.

Donc, pour déterminer les points d’inflexion fimples, il
faut différencier deux fois de fuite Péquation de la courbe,
& fuppofer dans la feconde équation différentielle, ddx = o,
& ddy=o. Or, il eft évident qu'alors cette feconde equa-
tion eft la méme que fi lon elt différencié en faifant dx
& dy conftans. Donc , pour avoir les points d'inflexion
fimples, il faut d'abord différencier 'équation de la courbe ;
puis différencier cette premiére €quation différenticlle , en
regardant dx & dy comme conflans. Alors fi de la premiére
équation différentielle on tire la valeur de dx ou celle de
dy pour la {ubflituer dans la feconde, on aura une équa-
tion qui etant divifée par dy* ou dx*, ne renfermera plus
que des x, des y & des conftantes , & qui étant comparée
avec 'équation méme de la courbe, donnera les valeurs de

x & de ui conviennent au point d'inflexion fimple.
> q

Prenons pour exemple , la courbe qui a pour equation
x5 — by = 4 Nous aurons 3x°dx — 2bydy = 03
différenciant de nouveau , & traitant dx & dy comme conf-
tans, nous aurons 6xdx* — 2bdy® = o; or, la premiére
3x2dx

Sk {ubftituant dans la feconde, on aura

donne dy =

Gxdx*— e
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a3
donne ¥ = 27, qui étant fubfiitué dans Péquation de la
J 4b q q

courbe , donne 2} — a3 = a* ou &’ = 44°; donc

3

3 . 3a
x = a7y, & par conféquent y = v - = 2 V' -

Ce font les valeurs qui déterminent le point d'inflexion.

Prenons , pour fecond exemple, la courbe qui a pour
équation ¥y = a - (% — )5, nous aurons dy
2
i(x = a)" 5dx; différenciant de nouvean en traitant dx

6 i
& dy comme conftans, nousaurons o = — = (x—a)” dx,

— o0; donc dx — 0; or la premiére équa-
3
2
tion différentielle dy —= 2 (x — a)™ 5dx revient 2 dy =
% dx 2 <
——— ou (x—a)5dy = 3dx; donc puifque dx = o0,
(x —a)s
2 :
on a (x — a)5dy = o, qui donne oundy = o, ou

3 3 :
(x — a)5 = o; mais comme il n’eft pas poflible qu'on
ait en méme temps dx & dy égaux a zéro, il senfuit que
3
(x —a)’ = o, eft la véritable folution, qui donne x = a,
& par conféquent y = a.

71. Remarquons en paffant, 1°. Que puifqu'on trouve
dx — o, la tangente an point d'inflexion de cette courbe,
eft paralléle aux ordonnées.

2°. La méthode que V'on donne ordinairemert pour trouver

les points d'inflexion, confifte 4 différencier deux fois de

fuite P'équation, en fuppofant dx conflant, & a égaler ddy

3 zéro ou a linfini. Quoique cette méthode conduife aux

mémes réfultats, nous avens néanmoins évité de l'employer,

parce quen effet ddy n'cf point infini, ainfi qu'on doit bien
F3
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le voir par ce qui précédc. Ce qui eft réellement infini

: ddy g
alors, c’eft la valeur de ‘T- » & non pas ddy qui ne peut

étre que zéro , dans ce cas comme dans tout autre ; & comme
dx eft zéro dans les mémes cas de points d'inflexion, ol

r".’-

I'on a contume de fuppofer ddy infini, eft réellement 2 -
o

qui en regardant zéro comme une qunmit(; infiniment pe-

tite , eft en effet infini.

3° Si la courbe devoit avoir plufieurs points d'inflexion,
équation finale donneroit plufieurs valeurs de x; ceft-i-
dire , quelle paflercit le premier degré. Cela arrive dans
les courbes qui vont en ferpentant , comme dans la fi=
gure 23.

72. Si l'on concoit que les deux points dlinflexion O
& O (fig. 23), sapprochent continuellement & foient enfin
infiniment voifins 'un de lautre; alors fi 'on {e repréfente

H P ’

comme ci-devant, les deux arcs infiniment petits OM &

o

Om, & les deux arcs infiniment petits O'M’, O'm’ de part
& d'autre des points d'inflexion O & 0!, les deux cHtés
Om & M O, feront ou peurrent étre fuppofés I'un fur
Fautre ; & puifqu’au point d'inflexion, MO eft en ligne
droite avec Om, & M O avec O'm, il y aura donc trois
petits arcs confécutifs en ligne droite,

Cela pofé, foient Mm , mm', m'm" ( fig. 24) ces trois
arcs infiniment petits. Abaiffons les ordonnées MP,mp, m'p’,
m!' p" , & menons les lignes Mr, mr!, m!rll paralléles i
AP. Nommons AP, x, & PM, y; nous aurons Mr — .':Hx,
—+- ;Eu’-c , 'm' = dy + ddy,
= dx = ddx 4 &Px, /'m = dy 4+ ddy = &y. Ot

trois triangles Mrm, mr'm'y m'/"m" font {emblables,

'
e = dyshmt i==d




DE MATHEMATIQUES. 8~

puifque les cdtés Mm, mm' & m/m'" font en ligne droite;
donc fi Pon fuppofe ces mémes cotés ¢gaux (ce dont on
eft le maitre), les triangles feront égaux; on aura donc
dx = dx -+ ddx, dy = dy + ddy , dx - ddx = dx
+ ddx + Px, dy } ddy = dy + ddy + Py ; Ceft-a-
dire, ddx = o, ddy = o, &’'x = 0, &’y = o.

Donc, fi I'on différencie I'équation de la courbe trois
fois de fuite, en faifant varier dx, dy, ddx & ddy, &
qu'enfuite on mette o pour chacune des quantités ddx,
ddy, &x, &y, il faudra que chacune des trois équations
réfultantes de ces différenciations ait lieu. Or il eft évident
qu'elles deviennent alors les mémes, que fi Pon eiit diffé-

rencié trois fois de fuite, en fuppofant dx & dy conflans.

En raifonnant de la méme maniére, on verra que fi trois
points dinflexion confécutifs viennent a fe réunir, il y aura,
au point de réunion , quatre élémens en ligne droite , & I'on
démontrera de méme, que fi 'on différencie 'équarion quatre
fois de fuite, en fuppofant dx & dy conflans, les quatre
équations qui en réfulteront , doivent toutes avoir lieu; &
ainfi de fuite,

Donc, fi de la premiére équation différentielle on tire la
valeur de dx pour la fubflituer dans toutes les autres, on
aura , aprés avoir divifé la feconde par dy*, la troifiéme
par dy?, & ainfi de fuite, autant d'équations qui doivent
avoir lien conjointement avec l'équation propofée , pour
qu'l y ait une, deux, trois &c. inflexions réunies. Donc,
fi de deux de ces équations on tire les valeurs de » & de
¥, il faudra que ces valeurs fubflituées dans les autres equa=

tions y fatisfaflent.

Lofquiil n'y a que deux inflexions réunies, l'inflexion eft

F 4
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invifible ; elle redevient vifible, lorfqu'il y en a trois; en
genéral lnflexion et vifible ou invifible , felon que le
nombre des inflexions réunies eft impair on pair. Donc i
E = o repréfente, en geénéral, I'équation d'une courbe ;
il faudra, pour qu'il y ait m points d'inflexion réunis, il
faudra qu'en différenciant £, m 4 1 fois, en fuppofant dx
& dy conflans, toutes les differentielles ddx, ddy, &x,
&y, &c, jufquia celle du degré m - 1 foient zéro; &
Pinflexion fera vifible on invifible , felon que m fera impair
ou pair,

73. Jufgw’ici nous avons fuppofé les ordonnées paralléles,
Si elles partoient d'un point fixe, voici comment on sy
prendroit , pour déterminer les points d'inflexion. Ayant
imaginé les deux arcs infiniment petits & confécuifs, qui
au point d’inflexion doivent étre en ligne droite, on me-
nera (fig. 25) les ordonnées CM, Cm & Cm', & l'on dé-
crira lesarcs Mr, mr' que I'on pourra regarder comme perpen-
diculaires fur Cm & Cm'. Cela pofé, il eft facile de voir que
Pangle r'mm' ne différe de I'angle rMm que de 'angle m C/,
CaronaCmm' 4 rm M= 180°,0u Cm/' + ¥ mm' 4 9o° —
rMm = 180° ; donc ’mm' — r Mm = go°® — Cm7' ; mais
caule du triangle Cr'm reCtangleenr’ , on a 90°— Cm/ =
mCr ; donc r'mm —rMm =mCr.

Si 'on méne la ligne mn qui fafle langle ®ma=mC/,
Iangle nm:' fera donc égal 2 mMr, & par conféquent le
triangle tm/ fera femblable an triangle m Mr. Nommons
CM,y,& Mr, dx,nousaurons mr =d y, mr' =dx—4 ddx,
& m'’ =dy 4 ddy ; nommons Mm =ds;mm! fera=ds
—+dds. Décrivons du point m, & du rayon mm' , larcm'n ;
alors les fe@eurs Cm+' & nmm' {eront femblables, & donne-
ront Cm ;mr' ;i mm'; m'n;cefi-a-dire,y +dy :dx~4-ddx
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*+ds4dds:m n,qui, en omettant ce qu'on doit omettre,,
fera = 5{—5;3 ; mais le triangle mtn femblable i tr'm, fera
auffi femblable & mr M ; on aura donc Mr : Mm: 1 tmintomt;

sdx '

3 \ . d s2
ceft-a-dire, dx : ds i3 ) S = -~—y——; donc Ft =

dy + ddy— i}?— Or les triangles femblables Mrm & mr't

donnent Mr® rm: mr s7t, ondx & dy.:dx -+ ddx:

dy - ddy——-— donc u'xdy + dxddy — d.m'a-::

dxds? 3
X2 —o;Ceft=

dxdy+ dyddx,ondxddy —dyddx—

14 la formule pour trouver les points d'inflexion fimples, quand
les ordonnées partent d’un point fixe ; qui revient 2 celle des co-
ordonnées paralléles , lorfqu'on fuppofe le point thmmn.nt

* doit

dx
¢loigné, & dx & dy conftans, Car alors le terme

étre rejetté , puifque y eft infini. Dans l'ufage de cette formule .
il fera toujours plus fimple de fuppofer dx conftant , ce qui la

T e ds? d .
réduit 3 ddy — T‘ ; & il faudra obferver de traiter auffi

dx comme conftant, dans la différenciation de léquation dela
courbe: mais comme les dx font des arcs décrits d'un rayon
variable , au lieu que quand les co-ordonnees partent d’un point
fixe , on les rapporte a des arcs décrits d’un rayon conflant co,
comme nous I'avons dit ( 40 ) ; on aura foin de mettre , au lieu
de dx {a valeur , quifera tonjours facile a avoir , en remar-
quant que les feGteurs €S/ & CMr font femblables. Nous
ne nous arrétons pas a4 donner, dans la méme fuppofition ,
les formules pour les autres peints d'inflexion. Cela n'eft pas
difficile a prefent,

Obfervation fur les Maxima & Minima.

74. Soit F une fonction d’'une ou pluficurs variables, &
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qui foit fufceptible d'un maximum ou d'un minimum, Si nous
la confidérons comme repréfentant ordonnée ou labfciffe x
d'une courbe, c'eft-a-dire, fi nous fuppofons x = F, il fuit, de
ce que nous avons dit a occafion des points d'inflexion, que
sil eft vrai que dF ou dx foit zéro , lor{qu'il y a un maximum
ou un minimum , 'inverfe n'eft pas toujours vraie; car nous
avons vu (70) un cas ou I'on avoit au point dinflexion
dx=o0; celt-a-dire , la rangente paralléle aux ordonnées ;
or il eft évident que ni 'ordonnée ni labfciffe ne font alors ni
un maximum ni un minimum. Que faut-il donc pour saflurer de
Vexiftence du maximum ou du minimum ? 11 faut différencier
plufieurs fois de fuite la quantité , en faifant les différences
premicres de chaque variable, conftantes ; & fi les valeurs
qu'ont les variables au point de maximum on minimum cherché,
anéantiffent non-feulement 4 F, mais aufli 44 F , fans anéantir
4’ F il 'y a pas de maximum dans la courbe qui a pour équa-
tion x==F, mais bien un point d'inflexion vifible ; ainfi la
quantité F n’a point de maximum ou de minimum, Mais fi d3 F
sanéantit, fans que d*F s’anéantiffe, il y aura maximum ou
minimum. En général , il y aura maximum ou minimum , fi la

derniere différentielle qui sanéantit, eft de degré impair,

Des points de Rebrou[fement de différentes efpéces, & des
différentes fortes d’attouchement des branches d’une méme

Courbe.

75. Lorfque deux branches de courbe viennent a fe tou-
cher , elles peuvent s'oppofer leurs convexités, comme dans
la fig. 26, eu s'embrafler comme dans la fig. 27; & dans 'un
& dans lautre cas, il peut arriver qu'elles continuent leur
cours de part & d'autre du point d'attonchement, ou gu'elles
sarrétent brufquement & ce point , comme on le voit (fig. 28
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-
& 29). Dans ce dernier cas,le point d’attouchement s'appelle
point de rebrouffement ; c'eft-2-dire , point de rebrouffement fimple
dans la figure 28 , & rebrouffement en bec, dans la figure 29.
Si plus de deux branches fe réuniffent, toutes ces differentes
variétés peuvent fe trouver a la fois dans le méme point, &
il peut s’y en trouver encore une infinité d'autres ; par
exemple , les branches peuvent, en fe touchant, fubir une
ou plufieurs inflexions, Il peut arriver qu'une inflexion &
un point de rebrouffement {e trouvent réunis, & ne femblent
former quun feul rebrouflement. Dans la figure 30, fi la
branche £ B D qui forme en £ un rebrouflement fimple avec
la branche E C, avoit un point d’inflexion en B ; lorfque ce
point d’inflexion fe trouveroit infiniment prés du point £, on
n’auroit plus que 'apparence d’un rebrouflement en bec. Ces
variétés peuvent aller 4 I'infini, fur-tout en confidérant que
plufieurs branches peuvent fe toucher  la fois. Nous n’entre-
prendrons donc pas d’afligner le cara&ére de chacune: nous
obferverons feulement, que toutes les fois que pluficurs
branches de courbe viendront 4 fe toucher, on le reconnoitra
a ce que 1°, ce point étant multiple, doit avoir les conditions
mentionnées (64 ). 2° L’équation qui fert 2 déterminer les
tangentes des points multiples, doit alors avoir autant de
racines égales qu'lil y a de branches qui fe touchent, puif=
quialors il y a autant de tangentes réunies. Ainfi pour le
rebrouflement fimple , il doit avoir les conditions communes
aux points doubles ; & I'équation qui en donne les tangentes ,
x
i d
confidération de ces points n’eft pas d’une aflez grande utilite ,

ouqui donne — , doit avoir denx racines égales. Comme la

pour nous engager a nous livrer aux détails qu'elle exige, nous
n’en dirons pas davantage. On peut confulter fur cette matidre ,
VAnelyfe des lignes courbes de Cramer, Genéve 1750.
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Des Rayons de courbure , ou de la développée.

76. S1 Pon concoit que fur chacun des points
M, m,m',8&c.d’une ligne courbe quelconque (fig31),
on ait ¢levé des perpendiculaires MN, mn , m'n' , &c. ;
les interfeétions confécutives, n,n’' , &c. formeront
une ligne courbe a laquelle on a donné le nom de
développée , parce que {i on la concoit enveloppée d’un
fil ABN qui la touche en fon origine B, alors en
développant cette courbe, Pextrémité 4 du fil trace
la courbe 4 M. En effet , dans le développement de
N7, par exemple ; en confidérant Nn comme une
petite ligne droite, le il MNn décrit, autour du
point » comme centre , larc Mm auquel il eft né-
ceflairement perpendiculaire, puifque le rayon d’un
cercle eft perpendiculaire a fa circonférence.

77. La courbe 4 M étant donnée, fi Fon veut,
pour un point quelconque M, déterminer la valeur
de Mz, qu'on appelle Rayon de la développée , on
remarquera que Mn eft déterminé par le concours
de deux perpendiculaires infiniment voifines MN &
mn. Ceft pourquoi (fig. 32 ), on imaginera deux
arcs confécutifs Mm , mm' infiniment petits, & n-
finiment peu différens, que l'on confidérera comme
deux lignes droites: on imaginera aufli M N perpen-
diculaire en M fur Mm , & m N perpendiculaire en
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m fur mm'. Alors dans le triangle NMm refangle en
M, onaurat : finn MNm :: mN ou MN : Mm,
ou (a caufe que langle MNm eft infiniment petit)

1: MNm i MN : Mm; donc MN = -2 : or ,

MNm ?
fi on prolonge Mm, langle umm' = M Nm , parce
que ces deux angles font complémens du méme
angle MmN, a caufe des angles droits NMm, 8

2 M
Nmm' ; donc MN = —=

wmm'

Si 'on méne Mr & mr' paralleles & 4P, il eft
facile de voir que l'angle zms' étant égal & mMr,
Pangle zmm' eft la quantité dont langle m Mr dimi-
nue, ou la différentielle de T'angle 7Mm , laquelle
doit &tre prife négativement ici, olt la courbe eft
concave , & au contraire , doit ¢tre prife pofitive-

ment , quand la courbe eft convexe ; on a donc

MN — :—i’"— Cherchons donc Texpreflion
=d(rMm)

de d(rMm). Or la tangente de rMm , eft “;f),," ’
& fon cofinus [ en nommant ds larc Mm ou
V (dx* +dy*) ] eft &2, ainfi quil eft aifé de le
conclure de ce que le triangle rMm eft re@tangle :
& nous avons vu (24) que g ¢tant un angle quel-
conque, on avoit dy={cof. 1)* d(tang. 7 ); donc

d(rMm) = (;h) donc enfin MN —

ds

T R o e T Ceft-1a la formule
Tihe \d) e ()
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pour trouver les rayons de la développée , quand
les ordonnées font paralléles.

78. Quand les ordonnées partent d'un point fixe (fig. 33),
M m
”I’HI uw?
mais m'mu n'eft pas =-2d (r Mm) ; voici comment on
trouve alors la valeur de m'mu.

ona, comme ci-deflus,& par lesmémes raifons, M N—=

Décrivant les arcs Mr, mr' ,onam'mu—=—rmu —m m 3
or, felonce que nous avons vu ( 73 ) ,/mu difféere der M m,
de la quantit¢ angulaire mCr' ou M Cr, (car ces deux der-
ni¢res quantites ne différent que d’'une quantité infiniment pe-
tite par rapport aelles) ; donc ‘rmu= M Cr—rMm ; donc
puifque m'mu=rmu—"rmm',ona mMmu=MCr+rMm—
rmm=—=MCr—d(mMr). Or en nommant Mr,dx,onar1:
fin.MCron.MCr; . CM;Mr;ceft-a-dire, 1. MCr: :_}’:d’ xs

donc MCr=-2 o & puifque d (m Mr) —-i‘f; d (
y
- 1% :f 1’
onamme = — — — ( ) & fi la courbe étoit

5o
COnvexe , On trouveroit d méme m'mu = —
¥ 7

donc MN=_

2 Sjiss ;3 dy
ds*dxTydx J(f).

79. Pour a,ppnquc—:r ces furmu es a quelques exemples , fup-
poinns que la courbe 4 M foit un cercle qui ait pour équation

yy=2ax — xx ;nousauronsy = ' (24 x — xx) ; donc
adx=—xdx adx
= Is=V/(d x*+dy*)feradonc———— 3
V’le\——l \}"— ( + } £ V(2 zvfu.)
a—x dy 22'd %
& —— fera o ' doncd( ) e :
(2ax—x: x) ’ A :

24X~ %%)2

a formule qui convient an cas préfe ou la courbe eft con-
la formul on préfent, ol la courl l}

’_}'; ()

cave, & ou les ordonnées font paralléles, eft
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a’dx3

elle fe changera donc en fregson

a*dx?

=a;ceft-a-dire, que
3
(zax—xx)3
le rayon de la développée eft toujours de méme grandeur &
égal au rayon du cerele, enforte que la développée (e réduit
a un point qui eft le centre ; ce qui s'accorde avec ce que I'on
connoit.

Prenons , pour fecond exemple , la parabole, qui a pour
? ] 2
1 ]

équation y* = ax, ou ¥ = Vax =a? x*, nous aurons
dy =3 4 x~ *dx; donc ds = v (dx* + dy') =
V(dx?fiax—rdx*) =dx v (1 AL 4{_):;{“/ (ir_i::')
= -;;x_{a'xt/(4x +a), & dy —

1
dx "

2*x" % ; done

e ; -3 . d 3
d (—D-,—) — —ﬁa; x~ =dx, laformule =
dx _J\‘-'J(_{}_)
dx
(¥ de (42 4a)t L (
X 1dx x4+a)s : x 2
devient dorc ° %, Sl ) =1 "f"'i‘i.__:
dx*XLtaix™ 3 dx? 23
x I’ 4 X -1a
4x+a  (4x+a)
2 a

80. Les rayons de la développée fervent & me-
furer la courbure d'une courbe en chaque point.
Puifque dans le développement de Pélément N7z de
lacourbe BN ( fig. 31 ), le fil trace le petit arc
mm , cet arc mm' a donc méme courbure que le
cercle qui auroit pour rayon mn. Ainfi, quand on
a l'expreffion du rayon de la développée, on a pour
chaque point, le rayon du cercle qui a méme cour-
bure que lacourbe, en ce point. Et comme la courbura
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d’un cercle eft d'autant plus grande que fon rayon
eft plus petit ; Ceft-d-dire , que les courbures des
cercles font en raifon inverfe de leurs rayons, il
fera donc facile de comparer la courbure d'une courbe,
en un point quelconque , avec la courbure de cette
méme courbe ou d’'une autre , en un point quel-
conque. Ainfi, fi je voulois comparer la courbure
de la parabole, 2 fon origine, avec celle qu'elle a
A Pextrémité de ordonnée qui pafle par le foyer,
je remarquerois qua l'origine on a x = o, & que
Pabfciffe qui répond au foyer, eft {a ( Alg. 356 ).
Faifant donc fuccefivement , dans Pexpreffion du
rayon de la développée x = o, & x=1a,ai
14 & ay 2, le rayon de la développée eft donc
1a A Porigine, & il eft ap/2 a Pextrémité de l'or-
donnée qui pafle par le foyer ; donc la courbure,
au premicr de ces points , eft a la courbure au

fecond i3 ay/2: ta,0uit 2y 2! L

Puifque le rayon MN de la développée neft autre
chofe que le fil qui enveloppoit, ou que Fon peut
concevoir avoir enveloppé la courbe BN, il s'en=
fuit donc qu’il eft égal en longueur & Varc BN plus
la partie 4 B dont le fil excédoit la courbe , lor{-
que le développement a commencé , ceft-a-dire,
plus le reyon de la développée & Porigine A. Donc
la courbe BN eft reftifiable,, c’eft-a-dire,, qu'on peut
affigner la longueur de chacun de fes arcs BN.
Ceux
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Ceux qui defireront plus de détails fur les développées,
peuvent confulter ' Analyfe des infiniment petits du Marquis de
PHopital , ou ils trouveront d'ailleurs d’autres zpplications du
Calcul différenticl.

REMAROQUE

81. Nous avons, ci-deffus (70), déterminé les points
d'inflexion, en fuppofant que les deux élémensde la courbe,
voifins du point d'inflexion , ¢étoient en ligne dioite. De cette
fuppofition,, il femble fuivre , qu'an point d’inflexion le rayon

de la développee devroit tonjours étre infini, parce que les

deux perpendiculaires fur les deux coiés confécntifs feroient
paraliéles. Cependant il y a plufieurs courbesqui, au poin

d’inflexion , ont le rayon de la développée égal azéro; par

v\‘u

exemple, la parabole qui a pour équation y == x 5.

Mais il faur obferver que rien, dans la fuppofition que nous
avons faite , ne détermine de quelle grandeur font ces deux
elémens confécutifs, Or , s'ils {e réduifoient chacun 2 un poine,
ils n’en feroient pas moins fur une méme ligne droite, & les
deux perpendiculaires tombant 'une {ur I'autre, {e rencontre-
roient dans le point méme d’ou elies partent. Or, ceft ce qui
arrive dans les courbes ou le rayon de la d&veloz)pée eft zéro
au point d’inflexion. Car la courbure étant alors infinie, les
deux élémens confécutifs {e confondent , chacun avec la tan-
gente , infiniment moins que dans tout antre cas, & par confe-
quent doivent étre confidérés comme deux points réunis, Les
deux élémens peuvent donc érre en ligne droite , fans que pour
celale rayon de la developpeée foit i::ﬁ.::i ; mais on voit par-la,
qu'au point d’inflexion , le rayon de Ia développée eft tonjours

i
infini, ou nul.

Marine, Mécan, 17 Partie. G
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ELEMENS
DU CALCUL INTEGRAL.

82. IL sagit ici de revenir des quantités différen-
tielles , aux quantités finies dont la différenciation
a produit celles-la : la méthode qui enfeigne com-
ment {e fait ce retour, sappelle le Calcul intégral.

’

Il n’y a point de quantité variable exprimée algé-
briquement, dont on ne puiffe trouver la diff¢ren-
tielle ; mais il y a un grand nombre de quantités
différentielles (*) que P'on ne peut intégrer : les unes,
parce qu'en effet elles n’ont pu réfulter d’aucune diffé-
renciation ; telles font les quantités xdy,xdy —ydx,
&c. ; les autres, parce qu'on n’a point encore trouve
de méthodes pour les intégrer ; & parmi celles-ci;
il y en a dont on a lieu de défefpérer d’avoir jamais

Intégrale.

Quoi quilen foit, on peut tirer un parti tres=
avantageux de celles que Pon fait intégrer ; nous
allons tAcher de les faire connoitre : nous verrons
enfuite ce qu'on doit faire a légard de celles qui

(* ) Par guantité différenticile , | toute quantité affeltée des diffé-
nous entendons ici, non- feule- | rentielles d=, dy, &c, d’unc on

ment celle qui réfulte d'une | de plufieurs variables,

différenciation , mais en général ,
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fo refufent & lintégration. Commencons par nous
expliquer fur quelques fagons de parler dont nous
ferons ufage.

Nous appellerons fondron dune quantité , toute
expreflion de calcul dans laquelle cette quaniité
entrera, de quelque manic¢re qu’clle y entre dailleurs.
Ainfi, x, a4 bx? A 'V(zzx”‘ -+ :5.1‘*) , &c. font des
fonftions de «x.

Nous entendons par guantités algétrigues , celles dont
la valeur exalte peut étre aflignée , en exécutant un
nombre déterminé d’opérations de PAlgebre & de
FArithmérique , autres que celles qui dépendent des
logarithmes. Au contraire , nous appellerons quan-
tités non algébriques, celles dont on ne peut affi-
gner que des valeurs approchées , ou qui fuppofent
des approximations : les logarithmes font dans ce

cas, & 1l y en a une infinité dautres.

Pour indiquer I'intégrale d’une différentielle, nous
nous fervirons de la lettre /'que nous mettrons devant
cette quantit¢ : cette lettre équivaudra 3 ces mots
Jomme de , parce que intégrer , ou prendre [ intégrale ,
n'eft autre chofe que fommer tous les accroiffemens
infiniment petits que la quantité a dit prendre pour

arriver a4 un état déterminé,

G 2
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Des différentielles a une feule variable , qui
ont une intégrale algebrique ; & premicre-

ment des d;jj%’czzrie[/cs monomes.

83. Regle fondamentale. Pour intégrer une diffi-
rentielle monome 5 il faut 1°. augmenter Pexpofant de la
pariable d’une unité : 2°. divifer par cet expofant ainft
augmenté de Lunité 5 & par ladifférentielle de la variable ;
Ceft-a-dire, divifer par ce nouvel expofant multiplié

par la différentielle de la variable,

La raifon de cette régle ne doit pas étre cherchée
ailleurs que dans le principe méme de la diffcren-
ciation (10). Comme il sagit de retrouver la quan-
tité qui avoit été différenciée , 1l eft vifible qu'il faut
appliquer des opérations contraires a celles qui ont

éié prefcrites pour la différenciation.
Cela pofé, appliquons la regle.

141 ” o
x dx xdx X2
:‘o

oy d x .
f2xdxonf2x 'i'x“mﬂ':x-’fxd‘x:';._fx""

2xdx

En effet, d (x*) = 2xdx; a’( )—'-——:tcia_.

—frz'v 3. Par eille=

adx St 1% dx Al —a
ent [ -, 0ufax’dx —- = = —
L f P i uf (—' +1)dr -2 2x2®
En général , m étant un expofant poﬂri. » Ol néwarif, entier

m d * _ax m + 1

ou fraGtionnaire , onaura faa™ dx =

(m-ﬁ-])u.‘t m+ L
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On n'a pas befoin de cete régle pour trouver lintégrale de
dxi,
la premiére , & a x pour la feconde. Mais fi 'on vouloit y

ni de adx,que 'on voit aifement devoir étre x pour

appliquer la régle, on remarqueroit que Pexpofant de x dans
ces differentielles eft zéro , & qu'elles font la méme chofe que
x°dx & ax°dx, dont lintégrale , fuivant la régle, eft
x° 1 dx 22Ty
A f¥on dx & ax.
(o+1)dx™ (o+1)dx
Il n'y a qu'un cas qui échappe ala régle fondamentale ; c'eft
celui o1 l'expofant m auroit pour valeur — 1 3 car alors l'inte-

-1 1
ax

. ax® a -« 1 =
grale devient ou2® ou -, quantité inaflignable ,
=1+ 1 [} o

parce quelle eft infinie: en effet , fi Ton congoit que le
dénominatenr , au lieu d'étre zéro , foit une quantité infiniment
petite , on voit qu'il doit étre contenu une infinité de fois dans
la quantité finie 4, & que par conféquent la fration feroit
infinic. Nous expliquerons , par la fuite, pourquoi le calcul
donne ici une quantite infinie 3 mais en attendant , nous ferons
remarquer que la différentielle propofée ax™ dx qui eft alors
ax"'dx, on ’—i—t eft une différenticlle de logarithme ; c'eft
celle de alx oude [x%, ainfi quon peut le voir aifément en

differenciant ( 27 ).

Si 1a différentielle monome avoit un radical , on

{fubftitueroit au radical , un expofant fractionnaire.

Ainfi pour intégrer adx V x*, onintégrera adx . x?

ou ax’dx, ce qui fe fera comme ci-deflus.
REMARQUE,

84. Nous avons vu (8) que lorfque dans les
G3
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quantit¢s qu’on avoit a differencier , ilfe trouvoit des
termes tout conftans, ces termes ne fe trouvoient plus
dans la différentielle. Donc, lorfqu’on remonte 3
intégrale , il faut avoir foin d’sjouter une quantité
conflante & Tintégrale. Cette conflante aura telle
valeur que P'on voudra, tant qu’on n’aura pas d’autre
objet que de trouver I'intégrale,, c’eft-A-dire , de trou-
verune quantité telle qu’en la différenciant , on rc[n‘o-

duife la différentielle propofée ; en effet, ——— &

m

ax™ !

—— + €, C ¢tant une conftante que‘.conaue , auront
¢galement pour diff¢rentielle la quantité ax" dx, quel-
que valeur quon donne a C. Mais lorfque lintégra-
tion fe fait dans la vue de fatisfiire A une queftion
que T'on s’eft propofée, alors cette conftante a une
valeur que I'état de la queftion détermine : nous
verrons cela par la fuite; mais, & l'avenir, nous
aurons toujours foin d’en ajourer une 3 la fuite de

quuc 1nt¢ 'f‘muon, & afin qu'on la reconnoiffe
pour telle , nous la défignerons toujours par la méme
lettre C,

Des Différentielles complexes dont intégration

rentre dans la régle fondamentale.

85. 1°% On peut encore intégrer par la regle pré-
cédente toute quantité dans laguelle il nentrera point
de puiflances de quantités complexes , ni des divifenrs
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complexeés, & moins que ces derniers ne fuffent des
quantités conflantes.
bxrdx

c

Ainfi pour intégrer ax’dx -

-+ e dx, {'intégrerai

L + ex4-C.

3¢

. { . o xS
{éparément chaque terme , & jaurai — 4
4

. S bdx .
Pareillement lintégrale de ax’dx 4 j_; , ou deax’dx 4
¥ bxl axt” b
bx*4.z'x,eﬂf’4;+ *3 +C,ou%—n_>—{—c.

= 3%

86. 2°. Quand mé&me il entreroit des puiffances de
quantités complexes , on intégreroit encore par la
régle fondamentale, pourvu qu’elles ne fe trouvaflent
point au dénominateur , & qu'en méme temps leur
expofant fiit un nombre entier pofitif.

Par exemple, (2 =+ b x*)’ X dx sintégreroit par la régle
précédente, en élevant aluellement 4 + £x* 2 la troifiéme
puiffance , ce qui ( Algébre 149 ) donneroit #*43a" bx* 4
3 ab® x* 4 b «6, & par conféquent (a + bx*) dx = d¥dx
+ 3 a*bx’d x 4 3ab® x*d x + Px6dx, dontl'intégrale , prife

b 23 x
3 + 5 +7+C'

terme & terme , eft 3 x 4 325 4 3¢ s b VA

87. Comme il n’y a pas de quantit¢ complexe
¢élevée 4 une puiffance dont Pexpofant feroit un
nombre entier pofitif , que Pon ne puifle, par la
méme régle donnée ( Alg. 149 ) , réduire, ainfi, a
une fuite finie de monomes, on pourra donc tou-
jours intégrer toute quantité complexe qui ne renfer-
meroit d’autres parties complexes que des puiffances
dont Pexpofant feroit un nombre entier pofitif,

G 4
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Ainfi , fi ]'wms 3 intégrer g'dx (a 4 ba® )* -

a*x7dx (¢~ ex—+ fa3 )*, je développerois, par larégle
citée, la valeur de (a + ] » & je multiplicrois chaque

terme du réfultat, par g3d x ; je développerois pareillement
la valeur de (¢ 4 ex® 4 fx? )*, & je multiplierois chaque
terme du réfultat , par 2* 274 x ; alors je n'aurois plus a inté-
grer quiune fuite de monomes, ce quieft le cas de la régle
fondamentale.

88. Il faut excepter ici, le cas ol quelqu’un des
expofans étant néganif, il arriveroit quapres le dé-
veloppement & la multiplication , Pexpofant de la
variable , dans quelqu’un des termes, feroit — 13
mais dans ce cas on intégreroit par logarithmes,

Par exemple , fi javois —J—s;i- (4 &2x*)*, on
ax—3dx (a4 bx*)*; je le changerois en ax—3dx (a* 4
2abx® 4 b*x*) quirevient 22> x3dx -+ 24°bx" d x -
ab’xdx, dont les deux termes @®x—3dx + ab*xdx ont

2 b3 x0

A —a’x a X 2
pour integrale ——— -} ——— ; maisle terme2 a*bax—'dx
. 3 ! o dx oy
qui eft la méme chofe que 244 =y eft (27) la différen-
tielle logarithmique de 24”4/ ; enforte que lintégrale totale

eft — ﬂ-.zi: - a[’:r: +2ablx+ C

89. 3° Sila quantité différentielle propofée ren-
ferme méme une quantité complexe, élevée A une
puiffance quelconque ( dont I'expofant foit entier ,
ou fraltionnaire, pofitif , ou négatif ) , on intégrera
encore , fi la totalit¢ des quantités qui muliiplie cette
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quantité complexe, eft la différenticlle de cette mEme
quantité complexe, confidérée fans fon expofant total;
ou fi elle eft cette différenticlle multipliée ou divifce
par un nombre conftant. Il ne faudra pour cela, que
regarder la quantit¢ complexe dont il sagit, comme
une feule variable, & appliquer mot & mot la regle
fondamentale,

Par exemple, gdx (a2~ b x )P eft dans ce cas , parce que
gdx eft la différentielle de 2 -} bx, multiplice par ‘i— qui
eft une quantité conftante ; ainfi pour lintégrer , jecris

gdx (a + bx)Pt! gdx(a+ ﬁa’}f"t'_‘

Jgdx(at+bx = yinrin T C= (rr )54z

En effet, fi 'on différencie cette nouvelle quantité, on
retrouve gdx (@ + bx )7,

. . - ' . a
En examinant de méme la différenticlle ———

.
ou(a’dx+2axdx)(ax—4xx" *5 ontrouvera quelle
eft intégrable, parce que a*dx 4 2axdx eft la différen-
tielle de 2 x 4 x x , multipliée par une confante 2. Appliquant
donc la régle, onaura f(a*dx +2axdx) (ax—+xx)" ==

(e*dx+2axdx) (ax + x.\')?‘

ﬁ{adx-l-l—;;.r) +C:1a(.1x-—}—x:\;)?+c.

Le feul cas a excepter eft celui oui l'expofant de la quantité
complexe feroit — 13 alors on intégre par logarithmes , ainfi
que nous le verrons par la fuite,
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Des differentielles Binomes qui peuvent s’in-
qut p

’ ey .
tegrer mgcéugzzbmwt.

go. Nous entendons par différentielle binome ,
celle o1 la quantité complexe la plus compofée, eft
une puiffance quelconque d’un binome.

3
Ainfi gax'dx (a + bx*)5 eft une différenticlle binome,
Il en eft de méme de g x™ d x (2 4 bx")? qui peut repréfenter
toute différentielle binome , parce que ,parg,a, b, m,a,p,

on peut entendre tous les nombres imaginables pofitifs ou
négatifs.

On ne fait pas intégrer généralement , toute diffé-
rentielle binome. Mais on voit, par ce qui précede,
qu'on fait intégrer une differentielle binome gx™dx
(a+ bx" ), dans les deux cas {uivans,

1°, Quand p eft un nombre entier pofitif quel-
conque , quels que foient d’ailleurs les expofans m
& n (86), a I'exception du cas mentionné (88).

2°. Quand l'expofant m de x hors du binome ,
eft moindre d'une unité que lexpofant = de » dans
le binome ; c’eft-a-dire , qu'on peut intégrer géné-
ralement gx"~'dx (a4 bx" )?, quels que foient
n & p, excepté le cas ot p = — 1. Eneffet gx" ' dx

eft la différentielle de a + bx" , multiplie par £-,

ceft-a-dire , par une conflante ; on rentre donc dans
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le cas dont il eft queftion (89); & par conféquent
on intégrera, comme il y a éé enfeigné , cleft-a-
dire, par la régle fondamentale, en regardant a 4 41"

comme une feule quantité.

Qutre ces cas, il y en a encore deux autres que
?
I'on peut comprendre en un feu!, & qui comprennent

le précédent : nous allons les faire connoitre,

91.1% On peutintégrer toute différentielle binome,
dans laquelle 'expofant de x hors du binome , étant
augmenté d’une unité , pourra étre divifé exa&ement
par ’expofant de x dans le binome , & donnera pour
quotient un nombre entier pofitif. Le procédé qu'il
faut fuivre dans ce cas, pour intégrer, ainfi que pour
démontrer que cela eft géncral , confifte & égaler la
quantit¢ binome ( fans {on expofant total ), & upe
feule variable , & & exprimer la différentielle pro-
pofce a l'aide de cette variable feule & de conftantes ;

e & quol on peut toujours parvenir facilement, en
opérant comme dans les exemples fuivans.

Propofons - nous d'abord d'intégrer gaddx (a2 -+ bx? );
Je vois que cette différentielie eft intégrable, parce que Pex-
pofant de x hors du binome, c'eft-a dire, 3, étant augmenté
d’unc unité, donne 4, qui, divifé par lexpofant 2 de x dans
le binome , donne pour quotient 2 , nombre enticr pofitif.

Je fais donc @ 4 bx* = 7. De cette équation je tire la
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J 2 =l 3 .
valeurde x*; ceft x> = ib . Je remarque que x’dx qui

précéde la quantité binome, vient (4 un mulriplicateur
conftant prés ) de la différenciation de x* quarré de x*: éléve

Lo1rA L. . a_ {=—a o —_a\2?
donc, au quarré, I'équation x* = s &jaixt = (Lb_-) 3

b b
LS S L

TR h R
Subflituant pour x’dx, & pour (.z -+ b:c ), leurs valeurs
:?) :1' "

donc, en différenciant, j'aurai 4 x> dx = 2, (( — a) - 4

& par conféquent x°dx =

en g, dans gxdx (a + bx?)5, jai £-00 ({ L ol

S . . Donc fgx*dx(a 4 bx® ~:

ou (a caufe que
j+t %‘FI

Sl Lt S e =i % xilie 3
o s ((;‘+1) .;1+1)+C"'-'1(r,‘,‘ (T;'L'?'Z)+C’

remettant donc pour z, fa valeur 2 -} bx*, nous aurons

Lo(a+b2) T [H(atbat)=5a] +C

92. On opérera d'une maniére femblable , pour tout autre

cas aflujéti anx mémes conditions. Prenons, par exemple,

gx8dx (a4 6x°) 3 , qui doit érre intégrable, puifque
Pexpofant 8 augmenté de 1, Ceft-a-dire, 9, ctant divifé
par Pexpofant 3 de x, dans le binome, donne un nombre

{—a
entier pofitif. Je ferai donc a-+ bx? — 1 ; faurai x> = s

& comme x84 x qui précéde le binomes vient (@ un mulripli-
cateur conflant prés ) de la différenciation de x7, pour avoir

%7 je cuberai I'équation x> = Lb : faurai x? = ({_ )
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différenciant pour avoir x84 x, fai g x8dx =13 , fEe )2(1;

& par conféquent x3dx = ( L-bj ): ij—{—. La différentielle
3>

gxddx(at bx?)™ i'ech'mggradonccno ( ) ,w ?,

ou ( en faifant les opérations indiquées, c’eft-a-dire , élevant

-—

{

g
. e e o7 3
au quarré, & multipliant par ; 3 )Ei_—dr—

b 3 b3
1 . —3 e
p W S % i”f » 3
2gay ‘dg i gea 5 dont Pintégrale eft ‘g.:‘—,—
3 3 35°(3—3)
25_‘1172 2y ldee o8 4 C, qui, a caufe da mul-
5G9 T 3505)
g

tiplicateur - commun =5 ot R I R
T T W a

35’{ ( : Y 1—§)+C’Ou
s (3\ _6"{ +3al)+C ou enfin
31)’ 2 s ’

en remettant pour 7 , fa valﬂur a + b}, lintégrale eft
3—’1—;(4+bx3)’_"[ (J+l;xi) -2 (a-}-b.x )+ 3 2*]+C.

Telle eft ia méthode qu'il faudra fuivre toutes les fois que
'expofant de x hors du binome, étant augmenté d'une unite,
& divifé par I'expofant de x dans le binome , donnera pour
quotient un nombre entier pofitif.

93. 2° Quoiquune quantité différentielle binome
ne foit pas dans le cas dont nous venons de parler ,
il arrive néanmoins, affez fouvent, qu’on peut 'y
ramener , A I'aide d’'une préparation affez fimple , &
qui confifte A rendre négatif lexpofant de x dans le
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binome, lorfquiil eft pofitif , ou pofitif lorfqulil eft
négatif. Pour cet effet, il faut divifer les deux termes
du binome par la puiffance de x qui fe trouve dans
ce binome , & multiplier hors du binome , par cette
méme puiffance élevée d la puiflince marquée par
I'expofant total du binome,

Par exemple, pour rendre négatif lexpofant 2 de x, dans
le binome gx%dx (a4-bx*)', je divife a~j-bx* par x*, ce
qui me donne gx*dx ( 1—! -+ b );’ ougxtdx (ax™* 4 b)5;
mais comme la quantite x* par laquelle on a divifé, eft cenfle
élevée A la cinquiéme puiffance , puilqu'elle eft comprife fous
Pexpofant total 5 du binome , il faut, par compenfation, mul-
tiplier au-dehors, par (x* )Y, c’eft-a-dire ( Alg. 123), par
x'°, ce qui donne gx'4dx (ax—2 4 b 5.

En appliquant cette préparation, on trouvera que
pluficurs difcrentielles binomes qui ne feroient pas
comprifes dans le cas précédent , y reviendront,

dade.''y

Par exemple, {i 'on me donnoit 2 intégrer —--~__3 oy
o (aa + xx) *?
3
aadx(aa--xx)" 7; je vois que ’expofant de x hors du

binome, c'eft-a-dire, o, étant angmenté de 1, ce qui fait 1,
ne peuat érre divifé exaGtement par lexpofant 2 de x dans le
binome ; mais j'aurois tort d'en conclure que la quantiré pro=-
pofée n'efl pas intégrable ; car fi je rends négative la puiffance
de x dans le binome ,en écrivant aa (x?) =% 2 (aax—2—4-1)" :

A8 : ik e 3
qui fe réduit 3 eax=3dx(aax—24-1)"7, je vois alors

que — 3 augment¢ de 1, ceft-a-dire, —3 -1 ou — 2,
¢rant divife par Pexpofant — 2 de x dans le binome , donne
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pour quotient un nombre entier pofitif: ainfi faifant aax—2

=
aa

r=rjentirer-3

—L; & comme x—3d xeft (aue

multiplicateur conflant prés) Ja différenticlle de x— 2, je diffé-
el 8 5 dg
* - —
— 5 dou jetire x 'd:c_—z—d;.

o,

rencie, & fai—2x~3dx = 2

& l

La différentielle aax—3d x (aax— 1+1)_; {e changc donc en
3 3

3 o, 24
i % ,ou——=% dontlintégrale eﬂ ) + C,
2

ouz” * 4 C, ou (en remettant pour 3 fa vaieur)

(.zfzx*'*-{- 1)'—% + C, on i—/iﬁé:ﬁ)—l- c, qui fe

eft le méme, dans ce cas , que dans le précédent.

94. Nous avons fuppofé quiil n’y avoit de puif-
fance de x, que dans 'un des deux termes du bi=
nome. 51l y en avoit dans tous les deux, on rameé-
neroit la quantité 4 n’en aveir que dans un, en divifant
le binome par lune des deux puiffances de x , qui
fe trouvent dans I'un de fes termes, & multipliant
au dehors par la méme puiffance élevée A la puiffance
marquée par I'expofant du binome ; & cela par la
méme raifon que nous venons de donner (93), pour

¢

rendre Pexpofant négatif,

. b TR T aadx
Ainfi , fi I'on me prouofmr d'intégrer e e
aax”dx(ax-}—xx) , Je le changerois en aa x—

(=) “dx(‘z—}—r) ;, en divifant le binome par x,

& mulripliant, au dehors, par x élevé a la puiffance ™=
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qui eft celle du binome. Cette quantité fe réduit a....

3 e BEA : - \
aaX *dx(adx)" . Sion lui applique la régle du
premier cas (91 ), On ne trouvera point que cette quantité
foit intégrable ; mais en rendant négatif 'expofant de x dans

3 L E
le binome , onaura aax  *.(x) *dx(ax~'+41) *»

ou aax—2dx (ax—*' 41 )—-1‘ qui (93) eft intégrable.

1 —1
Faifant donc ax—' I = %,0naura x—' = &

L) ¥

Sibcancs 4 A dg 2 7
différenciant,on a —x ~*dx = —,oux~*dx= <,

a
1
7

donc aax—2dx(ax—'+1)  * fechangeen —ady.g 2,

1

T 2
S L ke R —az?®
oun— ay_ *dg, dont lintégrale eft —2t_ 4 C, ou

:
— 2az* 4+ C, ou (en remettant pour g fa valeur)

.__.2‘2(31.;1+1)'—E+C,oucnﬁn—zd % (%—l—l) + C.

Lorfqu’on aura fait fur une différentielle binome,
Pexamen des deux cas que nous venons dexpofer,
fi elle ne fe rapporte & aucun , alors il eft inutile
d’attendre une intégrale purement algébrique.

Quant aux différentielles trinomes , quatrinomes,
&¢c., Ceft-a-dire,, dont la quantit¢ complexe ren-
ferme trois , quatre , &c. termes, elles {ont intc-
grales dans les cas énoncés ( 85 & fuv. ). Il y a
encore quelques cas oll elles admettent une intégrale
algébrique; mais ces cas font en fort petit nombre ,

& fe préfentent rarement ; ainfi nous ne nous en

occuperons point icl.

Nous
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Nous donnerons plus bas la méthode de découvrir
celles qui font intégrables, & celles dont lintégrale
peut étre rapportée a une intégrale donnée,

Application des régles précedentes , a la
quadrature des Courbes.

95. Pour trouver la furface ou ( ce qui revient
au méme ) la quadrature des lignes courbes, on fe
reprcfente ces lignes comme des poligones d’une in-
finité de cotés; &, des extrémités M & m de chaque
coté (fig. 34) , on imagine les perpendiculaires MP:
mp {ur Paxe des abfciffes , ce qui décompofe la fur-
face en une infinité de trapézes infiniment petits,
Alors on regarde chaque trapéze , tel que PpmM
comme la différentielle de Uefpace fini APM; parce
queneffet, PpmM=Apm— APM=—d (4P M)
(6). Il ne sagit donc que d’exprimer algébriquement
le petit trapéze PpmM, & d'intégrer enfuite cette
expreflion, a l'aide des régles précédentes,

Mais en confidérant PpmM comme différenticlle
de la furface, 1l faut remarquer , qu'il n'eft pas plu-
tot la différentielle de la furface comptée depuis l'ori-
gine A des abfcifles, qu'il n'eft la différenticlle de
tout autre efpace KP ML compté depuis un point
fixe & déterminé K, puifqu’on a également PpmM=
KpmL—KPML =d(KPML).Donc, lorfqu’on

Marine, Mécan, I'¢, Partie, H
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intégrera , on n’a pas droit d'attribuer I'intégrale que
donnera immédiatement le calcul, plutdt d Pefpace
AP M, qua tout autre efpace K P LM qui en differe
d’'un efpace déterminé & conftant KA L. 1l faudra
donc ajouter a l'intégrale trouvée par le calcul, une
conftante qui exprime ce dont Pefpace que I'on a
deflein de déterminer, differe de celui que donne
immeédiatement le calcul : nous verrons dans les
exemples que nous allons donner, comment on dé-
termine cette conftante. Cherchons d’abord I'expref-
fion de lefpace Ppm M.

Nommons 4 P, x; PM, y ; nous aurons Pp—=dx,

pm=y-dy.Lafurface dutrapéze PpmM ( Géom. 148)
dydx

eﬁjwki‘”xpvz'”- Xdx=ydx 4+

Mais pour exprimer que Mm eft infiniment perlt 5

il faut rejetter - 4 "‘—: qui eft infiniment pefit a I'égard

de ydx; on aura donc ydx pour lexpreflion
générale de la différenticlie ou de I'élément de la
furface de toute courbe.

Pour appliquer cette formule & une furface pro-
pofce dont on auroit I'équation , 1l faut tirer de cette
équation , la valeur de y, que I'on mettra dans la
formule ydx; alors on aura une quantité toute en
x & dx, qui, lorfqu'elle pourra étre intégrée pa

les regles préccdentes, donnera, en y ajoutant une
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conftante, I'expreflion de la furface de cette courbe,
comptée depuis tel point quon voudra. Il ne Sagira
plus que de déterminer la conflante » ce que l'on
fera en exprimant de quel point 'on prétend compter

la furface ; nous allons voir comment cela {e fair.

Prenons, pour exemple, Ia parabole ordinaire, qui a pour
gl 7 oL
€quation yy = px. Nous aurons y = y/ px — prx7;

1 1
donc ydx deviendra p* x3dx; or lintégrale de cette quan-

1

+ C, on FPix

Rl

tire (83) eft ¢, el

Py + €; cette
derni¢re expreffion eft donc celle de la furface de Ja para-
bole; enforte que connoiffant abftifie %, & le paramétre P
on auroit Ia valeur de I'efpace APM, oude I'efpace KPML
compté depuis un point déterminé K, fi la conflante C
¢toit determinée, ceft-a-dire, fi cctre integrale exprimoit
aftuellement de quel point on compte,

Suppofons donc que nous voulons compter les efpaces

depuis le point 4; alors on aura 4PM — 'jrp%x% + C:
Pour favoir ce que doit valoir €, pour que cette équation
ait lieu , il faut remarquer que lorfque x devient 0, lefpace
APM eft aufli zéro; dans ce cas léquation fe réduir 3
© =0~ €; donc € = o; donc pour que Fintégrale ex-
prime les efpaces comptés depuis le point 4 » 1l fant que
la conftante € foit zéro; c'eft a-dire, qualors il n'y a point
de conflante a ajouter, & l'on a, en général, Pefpace in-

défini APM = 2p*xt,

Mais fi 'on vouloit compter les efpaces depuis le poine
K, tel que 4K = b (b étant une quantit¢ connue ) j-alors

i e -
P TN H p
/ N
/8 \
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on auroit K PML — ép%x_i -+ C; or ces efpaces KPML
deviennent o, lorfque AP ou x devient = &; en a donc
alors 0 = %p:b% 4 C; donc € = — %p%b%, & par

conféquent KPML — %p%x% — ipib3,

On voit par-la, 4 quoi fert Ja conftante que I'on ajoute
en intégrant , & comment I'état de la queftion, feul, peut
la déterminer.

3
2

Remarquons que %p?:x = ipix3
03 A Al
donc 2pix* ou jpix? X x =3xy; donc puifque fpix=
exprime I'efpace 4 PM , cet efpace aura auffi pour expref-
fion 2xy, ceft-d-dire, 4 P X PM, oules ; du reflangle
APMO, quel que foit 4P.

Pareillement gpl:b% = ?-‘p%b% Xibisor, loriquerx =

AK = b, léquation yy — px donne yy = pb, & par
conféquent y = p'l“ b%; ceft-i-dire, KL — Pib:; done
2p3 8% on 2p3b3 X b= 2KL X AK; donc, puifque
Yefpace KPML a pour expreflion %p%x% s .;‘.Pég-'f, i
aura aufli pour expreffion $ AP X PM — 3 AK % KL,
Ceft-i-dire, 2APMO — 2 AKLL

3

La parabole eft la feule des quatre {eftions coniques, qui

foit quarrable.

Prenons pour fecond exemple, les paraboles de tous les

genres, dont I'équation ( 30) eft'yo tent —r K8 inols Yait-
m-+n m REE !

rons y = I/ (o) = b AR [T e
m n

dx = a™ T x™t"dx, dont lintégrale eft. ... ..
o H] 2
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n
m+;;+l

a

Smal, quisle reduic a Tl e

m n
; e reg ol (e + I : P
st bt ) LR g 4+ C, qui eft la méme chofe
m + 2n

- .
AT TAGHEA L L e (;‘z caufe que

m n

m+n.mt+n O
f A T +)fe rcdultah— xy -+ C. En=

+n

que

m + 2n

M e
forte que fi 'on veut compter les efpaces AP M depuis
Vorigine A des x (fig. 35), ce qui exige que lintégrale
foit zéro, quand 4P M eft zéro, & par conféquent quand
x eft zéro , alors la conftante € eft zéro, & l'on a fimple-
m + n 5 %
ment ——— xy ; c'eft-a-dire, que I'efpace 4 PM eft tou-
m 4+~ 2n

jours une portion déterminée du produit xy ou du retangle

. - . r . m +n
APMOj il en eft une partie exprimée par la fralion ———
m+2a2n?

dont la valeur dépend de celles de m & de n; ceft-i-dire,
du degré de la parabole. Ainfi toutes les paraboles font
quarrables,

On trouvera, de méme, que toutes les hyperboles rap-
portées a leurs afymptotes (excepté I'hyperbole ordinaire)
font quarrables. Mais comme dans la détermination de la
conftante , on trouve quelquefois une quantité infinie , il
neft pas inutile d’examiner ici ce quelle fignifie. Seit donc

%

e L, L eéquation de ces courbes: on aura

m-<+n —n m - n - n
y=a " x";doncydx=a ™ x ™ dx, dont lin-
m-4+n n
TR mbn _on
’ m 7 mo
tégraleeft ————— - C,on——"——a " x —+C;
1 i 1 m =

quantité oun il n'y a aucune difficulté pour déterminer la

H3y
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conflante, lorfque m furpaffe ». Mais lorfque m eft plus pe-
tite que n, on trouve une quantité infinie pour conflante,
lorfqu'on veut compter les efpaces depuis lorigine des x ;
& une quantité finie, quand ou compte de tout autre point,
Suppofons , par exemple, m — 1 & 2 = 2; auquel cas

Péquation eft y = a* x=2; la furface fe réduit alors 2

— & x4 C, ou € —

%, Donc fi 'on veut compter
les efpaces depuis Porigine A4 des x, il fandra que € — '3; {oit
zéro, lorfque x = o; cleft-i-dire, que € — '—’:—: o, &
par conféequent € = 501, c’eft-i-dire , eft infini. Au con-

traire, fi on veut compter les efpaces depuis le point K,

v

tel que AK =b,0onaC — ‘-}: o, qui donne C ==

I e
Voici ce que cela fignifie. :
La courbe qui a pour équation Ay e e e i %:
s'étend a l'infini le long des afymptotes 4 Z , AY ( fig. 36) ;
mais sapproche beaucoup plus prés de l'afymptote 4Z que
de lafymptote A, ainfi qu'on peut le déduire de fon équa-
tien ; enforte que fi I'on compte les efpaces depuis I'afymp-
tote AY, ils font infinis, parce que l'efpace compris entre
cette afymptote & la branche infinie £S, eft infini. Ainfi,
il n'eft pas poffible dafligner les efpaces 4P MS comptés
depuis lafymptote A F. Au contraire, les efpaces compris
entre la branche B M & l'afymptote A Z jufqu’a l'infini, ont
une valeur finie , parce quaprés un intervalle aflez court,
la branche s'approche trés-rapidement de fon afymptote , en-
forte que l'efpace infiniment long KLMOZ a pour expref=

fon 2. & PMOZ = i s & par conféquent KLMP =

b 2

3 3 NErES . . . .
‘-'b— ix—_ D'ott il fuir, que quoiqu'on ne puifle pas avoir
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les efpaces comptés depuis 4Y, on peut néanmoins avoir
les efpaces K LMP comptés depuis un point K pris fi pres
quon le voudra de 4Y,

Prenons pour troifitme exemple , la courbe qui auroit

, . _, aax — x° & I % ,
pour equation ¥ = ———» que l'on reconnoitra avoir

la figure marquée (fig.37), en donnant confécutivement
4 x des valeurs arbitraires , & une valeur déterminée 2 a.

aaxdx — x¥dx

Ou aura donc ydx = —- ~, dont lintegrale

2aax* — xt

e 4 C; & fil'on

veut compter les efpaces APM depuis le point A4 origine

(83) eft [ydx ou APM.=

des x, il faut que cette intégrale devienne o avec x, ce

qui fait voir que la conftante € eft zéro. Enforte que l'ef-

142x% — x4

e Et en ge-

pace indéfini 4P M eft fimplement a

néral, fi la valeur de y n'eft compofée, comme dans le cas
préfent, que de monomes, on aura toujours aifement la

furface (85 ).

96. Nous avons vu (Alg. 413 ) comment, a Iaide
de I’Algebre,, on pouvoit imiter un contour quel-
conque ABCD (fig.38), en faifant pafler par un
certain nombre 4,B,C, D, de fes points, une
ligne courbe dont [I'équation auroit cette forme
y = a+ bx 4 cx* 4 ex’ + fxt &5 & com-
ment on devoit déterminer a, &, ¢, &c, pour cet
effet. Suppofons maintenant que I'on vouliit trouver
la furface 4 BCDLK , quoiquon mait pas 'équa-
tion de la courbe 4BCD.

H 4
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On feroit pafler ( 4. 413 ) par un certain nombre
de points 4, B,C, D une courbe Ae¢ BfCgD , qui
fe confondroit avec celle-1y, d’autant plus intime=~
ment , quon prendroit plus de points; & comme

alors on auroit I'équation de cette derniére , on

pourroit la regarder comme I'équation de la courbe
ABCD, du moins dans Pétendue 4BCD ; mais
cette équation étant alors de cette forme y = a4 4
bx 4+ cx* 4 ex?, &c. dont tous les termes

font monomes , on auroit aifément la furfice ,

felon ce qui vient d’étre dit. On peut appliquer
cect A la mefure des furfaces des coupes des vaif-
feaux.

En général, on peur I'appliquer & trouver par approxi=
mation , les furfaces des courbes, & lintégrale approchée
des quantités qu'on ne peur pas intégrer exa®ement. En
effer, toute différenticlle peur éwre regardée comme expri-
mant l'¢lément de la furface d'une courbe, dont I'ordonnée
feroit égale a tour ce que dx muliplie ; par exemple ,
dx v (aa 4 xx) eft 'élément de la furface dz= la courbe
qui aureit pour ordonnée y = V' (a2 4+ xx). Ainfi, cal-
culant par le moyen de cette equation , quelques valeurs
de y pour quelques valeurs de x, & faifant paffer par les
extrémités de ces ordonnées, une courbe de la nature de
celles dont il vient d’étre queflion, la furface de celle-ci
étant trouvee, feroit la valeur approchée de Iintégrale de
dx v (aa 4 xx), dans Pétendue quon auroit donnée i x,

Prenons encore un exemple, Ce fera celui de la furface
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de la courbe, qui a pour equation &’ yy = x* (& — x¥);
" —

cette équation donne y — = v (" & ) -+

——— v (4@ — 23); donc (en ne prenant quunc des
xdx

a* Vv a

xid x

valeurs de y), ydx = e Ve — x3) =

:
(a3 — x3)=; or cette quantité eft intégrable (8¢9), parce
que x*dx eft la diffiérentielle de x?, divilée par le nombre

conftant 3. Donc (89)on a [ydx = X ‘I—/—(“” — xgt +C
S a —)r
3

ot “(ﬂ’d—v:)q -+ C. A I¢gard de la conftante €, on
gas

la déterminera en décidant de quel point on veut compter

la furface.

On peut encore trouver la furface des courbes en
la décompofant en triangles, au lieu de trapézes. Par
exemple, on pourroit trouver la furface du fegment
ANQ (fig. 34), en le confidérant comme compofé
d'une 1nfinité de triangles infiniment pe:its , tels que

0
A Qgq. Ce triangle auroit pour expteflion =5 >f £, en

abaiffant la perpendiculaire Q¢, ou ( ce qui revient
au méme ) en décrivant du centre 4 & du rayon
A Q Varc infiniment petit Q¢ Alors nommant 4Q,¢,

& larc Q¢,dx; onauroit 49 =1t + dt, & par con-
:+d:d. __lft dedx

__+_ -

féquent le triangle 4 Qg =

3 ! dx
Ceft-d-dire, = 2%, en rejettant le terme 2% pour

exprimer que dx & dr {ont inﬁnimcnt petits. Il

ne sagiroit plus que d’avoir I'équation entre x &
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¢, pour pouvoir mettre au lieu de ¢ fa valeur en
& 1ntégrer.

Application a la reclification des lignes courbes.

97. Reétifier une ligne courbe, ceft déterminer
fa longueur , ou affigner une ligne droite qui lui foit
égale , ou égale A un arc propofé de cette courbe,

Voici comment on y parvient quand cela eft poffible.

En confidérant toujours la courbe AM (fig. 34),
comme un poligone d'une infinité de cOtés , le petit
coté Mm peut €tre regardé comme la différentielle
de arc 4 M, parce que Mm = Adm — dM =
d(AM). Or en menant Mr paralicle 8 4P,ona
Mm = (Mr: + rm* ):-* 4 (c{x:-}- a’_y:),' il ne
Sagit donc que d'intégrer p/ (dx* 4 dy*). Pour cet
effet on différenciera 'équation de la courbe , & en
ayant tiré la valeur de dy exprimée en x & dx,
ou celle de dx exprimée en y & dy, on la fubfti-
tuera dans p (dx* 4 dy*) qui ne contiendra plus
que des x & dx*, ou des ¥ & dy* ; on fera fortir
dx*ou dy*, hors du radical ( 4lg. 111), & Ton

intégrera.

Pour en donner un exemple, prenons parmi les paraboles
généralement exprimées par y=+7 = amx", celle qui a

pour équation particuliére y* = ax*, nous en tirerons x7
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3
; i 3o g
=Y & x = =, donc a’x::—“—'}—T—y; & dx* =
# a? a+
9‘(11 2 9ydy?
9747 . donc v ( dx* 4 dy? )"—*V(d 4 _“_-)

dy l/( +- (Al 111). Or, cette quantité sintégre

aifément (90), puifque l'expofant de y hors du binome,
eft moindre d’'une unité que dans le binome. On aura donc

i - dy(l ® :a))j

Sdy v (1 + > ou [d y( + 2 ) T
4.1

8a 5 NS 3 v
+ C=—.(1 el -+ C. A légard de la conf-

- &
tante C, voici comment on la déterminera. Si c'eft depnis
le point A4, origine des y, que nous voulons compter les

[ s ONIE B AR I

arcs AM, il faudra que lintégrale , on la valeur de larc
AM, devienne zéro en méme temps que y. Or, lorfque

Sk g sh ) I 3 8
y = 0, lintégrale fe réduit a ;’— (1)* 4+ € on —i + C;

on a donc % + C=o0; donc € = — — Donc la
=/
longueur de larc quclconque AM compté depuls le fom-
Sa
met A, cﬁ—( + ———;77.

Si I'on veut favoir quelles font les autres paraboles que
Pon peut re&ifier, on le trouvera en cette manitre; I'équa-
tion ym+7 = gmx", qui appartient a ces courbes, donne

m n
m<-n m-+n = 2
=4 x . Faifons, pour fimplifier, —— = &,
n f
& —1; nous aurons y = a*x'; donc dy = la*x—dx,
m+n ¥
8 dy? =5 Ptk b s done Ve (dxt -k dyflii==

v (dx* -|— Parbpii=ddat ) = de v (Db Batfaitmrys
quantité qui neft intégralc dans cet état, que lorfque 2/ —
2 = 1. Mais fi 'on change le figne de I'expofant de x
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fous le radical, on aura x—!+1dx / (x— 2/ +2 Daky,

qui (91) eft intégrable, fi — / 4 1 augmenté dune unité

& divifc par — l2 4 2, donne un nombre entier pofiif;

_— 2 . .

Ceft-a-dire, fi — —375+3 — !> tctant un nombre entier po-
fitif. De-1a on tire — | 4+ 2 = — 2] 42z, 6 I =
28 = 2 n n AL — 2 \
——orl= —— don = ——,d =
EV A g Ll 2y :t—l’doum
n(2t— 1) i 2 A

7 5 — 75 ainfi les paraboles qui peuvent étre rece

tifices , font celles qui font comprifes dans P'équation

n.(2t—1) n.(2t—1)
TR la
¥ =G %", ou ( en extrayant la
At =1 2t=—1
2t—2 dtem oL
racine n) y Y.} x,

Application aux Surfaces courbes.

98. Nous nous bornerons aux furfaces des folides
de révolution. On appelle ainfi les folides que I'on
congoit engendrés par le mouvement d'une courbe

AM ( fig. 39), qui tourncroit autour d’une ligne
droite 4 P,

Il fout concevoir que tandis que la courbe 4 M
tourne autour de 4P le petit c6té Mm décrit une
zone, ou portion de cone tronqué, qui eft I'élément
de la furface, & qui ( Géom. 220 ) eft égal au pro-
duit de Mm par la circonférence qui auroit pour
rayon la perpendiculaire menée du milien de Mm
fur 4P, ou ( ce qui revient au méme , puifque
Mm eft infiniment petit ) par la circonférence qui
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auroit pour rayon PM. Ot Parc Mm= y/ (dx* -+ dy? )2
& fi l'on repréfente par  : ¢ le rapport du rayon a la
circonférence d’un cercle, onaura r: ¢ i: yeftdla

circonférence quia pour rayon PM, laquelle fera Ty ;

on a donc 2 y/(dx* 4 dy*) pour Pélément de la

furface des folides de révolution.

99. Pour appliquer ceci, fuppofons qu’on demande la
furface de la fphére. Le cercle génératcur A M B (fig. 40),
3 pour ¢quation yy = ax — xx, en nommant 4P, x:

sadx—xdx

My Pone,v= p'lax—xx) Qdy— 2~ = SHE,

&PM,y.Done,y = v ( ) &dy P
taad x*—axdx® 4 xdx*

= sd (d x> >

donc dy* = oyt onc v(dx*+-dy?)
: % },da.]x‘-——axdx’—kxzu'x“) . zadx

b (Jt + 11}7;;.1‘ _| (u.r—-x_x)’

. cy s 2
Subftituant donc dans la formule - V (dx*4-dy*), pour y

& v (dx* 4 dy*) leurs valeurs, on aura
eV (ax — xx) Tadx

.........

1
: s T e
, qui fe réduit 32—=
V{ax — xx) AL

r L]

dont l'intégrale eft =

acx L

acx
~+ C, ou fimplement *—Z= ¢ep
=

r

1 d U
74ACXx =1

comptant la {urface depuis le point 4, Or , oui— x
r

exprime la furface du cylindre qui auroit pour bafe un grand
cercle de la fphére, & x pour hauteur; ce qui s'accorde
parfaitement avec ce qui a été démontré ( Géom. 222 ).

100. Si 'on veut avoir la furface du paraboloide (ceft
ainfi qu’on appelle le folide engendré par la révolution de
la parabole 4 M ( fig. 39), autour de fon axe ); on a pour
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équation yy = px; donc x :"%, dx = 1—3—{-1, &
2 P
dx* — 4)’;jy=;d0nc ;/(dx—}-dy"'):b” (dya._t_ﬁg:_’!:)
p Lp

= dy v (: e ‘;_‘5), donc r}—‘ V' (dx* 4 dy*) devient

P rd vy 2 . ¥ . . '
ici, ”_rl v (1 4 ‘L—;) , quantite qui eft intégrable (90),

; 2
cydy 495*\ 2
2247 (7 4 47)

L ( PP

& dont lintégrale eft -+ C, qui fe re-

2. 8ydy
PP
o
. o ppec LI+ 4y*\32 .o
duit a %1—; (——ﬁr:' ) + C. Or pour que cette quantité
exprime la furface comptée depuis le fommet A4, il faut
quelle foit zéro, quend y = o} mais, dans ce cas, elle
o T R Ppe it g Hobb ERS:

devient SF a7l €, on e €; onadonc i

\ . pe
C = o: Ceft-i-dire, € = — -‘%f—;-,- donc la furface dun

paraboloide indéfini 4 M LA eft ﬂ]f’f_ (1 -+ 4:;) C— “:-f,Tc.
' 5 2

2T
Appfz'carz'o.’: a la mefure des Solidités.

101. Pour mefurer la folidité des corps, on peut
les imaginer compofés de tranches infiniment minces
& parallcles entre elles ; ou bien les imaginer com-
pofés d'une infinit¢ de pyramides, dont les fommets
fe réuniffent en un méme point. Lorfqu’on fe les
repréfente comme compofés de tranches infiniment
minces , & paralleles entre elles, la différence des
deux furfaces oppofées qui terminent chaque tranche,
eft infiniment petite , & par confequent on doit
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Pomettre dans le calcul, fi Pon veut exprimer que
cette tranche eft infiniment mince. De-la il fuit qu'on
doit prendre pour expreflion de la folidité de cette
tranche, le produit de 'une de fes deux bafes oppofées
par fa hauteur infiniment petite. Par exemple , fi je
confidére la pyramide S4BC ( fig. 41 ) comme
compofCe de tranches infiniment minces, telles que
abcdef; je puis prendre pour mefure de cette tranche,
le produit de la furface abc ou de la furface def
par épaiffeur de cette tranche.

De méme, fi je confidére le folide de révolu-
tion engendré par la rotation de la courbe 4 M, au-
tour de la droite 4P (fig.39), fi je le confidére
comme compofé de tranches paralleles entre elles
& infiniment minces , je dois prendre , pour mefure
de chaque tranche, le produit de la furface du cercle

"qui a pour rayon P M, par Uépaiffeur Pp,

Ce principe pofé, voici comment on évaluera la
folidit¢ de tout le corps. On confidérera chaque tranche
comme ¢tant la différentielle du folide , parce qu'en
effet la tranche Mm/iL eft = Admid — AMLA
=d(AML A4); & ayant déterminé I'expreffion algé-

brique de cette tranche, on lintégrera.

Par exemple, s'il s’agit de la pyramide § 4 B C: {uppofant
que la furface 4 B C de f{a bafe, eft égale & la quantité
connue bb, & fa hautcur ST = £, on repréfentera par x
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la diftante §¢ d’une tranche quelconque ; ce qni donnera d =
pour I'épaiffeur de cette tranche. Quant a la furface abc,

on la trouvera ( Géom, 201 ) par cette proportion ST* 1 8:*
s+ ABC:abc;ceft-a-dire, hh: xx 1 bblabc= ﬁ_’;l;_"’

o bb
ainfi la folidité dela tranche fera 2; = don: I'intégrale eft

bb bbx :
S + C, ou fimplement —— 3“ § fi on compte la folidité
depuis le fommer S. Cette quantit¢ qui exprime la folidite
de la portion pyrqmidalc quelconque Sabc, eft la mﬁme

chofe qm. S 5 quin ‘eft autre chofe que a be x —

cequis accorde avec ce que nous avons démontré (Géom, z.;o)

102. Quant aux folides de révolution, on peut
avoir d’une manitre générale , lexpreffion de la
tranche élémentaire , ou différentielle. En effet, fup-
pofant que r ; ¢ marque le rapport du rayon a la
circonférence , on aura la circonférence qui a pour
rayon PM ( fig. 39) ou y , en fafant cette pro-

. & cy ) - g
portion 73 ¢ 13 y : ==; fi l'on multiplie cette valeur

.

£Y de la circonférence qui a pour rayon PM , par
1y moitie du rayon, on a f—; pour la furface , la-
quelle ér:mt multiplice par Pépaiffeur Pp ou dx,
donne =% pour I'expreflion de I'élément de la {oli

dité de tout folide de révolution. Pour en faire ufage
dans chaque cas particulier , il n’y aura autre chofe

A faire , que de mettre , au lieu de y, fa valeur en x
tirée de Péquation de la courbe génératrice 4M,

& 1intégrer.

103,
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103. Prenons, pour exemple, le fphéroide engendré par

Ta révolution de lellipfe autour de fon grand axe (fig. 42).
. e A bb

L'équation de lellipfeeflt yy = 7o (ax—=xx), en nom-

mant AP, x; PM,y, 8& lesaxes 4B & Dd, « & &,

cydx

dx SlE cbd
La formule —=——, devient donc —— dx (ex —x x), on
27 2raa

bb 2 yo it c b
ol (exdx — x*dx), dent lintégrale eft = ik X
iraa 2raa

a x? x3 c b b ax? x3
(-‘ 2 -——) 4+ €, ou fimplement —— l—i) i

2 3 2raa 2 3

Pon compte la folidité depuis le point A.

Pour avoir le fphéroide entier, on fuppofera x = A B = a,
chb

A
& I'onaura —

a3 a3 caop
o Ll 1 sdiit 3 —
X( . 5 ) qui fe réduit &

I2r 9

raa

4

chh

r

1"(‘ rf’l’»
o X 5a,o0u que-b,-f—_)(§.1,-or

exprime la furface du cercle quia beu D J pour diamétre ;

qui eft laméme chofe que

chb : : . ’ 2
& 5 X aexprimeroit, par conféquent, la folidité du cylindre
circonfcrit a Pellipfoide ; donc puifque la folidité de Pellipfoide

L a e an. 1 :
eft ici fs—r- X 7 a, il faut en conclure que la folidité de I'ellip-
foide eft les ; de celle du cylindre circonferit. Et comme
la fphére n'eft autre chofe quune ellipfoide dont les deux axes
font egaux, la fphere eft donc auffi les 2 du cylindre circonf-

crit, ce qui saccorde avec ce que nous avons démoniréd

( Géom. 246).

104. Si l'on vouloit avoir la folidité comptée depuis un
point déterminé K, tel que 4 K =e¢; alors on prendroit

Pinté o xdeidial cbbh a x? %3 C: & i
o] L L !
integrale gencrale —— = ; ~+ C; & puifqu’on
veut que la folidiré commence au point X, il faut que cette
integrale devienne o en ce méme point , Ceft-d-dire , lorfque

Marine, Mecan. I'?, Partie, I
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J
i ; cbb faer
x =¢; or, dans ce cas, elle du..el,t—: Ewail = ﬁ) +C;

chh aet &3 ey ,
donc S (— —_ -3~) 4 € = o, & par conféquent

2

bb X3 e3 2 .y '
. | 00 (_‘if_. _- 3); ainfi la fnh;hte, comptée

Araa 2
< a x? 2
depuis le point K, a pour expr refion ——— ‘__. a4 K
2raa 3
bb ae?
= ‘T‘L;_d_x' . (—— = --3—-). Ceft- la le,\pre(ﬁon d'une

tranche de fphéroide elliptique comprife entre deux plans
paralléles , auxquels l'axe eft perpendiculaire, & dont la

diftance eft = x — .

On peut, par cette formule , calculer la folidité¢, & par
conféquent la pefanteur des mirs & des vergues des’vaif=
feaux , parce que , felon ce que nous avons dit (Alg. 305),
ce font des portions de fphéroide ellipique. Cette méme
formule peut fervir aufli & mefurer la capacité des tonneaux ,
dont la furface extéricure pourroit étre regardée comme

portion d'un pareil fphéroide.

105. Prenons, pour fecond exemple, Ia paraboloide (fig. 30).

X g . cy’dx
L'équation de la parabole eftyy = p x jainfila formule ———
¥ 27
! cpxdx
devient —£2°Z | domt C, ou
ST

x x
LP* s X 4 C, oun (en mettant pour p x, fa valeur ¥y)
ar 2

, & x ats . . -
f.;Lt — 4 C.Silonveut lefolide, 2 compter du point 4 ;
r 2

alors, comme ce folide eft ziro, quand x eft zéro, la conftante

. A [ . et ' Y Yy x
C doit étre zéro , & la folidité fe réduit 2 - Xy
exprime la furface du cercle qui auroit P M pour rayon, ou
la bafe du paraboloide 4 M L A ; donc le paraboloide eft Ja
eitié du produit de fa bafe, par fa hauteur x; donc il eft

la moit¢ du cylindre de méme bafe & de méme hautu.ur.
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Si'on veut compter la folidité depuis un point K connu ,
& tel que 4K = ¢; alors la folidité devant étre zéro au
point K, c'eft-a-dire, quand x — ¢, Pintégrale générale doit
étre zéro dans ce méme cas; c'eft-3-dire, que i’;‘r— + C,
devenant 5":—:1 ~- C, doit étre o; donc ii:: LiCi='a

& par conféquent € —=— f;”

— ; donc la folidité d'une tranche

de paraboloide , comprife entre deux plans paralléles dont les
i cpx? cper -

diftances au fommet font x & e, eft I A Ceci peut

fervir 4 roifcr 'excavation des mines.

106. On peut prendre encore, pour exemple ,
Phyperboloide , ou le folide engendré par la révo-
lution de 'hyperbole autour de 1’un de fes axes. On
peut prendre aufli I'ellipfoide engendré par la révo-
lution de Pellipfe autour de fon petit axe, & que 'on
appelle Elipfoide applati ; on nomme au contraire
Ellipfoide allongé celui qui eft engendré pour la révo-

1

lution autour du grand axe, On trouvera de méme,
que Tellipfoide applati eft les 2 du cylindre qui lui
feroit circonfcrit; Ceft-i-dire, que a & & étant le
grand & le petit axe delellipfe génératrice, le fphé-
roide allongé a pour folidité “%2%; & le fphéroide ap-

=9

plati, a pour folidité ="~ ; ainfi le {phéroide allon

ol gc
i ¥ cabd caab _,
eft au fphéroide applati 1 = : 22 11 5 : 4,

comme le I)C‘it axe (’ﬂ au gs'and dXC.

En voila affez pour les folides de révolution,
Ia
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Mais pour accoutumer les Commencans a étendre
Tufage de ces méthodes , nous allons les appliquer

encore a deux exemples.

107. Dans le premier , il sagit,, de trouver la foli-
dité d’un onglet cylindrique form¢ en coupant un
cylindre par un plan oblique & fa bafe, & que ( pour
plus de fimpl icité ) nous fuppoferons paffer par le
centre: Ceft le folide 4 DBE quon voit repréfenté
(fig- 43)-

Si 1'on concoit ce folide coupé par des plans paral-
ltles, infiniment prés, & perpendiculaires a la bafe
AEB (fig. 44) » les feftions feront des triangles
femblables dont les furfaces feront , par conféquent,
comme les quarrés de leurs cotés homologues. Ainfi
nommant 7 le rayon CE de labafe, & la hauteur DE,

& y la bafe # M du triangle P M N, on aura CED
PN sy X iy 2 hOT C'ED'——_— donc

PMV#T”

YT

qui donne 4 x pour lcp;uﬁ”eur Ppdela tr;mche com-

b
1YY - donc nommant AP, x, ce

hy
prife entre deux plans voifins, on aura pour

cette tranche. Or y eft l'ordonnée du cercle qui fert
de bafe ; & 'on a par conféquent yy == 27X — X X.

1 ' 3 hdx .27 = %
La tranche ¢lémentaire devient donc —1'-—(%“:3,
oil'— ' (2rxdax— xxa’-c), dont lintégrale, &

comptcr du point 4, eft —:_r ( P —) Don¢
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pour avoir tout le folide, il n’y a qu’a fuppofer
. h 8

x* = 2r, ce qu donne —— X (4r3—— 3—), ou

k7, on % X3r,ou CED x 3+ 4C, ou enfin

CE D x 3 A B; Ceft-a-dire, les deux tiers du prifme

qui auroit le' triangle CE D pour bafe, & le dia-

metre 4 B pour hauteur. Ceci peut fervir dans un
cas du Toifé des fortifications.

108. Pour fecond exemple, nous chercherons la
folidité d’une tranche d’ellipfoide allongé, comprife
entre deux plans paralléles entre eux & au grand axe.

Avant de procéder i cette recherche, il faut dé-
montrer que les coupes de lellipfoide faites parallcle-
ment au grand axe, font des ellipfes femblables a
Pellipfe génératrice du folide, ceft-a-dire, dont les
axes ont le méme rapport entre eux que ceux de
cette ellipfe,

Pour cet effet, concevons Pellipfoide coupé par
un plan, que ( pour fixer les idées ) nous fuppofons
vertical , & paflant par le grand axe 4 B (fig 43);
la feCtion fera Vellipfe 4 D B E égale a Pellipfe géné-
ratrice. Concevons aufli I'ellipfoide coupé par trois
autres plans , dont deux verticaux & le troificme
horizontal. Que D E petit axe de l'ellipfe & fa paral-
lele M N foient les fedtions des deux premiers avec
leplan 4 DBE, & ST celle du troifitme avec le

I3
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méme plan 4 D B E. Cela pofé, je dis que la coupe
de lellipfoide par le plan repréfenté par ST, eft
une ellipfe femblable & 4D BE.

Concevons quaux points O & R on ait élevé des
perpendiculaires au plan 4 D B E , & quirencontrent
la furface de l'ellipfoide. Ces perpendiculaires feront,
en méme temps , ordonnées de la coupe faite par § T,
& des feftions ou coupes circulaires faites par MN
& DE. Or par cette dernicre raifon, on doit avoir
(en nommant ¢ la perpendiculaire ¢levce au point R,
& ¢ la perpendiculaire élevée au point O), on doit
avoir 17 =D RXRE, & tt=MO X ON. Mais
en nommant CD—=16,PM=y,C4d=;a,&
CR—=0OP=u,onaDR=%1b+u,RE=;b—u,
MO=y+4+u8& ON=y—u,enforteque DRXRE
=1bb—unu& MOXON = yy — uu. Donc

1=z bb—un,&it=yy—uu. T\-’Iaiq par lanature

de I'ellipfe (Az. 307) onay; 1.—‘ (5aa—xx)
en nommant CP,x. Et nommant k Pordonnée § R
47[][),

; bbkk

dolt l'on tire vu= ;bb— ———; fubftituant ces

au petit axe , on a (Alg. 304) kk=r77 (555

valeurs de zz & de yy, dans celles de 77 & de 77,

bbkk bbkk bbxx § o
B cmm— ' — il .
onagi=—=——,&Ktt=—1——"; doltlleft
bbkk * bbhkk bbhxx
Sk N . bbkk e
cvident que 77 :.2 38 — 7 — sk k

shkk—xx i (SR) ou SRXRT S§SO0xO0T;
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ceft-a-dire, le quarré de I'ordonnée 7 qui répond
au point R , eft au quarré de celle ¢, qui répond au
point O, comme le produit des deux abfciffes qui
répondent A la premiere, eft au produit des abfcifles
qui répondent a la feconde ; la coupe faite par ST,
eft donc une ellipfe.

D’ailleurs Véquation 77 = b—i-i——ﬁ, o] 15— i.;; i
donne 7 : k 12 b : a; orzoul'ordonnée qui répond
au point R eft la plus grande demi -largeur, ou le
demi-petit axe de cette ellipfe , & k ou SR, en
eft la plus grande demi-longueur , ou le demi-grand
axe; les deux axes de cette ellipfe, font donc en
méme rapport que ceux de lellipfe génératrice; &
puifque rien ne détermine , dans tout ce raifonne-
ment , la grandeur de la diftance CR 2 laquel'e on
fuppofe cette coupe faite, la méme chofe a donc lien
pour toute autre coupe parallcle a 4 B.

Celapofé, fi 'on veutavoir la folidité d’une tranche
quelconque de Pellipfoide , comprife entre deux plans
paralicles repréfentés par 4 B& S T, on repréfentera
par § la furface de Vellipfe génératrice; & puifque
Tellipfe dont S T eft le grand axe, eft femblable a
celle-13 , on aura la furface de celle-c1, par cette

k k

3 ! . S 00 bR
proportion jaa : kk 1t §: e multipliant cette

furface par I'épaiffeur infiniment petite Rr, ou du«,
p P p

[ 4
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Al : Skkdu
de la tranche élémentaire , on aura———, pour la

valeur de cette tranche; or felon ce que nous venons

de dire ci-deffus , nakk_ﬁz— ($6b—uu);

S du ( :.b b—uu) o
sbb

donc la tranche élémentaire fera*

S ” 4
w57+ (3bbde — uu du), dont lintégrale eft
s T 1 3 ] .
<55 (3 66u—54°), fi Pon veut compter depuis
le centre C, Mais fi 'on veut compter depuis un autre

. > 9 ’ S L t 2
point K, lintégrale fera——— (s bbu — 54’ ) +C,

C étant une conftante convenable. Pour la déter-
miner , on nommera C K, ¢; alors 1l faut que

I'ntégrale foit zéro au point K olt #==e¢ ; on aura

§ 1 =g TEE Xz
dOﬂC _:"-—b?‘ . (_;1’!'8—"‘ ?f ) + C——O’ & pdl‘

) S 1 1
confequent € = — —g—b-b—( sbbe — &%) ; donc
toute tranche d’ellipfoide allongé , compriie entre
deux plans paralléles au gr'md axe,a pour expreflion

‘.&b (3 bbuhfu;) ; ( bbe—feg), ou

4

fimplement —— X (50bu — 5 bbe—5u +5° ).

‘bb
Or Lbbu—21bbe,eft laméme chofe que ;556 (u—e¢);

pareillement ; ¢ — 5 #’ eft la méme chofe que

€ =

—— (ee +eu + uu). Diailleurs z — ¢ eft la diftance

des deux plans paralleiles , ou la hauteur dela tranche
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qu’ils comprennent ; donc fi on fait # —e==%, en
appelant % cette hauteur , & qu’on fubflitue poure fa
valeur z — £ tirée de cette équation, on aura ( apres

( i{:biz—fzuu-}- h*u _%)7

rédudtion ﬁxite) -

Sh
55 (5 66— uu)—{— ’bb (u _), or nous
avons eu , ci-deflus, kk = ﬂ 2 (4bb—uun),& par
. X bbkk
conféquent 356 — uu==——. La valeurdela tranche
Shkk Sh* h
folide fe change doncen=——+ >~ —( z— M).
L4a tbb 3

; Skk :
Mais nous avons vu que — exprime la furface

de la coupe faite par § T, ou de la coupe inférieure ;
donc en nommant s cette furface, on aura s/ -4
S h?
b5
de la coupe faite par LK & / fa demi-lurgeur , ou

h !
— e ) ; enfin fi on nomme s' la furface

fon demi-petit axe, on aura, a caufe que toutes

les coupes font femblables, ;46 : /(32 §: s'; done

bb s

§ == ;= ; ce qui donnera pour derni¢re expreflion

réduite , sk + i“_ % (u— ?)_ Ceft- 2 - dire,

quil faut 1°, multiplier la furface de la plus petite
coupe, par la hauteur de la tranche; 2°, multiplier

A2
celle de la plus grande coupe par le rapport - du

quarré de la hauteur de la tranche au querréde la
demi-largeur de la coupe fupérieure , & par la diftance
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du centre jufqu’a la coupe fupérieure , moins le tiers
de la hauteur de la tranche.

Cette regle peut &tre appliquée utilement 4 la
mefure de la folidit¢ de la partie de la caréne que
la charge fait plonger dans les vaiffeaux , lorfque
la figure de cette partie peut étre comparce A une
portion d’ellipfoide. s repréfentera la coupe faite a
fleur d’eau, pour le vaiffeau hors de charge; s' fa
coupe lorfqu’il eft en charge; 4 la diftance des deux
coupes ; £ la plus grande largeur de ', & enfin
la diftance de s jufqua la plus grande coupe horizon-
tale du vaiffeau.

Quant a la manicre de mefurer s & s', on obfer-
vera que 'une de ces furfaces fe déetermine par autre
I s
puifqu’appartenant i des ellipfes femblables, elles
doivent étre entre elles comme les quarres de leurs
grands axes ou de leurs petits axes. Il ne s'agit donc
que de favoir comment on peut déterminer l'une des
deux. Or, neus verrons dans peu, que la furface
L] )
d’'une ellipfe , eft A celle du cercle qui auroit pour
Pic
diamétre le grand axe de cette ellipfe, comme le
8 P
petit axe eft au grand axe; ainfi comme on fait éva-
luer la furface du cercle ( du moins aufli prés qu’on
[
le juee & propos) , on déterminera toujours facile-
] o] 1 k s

ment celle d'une ellipfe dont les axes {eront connus,
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De lintegration des guarzzétés qui renferment

des Stinus & Cofinus.

109. Nous avons vu (22) que 4 (fin. 1) =d 7 cof .7,
& que d (cof. {)=—dy fin.7 ; donc réciproque-
ment, lintégrale de d7 cof. y fera fin. 7, ou plus
genéralement fin. 7 4+ C, qui a la méme différentielle.
De méme lintégrale de — dy fin.7 fera cof. 7+ C.

3d7 cof,
Si Ton avoit dg cof. 37, on Décriroit ainfi : 3{,

e aahn: X I
& alors lintégrale feroit —~3% 4 ¢, De méme , l'intégrale
» |

v o 2 L .—3&-!1!1 k(e
de d7 fin. 3 7, {e trouveroit en écrivant ainfi —= "1 SRt

s 75
b ]

& alors l'intégrale eft SRS
53

En général, fd ¢ fin. mz (m étant un nombre conflant ) ,
S—mdgfin. my — cof. m

,& devient ——-"% L. (,

{e change en
= — 1

Si Pon avoit (fin. 7}" dz cof. 7, on remarqueroit que cette
quantit¢ eft la méme chofe que (fin.7)*d (fin.7); oren
regardant fin. 7 comme une fimple variable, on intégre par

(ﬁ”‘\)+ —+—C

la régle fondamentale , & I'on a
n—41

Sila différentielle propofée eft ( fin. m {)" d3 cof.m g, on écrira
fin.mz )" rrd cof. mz A X . (fin.mz) d(fin.m
( : qui revient 2 ( A A )
m m
; fin.mz) +1
dont l'intégrale eft (—-—-—— %
m(n—+41)

Pareillement, pour avoir l'intégrale de (cof. m g )" dg fin.mz,
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(cof ma). —mdgfin.mg

—_— I

+ C.

on écrira

(cof. mg )t

—m(n-41)

SiTon avoit 2 intégrer d 7 fin. pg cof- g ¢ ; alors felon ce qui

a ¢té enfeigné (Al 418) on changeroit fin. pgcof.q1 en

i (px+9%) + 5 fin. (pr—g3)» ou 'l fin. (p +9) 2+

3/in(p—gq)z; ainfil'on auroitdintégrertdy fin. (p-+ ¢ 14
Vdzfin,” q)

$dfin. (p—q) 1, qui, étant écritainfi... - (p+g 3 ;_ ; palg

» a évidemment pour intégrale

, qui a pour intégrale

(p—q)dzfir.(p—g)t
+3 Th )
—%Cor-(l’—l-r}\{ seof. (p— g7

p+a P4

Se.

On intégrera de méme dy fin. pg cof. g7 fin. r7, &ec. en
convertiffant ces produits en finus ou cofinus de la fomme &
dela différence des ares p 7, g1, rg, & ( Al 418),

Si 'on avoit dg(fin.7) ; on le changeroit en dg fin. g
(fin. 2)*, or (fin. 1)* ou fin. 7 X fin. 7 eft (Alg. 418)
=zc0f. =)= teof (3+7)=1cof.o—Lcofrz =t —tcof 27,
parce que cof’ 0 = 1 ; donc fin. 1 (fing)* =3 fin. g — 3 fing X
cofi22. Doncdz (fin.z) =+tdzfin.y—Ltd3finezcof 27;
on réduira donc fin. 7 cof. 27 , ainfi qu'on vient de le faire
pour fin. p z cof. g 7 , & Vintegration fera facile. On voit donc
comment on intégreroit dz (fin. 7)*, n étant un nombre en-
tier pofitif. On s’y prendroit d’une maniére femblable pour
dz (cof- £ )" Donc on peut, par les mémes principes que
nous venons d’expofer , intégrer les quantités de cette forme
a3 (finp3)" (cof g1 ) (finrg), &. m,n, e, éant des
nombres entiers pofitifs.

Enfin, ces principes, ce qui a été enfeigné ( Alg. 418) , &
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ce que nous avons dit, ci-deflus , fur 'intégration des quantités,
mettent en état d intégrer les différenticlles affeétées de finus &
de cofinus, lorfqu'clics ont une intégrale algébrique ; & lorf-
guil y entre des tangentes, on les raméne aux différenticlles

fin.
de finus & cofinus , en obfervant que tang, ; = R

gofz
De la maniére d’intégrer par approximation ,
& quelques ufages de cette méthode.

110. Cecl ne peut regarder les différentielles mo-
nomes : nous avons vu qu’elles s'intégroient toujours
facilement. Cleft donc pour les différentielles com-

plexes qui échappent aux cas que nous avons examinés
plus haut,

L'art d'intégrer par approximation, confifte A con-
vertir la quantité propofée, en une fuite de monomes
dont la valeur aille continuellement en diminuant;
chaque terme s’inteégre alors aifément , & il fuffit d’en
prendre un certain nombre pour avoir une valeur
fuffifante de I'intégrale.

La regle que nous avons donnée ( Alg. 151) pour
élever une quantité & une puiflance propofée , & qui
s'applique également aux polinomes, eft le moyen

que nous emploierons pour intégrer ainfi par approxi-
mation, En voici des exemples,

t111. Propofons-nous de trouver la longueur d’un arc de
cercle AM ( fig. 40 ), par le moyen de fon finus verfe 4 P,
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Suppofant larc Mm infiniment petit, fi 'on méne Mr
paralléle &2 4P, & le rayon CM; les triangles femblables
CPM, Mrm, donneront PM ; CM :: Mr . Mm. Or,
nommant 4P, x, le diamétre 4B, 2, ou 1 (pour plus
de fimplicite ); on aura Mr — dx, CM = ;, & PM
= ¥ (x —xx). Donc v(x —xx):z: dx: Mm;

dx
o T

[
2

donc Mm —

f

les régles que nous avons données ci-devant ; c’eft pourquoi

& par conféquent AM =
dx

wl=

— =2 — . Certe quantité ne peut étre intégrée par
V(x — xx) q P & P

. zdx : ;
je la change en [ — T ( Algébre 112), puis en
xTy (1 — x)

A S ) S s
JixT3dx (1 —x)" = (Al 141). Je reduis (1 — )T 7,
en ferie ( Alg. 151); & je trouve, toute rédulion faite,

(1 — x)_é._. I 4 2x -+ 22 + Zx% J &c.; donc

[ix T x (1—2) T = LT (1 4 L 4 1

w

1 Sxidx 4 &) =
+ &c = x% -k %xi + x4 %\7 -+ &c., quan=

tit¢ a laquelle il n’y a point de conflante i ajouter, parce
que lorfque x = o, elle devient zéro, ainfi que cela doit
€tre, puifqualors 'arc AM quelle exprime, eft zéro.

On peut, a canfe du multiplicateur commun .1:%, donner
a la férie qui exprime larc A M, certe derniére forme,
x%(x + zx + S5x* + 52 = &ec.). Remarquons,
maintenant , que le finus verfe x étant toujours plus petit
que le diameétre 1 (excepté lor{qu'il s'agit de la demi-cir-
conférence ), x eft une fralion ; que par conféquent les
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valeurs des termes de la férie décroitront d’antant plus, que
le finus verfe de I'arc en queflion fera plus petit. Ainfi,
'on vouloit, par exemple , la longueur de Parc dont le finus
verfe eft la centieéme partie du diamérre , on aurait x — =
= o,01 , & par conféquent X% = ©,I ; on auroit donc
pour la valeur de cet arc o,1 (1 422 4 "—(—i’jil)-‘ +
= (0,01)), & comme le terme fuivant de cette férie
feroit au moins cent fois plus petit que le dernier de ceux-ci,
puifque chacun eft plus de cent fois plus petit que celui qui
le précede , en examinant quelle eft la valeur du terme
75 (0,01)%, nous pourrons, en prenant le centiéme de cette
valeur, juger du degré d'exadtitude auquel nous aurons I'arc
€N Nous en tenant a ces quatre premicrs termes, Or -5 (o,01)3,

03000005

revient 3 - .(0,000001) = we00005 — 0,0000000446 ,
dont la centiéme partie eft 0,000000000446 ; donc nous

pouvons, en toute siiret¢, évaluer chaque terme de notre
férie jufqua 1o décimales, fans eraindre que la valeur de
I'arc qui en réfultera, foit fautive d’une unité dans la nen-
viéme. Ainfi nous aurons, —> (0,01 ) — 0,0000000446 3

0301

%5 (0,01)* = 0,0000075000; % = 0,0016666666 ; done
la toalité de la fériz fera o1 ( 1,0016742112) , ou en-
fin 0,100167421 , en fe bornant & 9 decimales 3 & I'on
pourroit méme en toute stireré admettre la dixiéme,

Telle eft la valeur de l'arc dont le finus verfe ef} la cen-
tiéme partie du rayon. Donc fi I'on favoit combien de fois
le nombre de degrés de cet arc eft contenu dans 360°, en
multipliant cette longueur par ce nombre de fois, on auroit
la longueur approchée de la circonférence. Mais c'eft ce que
I'on ne fait pas.

Comme nous favons ( Géom. 271) que le finus de 30°
eft la moitié¢ du rayon, & que connoiffant le finus d'ug
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arc, on peut aifément avoir fon finus verfe ( Géom. 270),
on pourroit calculer le finus verfe de 30°, le fubftituer
pour x dans la férie ci-deffus, & alors multipliant Je réfultat
par 12, qui eft le nombre de fois que 30° font dans 360°,
on auroit la longueur approchée de la circonférence. Mais
comme la férie feroit peu convergente, enforte quil fau-
droit en calculer un affez grand nombre de termes, pour
avoir une valeur un peu approchée de la circonférence,
nous allons enfeigner un autre moyen qui nous fervira de

fecond exemple de la méthode d'approximation.

Menons la tangente AN (figz. 46), la fécante CMN &
la fécante infiniment voifine Cmn; du centre € & du rayon
CN, décrivons larc infiniment petit Nr, que 'on peut re=
garder comme une perpendiculaire fur Cn. Le petit triangle
re@angle Nrn fera femblable au triangle reftangle CAn,
parce qu'outre l'angle droit, ils ontun angle commun en 7 :
il fera donc aufli femblable au triangle €A N qui différe in-
finiment peu de € A4n ; on aura donc CN : CA .. Nn

3 ; S AN
=N, adiow Nr== ~-—;—§r—”; or les {fe&eurs femblables
CNr, CMm, donnent CN { CM ou CA*2 " Nrion
- N C A2 N
CAL_X\, T+ Mm; donc Mm = — Z X 2, Nommons donc

AN, x; le rayon CA, a; nous aurons Nn—=dx; & CN
— y (aa 4+ xx); donc la valeur de Mm deviendra

aadx ik aadx
_2acx . eft-a-dire, que Mm = ———— ; donc fMm
aa + xx aa + XXx
aadx ey - .
ou AM = [— . Cette quantité ne peut pas Ctre in=

aa + xx

tégree exa&ement. Pour lintégrer par approximation , il

faut la mettre fous cette forme feadx (aa 4 xx)" '3
alors ayant trouvé ( Alg 151) que (2a + xx)~*

%3 4 6 ol
:a"’(l—f—-{-:—*—-:—{?-i—:—;-—&c.),on

a*

a
aura
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CUTel e vt A (et T S AT S e . e R R

:fdx([—’i-;-f_'E.s__g_"ig_—-&c.)....

a? at al ad
x2d x x2d x x6d x xSd x
—_— f(.ix — 3% + e sy 7734 + 7r — &C.)
£ x5 x7 %9 <
:x'_g;+577*::6+9—.:;—b“°“""
AR x? x4 %6 x8 &
— X (l — 3_.1- + 5 at S ab —'-‘ ng — C.).

¥l refte donc a favoir fi nous connoiffons quelque arc
qui érant contenu un nombre connu de fois dans la circon=
férence, ait une tangente connue, Or l'arc de 45° eft dans
ce cas, il eft 8 fois dans la circonférence, & fa tangente
eft égale au rayon (Géom. 272) ; donc fuppofant x — a
nous aurons pour la longueur de l'arc de 45°, la valeur
de cetre férie...a(1 — 5 4+ T — 7+ 5= 7+ &)
Mais comme les termes de cette férie décroiffent encore
fort lentement, il faut voir fi nons ne pourrions pas décom-
pofer l'arc de 45° en deux autres arcs dont les tangentes
fuffent connues. Pen importe que le nombre de degrés de
ces arcs foit connus ; pourvu quils faffent 45°, quand nous
aurons calcule leurs longueurs par le moyen de leurs tan-
gentes, en ajoutant ces longueurs nous aurons celle de Parc
de 45°. Comme ces arcs feront plus petits que 45° , leurs tan~
gentes feront plus petites que le rayon , & par conféquent la
{érie fera plus convergente,, & plus facile & calculer,

Or ce que nous avons dit ( Alg. 416), nous fournit
le moyen de trouver denx pareils arcs. En effet ,
nous avons vu que & & b érant deux arcs quelcon-
tang. 2 - tang. &

2
I — tang. & tang, b

ques, on avoit tang, (a ~+ b)) =

en fuppofant le rayon == 1. Donc fi nous fuppofons
a4 b = 45°, auquel cas rang. (@ 4 & ) = 1, nous aurons

Marine, Mecan. I, Partica K
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tang. a --}— tang.

I s— T"lﬂg. AZ t‘“]b

b =1, équation d'ou , par les régles

1 — tang. 4

== . Prenens donc
14 tang. a2’

ordinaires , on tire tang, b=—

tang.a =73 alors nous aurons tang. b=

Nous n"avons donc qu’a calculer, parlemoyen de la férie
ci-deffus, la longueur de I'arc dont la tangente x efl Zoula
moitié du rayon ; & la longueur de l'arc dont la tangente x
eft ; ; ces deux longueurs réunies formeront celle de I'arc

a . a
de 45° Or en mettant pour x, —,& enfuite —, on a
& 3

a , I I 1 I 1

e e e e e e ————— ! =

a '\1 .}._12 *-5.14 7_:5 T 9.2% 1.2 15.1,,&&)
a I I I I I

ol T 5t o A 5 &0,

Si 'on veut avoir les valeurs de chacun de ces arcs,
exprimées exaement jufqu'a la neuviéme décimale, il faut
calculer les 1§ premiers termes de la premitre, & les 10
premiers termes {feulement de la feconde. Or ce calcul eft
fort aifé i faire, en obfervant que dans la premiére, on
peut calculer les termes confécutifs , en formant d’abord une
férie , dont chaque terme {oit éga} au prc:cdem muhiplie

ar —— . Ceft-a-dire, foit le £ du précédent : on multiplie
F 22 ) P

4

enfuite cette {érie terme i terme, parla férie3,%,73, 5, &
nfin réuniffant les termes de numéro pair entre eux , & ceux
de numéro impair , anffi entre eux , on retranchera la fomme

des derniers, de la fomme des premiers, & on mu Iripliera
a A ey

le refte par —. Pareillement le calcul de la feconde , fe réduit
2

2 former une {éric , dont chaque terme foit forme du précédent
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SNCIR LY 1 T . &4 .
multipli¢ par —; ou par ;, Ceft-3-dire , foit la neuviéme partie
3

du précédent; on multiplie enfuite cette férie, terme 4 terme

1 ! 2 e Vg

par la férie 1,5 ,5,5,5, &c.; & on opére enfuite comme

pour la premitre, excepte quon multipliera le réfuleas par
a

a ¥, . ' .
— aun liende — Si l'on exécute cette opération en portant

Papproximation jufqu’a 10 décimales, on aura pour la pre-

. hiih a
micre {erie — (0,9272952180) , cua (0,4636476090) ; &

7

pour la feconde , ;; (0,9652516632) , 0ua (0,3217505544);

d

donc Tarc de 45°, qui eft la fomme de ces deux-la, faa
4 (0,7853981634). Prenant donc le quadruple , pour avoir la
demi-circonférence, on aura 4 ( 3,1415926536) ; donc le
rayon efta la demi-circonférence (ou le diamétre eft ala circon-
ference), ::a:a(3,1415926536) 2 1 @ 3,1415926536,
rapport qui ne différe pas d'une demi-unité décimale du dixieme
ordre, de celui que nous avons donné ( Géom. 152) , & que
Pon pourroit, trés-facilement , trouver encore avec une
beaucoup plus grande précifion.

i12. Pour troifieme exemple dapproximation,
nous nous propoferons de trouver le logarithme d’un
nombre quelconque. Mais, avant tout, il faut fe
rappeler ce que nous avons dé¢ja dit ailleurs (27);
favoir , que les logarithmes dont il Sagit ici, ne font
pas ceux qu'on trouve dans les tables ordinaires. Mais
ceux-1a érant calenlés, 1l eft aifé d'en conclure les
derniers, comme nous le verrons immédiatement
aprés avoir enfeigné A calculer les premiers.

G5
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Pimagine ]2 nombre propofé, décompofé en deux parties,

& repréfenté par a - x ;  étant la plus grande partie. Selon
: dx

ce que nous avons dit (27), on aurad log.(a + x) = ——,

quantité qui ne peut étre intégrée algébriquement. Il faut

donc la réduire en férie , & pour cet effet, la mettre fous cetre

forme...dx (a4 x)" (}r(Alg 151)0:1;1(.1—1—-::)

oy x 3 I % ax*
s (e ey iy .;3 ’b“c)—ﬁ_F"__ﬁ'_ s
- U - d
donc, di(a + x) =dx (a4 2)""' = :”‘d;x+
112 - %f &'c.) ; donc, enintégrant, ona /(e -+ x) =

%2 %3 2zt . .
L e e el -+ &'c.) - C. Pour déterminer

a noas 3-13

la conftante C, je remarque que cette ¢quation devant avoir
toujours lieu, quel que foit x, doit aufli avoir lien lorfque
x — o ; or, dans ce dernier cas , elle {e réduita [a = C; donc

C=1la;doncl (a+x)=la+ (--h Fls o &c.)_

2 a2 3_r_) 4_1"5
Connoiffant donc le logarithme d’un feul nombre, on peut,
par cette férie, calculer le logarithme de tout autre nombre.
Par exemple, fi Ton fuppofe a —i10,& a4 x=—11; on
2 v x 1 5_ N1
aura x — 1, & par conféquent — = -5, d'ou I'on trouvera
a

0,1 . (0,1) i x
l11=l1o-4 (O,I — (—,,)— e &c.) qui fait connoitre
s >

ce quon doit ajouter au logarithme de 10, pour avoir celui
de 11,

Mais comme la férie géncrale que nous venons de
trouver , n’eft fouvent pas aflez convergente , voici
une autre manicre de s’y prendre. Propofons-nous de
trouver le logarithme d’une fra¢tion dontle numérateur
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foit plus grand que le dénominateur; nous verrons,
dans peu, qu'on peut toujours réduire a cela, la
recherche de tout logarithme,

Repréfentons par « la fomme du numérateur & du déno-

minateur de cette fraltion, & par x leur difference; alors
( Géom. 301), nous aurons ; @ - x pour le numcrateur,

& La — L x pour le dénominateur ; & par conféquent
1 1

-d =X x n .

,’—j——“— pour la fraltion , ou (en fupprimant le falteur
- —— X

2 2

x
commun > ) (_ra cette fraction, & par conféque ent /™ ,,,; 5

oul(a x) — I{a—x) repréfentera fon logarithme,
Différencions maintenant , en regardant a comme conf-

tante, & x feule comme variable (*); nous aurons (27 )

,ouzadx(aa—xx) ',

2adx
+ i qm {eréduita
aa

G-rx

reduxfons donc (aa—xx)~*, enférie; 8 ( Alg. 151) nous
.2 X6 %8

aurons (¢a—xx)"'=a '1(1+%;+i;—{—:;-}-3+&c.);

2 x4 x8

donczadx(aa—xx)~'=2a 'dx(1++ 5+ &

-{-—E:_—lr-&c.}:z -{—

n'v: x8d x

SMEa HEa LA

(*) Quoique cette fraltion [ aavoir 12 pour la fomme du nu-
doive repréfenter toute fralion | mérateur & du dénominateur, il
propofée, cela n’empéche pas | fuffit, ayant multiplié les deux
quon ne puifle regarder la fomme { termes par un méme nombre 2,
a du numérateur & du dénomina- ce qui donne 3n , de fuppofer
teur , comme conftante ; parce i

el e : 3n-4-5?10=:Su:n2;d'0lli""
qu'il n'y a pas de fraltion que I'on
ne puiffe préparer de mani¢ie a | . el L N 2
2 tiren "5 — =
rendre la fomme du numérateur ¥ 3

¢ du dénominateur égale i te 7
& du dénominateur égale a tel | 50+ [a fomme du numérateur &

nombre qu'on voudra. Par exem- | 4y dénominateur eft, en effet, 12

ple, pour amener la fradtion .' |
K3
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B 2adx a+ x x a3 x?
- Ry S o [ et s PO |
I.Olhf.z,r»-—xn:ﬂ " a——xmz(cz +3a‘_r-g E +

as

%7

= 5—@7 -+ &c.) -+ C. A I'égard de la conftante C,
- a

nous determinerons {a valeur comme ci-deflus, en examinant
ce que devient I'équation, quand x = o. Or, alors elle fe

Ve g e 2 g %) a
reduita / —=C; donc C =1 r— —=!l1=o0; onadonctout
a+x x x3 x3 x7
np ntl——o ( = 4 = e —— -8
{impleme s T - 3 & ),

ou I'on voit que chaque terme fe forme du précédent , en
. . . . . X
multipliant celui-ci conftamment par le quarré de — ou

du premier terme ; puis on prend le premier , le 3 dufecond,
le { du troifiéme , &c, & I'on double la fomme.

Appliquons 2 quelques exemples, Cherchons , par exemple,
le logarithme de 2. Pour cet effet nous chercherons celui de la

. 2 x =
fraltion 2, nous aurons donc ¢ — 3., &x=1ldenc— —=
v a =

2

Chaque terme fera donc trés-facile 2 former , pif-

quil ne s'agit que de prendre la 3 partie du terme précédent,

x3 x5

. . X .
pour avoir la fuite — , — , — &, ainfi nous aurons,

x x
S 19313333333 S i 1339335553
x3 ST x3 i oyl
T 05037037037 _3' S ey 0,012345079
x5 a5
ST =1 0.0041 T52.26 —— = 0,000823045
a 5 @
27 z7
—5— == 0,000457247 = 0,000065321
g donc :
z? x?
—5— = 0,000050805 vy 0,000005645
e 201
— i~ = 0,000005645 ——+ = 0,000000513
IVJ
= 0,000000627 —5 = 0,000000048
13 ¢

0,000000069

0,C00000004
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donc la fomme eft. . ... 0,346573588; & le double, qui
doit étre log. 2, eft = 0,693147176, qui, en {e bornant a
8 décimales (car pour répondre de la neuviéme, il auroit
falla pouffer l'approximation plus loin }, eft 0,69314718.
Puifque 4 eft le quarré de 2, & que 8 en eft le cube,
le double de ce logarithme fera donc celui de 4; & le triple

de ce méme premier logarithme fera celui de 8.

Pour avoir celni de 3, on peut calculer, de méme, le
logarithme de la frafion §, lequel étant rettanché de celui
de 4 donnera celui de 3, puifque 3 eft 4 divifé par 7, donc
l3=14—13%; mais on l'aura plus facilement , en calculant
le logarithme de la fraltion 5, & le retranchant du logarithme
de 8 que l'on connoir i préfent; le refte fera le logarithme
de 9, dont la moitié fera celui de 3. Ajoutant celui de 3 a
celui de 2, on aura le logarithme de 6. Pour avoir celui de
5, on calculera d’abord celui de 10 en caculant celui de 22,
qui étant ajouté au logarithme de 8, donnera celui de 10.
Retranchant , de ce dernier, le logarithme e 2, on aura

celui de 5.

On voit par-1a, ce qu'il y a i faire pour calailer tout autre
logarithme, Mais il faut rcmarquer que le cakul devient de
plus en plus court, 3 mefure que le rnombre devient plus
grand , enforte que dés qu'on a les logarithmes jufqu'a 10
feulement,, on peut calculer les autres jufar’a 1co, fans
employer plus de trois termes dela {érie , lorfgron {e borne a
8 décimales: & lorfqu'on a paflé le nombre too0, les deux
premiers termes f{uffifent jufqua mille; & par-de-la, le pre-

mier terme fufh.

Pour favoir, maintenant , comment Or ramene ces
logarithmes , & ceux des Tables ordinaires, il nous faut
K 4




152 CouRS

préalablement avoir le logarithme de 10. Or, fi Pon
calcule le logarithme de %2, par la formule précé-
dente, on trouvera log. %> =0,223143 55 ; ajoutant
a celui-ci , celut de 8 que on a en triplant celui de

2 qu'on a eu ci-deflus, on a/10=12,30258509.

113. Cela pofé, rappelons-nous que Iéquation
o= %’- fur laquelle (27) eft fondé le calcul aduel
des logarithmes , ne convient quiau fyfiéme de loga-
rithmes ol 'on fuppofe le module = 1 ; mais que
Yéquation qui convient 3 tous les {yftémes poffibles
de logarithmes, eft dx — m—;3 s 8 celle qui convient
a tous les fyftémes de logarithmes ou I'on fuppofe

que le premier terme a de la progreflion geométrique

d i

fondamentale eft 1, et dx = 29, I4 premiére,,
. d , - i 5
favoir dx = T’ » donne, en intégrant , x =17y ; &

. dvy .
la feconde , favoir dx = 222 donne x —m Iv. qui
2 ¥ b 45 ;

ait voir, puifque x repréfente le logarithme , que
pour ramener les logarithmes que donne immédia-
tement le calcul, & ceux d’un autre fyft¢me dont
le module eft 7, il faut multiplier ceux-la par le
module 7. Or le logarithme de 10 dans les Tables
ordinaires , eft 1 ; & nous venons de voir que le loga-
rithme de 10 tel que le calcul le donne immédiate-
ment , eft 2,30258509; ona donc m x 2,30258509
== 1 ; donc le module m des Tables ordinaires, eft
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e fe réduit (en failant la divifion) a

0,43429448.

Donc , pour ramener aux logarithmes des Tables
les logarithmes donnés immédiatement par le calcul , il
faut multiplier ceux-ci par 0,43429448. Et récipro-
quement , pour ramener les logarithmes des Tables a
ceux que donneroit immédiatement le calcul , 1l faut
divifer ceux-1a par 0,43429448 , ou (ce qui eff plus
commode , & revient au méme) o les multiplier par

2,302585009,

Ainfi, fi 'on multiplie 0,69314718 que nous avons trouvé
ci-deffus , pour le logarithme de 2, fi on le muldplie , dis-je,
par 0,43429448, on trouve 0,3010300 pour le logarithme
de 2, tel qu'il eft en effer dans les Tables ordinaires.

114. Lorfquion veut revenir, du logarithme au
nombre méme, voici comment on doit s’y prendre.

Nous avons vu ci-deffus, qu'en repréfentant un nombre

quelconque par @ 4 x, On AVOIt . . 4 o ot 0t a0 e

i(a-}—x):[a-{-(%—— = + - +&C.);

2 a? 3a3 4at
a+ x
donc /(a4 x)—Ila, ou !l T Tt eseseeaaens
x x=? x3 x4
g ek Srwes g e &c. a étant un nombre
5 i J

arbitraire , mais tel que fon logarithme différe peu de celui
qui eft donn¢, & qui eft fuppofé appartenir a 2 - x.

Faifons , pour plus de fimplicité , l—aia-f- = {, & nous
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x x? x3 x4 inl s g
auronsy = — — - + oo ooty &c. il s'agit done

. x
d'avoir la valeur de —-en {

Suppofons que cette valeur puiffe étre exprimée par
:—:A{+B{1—}—C{3+D{4 + &c. A4, B, C, &c. étantdes

coéfficiens conftans qu'il s'agit de déterminer. On aura done

=4y + By 4 C¢ + D¢ + &

A 248 ., BB
SRk {2-7”5'{)_7 ;
A 2A4AC
B A = 4

T =

3 A*B
dpmr

A4

e il gl

4_{

Or pour que cette équation ait lieu, quel que foit ¢, il
faut 1° que 4 == 1; 2° que la fomme des termes qui
multiplient chaque puiffance de 7 dans les autres colonnes,

foit zéro. On a donc B — % —o, C=AB+ % =o,

BB A* S 5
D-——I——AC+A*B——;—:o;dou 'on tire
By oo tiks = 6 e (I Pl SR

1“""1.:’6""6 i ;313 g Tiale g

& fi 'on fuppofoit un plus grand nombre de termes, tels
que E5, Fz6, 8c. dans la férie, on trouveroit de méme

Ee2 = o — L &c. onadonc
Rial i ars T T RT3
LSS IRl ¢ ¥ ;i o __z‘___+&c
&7 e La i als Lisidrai W et g ?
x a-+x -3

Dong 1 o . o — =1+++1%+ i

1
1.2.3
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Pour faire ufage de cetre formule, on retranchera du
logarithme donné ( qui eft celui de @ - x), le logarithme
connu le plus approchant , dont on prendra le nombre

a+x
correfpondant pour a. Alors on aura / ——, ou 7, que

I'on fubftituera dans la formule précédente : le refultat fera

a+ x

la valeur de ; dol il fera facile de conclure a+4x,

puifque 2 fera connu.

Comme il s'agit ici des logarithmes qui ont 1 pour
module , fi le logarithme donné étoit de la nature de
ceux des Tables ordinaires , il faudroit commencer par
le réduire, ainfi que celui que ’on prendroit pour
logerithme de  (ou feulement réduire leur différence),
aux logarithmes afuels, ce que 'on feroit commeila
été enfeigné (113 ).

Silon veut favoir quel eft le nombre dont le logarithme

eft 1

, dans le fyftéme de logarithmes dont il s'agit ici, il faut

a+ x a ¥
fuppofer / ——,0uyi=1, &lonaura — =141 -}

1 1 1 . :
1.:+1.;.3+1.1.3.4+s,;,3,4_5+&C.,que I'on

trouvera — 2,7182818, en {e bornant & 7 decimales.

Le nombre dont le logarithme eft 1, fe rencontre fré-
quemment dans les calculs: nous aurons occafion de le voir
par la fuite; & c'eft pour cette raifon que nous venons de
donner la méthode de le calculer.

115. On peut avoir une autre expreflion d’un
nombre par le moyen de fon logarithme : la voici,
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Soit x cc nombre , & foit /Ix=1¢. Si l'on multiplic le
fecond membre de cette équation , par log. ¢, ¢ étant le nombre
dont le logarithme eft 1, on aura [x=ylc, ce qui ne
changerien, puifque /e==1. Or I'¢quation lx=sleile
change, par la nature des logarithmes, en /x = let; dotr
Pon tire x = et ; puifque les logarithmes érant égaux, les

quantites auxquelles ils appartiennent doivent étre ¢gales.
S¢lon ce que nous venons de voir , fi 'on a lx=y onai==
-2
X +{—}—ﬁ£ + &c. Puis donc qu’ona,en méme temps, x = ¢7,

onauraet:1+{+ii%+ Eig o0 + &e.

S LI T

REM 4RQU E

116. La méthode que nous venons d’employer
pour conclurela valeur de x,del'équation g == — &,

s'appelle Méthode inverfe des féries. Elle confifte, comme
onle voit , a ﬁlpi)ofer la variable dont on veut avoir
la valeur , exprimée par une férie , ol 'autre variable
ait des expofans en progreflion arithmétique, & on
chaque terme ait un coéfficient conftant indéterminé,

Sil'on avoit plufieurs termes en x & en 7 dans
la méme équation , mais que x & ¢ ne fuflent pas
multipliés entre eux, on détermineroit la férie des
expofans, en faifant ’expofant du premier terme de
la frie fuppofée, égal au plus petit expofant dela
méme variable dans I'équation ; & on prendroit , pour

différence commune des expofans de la méme férie 4
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Te plus grand commun divifeur des expofans de cette
méme varizble dans I'équation.

a
Par exemple, fi favois 13 +31=2x—52* 4123} &c.;

je ferois x:A{%+B{+C{§—i—D{'; + Ez* + &ec.,
parce que le plus perit expofant dez, eft §; & que le plus
grand commuan divifeur des expofans§ & 1, de g, eftf.

Mais fi les x & les 7 ¢toient multipliés entre eux,
alors il faudroit fuivre une méthode dont le détail
n'eft pas trop de notre objet, mais que on peut voir
dans Jes ouvrages de Newton, & dans I dnalyfe des
lignes courbes de Cramer,

Ufage des approximations précédentes , pour
Uintégration des diverfes quantités.

117. Comme on a des Tables toutes calculées,
des différentes parties du cercle, ainfi que des loga-
rithmes, lorfqu’on aura d intégrer quelque différen-
tielle qui pourra fe rapporter au cercle, ou aux loga-
rithmes, il fera inutile déformais de réduire ces diffé-
rentielles en {éries. Ce qu’il y a de plus utile 4 faire
attuellement fur cette matiére , eft de faire connoitre
celles de ces différentielles que 'on rencontre le plus
fréquemment , & de faire voir comment on déter-
mine les arcs de cercle, ou les logarithmes qui en
font Tintégrale. En voici des exemples,
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tadx -
118. Nous avons vu (g9 ) que i/_('jx"--“}?_) exprimoit
Pélément d’un arc de cercle 4 M (fig. 40, dont a feroit le
diamétre , & x Tlabfciffe ; enforte que lintégrale de cette

Ladx

quantite ou /[ —— a pour expreflion l'arc 4 M,

v (ax —-rx)

Suppofant donc que l'on demande la valenr de cette inté-
grale pour une valeur déterminée de x ; alors de € A4 on fa,
on retranchera la valeur connue de x, ou 4P, & l'on aura
CP. Dans le triangle reGangle CPM, on connoitra donc
Pangle droit, I'hypothénufe CM =1a, & le c6té CP; on
pourra donc calculer I'angle 4CM; or connoiffant langle
ACM, ou le nombre de degrés de l'arc 4M, & fon rayon
CM, il eft facile de calculer la longueur de cet arc ( Géo-
métrie 153 ).

hdx
V{gksx — pxx)?
des quantites connues, on rendroit cette différentielle fem-

119. Si lon avoit h, g, p & k étant

blable a la précédente, en divifant d'abord, haut & bas,

h
— dx
x ! Ve h
par v p, ce qui donneroit (M ---—j o o e
Vv e X — axx
P
dx ‘ s, Vel
———1 = ; or fi l'on avoit ici, pour multiplicateur
V[ &= x — .\'.\)
2

ok

de dx, la moitié¢ de la quantite 2= qui multiplic x dans le

']

radical , alors cette différentielle {eroit femblable 4 celle de

larticle précédent ; donnons-lui donc cette condition, en

P

Y, - gk gk
multipliant & divifant en méme temps par ; X

a * 20

2



DE MATHEMATIQUES. 159

¥ )

de notre différenticlle, eft un arc de cercle dont le dia-

. Dans cet état, on voit que lintégrale

métre eft pi » & Pabfciffe = ; eft, disje, cet arc mulsiplié
par ;IE/— : elle eft donc facile a afligner, par ce qui vient
gkvp

d’étre dit,

120. Si au lien de compter les abfciffes depuis le point
A, nous les euflions comptées depuis le cenre C, en nom-

mant b le rayon €A, & x l'ablcifle CP; nous aurions eu

-‘;—(T?i_f—r:) pour I'élément de larc AM; ce que l'on
trouve aifément en comparant les triangles femblables CP M,
Mrm, & fe rappellant que PM = v (bb — xx), &
que , puifque l'arc AM diminue a mefure que CP ou x
augmente , fa différenticlle doit étre négative. Ainfi quand

‘gt Sy kdx
on aura une différenticlle telle que —————
V (gh — pxx)

, on la

: k
changera comme ci-deflus, en —

g? repréfentant ici , bb, la quantité — & qu'on doit avoir

; gh - A \

dans le numérateur, eft — v f; ; je multiplie donc & je
E

vk

gh

divife en méme temps, par — v &=, & jai 5
s

3

E

. Donc en fuppofant que CA4 = v/ % <

- - X AM, pour Vintégrale,

& CP, x, on aura

s 3 B
F
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5 g Vv — k
ou plus généralement H—L;—pgj- X AM4C, ou Fer %
P
AM + C. A Tégard de la conflante C, elle fe détermine

par les conditions de la queftion particuliére qui aura con-
duit a la diff¢rentielle dont il s'agit 3 & larc AM fe dé-
termine comme nous venons de le dire (118 ); ceft-adire,
par le calcul du triangle CPM, &c.

121, Nous avons vu (111) que exprimoit un

arc de cercle dont a eft le rayon, & x la tangente; arc
que P'on peut déterminer aifément pour une valeur déter-
minée de x, en calculant l'angle 4 CN du triangle re@angle
ACN ( fig. 46), puis la longueur de larc AM par le
moyen du nombre des degrés de langle ACN & du
rayon 4.

. . dx Fat .
Si donc on avoit ————, on diviferoit , haut &
g * 7
‘ ok dx . .
bas, par £; ce qui donneroir ; . =3 » puis multi=
'T + XX
k g b2 d
—_ - x
5 g b2 : h h
pliant , haut & bas, par ==, o0 auroit —— X -
g incofie
h & ;
g
d:
k T . s
L e s on auroit donc lintégrale, en cal-
= L B A

h
. b2
culant la longueur de l'arc qui a x pour tangente,, & v/ (Eh—)

pour rayon, & la multipliant par g—kb—:.

122. Ces trois différentielles sintegrent donc par
lesarcs de cercle. En voici qui sintegrent par le
moyen de la furface du cercle.

L'élément
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L'¢lément du demi-fegment 4 P M ( fig.40), eft
dxy/ (ax—xx) en nommant 4 P, x; puifque
3= (ax — xx) & par conféquent ydx ou
P pm M= dx |/(czx e x.r); donc toute diffé-
rentielle qui aura cette forme, ou qui pourra'y étre
ramence par des préparations femblables a celles que
nous venons dindiquer , s'intégrera par le moyen
d’un demi - fegment de cercle dont I'abfciffe eft x &
le diametre a; fegment qui eft facile A détermi-
net, tant par ce qui précede, que par ce qui a été
dit ( Géom. 153).

123. Par exemple , fi Ion veut avoir la furface du
demi-fegment elliptique 4PM (fig. 47); on aura y =
bdx

a
a

—i-y/(ax —xx)donc ydz on 4 {4 PM) = oV (ax—xx);

or dx v (ax — xx) exprime I'élément du demi-fegment
circulaive APM', en fuppofant qu'on ait décrit un cercle
fur 4B, comme diamétre ; on a donc d (APM) =
2d(APM); & en inégrant, APM =% APM | qui
donnc APM : APM ;.5 : a; Ceft-a-dire, que la fur-
face du demi-fegment elliptique, eft & celle du demi-fegment cirm
culaire correfpondant , comme le petit axe eft au grand axe; d’ol
il eft aifée de conclure que la furface entiére de Lellipfe , et
a celle du cercle décrie fur fon grand axe, comme le peiit axe,
¢ft ar grand axe, Ceft ce que (108) mous avons promis de
démontrer,

Si an lieu de compter les abfciflfes depuis le point A ( fi-
gure 40) , onles compte du centre C,alors nommant C 4,5,
Marine, Mécan, I, Partie, | i
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& CP, x; onaura — dx v (bb — xx) pour Pélément
du demi-fegment 4 P M; parce qualors, y =/ (bb — xx),

& que le fegment 4 P M diminue pendant que x augmente,
ce qui rend la différentielle de 4P M negative.

Voici un exemple d'une différenticlle qui fe rapporte a
cette forme.

123. Propofons-nous de trouver la furface du fphéroide
elliptique allonge. La formule générale de ces fortes de fur-
faces, et < v/ (dx* + dy*) (98); or Iéquation de I'el-

b . b
lipfe eft yy = % (548 — xx); donc y = - X
b :
V(iea — x2), &dy= B 7 o 3 - g () done
' b B
%’ ;/(Jx’ 4 dy*), devient :—J K V(342 — xx) ¥

x*dx*

bb
V. (d’x’ + — X

aa
cation indiquée , réduifant, & faifant fortir dx* hors du

: LR bbxx chds
radncal,(m2 V(:Lz.z——xx_l_ga._)’ ou - 3

a ra

), ou en faifant la multipli-

13a — XX

Lot Y ox x a
;/(f'i 2% b ﬁ);orﬁl‘onnommekladlf-

aa
tance CF au foyer F (fig. 48), on a kk = ;aa — bb;
ou 4kk = aa — bb (Alg. 294); donc I'élément de la

" chdx lat—gkkxx Bl
furface devient P R o s
ra aa raa

4kkx x). Divifons fous le radical par 4 kk, & mulriplions

s acbhdx
au-dehors par fa racine 2k , nous aurons ———=
raa
—zat A :
SF T %%), quanti¢d laquelle il faut donner le figne —

pour qu'elle exprime la furface comptée depnis le point 4,
parce que cette furface diminue 2 mefure que x augmente;
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et scbkdx r X gt

anfi nous avons — ——— /[ Ll xx), Comparant
raa KK

donc avec — dx v/ (bb — xx), que nous venons de

voir étre I'expreffion d’un demi-fegment circulaire dont le
rayon eft b, nous en conclurons que lintégrale de — Jx

g
— i :
v b xx) , eft un demi-fegment de cercle OP M

;
zaa S :
dont le rayon eft i & dont l'abfciffe prife du centre ,

eft x, que certe intégrale, dis-je, eft cgale i ce fegment
T
: taa
plus une conftante. Donc fi d'un rayon CO — i‘“
s
ceft-a-dire , troifiéme proportionnelle 4 CF & 2 c4,

e
' . - Al
on decrit le cercle ONR, on aura [— dx v/ “‘_7(— - m.)

2chkdx - gt
S OPM -1 Cdone [« 25005 V(-' :

. —_xx ) =
raa kk
2cbk

2K e OPAI,_i_:r-f'k

Taa raa

36

Pour déterminer la conflante C, il faut remarquer que
la furface cherchée, devant commencer au point A, doit
€tre zéro  ce point; or an point 4, le demi-fegment O P M!

2¢h

S 0N L g

devient 0 AN ; onadonc o — -
=~

d'oti I'on tire C=— 0 AN ; donc Pintégrale complette eft
22 X 0PM! 2y 0 4 N, o0 22k (oPM'—04 W),

raa

ou enfin ;)f-ﬂ (APM’'N). Donc la furface du demi-{pheroide
raa

bk hg Taq
feiy it (ACRN), ou puifgue CO= "Tz, & que
raa
' ik i frfice (s c b
par conféquent 22 = 5o cette furface fera — X ——

(-

X ACNR,ou = f,‘?() X ACRN ; & celle dufpheé-

roide entier, en eft le double.

j DiRL
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Quant a la maniére de déterminer le rayon CO, elle
eft fimple ; du point € comme centre, & du rayen €A,
on décrira larc 4 L, qui coupe, en L, la perpendiculaire
FL &levée fur C A au point F; on prolongera C L jufqua
ce qu'elle rencontre en N la perpendiculaire AN, elevée
au point A4; ce qui donnera CN pour la valeur cherchée

de CO, ou pour%f; en effet, les triangles femblables
CFL & CAN, donnent CF:CA::CL: CN, on
=100,

taa
k

kitasizaiCN=

Cette détermination peut &tre appliquée a la me-
fure de la furface de la caréne des vaiffeaux, que
T'on peut comparer 2 celle d'un ellipforde, plus lé-
gitimement que leur folidité ne peut I'tre & celle
du méme ellipfoide. Toute lopération fe réduit A
calculer l'angle A4CN du triangle reangle CAN
dont on connoit deux cotés , outre I'angle droit;
alors 'angle NCR devient connu, & Pon peut ai-
{ément en conclure la furface du fe&teur NCR, A

laquelle ajoutant celle du triangle CAN, ona ACRN

5 y e A Lo ¢ cD
quil ne sagit plus que de multiplier par = X 5.

Quand on a la furface de la caréne, en la mult-
pliant par Pépaiffeur du foufflage, on a la folidité du
volume, dont fa caréne eft augmentée par le foufflage,

124. A P'égard des quantités qui fe rapportent im=
médiatement aux logarithmes , ce font toutes celles
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dans lefquelles la différentielle propofee eft, ou peut
&tre rendue, une fraftion dont le numérateur foit
la différentielle du dénominateur, ou cette différen-
tielle multipliée ou divifée par un nombre conftant.

Lot{que le numeérateur eft exa&tement la différen-
tielle du dénominateur , lintégrale eft le logarithme
du dénominateur.

Ainfi f2 = Iz 4 C; [ 2= = 1(a+=x) +
fidi =l(aat=xx)+C

daa+ xx

Mais lorfque le numérateur eft la différentielle du
dénominateur,, multipliée ou divifée par un nombre
conftant , alors il faut décompofer la différentielle
propofée , en deux fafteurs dont I'un foit une frac-
tion qui ait pour numérateur la différentielle exatte
du dénominateur , & dont l'autre faleur foit un
nombre conftant. Alors I'intégrale fera le logarithme
du dénominateur variable, fera , dis-je, ce logarithme
multiplié par le faCteur conftant.

ety a x3dx oot
Par exemple, pour intégrer ——— ; comme la différen=
a’ X<

tielle de &* 4 % eft 3x*dx, il faut que je prépare ma
différenticlle de maniére i avoir 3 x*dx dans le numérateur ;

3x*dx

. i . . a . [
pour cet effet, je I'écris ainfi LT dont lintegrale

el : 1(43+x;)+ C.

al+ 37

L3
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Par-:iilememf‘di_% =f—s . == Il(a—2x)
- C:o—-l(.z—-—x)—}—C—!l-—«l(a—x)—}—C:
I —— 4 C. De méme [ ——"— ter = RS

a—x aa + xx > aa+xx ~

2l(aa —{—— xx) 4+ € = 1v(aa+ xx) 4 C. Enfin
axn—! T

nbxn o
qu:.'x' L x5
€= (k4-bx* )i C

Voici un exemple de la maniére de déterminer ces inté-
grales en nombres. Suppofons qu'on demande la valeur de
I(a4x) (aéant5), lorfque ¥+ = 2. Ceft donc l7 quil
faut avoir. Je prends dans les Tables ordinaires le loga=
rithme de 7, qui eft 0,8450980: je le mutiplie (113 ) par
2,30258509 ou 2,3025851, & jai 1 9459100 ou 1,94591
pour la valeur de /(a 4 x)ou de lintégrale de ——, lorfque

S R N

On rencontre , quelquefois, des différentielles qui
sintégrent direGtement par logarithmes, quoique ce-
pendant elles ne puiffent pas étre prépnrées comme

les précédentes; par exemple ————— eﬁ dans ce

(\ ¥r=
cas. On réuffit quelquefois A leur donner la forme
de différentielle logarithmique, en effayant de les
multiplier par une fon&ion de x, telle que le pro-
duit devienne la différenticlle de cette fonétion, ou
cette méme différenticlle multipliée ou divifée par
un nombre conftant. Alors en divifant par cette méme
fonétion, la différenticlle feroit évidemment une dif-
férentielle logarithmique.
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3 [ 3 dx . i
En appliquant cette réflexion a 7 e je la multiplie

. xd: 0
parx +v (xx— 1), &jai W%T) 4+ dx, qui eften
effer la différentielle dex + v/ (xx —1 ) ; enforte que j'ai

xd x

t{x-i-‘?—(\—;‘—;f)

dx
e e e e el o ) b

. S onT dx
On trouvera de méme lintégrale de ———
V{1—xx)

en
multipliant d’abord haut & bas par v (—1), ce quidonne
d:f(%:%i , dont I'intégrale , felon ce qu'on vient de voir,
ety (—1)l[x+Vv (xx=1)]1+C

125. Nous avons promis (83) d’expliquer com-
ment 1l arrivoit que la regle fondamentale de l'in-

tégration des monomes , donnoit une quantité infinie
" r d x . . 7
pour lintégrale de -‘;1, tandis que cette intégrale a

pour expreffion /x, ou du moins [x + C.

. I d . . .
Liintégrale de == peut étre finie ou infinie, felon
la portion quon veut en avoir. Pour éclaircir ceci,
L dx
2, =Y 2 e a1 g
remarquons d’abord que prendre l'intcgrale dei=zy

neft autre chofe que quarrer Ihyperbole ordinaire,
confidérée par rapport a fes afymptotes. En effet ,
PPéquation de cette courbe eft xy =aa, onxy ==1
en fuppofant,, pour plus de fimplicité, @ = 1. Or

de cette équation on tire y = ; donc Pélément ydx

. d - .
de la furface , devient — ; donc fi T'on veut avolr

L4
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les efpaces comptés depuis l'afymptote 4 Z ( fig. 49),
Pintégrale de —(% ou lx 4 C doit étre telle quielle

devienne o, lorfque le point P tombe au pomnt 4,
ou lorfque x = 0; on a donc alors /o 4 C — =%
& par conféquent € = — Zo; donc Pintégrale eft

lx —looul:; ceft-a-dire, que les efpaces ZAPM Y

comptes depuis Pafymptote font infinis, Z & ¥
é¢tant fuppofés les extrémités de Fafymptote & de
la branche correfpondante de I'hyperbole; ce qui n’a
rien de furprenant,

Mais fi, ie point O étant le fommet de Thyper-
bole (auquel cas l'abfcifle correfpondante 4 N — i
on veut avoir les efpaces comptés depuisle point N ;
alors Iintégrale /x 4 C doit étre telle quelle de-
viénne zéro, quand le point P tombera fur le point
N, ou quand x = 1; on a donc /1 +C=o0, &
par conféquent € == — /1 =03 donc les efpaces
NOMP font exprimés par lx,

On voit par-1a, 1° que les logarithmes que donne
immédiatement le calcul, expriment les efpaces hy-
perboliques compris entre 'afymptote & la courbe,
& comptés depuis le fommet O de la courbe. 2°, Que

» r d. * \ Y
fi I'intégrale de x—v ou x~ 'dx, prife d’apres la régle
fondamentale , eft infinie, c'eft qu'elle exprime les
efpaces comptés depuis Porigine des afymptotes,
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126. Pour donner quelque application des inté-
grales par logarithmes, propofons-nous la conftruc-

tion des cartes réduites,

Ces cartes ont été imaginées pour faciliter la ré-
du@ion des routes, dans lanavigation. La route que
Ton fuit (au moins pendant un certain temps) , cft
toujours dirigée fuivant un méme rhumb de vent;
& par conféquent , fait toujours le méme angle avec
chaque méridien que Pon traverfe fucceflivement.
D'ou il fuit que i Fon vouloit tracer cette route fur
les cartes ordinaires , ot les méridiens concourent
en un point, elle feroit une ligne courbe, & par
conféquent peu commode pour les opérations que
Ton a befoin de faire. On a préféré de repréfenter
les méridiens par des lignes droites paralleles , afin
que la route qui fait un angle conftant avec ces mé-

ridiens, fiit une ligne droite,

Mais, en fuppofant que A MP, amP (fig. 50)
font deux méridiens ; 4z une portion de 'équateur,
comprife entre ces deux méridiens , & Mm la por-
tion correfpondante d’'un paralléle quelconque; on
voit que lintervalle M'm' qui (fig. 51) repréfente,
alors, I'arc Mm, eft de méme grandeur que 4’4" qui
repréfente la portion correfpondante Aa de I'équa-
eur , quoique Mm foit plus petit que Aa, dans le
rapport de P’M & Cd; ce qui eft facile a voir en
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menant MP', mP', AC & aC perpendiculaires 3
CP; car ces lignesforment avec lesarcs 42, & Mm,
des feéteurs femblables C 42 & P M m.

Pour compenfer Paugmentation que Pon donne
A Mm, en le repréfentant fur la carte, par M'm',
on repréfente la Jatitude 4 M, par une ligne 4’ M
plus grande a P'égard de A'd', que 4 M ne It A
Pégard de 4 a; plus grande, dis-je, dans un certain
rapport ; & c’cft ce rapport que nous nous propofons
ici de déterminer.

Soient donc M & R deux points infiniment voifins
fur le méridien 4 M; Mm , Rr les deux portions
correfpondantes de deux paralieles. S1 I'on veut re-
préfenter Mm, Rr par des lignes M'm', R+’ égales
acelle 4'd qui repréfente 4a, 1! faut rendre linter-
valle infiniment petit M'R’, qui féparera M’ ' & R/,
le rendre, dis-je , d’autant plus grand a I'égard de MR,
que Mm eft plus petit a V'égard de Aa; ceft-a-dire,
quon doit avoir M'R' : MR :: da: Mm 12 CA
: P/ M :: le rayon, eft au cofinus de la latitude 4 M,

Nommons donc la latitude 4 M, s ; la droite 4'M’
qui la repréfente fur la carte (& qu'on appelle la
Latitude croiffante) , nommons-la s'. Pofons le rayon
CA ou CM = 1; CP ou le finus de la latitude
AM = x, Nous aurons PM = y/ (1 — xx);
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A

dx

MR —ds = J”

Vi — s AT

se
as

v (1 — xx); & par conféquent A= i

I — XX

Il sagit donc , pour avoir s’y dintégrer la valeur

de ds', Ceft-a-dire, —;. Or nous avons vu (112)

x

-, venoit de la différenciation de / fj" X

—

+v

2aadx

qlte aa

2dx
donc ——, vient de la dlﬂlrcnmatxon de 1

& par confcquent Pintégrale de -

-

x 2

x, qui eft 1a

2d x
moitié de —-x;;, fera ;! +x; on aura donc

5’:

T
2 1 — x

R Y A ( e ),mtcgralealdqueﬂell
n’y a point de conftante & ajouter, parce que lorf-
que x=0, Yy (‘[ _'_"'1), devient [y/ +, oul1,

Ceft-2-dire, 03 or s’, oula droite 4' M’ doit en effet

&tre alors zéro, puifque larc A M quielle repréfente
eft zéro, quand x eft zéro.

Obfervons , maintenant, pour rendre cette ex-
preffion plus commode , que le rayon 1, eft le finus
de go°; & puifque, par x, nous avons entendu CP
ou le finus de la latitude 4 M, nous aurons donc,

au lieu de s' =7/ ( * ), cette autre équation ,

= log. V (MI) Or ( Géom. 286)

fin, go° — fin. AM

fin. 90° + fin. AM fin. 90° — fin. AM
tang. (45° + sAM) @ tang. (45° — 1AM);
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fin.go° + fin. AM tang. (45° 4= 2 A M)
donc o fam = fang. (45° — 2 AM)? donc
tang. ( 45° L AM) 5
s! == log, l/(hmg e -,_.‘_“M}) Mais zang . (45
o 2 M)k 3R con (lgy® AM) (Géo-
mérrie 180). Dailleurs cotang. (45 — 1AM) =

tang. (45° + > AM), parce que 45° — 1t AM eft
le complément de 45° + ; 4M, puifque 45° —
%AM: 90° — 45°— 1 A M; on a donc tang. 45°
— s AM 131 wang (45°+14AM); donc

tang. (45° — 3 AM) = mg_(‘”f+ A Subfti-
tuant cette valeur dans s/, ona s' = log. y/ [ (eang. 45°
+:4AM)" ], ceft-d-dire, s’ = log. rang. (45°
sAMY, on s' = log. cor. (45° — ;AM). Or
45° — 14 M eft la moitié de 90° — A4 M, qui eft
le complément de la latitude ; on a donc enfin, la
latitude croiffante s/ = log. cot, (3 complement de la
latitude )

On prendra donc, dans les Tables ordinaires, le
logarithme de la cotangente de la moitié du com-
plément de la latitude, & Payant mulipli¢ (113)
par 2,30258509, le produit fera la latitude croif-
fante, exprimée en parties du rayon.

Mais comme il eft plus commode d’avoir la lati-
tude croiffante, exprimée en degrés, voici comment
on la déterminera. Nous avons vu (111) quela
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longueur de la demi-circonférence d’un cercle dont
le rayon eft 1, eft 3,141 5926, &c. Cenombre étant
divifé par 180, donne 0,01745§33 pour la longueur
d’un degré. I n’y a donc qu'a chercher combien de
fois ce nombre eft contenu dans la latitude croifiante
que nous venons de déterminer; ceft-a-dire, divifer
cette latitude croiffante, par 0,0174533 ; le quotient
exprimera la latitude croiffante , en degrés. On a
donc la latitude croiffante, exprimée en degrés, par

2,30258509 x log. cot. (%cump.". de Jar.)

TF P I0 0174133
2,30258509, par 0,0174533 » on trouye, pour quo=
tient, 131,9283 en fe bornant & quatre décimales.

Donc pour avoir la latitude croiffante, exprimée en dee

Mais en divifant

grés, il faut prendre dans les Tables ordinaires , le lo-
garithme de la cotangente de la moitié du complément de
la latitude, & I multiplier par 131,9283. Le produif
fera le nombre de degrés & parties de degré de la
latitude croiffante.

Par exemple, fi je veux avoir la latitude croiffante
qui convient & 40° de latitude fimple, je prends la
moitié du complément de 40°; Ceft-d-dire, la moitié
de 50°, ou 25° Le logarithme de la cotangente de
25°, eft 0,3313275 (*), qui étant multiplié par

(*) Comme nous avons fup-| rayon, qui eft 10,0000000; c’eft a=
pofé le rayon, égal a l'unité, il dire , ter 10, de leur caradérif-

faut diminuer ces logarithmes de | tique.
tangente , du logarithme du
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131,9283 , donne 43,7115, Ceft-a-dire, 43" 7THS,
ou 43° 43" Cleft ainfi qu’on peut calculer des Tables
de latitudes croiffantes.

127. Ceft par un caleul A peu prés femblable
que T'on peut déterminer la différence en longitude ,
lorfqu’on connoit la latitude d’arrivée, celle de dé-
part, & le rhumb de vent. Voici comment on y
parvient.

Soit O QM ( fig. 52) la route quon a fuivie; Qle
point de départ ; O 4 Véquateur; 4 MP & amP
deux méridiens confécutifs , infiniment voifins Pun
de Pautre. En imaginant l'arc Mm , paralléle A I'équa-
teur, le triangle infiniment petit m Mr fera rediligne
& rcltangle en m ; par conféquent, on aura mr :
Mm . 1 : tang. mrM, en fuppofant toujours le
rayon = 1; donc Mm = mr X tang. mrM. Or
fi Pon compare la figure 52 4 la figure 50, on a
(felon ce que nous avons déja vu dans la queftion
précédente) Mm 1 Aa 33 cof. lat. : 1, Ceft-3-dire,
mr X tang. mrM : Aa 33 cof. lat, : 1,

Nommons donc x, le finus de latitude 4 M ( £-
gure 32 ; fon cofinus fera /(1 — xx). L'arc mr
qui eft la différence des deux latitudes ar & A M,

fera la différentielle de 'arc # M, & aura pour ex=

'
preffion ——== )(1 6). Nommons de plus, a,

V’\L—-\»
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Tangle mr M que la route fait avec le méridien, ou
le thumb de vent; & 7, la différence B A4 de lon-
gitude, ce qui donne A4a = dy; alors la proportion

dx
que nous venons de trouver fe change en —-— VIE

—xx)
tang.a ; d7 it V (1 — xx): 1; dout l'on tire
{ . .
dy = tang. a . —Lﬁ Mais nous venons de voir,
1 o 1 — XX

dans la queftion précédente , que lintégrale de
dx %
: - 5 €toit L/ I—ii; nous aurons donc T ==

|

stang. a. /'+;+C.

I =

Pour déterminer la conftante C; obfervons que
lorfque 7 = o, Cleft-a-dire, au point de départ, la
latitude 4 M, devient la latitude BQ du départ,
Nommons donc ¢ cette latitude. Il faut donc que la

conftante C foit telle, qu’en mettant ¢ pour x, on

. I t .}
ait 7 = o. On a doac 0 = ; zang. a.t’l—i——l o Sy
& par conféquent € = — I tang. a . g

e I = 2%
Donc ;=z1wng.a.l Ijlf L tang. a . ti —

I 4=
tang. a (—'[—_‘_——;——- %Zi i' D
vl
Or en raifonnant précifément comme dans la quef-

tion précédente , nous trouverons que \/( ) {e

reduit & cor, (¢ complément de A M) ; & par la méme

—r

==tang.a [Z v C f ;)
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raifon / C <2 r) , fe réduit & cor. (5 complément de

—F

BQ); donc 7, ou la différence en longitude, ==
tang. a [log. cot, ( ;» comple'munz de latitude d'arrive'e) —
log. cot. (5 compl. de lat. du départ)]; ce qui donne
une régle fort fimple , pour trouver la difiérence en
longitude, foit par les Tables des latitudes croiflantes,
foit par les cartes réduites, quel que foit d’ailleurs le
rhumb de vent.

PAR LA TABLE DES LATITUDES CROISSANTES. ..
Cherchey la latitude croiffante, qui convient a la latitude
d’arrivée. Faites la méme chofe pour la latitude du dépare,
Prenez la différence de ces deux latitudes croiffantes , &
multipliez-la par la tangente du rhumb de vent. Vous

aurez en degrés , minutes &c. la diffirence en longitude.

PaR 1ES CARTES REDUITES. .. Cherchey fur le me-
ridien o lu latitude d'arrivée, & celle du départ. ff;vc"_
par Uextrémité de chacune , une perpendiculaire qui ren-
contre la route prolongee. La difference de ces deux per-
pendiculaires , portee fir Léchelle des longitudes , vous don-

§ r re Eor e . P
nera en degrés , minutes , &c, la difference de longitude.

En effet, 4Q (fig. 33) ¢tant le meridien; OL
laroute; 4 Q, AP, les deux latitudes croiffantes ;
PQou RT eft leur différence; or dans le triangle
reftangle SRT,ona 1 : wang. TRS 10 RT: TS;
dong
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donc TS=RT % tang. TRS; or RT eft la diffé-
rence des deux latitudes croiffantes, & Pangle TR S
eft égal a I'angle de la route avec le méridien.

La ligne courbe Q M (fig. 52) qui marque la route
du vaiffeau fur la furface du globe, sappelle Loxo-

dromie,

A quelque endroit de la route que I'on fuppofe le
point M, le triangle Mrm a toujours les mémes
angles, puifque I'angle mrM eft toujours le méme,
& que langle m eft droit ; il y a donc toujours méme
rapport de Mr a mr, que du rayon au cofinus de
Fangle mrM que nous avons appelé 2. Donc la
nombre de lieues courues fuivant Q M, eft au nombre
de lieues courues en latitude, c’eft-3-dire, au nombre
de lieues de /M, comme le rayon eft au cofinus du
thumb de vent. Ce qui fert A déterminer la différence
en latitude, quand on connoit le thumb de vent &
le nombre de lieues de la route. Cette méme pro-
portion fert aufli a trouver le thumb de vent, quand
on connoit la différence en latitude & le nombre de
lieues de la route. Bien entendu quon réduit en
licues, les degrés de la différence en latitude, 4 raifon
de 20 lieues pour un degré.

Marine, Mécan, I, Partiz, M
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De la manidre de ramener ( lorfque cela eft poffible)
3 ’ . 't} s . » \ ’
Vintégration d'une différenticlle propofee , a celle d’une
autre différentielle connue, & de diffinguer les cas ou

cela [e peut.

128. Nous nous bornerons 4 expofer la méthode fur les
différentielles binomes ; il fera aifé, enfuite, d’en faire l'ap-
plication aux différentielles plus compofces.

Suppofons , d’abord, que la différentielle propofée, eft
hxdx (a + bx")?, & que x7dx (a - bx" )P eft celle
dont clle doit dépendre ; c’eft-a-dire, fuppolons d'abord que
les deux expofans du binome foient les mémes.

On fuppofera fhx'dx (a -+ bx")? = (a + ban e+
(Ax% + Bxtt 1+ Cxkring L LB st Gt )
fRxmdx (a 4 bx")P; k &g érant des expofans inconnus;
¢, un nombre entier pofitif; 4, B, C, P, R &c., des
coéfficiens conflans pareillement inconnus. En différenciane,
on aura hx'dx (a = bx")F = (p 4 1) nbx"—'dx (a 4 bxm )P
(Axt 4+ Bxk+3 4 Cx*+20 ., o Pxh+1) 4
(a4bx*)p+: (kAx*—dx + (k4 q) Bx*+9-dx
(k429)Cxr+=1—'dx... (kd-tq) Pxt+r1—1dx) |
Rx"dx (a - bxn )P, ou endivifant tout, par (2 4 bx*)Pdx,
on aura hx' = (p + 1) nbx"—'(Ax* 4 Bxk+q L
Cxk+2a .., 4 Pxr+12) 4 (a4 bx") (kdx*—' 4=
(kg ) Bty 4 (RFag) G4t 5T, e
(k 4+ tg) Pxi+:9=1) 4 Rxm,

Pour que cette équation puille avoir lieu , indépendamment
de toute valeur de x, il faut qu'aprés les muliplications &
la tranf{pofition faites, la fomme des quantités qui multiplie-

I > ] P

ront une méme puiffance de x, foit zéro ; c'eft par ceue
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condition qu'on déterminera les coéfficiens A B, C, &e
mais il faut, pour cela, que le nombre des puiffances de x,

qui entreront dans cette équation, ne {urpaffe pas le nombre
de ces coéfliciens.

Or le nombre de ceux-cieft t + 2, comme il eft aifé de

le voir : voyons donc quel fera celui des puiffances de .
Pour cela, il nous faut déterminer % & q.

Comme les expofans k & ¢ font indéterminés | voici com-
ment on les déterminera, k — 1 eft le plus petit expofant
indéterminé qui fe trouvera dans équation ; on Pégalera a
m ou a s, felon que 7 ou s fera le plus petit expofant. Le
Plus grand expofant indéterminé qui fe trouvera dans lequa-
tion , fera (ainfi quiil eft aifé de le voir) , k-tg 4 n—1;
on l'égalera & s, fi on a egale kK — 1 a2 m; ou 3 m, {

iy

on ae¢gale k — 1 a s

Suppofons k — 1 = m; on aura donc % + g+ n—
t = s. Cela pof¢, pour que I'équation ne repferme pas
plus de puiffances de x, quil n'y a de coéfficiens indéter—
mines, il faut que les expofans de x, dans cette €quation ,
forment auffi une progreflion arithmétique dont la différence
foit g, ce qui ne peut manquer d’avoir lien, dés quon a
fuppofék—x:m,k-_}—.qu,—n-—1::;,&: un
nombre entier pofitif. Or le plus grand terme de cette pro-
greflion étant k 4 tg +1n — 1, & le plus petit, & — 1,
il eft aife de trouver ( Alg. 231) que le nombre des termes

k+ctg+n—q3—~p I
de cette progreffion, eft o silliagl W

tqg + tq + n
{ e T s L s 3 2

& par conféquent ¢ = n; fubfituan: pour ¢ & %, leur

M2

ou

% 4 1; il faur donc que
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valeur, dans Péquationk 419 4n—1=s, On aura tn -+
U ol L1 el [ SRRl o m

m 4 n = s, &par conféquent = ———— [ —— = 15

donc la rédulion d’une différentielle 2 l'autre , fera poffible,
G la différence s — m des expofans de x hors des deux
binomes , divifée par I'expofant de x dans le binome , donne un
nombre entier pofitif ; & alors on fuppofera (x'dx (a—+ bx™)P
= (a4 bxm)p+! (Axm*! 4 Bam ¥ o= C g ek
4+ ... Px:=n+1) 4 fRaxmdx (a = bx")?; & pour dé=-
terminer les coéfficiens 4, B, C, P, R, 8&c. apres avoir
différencié , divifé par (a + bx")rdx, & fait les opera-
tions qui fe trouveront indiquées , on tranfportera tout dans
un méme membre , & on égalera a zéro , la fomme des
guantités qui multiplieront une méme puiffance de x, ce

qui donnera autant d'équations quon a de coéfficiens indée-

termines.

129. Mais fi 'on y fait attention, on verra que dés que
[xdx (a -+ bxn)r dépend de fxmdx(a 4 bx" )7, réci-
proquement celle-ci dépend de la premiére ; or en proce=
dant, comme ci-deflus, pour réduire [amdx (a 4 bx")F a

[xdx (a + bx®)r, on trouveroit qu'il faut que Thanuy
n

{oit un nombre entier pofitif ; & quil faut fuppofer
famdx (a -+ hasyei=—= { a; - bxr Jprr ((Axitr L
Bx:t+=+t 4 &e 4 Pxm—nt! Y+ [Rxdx(a+bx")r;
donc foit que s foit plus grand ou plus petit que m, pourvu

5 w— m =— s

- , O

) donne un nombre entier pofitif, on

que —
pourra toujours ramener I'une de ces différentielles a l'autre,
en mettant pout premier expofant de x, dans la fuite
Axt + Bar+e &, le plus perit des deux expofans m
& s, augmenté d'une unit¢ , & prenant pour g, I'expofant

de x dans le binome,




DE MATHEMATIQUES. 121

Par exemple, fi on veut réduire x%dx (66 — xx)';' s

2 dx (bb—xx)7, qui dépend de la quadrature du cercle ;
je vois que s —m eft ici 4 — o, lequel divifé par 2, c’cft-a-

dire, 2, donne 2, nombre entier ; donc la rédultion eft pof-

§ = m

fible; & puifque la formule ¢ = — 1 donne ¢t = 1,
que d'ailleurs le plus petit expofant m = o, je mettrai donc
1 pour k ; je ferai donc [x*dx (bb— x:c)% = (bt — xx)s
(Ax + Bx?) 4+ [Rdx (bb ~ xx)7; alors différenciant

divifant enfuite par (bb — xx)‘l-'dx , & tranfpofant, j'aurai

0 = Abb — Ax® — 38x4
+ R ~+ 3 Bbbx* — x*
— 3dx* — 3Bx4;

d’ou l'on tire — 6B — 1 = o, — 44 4+ 3Bbb = o,
Abb4+ R =mojdonc B=—;, A=—3bb, R = 3t%;

donc [x*dx (bb — x.x')i— = (bb — Ak}% (—sbbx —
$a3) 4 b fdx v (bb—xx) -+ C,

Il eft donc facile, par cette méthode, de trouver des
différentielles qui fe rapportent a une difi¢rentielle donnee,
& par conféquent, celles qui fe rapportent a la quadrature
du cercle, de lellipfe, & a celle de I'hyperbole ; différen=
tielles dont il eft facile de trouver les différentes expreflions ,

par le moyen des différentes équations de ces courbes.

130. Remarquons, en paffant, que cette méthode donne
auffi les différentielles binomes intégrables ; en effet, chercher
=) 3 ]
parmi les différentielles binomes telles que hx'd x (2 4 bx")?,
quelles font celles qui font intégrables, ceft chercher celles
qui dépendent de Rx"~ 'dx (a - bx")?, que nous avons
vu (go) étre intégrable immédiatement ; or il réfulte de ce
F 8 »

M3
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S = 4 1

qui précéde (128), que — ——— doit étre un nombre

iy o .
- doit étre un nombre

% : : s s
entier pofitif, c'eft-a-dire, que

entier pofitif, ce quisaccorde avec ce que nousavons dit (91).

131. Suppofons, maintenant, que les deux bi-
nomes qui entrent dans les différentielles dont il s’agit
1ci, aient des expofans différens; enforte que la diffé-
rentielle propofée foit hx'dx (a + bx"), & celle
a laquelle on veut ramener celle-1a, foit x"dx (a +
bx" ), p ayant une valeur numérique plus petite que
celle de r. Si r eft pofirif, on changera la différentielle
hx'dx (a4 bx"), en cetteautre hx'dx (a + bx- y-r
X (a4 bx" ), Alors fi r — p eft un nombre entier
pofitif , on pourra réduire hx'dx (a + bx" ) =r
(a + £x") en une fuite de termes de cette forme
(ff"x‘ + Bt 4 Cx' 2" o &e. ) dx(a 4
bx" ), dont chacun peut étre ramené 3 x"dx (a +
bx") par la méthode précédente, fi s — m peut
étre divifé par »; & pour y ramener la totalité, on
appliquera mot & mot ce qui eft prefcrit par cette
mcthode, en prenant , pour ce que nous y avons
appellé s, le plus grand expofant de x dans la valeur
développée de hx'dx (a4 bx" )",

Par exemple, fi j'avois fx*dx (b6 — xx)3 & réduire 3

2 i g 3
Jdx (b6 — xx})=, je changerois [x*dx (bb — xx)* en
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[xtdx (bb — xx) (bb — xx)7 ou [(bbx*dx — xdx)
(66 — xx)%; alors ce que je dois prendre pour s, eft 4.
Je fuppofe donc, conformément a la méthode, f(bbx"dx —
xtdx) (bb— xx)3 = (bb — xx)3 (dx + Bx) +
[Rdx (bb — xx)3.

Si au contraire la valeur de r eft négative, on
préparera la différentielle a laquelle on veut rapporter
la propofée, on la préparera, dis-je, de cette ma-
niere, x"dx (a + bx")y "X (a + bx")’; alors fi
p — r eft un nombre entier, comme il {¢ra nécef-
fairement pofitif ( puifque nous fuppofons r négatif,
& plus grand que p, quel que foit d’ailleurs ), on
pourra réduire x"dx (a 4 bx" )~ " (a 4 bx") &
une fuite finie de termes de cette forme (A4'x" 4
B'xm+" 4 C'xm*?" 4+ &c.) (a + éx")". Alors on
agira, comme s'il étoit queftion de réduire cette der-
nicre 3 la forme x'dx (a + bx")'; ceft-a-dire, qu'on
opérera d’une maniere toute femblable 4 celle que nous

venons de prefcrire dans le cas ol 7 €toit pofitif.

Par exemple, ¢'il s’agiffoit deréduire gz~ ?dx (a2 f-xx)~*

d
1 i T arn = il g " x
adx(aa+xx)"! ou ———— , qui (r11) slintégre par

un arc de cercle dont x eft la tangente, & z le rayon; je

changeroisdx (aa 4 xx)~ ' en (a2 + xx) dx (2a + xx)~2,

& comme le plus petit expofant hors du binome propofé,

eft — 2, je fuppoferois /R (aa + xx)dx (aa + xx)~*

=(sa fxx)" ' (Ax~ '+ Bx)+ [gx*dx (az +xx)-2
M4
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Et jacheverois comme ci-deflus, pour déterminer les cof-
ficiens 4, B & R. Alors, par la tranfpofition , on auroit
la valeur de fgx—2dx (aa + xx)~*, dans laquelle je
réduirois enfuite R (aa xx) dx (aa +- X x et
Rdx (aa 4 xx)—1,

Des Fractions rationnelles.

132. Toute quantité différentielle rationnelle, eft
toujours intrégrable , ou algébriquement , ou par
des arcs de cercle, ou par des logarithmes , ou
par ces trois moyens 4 la fois, ou par deux feu-
Iement.

Elle eft toujours intégrable algébriquement , lorf-
quelle ne renferme point de dénominateur variable ,
a moins que ce dénominateur ne foit monome » €n ex-
ceptant {eulement dans ce dernier cas, la circonftance
olt le dénominateur ne feroit élevé i autre puiffance
que 'unité : c'eft ce que nous avons vu (83).

Il nous refte donc 4 voir la vérité de notre propo-
fition, dans les autres cas; c’eft-3-dire , dans les cas
ot la différentielle propofée a un dénominateur ra-
tionnel complexe,

Nous fuppoferons que dans le numérateur de la
fradtion différentielle propofée , la variable foit moins
clevée que dans le dénominateur. Si elle n’étoit pas
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dans cet état, on I’y raméneroit en divifant le numé-
rateur par le dénominateur, jufqua ce que la puif-
fance reftante fiit plus petite que damns le dénomi-
nateutr.

x3d x

aa -+ Sd.’t‘ -+ :rx’
commencerois par divifer x’dx par xx -} 3ax -+ aa; jau-

rois xdx pour quotient & — j3ax*dx — aaxdx pour

Par exemple, fi javois i intégrer je

refte ; je diviferois encore ce refte par le méme dénomina-
teur , & j'aurois — 3 adx pour quotient, & -+ 8a*xdx 4
x’dx

3a’dx pour refte; alors, au lien de e

prendrois xdx — jadx 4 %Z%%f:.

Pour découvrir par quel moyen nous pourrons in-
tégrer les frations différentielles rationnelles , rappel-
lons-nous que la différentielle du logarithme d’une
quantité, étant la différentielle de cette quantité, di-
vifée par cette quantité méme , C’eft-a-dire , étant tou-
jours une fraltion, il eft affez naturel de foupconner
que Vintégration des fra&tions rationnelles pourra fou-
vent dépendre des logarithmes. Prenons par exemple
24/(a~+ x) — 2al/(2a+x); en différenciant,

adzx 2adx

nous aurons ;+ - , ou en reduifant au

2a + X

A . dx . .
méme dénominateur, ——*°°* ___ Or, il eft clair

e g g gy

que pour intégrer cette fradtion, il n'y aurait autre
chofe A faire qu'a la décompofer en deux frattions,
dont I'une eiit pour dénominateur a + x, & Vautre
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2 a4 x; & dont les numérateurs feroient des nombres
conftans multipliés par dx; ces deux fra@ions sjnté-
greroient alors par logarithmes,

133. Il eft donc affez naturel de tenter , pour inté-
grer ces fortes de fraftions, de les décompofer en au-
tant de frattions fimples, que le dénominateur peut
avoir de fatteurs, & dont chacune ait pour dénomi-
nateur un de ces falteurs; c'eft en effet la méthode que
Ton peut & que I'on doit fuivre, lorfque tous les fac-

teurs dont le dénominateur a pu étre formé font
inégaux,

13 4. Mais lorfque parmi les falteurs du dénomina-
teur , il s'en trouve qui font égaux entre eux; alors
on ne doit pas s’attendre que la méthode ait du {ucces,
parce que ['intégration ne peut dépendre entiérement
des logarithmes,

En effet, fi Pon avoit, par exemple , (Ji—f” dont
le dénominateur a deux fa&eurs égaux a+x & a+ x,
on trouveroit { 89) que l'intégrale de cette quantité,
oude fon égale dx (a4x) " eft — (a+x)*+C
qui ne dépend point des logarithmes. Mais on voit ,
en méme temps , que fi I'on différencioit une quantité

a

telle que = ;t2al(a+x)tral(2atx)—

aadx 2adx 2adx

+x)°+ +

a + x 24 + =

2/(3a+ x), on auroit G
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i adx ou (__".”_._”_’if’)“+ 2adx _ adzx

3a + % (a + x)? 2a + x 3a + %

, ou

en réduifant tout au méme dénominateur, . . . o+ .
10atdx + 2683 xdx + 172 “d","' 3a: 1’;1’1:
% (a+x}(‘.z+\)(J.x-—\)

pour étre intégrée , n'exigeroit autre chofe que d’étre

; fration qui,

2ax + a 2adx 1d x
ramende A ] - (z"c-}—” - — , Ceft-a-

+ % 3a 4

dire, d'étre decompofee en trois fraftions, dont la
premicre elt pour dénominateur tous les fateurs
égaux , & dans fon numérateur toutes les puiffances
de x, moindres que la plus haute puiffance du déno-
minateur : & 'égard des deux autres frations, elles
auroient pour dénominateur , chacune , un des faéteurs
inégaux , & n’auroient aucune puiflance de x au nu-
mérateur. Ceft ainfi, en effet, qu'on peut intégrer
toute fration runonne;]e & Ceft ainfi que nous le
pratiquerons, du moins lorfquil n’y aura pas de fac-
teurs imaginaires dans le dénominateur ; cas que nous
examinerons apres.

(a+ Ex+c2* % 0., el dx ,
Ainfi M Ve PEE T repréfentant ,

en général, toute fration rationnelle; fi I'on fuppofe que
le denominateur ait un nombre m de falteurs égaux a x + g,
un nombre p de faleurs égaux a x 4 A, &e., & un nombre
quelconque de fateurs inégaux, & repréfentés par x 4 i,
x-+g, x4+ m, &c., auquel cas la fraltion propofce fera
(a+bx+cx*... kx"—1)dx
Gt+g)m(xt+h)pX&e (x+i)(x+49) (x+m)’
il faudra , pour intégrer cette fralion , fuppofer. + .+ +.. »

’C.
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_____________(_"jr""' bx 4 cx® 4 .. kxr—1)dx
(x+g)" (x+h)r X & (x+ 1) (x F ¢) (x+m) X &e.

R e g B = it + Rdx
- — iR
(= +¢g)

Axr—1dx 4+ Bxr—2dx + ... Rdx Lix
(x + h)p ’&C'+x+i+
Mdx Ndx

+

ciens conftans & indérerminés. Alors, fi par quelque moyen

~ 4 &c., 4,B, C, &c., éant des coéffi-

¥ + g X +m

que ce foit, on determine ces coéfficiens, il fera facile avoir

Pintégrale. Cela eft évident pour les fra&ions fimples —-L—Ei.

i
7
Wi e &c., dont lintegrale eft LI (x 4 i),

T w T En)

Mi(x~4¢), Ni(x+4=r), &ec.; 2 Pégard des fraltions

Axm~1dx 4- Bam—3dx | ,. . Rdx
s o S

de fimplicité, x + g = ¢, ce qui donnera x = =25

, on fera, pour plus

& dx = dz. Subflituant ces valeurs, on réduira la totalité

a2 une fuite de monomes faciles a intégrer, & dont un feul

fera de la forme f{-{ , Ceft-a-dire, s'intégrera par logarithmes.

De meme v ponriles EanEs i Jnia ST ad e s e e

Axr=1dx + Bxr—2dx ... Rdx
(x 4 )

,onferax 4 h= 2

Ainfi, il ne nous refte que deux chofes 3 examiner; la
premicre, comment on trouve les fateurs du dénominateur
de la fraétion différenticlle propofée; la feconde , comment on
trouve les coéficiens indéierminés.

135. Pour trouver les falteurs du dénominateur,
il faut fe conduire comme pour réfoudre P'équation
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qu’on auroit en égalant ce dénominateur & zéro; puif-
que (Alg. 178) réfoudre une équation, revient A
chercher les fafteurs binomes dont la multiplication
a produit cette équation. Ainfi, il faut employer les
méthodes données ( Alg. 193 & fuiv.).

136. Quant a la manicre de trouver les cocfficiens
A, B, C; ce qui fe préfente de plus naturel, eft
de réduire au méme dénominateur toutes les fra&ions
ot ils entrent ; alors les deux membres de I'équation
formée de la frattion propofce & de ces nouvelles
frattions, ayant le méme dénominateur , on peut
fupprimer ce dénominateur de part & dautre, &
ayant tranfpof¢ tout dans un feul membre, il faut
pour que 'équationait lieu, indépendamment de toute
valeur de x, il faut, dis-je, que la fomme des termes
qui multiplieront une méme puiffance de x , foit zéro,
Cette condition donnera autant d’¢quations qu’on a
de coéfficiens indétermings, & qui ferviront & dé-

terminer ces mémes coéfficiens. En voici des exemples.

AR dx . 3
Propofons-nous d’intégrer — ——; je fuppoferai
dx Adx Bdx
— Bl o

aa —xx a4 + x

, puifque les deux fac-

— X
teurs du dénominateur ¢z — xx, font 2 4+ x &

a — x. Alors , réduifant au méme dénominateur,

- dx __(Ada— Ax + Ba + Bx) dx . :
§ 2k B A R ad — %x — » luppri-

mant le dénominateur commun, divifant par dx,
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1 + Ax
& tranfpofant , jai { — A2 — Bx > — 03
— Ba

donc 1 *—Ad—-—-Bd‘:O,&A—B:
d'out il eft facile de conclure 4 — - = , & B=_1.

2a?

I
55 —dx i

e 2 2a
nous avons donc ———— = 2%__ i dont

Pintégrale eft fa—a-'u 2—131(44-,;) ily
e lla—x)+C, =112 1 ¢

a
z2a q

-+

Propofons-nous , pour fecond exemple, la fraftion

joa‘dx + 26a%xdx + 17a*xdx + 3axidx

(s + 2y (2a + ) (32 + %) » quenousavons

_ax +2al(atx)—
al(3a + x). Nous fuppoferons donc.

eue (134 ) en différenciant

1oa'dx + 26a’xdx + 174*+*dx + 3ax3dx _ (Ax 4 B)dx
(2 +x)3(2a + z) (32 +=x) (¢—~.\)
Cdx Ddx

b ol Ty reduifant au méme dénomi-

nateur, on aura (aprés avoir fupprimé le dénomi-
nateur commun , divifé par dx, & tranfpofé ).

106 4 262°x 4+ 1742 4 3ax} = 0,
— 6Baa — §Bax — Bx* — At
— 3Cd — 6A4aax — §4ax* — Cx?
— 2Da® — 7Ca*x — §Cax* — Dax?
sDa*x — 4Dax?
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donc3a— A4 —C—D=o, 17¢* — B — sAa
— §Ca—4Da=o0, 264’ — §Ba— 6As* —
7Ca* — s Da* = o0, 10a* — 6B4* — 10—
2Da* = o, équation d’ol1 I'on tirera 4 — 214,
B—=a",C=2a, D=— 4; la différenticlle pro-

= 2ax% + aa)d: d
poifée, fe changera donc en 248 rogedge i

(a+ x) 2a + x
adx

7o+ 2 préafément comme on Ia trouvé ci-
a +

deflus. Les deux derniers termes ont évidemment pour
intégrale 24/ (224 x)—al (3a+x); A I'égard

24x + aa

du terme e dx, je fais a + x = 7, T

. . 247 — ) d
x=7—a, & dx ==d7 ; {aurai donc (221 — 22)dg
{ ’ 1) ¥

ou -;.z.:(«t ‘_zar,fj\

» dont lintégrale eft 2al7 4- “%, ou

2a/(a + x) 4 ~ 3 ainh, Vintégrale totale eft
:'f-_; +2al(a+x)+ 1.a!(za+x)—-al(3cz+x),

anfi qu'elle doit étre.

137. Cette méthode eft générale. Mais on peut
faciliter la recherche des cocfiiciens , par plufieurs
mcthodes. Par exemple , on peut trouver, indépen-

damment les uns des autres » les coefficiens des frac-
: 3 .. Nds :
tions fimples, en cette manicre. Soit Ll_‘ la fraGtion

propofée; hx 4 & un des fateurs du dénominateur;

& foit P le quotient de M divifé par hx 4 a. Con-
= Ndx 11 L Adx Q"I i
cevons T o..compui‘., €n Taliig & =D lel’S
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Ndx i dde Qdx N
nOus ; aurohs —gmismgeees ok S, on e ==

A ’ . 4
+ £; donc en réduifant au méme déno-

hx + a B

minateur , & ayant égard a la fuppofition que P =

“ff - ou PX (hx4a)=M,onaura N— AP

+ Q (kx + a). Mais en différenciant Péquation
(kx4+a) P=M, on ahPdx + (kx 4 a)dpP
= dM. Or cette ¢quation , ainfi que Péquation
N=AP + Q (hx+a) devant avoir lieu pour
toute valeur de x, auront également lieu , lorfqu’on
mettra pour x une valeur quelconque. Mettons donc
pour x la valeur qui donne le réfultat le plus fimple ;
Ceft-a-dire , mettons pour x la valeur — ;1-’ que I'on
a en fuppofant le dénominateur ix 4 2 — 03

alors nous aurons APdx =— dM, & N — 4P.

iM
Mettant dans la feconde, la valeur P — ?:Tf‘r que
.y n'f;\"..".t‘ L] \ 1
donne la premicre, on a 4 = T ceft-a-dire,

que pbur avoir le numérateur 4 de P'une quelconque
des fradtions fimples, il faut divifer le numérateur
Ndx de la propofée, par la différentielle 2 M de
fon dénominateur , & ayant fubftitué pour x la va-
leur que l'on auroit, en égalant 3 zéro le dénomi-
nateur de la fraltion fimple , on multipliera le

tout, par le coefficient de x, dans ce dénominateur

fimple.

Par
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Par exemple, pour avoir les numérateurs 4 & B des frace

. Adx Bdx 3
tions ~—— & ——— dans lefquelles nous avens, ci-deflus A
a4+ % P —

, 3 3 dx : » pvp : 2 =
décompofe la fraltion Ta — o> Je différencie le dénomi-

nateur a2 — xx, ce qui me donne — 2xdx, Je divife

donc le numérateur dx de la propofée , pat — axdx, ce
. 1

qui me donne — —, dans lequel merttant fucceflivement
2 :

pour x, — a & 2 (qui font les valeurs que l'on trouve
pour x, en égalant fucceflivement & zéro » les dénominatenrs
@ + x & a — x des fraltions particlles), & multipliant
Tty I j
par les valeurs 1 & — 1, de £, jai e & 5 pour les

valeurs de 4 & de B, comme nous I'avons trouvé Cl=-
deflus.

On peut de méme, trouver des régles générales
pour déterminer les coéfliciens des numérateurs des
frattions partielles qui ont pour dénominateur le
produit des racines égales ; mais nous ne nous y
arréterons pas.

138. Quoique les regles que nous venons de
donner pour intégrer les fraftions rationnelles, foient
générales; cependant , lorfque quelques-uns des fac-
teurs du dénominateur font imaginaires, on a pour
intégrale , des quantités compofées d’imaginaires , in-
tégrale qui neft pas moins réelle, mais que Fon ne
raméne pas toujours commodément ) une forme
réelle. Ce quil faut faire dans ce cas, eft dextraire
d’abord du dénominatenr tous fes falteurs réels;

Marine, Mécan, I Partie, N
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aprés quoi on décompofe le refte, non en falteurs
du premier degré, mais en falteurs du fecond , lef-
quels feront toujours récls (Al 229 ). Alors pour
chaque fafteur du fecond degré, qui peut toujours
&tre reprefent¢ par ax® 4 bx 4 ¢, on forme une

. A dx + Eri ’
fra@ion de cette forme 255 ——== & Pon déter-

ax* + bx +

mine toujours les coéfficiens comme ci-deflus.

139. Si parmi les fafteurs du fecond degre, il sen
trouve qui folent €gaux entre eux, alors on formera,
pour chaque groupe de faGteurs égaux , une frattion

Axrn—1dx B o272 el
de cette forme — - +x s r?{_ e
(ax* 4 bx 4 ¢)" 5

n étant le nombre des falteurs ax® + bx + ¢, qui

fe trouvent €gaux entre eux.

140. Il ne refte plus qu' favoir comment on integre
ces quantités. Voyons d’abord Ia premiere.

Suppofons , pour plus de fimplicité , que la fraétion

: : A'xdx + B'ds
partielle eft réduite a cette forme e

que l'on peut toujours faire,, en divifant haut & bas,

par a.

Alors on fera difparoitre le fecond terme du déno-
minateur , en faifant x 4+ & = g; ce qui donne
x = 7 — +d, & dx = dy; fubflituant, on aura
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C\iz“r'D(
At d

vy Uil e Czdy el i G a
micre partie ———-- s'intégre par logarithmes (1 24);

une quantité de cette forme s dont la pre-

& la feconde s'intégre par un arc de cercle dont le
rayon eft ¢, & la tangente eft ;

Quant aux quantités de la forme.,..,..... 5

Axin—=1 du . Bxan—2 4 doin@.d 2 ~
x i 3‘.{ u+b;+ <%%; onfera, de

méme , difparoitre le fecond terme du dénomina-

teur, & lon aura une quantité de cette forme

Mgr—tdg 4 Npn—2 ded .. 13
s SRR ¢ +( _l:TfA)ﬁ £y Ldy » que Pon inté-
'L'L 3
grera, en {e propofant de ramener 3 - f » felon
CATLY

la méthode donnée (131), Pintégrale de Ia fomme
des termes olt 7 aura des expofans pairs. Quant a
ceux ol les expofans feront impairs , ils sintégreront
parce qui a été dit (91) ou bien en les ramenant 3

1‘%

TR T felon la méthode donnée (130).

Ainfi, toute fra&ion rationnelle, ou s’int&gre exac-
tement , ou ne dépend, tout au plus, que des arcs
de cercle & des logarithmes,

De quelques transformations quz peuyent
faciliter les Intégrations.

141. On ne peut donner de régles générales fur
cette maticre, L'infpe@tion des quantitcs , I'ufage &

N a
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Padrefle diGtent, dans chaque occafion, ce qu'on
doit faire.

Le but des transformations dont il s’agit ici, eft
de rendre rationnelles , les différentielles propofées,
parce qualors on fait les intégrer. Sur cela, voici

quelques obfervations.

142. Sil n’y a de quantités radicales, que des
monomes , on les ramenera d'abord & des expofans

frattionnaires , que 'on réduira tous au méme déno-
k
minateur. Alors , fi x7 repréfente une de ces quantités
1
. ; t -
ainfi préparées, on fera xT==7; ce qui donnera
x=¢,8&dx=l7'""dz. On {ubftituera , & Ton
aura une quantit¢ toute rationnelle.

1x i
Par exemple, fi 'on avoit ikl + adx
Va4 vV

, je Décrirois

dx -+ ad=x x¢ ”x‘ a {.1:
ainfi ——-—..~——i— = ;puis jela la changerois en " — 5 e

;"i"""} -gf.._i_-,:u

:
Faifant donc x% — 7, jaurois x = 35, dx = 63°d7; &
G847 + ()7“ iy 3 .\ 675d7 + Gazrd:
par conféquent AT U A qui fe réduit a SRR SR
e+ 3 =+ 1 b

& sintégre facilement, par ce qui a éte dit fur les fraQions

ratiomnelles.

143. Toute quantité dans laquelle il n’y aura qu'un
radical complexe , qui ne paflera pas le fecond degré,
& ou la variable , fous le radical, ne paffera pas le
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fecond degré , peut toujours &tre rendue rationnelle
par 'unou l"autre des deux moyens fuivans. 1°, Apres
avoir dégagé le quarré de la variable fous le radical,
on égalera ce radical a cette méme variable, plus
ou moins, une autre variable ; 2°, ou bien on décom-
pofera la quantit¢ affeftée du radical , en fes deux
falteurs ; & on I’égalera, ainfi décompofée, & 'un de

fes fatteurs , multiplié par une nouvelle variable.

. . d . . .
Par exemple , fi javois Wi_aj-—-u)" je puis faire
V(xx —aa) = x — z; jaurai x — —“—;}E, Done
“1
dx — _{____:_(fl{‘z_)_d{, & l/(xx — aa) — ﬂ_:':}..jj —_
4341 5

({1=i2a) g0 dx Sl r s 3
= ;s dou =) {,quteﬂfa

cile a intégrer.

Je pourrois auffi , dans ce méme exemple , faire v/ (xx — aa),
ou V[(x —a)(x~4a)] = (x—a)g; alors jaurcis,
en quarrant & divifant enfuite par x — a2, x 4+ a =

a + azzg

(x — a)z11; d’ohx:—:jlll;y(xx—-—m:):
i

247 118 — 4azdgy N dx —=—2dr

——dx = - - ; donc ==

WEnn T V(ss—aa) (3 —12

qui s'intégre par les régles ci-deffus, pour les fradions ra-
tionnelles.

On peut appliquer ces méthodes A la re@ification de la para-
bole, dontI'élément v (d x* + dy*), eft v (J’y"‘ -+ 4"‘;5“i),
oudy | (r - ‘%). On dégagera d’abord y?, en écrivant
2—?’1/(%-—{— y“),‘& on fera V(% -]-_y’) =P

N3
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144. Quand 1l n’y a point de fecond terme fous
le radical , on pcuc ¢galer le radical & une nouvelle
variable multiplice par la variable actuelle,

d

. . x
Par exemple , fi javois o—————; je pourrois faire
I » a—-%x )

V (a
V(aa—xx)==x7 Etsil y avoit un ficond terme, on
pourroit encore faire ufage de cette transformation, en

faifant d'abord difpareitre ce fecond terme.

145. Enfin, on peut, dans la vue de rendre ration-
nelle, tenter d’¢galer la variable, ou une fonétion
quelconque de la variable, & une nouvelle variable,
ou a une fonion d’une nouvelle variable, dans
laquelle on laiffe quelque chofe d'indéterminé, &
qui puiffe fervir & I'objet qu'on a en vue.

Par exemple, pour favoir dans quels cas on peut rendre
rationnelle , la quantite x"dx (a2 - bx" ), je ferois
(a 4 bx")p = g7, ¢ étam indéterminé, Jaurois a + b x”

q 7 =
q = 5
S -vT - -T2 — {‘ 5 a - o — {f i ‘1
== g2 = e Ll Al

q e
S {P=—a

i dz .
H‘b‘fll B ¢ 2

donc xmdx (a 4= bx")r =

1
— 1 eft

qui eft intégrable, quel que foit ¢, lorfque =

un nombre entier pofitif ou zéro (86); & qui peut éwe
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. 1" P ~ m -+ 1
rendue rationnelle, en faifant Gy lor{que g Sk

eft un nombre entier négatif. Et fi p a pour valeur £

CR R

]
k étant un nombre entier impair, on rameénera au cas men-

m- =1

tionné (142), en faifant ¢ = &, fi - a pour valeur

K e gl e %
=+ —, k' étant un nombre entier impair.
2

146. Nous ne nous arréterons pas a ctendre ces
fortes de transformations. Nous ferons feulement
remarquer quon facilite fouvent certaines intégra-
tions, en égalant la variable a une fraltion telle

1
e s===y
q {

. . x%dx + adx rl 1
Par exemple, fi Pavois ~———— ; en faifant x = )
P ity e d M 3% :

aurois —& ¢ %0 gue, par la divifion, on réduira
] L4 {{ ’ q 3 3

4 une fuite de monomes, & i une quantité¢ de la forme
Adz

j e o £ 4

dont on connoit altuellement l'intégrale.

De I’1; nte’gratiorz des Quanzére’s exponenrie[les.

147. Il n'y a pas dautres regles a donner fur
Tintégration de ces quantités, que de tenter de les
décompofer en deux fadteurs, dont I'un foit la diffé-
rentielle du logarithme de l'autre, ou en foit une
partie conftante (28 ) ; alors on divife pa'r la diffé-
rentielle du logarithme de ce fecond fatteur.

Ainfi je vois que x7 (L:’ylx 4 L:v‘ eft intégrable ,

N 4
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parce que le faQeur dylx + 9’% eft la différentielle de
ylx, qui eft le logarithme de x7 ; j'aurai donc pour inte-
x»"(dylx -+ J'fx) ;

T3 . + C; Ceft-a-dire,.,..,

(fl L

—~ 4 C, ou x¥ 4+ C. Par cette méme

vax

grale

x
régle, je vois que dxe?* eft intégrable, parce que dx eft
la différentielle du logarithme de e**, divifée par une cenf-
dex ean

tante. J'ai donc fdxes* — —
: / =ladxle

e:?t
= —. Dans le cas
al

ou ¢ eft le nombre dont le logarithme eft 1, la regle fe
reduit a divifer Ja différenticlle propofée, par la différens

ticlle de lexpofant de e

Si l'on avoit a intégrer x™dxe**, ¢ étant le nombre dont
le logarithme eft 1, on le pourroit, lorfque m eft un
nombre entier pofirif, en faifant fa™dxes* — e** (Ax™
Bxm—1 4 Exm—2 4+ &c. 4 k). Par exemple , fi jai
x*dxe**, je fuppofe [x*’dxe* — e** (Ax*4- Bx + E).
En différenciant (28), & divifant enfuite par dxe**, jai
x* = dax* 4~ aBx + aE

+ 24x+ B;
donc da = 1,48 + 24 = 0, ¢E 4 B =0} ceft-i-
.

. 1 2 «
gire, 4 = =55 = = E = 5 ; donc lintégrale de

-

Yxid xess eft s (-; _ —: 1—1) + C

a

On peut employer avantageufement le nombre ¢,
dont le logarithme eft 1, pour lintégration de plu-
fieurs quantités , principalement quand elles ren-
ferment des logarithmes,
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Par exemple, fi j'aveis a intégrer x"dx (lx )™, je ferois

lx=y=zgle;doncx =ei; d x =dzet ; & par conféguent

xtdx (lx )™ =" dgels+ 1%, quisintigre dans le méme
cas que la précédente, & de la méme maniere.

De I Intégration des quantités a deux , ou a

un plus grand nombre de Variables.

148. Si l'on fe rappelle la regle que nous avons
donnée pour différencier les quantités & plufieurs
variables , on verra que pour intégrer les diffé-
rentielles a plufieurs variables (Jorfque cela eft
poflible ) il faut raffembler tous les termes affeftés
de la différentielle 'une méme variable, & lesintégrer
comme sil n'y avoit d’autre variable que celle-1a,
c’eft-a-dire, comme fi toutes les autres étoient conf-
tantes. Alors fi Fon différencie cette intégrale en faifant
varier fucceflivement toutes les variables , & queTon
retranche le réfultat, de la différentielle propofée,
Iintégrale quon a trouvée, eft (en ajoutant une
conflante ) la véritable intégrale , s'il ne refte rien.
$il y a unrefte, il ne renfermera pas la variable
par rapport a laquelle on a intégré : on fuivra, 2
Pégard de ce refte, le méme procédé qu'on a fuivi
dabord , & ainfi de fuite par rapport & chaque
variable,

Par exemple, i javois 3x’ydx + x3dy + sxy*dy +
¥'dx: je prendrois les deux termes affeétés de dx, favoir




202 C oy RS
32ydx + y'dx, & je les intégrerois comme fi y etoit
conftant, L'intégrale eft 2’y Sx. Or, cette quantité étant
5 2 b

différenci¢e par rapport a x & 1y, & le réfultar étant re-
tranché de la différentielle propofée, il ne refle rien: j'en
conclus que lintégrale eft ©’y + y'x 4 C.

Si javeis 2’dy 4 3a’ydx 4 a%dg 4 2x7dx + xdx
<4 y’dy; en raffemblant tous les termes affcfics de dx, &

intégrant , en regardant y & g comme conflantes, jaurois
2ty + 1 + fu, Mais en retranchant la différentielle de
cette quantité, prife en faifant varier x, y & 7, en la re-
tranchant, dis-je, de la propofée, il refte y*dy; je prends
donc lintégrale de y*dy qui eft '%, & lajoutant a celle
que ai déja trouvée, jai (en y comprenant la conflante)

2y 4 % + % + % -+ C, pour lintégrale.

149. Mais comme il n’eft pas toujours poflible
d’intégrer toute différenticlle a plufieurs vanables,
il eft bon de faire connoitre a quel caraltcre on
diftinguera fi cela fe peut.

150. Pour y parvenir , il faut obferver que fi dans
une quantité Q compofée , comme on le voudra,
de deux autres quantités x & y, on fubflitue
d’abord pour x une quantité quelconque p, & que
dans le réfultat on fubftitue pour y une quantité g,
on aura la méme chofe que fi on avoit commencé
par fubflituer ¢ pour y , & enfuite p pour x : cela
eft ¢vident.
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151. Il fuit de-13 , quefi on différencie une quan-
tité quelconque Q compoiée de x , y & de confiantes,
en ne faifant d’abord que x variable , & qu’enfuite
on différencie le réfultat en ne faifant que y variable,
on aura la méme chofe que fi Pon elit d’abord diffé-
rencié en regardant y feule comme variable, & qu’en-
fuite on eat différenci¢ ce réfultat, en regardant x

{feule comme variable.

En effet, concevons qu'en mettant d'abord x + dx,
pour x, Q devienne Q'; on anra Q' — Q pour la diffé-
rentielle, Concevons qu'en mettant y - dy dans celle-ci,
au lien de y, Q' devienne Q" , & que Q devienne QY
enforte que 'Q" — Q devienne Q7 — Q" , on aura
Q' — Q" — Q' 4 Q pour la feconde différenticlle.

Faifons maintenant nos {ubftitutions en fens contraire 3 &
puifqu'en mettant y 4 dy, au lieu de y dans Q, il devient
Q", an aura Q" — Q pour la premiére différenticlle dans
la fuppofition de y variable. Si nous metrons maintenant
x -4 dx, au lieu de x dans cette quantité, Q deviendra Q')
comme ci-deflus; & Q" (150) deviendra Q" , enforte que
Q" — Q deviendra Q" — Q'; donc la {econde différentielle
fera Q" — Q' — Q" + Q, précifiément la méme que la
premiere,

Cela pofé , convenons que fi 4 repréfente une

d A
-— dy marquera

ay

quantité compofée de x & de v,
i et o T dA
la différentielle de 4 [,nﬂ en faifant varier v , —5 2 dx

celle de 4 prife en faifant varier x, De méme,
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ddA
pin . dxdy marquera que I'on différencie d’abord

4, en fuppofant x feul variable , & qu'enfuite on
différencie le réfultat en faifant varier y feul.

152. Ces éclairciffemens pofés, foit 4dx 4 Bdy
une différentielle exa&e, & M fon intégrale; on aura

JM d M
donc dx4 == = Addx + de; done
43 d w ddM
= ey »& ——==B ; donc aufﬁ d d,) d_y,
&* .ﬂfn’r__:f!:d'x dfM_dA dJM dB .
Uﬂ'\d.z T ek b T4 ou .!.\'r{)f——d_j—, d-:)ﬁd:l. da
or nous v de démontre 1) que dd MioEy
nous venons de demontrer (151)q dtdy 2
d(iﬂ/lﬂ",dr d".f dd M W LSy
e sdonc i’ et doncmfﬁ R

Ceft-d-dire, que fi 4 a’x—}-Br{y eft une dlﬂ‘éren-
tielle complette , la différentielle de A prife en faifant
varier y feul, & divifant par dy, doit étre égale
a la différentielle de B prife en faifant varier x feul,
& divifant par dx.

Ainfi je reconnois que +y3dx 4 xy*dy eft une différen=
d{zy? ) L d{xp™)
T
ydy 2d x

le premier membre fe réduit a a =55 & le fecond 3 R

tielle complette , parce que ; en effet,

Au contraire, je vois que xydx 4+ 2xdy n'eft pas inté-
x 3 v (2=

grable , parce que d(‘-l,—;—) n'eft pas égal i '"_\di;_)'

153. Sl entre plus de deux variables dansla diffé-

tentielle propofce, ceft-a-dire, fielle eft de cette
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forme Adx +Bdy+4Cdz, il faut, pour qu'elle

Bl s . d4 B dd ., de
foit intcgrable, que l'on ait G = Ix0d; x>
d dc

45 — 25, en effet, on peut regarder fucceffivement
dz dy

1> ¥ & x comme conftantes; & la différentielle qui
n’a plus alors que deux termes (puifque cette fup-
pofition donne ou d7 =o0,0u dy =0, ou dx =0o),
n'en doit pas moins étre une différentielle complette
{i la propofée left; elle doit donc , dans chacun de

ces cas, avoir les qualités des différentielles com-
plettes & deux variables,

Il eft aifé , d’apres cela, de trouver les conditions
pour un plus grand nombre de variables,

REMALURQUE,

154. Suppofons que Q foit une quantité inconnue com=
pofée de x, y & de conflantes ; & que Pon connoiffe fa
différentielle 4dx, prife en regardant y comme conftante,
Si Ton veut avoir la différentielle torale de Q, on fuppo-
fera qu'elle et Adx + Bdy; alors B doit étre tel que

. dAd d B d A
Pon ait'~— — 2-0< — SN e h
ait —— = ——; donc 4B 75 95 intégrons en re

gardant x feul comme variable , puifque nous n'avons fait
varier que x, dans B. Nous aurons B — ffi—f dx; donc
Bdy = d_)'f%; dx. Or puifque 4dx eft fuppofe la dif-
ferentielle de Q prife en faifant varier x, on a Q = [ 4dx,

Iintégration étant faite en regardant x feul comme variable 3
donc la différenticlle complette de Q, ou de fAdx eft
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dA4 S . d A ’
Adx + "’J’ff_y dx ; ou [lintegration ITJ dx doit fe

faire en regardant y comme confiante.
Des Equations différentielles.

155. Lorfque 'équation différentielle propofée ne
renferme que deux varwbles, x 8& y; & que ’on
a, dans un feul membre, les x & dx, & les y &
dy dans Vautre ; alors I'intégration fe réduit, pour
chaque membre, aux rcgles que nous avons don-
nées pour les différentielles @ une feule variable,

Ainfi, fi Yon avoi cxmy"dx == by7x’dy, qui peut re-
préfenter toutes les équations différentielles a deux termes;
cette équation dont les indéterminées fe féparent tout de
fuite en divifant par y* & par x7, devient ax"~"dx —

A1 ¢ axm—r+1
byt —»dy, dont I'intégrale eft évidemment ———
. m—r-41
f,,’.,‘ -1

prirp gl

156. Mais comme il peut arriver que l'un ou
Pautre, ou aucun des deux membres de I'équation
différentielle féparée , ne foit intégrable algcbrique-
ment , & que néanmoins I’équation puifle étre algé-
brique, ou du moins ramence a une forme alge-
brique, il eft bon d’examiner ceux de ces cas quife
rencontrent le plus fréquemment.

Par exemple, fi dans I'équation précédente , on avoit
m—r=—1, & g —n = — 1; l'équation diff¢renticllc
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RV AT bd DRV
fe réduiroit 4 2= = 2= dont on ne peut avoir I'inté-
& e ¥
grale de chaque membre que par logarithmes; enforte qu'on
a alx = bly 4 LC (%), Mais cette équation peut étre
rendue algébrique, en lecrivant ainfi Ix* = [y? 4 (C,
ou Ix® = 1 Cy%; or il eft évident que fi les deux loga-
rithmes font égaux , les deux quantités anxquelles ils appar-
tiennent , doivent €wre égales; donc x* — Cy?, équation

algebrique.

157. Si I'on avoit feulement g — 2 = — 1, I'équation
Giie ¥ 2 bdy g
différentielle feroit ax™ —dx = gral dont lintégrale eft

dr*u—r—!—l

1;;_:7'—{#1

équation une forme algebrique, en multipliant le premier

= bly 4 IC; mais on peut donner i cette

membre par [¢, ¢ étant le nombre dont le logarithme eft 1 (05

s

car alors on ne changera rien a Péquation. On aura done

a'\.n:v—r+: M
—————le = bly + IC, ou (en faifant m — r 4 x

m—r + I
£ % = ICy", & par conféquent ¢ d%’: Cy*

Dorénavant nous marquerons toujours par ¢, le nombre dont
le logarithme eft 1.,

158. Prenons pour fecond exemple, I'équation ndx —

—_— s 5 le fecond membre exprime I'élément d'un arc

ont z eft le finus, & 1 le rayon, z eft donc le

- ceft-a-dire, de fndx oude nx + G,

(n 5

(4]

0

o

=

22

W

oL e

(*) On eftle maitre de fuppofer que la Conflante eft un logarithme.

(**) Nous l'avons déterminé (114),
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On 2 donc pour intégrale, = fin. (nx - C). Pareille-

’ . ==dt
ment, de P'équation ndx = ——, on concluroit
v(r—z1)

g =cofi(nx 4+ C).

159. De méme, puifque » exprime I’¢lément d’un

O o
L
arc de cercle dont 1 eft le rayon, & 7 la tangente ; fi T'on

dg

avolt ndx — —
I+

— , on concluroit 1 = tang. (nx -} C).
i
Mais fi on avoit ndx — ———— ; pour la ramener 3 la
L

forme de la précédente, on feroit ; == mu, m étant un
bmdu

coéfficient conftant; alors on auroit ———————
a + fm*u*

; fuppofant

2 - a . .
donc fm* = a;on auroitm = v/ 7o cequi donneroit ndx =15

a
VvV ~du P .
—2 ___ _ dou l'on tire ——— = 7 dxV'af; don
4+J1£lt'dcu Fon e T wn B L/f’ GHC 2
ou L ou 7y Fis e B xyaf 4 C) Donc 7 =
= vz = mang. \ 3 - o

a

Vv 7 Tang. % x v af 4 G

160. Dans les expreflions fin. (nx + C),
tang.(nx -+ C') , quenous venons de trouver,nx 4 C
exprime la longueur abfolue de Parc en parties du
rayon 1. Mais comme il eft plus commode d’em-
ployer les nombres de degrés que les longueurs mémes,
il faudra , quand on rencentrera de pareilles expref-
fions, évaluer les arcs en degrés; ce qui eft facile
en les divifant par le nombre de parties du rayon
que contient un degré, Ceft-a-dire, par 0,0174533 ,
ou (ce qui revient au méme) en les multipliant par

529741606,
37:2974 Ainfy
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Ainfi le finus de l'arc qui a pour longueur b, ou le finus
de Parc qui a un nombre de degrés exprimés par b %
§7,2974166 , font la méme chofe.

ndx
l’(l—"‘) Vi—y)?
les deux membres expriment les élémens de deux arcs qui

161. Si l'on avoit dont

font I'un a Pautre 111 I n, & dont les finus font x & y;
alors pour intégrer on rendroit chaque membre rationnel ,
en faifant pour le premier, v/ (1 —xx)=tx v (— 1) — s
& pour le fecond, v (1 —yy) =y Vv — 1 — 1, L’équa-
S - . ndzg de ' AR
tion fe changeroit en — = — 5 dont l'intégraleeft nly =
g ¢ ;
It 1C, doli lon tire Cr= 7*; & en mettant pour 1 &
tlears valeurs , C [y v/ ( — 1) — v (1 — )]
[#v(—1 )—-— v (1 — xx)]", qui exprime généralement,
le rapport des finus x & y de deux arcs multiples I'un de
PE P

l'autre,

Mais pour faire ufage de cette equation, il faut , aupa-
ravant , determiner la conftante €. Or fuppofons ( comme
on le peut ) que les deux arcs ont une méme origine ; alors

x & y doivent devenir zéro en méme temps ; mais dans ce

cas, léquation devient — Cv' 1 = (— /1), ou —
C=(—1);or (—1)eft + 1 ou — 1, felon que
n eft pair ou impair; onadonc — C ==+ 1, & C —

13 le figne fupéricur étant pour le cas de n, pair; &
linférieur, pour n, impair; donc enfin == [y v —i —
vi(i— vy}]_Lx Vie— 1= (1 —xx)]%

Dans chaque cas particulier , on pourra tovjours faire
difparoitre les imaginaires ; mais le moyen le plus fimple,
fera d'egaler a zéro (aprés avoir tout tranfpofé dans un feul
membre ) , la fomme des quantités réelles; alors on verra

Marine, Mecan, I, Pariie, O
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que Péquation reflante fera divifible par V((— 1), & fera

la méme que celle quon aura formée , en égalant a zéro la
q &

fomme des quantités réclles, Par exemple, fi 'on fait n = 2,

onaura —y V(= 1)+ V(1 —yy) = —xx— 2%
vV(—1).v(1—xx)+1=—xx, 01 v{t—yy)-+
2xx —14 22V —1.vV(1=%x) —yV—1=03;

égalant donc & zéro, la fomme des quantités réelles , on
aura v (1 — yy) + 2xx—1=0; & I'équation totale
fera réduitea 221/ (— 1) V(1 —xx) —yv (—1) =0,
qui étant divifée par v (— 1), donne 2x v/ (1 —xx) —
y = o0, OUYy =2% v (1 — xx); or fi I'on quarre cette
équation , & I'équation v/ (1 —yy)+2xx—=1=0, ou -
plutdt v (1 — yy) = 1 — 2xx, on aun le méme

réfultat,

On peut, de la méme maniére , trouver les cofinus &

les tangentes ces arcs maultiples. Pour ces derniéres, on in=

J

{ . ndx dy g .
l(—gl’CTOlf I—-r_T; fr -I—‘_’_—)T (1 I I) , €N dtCOﬂlpOrﬂnt I + xx,

en(1 4 x2v =1)(1—2xv —1),&1 4 yyen
(14+yv—1)(1—yv=—1);0n achéveroit enfuite,

par ce qui a ¢été dit, fur les fradtions rationnelles.

162. Pendant que nous fommes fur cette maticre,
faifons connoitre une manicre d’exprimer le {finus &

le cofinus d'un arc , laquelle peut étre d'ufage.

5 dy A s i o
1 | ————— -
Soit donc dx = T I'éguation qui exprime la
relation, entre unarc x , & fon finus y. Silon faity (1—vy)
—d7 dz
= V—-—l—-"'onauradx_—_————‘— ——
4 % TGt t
— dx v (— 1), dont lintégrale eft /g = — « V— 1

JiC,omli==—xy =—1le+IC (157), qui donne
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2= Ce*V(=1); & mereant pour g, fa valeur, on a
YV (—1)=v(1—yy) = Ce—xV(—1) A Pégard de la
conflante C, on la déterminera en obfervant que l'arc x &
fon finus, doivent devenir zéro en méme tem 5; on aura
s Ps;
donc — v 1 = C; donc y v (—1)— V(I —yy) =
—_—xV — 1 & par conféquent v (1 Yy Iy (- )
+ e *V(=1); quarrant, & redvifant , on aura ¥ =

I — e—2xV =1 V=) = e—* V-1
—_— o = . ——————; donc
2= TN o ’

EVm =2V (—1)

puifque y eft finus de x, on a fin. x =

Ao} [

Si dans le fecond membre de équation v (%= yy) =

YV =1+ "W (=1, onmet pour v, la vilenr qu’on
vient de trouver, on aura 1 (r —yy), c’eft - a- dire,
eIy =1 L e=*V(—-1)

cofinus x — — eV —
2
eV (=1 L —x)(—1) V=1 g2t
—————(/———doncceof. x = &
2 2 .

Revenons a Iintéaration des é uations,
9

163. Lorfque les indéterminées ne font pas fépa-
rées dans I'équation différentielle propofce, alors
avant dentreprendre de les {éparer, il faut voir fi,
par hafard, "équation ne feroit pas intégrable dang
T'état ot elleeft. Or c’eft ce que 'on reconnoitra (152),

: {__dB
en examinant fi 24 — > fuppofant que 4dx 4-

dx
Bdy = o repréfente cette équation. Si cette condi-
tion avoit lieu, on intégreroit, comme il a ¢été
dic (148).
O a
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164. Cependant il pourroit fe faire que cette
condition n'elit pas lieu, & que Péquation n'en fiit
pas moins inrégrable ; mais ce feroit cn la multi-
pliant par un falteur convenable , compof¢ de x,

de y & de conftantes.

Soit P, ce faleur. Alors A Pdx + BPdy = o fera donc
d(AP)

une différentielle complette. Il faut donc que ——— =
dy

d(BP 5 vy e y
) La queftion eft donc réduite 4 trouver pour P

.

dx

une fon&ion
\ation. Mais comme cette recherche eft d’une trop

de x, de y, & de conflantes, qui fatisfafle 3

cette &q

longue difcuflion, nous nous bornerons a trouver P dans

le cas ou il ne doit renfermer que des x & des conflante

feulement , ou des y & des conftantes feulement, Suppofons

doit contenir que des x, on aura fimplement

r (5 AN

donc que P ne

A d P d B
PLL=—B— 4P Ior.honnr..—-__
Gy (- ax
d A d B
. ~ dy 1x { e
on aura donc aifément P, fi ;—.r:—-—— fe réduit a une

fon&ionde x , comme cela eit necelawre pour que P {oit,

comme on le fuppofe, une fon&ion de x feule.

On pourroit encore trouver le fa&eur , il devoir étre
compof¢ d'une fon&ion de x, multipliée ou divi{ée par une

fon&ion de y d’une forme connue.

165. Ceft par ce moyen quon peut intégrer
énéralement ‘oute équation de la forme fuivante,
XNyidy + ‘..’y‘”“dx-{—)i ordx ==0, X5 X, k¥

L, 0o
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étant des fon&ions quelconques de x; ¢ & 7 des
expofans quelconques.

Je pourrois chercher fi elle ne devient pas intégrable en
la multipliant 1,..:- un fa&eur de la forme Py", P étant
une fon&ion de x, & n un expofant déterminé ; & je
trouverois que cela fc peut, ¢en Il*;)pol;mt n = —r. Mais
il eft plus fimple de réduire tour de fuite I'équation i cette
forme y1—dy 4 Fyi—"+'dx -+ Fdx = o, en divifant
par X & par yr, & repréfentant par F & F' les quoticens
X

Vi
A L. €

v & . Alors pour intégrer celle-ci, je fuppofe que P

foit le fa&eur , P étant une fon&ion de x, Jaurai donc
Pyti=rtdy L FPys—rttds = F'Pdx = o. Or it P ch
une fon&ion de x, F'P le fera aufli; [F'Pdx fe réduira
donc i ]l(“‘"’l’:‘.!lhﬂ des qu?muus a une feule variable. Il
ne s'agit donc que de rendre Pyi—'dy  FPyi —"+'dx
o : Ry = )
une différentielle complette 3 ce qui exige que o :
o — r+1
fi—(i—p’ #—), ceft-a-dire , que y1 - - z’—: =
dy dx
(9—r+1)y1—"FP; doulon tire 4—"’?‘—%—*—1)1‘,3,
&enintégrant [P = [(g—r—+1) Fix = [(q=r—+ 1) Fdx . le;

donc P = /Ca—r+1)Fd= Guhflitnane cette valeur de P

dans P'équation Pyt = rdy - &c., & intégrant, on aura
Tk 3 . Id 1 ] &

3 £ ef(j—r--t):.‘\_‘}_ fF.fxc-'r\”’H") “-+

‘j kL e §

L= !

Je n'ai point ajout¢ de conflante, dans lintégration de
équation qui a donné P, parce que n’y ayant aucune con=
dition pour la déterminer, on eft maitre de la fuppofer nuile.

O3
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Prenons un exemple. Suppofons qu'on ait i intégrer

dy 4 iid—x + (6x* 4+~ cx + ) dx = o. En muli-
pliant par le fa&eur P, on awa Pdy 4 a—’—‘ff’_t —t=
P(bx* 4 cx + f)dx = o; il faur donc que :é =

f.x_y]’)
ol ; ‘
7 k x _P dOCdI— adx

dy Fit T P
ou P = x*, L’équation devient donc x*dy + ax*~'ydx -
bxe+2dx 4 cxt+idx 4 fxrdx, dont lintégrale eft

bxe+3 cx‘”” faxa+a
xa % :
o a--3 3 ~+ 2 + a1

sidodc P = glx;

-+ C = o.

166. L'¢quation générale que nous vencns d'in-
tégrer, fe rencontre affez fréquemment ; & la mé-
thode que nous avons employée , peut sappliquer
dans beaucoup dautres cas.

En voici qui pourront nous étre utiles par la fuite.

Si Ton avoit les deux équations ( *) dx 4 ady -
(bx4cy) Tdt = o, kdxddy + (6'x 4 c'y) Td:t
= o0, x, y, & ¢, étant trois variables 2, b, ¢, 2" &c. des
conftantes, & T, une fon&ion queclconque de ¢, on rédui-
roit l'intégrale de ces deux équations, a la méthode précé-
dente, en cette maniére. Je muliiplic l'une des deux, la
premic¢re, par exemple, par un coéfficient indéterminé &
conftant g, & ajoutant i la feconde, je muliiplie la tota=
lit¢ par un falteur P, que je fuppofe étre une fonétion de ¢ ;

(* ) Voyez Mim. Acad. de Ber- | donnée M. d’Alembert , pour I'in=
lin, ann. 1748, une méthode qu'a | tégration de ces équations.
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Jaurai (gP~-kP) dx+ (gaP + 4'P) dy + [(seP +
FP)x + (gcP + ¢ P)y] Tdt = o. Suppofons main-

tenant que cette équation foit une différentielle exalle; il
iEEs Bl

faudra (153 ) que lon ait, 1°%

r"—— — .
d[(ng+[)’P)x+(grP+t’mI Ll E_("‘flp"'vdip) e
dx 57 2 s dte 2
n’[(ng+i-’P}x+(grP+c'P))f]_ o RN D)
dy & AR (T
o -+ 'p [ r r .
_.___—-f_d(f‘“zx it ), Or P étant fuppolé une fonltion de ¢, cette
derniére équation fe réduic @ o = o. Et les deux autres
dP ' d P
donnent (g -+ k) = (gt +5)P, & (ga44) 7,_’ e~
R ltes hd'E gb + M il
(gc + ¢) P; d'ou lon tire 5 = Y de & =

c + c g .
EC ¥ = de; donc, ¢égalant ces deux valeurs & iE Ta
ga + a P %

- B+ W c +
vifant par dt, on aura g —

il

_ Us

(4 1 . \
— ——— €quation oug

montera au fecond dcbr(. , & qui étant réfolue , donrera

deux valeurs de g.

Suppofant donc g connu , on aura aifément P; puifque

. : d gbh + b gb + b
L — D ¢ lonne —_—
Péquation - = S dt, donne P —e oo Sl Or

Péquation (gP + kP) dx 4 &c. érant altuellement une
différentielle exaGe, fi on lintégre, onavra (gP —+kP) =
9 2 o
-+ (gaP 4+ dP)y + € = o; donc fi g marquant la
premiére valeur de g donnée par I'équation du fecond de-
gré ci-deflus, on repréfente par g la feconde valeur de g,
& par P' ce que devient P, en mettant g pour g, on aura
aufi (¢P' + kP )x 4 (g'aP +aP')y+ € = o,
€' érant une nouvelle conflante. En effet, il n'y a aucune
raifon peur r.mployur une des valeurs de g plutot que Fautre,

O 4
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Or de ces deux equations, il eft facile de conclure les va-

€0 R S

feurs de x & de y, qui feront exprimées en ¢t & en conf-
tantes.

Si Fon avoit quatre variables x, y, 1 & 7, exprimées
par trois équations de cette forme adx -+ bdy -+ cdy -
(ex+fy + ky) Tdet = o; on les intégreroit de la méme
maniére, en multipliant la feconde & Ia troifime par des
quanutés indéterminées & conflantes g & ¢’ ; puis ajoutant
les deux produits & la premiére , on muliiplieroit le tout
par un faéteur P que I'on fuppoferoit étre une fon&ion de ¢
feulement. Suppofant alors que cette nouvelle équation eft
une différentielle exaéte , on trouveroir, par ce qui a été dit
(153) les équations qui doivent déterminer g, g/ & P. L'équa-
tion qui déterminera g, ou celle qui déterminera g fera du
troifiéme degré ; on aura donc trois valeurs pour g, trois cor-
refpondantes pour g', & trois correfpondantes pour P ; ce qui
donnera, en changeant la conftante pour chaque valeur de 2,
trois intégrales, a l'aide defquelles il fera facile de déterminer

%, y& g, ene

On voit ce quiil y auroit 2 faire,, quand il y auroit un plus
grand nombre de variables, pourvu que les équations fuffent
toujours de la forme des précédentes. La méthode feroit encore
la méme, quand méme il y auroit un ou pluficurs termes ex-
primes purementen ¢, d¢ & conflantes,

167. Mais fi I'on avoit en général un nombre quekconque m
d’équations renfermant m - 1 variables, combinées entre
elles de quelque fagon que ce foit; on multiplieroit la feconde,
la woifieme , &c. jufqua la derniére, refpectivement par des
quantités g, g', ¢ &c., que I'on fuppoferoit éire des fonc-
tions indérerminées de ces variables ; on les ajoutera i la
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premiére , puis multipliant le tout par un fafteur P que P'on
fuppofera aufli étre une fonltion de ces variables, on fup-
pofera que léquation totale eft une différenticlle complette.
Par exemple , fi avois les deux équations Adx + Bdy +-
Cdy = o, Aldx 4 B'dy 4 C'd; = o. Je multiplicrois
la feconde par g; ajoutant a la premiére & multipliant le

tout par P, jaurois P (A4 + A4'g) dx + P (B + Bg) dy
4+ P(C 4+ (Cg)dg = o. Or pour que celle-ci foit une

différenticlle complette, il faut (1§3) que E'—[—-P("J,:_ A5)]
d[P(B + B'g)] . d[P(A + A5)] _ d[P(C+ Cg)]
dx ; dg o e AR
J[PLEF Blg)) . A[BLC +Cg)] Hicmg L5 dive
TN n'{ TR cf?‘ : x
1 A+ Ap
2 (44 gy + PUAZED =20 (B 4 By +
P(B;}-B) ‘”’(A+A)+P‘{(’(+”5):
ax 1

dfC*(u dP

Z(c+Cp) + PUEST); 228 4 BY) +
P'f\B‘;_____j’_f) _(c+c')+1)

’nide des cleux damues équations, on tire ]cs valeurs de

H\C_L('d) Sia

- & de — , & quon les fubflitue dans la premiére, on

aura, aprés rédu&tion faite, (€ 4 () L ;{"_"‘_"_)
: 7y

de+i?u))+(A+A,)X(gPTI‘ ) d(c 4_(.,))

-+ (B +B'g) ( diseiat fi',(j;‘z;f;;) = o, équation

dg
indépendante de P. On cherchera donc pour g, une fonc-
tion de x, y & ¢, la plus générale qui foit pofiible,
& qui puiffe fatisfaire 3 cette équation. Ayant trouvé g,
on cherchera pour P une fon&tion de x, de y & de 7, qui
fatisfaffe 3 deux quelconques des trois équations qu'on a




218 £ O U RS

trouvées d’abord ci-deflus, ce qui, 3 la vérité, exige fou-
vent beaucoup de recherches, mais du moins eft toujours
poffible.

Remarquons que fi on n'avoit quiune feule equation ,
ceft-2-dire ; fi lon avoic A = o, B = o, & € =0,
la derniére équation que l'on vient de trouver, fe réduiroit

s dA . dB d B dC
C(;l’)'_rr- +A(:’€ n'v)+ -d_.;_.iv)_"o’

qui érant une équation de condition entre les coéfficiens A ,

B, C, fait voir que pour qu'une €quation différenticlle  trois
variables 4dx 4 Bdy 4 Cdy = o foir intégrable, méme
en la multipliant par un fa&eur, il faut que les coéfficiens
A, B, € aient la relation marquée par I'équation € (f{; -—
%) + &c. = o. Lor(que cette condition eft remplie,

on dérermine le faGeur P, de maniére qu'il fatisfafle a deux
d(AP)__d(BP) d(AP) _ d(cP)

dys oo DO ey dx 3

des trois équations
d(BP) _ d(CP)

dg 5.3 dy "

On voit par-la ce qu'il y a a faire, quand on a un plus
grand nombre d'¢quations & un plus grand nombre de va-
riables, & P'on peut, par ce méme moyen, trouver quelles
font !»“s équations ot il fuffira que g foit une conftante , ou une

fon&ion de l'une, ou de deux des variables , &c.

168. Lorfque Péquation différentielle propofée ne
rentre pas dans les cas que nousavons expofés) juf-
qua (167); alors il faut voir i 'on ne peut pas f¢-
parer les indéterminées. Quelquefois il ne faut , pour
cela, que Papplication des régles ordinaires de 'Al-
gebre : d’autres fois il faut des trensformations. Mais



DE MATHEMATIQUES. 219

il y a beaucoup d’équations a Pégard defquelles on
ignore quelle eft la transformation convenable.

Léquation ax"dx 4 byix"dx = y*dy (e 4 fx*) fe
fépare immédiatement par la divifion, parce qulelle eft la
méme chofe que (¢ 4 by?) x"dx = y*dy (e 4+ fx*),
W OSEN
e A= faryr 7" a - byt®

dépend de celle des quantités binomes a une feule variable.

qui devient dont Pintégration

Mais fi javois gxdx = ax‘ydy + 2abx’yidy 4
abby’dy, on voit dabord facilement, qu'on peut I'écrire
ainfi, gxdx = (a* + 2bx*y® -+ bby*) aydy. On voit
enfuite qu'on peut lui donner cette autre forme gxdx =
(x* 4+ by*)* X aydy. Or avec un peu d’attention, on
voit que la féparation réuflira, fi 'on fait x* + by* = ¢;
en effet, on aura x* = 7 — by*, & xdx = ;dy— bydy

donc fubflitnant , on aura igdy — bgydy = azzydy.

20
T

edzg

2

bg + agg

Equation d’oli 'on tire = ydy, qui eft facile

a intégrer.

169. Comme on ne peut donner de regles géne-
rales fur les transformations , nous nous bornerons a
quelques cas généraux, dans lefquels on fait que la

{éparation réuflit,

On peut féparer, généralement, dans toutes les
equations homogenes a deux variables; ceft-3-dire,
dans celles ot les deux indéterminées x & y , ont

dans chaque terme , foit qu'elles fe trouvent enfemble,
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foit qu’elles foient feules, la méme fomme de di-
menfions.

En effet, concevons que 4dx + Bdy = o, foit une
équation homogéne , & que l'on divife tout par une puif=
fance de x, dont I'expofant foit ¢gal au nombre des di-
menfions de I'équation ; il eft facile de fentir quil n'y aura

- Y o
plus dans 4 & dans B, que des puiffances de = & des conf-
tantes ; enforte que I'équation fera Fdx - S — T

e i e ¥ s ~ .
& F' érant des fon&ions de 7 & de conflantes. Cela pofé,

hy = vl i
puifque d( ) = —= :-;— , Onaura dx =
yd g
-+ = dy; donc fi I'on 18[ = &, On anra dx == %
(5
dy ;
+ “Z; fubflituant donc pnnr -, & pour dx leurs valeurs,
i
Fydz I' ly ) iy
on apra — ~2-% .~ F =00 A G Eacian
11

altuellement des muﬁ;ons de ; & de confltantes. Or cetre

’ . dy Fdgz i x ; :

€quation donne — = - — , €quation toute {éparée,
¥ Bige & Fyg

puifque F & F' ne renferment plus dautre variable que 3.

Par exe':‘plc fi javois y’dx + y*xdy + txtdy =lo)
qui eft homogene , & dont le nombre des dimenfions efl 33

je diviferois par 43 , & j'aurois Lodx ‘—‘ dy 4+ bdy=o0;

A =

+ {’dy + bdy = o, d'ol je tire %\— = —‘—;, dont
Vintégrale eft Iy = {1(¢* + &) 4 (C, qui donne y =
C(: + b)I, ou y* = C*(z* 4+ &), ou enfin y4 =
¢ (F -} l‘), en remettant pour 7, fa valeur -:—.
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170. Il feroit donc avantageux de pouvoir rendre
les équations homogenes. On n’a pas de méthode
génerale pour cela, Il faut avoir recours aux tranf-
formations, Celles qui peuvent promettre quelque
fucces, confiftent a cgaler une des variables, ou
une fon&ion de cette variable, ou méme une fonc-
tion des deux, a une fonétion d’une nouvelle variable
avec des expofans indéterminés. On détermine enfuite
ces expofans, par la condition que I'équation tranf-
formée foit homogene.

Par exemple, fi je veux chercher des cas ol Péquation
ax"dx + by*x1dy -} cy*dy = o, a laquelle on peur ré-
duire toute équation i trois termes, fi je veux, dis-je

’
chercher des cas o elle puiffe devenir homogéne, je ferai

hrh=ide o by*21idy o=
cytdy = o. Or il faut, pour que celle-ci feit homogéne,

x == z%; alors jaurai ah

que VYon ait k=g +n, &k = mh + h — 1, dou
a n + l mn + g + n .
Ton tire £ — — SH A — ] ; ainfi, fi
m = .{ - 1 m — g + I

les expofans k, g, m & n font tels que cette derniére équa-
tion ait lieu, on pourra rendre 'équation homogéne, & par
conféquent {eparer,

171. En geénéral, au défaur des méthodes dire®tes, on
cherche & ramener les équations propofées, a d'antres équa-
tions dont lintégration foit connue. Ceft ainfi qu'on en ufe,
par exemple, a I'égard de I'équation particuliére dy 4 ay*dx
= bx"dx , connue fous le nom d'équation de Riccari, &
que l'on ne fait intégrer que pour ceraines valeurs de m.

Si m étoit zéro , on auroit alors dy -~ ay*dx = bdx
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qui eft féparable , & donne ,—— 2 - = dx, dont l'inté-
sy
gration eft facile.

Mais pour intégrer I'équation , lorfque m a d'autres valeurs,
il fant tacher de la changer en une autre, ol 2y* & b foient
multipliés par une méme puiffance de x ; alors elle fera fépa-
rable. Voici comment on trouve les valeurs de m, qui per-
mettent cette tranfmuration. Faifons y = Ax» 4 x7¢; nous
aurons dy == pAx = 'dx = qx9 ~ 'tdx + x1de; {ubflituant, il
vient pAx ¢~ 'dx 4 gx? — ' tdx - x9dt 4 ax? udx i 0.8
~+ addxrdx + 2a Axp + tdx } L £ ol

Suppofons p— 1 = 2p, pAd 4+ add =0, p 4 9=

g—1,9+284=—0;nousauronsp=—13, 4 ="

al
g = — 2; cc qui change la transformée, en x—2dr -
ax~%tdx = bxmdx, on dt + ax—*tidx — bam+ dx,

qui fera {éparable, fi m = — 4. Faifons, dans celle-ci, t — : R
1

elle (e changeraendy -+ b xm + 27 v dx — ax—2d x. Faifant donc
{= A x4 "1, & opérant comme ci-devant, on aura

P A 1 dx g 57— du e x? df bt +mrrgy g b} i
b A X A 0 b A gl § TS

Suppofant 2p" +m 42 = p'—1 W PA FbA* =0,
¢ +2bd' =0, ¢! —1=p'+ ¢+ m+ 2, onam

p':-—m—-3,A’:m:3,g':—2m—6,&

x=2m=bdy! - bx—3m—vfddy = ax~dx, on dif
bax—m—4{dx — ax*m+idx, qui fera {éparable , i — m— 4

=2m + 4,oufim= —38,

3

. . I . . ’ a
Si Pon fait #' = -, puis ' = A4"x#" 4 "4, & que
T



DE MATHEMATIQUES. 223

Yon continue tonjours de méme, on trouvera fucceflive-

ment, que D'équation eft {éparable, lorfque m — — 22,

m == m= —73, &c, ceft-a-dire, en général,
— r ' = r

lorfque m = 47 r éant un nombre entier pofitif.

= A B |

Ft en remontant aux fubflitutions précédentes, on verra
que y a pour expreflion ¢ o v v i i ettt e ..

I
=Ax"+ 57—
y=Ax T3 i

I
4"1”3"1'”_; + x—4m—10

( 1
A" x=-3m-7 4. &e,

en continuant jufqu's ce que le premier terme en x dans
T'un des dénominateurs, ait pour expofant — rm —a2r—1;
& alors le fecond terme doit étre x— 27" — 47— 2r; ¢ étant
une variable qui, apres la fubftitution de cette valeur de y,
fe détermine par lintégration de I'équarion réfultante , qui

eft {eparable alors.

Reprenons lequation dy —+ ay*dx = bxmdx; & con-
cevons quau lien de fubflitner dabord y = Ax¥ + x7¢,

comme nous lavons fait ci-defius , nous faffions dabord

1 . ; o . .
y = -, puis { = Axp 4 x%t, & que nous continuions
{

d'onérer comme ci-deffus ; ou conclura, de méme , que 'on
P 2 ’ 3

' . —— r v
{éparera toutes les fois que m = — _4 -, r ¢tant un nombre

entier pofitif. Et la valeur de y fera. . .06 .. 0 00

L §
y —r“lx-a‘_: + x—-.‘m-—!
1
A’x——amwlm:h
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en continnant de méme jufqua ce que le premicr terme en x
dans le dernier dénominateur, foit—m (r—+1) — 2r— 13
& alors le fecond terme doit étre x—(2m+2) Ur+1)—z2p

On raménera aux mémes cas , 'équation x7dy -} ay*xd

— n . Txril - 3 1{> n e —
= bx"dx, en divifant par x7, puis faifant x"—~9+' = ¢,

Tels font les moyens généraux que 'on emploie, lor{que
les dx & les dy ne paflent pas le premier degre. Quant
anx équations qui renfermeroient différentes puiffances de
dx & dy; comme elles me penvent manquer d’étre homo-
génes a 'égard de dx & dy, on divifera tout par dx élevé

a2 une puiffance égale a la fomme des dimenfions de dx &
P g

fios i g Z dy &
dy ; on réfoudra I'équation en confidérant i comme I'in-

connue. Alors dx & dy n'étant plus qu'au premier degré,
on verra, {i on peut appliquer 4 cette équation les méthodes

précédentes.

o, . . pyor .
Des Equations differentielles du fecond ,

rotfieme , CcC. ordre.

172. La liberté que 'ona (19) de prendre pour
conftante, dans une différenciation , l'une quelconque
des différences premiéres, peut contribuer dans beau-
coup de cas, a faciliter I'intégration, Mais comme il
peut arriver que lors de la différenciation, on ait
fait conftante la différentielle qui n’eft pas la plus
propre a faciliter I'intégration , il faut commencer par
montrer comment on peut ramener une équation

difiérentielle dans laquelle on a fuppofe telle ou telle
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différence conftante , & une autre ot il n'y en ait
plus aucune de conflante: on fera le maitre enfuite
de fuppofer conftante celle que Pon voudra.

Soit donc Adx* + Bdxdy + Cdy* + Dddy = o,
Pequation a deux variables & 4 différences fecondes , dang

laquelle la premiére différence dx d'une des variables a éré

fuppofée conftante. Aprés avoir divi(¢ cette équation par

d \}:O’

qui eft en effet la méme, parce que, tant qu'on fuppofe dx

,fdy i II}
conflant, d(;—'{) eft égal 3 —=, Mais fi 'on ne veur plus
E s {

1
dx

dx , on Pécrira ainfi

: d y dxddy = dyddx
que dx foit conftant, alors & (E) gttt Sl

d x?

Péquation fe change donc en Adx - Bdy -+- <

D ('xdd} e i S ) = 0, dans laquelle il n'y a plus

d s et

aucune différence conflante,

Soit Adx’ + Bdx*dy+ Cdy'dx + Ddy’ 4 Edxddy
+ Fdyddy 4 Gdy = o; Péquation a différences troi-

fimes, dx étant toujours conftant.

J
On divifera par dx*, & lonaura 4dx 4 Bdy ‘;‘i‘,
ax
dy’ y ddy d:,
+ D T‘_._; ‘{w "{E:- e o ; que

Pon pourra écrire ainfi, 4dx 4 Bd Ay e = = 'fv 213’:_

d %2

-'rEJ(‘f-J{) +F22d 24(2) +CJ[( ) ( ﬂ 03
& faifant tout varier (hr's ces différenciations indiquées, on

aura I'¢quation ol il n'y aura plus de différentielle conftante,
Marine, Mécan, I, Partie, P
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Appliquons cela & un exemple. Soit dx*dy — dy} —
adxddy -+ xdxddy, dans laquelle on ait fuppofé dx
conflant. On ne voit pas, fur le champ , comment cetie
équation pourroit étre i:m':'-*r(:e; mais fi nous rendons dx

- _(.zda.—{-xdx)d(“)

alors nous pouvons, dans cette différenciation indiquée ,

variable, en écrivant dxd

d 3
prendre dy pour conftante , & nous aurons dxdy — o=

(‘r
(’\ dd x
—(adx -+ xdx , , qui en réduifant, devient dx* 4
xddx + addx — a’y* = o, dont l'intégrale, ainfi qu'il

eft aifé de le voir, eft xdx 4 adx — ydy + Cdy = o,
en ajoutant une conftante Cdy de méme ordre que Pinté-
grale. Cette ¢quation etant intégrée de nouveau, donne ; x*

+ ax —1—; 4+ Cy + € == o.

172. Examinons maintenant les equations a différences
fecondes , & 2 deux variables. Nous appellerons ainfi, celles
dans lefque elles il n'y a pas de différences qui paile le fecond
ordre, a guelque puiflance que dx & dy y foient dailleurs

elevis.,

Nous fuppoferons quune des diffcrences eft conflante ;
mais il fera facile d’en conclure comment on devroit fe con=

duire fi elles étoient toutes deux variables,

Seit donc Addy 4+ B = o, l'équation geénérale qui peut
repréfenter toute équation differentielle du fecond ordre
deux variables x & y, & dans laquelle 4 x eft conflante,
A & B font des fon&ions quelconques de x, y, dx, dy
& conflantes.

i kB p b, By
Técris ainfi cette équation, ... Addy (— — ) dy -

. dx = o3 kétant une fon&ion inconnue, de méme nature

dx
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que 4 & B. Je mul:iplic cette équation par un falezur P
que je fuppofe étre une fon&ion de x, ¥, dx, n’v & conf-
tantes; & jai 4 Pddy ++ P (b‘l__f_ dy _|_

que je fuppofe étre une différentielle Lompktae

— 0,

Cela pofé, nous avons trois différences, favoir ddy, dy
& dx. Regardant donc ces différences comme celles d’autant

de variables différentes, il faut (153) que l'on ait & L[T

) sen o, G P CEI]

d:.{)

= _"}f*_ De ces trois équations , on peut, en imitant

ce qui a été fait (167), déduire une équation ol P nentre
q / b

plus, & qui ferviroit 4 déterminer &, en prenant pour k une
fonltion, la plus générale qu'il foir poffible, de x, ¥, dx
& dy; avec des coéfficiens indéterminés que lon fubflitue-

Y
roit dans cetre méme équation. Aprés quoi on détermineroit
P, en prenant de méme une fon&tion de méme efpéce, &
telle qu'elle fatisfit a deux de ces trois équations. Mais on
| ]

peur fimplifier cette recherche, & la borner & chercher pour
P une une fonftion de x, y, dx, dy qui fatisfafie 4 deux
équations,

Les deux premiéres des trois équarions que nous venons

de trouver , donnent -—“:—{31}) gt ol P(B — k) +

1 d[P(B -k o3 d(AP
A, L —)—l, G it o
dy ddy 1
£ O 1 d(Pk) g d(AP) _
W N e 1 i v .

dy ddy dy ddy dx

Subfticuant , dans lavant-deriére équation, la valeur de
P
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d.[{f;) tirée de la derniére, on aura 'J_(‘—;%-D gl Et}; %
) +J—y%%i—)-" g;; ‘L;IIQ:' d’out I'on
dre P (B — k) = dy 220 — dxay 120
dy*® d—r‘}yﬁ, d’ou il.fc'ru facile d'avoir k, dés que P
fera connu.

Or de cette derniére equation, on tire Pk — PB —

d(AP {
dyd(PP) + dxdy ‘h)-{-d’zr( ; fubftituant
(]?-——A—J
leur dans Péquation “LAE) — d(P o T
cette valeur dans I'equa 7 = ey 7T %
7 —— ‘k\
(frr ) d("r"’
v . ay ax
& dans Iéquation d ———— = —= , on aura
s (J(Prﬂ)__dxdf..-’l]’) g ’(,.P))
f > gore _u‘..-_)_' dx dy
ST o T d ddy
d(PB d(AP d(AP
H——) — dx 20—y '—IJ)
“,; * e ®o @
d {—’17]7‘}_4‘_«‘:{(1',]1)_{_ (JP)_%_a\a(IP))
dzx ax ddy y
dy 5

La queftion eft donc réduite  trouver pour P une fonc=
tion de x, vy, dx, dy & conftantes , qui fatisfaffe a ces
deux équations. Mais quoique cela foit toujours poffible ,
cela weft pas également facile ; c’eft pourquoi abandonnant
cette recherche générale,, nous allons examiner quelques équa-

tions plus limitées , mais cependant trés-étendues,

bfervons auparavant qu'il eft facile, d’aprés ce que nous
venons d'expofer, de déterminer {i Péquation propofie eft
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intégrable dans Iétat ou elle eft. Il n'y a qu'a fuppofer

P — 1; alors il fant, pour que I'équation foit intégrable »
quelle fatisfaffe aux deux €quations fuivantes. . . . . . « «
dB d A d A
PR O R A T
= T OB R I
d A
Ll
‘ 2 oady
o T I e A el Ik
B dy d B d A dy? ﬁ'ﬂ')
"(E - T eI ;
e e M 22 Cela eft gé-
dy

néral , quelle que foit I'équation différenticlle du fecond
ordre, dx érant conflant,

73. Propofons-nous , maintenant, dintégrer 'équation
Gdx* 4+ Hdxdy 4+ Kdy* + Lddy = o, lorfque le
falteur P qui manque & cette équation pour €tre intégrable,
ne doit ére quune fon&ion de x, de y & de conflantes.
Je fuppofe diailleurs que G, H, K & L ne renferment
ni dx, ni dy; mais feulement des fonltions de x, y &
conftantes.

Si 'on compare cette équation , a I'équation générale
‘Addy 4+~ B = o, onawa 4 = L, & B= Gdx* +
Hdxdy 4 K dy* Subftiuant dans les deux équations que
nous avons eues, ci-defflus, pour déterminer P, & faifant
attention a la fuppofition que nous faifons, favoir que P,

G, H, K & L ne renferment ni dx, ni dy, nous au-

I !
rons -—m—) — K P; & une feconde équation , laquelle,

aprés y avoir fubftitné pour —— ( - ) fa valewr K P, fe
a'(PI)
Pde-q—KPd)'—
rédu‘nad( - f):

¥3
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J(PG‘{x A ﬂi))

ax

=N

Maisa canfe de i Pyl )

dy
g [z ))
d(KP) & 35 dd(PL)
gl et e e T dont! notre

{econde é—qnztinn fe réduic (aprés avoir divifé chaque membre

!’f’ dd (P L) I( P G
par dx) a - : ; ). Cette

¥ —— et
d x dxdx ( ) NEET dy
v . v . [+
équation & P'équation

i(PL) X
= K P, font celies que nous

avons a traiter actuellement, pour intégrer la propofée,

Obfervons maintenant que, dans cette derniére équation,
il n’y a que y qui foir regardée comme variable. Cela pofé,
exécutant la différenciation indiqués, & tirant la wvaleur

4P ARy dL st
de - »—‘, on aura 5~ ==  dy — —-; prenant donc I'in-

tegrale, en regardant ¥ feule comme variable , puifque la
cifférenciation a €t¢ faite dans cette fuppofition, on aura
PP= f~ dy — IL 4 [X, Jajoute, pour conflante, la

quantite /X, par laquelle yentends une fontion de x & de
conitantes. Cleft parce que x a eré fuppofée conflante dans

Ia différenciation,

%,
) S e, X f
De cette équation je tire P = - ¢ L™, Si I'on fubftitue
A0 L D !
cette valeur de P dans Péquation -—d-;—) — &c., & que

K
Pon divife enfui £ it équation qui doi
on dviie entuite par e s, ONn aura lcqnanon qui doit

déterminer X. Or comme X doit étre une fon&ion de x,

< dd (P .") ak
(*) Par cette exprefion ———4 | & divifer enfuite par dx ; puis dif-

férencier le réfultat, en faifant

nous entendons qu'on doit diffé- ‘ .
3 varier x. & . bt R ERE . g
rencier P L , en faifant varier x , | Y21ier % & divifer encore par dx.




DE MATHEMATIQUES. 231
il denfuit que, pour que I'équation propofée foit intégrable
par la multiplication d’'un faleur compofé feulement de x,
y & de conflantes , il faur que, dans celle-ci, tous les y
difparoiffent.

Suppofons, par exemple, que I'on ait Péquation 2ydx* -+
(2% + 3yx) dxdy+ 2x*dy + x*yddy = o, qui n'eft

point intégrable dans Pétat ou elle eft. Jai donc L = =y,

G = 2y, H= 2x + 3yx, K = 24%; donc P =

ok ady =

X r il X 1y* X Xy
e ¥ =5t = o= y = . Subflituant cette
.'\-’y ) '\.
valeur de P, & celles dc L, G, H, &c. dans I'équation
4(PH) o ! : . 4 Xy
g &c. , on aura, aprés avoir tranfpofe,, — s

3y d X 3)\’_}'1

3)
+ xdx

lant donc a zéro la fomme des termes affeftés de y, & di-

xXx

vifant enfuite 'une des équations par y , & lautre par y*,

dX 3dx

on aura, aprés rédullion faite, < = , & — a'dd X

x
+ 3xdXdx —3Xdx* = o. La premiére donne X = «°;
& cette valeur fubflituée dans la feconde, y fatisfait; on a

V4

donc X = x*, & par conféquent P = —-= xy-

Maintenant, fi on remonte a la v1lcur de Pk, trouvée
(172), on auwra Pk = 2xy’dx® 4 3x°y'dxdy , &
P(B—k)=2x"ydxdy + zx'}'.i}/ ; enforte que l'é.
quation , rapportée a la forme generale (172 ), devient
By*ddy 4 (2x°ydx + 2x%ydy) dy + (2xy*dx +
x*y*dy) dx = o.

I

Pour intégrer , on fuivra la méme régle qui a é¢ don-
née (148 ); on regardera d'abord, dans «3y*ddy, dy feule
comme variable, & lon aura x3y>dy. Differenciant certe
quantité en faifant tout varir, & retranchant de Péquation ,

Py
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il refte (222 ydx) dy 4 (2xy’dx) dx. On int égrera la

premier de ces termes , en regardant y feule comme varial vle,
& Yon aura x*ydx, dont la différentic lle, prife en regar-
dant y & x comme variable,, étant retranchée du refle re=
P
cede:‘-. ne laiffe rien ; ainfi intégrale eft a3y? x*ydx
s 3 ) .)
+ Cdx = o0, en ajoutant une conflante,

On peut prendre, pour fecond exem ole, équation 2 4 x? -
s P [

(324 y+ 2)dydx 4 2xdy? (2*+xy)ddy = o

qui s'intégrera de la méme maniére, On trouvera que X dw

étre égal a x, & P = x -+ ¥

174. Si apres la fubflitution de la valeur de P, dans I'é-

4 L (PH 5 g ‘ %
quation ‘(—,\‘J » &c., tous les y difparoiffent d’eux-mémes,
T

Péquation qui doit donner X, eft aiors différenticlle du fe-
cond ordre; enforte qu'il femble que la méthode n ‘eft, dans
ce cas, d'ancune utilitd. Mais il faur obferver que 'équation
quon aura alors, fera de cette forme Adx? + BXdx* -
CdXdx + EddX =10, 4, B, C, E éant des fon&ions
de x & de conflantes. Or, pour intégrer cette équation,, je
Pécris ainfi 4 P'dx* -+ BP'Xdx* + (€ — k') Pdxdx
+ K'PdXdx 4 EP'ddX = o, Je fuppofe , maintenant,
que P/ & K’ étant des fon&ions de x feulement , les quatre
derniers termes, forment enfemble une di mr‘..n.cllc exafle -
alors le premier terme étant une fon&ion de » sintégrera
aifément. Or les (.qu.u,ons qui réfultent de cette fuppofition ,
) e d(MPdX + BP'Xdx) d(EP)

font — dx 2ER ddE S T o
d[(C'—F)Pdx] d(KPdX + B P Xdx). .

dd X c) dX TR S e
dI(C—K)PX) o d[(C—K)Pdz] _ d(BP Xdx)

dx > dx d X
Or ces quatre équations fe réduifent aux deux foivantes (eun
¢gard ace que k/, P', 4, B, &c., ne renferment point X) ,



DE MATHEMATIQUES. 233

d’(fr') — ¥P', & BP = ‘L[fi"_ll], Tirant de

x dx
: . d P! 5
chacune de ces deux ¢quations, la valeur de -, & éga-

lant Pune de ces valeurs 2 Pautre, on aura, aprés les ré-
du@ions faites, Edk’ + (C—K)dE — K (C— k') dx 4
BEdx — EdC = o, équation différenticlle du premier
ordre feulement, dont dépend la valeur de X, & par con-
féquent lintégrale de la propofee. Suppofant donc qu’on ait
déterminé k' par le moyen de certe €équation, on aura ai-

fément P, par le moyen de l'équation K'P' = ey

FE b
‘ dP! __ Kdx  dE : :
qui domne 5 =~ — (T , & par conféquent P' =

k'd x
f—_._ 1 ’ [}
Z ¢ "E , H étant une conftante. Alors &' & P’ érant

trouvés, on aura X, en mettant les valeurs de &' & P’ dans
Péquation AP'dx* 4+ BP'Xdx* + (C — k') PdxdX
KPdXdx + EP'ddX = o, & intégrant. Or comme cette
équation ne peut manquer a préfent d’étre une différenticlle
complette, on a pour fon intégrale dx (A P'dx + Xdx [BP'dx
+ dXfKPdx 4 Ldx = o, L étant une conflante: &
cette derniére s'intégre facilement par ce quia été dit (165)
on aura donc X dés quon aura k'; ainfi, on peut dire
généralement , que toutes les fois qu'il ne manquera a I'é-
quation Gdx* 4+ Hdxdy -+ Kdy* + Lddy = o, quun
falteur compofé de x, de y & de conflantes , pour étre une
différentielle exalte, cette équation fera toujours facilement
rédulible i une équation différentielle du premier ordre,
quels que foient, d'aillews, G, H, K, L.

Mais fi aprés la fubflitation de la valeur de P dans Té-
O T h L R T :
quation ———= &ec., I'équation renferme encore des y que

Pon ne puifie faire difparcitre fans aflujettir les coéfficiens G,
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H, K, L i certaines conditions , c’eft une preuve que le
fa&eur P doit, en outre, renfermer des dx & des dy ; alors
il faut avoir recours 4 la méthode générale (172).

On s’y prendra de méme pour trouver dans quels cas toute
autre equation différentielle du fecond ordre , d’une forme
connue, peut €tre intégrée par la muluphcanon d'un fa&eur
compofé de x, y & conflantes, ou de x, dy, dx & conf-
tantes, ou de y, dx & conflantes, 8c.

175. A T'égard des équations différentielles du troifieme
erdre, en les (uppofant repréfentées généralement par Ady
+ B=o0, 4 & B étant des fonltions de x, y, dx, dy,
ddy & de conftantes, & fuppofant de plus que P eft le
fafteur compof¢ de x, y, dx, dy, ddy & conflantes qui
peut la rendre iméorab{e on pourra Pécrire ainfi 4 P&y -

PB;" ddy + P = Lay 4 L dx—o. Alors il fudra
it Em!yp d[P (Bd:; A_)j ;J(AP) (P 22
icary _ d_(p;) d[P(I‘-H d[p(A—z)]
L] e an

s 2y, i ay

Ceft a l'aide de ces équations qu'on {lercrminera k,l&P.
Mais nous ne pouflerons pas plus loin ces recherches.

On voit comment on doit s'y prendre pour les équations
diff¢rentielies d’ordres plus élevés.

176. Obfervons en finiffant, 1°. que lorfqu’il manque une
des deux variables finies dans I'équation, on la raméne tou-
jours a une équation d’'un degré moindre en faifant dy = pd x,
P ¢mant une nouvelle variable.
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177. 2°. Que l'équation générale d"y 4 ad"~'ydx 4
bdr—2ydx* 4 &cuu 4 lyd 5" +- Xdx"=o, a,b, &c.
érant des conftantes , X, une fontion de X & de conftantes , &
d x étant conflant, peut toujours érre integrée facilement par
une méthode femblable & celle que nous avons employée ci-
deflus, pour I'équation 4dx* 4+ BX dx*+4 CdXdx -+
EddX ='o.

Pour cet effeton Pécriraainfi, Pd"y 4+ P (a — k) d"—'ydx
4 Pkdr—iydsx 4 P (b—K)d"—ydx®+ PKdr—2yds*
A+ &C.vero 4 Plydx" 4+ PXdxr=o; P éuantle fa&teur,
qui peut rendre I'équation intégrable , & que je fuppofe ctre
une fon&ion de x; k, k', &ec. font des conflantes indéter=

minecs,

0[1 fuppofera que lestermcs ris deuxz‘idcu.‘( a commencer
i ’
dll remier forment une {H.ICI’CH!‘DHC exa&te. Cette {up-
)

pofition donnera les équations néceflaires pour déterminer
;D
’ [ v alr

Pk, K, &c. ayant égalé les valeurs de —5—, on aura des

équations en k, k', &c. al'aide defquelles on déterminera k ,
par une équation du degré n. La valeur de k étant trouvée,
on aura aifément celle de &/, ", &c. & on aura celle de P, en
intégrant, ce qui fera trés-facile. Alors pour chaque valeur
de &, on aura une intégrale particuliére, en obfervant d'ajou-
ter A chacune une conftante différente. De n—1 de ces
équations , on tirera les valeurs de dy"—, dy"~2, &e.

& les fubftituant dans la derniére, on aura la valeur dey en x.

178. 3°. Sil'on avoit pluficurs équations ol les diffcrences
ne fulfent point multipliées entre elles, i ce n’eft par la diffé-
rence conftante,, & ol les vatiables ne paffaffent point le pre-
mier degré & ne fuffent point multipli¢es entre elles, on les

intégreroiten multipliant la feconde , la troifiéme , &e. chacune
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par un falteur conflant p, p', &c. ajoutanta la premiére, &
multipliant le tout par un falteur P que l'on fuppoferoir étre
une fon&ion de la variable dont la différence eft conflante 3
alors on décompoferoit les termes affc@és des différences
d’'une méme variable , comme on vient de faire dans 'équation
précédente,

Par exemple, fijavoisaddy 4+ b d dy+ (cdy +edy)dx
+(f14gy)dx* =0, & adddz-- b'ddy 4 (c’d{—!—u'.iy; dx
~+ (f’z 4+ g'y)dx* = o; muliipliant la {econde par p,
ajoutant i la premiére & multipliant le tout par P, jaurois
P(a+dp)ddz+ P (c +dp)dydxJ- P (f+£'p) gdx?
+(b+bp)ddy +P e+ dp)dydx+P(g4gp)ydx?
= o. Enfuite je décompofirois c 4 ¢/ p, en ct-c'p—k,&k;
je décompoferois parcillement e 4 ¢/p | en e - ep—K &K,
Er fuppofant enfuite que les termes pris deux 4 deux forment
des différentielles exaltes, j'aurois les équations néceflaires
pour déterminer , k, k' & P. L'équation en % montera en
géneral , au degré 22, ce qui donnera 2n intégrales, 3
Paide defquelles on chaffera toutes les différences » & l'on
aura les équations en 7 & x;eny & x, &c.

179. 4°. Si les équations étoient plus générales , on regar-
deroitp , p', &c. ainfi que P, comme des fon@ions de toutes
les variables & de leurs différences ; & 1’on détermineroit
ces fonttions , par la condition que I'équation totale fir une
différenticlle complette. Les ouyrages qu'on peut confulter
fur le calcul intégral, font cenx de MM, Euler, d’ Alemberr
Fontaine , le Marquis de Condorcet , Bougainyille , & le
P. Rt}’lzdli.
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180. SOU s le nom de Mccanigue , nous co mprenons

la fcience du mouvement , & celle de Iéquilibre.

Il y a du mouvement dans un corps, lorfque ce
1 1 A P4
corps, ou quelques-unes de fes parties font tranf-
portées d’un lieu en un autre,

Un corps, ou laffemblage de plufieurs parties
matérielles, ne peut de lui-méme fe mettre en mou-
vement. Il ne peut étre mu que par une caufe, fans
laquelle il peut, d’alleurs, exifter,

Cette caufe, telle qu'elle foit, qui et capable de
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mouvoir un corps, eft ce que nous appelons Force
ou Puiffarce.

L’équilibre, eft I'état d’un corps , ou dun affem-
blage ou Sy/fiéme de corps, qui eft follicité par plu-
fieurs forces dont les effets font détruirs par quelques
obftacles, ou fe détruifent mutuellement.

Le repos, cft I'état d’un corps dont les parties,
non-feulement ne font point déplacées , mais ne font
pas méme follicitées par aucune force.

Pour établir les principes du mouvement & de
Iéquilibre . nous imaginerons , d'abord , qu'il nlexifte
rien autre chofe dans la nature, que les corps dont
nous parlerons , & les forces que nous leur fuppo-
ferons appliquées.

Ainfi, nous regarderons d’abord les corps , comme
non pefans ; comme parfaitement libres: nous fup-
poferons que ni Fair , ni la pefanteur , ni le frotte-

ment , ni tout autre obftacle n’exiftent.

Nous aurons, enfuite , égard & ces obftacles ; mais
our mefurer leurs effets , 1l faut commencer par
P I

examiner les chofes, dans cet état de fimplicite,

181. Ces fuppofitions faites, 1l eft clair que fi un
corps a recu du mouvement par une caufe quel-
conque, il doit perf¢vérer dans cet état de mouve-
ment, fans aucune altération ni augmentaticn, fans
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aucun détour, tant que la méme ou une nouvelle
force n’agira pas fur lui. En effet, nous venons de
dire qu'un corps ne peut fe donner du mouvement;
il ne peut donc sen oter, puifque ce feroit sen
donner en fens contraire : dailleurs nous fuppofons

quil n’exifte aucun obftacle.

Ainfi, le mouvement eft naturellement égal ou
uniforme , & retiligne. Examinons donc d’abord

les propri¢tés de ce mouvement.

Du Mouvement uniforme.

182. Le mouvement wniforme eft donc celui d’un
eorps qui fe meut toujours de la m&me maniere ;
ceft-d-dire, qui parcourt toujours le méme efpace

dans le méme intervalle de temps,

E

Pour comparer les mouvemens de deux corps qui
fe meuvent uniformément , il faut confidérer Pefpace
que chacun décrit dans un méme temps détermine,
comme d’une minute , d’'ung, {econde, &c. Cet efpace
eft ce quon appelle la Fireffe.

183. Laviteffle d’un corps eft donc, a proprement
parler , Yefpace que ce corps peut décrire uniforme-
ment dans un temps déterminé, que nous appelons
U Znite de temps.

Ainfi, dans les mouvemens uniformes de deux corps, fi




240 CovRrRs

Pon compte le temps en fecondes; & que Iun parcoure §
pieds par feconde; & l'autre, 6 pieds, par feconde; je
dirai que la vitefle du premier eft de 5 pieds, & celle du
fecond , de 6 picds.

184. Mais fi, en prenant toujours la feconde pour unité
de temps, on me difoit qu'un corps a parcouru Ioo pieds
en cinq fecondes, oo pieds n'exprimeroient pas la vitefle
mais je vois qu'a chaque feconde, il en parcourroit le cin-

qui¢me, ou 20 pieds ; c'eft-a-dire , que pour avoir la vitefle,

je divife le nombre 100, des parties de 'efpace parcouru,

par le nombre 5 des unités de temps qui fe font écoulées.

Donc, en géncral, la viteffe efl cgale a lefpace divife
par le ceraps ; Ceft-a-dire, en nommant ¥ la vitefle,
E Vefpace parcouru pendant un temps marqué par T,

o E B
on a généralement ¥ — — ; c’eft un des principes
< i

fondamentaux de la mécanique.

, & imi " E
185. L’éguation # == ——, donne non-feulement
la mefure de la vitefle , mais encore celle de Tef-
pace & du temps. En effet, fi 'on regarde {ucceffi-
rement E & T comme inconnues, on aura par les
. . > \ e E - e
régles ordinaires de 'Algebre , T—= -, & E=/'T.
Ainfi, pour avoir le temps , il faut divifer lefpace, par
la virelle; & pour avoir Uefpace , il faur multiplier la
> 1! /" 2 f g
viteffe par le temps.

Au refte , fi nous employons ici des carafteres
alg¢briques,
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algébriques , ce n'eft pas qu'ils foient néceffaires pour
faciliter I'intelligence de ces premiéres vérités, Mais
ils font utiles pour foulager la mémoire, On voit en
effet par cet exemple, que le premier principe étant
une fois dans Ja mémoire , on peut toujours faci-
lement retrouver les deux autres, en appliquant les
regles ordinaires & ce premier principe traduit algé-
briquement,

186. Il eft donc facile maintenant de comparer les
mouvemens uniformes de deux ou d’un plus grand
nombre de corps.

Par exemple, fi 'on me demande dans quel rapport font
les viteffes de deux corps, qui décrivent des efpaces con-
nus E & e, dans des temps connus T & ¢, refpe@ivement.

En nommant 7" & u les vitefles de ces deux corps, jaurai

E ¢ e A e
V=T’&u::_(184);doncp'u"T"}";
ceft-a-dire, que les viteffes font comme les efpaces divifis par

les temps.

En un mot , qu’il s'agiffe de comparer les vitefles ,
ou les efpaces, ou les temps, le principe que nous
venons de donner ((184) donnera lexpreffion de
chacune de ces chofes, pour chaque corps; il n'y
aura donc qua comparer ces expreflions,

Par exemple, fi je veux comparer les efpaces: ce prin-
‘ E SRR
cipe me donne ¥==—, d'ou je tire £ = ¥ T ; donc pour

Marine, Mécan, I™, Partic, Q
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le fecond corps j'aurai parcillement e=u¢; donc £l el
VT:ut; Ceft-a-dire, que les efpaces font comme les viteffes

multipliées par les temps.

187. De ces trois chofes, Iefpace, le temps & Ia
vitefle, fi Pon veut en comparer deux, lorfque la
troifieme eft la méme pour chaque corps, il n’y a
qua chercher, de méme , expreflion de cette troi-
fitme , pour chaque corps, & égaler ces deux ex-

preflions.

Par exemple, fi je veux favoir quel eft le rapport des ef-

. A 5 E
paces quand les vitefles font les mémes, 1ai V= — &

u= — ; donc puifquon fuppofe V"=, ona -%1—:{—,
ou Et — ¢T, d'ott lon tire Ete’: T t; Ceft-a-dire,
qu'a vireffes égales les efpaces font comme les temps. On trouvera
de méme qu'en temps égal, les efpaces font comme les viteffes
& que pour que deux corps décrivent le méme ¢fpace il faut que
leurs viteffes foient réciproguement proportionnelles aux temps., En
effet, ona E=VT & e=ut; donc i E =¢, on'a

VT=ut, dou l'on tire Fullt!T.

Ainfi, le feul principe ¥ = ——Ei:: , donne le moyen de

comparer toutes les circonflances des mouvemens uniformes.

Des Forces & de la c]uarzrz'ze' de Mouvement,

188. La fomme des parties matérielles dont un
corps eft compofé, eft ce quion appelle fa Maffe ;
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mais dans Pufage que nous fzrons de ce mot , nous
entendrons le nombre qui exprime de combien de
parties matérielles le corps eft compofé,

La force, ainfi que nous I'avons déj dit, eft Ia
caufe qui meut, ou tend & mouvoir un corps.

Comme les forces ne nous intéreflent que par
leurs effets, ce n’eft que par les effets dont elles font
capables, que nous devons les mefurer, Or Ieffet
dune force eft de faire pafler dans chaque particule
matérielle d’un corps, une certaine viteffe. Donc fi
toutes les parties regoivent la méme vitefle , comme
nous le fuppoferons ici, l'effet de la caufe motrice
a pour mefure la vitefle multiplide par le nombre
des parties matcrielles du corps, cCeft-A-dire, par la
mafle, Donc la force f¢ mefure par la viteffe qu'ells peus

imprimer a une maffe connue , multipliée par cette maffz,

189, Le produit de la maffe dun corps, par fa
vitefle , s'appelle la quantité de mouvement de ce corps.

Les forces fe mefurent done par la quantité de mouye-

ment qut’elles Jont capables de produire,

Ainfi, fi nous défignons ce produit , par F; la mafle,
par M; & la vitefle par ¥, nous aurons F— M /",

R AR A fabepy ook
Cette équation donne ¥ = o XM= 7 3 qui font
voir 1°, que connoiffant la force motrice d'un corps & fa maffe,

Q2
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on faura quelle viteffe il doit avoir, en divifant la force motrice
par la maffe. 2°. Que connoiffant la force motrice & la vireffe
on faura quelle ¢ft la maffe qui peut avoir cette vitefle & certe
force motrice , en divifant la force motrice par la viteffe.

Mais il ne faut pas perdre de vue, que ce que nous en-
tendons ici par F, ou par la force motrice , ceft l'effet dont
eft capable la caufe qui engendre le mouvement. Cleft cet
effet feul qulon peut faire entrer, & qu’on a befoin de faire

entrer dans le calcul.

190. Donc fi f marque la force motrice d'une autre maffe
m, & ula vitefle de cette mafle , on aura de méme = mu ;
donc F:f: MV :mu; ceft-a-dire, que les forces motrices

font comme les maffes multiplices par les wite[fes.

Et fi de chacune des deux équations F= MV, & f—=mu,
on tire les valeurs de M & de m, puis celles de V7 & de u, on
aura le rapport des maffes, par celui des forces & des vi-
tefles , & celui des vitefles par les forces & les maffes; d'ol
on conclura 1°. qu'd maffes égales les forces motrices font
comme les vireffes ; 2°. qu'a vireffes égales , les forces morrices
font comme les maffes 5 3° & qu'enfin fi les forces motrices
font égales, les viteffes fonten raifon inverfe des maffes ; ce que
l'on trouvera facilement en égalant fucceflivement la valeur
de M i celle de m; celle de # 4 celle deu ; & enfin celle
de F i celle de f; 'équation réfultante, réduite & con=-
vertie en proportion, démontre chacune de ces propofi-
tions.

REMARCQUE,

191. La maffe oulenombre des parties matérielles
- dun corps, dépend de fon volume & de ce quon
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appelle fa denfiz. Comme les corps font pénétrés
d'un trés - grand nombre de vides quon appelle
pores , leur quantité de matiere n’eft pas proportion-
nelle i leur volume ; mais fous le méme volume il
y a d’autant plus de maticre que les parties font plus
ferrées : & ceft cette plus ou moins grande proximité
des parties qu'on appelle denfizé. Enforte qu'on dit ,
un tel corps eft plus denfe qu'un tel autre corps,
lorfqu'a volume égal il renferme plus de maticre que
ce dernier. On dit au contraire qu'il eft moins denfe
ou plus rare lorfqu’a volume égal il renferme moins
de maticre.

La denfité fert donc a juger du nombre des par-
ties matérielles, lorfque le volume eft connu ; ainfi
on peut regarder la denfité comme repréfentant le
nombre des parties matérielles d’'un volume déter-
miné ; quand on dit, l'or eft 19 fois aufli denfe que
Peau, cela veut dire, 'or contient 19 fois autant

de parties que I'eau, dans un méme efpace.

En fe repréfentant la denfité comme exprimant
le nombre des parties matérielles d'un volume déter-
miné que I'on prend pour unité de volume ; il eft
clair que pour avoir la mafle , ou le nombre total
des parties matérielles d'un corps dont le volume
eft connu, il faut multiplier la denfité par le volume.

Q3
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Par exemple, fi la denfité¢ d'un pouce cube d’or eft repré-
fentée par 19, la quantité de maticre de 10 pouces cube d'or ,
fera 1o fois 19. Ainfi, repréfentant généralement la maffe par
M, le volume ou la folidité par § & la denfité par D,
on aura M=58X D; par ou il fera facile de comparer
les maffes, les volumes & les denfités des corps.

Nous verrons dans peu, que les maffes des corps
{ont proportionnelles a leur poids; ainfi, dans 'ufage ,
on pourra fubftituer le poids a la mafle,

Des mouvemens uniformément accéléres.

192, Un corps qui na recu qu’une impulfion,
perfévere dans fon mouvement avec la méme vitefle,
& dans la méme direCtion quil a eue au premier
inftant (181). Mais s'il vient A recevoir une nou-
velle impulfion dans le méme fens, ou en fens con-
traire de la premiére, il fe meut alors, avec une
vitefle égale 4 la fomme ou 2 la différence des deux
vitefles quil a recues fucceflivement : cela eft évident,

Donc fi 'on congoit qu'a des intervalles de temps
déterminés, le corps recoive de nouvelles impulfions
) Ps Ie¢ I ’
dans le méme fens , ou en fens contraire de la pre-
micre, il fera mu d’'un mouvement varié ou inégal ;
fa vitefle fera différente au commencement de chaque
q
intervalle de temps.

Quoi qu’il en foit, fa vitefle au bout d’'un temps
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quelconque doit s'eftimer par l'efpace qu'il feroit alors
capable de décrire pendant Punité de temps, fi fon
mouvement devenoit uniforme & compter de l'inftant
ol I'on confidére cette vitefle.

On appelle en général Force accéleratrice , toute
force qui agit fur un mobile pour faire varier fon
mouvement. Lorfqu'a desintervalles de temps égaux,
elle agit également, on Pappelle force accélérarrice conf-
tante , ou force rétardatrice conflante , felon quelle tend

a augmenter ou A diminuer la vitefle a&uelle du mo-
bile.

Examinons préfentement les circonftances du mou-
vement uniformément accéléré.

193. Puifque dans ce mouvement, la force accé-
lératrice agit toujours de la méme manicre, fi Ton
fuppofe que g foit la viteffle qu'elle communique, a
chaque unité de temps, il eft clair que les vitefles
fucceflives du mobile feront g, 2g, 3g; enforte
quaprés un nombre d'unités de temps marqué par
t, la vitefle acquife fera g pris autant de fois quil
y a d'unités dans ¢ ; Cleft-a-dire , fera g X zougs

194. Donc 1°. dans le mouvement uniformeément
accéléré , les nombres de degrés de vitefle que le
mobile acquiert, croiffent comme les nombres d’in-
texvalles pendant lefquels dure le mouvement ; ce que

Q4
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Von exprime, en difant : Lesviteffés acquifes font comme

les temps écoulés depuis le commencement du mouvement,

Ainfi, fi Pon appelle z la viteffe que le mobile a
acquife au bout du temps ¢, ona =g,

2°. Les vitefles que le mobile fe trouve avoir fuc-
ceflivement pendant la durée de chacun des inter-
valles confécutifs , forment donc une progreffion
arithmétique —g.2 g.3g. &c. dont le dernier terme
eft gz ou u, & dont le nombre des termes eft ¢,
Ceft-a-dire, eft marqué par le nombre des altions
de la force accélératrice.

3° Et puifque ces viteffes g, 20, &c. ne font
autre chofe, chacune, que I'efpace que le mobile peut
décrire pendant Pintervalle correfpondant (183),
Pefpace total décrit pendant le temps ¢, fera donc
la fomme des termes de cette progreflion arithmé-
tique ; ceft-d-dire (Al 232), quiil fera exprimé
par (g+2)x —. Donc fi l'on nomme e cet efpace
total parcouru depuis le commencement du mouve-

F 4
ment , on aura ¢ = (g4 ) —.

195. Concevons , maintenant, que la force accé-
Jératrice agit fans interruption, ou, ce qui revient
au méme, concevons que le temps ¢ foit partagé
en une infinité de parties infiniment petites que nous
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#ppellerons des inftans; & qu’a la naiffance ou a la
fin de chaque ifftant, la force accélératrice donne
une impulfion au mobile. Concevons de plus qu’elle
agit par degrés infiniment petits. Alors g étant infi-
niment petite par rapport a z, on doit, dans I'équa-

tion e= (g + u)-;—, omettre g, & lon a fim-
ut

plement e= .
r " > ?

196. Cela pof¢, imaginons quau bout du temps ¢
la force accélératrice cefle d'agir; le corps (181)
perfévérera donc dans fon mouvement avec la vitefle
z qu'il aura acquife ; c’eft-3-dire,, qu'a chaque unité
de temps, il décrira un efpace ==z (183); donc
s1l continuoit de fe mouvoir avec cette méme vitefle
pendant le temps ¢, 1l décriroit un efpace =z x ¢,
Ceft-a-dire, le double de celui ¢ ou“"quil a
décrit (195 ) dans un temps égal , par I'adtion fuc-
ceflive de la force accélératrice. Donc dans le mouve-
ment uniformément & continuellement accéléré, Iefpace
decrit , pendant un certain temps , eft la moitié de celui
que le mobile peur décrire dans un temps égal, avec

la vitefle acquife, continuée uniformément.

197. Puifque (194 ) les vitefles acquifes croiflent
comme les temps écoulés , fi 'on appelle p la vitefle
acquife au bout d’une feconde , alors la vitefle acquife,
apres un nombre ¢ de fecondes, fera pz; ainfi on
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a t ’ =
aura z==pt. L'équation e = —, trouvée ci-deflus,

. t I
deviendra donc ¢ ==£=, Donc fi 'on repréfente par

E , un autre efpace décrit de la méme maniere pen-

dant un autre temps 7', on aura de méme E — f—T“;
2
\ S g i
dotTonconclurae: £ 22 &= &= 31 1¢: TT;
ce qui nous apprend que les efpaces parcourus d'un
mouvement uniformément & continuellement acceléré , font

comme les quarrés des temps,

198. Et puifque (194) les vitefles font dans le
rapport des temps, les efpaces font donc auffi , dans

le rapport des quarrés des vireffes.

199. Donc les vitefles & les temps , font comme les
racines quarrees des efpaces parcourus depuis le commen=

cement L{H mouvement,

200. Tout cela sapplique ¢galement aux mous
vemens uniformément retardes , pourvu que, par
les temps, on entende ceux qui reftent a s’¢couler
jufqu'a Pextintion de la vitefle; & que par les ef-
paces, on entende ceux qui reflent a décrire jufqu’a
Vextinttion de la vitefle.

201, Dans I'équation ¢ =", que nous avons

trouvée ci- deflus ( 197), la quantité p par la-
quelle nous avons entendu la vitefle que la force
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accélératrice eft capable d’engendrer par fon aétion
fucceflive pendant une feconde de temps, eft ce que
nous appellerons la force accélératrice ; parce que
nous devons juger de cette force par Veffet quelle
eft capable de produire dans le mobile , dans un
temps déterminé; effet qui n'eft autre que de lui

communiquer une certaine vitefle,
Du Mouvement libre des corps pefans.

202, Cleft a lefpéce de mouvement que nous ve-
nons de confidérer, qu'en doit rapporter le mouve-
ment des corps pefans. Mais avant dappliquer a cet
objet , la théorie que nous venons d’expofer, il eft
a propos de faire connoitre quelques faits concernant
la pefanteur.

Ce que nous entendons par pefanteur, ceft la
force qui follicite les corps & defcendre fuivant des
lignes verticales ou perpendiculaires a la furface des
eaux. Si la terre, ou fi la furface des eaux étoit par-
faitement fphérique , les dire&ions de la pefanteur
concourroient toutes au centre. Mais quoique cette
furface ne foit pas parfaitement {phérique, elle s’en
¢loigne peu ; enforte que, pour les objets que nous
avons a traiter , nous pouvons regarder , fans au-
cune erreur fenfible, les direftions de la pefanteur,
comme concourant au centre de la terre.
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Nous avons déja eu occafion de dire (Géom, 315)
que le rayon de la terre confidérée comme fphé-
rique, eft de 19611500 pieds. De-1d il eft aifé de
conclure quil faut, fur la furface de la terre, une
étendue de 16 toifes pour répondre A un angle d’une
feconde au centre de la terre. Ainfi, dans une ma-
chine qui auroit 16 toifes de longueur, il ne g’en
faudroit que d’un angle d'une feconde, que les di-
reftions de la pefanteur, aux deux extrémités, ne
fuffent parali¢les, Donc , dans un méme liew , on peur

regarder les directions de la pefanteur comme paralléles,

Quant a la grandeur de cette force; & parler rigou-
reufement , elle eft différente & différentes diftances de
Péquateur , & a différens éloignemens du centre de
la terre, Mais les quantités dont elle differe, par les
différentes diftances oli I'on peut étre de Péquateur,
font trés-petites, & ne nous importent en aucune
manicre , pour le préfent. Il en eft de méme des di-
minutions qu'elle fubit & mefure qu'on s*¢loigne du
centre de la terre : elles ne peuvent étre {enfibles que
par des changemens de diftance beaucoup plus con-
fidérables que ne font les hauteurs auxquelles nous
pouvons nous ¢lever, ou les profondeurs auxquelles
nous pouvons defcendre ; ainfi nous regarderons,
ici , la pefanteur comme une force qui eft par-
tout la méme; ceft-a - dire, qui follicite les corps
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3 defcendre d’une méme quantité dans un méme
temps.

Il faut confidcrer cette force, comme agiffant, &
agiflant également a chaque inftant, fur chaque par-
tie de la mati¢re. Or il eft clair que fi chacune des
parties d’un corps recoit la méme vitefle , la totalité
ne fera mue quavec la méme vitefle que recevroit
une feule des parties détachée de la maffe; enforte
que la vitefle que la pefanteur imprime 3 une mafle
quelconque , ne dépend point de la grandeur de
cette maffe : elle eft la méme pour une petite mafle
que pour une grande, Il eft vrai, cependant , que
nous ne voyons pas tous les corps tomber dune
méme hauteur dans le méme temps; mais cette dif-
férence eft I'effet de la réfiltance de lair, ainfi que
nous le verrons par la fuite: aufli lorfquon laiffe
tomber des corps dans un efpace vide d’air, ob-
ferve-t-on que des corps trés-différens en mafle ,
tombent néanmoins d’une méme hauteur dans le
méme temps.

1l faut bien diftinguer, ici, entre Peffet de la pe-
fanteur & celui du poids. L'effet de la pefanteur eft
de faire paffer ou de tendre & faire pafler dans chaque
partie de la maticre une certaine vitefle, qui eft ab-
folument indépendante du nombre des parties ma-
terielles, Mais le poids eft égal & leffort que I'on doit
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exercer , pour empécher qu’une mafle propofée n’o-
béiffe & fa pefanteur. Or cet effort dépend de deux
chofes ; favoir , de la vitefle que la pefanteur tend &
imprimer & chaque partie, & du nombre de parties
qu’elle anime ou quwelle tend a animer. Mais comme
la vitefle que la pefanteur tend & imprimer, eft la
méme pour chaque partie de la matiere, leffort que
Pon a & exercer, eft proportionnel au nombre des
parties de la maticre; ceft-a-dire, a la maffe. Ainfi
le poids dépend de la maffe, & la pefanteur n’en dépend
nullement. Cette obfervation, fur le poids des corps,
établit ce que nous avons avancé (191), favoir, que
la maffe eft proportionnelle au poids.

203. Aprés ces éclairciffemens fur la pefanteur,
venons aux lois du mouvement des corps pefans.

Puifque la pefanteur agit également, & fans in-
terruption , a quelque diftance que le corps fe trouve
de la furface de la terre (du moins pour les diftances
auxquelles nous pouvons nous élever), la pefanteur
eft donc une force accélératrice conftante, qui, a
chaque inftant, fait paffer dans le mobile un nouveau
degré de vitefle, qui eft toujours le méme pour
chaque inftant égal: enforte que (194 & fuiv.) les
vitefles acquifes augmentent comme les temps ¢cou-
1¢s 5 les efpaces parcourus font comme les quarrés
des temps, ou comme les quarrés des vitefles; les
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vitefles font comme les racines quarrées des efpaces
parcourus ; les temps font aufli .comme les racines
quarrées des efpaces parcourus: en un mot, tout ce
que nous avons dit des forces accé!ératrices conflantes,
sapplique littéralement a la pefanteur. Bien entendu
que dans tout ceci, nous faifons abftra&tion de la ré-
fiftance de l'air & de tout autre obftacle.

Il ne sagit donc, pour pouvoir déterminer les
temps , les efpaces & les vitefles dans le mouvement
des corps graves, que de connoitre un feul effet de
fa pefanteur dans un temps déterminé. Car les équa-

2

tions z = pt, ¢ = ‘"z‘— , NOUs mettront en état de

déterminer tous ces objets, dés qu'une fois nous
faurons la valeur de p.

Rappelons-nous donc que par p (197), nous
avons entendu la vitefle que le mobile acquiert au
bout d’une feconde de temps. Or on fait par expé-
rience (& nous verrons par la fuite, comment on
I'a trouvé) qu'un corps & qui I'air ne fait point de
réfiftance fenfible,, tombe de 1§ pieds & -, ou plus

exaltement, de 15”, 098 dans la premicre feconde
de fa chute,

Dailleurs nous avons vu ( 196) qu'avec la vitefle
acquife par une fuite d'accélérations, le mobile pour-

roit décrire d’'un mouvement uniforme, un efpace
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double , dans le méme temps. Donc la vitefle qu'un

corps pefanta acquife au bout de la premicre feconde

de fa chute, eft telle que fi la pefanteur cefloit d’agir, .
il décriroit le double de 1§ pieds & -, cleft-a-dire

30P, 2 A chaque feconde. Donc p = 30,2.

204. Maintenant, I'équation z = pz, & I'équa-
. 3 . Y
tion ¢ = £, nous font voir; la premiere, que

pour avoir la vitefle qu'un corps pefant a acquife
A\ A ’

aprés étre tombé pendant un nombre ¢ de fecondes,

il faut multiplier celle qu'il acquiert pendant la pre-

midre {feccnde, par ce nombre ¢ de fecondes.

Donc, lorfqu'un corps pefant eff tombé pendant un
certain nombre de [econdes, la viteffe qu'il a acquife, eft
telle que fi la pefanteur ceffoir d’agir, il décriroit, par
chaque [econde , autant de fois 30°,2 qu'il s’eft écoulé

de fecondes.

Ainfi, un corps qui a employé 7 fecondes a tomber, fe
meut an bout de 7 fecondes avec une vitefle a parcourir
7 fois 30P,2 ou 211 pieds & % par feconde, fans aucune
nouvelle accéleration.

’ . 2 .
205. La feconde équation ¢ = = = {p#, fait

voir que pour avoir I'efpace ¢ ou la hauteur ¢ dont
un corps pefant tombe dans un nombre z de {econdes,
il faut multiplier ;p, c’eft-a-dire, la quantité dont
il
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il tombe dans la premicre feconde, la multiplier ,
dis-je, par le quarré du nombre des fecondes,

Donc & hauteur dont un corps pefant 1ombe pendant
un nombre t de fecondes , eff dautant de Sois 15 pieds

& 5, qlily a dunités dans le quarré de ce nombre de

Jecondes,

Ainfi quand un corps a employ¢ 7 fecondes 4 tomber , on
peut étre affuré qu'il eft tombé de 49 fois 15P,1 | Ceft-a-dire p
de 740 pieds 2 trés-peu prés ; en {uppofant toujonrs que la
réfiftance de I'air nait pas lieu. On veit donc que quand on
connoit le temps écoulé, rien n’eft plus aifé que de dérer~
miner la viteffe acquife , & Iefpace parcouru.

206. Si I'on veut favoir combien de temps un
corps emploieroit & tomber d’une hauteur connue :

v . - - [4
I'équation ¢ — * *y donne & = . ‘8 Bar con-
1 »? P

féquent r = |/ fp 5 Ceft-a-dire, qu'il faut cher-

cher combien cette hauteur ¢ contient de fois la hau-
teur 7p dont un corps pefant tombe dans la pre-

micre feconde, & tirer la racine quarrée de ce nombre
de fois.

207. Veut-on favoir de quelle hauteur un corps
pefant devroit tomber pour acqueérir une vitefle con-
nue; ceft-a-dire, une vitefle A parcourir uniformeé-
ment un certain nombre de pieds , par feconde. Alors

Marine, Mécan, 17 Parig, R
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de Véquation z==pt, je tire la valeur de ¢ qu eft

.. 2 u # . - 5 . S ' 2.

t=-; e la fubftitue dans équation ¢ = ; pt”;

.y - e e .
& jaie = 3p X o> =7, Q" m’apprend que
pour connotere la hauteur © dont un corps pefant devroit
tomber pour acquérir une viteffe u d’un certain nombre
b; /

de pieds par feconde , il faut divifer le quarré de ce nomire
de picds , par le double de la viteffe , qu'un corps pefant
acquiert au bout de la premidre feconde ; c'eft-a-dire
par 60,..1..

Ainfi , fi je veux favoir de quelle haateur un corps pefant
devroit tomber pour acquérir une viteflfe de 100 pieds par
feconde, je divife le quarré de 100, ceft-a-dire , 10000,
par 60,45 le quotient 165 3 m'apprend qu'un corps doit
tomber de 165 pieds 3, pour acquerir une vitefle de 100 pieds
par feconde.

Il eft évident quon fe conduiroit de méme, pour

’ . A t h . ’
déterminer A quelle hauteur montera un corps jettc

verticalement avec une vitefle connue.

208. Comme on peut, ainfi quon le voit par
ces exemples, déterminer facilement toutes les cir-
conftances du mouvement des corps pefans, Ceft a
ces mouvemens qu'on rapporte le plus commune-
ment, tous les autres mouvemens; enforte que fou-
vent au lieu de donner immédiatement la vitefle
d’un corps, on donne la hauteur d’oli il auroit dit

tomber pour acquérir cette vitefle , par adtion de
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la pefanteur, Nous aurons occafion d’en voir des
exemples.

Obfervons donc pour récapituler, que toutes les
circonftances du mouvement acceléré, & par confé-
quent du mouvement des corps graves, font com-
prifes dans les deux équations u = pr, ¢ = pt*;
enforte que p €tant connu, dés que 'on connoitra
I'une de ces trois chofes, le temps, Pefpace & la
viteffe , on peut toujours trouver les deux autres,
foit immédiatement par Pune ou Tautre de ces deux
€quations , foit par le concours des deux, combindes
comme nous venons de le faire ( 207).

o~

Des Mouvemens variés de quelgue maniére

209. Lorfque le mobile eft foumis 3 "a&tion d’une
force qui agit fur lui fans interruption , mais d’une
manic¢re différente & chaque inftant, le mouvement
sappelle , en général, mouvement varié. On a des
exemples de mouvement varié¢ dans le débandement
des reflorts : quoique la vitefle aille en augmentant,
cependant les degrés par lefquels elle augmente vont
en diminuant. I en eft de méme des degrés par lef-
quels le mouvement du navire arrive A Puniformité -
Faction du vent fur les voiles diminue & mefure que
le navire acquiert du mouvement , parce quil

Bia
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échappe d’autant plus & cette aétion, qu'il a plus de

vitefle.

210. Les principes néceffaires pour déterminer les
circonftances de ces mouvemens, fe déduifent facile-
ment de ce que nous avons dit fur les mouvemens
uniformes & fur les mouvemens uniformément ac-
célérés : voici comment on y parvient. 1°. De quel-
que maniére que le mouvement foit vari¢, fi on le
confidére par rapport & des inftans infiniment petits
on peut fuppofer que la vitefle ne change point pen-
dant la durée de cet inftant. Or lorfque la vitefle eft
uniforme , elle a pour expreffion 'efpace déerit pen-
dant un temps quelconque ¢, divifé par ce méme
temps £ Donc lorfqu'elle ne fera uniforme que pen-
dant un inftant, elle doit avoir pour expreflion ,
Pefpace infiniment petit décrit pendant cet inftant ,
divif¢ par cet inftant. Donc fi ¢ repréfente Pefpace
décrit, dun mouvement variable, pendant le temps
quelconque 7, de repréfentera ce qui eft décrit uni-
formément pendant linftant 47 ; on aura donc

de . 3
=7, ou de == udt, premitre équation fondamen=

tale des mouvemens variés.

211. 2° Léquation x = pr, trouvée (197),
& qui exprime le rapport des vitefles aux temps,
dans les mouvemens uniformément accélérés, donne
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I

i ;] A - ’! {4
p = -. Cleft-a-dire, que quand la force accéléra-

trice, ou plutot la quantité p par laquelle on la me-
fure (201 eft conftante, elle a pour exprefion la
vitefle z qu’elle engendre pendant un certain temps ¢,
divifée par ce temps «. Donc fi cette force accéléra-
trice p agit differemment d’un inftant a Pautre ; c’eft-3-
dire, fi elle n’eft conftante que pendant un inftant,
elle doit avoir pour expreflion la vitefle qu'elle en-
gendre pendant cet inftant, divifée par cet inftant;
ceft-a-dire,, qu’elle doit avoir pour expreffion I'ac-
croiffement de la vitefle, divifé par P'accroiffement

d u

da

du temps; on aura donc p = ou du = pdt,

de?

Jeconde c’qttatio.rz fondamentale des mouvemens variés,

212, Dans Péquation z = pr, nous avons en-
tendu (197) par p, la viteffe que la force accéléra-
trice engendreroit dans le mobile pendant un temps
dcterminé (comme d’une feconde), par une aion
continuée & toujours égale, Dans I'équation du = pde,
on doit entendre la méme chofe. Mais 1l faut ob-
ferver que la force accélératrice étant fuppofée va-
riable , la quantité p qui repréfente la vitefle quelle
feroit capable d’engendrer fi elle agiffoit comme force
accélératrice conftante pendant une feconde, cette
quantit¢ p eft différente pour tous les inftans du
mouvement, En effet, on concoit aifément que lorf-
que la force accélératrice devient plus petite, la

R 3
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vitefle qu’elle feroit capable d’engendrer dans une
feconde, par fon adtion aQuelle répérée également
pendant chaque inftant de cette feconde, doit étre
plus petite, & wvice verfd,

213. Les deux équations de =udt, du= pdt,
peuvent en fournir une troifieme que 'on emploic

encore avec avantage : la voici :

’ . . d
De Iéquation de==ud¢, ontire d¢ = TC; fubf-

tituant cette valeur dans ’équation du = pdt, on
Pal,

a, teute rédudtion faite, pde == udu,

214. Remarquons, ﬁpl& dans le raifonnement par
lequel nous fommes parvenus a 'équation du = pd¢
(211), nous avons regardé la vitefle comme croif-
fante. Si elle alloit en diminuant, il faudroit (21),
au lien de du, mettre — du; enforte que les deux
équations du == pdt, & pde = udu, doivent étre
écrites ainfi, & du = pd:, & pde = == udu,le
figne fupérieur étant pour le mouvement accélcré,

& le figne inférieur, pour le mouvement retardé.

215. Il y a une quatricme équation quon peut
déduire des deux équations fondamentales , & quil
ne faut pas omettre: la voici,

ok d
L'équation de = udt, donne z = >=; done
1 2 de
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de . ’
du—=4d (a:)- Subftituant cette valeur dans I'équa~

tion pdt = == du, on a pdt = d(:—t

Si Pon fuppofe (comme on en eft bien le maitre )

p dd
que d: foit conftant, ona pdz = St d—:, ou pd:®
= —+ dde.

Mais il faut bien fe fouvenir que équation pd*
= == dde fuppofe dr conftant. Lorfqu’on fait de

variable . on emploie 'équation pdt===d i Y
? ]. q P dt

Nous aurons plus d’une occafion d’appliquer utile-
ment ces formules. Mais ne perdons pas de vue que
la quantité p qu’elles renferment , repréfente, pour
chaque inftant , la vitefle que la force accélératrice
feroit capable de faire naitre dans le mobile, dans
un intervalle de temps connu, comme d'une {cconde ,
fi pendant cette feconde elle agiffoit comme force
accélératrice conflante ; enforte que, comme cette
quantité p mefure pour chaque inflant Peffet dont
la force accélératrice eft capable, nous lui donne-
rons, pour abréger, le nom de force accclératrice.

De PEquilibre entre des forces direclement
oppofees.

»16. Nous venons de confidérer le mouvement
que doit avoir un corps foumis & 'attion d’une force

R 4
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qui agit fur lui, toujours fuivant une méme direc-
tion. Mais nous n'avons pas encore fait mention de
la maniere dont le mouvement pafle dans le mo-
bile. Ceeft un objet qu’il n’eft pas moins important
d’examiner ; mais comme les lois de la communica-
tion du mouvement, dépendent de celles de Péqui-
libre , ainfi que nous le verrons par la fuite, il faut
commencer par nous occuper de celles-ci. Il pleft
queftion, pour le préfent, que de Péquilibre entre
des forces directement oppofées.

Nous repréfenterons les forces, ainfi que nous
Tavons déja dit, par les effets qulelles font capables
de produire ; ceft-d-dire, chacune, par la quantité de
mouvement d'une maffe déterminée. Mais pour ne
point embrafler trop d’cbjets 4 la fois, nous confi-
dérerons ces maffes comme réduites chacune 3 un
feul point auquel, par la penfée, nous attribuerons
1a méme quantité de matiére qu'au corps dont il tien-
dra lieu. Nous verrons par la fuite quil y a, en
en effet, dans tous les corps, un point par lequel
le mouvement fe tranfmet, comme fi toute la maffe
y étoit concentrée. Au furplus, nous confidérerons
les corps (jufqu’a ce que nous avertiffions du con-
traire) comme compofés de parties abfolument dures
& liées les unes aux autres de maniére i ne pou-
voir changer leurs fituations refpetives, par Fadtion
d’aucune force,
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217. Cela pofé, concevons ( fig. 54) deux maffes
M & m; la premicre, mue de 4 vers C avec une
vitefle #; la feconde , mue de C vers 4, avec une
vitefle z; lorfque ces deux mafles viendront i fe
rencontrer , elles fe feront équilibre fi la quantité de
mouvement de M, eft égale a la quantité de mou-
vement de m; ceft-a-dire (189), i MV = mu.

En effet, il eft d’abord évident que fi M eft égal
a m, & quen méme temps les deux vitefles # &
foient égales, il y aura équilibre ; car alors la méme
raifon que I'on donneroit pour prouver que M doit
Pemporter fur 7, prouveroit aufli que  doit 'empor-
ter fur M , puifque tout eft égal de part & d’autre.

218. Suppofons préfentement que M eft double
de m; mais quen méme temps z eft double de 77;
que, par exemple, M parcoure un pied par feconde,
& m deux pieds par feconde. 1l eft clair que je puis
confidérer M comme compofé de deux mafles égales
a m; & qua linflant du choc je puis me repréfenter
le corps m comme animé d’une vitefle d’un pied par
feconde, 2 laquelle on zjoute dans le méme inftant
une autre vitefle d’un pied par feconde. Alors je puis
me repréfenter que dans le choc, la maffe 7 con-
fume une de fes vitefles contre une pareille poriion
de la maffe M; & fon autre vitefle contre la por-
tion égale & reftante de la mafle M.




266 CHoOSDERES

Maintenant , fi au lieu de fuppofer les maffes A1
& m, dans le rapport de 2 a 1, & au contraire
leurs vitefles dans le rapport de 1 & 2, on les fup-

’ P
pofoit dans tout autre rapport , on voit qu'on pour=
roit toujours fuppofer la plus grande maffe décom-
pofée en un certain nombre de maffes égales a la
plus petite, dont chacune détruit dans la plus petite
une vitefle égale A la fienne, enforte qu’on peut éra-

=) ¥ | I

blir comme général, le principe fuivant,

PRINCIPE FONDAMENTAL. Deux corps qui agiffent
Uun fur Lautre , fuvant des lignes direifement oppofées ,
Je font équilibre, lorfque leurs quantités de mouvement
Jont égales ; Ceft-a-dire , lorfque le produit de la
mafle de I'un, par la vitefle avec laquelle il tend
a fe mouvoir, eft égal au produit de la mafle de
lautre , par la vitefle avec laquelle il tend auffi a fe
mouvoir.

Cette propofition a lieu généralement , foit qu’il
sagiffe de deux corps qui marchent librement au-
devant 'un de l'autre, foit qu’il foit queftion de deux
corps qui fe pouflent a l'aide d'une ligne Mm infle-
xible & fans maffe, foit enfin qulils fe tirent en fens
contraires, a I'aide d’'un fil inextenfible Mm. Et re-
ciproquement fi deux corps fe font équilibre, on
doit conclure que leurs mouvemens font direGtement
oppofés,, & que leurs quantités de mouvement font
égales,
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219. Donc fi trois, ou un plus grand nombre de
corps M, m, m' &c. (fig- 33, qui fe meuvent ou
tendent A fe mouvoir {ur une méme ligne, avec des
vitefles /, u, «' {e font équilibre, il faut que la fomme
des quantités de mouvemens de ceux qui agiffent dans
un fens, foit égale & la fomme des quantités de mou-

vemens de ceux qui agiffent en fens contraire.

Car s'ils {e font équilibre, on peut toujours fuppofer que
M & m allant du méme fens, m détruit une partic du mou-
vement de m', & que M dérruit lantre. Or fi I'on nomme x
la viteffe que ' perd par l'a&ion de m, on aura m' x pour la
quantité de mouvement qu'il perd par certe méme adtion ;
on aura donc mu= m'x: le corps M naura donc plus a
détruise dans m', que la quantité de mouvement reftante ;
favoir, m'u' — m'x ; on auradone MV = m! v/ — m' x ; ou,
acanfe quem’ x=mu, on aura MV = m'v' — mu; ceft-a-

dire, MV +mu—=m'u/.

Du Mouvement compofe.

220. Nous fuppoferons encore que les maffes aux-
quelles feront appliquées les forces dont nous allons
parler, font concentrées en un point.

On appelle mouvement compofé, celui que prend un
corps follicité en méme temps par plufieurs forces
qui ont telles dire&tions qu'on voudra.

Si un corps M mu fuivant la ligne droite 4B
( fig. 56) regoit , lorfqu’il eft arrivé au point M, une
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impulfion fuivant une ligne M D perpendiculaire 3
la ligne A4 B ; cette impulfion ne peut produire d'autre
effet que de I'écarter de la ligne 4B ; elle ne peut ni
augmenter ni diminuer la vitefle quil avoit pour §'é-

loigner de CD perpendiculairement A cette ligne.

En effet, la direGion CD érant perpendiculaire a 4B,
il n’y aaucune raifon pour que la force qui agit fuivant CD,
produife un effer plutdt a la droite qua la gauche de cette
ligne ; & comme elle ne peut en produire des deux corés
a la fois, elle n'en produira donc ni de I'un ni de Pautre.

Le raifonnement eft le méme, fi I'on fuppofe que le corps
M etant mu furvant €D, vient 2 étre frappé fuivant M B ;
cette derniére force n'ajoutera ni n'Otera rien 4 la virefle
avec laquelle le corps M tendoit & s’éloigner de M B,

221, PRINCIPE FONDAMENTAL. Si deux forces P
& Q (fig. 57) dont les direclions font un angle droi,
agiffent au méme inflant fur un mobile M ; que la force Q
Joit telley que par fon adion inflantanée fur le mobile
elle puiffe feule lui faire parcourir MB dans un temps
déterminé comme d'une feconde; & la force P telle qu’elle
puiffe feule lui faire parcourir MD dans le méme temps ;
Je dis que par Paftion compofée de ces deux forces , le
mobile M decrira , dans le méme temps , la dicgonale ME
du parallélogramme DMBE qui a pour céés ces mémes
lignes MB, MD.

Puifque les deux forces agiffent au méme inftant
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fur le mobile, on peut fuppofer qu’il étoit en mouve-
ment fur la ligne D, & quau moment ol il arrive
au point M, la force Q perpendiculaire 3 P.D vient
a agir fur lui; or felon ce qui vient d’étre dit (220),
cette force Q) ne peut ni augmenter ni rallentir la vi-
tefle qu'il avoit pour s’¢loigner de Q B ; donc fi par
le point D on tire DE paralitle 8 MB, il faudra
quau bout d’une feconde il fe trouve fur quelque
point de la ligne D E dont tous les points font éloi-
gneés de Q B, d'une quantité égale & M D.

Or le méme raifonnement que nous faifons pour la
force P a égard de la force Q, sapplique mot 2
mot a la force Q par rapport a la force P ; donc fi
par le point B on tire B E parallele 3 PD, le corps
doit, au bout d’une feconde, fe trouver fur quelque
point de B E. Mais il n’y a que le point E qui foit
tout a la fois fur DE & fur BE; donc le mobile,
au bout d’une feconde, fera en £,

Il eft dailleurs ¢vident (181), que quelque route
que le mobile prenne par I'action inftantanée des deux
forces, elle doit &tre une ligne droite; puifque dés
qu'elles ont agi, le mobile eft abandonné & lui-méme;
donc puifque cette route doit pafler par M & pur
E; elle doit étre ME, ceft-3-dire, la diagonale du
parallélogramme D MBE,

Ajoutons que le mobile décrit M £ d'un mouvement
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uniforme, puifquimmédiatement apres I'aétion com-
pofée des deux forces , il eft abandonné a lui-

méme (181).

222. Puifque les deux forces P & Q agifflant con-
jointement fur le mobile, n'ont d’autre effet que de
Jui faire décrire la diagonale ME ; concluons donc
1°. qua deux forces dont les diretions font un
angle droit, on peut toujours en {ubftituer une feule,
pourvu que celle-ci puiffe faire parcourir au mobile,
la diagonale d’un perallélogramme retangle, dont les
cOtés feroient décrits dans le méme temps chacun
{éparément par laction de la force dont il eft la
direction.

La force unique ME qui réfulte de 'altion des
deux forces MB, M D, sappelle la réfultante de ces
deux forces.

Comme les lignes MB, MD, repréfentent les
effets dont les forces Q & P font capables {épare-
ment , & ME celles dont elles font capables con-
jointement , on peut regarder MB , MD, ME

comme reprefentant ces torces ellessmémes.

2°. On pourra donc, aufli, confidérer une force
unique quelconque ME, comme ¢tant le réfultat de
deux autres forces MB, M D, dont les direflions
ferolent entre elles un angle droit , pourvu que celle-la
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étant repréfentée par la diagonale ME, ces deux-ci
le foient par les cotés MB, MD d’'un meéme paral-
lélogramme reftangle. On pourra donc a la force
unique M E , fubflituer les deux forces M B & M D;
puifquen effet ces deux forces ne produiroient que
ME,

223. En général, quelque angle que faffint entre
elles les direclions des deux forces P & Q (fig. §8 & 59)
qui agiffent en méme temps fur un mobile M ce mobile
décrira la diagonale ME du parallélogramme DMBE,
dout les corés marquent fur les direclions de ces forces
les effers done elles font capables féparément : & il dé-
erira cette diagonale , dans le méme temps que par Uaclion
de Lune quelconque de ces deux forces, il eut decrie le

cote qui rcpr{/itzzz cette dernidre force.

En effet, concevons que par le point M, on méne
F M H perpendiculaire a la diagonale ME; & que
par les points D & B on méne les lignes DF, BH
paralleles , & les lignes DG, BI perpendiculaires &
cette méme diagonale. Au lieu de la force P repre-
fentée par M D diagonale du parallé¢logramme rec-
tangle FMG D, on peut (z22) prendre les deux
forces MF & MG. Par la méme raifon, on peut,
au lieu de la force Q repréfentée par la diagonale
M B du parallélogramme reftangle M HBI , prendre
les deux forces M H & MI. On peut donc, aux deux
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forces P & Q, fubftituer les quatre forces MF, MG,
MH, MI; & celles-ci ne peuvent manquer d’avoir
la méme réfultante que ces deux-1a. Or de ces quatre
forces, les deux MH, MF, ne contribuent en rien
a la refultante , parce qulelles agiffent fuivant des
direftions oppolées, & qu’elles font égales. En effet,
il eft axfé de voir que les deux triangles DGM, EI B
font égaux, par la nature du parallélogramme ; donc
DG = Bi; donc aufli MF = MH.

Quant aux deux forces MI, MG, comme elles
font dingées {uivant une méme ligne , Peffet qui en
réfulte doit étre l]a fomme des deux effets MG, M1
(fig. 38, parce que ces forces agiffent dans le méme
fens; & doit étre leur différence ( fig. 39 ), parce
qu’elles agiffent en fens contraires. Mais puifque le
triangle £ I B eft égal au triangle DG M; on a ( fig. 58)
MI+ MG=MI+EI=ME;& (ﬁg 5_9) MI
— MG = MI — EI = ME; donc les quatre
forces MF, MH, MG, M1, & par conféquent les
deux forces MD, MB, n’ont dautre effet que la
force ME repréfentée par la diagonale du parallé-
logramme D M BE , dont les deux cotés MB, MD
repréfentent les deux forces Q & P.

224. Nous avons, dans ce qui précede , reprefenté
les deux forces P & Q (fig. 57,38 & 39 ) par les
lignes MD , MB quelles feroient capables de faire
décrire
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décrire dans un méme temps, au mobile M, c’eft-3-
dire, par les vitefles qu'elles peuvent lui communi=
quer; quoique, felon ce que nous avons dit (189),
la mefure véritable des forces, doit étre la quantité
de mouvement qu'elles font capables de produire,
Mais comme les quantités de mouvement (190) font
dans le rapport des vitefles, quand la maffe eft ia
méme , ainfi que dans le cas préfent, on peut tou-
jours prendre , comme nous Pavons fait 5 les vitefies

MD, MB, pour repréfenter ces deux forces,

. Mais fi au lieu d’avoir immédiatement les vitefles
que les deux forces P & Q peuvent engendrer dans
le mobile M, on avoit les quantités de mouvement
quelles peuvent produire dans des mafles connues .
alors on prendroit MD & MB, dans le rapport
de ces quantités de mouvement. Par exemple, fi je
ne connoiffois les forces P & Q> que par ce carac-
tcre; que la force P eft copable d'engendrer une vi-
tefle connue «, dans une maffe connue 7; & que
la force Q eft capable d'engendrer une viteffe connue
%', dans une maffe connue m’, alors je prendrois M D
:MB i mu: m'd. Car, felon ce que nous venons
de voir, il faut prendre MD : MB dans le rapport
des vitefles que ces deux forces peuvent imprimer au
mobile M; or la premicre étant capable d’engendrer
la quantit¢é de mouvement mu, eft capable de donner

Marine, Mécan, I, Partie, S
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au mobile M la vitefle =7 (189 ) ; par la méme rai-
fon , lafeconde, ou la force Q eft capable de donner

au mobile M, la vitefle = ”1 ; 1l faudroit donc prendre

m u m'u' e mu m'u!

MD : MB it~y ¢ 3ps mals 55 1 o5p 40 muid
m'u' ; donc il fdut, en effet, faire MD : MB dans

le rapport des quantités de mouvement qui mefurent
les forces P & Q.

Cette réflexion eft utile pour comparer les effets de
différentes forces appliquées a différens mobiles.

La propofition générale que nous venons de dé-
montrer (223 ), eft C’une tres-grande utilité ; prefque
tout ce que nous dirons par la fuite , n'en fera qu'une
application.

225. On voit donc qu’il eft abfolument indifférent
de regarder un corps comme follicité par Paction
combinée des deux forces MB, M D ( fig. 38 & 39),
qui font entre elles tel angle qu'on voudra, ou de
le regarder comme follicité par 'attion unique de la

force repréfentée par la diagonale ME,

Et réciproquement , il revient abfolument au

A ' I | L]
méme, de confidérer un corps comme foliiate par

une force unique M £, ou de le confidérer comme
follicité en méme temps par deux forces qui {erolent

repréfentées par les cotés dun parallélogramme,
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dont celle-la feroit la diagonale, Par exemple, qu'un
corps parvienne de M en E , par un mouvement
uniforme , en une feconde de temps ; ou bien
qulil fe meuve fur la ligne MB, de maniére i la
parcourir dans une feconde de temps, & qu’en
meéme temps cette ligne {oit tranfportée parallcle-
ment A elle-méme le long de M D, & quelle par-
coure M D aufli dans une feconde, le corps dans
ce fecond mouvement fe trouvera, ¢galement , ne

décrire autre chofe que la ligne ME,

226. Les deux forces MB, MD fe recontrint
au point M, font néceflairement dans un méme
plan (Géom. 174 ). Puis donc quelles ont pour
réfultante la diagonale M E, qui eft dans le plan
du paral'élogramme, on peut dire généralement , que
deux forces qui fe rencontrent , Jfont towjours dans un

méme plan avec leur réfultante,

De la Compoﬁriorz & de la Décompaﬁa'ozz

des forces.

227. Non -feulement on peut, par le principe
que nous venons dexpofer, réduire & une feule,
deux forces qui concourent; & décompofer une force
en deux autres ; mais on peut , en général , réduire
a une feu'e force, tant dautres forces que lon
voudra, lorfqu'elles font dans un méme plan, ou

Sia
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quelles fe rencontrent toutes en un méme point.
Et réciproquement , on peut décompofer une ou
plufieurs forces, en tel autre nombre de forces que

Pon voudra,

228. Mais avant de faire voir comment on y
parvient , il faut obferver que lorfqu’une force P
(fig. Go) agit fur un corps, foit pour le pouffer,
foit pour le tirer, il importe peua quel point de
la dire@tion de cette force, on fuppofe que fon
attion foit appliquee.

Par exemple, c'eft la méme chofe, que la force P tire
le corps- C par le point P i laide d'une verge inflexible &
fans maffe, ou dun fil inextenfible & fans maffe; c'eft Ia
méme chofe , dis-je, quelle le tire par le point P, ouqu'elle
le tire par le point A4, ou parle point B, ou par le point C,
ou gu'elle le poufle par tout autre point D li¢ avec ce corps.
Tant que fon aftion s'exercera fuivant la méme dire&tion,
elle aura toujours le méme effct. La diftance ne peut influer
quautant que Pa&ion de la puiffance fe tranfmettroit a 'ide
de quelque inftrument , comme lévier ou corde, dont la
mafle partageroit 'ation de la puiflance ; ce que nous ex-

cluons ici.

Ainfi , fi deux forces P & Q (fig. 61) dirigées
dans un méme plan, fuivant les lignes 4Q, BP
tirent ou pouflent un corps par les deux points A
S B; ce corps n'eft pas autrement follicité qu’il le
feroit, files deux forces le tiroient toutes deux par
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leur point de concours I, en reftant toujours diri-
2 >
gees de la méme manicre.

Cela pofé, venons & la compofition & 2 la dé-
compofition des forces.

229. Suppofons (fig. 62) quatre forces P, Q. R, S
dirigées fuivant les lignes OP, 4 Q, BR, TS toutes
dans un méme plan, Prolongeons dabord , par la
penfée, la dire@ion P O , jufqu’a ce qu'elle rencontre
AQ, au point 4: & fuppofant que 4D, AE
font les efpaces que les deux forces P & Q pour-
roient refpeftivement faire décrire 2 un méme mo-
bile, dans un temps déterminé , comme d’une feconde;
fi Pon forme le parallélogramme 4E1D , la dia-
gonale A I, repréfentera (223) leffort réfultant des
deux forces P & Q , & pourra par conféquent tenir
lieu de ces deux forces.

Concevons maintenant , que 41 prolongé ren-
contre en B la direttion BR de la force R; &
ayant pris B M égale & A I, fil'on prend B F pour
Pefpace que la force R eft capable de faire décrire
en une feconde, au méme mobile que ci-deflus;
alors fuppofant la force 41 appliquée en B ; puifque
cette force eft repréfentée par BM = 41, de fon
concours d’aftion avec la force R, il réfultera une
force unique repréfentée par la diagonale BG du
parallclogramme BMG F: cette force tiendra dong

S3
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lieu de la force R & de la force 4 1; ceft-a-dire,
tiendra lieu des trois forces R, Q & P.

Enfin concevons que BG prolongée, rencontre
en C, la direftion TS de la force §-, & faifons
CK = B G ; fuppofons que CH repréfente Pefpace
que la force § peut faire déerire dans une feconde, au
méme mobile que ci-deffus ; alors concevant la force
BG , appliquée en C fuivant CG , & repréfentée par
CK ; du concours de cette force avec la force S, il
réfultera un effort unique repréfenté par la diago-
nale CN du parali¢logramme CH NK. Cette force
tiendra donc lieu de la force § & de la force CK
ou BG ; elle tiendra donc lien des quatre forces
P, Q, R, S: elle eft donc la réfultante de ces
quare forces.

On voit donc par-la quon peut toujours, &
comment on peut réduire & une feule force, tant
de forces que l'on voudra, lorfqu'elles font diri-

gees dans un méme plan,

230, Cet exemple fait voir en méme temps , com-
ment on peut . a une fcule force, en fubftituer tant
d’autres que I'on voudra; & quelles conditions ces

autres doivent avoir,
Par exemple (fiz. 62) au lieu de la force unique BG,

on peur, en formant un parallé¢logramme quelconque BFGM,
dont BG foit la diagonale, prendre deux forces repréfentees
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par BF & B M. Et comme on peut fuppofer chacune de
ces deux forces appliquées a tel point de leur diretion que
I’on voudra, on peut tranfporter BM en A1, le point A
étant i telle diftance qu'on voudra de B, & former fur 4 I
un autre parallélogramme quelconque AEID ; alors on
p:ut fubflituer 2 la force 41, deux forces repréfentées par
AE & AD; enforte qua la force unique B G, on aura
fubftitué les trois forces BF, AE, AD, qui produiront le
méme effet que celle-la.

23 1. Remarquons que puifqu’il n’y a d’autre condi-
tion pour déterminer les forces 4 D, 4 E , finon
qu'elles foient exprimées par les cOtés 4D, AE
du parallélogramme 4 DI E dont A1 feroit la dia-
gonale , ce qui peut avoir lieu d’une infinité de
maniéres, foit que le parallclogramme 4 D IE foit
dans le plan du parallclogramme FBMG , ou quil
foit dans tout autre p'an; on peut décompofer une
force quelconque B G, en tant d’autres quon vou-

dra , & qui foient dans tels plans qu’on voudra.

Nous verrons par la fuite P'ufage de ces compo-
fitions & décompofitions de forces.

232. On voit, par 'exemple de décompofition
que nous venons de donner, quwon peut aflujettir,
fi on le veut, quelquesunes des forces a pafler par

’ I I
certains points donnés , & méme 4 étre d’une gran-
deur déterminée; a étre paralltles  certaines lignes

S 4
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données; en un mot, a fatisfaire a certaines condi-
tions données.

Par exemple, fi I'on avoit une force repréfentée par la
ligne 4 B (fig. 63), & qu'on voulir fubftitnera cette force,
deux autres, dont l'une paflit par un point donné O, fit
paralléle a une ligne donnée de pofiion § 7, & fir en méme
temps d'une certaine grandear § K ; ceft-a-dire , telle quelle
pur faire décrire S K aun mobile , dans le méme temps que
la force repréfentée par A B, feroit décrire au méme mobile
la ligne 4 B ; voici comment on fatisfercit a cette queftion,
d’aprés les principes précédens,

Par le point O , on meneroit OV parallele 4 ST, & qui
rencontreroit .4 B en quelque point 7, On prendroit VR=8K,
& V' Q= AB ; alors menant R}, on Ini meneroit par le
point ¥, la paralléle ¥ &, que l'on termineroit en H, par
la ligne Q H parallelea P’ R; V'R feroit la force demandée,
& V H feroit celle qui, conjointement avec ¥ R, tiendroit
lien de ¥ Q ou de A B.

La folurion que nous donnons ne cefle d'avoir lien que
lorfque la ligne ST eft paraliélea 4 B ; mais on verra dans
peu, ce quil y a a faire dans ce cas.

233. Remarquons que puifque les deux forces
compofant P & Q (fig. 38 & 39) étant repré-
fentées par les deux cotés MD, MB du parallé-
logramme D M B E , leur réfultante doit néceflaire-
ment &tre repréfentée par la diagonale M E du
méme parallélogramme, on a, en nommant R cette
pelnltante , P2 RIGMD : MES & QiR - MBy3
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ME,Jcft-a-dire, P: Q:R:: MD: MB: ME,
ou (dacaufeque MD=BE):: BE: MB: ME,
or dans le triangle MBE , on a ( Géom, 299)
BE:MB:ME:: fin. BME : fin. BEM:fin. MBE ;
ou a caufe des parallcles BE & M D qui donnent
Pangle BEM=DME , & Vangle MBE fupplé-
ment de BM D, & par conféquent ( Géom. 275 )
Jin. MBE — fin.BMD , on a BE: MB : ME
:: fin. BME : fin. DME : fin. BMD ; donc
P QiR fin BME <oy, BME: ffn.BMD:;
olt on voit que fi 'on fuppofe la force P expri-
mée par fin. B ME , la force Q le fera par fin. DM E ;
la force R le ferapar fin. BM D ; Ceft-a-dire, que
deux forces compofantes & Lur réfultante , peuvent tou=
Jours étre repréfentées , chacune , par L finus de langle

compris entre les directions des deux autres,

Ainfi, on peut employer indifféremment pour
repréfenter les forces , ou des lignes prifes fur leurs
diretions , ou les finus des angles compris entre
leurs diretions , pourvu qu'on prenne pour cha-
cune, le finus de I'angle compris entre les direltions

des deux autres.

Cette dernicre maniere d’exprimer les forces, a
aufli fes avantages particuliers, comme nous le
verrons par la fuite.

234. Si du point M comme centre (fig. 64 & 65),
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& d'un rayon quelconque ME’ on décrit Parc de
cercle HE'G qui rencontre en &G & H les direc-
tions, prolongées , des forces P & Q; & que du
point E' on méne E'F, E'I perpendiculaires fur
MD, MB; & du point H, HL perpendiculaire
fur MD. 1l eft facile de voir que E'F, E'I, HL,
font refpettivement les finus des angles D ME
BME & BMD ; on a:donc P: Q: R:CE'T:
E'F-HL,

235. Concevons maintenant que les direftions des
deux forces P & Q {(fa 66 & 67), paffant conf-
tamment par deux points fizes K & N, leur point
de concours M s’éloigne de plus en plus; il eft vi-
fible que les finus des angles BME, DME &
B M D diminueront de plus en plus (*); que par
confequent ils approcheront, de plus en plus, de
{e confondre avec les arcs E'H, E'G , G H; donc
fi le point M s¢loigne & l'infin1, E'F, E'] & HL
fe trouvent tous appliqués fur l'arc G H qui devient
une ligne droite perpendiculaire aux deux lignes
MK & MN, qui pour lors font parallcles entre
elles & 4 la ligne ME; & puilqu'on a toujours
P:Q:R::EI:EF: HL; HL devenant alors
égaled E'I+E'F (fi3.66)& =E'l —E'F(fig. 67),

(*) Il faut {e rappeler (Géom, l obtus , eft le méme que celu
275 ) que le finus d’un angle | de fon fupplément.
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il s’enfuit que lorfque deux forces P & Q (fig. 68 & 69)
ont des diretions paralldles , 1°. leur réfultante leur efl
parallele, 2°. Que [i on tire une ligne F 1 perpendiculaire
d ces direilions , chacune de ces forces eft reprifentée par
la partie de cette perpendiculaire , comprife entre les
directions des deux autres. 3°. La réfultante eft ¢gale a
la fomme des deux compofantes , lorfque celles-ct agiffent
dans un méme fens; & égale a lewr différence , lorf=

qu'elles ag ﬂzm‘ en [ens contratres,

236. Puifque on a (fiz. 68 & @) P20
RETFE: Bl pnadenc P i Q7 EI:FE
&P : R:EI : FI, ceft-a-dire, que, des deux
compoﬁmres pdrl[l’f,[-‘j, & leur réfultante, deux quel-
Cﬁﬁ'qﬂt’s 3 ﬁ)ﬂf IOH]()!H‘S ertre e/l:.'.f rdClPquHe”lL’n! coinme
les deux perpendiculaires menees [ur leur direition, d’un

méme point pris fur la direclion de la rro{[z‘éme.

237. Si Pon tire arbitrairement la ligne 4B C,
on aura (Géom. 102) BC: AB: AC .. EI
FE :FI On aura doncaufiP: Q: R:: BC;
AB: AC; Ceft-d-dire, qulen général, ff fon coupe
les direltions de deux forces paralléles , & de leur réful-
tante y par une ligne droite menee comme on le voudra ,
chacune de ces forces peut toujours éire reprefentée par
la partie de certe droite, comprife entre les diretions des

diux autres.,

238. De-la il eft aifé de conclure comment on
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doit s’y prendre pour trouver la réfultante de plu-
fieurs forces paralleles; & réciproquement, pour
fubftituer a une force quelconque, tant d’autres
forces paralleles que 'on voudra.

Par exemple, sagit-il de réduire & une feule, les deux
forces P & Q (fig. 68 ) qui agiflcnt dans le méme fens.
Je mene la ligne quelconque 4 B C: la réfulante R doit
étre égale a P4 Q (235 ): il ne sagit donc que de trouver
le point B, par ol elle doit paffer. Or (237) on a
PIR::BC: AC;Cefta-dire, P: P4 Q::BC: AC;
il faudra donc prendre entre les deux points 4 & C, un
point B tel que I'on ait BC:.'}-;;_F‘—{;.

Si les deux forces agiffent en fens contraires ( fig. 69),
la réfultante fera égale a leur différence (235), c'eft-a-dire,
fera P —Q, ou Q —P. Suppofons P plus grand que Q.
Ayant tiré arbitrairement la ligne 4 C, il faudra la prolonger
au-dela de A par rapporta € d'une quantité A B, telle que
Tonait P: R::BC: AC(237),0uP: P=Q::BC: AC;
PxAcC
P—9°

ceft-a-dire, qu'il faudra prendre B C =

Si Q étoit plus grand que P, le point B feroit fur le
prolongement de 4 C, au-dela de C par rapport 3 4.

239. Si 'on avoit une troifiéme force K (fig. 70 ; alors,
aprés avolr trouvé la réfultante R des denx forces P & Q,
on chercheroit la réfultante S des deux forces R & K,
comme s'il n'y avoit eu que ces deux-ci; c’eft-a-dire , pré-
cifément comme on vient de l'enfeigner dans larticle pré-
ceédent,
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240. Donc réciproquement , fi P'on vouloit dé-
compofer une force quelconque R, en deux autres
qui lui fuffent paralleles (fig. 68 & 6p).

On prendroit arbitrairement une ligne P F paralléle 2 Ia
dire&tion de la force R; & ayant pris cetie ligne pour la
direftion de I'une des compofantes, on prendra arbitrairement
pour la valeur de cette compofante , une quantité quelconque
P plus petite que R, fi Ion vent que les deux compofantes
agiffent de part & d'autre de la force R ; alors la feconde
compofante , que j'appelle Q, doit étre égale 3 R —P;
& pour avoir fa pofition, il ne s'agit plus que de mener
la ligne quelconque CB A, & de prendre fur le prolonge-
ment de 4B, la partie BC telle que I'on ait QP
AB [ CB; fi par le point € on méne Q C paraliéle a
RB, ce fera la dire@ion de la force Q.

Mais fi I'on veut que les denx compofantes {oient d’un
méme cOté, auquel cas elles doivent agir en fens contraires ;
alors on peur prendre pour P, une quantité quelconque ,
plus petite ou plus grande que R, & ayant pris une ligne
PF paralléle 3 RB, pour la dire®ion de P, on prendra
fur la ligne quelconque B AC, le point C de maniére que
lonaitP— RouR — P:R:: AB: AC: le point C fera
celui par ot doit paffer la force Q paralléle 2 la force don-
née R: & ce point C fera au-deld de 4 par rapport a B,
fi P eft plus grand que R ; au contraire, fi P cft plus petit
que R, il fera entre 4 & B.

241. Ce que nous difons ici de la force R, 3 Pégard de
fes compofantes P & Q, pouvant évidemment sappliquer 4
chacune de ces deux-ci ; on voit donc comment on peut
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fubftituer 3 une force quelconque, tant d'autres forces que
lon voudra, dont les direftions foient paralléles.

Des momens , & de leurs ufages pour la com-

pofition & la décompofition des forces.

242. Ce que nous venons de dire, fuffit pour
compofer & décompofer les forces, quelques direc-
tions & quelques valeurs qu'clles aient, au moins
quand elles agiffent dans un méme plan, Mais les
différentes fortes de mouvemens que nous aurons
confidérer, exigent des moyens plus fimples & plus
expéditifs pour déterminer la rétultante des forces &
fa direion : nous allons nous en occuper actuelle-

ment,

243. Si d'un point quelconque ¥ (fig. 71 & 72)
pris dans le plan d’un paraliélogramme quelconque ABCD,
on mene les lignes FE, FH, FG perpendiculaires fur les
cotés contigus AB, AD & la diagonale AC; la [omme
des produits de chague perpendiculaire, par le core fur lequel
elle tombe , fera égal au produit de la diagonale par la
perpendiculaire qui tombe fur elle , lorfque le point F
(fig. 71) ne fera ni dans Uangle BAD, nt dans fon
oppofé au fommet. Au contraire ( fig. 72), fi le point F
eff dans I'angle B A D, ou dans fon oppofé au fommet,
ce fera la différence des produits de chaque perpendiculaire

ar le cété [ur lequel elle tombe, qui fera égale au produit
P ? ¥ o i
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de la diagonale par la perpendiculaire qui tombe Sur cette

diagonale,

Prolongeons le coté B C jufqu’a ce quiil rencontre
en I, la perpendiculaire FH ; menons les lignes .4,
FB, FC, FD. Letriangle FAC ( fig. 71) et =FA4B
+ ABC A FBC=—=FAB + ADC4 FBC. Or,

. ) ACx FG
1o le trapgle K4 == 250 = e g triangle

FAB — ﬂ}_‘_” 3% e manéie ADCayant AD
pour bafe , & I'H pour hauteur, eft — #2x1H

2

2 BCx FI AD x FI
A" le triapple FRCe= 2 20X ; donc

2 z

ACx FG AB x FE AD x I H AD x FI
R AR e R BN MG ety

IH + F] = FH; donc, & en doublant tout, on
aACX FG= AB x FE 4+ AD x FH.

Dans la figure 72, le triangle F4C— ABC —
FAB — F

. ACx FG AD x I'H AB x FE BCx FI
ey tea XD AR XSS L

.
2 2 2 )

ou (en faifant attention que BC = AD, & que
IH — FI—=FH, & en doublant tout) ona AC
MG — " AD %X PH - ARV FE,

244. Puifque nous avons démontré ci-deflus, que
deux forces quelconques, & leur réfultante, peuvent
etre reprcfentées par les cotés & la diagonale d'un
paraliclogramme formé fur leurs dire@ions; con-

cluoas donc que fi P & Q (fig. 71 & 72) font deux
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forces repréfentées par les lignes 4 B, 4D, auquel
cas leur réfultante R fera reprifentée par 4C; con-
cluons , dis-je , que fi 'on prend hors de I'angle BAD
& de fon oppofé au fommet , un point quelconque F,
dans le plan de ces trois forces, on aura toujours R X
FG = Q x FH 4+ P X FE ; & que lorfque le
point F fera pris dans Pangle B4 D ou dans {on
oppofé au fommet, on aura toujours R X FG =
Q x FH— P X FE.

245. Le produit d’une force par la diftance de fa
dire@ion & un point fixe , eft ce quon appelle le
moment de cette force. Ainfi Q x FH, eft le mo-
ment de la force Q; R X FG, eft le moment de
la force R.

246. Comme les forces Seftiment (189) par la
quantit¢ de mouvement, Ceft-a-dire, par le produit
Fune maffe déterminée , multipliée par la vitefle
quelles font capables de communiquer a cette mafle ;
le moment d’une force quelconque , a donc pour va-
Jeur, le produit d'une mafle , par fa vitefle , & par la
diftance de fa diretion & un point fixe.

247. Si on congoit que les perpendiculaires FH,
FG, FE, folent des lignes inflexibles & fans mafles,
lides entre elles & fixées au point F de maniere ane
pouvoir que tourner autour de ce point; & que les
forces P, Q & leur réfultante R, foient appliquées
aux
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aux extrémités £, H, G; on voit que (fig 71)
ces trois forces tendent toutes A faire tourner le fyf-
teme dans un méme fens autour du point F; &
(fig. 72) les deux forces Q & R tendent 3 fuire
tourner le fyftéme dans un fens différent de celuj
felon lequel la force P tend A le faire tourner.

On peut donc dire que le moment de la réfiritante,
Pris par rapport a un point fixe quelcongue F eft toujours
¢gal ala fomme ou a la différence des momens des deux
compofantes , felon que celles-ci tendent 4 faire tourner
dans un méme fens 5 ou dans des [ens oppofés , autour
de ce point fixe.

248. De-1a, on peut conclure en général, que
quelque nombre de forces P, Q, S, T, &e. (fig. 73)
que U'on ait; quelgues grandeurs, & quelques diretions
qu’elles aient , pourvu guilelles [vient toutes dans un méme
plan ; le moment de la réfultante de toutes ces Sforces , pris

) * ’ .
par rappore a tel point ¥ qu’on voudra , pris dans ce plan ,
Jera toujours égal a la fomme des momens des forces qui
tendent a faire tourner dans un fens autour de ce point ,
moins la fomme des momens de celles qui tendent & faire

tourner en fens contraire.

En effet, fi I'on fuppofe que 7 foit la réfultante
des deux forces P & Q dirigées fuivant 4P & E Q;
Ycellede r&de § qui agit fuivant G§; & enfin R
cellede 7/ & de T, qui agit fuivant D T'; que l'on

Marine, Mécan, I, Partie, T
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fuppofe , de plus, que = foit le moment de r; m’

celui de 7. Alors en abaiffant les perpendiculaires F 4,
FE,FG, FD, FB fur les compofantes P, Q, S,
T & leur réfultante R; on aura 1°. m=P X AF +
QXEF. 2°’m' =m—SxFG.3°.RX FB=
m — T x F D; donc ajoutant ces trois équations,
& détruifant les quantités {emblables qui fe trouve-
ront dans chaque membre, onaura R X FB = P X
AF 4+ QXEF—S X FG—T x FD; oulon
voit que les momens des deux forces T & § qui
tendent 3 faire tourner de droite a gauche, font, en
en =ffet,, de figne contraire & ceux des forces P & Q,
qui tendent 2 faire tourner de gauche a droite,

2.49. Si le point F étoit fur la direftion méme de la
réfultante, le moment de cette force feroit alors zéro;
donc puifqu’il eft égal A la fomme des momens des
forces qui tendent a faire tourner dans un fens , moins
la fomme de celles qui tendent a faire tourner en fens
contraire , il faut en conclure que la différence de ces
deux fommes de momens pris par rapport 4 un point

quelconque de la réfultante , eft zéro.

Et réciproquement ¢ la fomme des momens de plu-

: iy ! .
fieurs forces qui tendent a faire tourner autour @’un point,
moins la_fomme des momens de celles qui tendent a faire
tourner en [ens contraire autour de ce méme point, eff zéro o

il faut en conclure que la réfultante paffe par ce point.
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290. Puifque ces propofitions font généralement
vraies , quelques angles que forment entre clies les
direttions des forces, elles le font donc aufli , lorfque

? i
les forces forment entre elles des angles infiniment
petits, ou, ce quirevient 2u méme, lorfque les di-

reltions des forces font paralleles entre elles.

251. De-la il eft aif¢ de déduire une méthode fort
fimple pour avoir la pofition & la grandeur de la ré-
fultante de tant de forces que I'on voudra , lorfqu’elles
agiflent toutes dans un méme plan.

Suppofons d’abord quelles font toutes paralléles
entre elles; & pour ne point compliquer inutilement
cette recherche, fuppofons qulil n’y ait que trois
forces; il fera facile d’en conclure ce quon doit faire
pour un plus grand nombre,

Soient donc trois forces connues P, Q, S (fig. 74),
dont les deux premiéres agiflent fuivant 4 2, BQ,
& la derniere agit fuivant C§, Ayant tiré arbitrai-
rement une ligne quelconque FA4 BC perpendicu-
laire aux dire&tions 4 P, BQ &c., on imaginera
que le point D eft celui par ol doit pafler la réful-
tante R. Alors ayant pris arbitrairement un point F'
fur FABC, on aura, fuivant ce qui précede, P x
AF 4+ Qx BF —8S X CF= R x DF; or les dif-
tances AF, FB, FC & les forces P, Q, § étant
connues , il feroit tres-facile de tirer de cette équation

T
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la valeur de la diftance D F a laquelle paffe la ré-
fultante , fi la valeur de cette réfultante R étoit con-
nue. Voyons donc quelle eft la valeur de cette ré-
fultante,

Prenons un autre point F' fur le prolongement de
AF; le méme principe nous donnera P X A F'
QxBF — S XCF =R x DF, Or fi de
cette feconde équation , on retranche la premi¢re,
& qu'on fafle attention que A F' — AF = FF,
BF — BF— FF,CF — CF= FF', DF' —
DF = FF', on aura P x FF 4+ Q X FF' —
S x FF' —= R x FF'; ceft-d-dire, en divifant tout
par FF'\y, P4+ Q — S =R.

Mais fi Pon fait attention au raifonnement que
nous venons de faire, il eft facile de voir qu’il ne
dépend nullement du nombre des forces; mais quil
eft applicable quel que foit le nombre de ces forces,
On doit conclure, en géncral, que la réfiltante de tant
de forces paralleles que Uon voudra, efl égale d la fomme
de celles qui agiffent dans un fens , moins la fomme de

celles qui agiffent dans un fens contraire

Si dans Péquation P X 4F + Q X BF — §
X CF=R x DF, trouvee d’abord, on met pour
R fa valeur P 4+ Q — 5§ que nous venons de trou-
veryon awa PX AF+ QXBF — § X CF=
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(P4+Q—S) x DF; don l'on tire D F=

P BF—SxCF ;
"AF+P%_"Q_FS *=2; dolr, & ayant égard A ce

que le raifonnement par lequel nous parvenons a ce

réfultat, ne dépend pas du nombre des forces , on
conclura généralement que,

Pour favoir a quelle diflance d'un point donné, paffe
la réfultante de plufieurs forces paralléles; il faut , de
la fomme des momens des forces qui tendent a faire tourner
dans un fens,retrancher la fomme des momens des forces qui
tendent a faire tourner dans un [ens oppofé, & divifer le refle
par la fomme des forces qui agiffent dans un fens , moins
la fomme de celles qui agiffent en fens contraire (*).

252, Sile point F, que P'on a pris d’abord arbi-
trairement , fe trouvoit avoir été pris fur le point
D méme, par lequel pafle la force réfultante; alors
la diftance D F étant zéro, fa valeur..........

Px AF + QxBF-SxCF
2. Q—S

qui devient

—PxAD+ Qx BD - SxCD
2L g—3

( parce que la force P tend a faire tourner autour du

(*) 1 ne faut pas confondre
les forces qui agifient dans des
fens oppofés, avec celles qui
tendent a faire tourner dans des
fens oppofés. Deux forces qui
agiffent dans des fens oppofés ,
tendent fouvent a faire tourner
dans le méme fens ; cela dépend
du point relativement auquel on
sonfidére

la rotation , ou les

momens. Par exemple, les deux
forces Q & S ( fig- 74) agiffenten
{fens oppofés ; mais elles tendent
toutesdeuxafaire tournerla ligne
B € dans un méme fens, autour
d'un point prisentre B& C; & fi
on confidére la rotation , par rap-
port au point F, la force O tend 2
faire tourner CF, en fens contraire

de ce que tend a fairela force S.

4 3
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point D en fcns contraire de la force Q) feroit
zéro ; on auroit donc — P X AD 4 QxBD—
§ X CD=0; & comme le point F que l'on avoit
pris d’abord arbitrairement , pouvoit étre plus haut
ou plus bas felon qu'on auroit voulu, enforte que
le point D n'eft pas cenf¢ étre plutdt fur un point
de la diretion de la refultante R, que fur tout autre
point de la méme direftion, il senfuit générale-
ment que,

Les momens de pluficurs forces paralléles pris par
rapport a un point quelconqu: de la direclion de la réful-
tante , font tels que la fomme des momens des forces
qui tendent a faire tourner dans un f[ens, eft toujours
égale a la fomme des momens de celles qui tendent &

faire tourner en fens contraire.

253. Donc, en prenant avec des fignes contraires
les momens des forces qui tendent a faire tourner
dans des fens oppofés , & prenant aufli, avec des
fignes contraires , les forces qui agiffent dans des
fens oppofés, on peut dire geéncralement,

1°. Que la refultante de tane de forces paralléles que
Lon voudra , eft towjours égale a la fomme de toutes
ces forces, 2°, Que cetee réfultante , qui leur ef paralidle,
paffe par une fuitz de points dont chacun a cette pro=
priceé, que la fomme des momens par rapportd ce point ,

¢fi téro,
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Nous ferons le plus grand ufage de ces principes,
& nous verrons dans peu, avec quelle facilité¢ on
en déduit la pofition du centre de gravité des corps.
Paflons aux forces dont les diretions font des angles
" entre elles,

254. Soient donc (fig. 73) tant de forces P, Q,
$, &c. que l'on voudra, toutes dirigées dans un
méme plan. Que la force P agiflant {uivant 4P,
foit repréfentée par A4 B ; la force Q, agiffant fui-
vant EQ , foit repréfentée par EG; la force §,
agiffant fuivant 7§ foit repréfentée par /L. Par un
point T pris arbitrairement dans le plan de ces forces,
concevons deux droites indéfinies TE', TE" faifant
entre elles un angle quelconque ( que pour plus de
fimplicité nous fuppoferons droit ) ; & concevons les
forces P, @, §, ou 4B, EG, IL, décompofées,
chacune, en deux autres, dont P'une foit parallele
A la ligne TE’; & lautre paralléle a la ligne T E”,
& qui par conféquent (225) doivent &tre repré-
fentées , chacune , par le coté correfpondant du paral-
lélogramme , dont la diagonale repréfente la force
principale. Il eft clair, par ce qui précede(251),
que les forces 4 D , EF, I M (*) étant parallcles,
auront pour réfultante une force unique # O qui leur

(* ) Ne perdons pas de vue ce | nous entendons queleslignes 4B,

quenousavons dit (224). Parcette | EG, &e. font entre elles comme
exprefiion ks forces AB, EG, &c. | les quantités de mouvement que

T 4
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fera parallele, dont la valeur fera 4 D+EF—IM,

& qui paffera 3 une diftance 77! , telle que
b ADx AA'+ EFxEE'—IMxII'

AD+EF—TM & = °
Pareillement , les forces 4C, EH, IK, paral-
Ieles & TE" {e réduiront toutes & une feule N qui
leur fera paralléle , quifera égale 3 AC+EH + 1K ;
& qui (en fuppofant que 7 foit le point ol la
direétion de cette force rencontre celle de Ia force

OV ) paflera & une diftance » g s telle que

ACxAA" + EHxEE" + [Kx I
'{ o
PV'= AC+ EH+IK i

Cela pofé , les torces P, Q, § & leurs dire@ions
( Ceft-a-dire, les angles qulelles font avec des lignes
fixes & connues, telles que TE' & TE", ou avec
leurs paralleles ), étant fuppofées connues, on con-
noit dans chacun des triangles B4 D, GE F 3 IKL,
Ihypothénufe & les angles; il fera donc aifé de
déterminer les lignes 4D, EF, KL ou M, &
les lignes BD ou AC, FGou EH,&IK ;par-13
on connoitra les valeurs des deux réfultantes 4 D +
EF—IM, & AC+E H+ I K. Dailleurs comme
on ne peut manquer de connoitre les diftances A5

les forces P, Q, &ec. peuvent quantités de mouvement qui font
produire dans les maffes aux- | aux quantités de mouvement re-
quelles elles font appliquées. Il | préfentées parAdB, EG,comme
en eft de méme des forces AD, | 4D & EF fonta ABX EG
EF, &c. ; nous entendons des refpetivement.
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AA";EE', EE", &c. puifqu’on ne peut ignorer
la pofition des points 4, E, ot I'on fuppofe les
forces appliquées , on connoit donc toutes les quan-
tités qui entrent dans Pexpreflion des diftances # 7/ &
Y ¥", 1l fera donc facile de déterminer le point 7,
oli fe rencontrent ces deux forces réfultantes. Prenant
donc YO=A4AD+4 EF—IM, &8 VN=—=AC+
EH+ 1K, & formant le parallé¢logramme O ¥ N X,
on aura la diagonale X pour la réfultante R des
deux réfultantes paralleles 8 TE' & TE", Ceft-a-
dire , pour la réfultante de toutes les forces propof<es.

Des forces qui agiffent dans des plans différens.

255. Soient trois forces P, Q, S (fig. 76),
dirigées fuivant les lignes 4 P, BQ, CS§ paralicles
entre elles, mais fituées dans différens plans.

Concevons un plan X Z auquel les trois droites
AP,BQ,CS foient perpendiculaires , & un autre
plan Z ¥ auquel elles foient parallcles : que 4,
B, C foient les points ol ces lignes rencontrent le
plan XZ.

Les deux forces P & § font dans un méme plan
dont Pinterfetion avec le plan X Z, eft la droite
AC. Ces deux forces peuvent donc étre réduites a
une feule R = P+ §, qui leur foit parallele, &
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qui paflera par un point D, tel que (252)l'on aura
o dD=85xCD,

Les deux forces R’ & Q font dans un méme plan
dont l'interfetion avec le plan X Z , eft B D ; elles
peuvent donc étre réduites & une feule R qui fera
égale & R' 4+ Q, ceft-a-dire , =P+ S+ Q, qui
leur fera paralléle, & qui paffera par un point E,
tel que 'on aura R'x DE = QX BE. Do, &
de ce qui a été dit ci-devant, il eft aifé de conclure,
en général , que tant de forces que l'on voudra , dont
les directions font paralléles , fe réduifent toujours a une
Seule égale a la fonme de celles qui agiffent dans un Jens,
moins la fomme de celles qui agiffent en [ens contraires ;
& cela, foir qu'elles foient toutes dans un méme plan,
Joit quleiles foient dans des plans différens.

Voyons maintenant plus particuliérement comment
on détermine par ou pafie cette réfultante,

Sidespoints 4, D, C, B, E on mene les lignes
A4d',DD',CC’', BB, E E' perpendiculaires fur
PinterfeGtion commune des deux plans XZ & Z ¥V ;
a caufe des paralleles 44', DD', CC’, on aura
AD :CD:: A'D': C'D';orléquation Px AD
=S8 XCD que nous venons de trouver, donne
(e S Podonc A' DD s 8P
& par conféquent Px A/ D = SxC'D.
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Pareillement , les paralleles DD, EE', B B
donnent DE : BE :: D'E': B'E'; or Iéquation
R x DE = Q x BE, que nous avons pareillement
trouvée ci-deflus, donne DE :BE;: Q:R;
denc D'E'  B'E v: Q v Riz: Q: P+8; donc
(P+S5)x D’E’=Q><BJE'-

Prenons maintenant dans linterfe@tion Z T des
deux plans, un point fixe T, & cherchons la diftance
TE' de ce point, au point £ qui correfpond au
point E par lequel paffe la réfultante. 1l eft clair que
AD=TD'—TA4',C'D =TC'—TD',D'E
=TE'—TD', BE' = TB — TE'. Subftituons
ces valeurs dans les deux équations P X 4' D =
S C'D & (P+S8)XDE = Qx B E, nous
aurons PXTD' —PxTA'=8SxTC'—SxTD/,
&(P+S)XTE —(P+S)TD =QxTB —

Q X TE'. Or, de ces deux équations, la premiere
donne (P +S)TD' =Px TA'+SxTC'; {ubfh-
tuant cette valeur dans la feconde , ona (P4 §) %
TE —PxTA'—SxTC'=QxTB —QxTE';
raffemblant donc tous les termes multipliés par T £,
onaura(P4+Q+ S)XTE =PxT4+QxTHB

- y g : P ! TB' +5xTC’
+SXTC'.Doulontire TE = xmpi‘i +; .

Or cette expreflion de la diftance TE', eft pré-
cifément celle que 'on auroit pour trouver la diftance
a laquelle pafieroit la force réfultante, fi les trois
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forces P, Q, S étoient toutes trois dans le plan
Z¥V , & pafloient par les points 4/, €', B', cor-
refpondans aux points 4, C, B par lefquels elles
paflent réellement. Doncfil’on congoit la droite T.X
perpendiculaire au plan Z 7 , on trouvera la diftance
TE dela réfultante R, & cette droite, en prenant
la fomme des momens (*) A I"égard de cette droite,
comme fi toutes les forces, fans changer de diftance
a cette méme droite, étoient toutes dans le plan Z ¥
auquel elle eft perpendiculaire ; & divifant cette
fomme de momens par la fomme des forces.

II ne refte donc plus, pour fixer le point £, que de
connoitre la diftance £ E', ou (en menant E E" pa-
rallele & Z T') la diftance T £ 4 laquelle cette méme
force pafle , & 'égard de Z T Or il eft clair , d’aprées
ce que nons venons de dire fur la diftance TE’,
que pour avoir la diftance TE", il faut, de méme,
concevoir un plan paffant par X T, & paralltle
aux directions des forces: prendre la fomme des
momens a I'égard de TZ qui eft interfe@ion de ce
plan avec le plan Z7; prendre, dis-je, la fomme

(*) Il faut obferver ici, & qui tendent & faire tourner en
pour la fuite , que par le mot gé- | fens oppofés. On doit de méme -
néral fomme des momens, on | par ce mot fomme des forces ,
doit entendre la fomme des mo- | entendre la fomme de celles qui
mens des forces qui tendent a | agiffent dans un fens, moins la
faire tourner dans un fens, moins | fomme de celles qui agifent dang

la fomme des momens des forces | 'autre,
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des momens a I'égard de TZ, comme fi toutes les
forces , fans changer de diftance au plan Z 7, étoient
toutes dans le plan X 77; & divifer cette fomme
de momens, par la fomme des forces. Alors on aura
tout ce qu’il faut pour fixer le point E par ol pafle
la réfultante,

256. Confidérons maintenant les forces dont les
direftions ne font ni dans un méme plan, ni pa-
ralleles,

Soient (fig. 77) P, Q, R trois forces dirigées
fuivant les lignes 4P, BQ, CR fituées dans des
plans différens. Concevons un plan quelconque X Z ,
rencontré en H , par la diretion AP ; en F, par
la direftion BQ; & en L, par la dire@tion CR.
Comme on peut (228) fuppofer une force appliquée
a tel point que P'on veut de fa direction , yimagine ces
trois forces appliquées aux points H, F, L & repré-
fentées par les lignes H7, FT, LK prolongement
des lignes 4P, BQ, CR, au-deflous du plan X Z ;
& je fuppofe que ces forces foient repréfentées par
les lignes H¥, FT, LK. Concevons encore que
par les droites 4 H, BF, CL, on ait mené des
plans perpendiculaires au plan XZ, & dont les
interfetions avec celui-ci, foient les droites G H N,
EFY, DLM. Cela pofé, il eft évident que je
puis décompofer chacune de ces forces en deux
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autres , dont 'une foit dans le plan X Z , & lautre
foit perpendiculaire 3 ce méme plan. Par exemple , je
puis décompofer la force H#, en une force dirigée
fuivant HN, & une autre force dirigée fuivant HO
perpendiculaire au plan X'Z, Enforte, qu'aux trois
forces HV', FT, LK ,je puis {ubftituer les fix forces
HN,FY, LM, HO, FS, LI, dont les trois
premicres font dans le plan XZ, & les trois der-
nieres font perpendiculaires & ce méme plan.

Or on peut, par ce qui a été enfeigné (254),
réduire les trois forces AN, FY, LM & une feule
qui fera auffi dans le plan X'Z. Et par ce qui vient
d’étre dit (255) on peut réduire les trois forces
HO, F§S, L1, a une feule, qui fera perpendicu-
laire au plan X Z. Donc en géneéral, quelque nombre
de forces que lon ait , & quelques direclions que ces forces
puiffent avoir ; on peut toujours les réduire a deux tout
aw plus , lune dirigee dans un plan connu, & lautre

perpendiculaire a ce plan.

257. Il n'en eft donc pas des forces dirigées dans
différens plans,, comme de celles qui font toutes diri-
gées dans un méme plan. Celles-c1 peuvent toujours
étre réduites 2 une feule, ainfi que nous Iavons vu,
Mais celles-1a fe réduifent & deux, qui ne peuvent
étre réduites & une feule, que dans le cas ol la
rélultante des forces qui agiffent dans le plan XZ,
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rencontreroit celle des forces perpendiculaires au
méme plan.

258. On peut donc, par ce moyen, trouver les
deux réfultantes de tant de forces que I'on voudra,
lorfque ces forces font dirigées dans des plans diffé-
rens, Mais quoique ce moyen puifle étre utile, dans
beaucoup de cas, il neft cependant pas le plus com-
mode pour la réfolution de beaucoup de queftions;
ceft pourquoi nous allons en enfeigner un autre.

Soit donc P (fig. 78) l'une quelconque des forces
propofées, & A4 B la ligne qui peut la repréfenter.
Soit X un point fixe quelconque; XZ, XY, XT
trois droites perpendiculaires entre elles. Sifur 4B,
comme diagonale , on forme le parallé¢logramme rec-
tangle 4 D BC, dont le plan foit perpendiculaire
au plan Y XT, & dont le coté BC foit paralicle
a XZ; qulenfuite fur BD comme diagonale, on
forme le parallélogramme reftangle DFBE dont le
plan foit parallele au plan ¥ X T, & dont les cOtés
B F, BE {oent paralleles aux droites XT, XY ;
il eft clair 1° qu’a la force 4 B , on peut fubftituer
la force B Cparallele 8 XZ , ou perpendiculaire au
plan Y XT, & Ja force B D parallele A ce méme
plan. 2° Qud cette force B.D, on peut fubflituer
la force BE paralléled XY, ou perpendiculaire au
plan ZXT, & la force BF paralicle a XT ou
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perpendiculaire au plan Z X ¥ ; enforte que la force
Pou 4B, fe trouvera décompofée en trois forces
paralleles a trois lignes perpendiculaires entre elles,
ou, ce qui revient au méme, fe trouvera décom-
pofée en trois forces perpendiculaires & trois plans
qui feront perpendiculaires entre eux.

Or, ce que nous difonsici de la force P, eft évi-
demment applicable 3 toute autre force qui ne fera
point perpendiculaire a Pun de ces trois plans. Done
fi on congoit toutes les forces telles que P, ainfi
décompofées, & qu'on réduife enfuite A une feule
par la méthode donnée (255), toutes les forces
perpendiculaires au plan Z X T; quon faffe la méme
chofe , pour les forces perpendiculaires au plan
ZXY ; enfin, la méme chofe , pour les forces
perpendiculaires au plan ¥ X T, on voit quon
pourra toujours réduire tant de forces que lon
voudra , dirigées dans differens plans, a trois forces
perpendiculaires & trois plans qui feroient perpen=
diculaires entre eux. Tels font les principes généraux
de la compofition & de la décompofition des forces.

Des Centres de gravize.

259. Avant que de nous occuper des effets par-
ticuliers que peuvent produire fur les machines,
ou en général fur les corps d'une firu€ture & d’une
maticre
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matiére connue , les forces dont nous venons de
confidérer les propriétés générales, il faut nous arréter
fur les centres de gravité, dont la connoiffance im-~
porte beaucoup pour la détermination des mouvemens
dont ces machines ou ces corps peuvent étre fuf-
ceptibles.

Rappelons-nous que nous avons dit (202) que
les directions fuivant lefquelles la pefanteur agit fur
les particules matérielles d'un corps font paralléles;
& que cette force tend 3 communiquer 3 chaque
partie de matiere, la méme viteffe dans le méme
temps,

260. On appelle Centre de gravis d'un corps, ou
d'un fy[léme de corps (Ceft-A-dire, d’un affemblage
quelconque de corps) , le point par ol pafle la force
réfultante des forces particuliéres dont chaque partie
de ce corps ou de ce fyftéme, feroit animée par
Tation naturelle de la pefanteur , dans quelque fitua-
tion quon mette ce corps, ou ce fyftéme.

Par exemple, fi dans la pofition aQuelle du triangle 4B ¢
(fig. 79) la force réfultante des aions de la pefanteur fur
toutes les parties de ce triangle , pafle par un certain point
G de fa furface ; & que dans une autre fituation abe,elle
pafle encore par le méme point G, ce point G sappelle le
centre de gravité. Nous verrons dans peu, que cette reful-
tanie pafle toujeurs par le méme point , dans toutes les firua-
tions poffibles du corps.

Marine, Mécan, I, Partie, Y
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261. La détermination de ce centre eft facile ,
apres ce que nous avons dit fur I'ufage des momens
pour trouver la réfultante de plufieurs forces pa-

ralleles.

En effet , foilent M, N, P (fig. §0), tant de
corps que I'on voudra, dont (pour ce moment )
nous confidérerons les maffes comme concentrées
au point B, 4, C que nous fuppoferons d’abord dans
un méme plan. Soit p la vitefle que la pefanteur tend
A imprimer & chacun dans uvn inftant;’ & qui (202)
eft la méme pour chacun, Alorsp M, p N, p P feront
les quantités de mouvement, ou les forces avec lef-
quelles ces corps tendent 2 fe mouvoir fuivant les
direftions parali¢les C"C, B" B, A"A. Or, fuivant
ce que nous avons dit (251), pour avoir la pofition
de la force réfultante , il faut prendre la fomme des
momens & I'égard d’'un point quelconque T pris fur
une ligne perpendiculaire a ces diredions , & divi-
fer cette fomme par la fomme des forces; on aura
donc, pour la valeur de la diftance T G" a laquelle
pafle cette réfultante, on aura, dis- je, TG ==
e LRl p Nl sop Ba 1 O ,qui, en fupprimant le fac-

MxTB"+NxTA"+PxTC"
M+ N+ P .

Or , en menant les lignes BB, 4.4', CC’ paral-
jtles & TG", & terminées 4 la verticale TC';

FPM+pN+pP

teur communp, feréduitd 76" =

imaginant de plus , que le point G pris fur la
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direCtion de la réfultante , eft le centre que nous
cherchons , & menant G G’ aufli parallele & TG”,
onaTG'=G'G, TB"=—=BB, TA"— A4,

MxBB + Nx AA'+ PxCC!
iy e o =278
T.C == C ,dODCGG M+N+DP e

ceft-a-dire , en refireignant le mot de momens, &
n'entendant par ce mot, que le produit de la mafle
d'un corps par fa diftance A une ligne droite.

La diffance du centre commun de gravité de plufienrs
corps , a une ligne droite , f¢ trouve en divifant la fomme
b 1 .
des momens de ces corps (pris par rapport a cette ligne) ,
par la fomme des maffes.

Concevons maintenant que on renverfe le {yft¢me
des corps M, N, P, enforte que la ligne T.4" qui
étoit horizontale, devienne verticale; & au contraire
pour la ligne T'C’; alors on démontrera de méme,
que pour avoir la diftance de la réfultante, 3 I ligne
T A" qui eft alors verticale , il faut prendre la fomme
des momens & I'égard de T4", & divifer cettc fomme .

par celle des maffes. On aura donc, de méme,

MxBB'+ Nx AA"+ PxCC" 7
GGY = R . Orayant déter-

min¢ les diftances de G aux deux lignes fixes &
connues T4" & TC', il eft évident que la pofition
de ce centre eft connue, puifque les diftances BR,
BB", 44", 44" &c. font connues , attendu qu’on
eft maitre e prendre par-tout ou Pon voudra, le point
T par olt on meéne T4' & T ¢,

V2
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2.62. Si les diftances 4 4", B B", &c. {ont chacune
zéro ; ceft-A-dire, fi tous les corps font fur une
méme ligne droite T 4" ; alors la fomme des momens,
par rapport a cette droire, eft zéro; donc la diftance
G G eft aufli zéro. Donc fi plufieurs corps , confidérés
comme des points , font fur une méme lLgne droite , leur
centre commun de gravité , eft auffi fur cetee méme ligne

droite.

263. Si Ton menoit les lignes T4", TC' de ma-
ni¢re que Pune ou l'autre, ou toutes deux, fe trou-
vaflent avoir des corps de part & dautre, alors,
au lieu de la fomme des momens, il faudroit dire
la fomme des momens des corps qui fe trouvent d'un
coté, moins la fomme des momens des corps qui
fe trouvent de 'autre, Quant au dénominateur de la
fration qui exprime la diftance du centre de gravité,
il fera toujours compofé de la fomme des mafles,
parce que toutes les forces de ces maffes, en vertu
de leur pefanteur , agiflent toutes dans le méme fens.
Cela eft général pour quelque nombre de corps que
ce foit, qui étant confidérés comme des points , font
tous dans un méme plan. Et tout cela eft une fuite
de ce qui a été dit (251).

Les lignes TA4', TA" sappellent Axes des Momens.

264. Si I’on congeilt maintenant , que le point T
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que nous avons pris d’abord arbitrairement, foit fur
le point G; alors G G' & G G" deviennent, chacune ,
zéro. Donc la fomme des momens par rapport a
TC', & la fomme des momens par rapport & TA4",
doivent alors &tre zéro, chacune,

265. Préfentement , je dis que fi la fomme des
momens de plufieurs corps, par rapport a la droite
RS qu paffe par le point G (fig. 81), eft zéro; &
sil en eft de méme de la fomme des momens, par
rapport 2 la droite P Q perpendiculaire 3 RS, &
qui paffe par le méme point G ; la fomme des mo-
mens par rapport a toute autre droite M N paffant
par le méme point G, fera aufli zéro.

En effet, ayant mené les perpendiculaires A4 4,
AA4", 44" fur les lignes PQ, RS, MN; fil'on
fuppofe que le point I eft celui ott 44’ rencontre
MN ; le triangle reftangle GA4'1, donnera fin. GIA'
oucof. PGM : GA ou 44" :: fin. PG M:

AA"fin. PGM '

AT =200  done Al = AA — A'T=
;  AA"fin. PCM

ol

. Or dans le triangle retangle

I 44", on aura (en fuppofant le rayon = 1)

1: 4l finn AIA" ou cof. PGM : AA"; donc

AA" = 41l x cof. PGM; Ceft-3-dire, 4 4" =

AA" coff PGM— A A" fin. PGM; & par con-

{¢quent en multipliant par la maffle 4, on aura le
V.3
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moment A X AA" = 4 x AA" X cof/ PGM—
AxAA" fin. PG M ; Ceft-a-dire, que le moment
du corps 4, a légard de l'axe MN, eft égal an
cofinus de Pangle PG M multipli¢ par le moment 4
I'égard de l'axe P.Q, moins le finus du méme angle
PG M, mulriplié par le moment a I'égard de l'axe
RS,

Or 1l eft facile de voir que la méme chofe aura
lieu a I'égard de tout autre corps, a la différence
des fignes prés, felon que les corps feront d'un méme
ou de différens cotés de MN., Donc fi on fait une
fomme de tous les momens a I'égard de 'axe MN,
on trouvera quelle eft égale au cofinus de langle
PG M , multiplié par la fomme des momens a I'égard
de P Q, moins le finus de l'angle PG M, multi-
plié par la fomme des momens a I'égard de RS.
Or chacune de ces deux dernieres fommes eft zéro ,
par la fuppofition; donc leurs produits par le co-
finus & par le finus de Pangle P G M, feront zéro,
donc aufli la fomme des momens & Uégard de laxe
quelconqgue MN paffant par le censre de graviee G,

eff zero.

266. Concluons doncde-1 , que Paltion réfultante
de toutes les ations particulicres de la pefanteur fur
chacune des parties d'un fyftéme de corps, pafle
toujours par un méme point de ce fyftéme, quelque
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pofition que ce fyftéme puifle avoir; car ce neft
que par rapport A la dire@tion de la réfultante que
la fomme des momens de plufieurs forces parallcies,
peut étre z¢ro (253 ).

Au refte , quoiqu'il n'ait été queftion, jufqu’ic,
que des corps dont les centres de gravité font dans
un méme plan, cela ne s'¢tend pas moins au cas
oit les parties du f{yftéme font ‘dans différens plans :
c'eft ce qu'on va voir, par ce qui fuit.

267. Si les corps, toujours confidérés comme des
points, ne font pas dans un méme plan, on con-
cevra un plan horizontal XZ ( fiz. 76); & de
chacun des points pefans P, Q, § on imaginera
les verticales P4, QB , SC; & pour déterminer
le point E par ou pafle la réfultante RE dans la
dire@tion de laquelle doit étre le centre de gravité,
on prendra (255) les momens par rapport a deux
droites fixes T X , T Z prifes dans le plan horizontal
Z X, & perpendiculaires entre elles , on prendra,
dis-je , la fomme des momens comme fi tous les
corps étoient dans ce plan horizontal ; & ayant
divifé chacune de ces deux fommes de momens,
par la fomme des mafles P, Q, $, onaura les deux
diftances E/ £, E"E. 1l ne fera donc plus queftion
que de trouver, a quelle diftance EG au-deflous
du plan horizontal X Z, fe trouve ce centre. Or

Vo4
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fi Pon imagine la figure renverfée, de maniére que
le plan X Z devienne vertical , & que Z ¥ {oit
alors le plan horizontal ; on voit , par le méme prin-
cipe, que pour avoir la diftance E'G’ correfpon-
dante & c¢gale a la hauteur cherchée EG, il faut
prendre la fomme des momens par rapport A Z T,
comme fi tous les corps'étoient dans le plan Z 7,
& divifer cette fomme de momens, par la fomme
des mafles; alors on a tout ce qu'il faut pour déter-
miner la pofition du centre de gravité.

268. Donc, pour récapituler, la recherche du
centre de gravité fe réduit :

1°. Lorfque tous les corps, confidérés comme
des points, font fitués fur une méme ligne droite
(fg. 82) ; A prendre la fomme des momens par
rapport a un point fixe F, pris arbitrairement fur
cette ligne, & divifer cette fomme par la fomme
des maffes; le quotient eft la diftance du centre de
gravit¢ G, 4 ce méme point F.

2°. Lor{que tous les corps, confidérés comme des
points, font tous dans un méme plan ; on imaginera,
par un point T (fig. §o) pris arbitrairement dans
ce plan, deux lignes TA4", T4' perpendiculaires
Pune A l'autre; & ayant mené des perpendiculaires,

de chaque point pefant, fur chacune de ces deux
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lignes, on imaginera que ces points pefans font
appliqués fucceflivement fur la ligne T4", & fur la
ligne T4', chacun au point ol aboutit fa perpen-
diculaire, Et 'on cherchera, comme dans le cas
précédent , quel eft alors le centre de gravité G"
fur TA4"; & quel eft le centre de gravité G’ fur
TA'; menant enfin par ces deux points, les lignes
G"G, G' G paralieles 3 TA4' & TA",leur point de
rencontre G fera le centre de gravité cherché. '

3°. Enfin, lorfque les corps, confidérés comme
des points, feront dans différens plans,, on imaginera
trois plans , I'un horizontal (fig. 76), & les deux
autres verticaux , & perpendiculaires entre eux. De
chaque point pefant on abaiffera une perpendicu-
laire fur chacun de ces plans; on prendra la fomme
des momens, par rapport  chaque p'an, & divifant
chaque fomme, par la fomme des mafles, on aura
les trois diftances du centre de gravité a chacun de
ces plans.

269. Sur quoi, il faut toujours fe fouvenir que
quand quelques-uns des corps {e trouvent de différens
cotés du point, ou de la ligne, ou du plan, par
rapport auquel on confidere les momens, il faut
prendre , avec des fignes contraires, le momens des
corps qui fe trouvent de différens cotés,
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270. Plagons ici une obfervation qui fuit immé-
diatement de ce que nous venons de dire, & qui
peut abréger , dans plufieurs occafions , la détermi-
nation du centre de gravité, & d’autres recherches.

Puifque la diftance du centre de gravité eft égale
a la fomme des momens, divifée par la fomme des
mafles; fi le point, la ligne, ou le plan par rapport
auquel on confidere les momens, pafle par le centre
de gravité, cette diftance étant alors zéro, la fomme
des momens doit donc aufli &tre égale A zéro. Donc,
en général, lz fomme des momens par rapport  tel plan
que ce foit y qui paffe par le centre de gravité , eff zéro,

271. Julqulici nous avons confidéré les corps

eomme des points; & nous avons vu comment on
détermine le centre commun de gravité de tous ces
points , en quelque nombre qu’ils foient. Or, un
corps d'un volume & d’une figure quelconques, n’é-
tant autre chofe que ’aflemblage d’une infinité d’autres
corps, ou parties matérielles, que 'on peut confi-
dérer comme des points, il s’enfuit donc que par la
méme méthode on peut déterminer le centre de gra- |
vité d’un corps de figure quelconque ; & nous allons i
en voir diverfes applications dans un moment.

Et puifque le centre de gravité n'eft autre chofe
que le point par onr pafle la réfultante de tous les
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efforts particuliers que font les parties d’un corps pout
obéir 2 leur pefanteur ; que dailleurs cette réfultante
eft égale A la fomme de tous ces efforts particuliers;
concluons-en qu'on peut toujours fuppofer tout le
poids d'un corps réuni A fon centre de gravite, &
que ce poids y feroit le méme effet, qu'il eft capable
de faire fur ce point, dans fa diftribution alluelle fur

toutes les parties du corps.

272. Donc lorfqu'on aura & trouver le centre
commun de gravité de plufieurs mafles de figures
quelconques, on commencera par chercher le centre
de gravité de chacune de ces mafles, ce qui eft fa-
cile a&uellement. Puis, confidérant le poids de cha-
cune de ces maffes comme réuni a fon centre de
gravité, on cherchera le centre commun de gravité,
comme fi tous ces corps étoient des points placés
4 Pendroit ol chacun a fon centre de gravité par-

ticulier.

273. Donc tout ce que nous avons dit, jufqu’ici,
fur le centre commun de gravité de plufieurs corps
confidérés comme des points, a également lieu pour
Ies corps de figure quelconque , en prenant, dans I'é-
valuation des momens, pour diftance de chaque
corps , la diftance de fon centre de gravité parti-
culier,

274. Donc fi plufiears corps , de quelques figures

e
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qu’ils foient 5 ont leurs centres particuliers de gravité dans
une méme ligne droite, ou dans un méme plan ; leur centre
commun de gravité fera auffi dans cetre méme lione droite A

o dans ce méme plan. Cela fe démontre comme on I'a

fait (262).
275. Venons aux applications.

Soit 4B (fig. 83) une ligne droite uniformément pe-
fante. Pour avoir fon centre de gravité , il faur la conce-
voir partagée en une infinité de partes telles que Pp; mul-
tiplier chacune par fa diftance i un point fixe; par exemple,
par fa diftance a extrémité 4 ; prendre la fomme de ces
produits,, & divifer le tout par la fomme des partics Pp;
Ceft-a-dire , par la ligne 4B. Nommons donc AB, a;
AP, x; nous aurons Pp = dx; le moment de Pp iecra

xdx, quil faut intégrer pour avoir la fomme des momens j

x . s
cette fomme fera donc —; & pour lavoir dans toute I'é-

z

. . a

tendue de la ligne, il faut fuppofer x = 2; on a donc e

pour la fomme torale des momens ; divifant donc par la
a .

fomme 2 des mafles, on a 5+ pour la diffance du centre

de gravité, au point A. Ainfi, le centre de gravité d'une

ligne droite uniformément pefante , eft dans fon milieu ; ce
P »

qui eft dailleurs évident.

276. Donec, 1°. pour avoir It centre de gravité du contonr
’un polygone quelconque ( fig. 84), il faut du milien de chaque
coté, mener des perpendiculaires fur deux lignes fixes 4B,
AC, tirées dans le plan de ce polygone ; & confidérant le
poids de chague cOté, comme réuni an milicu de ce coté,
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chercher le centre commun de gravit€ de ces poids comme
il a éré dit (261).

277. 2%, Le centre de gravité de la furface d'un parallélo-
gramme guelconque , eft au milien de la ligne qui joint les milieux
des deux corés oppofés. Car en concevant le parallélogramme
compofé de lignes matérielles paralléles a ces denx cotés,
chacune aura fon centre de gravité fur la ligne qui pafle
par les milieux de ces deux mémes cotés. Le centre com-
mun de gravite de toutes ces lignes fera donc fur cette
méme ligne. 1l fera diailleurs an milieu, puifque cette ligne
confidérée comme chargée de tous ces poids, eft uniformé-
ment pefante.

278. 3°. Pour avoir le centre de gravité de la furface d'un
triangle ABC ( fig. 85), il fant du fommet A, mener au
milien D du coté oppofé BC la droite 4D ; & prendre,
a compter du point D, la partie DG = s AD,

En effet, la droite 4D qui divife BC en deux parties
égales au point D, divifera aufli, en deux parties égales,
toute droite MN paralléle 3 B C; donc fi on confidére la
furface du triangle comme laflemblage de pluficurs lignes
matérielles, paralléles 2 B C, la ligne 4D qui pafle par les
centres de gravite particuliers de toutes ces lignes, paflira
aufli par leur centre commun de gravié (262); ceft-i-
dire, par celui du triangle. Par la méme raifon la ligne CE
qui pafferoit par le milicu de 4 B, paffervit auffi par le
centre de gravité du triangle ; ce centre eft donc au point
d'interfeion G des deux lignes CE & AD. Or fi Pon
tire ED, elle fera parallele & A C, puilquelle divife en deux
parties egales les deux cotés 4B, BC. Les deux trianglos’
EGD, AGC feront donc femblables, ainft que les triangles
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ABC, EBD; on aura donc G AG: ED. AC:
BD : BC::1 : 2; GD eft donc moitic de 4G; &
par conféquent le tiers de A4 D.

279. Concluons de-la, que pour avoir le centre de gravité G
d’un trapéze ( fig. 86 ), il faur, par les milieux E & F des
deux cotés paralléles €D & 4 B, mener EF; & par ces
mémes points,, mener aux deux angles oppofés 4 & D les
lignes EA, FD; puis ayant pris Eg = ; EA, & Fy/
= LFD, mener gg' qui coupera EF au point cherche G,

Car, en raifonnant comme nous l'avons fait pour le
triangle , on voit que le centre de gravitt G doit étre
fur EF. Dailleurs, g & g’ étant (278) les centres de gra-
vité particuliers des deux triangles 4D, ADB qui com-
pofent le trapéze ABDC, le centre commun de graviwe
de ces deux triangles , ou du trapéze , doit étre fur gg' (262);
il doit donc étre a linterfettion G.

Comme nous aurons befoin , par la fuite, de la diftance

FG, déterminons-la tout de fuite.

Menons les lignes gh & g/ paralltles 2 4 B. Puifque
gE = 1AdE, & Fg/ = 5FD, on aura gh = AT S
gh = 3ED; on = 2AB, &gk = 3 CD. Par la

méme raifon, Eh = L EF, FK = }EF; donc ht =
L EF. Or les triangles femblables Ghg, Gi'g' donnent gh :
Gh *: :_""f:’ : Gl ; donc gh 4 g’h' :Gh 4+ GH ::g’f'r’

* GH; Ceft-a-dite, L AB -2 CD : 1EF:: +CD ;

JI et AL R : : s
GH ; donc GH = 48+ D’ donc FG qui eft

: ; i sEF X € o
Fi' 4 Gk fera = ;EF 3:4—57'-'{—_61)’- ceft-a-dire,

RO — Sl H



DE MATHEMATIQUES. 319

peu, a trouver le centre de gravité de la partie fubmergée
de la caréne, dans les vaiffeaux.

Remarquons , en paffant , que fi la hauteur du trapéze
etoit infiniment petite, & les deux cétés 4B & €D infi-

niment peu différens, alors ils doivent étre réputés égaux;
;B
' S e E F ol 3 A B
for la diftance FG fe réduit & 2 ou
enforte que ——5 -

3 EF; ceft-a-dire , que dans ce cas, le centre de gravité eft

a ¢gale diftance des deux bafes oppofées.

280. Il eft donc facile maintenant de trouver le centre de
gravité de la furface d’un polygone quelconqué ( fig. 87). 1l faus
le partager en triangles, & ayant déterminé le centre de
gravite de chaque triangle , de la maniére qu'on vient de
lenfeigner , on déterminera le centre commun de gravité de
tous les triangles, en les confidérant comme autant de mafles
proportionnelles a leur furface , & réunies chacune 3 fon
centre de gravité particulier. Ce qui fe fera comme il a éré
enfeigneé ( 261).

On voit altuellement comment on peut déterminer le

centre de gravité de la furface de tout folide terminé par
des furfaces planes.

281. Au refte, il eft pas toujours néceffaire d'avoir re-
cours aux momens, pour trouver les centres de gravité, Par
exemple , s'il sagiffoit de trouver le centre de gravité du
contour du pentagone régulier A BCDE (fig. 88), je me-
nerois de Pun 4, des angles, une droite AF au miliey F
du coté oppofé CD. Jen menerois pareillement une feconde
de l'angle E, au milieu du cbré oppofe BC; linterfe@ion
G de ces deux lignes fercit le cenwre de gravité,
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En effet, le centre commun de gravite des deux cotés
AB, AE, eft aumilien ¢ de la ligne ba qui pafle par leurs
milicux ; cela eft évident, Le centre commun de gravité
des deux cbtés BC, DE, eft par la méme raifon, au mi-
lieu ¢ de la ligne Id qui pafle par leurs milieux. Enfin le
coe €D, a fon centre de gravité en F. Or il eft facile
de voir que la ligne A F pafle par les milicux ¢, ¢ & F;
elle pafle donc par le centre commun de gravité des cing
cdiés 3 un raifonnement femblable, prouvera que IE pafle

uffi par ce centre; ce centre eft donc a linterfe@ion G,

de AF & de IE.

282, En raifonnant comme nous l'avons fait pour le
trizngle , on prouvera que le point G eft aufhi le centre de
giavit¢ de la furface du pentagone régulier,

Et en général, on prouvera de la méme maniére, que
le centre de gravité du contour, ainfi que de la furface d’un
polygone régulier d'un nombre de cotés impair, eft au point
d'interfe®ion de deux droites dont chacune eft menée de
Pun des angles, au milien du c6té oppofé. Et lorfque le
nombre des cOtés eft pair, ce centre eft au point d'inter-
feftion de deux lignes menees par les milienx de deux cotés
oppofés; dout I'on concluroit, s'il en étoit befoin, que le
centre de gravité de la circonference & de la furface d'un
cercle, eft au centre,

Quand le nombre des lignes, furfaces, corps, &c., dont
on a trouvé le centre commun de gravité, n'eft pas confi-
dérable, on peut faire ufage de ce que nous avons dit (238
& 239). Par exemple, foient trois points 4, B, C (fi-
gure 89) qui foient les centres de gravité de trois lignes,
ou trois furfaces, ou trois corps, dont les poids font repre=
fentés par les mafles M, N, P, Ayant joint deux de ces
points
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2
ere que 'on ait N2 P:: €D : BD,ou N

2 CB : €CD; le point D fera le centre commun

L]

& B, par la ligne BC, on partagera BC en D

de gravite des deux points P & N. On menera enfuite D A ;
& imaginant la toralité N 4 P des deux mafles N & P
raffemblées en D, on partagera, de méme, D 4 » en raifon
inverfe des deux mafles M & N -+ P, ceft-a-dire . de
maniére que Neasr R ea=es = g E i DE, ou que N |-
P4+ M:M:: AD : DE; le point E fera le centre
commun de gravite des trois poids M, N, P. On conti-
nueroit de méme , pour un plus grand nombre de corps.

283. Concluons, de ce qui précéde, que Pon peut avoir

3.
facilement le centre de gravité de la furface & de la foli-

dité de rout prifme & de tout cylindre.

En effet, il eft évident que ce centre doit étre au milicu
de la ligne qui pafle par les centres de gravite des deux
hafes oppofées; puifque ces corps font compofés de tranches
parfaitement égales & femblables 4 la bafe, que I'on peut
confidérer comme autant de poids égaux uniformément dif-
tribués fur certe ligne.

284. Pour avoir le centre de gravité G d’une pyramide trizn-
gulaire SABC ( fig. 90), il faut, du fommer, mener au
centre de gravite F de la bafe , la droite SF, & prendre

]

fur cette ligne , 4 compter du point F, la partie FG —= L §F,

En voici la raifon. Du miliea D du coté AB, menons
D¢, DS, & ayant pris D F = =G 8DE — T D8

les points F & E ferone les centres de gravitd ¢

sol i A0 ‘| :
trianeles A BC, A48 B.

Marine, Mécan, 1 Partie, D&
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matériels paralléles 3 4BC, la ligne SF qui pafle par le
point F de la bafe, paffera, dans chaque tranche, par un
point qui fera place de la méme maniére dans cette tranche.
Ainfi, les centres de gravité particuliers de chaque tranche,
font tous fur la ligne SF. Par la méme raifon, les centres
de gravité particuliers des tranches paralléles a ABS, dont
on peut imaginer que la pyramide eft compofée , font tous
fur EC. Donc le centre de gravité de la pyramide, eft au
point G, ou les deux lignes F§ & EC fe conpent. Or fi
I'on méne FE, elle fera paralléle a €S, puifque DF érant
le tiers de DC, & DE, le tiers de DS, ces deux lignes
DC & DS font couptes proportionnellement. Les deux
triangles FEG , G CS feront donc femblables entre eux , &
il en fera de méme des deux triangles DFE, DCS; on
on aura done Fe 1 GS v FEVICS S DE 3 DG
1 : 33 donc FG eft le tiers de G§, & par conféquent,
le quart de FS.

285. Comme on peut décompofer tout folide, en pyra-
mides triangulaires ; connoiffant aftuellement le centre de
gravite dune pyramide triangulaire , il eft facile, a l'aide
des momens , de trouver le centre de gravite d'un corps

quelconque.

286. Telle eft la maniére générale de trouver les centres
de gravité des figures, ou des corps, dont les parties font
indépendantes les unes des autres, ou du moins , lorfqu'on
n'a point lexpreflion de la loi qui les lie les unes anx
auties.

Mais lorfque les parties d’une figure on d'un corps ont
entre elles une relation que l'on peut exprimer par une
équarion, on peut alors trouver le centre de gravite d'une
mani¢re beaucoup plus facile, En voici des exemples,
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287. Quil sagiffe d’abord de trouver le centre
de gravit¢ G, d'un arc quelconque de courbe 4 M
(fig. 91). On imaginera Yarc infiniment petit Mm ;
& lon prendra pour axe des momens une ligne quel-
conque CN parallele aux ordonnées que je fuppofe
perpendiculaires entre elles. Je fuppofe de plus que Ia
diftance de C a Porigine 4 des abfcifles foit = &,
Pour avoir la diftance Gg du centre de gravité A
laxe CN, il faut prendre la fomme des momens des
arcs Mm , par rapport A P'axe CN, & la divifer par
la fomme desarcs Mm ; eft-A-dire , par Parc 4 M,
Or Yarc Mm étant infiniment petit, la diftance de
fon milieu 7, a la droite CN, doit étre réputée égale
a MN. On aura donc Mm x MN pour le moment
de ce petit arc. Mais en nommant AP, x: PM,'y;
ona(97) Mm =y (dx* 4 dy*) & MN =
CP= b — x; donc (6 — x )iy Ldat o dy*)
eft le moment du petit arc Mm; & par conféquent
Sl Y4l Cdxs dy*), ou Vintégrale de
(6 — x) v/ (dx* + dy*) eft la fomme des mo-
mens de tous les arcs infiniment petits Mm, dont

Farc AM eft compofé. On a donc. . . . .

b—x)y (ds + dys £
Gg =X r);i{r = 47) Quant A Parc 4M

qui divife , dans cette quantité ; nous avons donné
(97) la méthode pour le déterminer exaftement ,
lorfque cela fe peut; & (110) celle de le déter-
miner par approximation,

CON S S e

X
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314
Par un raifonnement {emblable, on trouvera que
fa diftance Gg', du centre de gravité, a Faxe 4P,

Sy V(dxH+dy?)
eft AM .

Ce font-1a les formules générales qui fervent a
déterminer le centre de gravité d’un arc quelconque

de courbe,

288, Sil'arc dont on veut avorr le centre de gra-
vité, eft compofe de deux parties égales & fem-
blables 4M, AM' (fig. 92) fituées de part &
Jaurre de Paxe des abfciffes ; alors il et évident
que le centre de gravité G, fera fur la droite 4P :
ne fera donc queftion que de trouver fa diftance
2t C. Or il eft clair que les momens des deux

il
au poit
arcs Mm , M'm', & Tégard de l'axe NN' étant égaux ,

2 (b —-__‘.") V (dx® <+ dx*)
TMAM !

fa diftance C G fera alors égale a

Par exemple, que l'arc M AM' foit un arc de cercle, on
aura y = v/ (ax — xx), 4 érant le diamétre. On rtrou-

vera facilement , & nous lavons déja vu (111), que

ladx
v (da* + dyt) = s—/df:—;_—:—l—n:—* On aura donc
2fta(b— x)dx __

T RS R N B S vk
f\ ") (‘2 T i), 1’/(‘::‘_ i xx)

af (b — x) dx (ex — = x )7 7. Suppofons , pour plus
de fimplicité, que le point C foit le centre, alors A€ =
b= % a ; nous aurons donc 2/ (b — x) v (dx* - dy*) =

af (ta=x)dx(ax— .x.x)_% =ay/ (ax — xx)(39);
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intégrale i laquelle il n’y a point de conftante a ajouter,
parce que, lorfque x = zéro, elle devient zéro, ainfi que
cela doit étre; puifqu'alors la fomme des momens eft €vi-

demment nulle.

Nous avons donc enfin 2 [ (b — x) dx v/ (dx* 4 dy”)

=ay(ax — 'cw), & par conféquent. ... ...

CG_a'./(a:c—-.\.\) 1X2L/(4zx—~<1') '\f‘!‘
i MAM MAM S .M 1 y

ce qui donne cette proportion MAM : MM' ;7 CA4
CG, qui nous apprend que la a’zj.’.zme du centre d’un cercle ,
au centre de gravité de Pun quelconque de [es arcs, eft quatriéme

pmpor:iﬂmiclt’e 4@ la longueur de Parc, @ fa corde & au rayon.

On peut appliquer ces formules & toute autre
courbe : nous paffons aux centres de gravité des
furfaces planes terminées par des lignes courbes.

289. Si I'on demande le centre de gravité de la
furface 4PM (fig. 93); nous fuppoferons que &
repréfente ce centre. H faudra, pour avoir la dif-
tance Gg, prendre la fomme des momens des pe-
tits trapézes MPpm, par rapport a CN , & la
divifer par la fomme de ces trapezes; ce(’c-?a.-clire.,
par l'efpace 4P M. Or le centre de gravite i de

ce petit trapeze doit €tre au milieu de la droite nk

v

également éloignée de MP & de mp; milieu que

Pon peut fuppofer étre celui de M P, i caufe de la

hauteur infiniment petite Pp; on aura donc la dif
tance i/ = CP; ainfi le moment de Ppm M , fera

7

2% 3
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PpmM x CP; ceft-a-dire (b — x) ydx, enap-
pelant toujours CA4, b; & AP, x. Donc la fomme

des momens fera /(b — x) ydx, & par confé-

quent la diftance G g fera £ —tp"‘)f.\‘ e

On trouvera de la méme maniére, que la diftance

,ﬁﬁf'v dx
Wy =N

290. En général, on trouvera de la méme ma-
nicre , le centre de gravité de tout efpace plan, en

le décompofant en trapezes infiniment petits.

Pur exemple, s'il sagit du triangle A NN (fiz. 64), on
prendra la bafe NN’ & la hauteur A C pour axe des mo=-
mens ; & nommant AP, x; MM, y; & AC, b; on aura
MMm'm = ydx ; & le moment de ce trapeze a I'égard de
NC, fera (b — x) ydx. Enforte que la diftance Gg du

t'v - yd x A
centre de gravité a la bafe, fera e ,-\31;']—‘. Or fi I'on
nomme ¢ la bafe, on a 4C ; AP co NN MM,

X

clehieidires obtime =it it i = T donc [ (b —x)ydx,

devient ,f(b — x) i'r—if, ou [ 7 C (bxdx — xdx), qui
vaut fb :— — 73 ) ou i':_; (36 — 2x). Or la furface

MA y .
AMM eft ﬁ}:—“j ou =

donc la diftance du centre

b’
¢ 23
- (36 — 2x)
66 \2 £ .
de gravité, eft S ou (36 — 2x), qui,
26

lorfque x = &, devient 4. Donc Gg = 4. Or fi l'on
mene la ligne 4G L, les triangles femblables ACL, GgL
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donnent LG il v G AC S S ET T a
donc LG = ;L A, ce qui saccorde avec ce que nous

avons démontre (278 ).

291. Appliquons maintenant les formules aux lignes

courbes.

Suppofons que AP M (fig. 95) eft une portion de cercle
dont le diamétre eft a, & que le point C eft le centre; ce
qui donne b = fa. Nous aurons y = v/ (ax — xx ). La
quantité [ (b — x) ydx, devient donc J(ta — x)dx
V (ax —xx),o0n f(;—x)dx (ax —x:c)% qui (89)
eft intégrable, & a pour intégrale 3 (ax — xx)g , quan-
tité a laquelle il '’y 2 point de conflantes a ajouter , parce

quelle eft zéro quand x = o, ainfi que cela doit ére.

I(ax — #x)* _ 3(PM)
Nous avons donc Gg = ,(.11-”)1‘?::) = )E‘H’H‘ .

A Végard de Gg'; puifqu'on a y = v/ (ax — xx), 1,
v s (an = xx)dx
fa valeur (289) fera Gg = <P M

fi(ax — xx)dx, ou fi.(axdx — x%dx), eft

a 3
(‘i 3 Y %) ou ~x*(34 — 2x); on a donc

2

5 or

Bl=

S A (3‘1___—_- 2%)
Gg = APM ;

Sil sagit du fegment entier; comme il eft évident que
le centre de gravité G ( fig. 92) eft fur le rayon CA, qui
divife I'arc en deux parties égales, & qu'il eft a méme dif-
tance de NN’ que les deux centres de gravité particuliers

X 4
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M) L (MM

APM— APM S TAPM L laaEl
(MM
AMMA

4509, 2 - o
cercle, au centre de gravité de la furface de U'un quelcongue de

des deux demi-fegmens APM, APM, on a CG
IPM 5.8 (PM) L. (M

; ceft-a-dire, que la diffance du centre dun

Jes fegmens , eft égale au dougiéme du cube de

par la furface de ce fegment,

292, Quant au centre de gravite¢ d'un feCteur CM A M’
(fig. 96), on peut I'avoir, en obfervant que le centre de
gravité¢ G du fegment M AM , celui G' du fe@eur , & celui
G du triangle font tous fur le rayon C.A; que felon le
principe des momens, le moment du fe@eur doit étre égal
au moment du fegment, plus le moment du triangle. On
adonc CMAM % CG' = MAM ¥ CG 4+ CMM'

: ; . MPMY
X CG". Or nous venons de trouver CG = :--:I-m— que
?T(:;?;I&:» = E : M ” -3 donc CG X
MAM = 3(PM). Diilleurs, nous i'awns que CMM/!
=S PN Ve P & (278) que CG" = 2CP, enforte
que CMM ¥ CG' fe réduit 3 3 PM X (CP). Subfli-
tuant donc ces valeurs, ona CMAM X CG = :PM
2PM X CP* = 2PM[(PM)' 4 (CP)*] = 2PM
KR (CM)*, a cavfe du triangle refangle CPM. Donc
‘i“l! .4 ((,‘\.!)"-

I'on peut changer en

= Mais ta - furface d Qon

CG — CMAM Mais la furface du feQeor

CMAM, eft égalea Parc M.A M muliiplié par (—1}1, donc
2PM X I( )

, . MAM APMYCM :MMxCA

"6 . SR TP AN R Ve i 03 (‘-— ey PR T i

2 MAM MAM -~

e ; :
Ceft-a-dire, que la diflance du cenire
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gravité de Uun quelconque de fes fefleurs , eft quatriéme propor-

tionnelle & larc, au rayon, & aux deux tiers de la corde.

On peut appliquer les formules a toute autre

courbe, par exemple, & la parabole, &e.

293. Voyons maintenant les furfaces courbes ; mais
bornons-nous a celles des folides de révolution. Alors,
en raifonnant comme dans les articles précédens,
on verra que le centre de gravité de chaque zone
¢lémentaire, eft dans laxe de révolution CA ( fi-
gure 97 ), & doit étre réputé au centre P de l'une
des bafes de cette zone, confidérée comme ayant
une épaiffeur infiniment petite. Or, nous avons vu
(98) que Pexpreflion de cette zone €toit.......
—y v (dx* 4~ dy*), r : c repréfentant le rapport
du rayon a la circonférence. On aura donc (en
nommant toujours 5 la diftance 4 C de Porigine 4
des abfciffes, a Paxe NN' des momens), on aura,
dis-je, = (8 — x)y ¢ (dx* + dy*) pour le mo-
ment de cette méme zone , enforte que la diftance
CG du centre de gravité G de la furface au point
C, fera, en nommant § cette furface, ........
[5(b—=x)yv (4 + dy)

3 :

294. Suppofons, pour appliquer cette formule, qu'il s'agit

de trouver le centre de gravité de la furface convexs du
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cone droit ANN (fig. 98), AP étant x5 PM, y; la
hauteur AC, b; le rayon CN de la bafe, a; & le coeé
AN, ¢; on aura, a caufe des triangles femblables, 4C N,
Mrm, AC ? AN s Mr : Mm; ceft-a-dire, b ; e ::

dz I v(dx*+dy*) = 9:1 anra aufli, a caufe des
triangles femblables, /ICN & APM, AC : CN :: AP
o PN RCER= A dire)) Botua e Py s —Jp—r, donc
S (b — t)yy’(a’.rld{— dy*), devient /= % (b — x) X
—'-T,' ou f - (bx.!_x — x*dx), dont linégrale

a3
T
a b x? x3 caex®
55 x (=5 ) wEE x (36 —2z). 0n,
la furface de la portion AM'LM A, ou S, eft ( Géom. 219)

= 4Y o cin. PM; & Tona AC: AP 2 AN AM;
2

ou AM = iij--:;LAN: donc § = *ﬂ:x"# X circ. PM
= - X 77 *%; donc la diftance du centre de gravité de
T (38— 122)
la furface 4 M'LM A4, au point C, eft - e ot
2rb? ®
ou (36— 2x), oub — x; donc lorfque x = &, on
lorfque 4P = 4C, on a la diftance CG du centre de
gravité de la furface totale du céne, = b — 26 = 35 ;

c'eft a-dire, que ce centre de gravité eft le méme que celui
de la furface du triangle 4 NN'.

295. Pour fecond exemple, prenons la fphére ( fiz. 99).

Nous aurons y = v (ax — xx), 4 étant le diamérre; &
- 3 Tadx .

v (d=* 4 dy*) :m, donc f—(!: —=x)y

vV (dx* 4 dy*), deviendra [~ (b — x) X fadx, fup-

pofant donc que C eft le centre, ce qui rend & = % a, on
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aura [ (b — x) X }adx = [Z% (fadx — xdx),

cax -
—— (sa— iz}

Or, nous avons vu (99) que la furface S du fegment {phe-

. ’ - v Ca
qui fe réduit 3 — (;ax — jxx), ou

rique AMLM' A, étoit i:—:; on a donc la diftance CG du

cax

1 T
v ok gg ea)
centre € au centre de gravité G — —— —
cax
T
38— 3x=CA =L AP; ceft-d-dire, que ce centre G,

eft au milien G de la hauteur 4P de ce fegment. Doun
Pon peut conclure en général, que le centre de gravité de
la furface d'une zone {phérique comprife entre deux plans
paralléles, eft au milien de la hauteur de cette zone.

296. Terminons par la recherche des centres de
gravité des folides,

Si I'on confidére un folide (fig. 97) comme com-
pofé de tranches infiniment minces, parallcles entre
elles, & qu’on repréfente, en général, par ss, la
furface de chaque tranche, & par dx fon épaiffeur,
on aura ssdx pour cette tranche; & par conféquent
ss (b — x) dx pour fon moment & I'égard d’un
plan parallele & ces tranches, & paffant & une dif-
tance 4C du fommet 4 = 4. Donc en nommant
S la folidit¢ 4 LMM A4, on aura pour la diftance

. s e b—x)d

du centre de gravité, la quantité -f—li(—s—w—"v-)-—f. Or
la valeur de § fe détermine par les méthodes que
nous avons données dans le calcul intégral; & celle
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de [ss (b — x)dx, fe déterminera aufli par ces
mémes meéthodes ,. lorfqu’on aura la valeur de ss
en x, On aura donc la diftance du centre de gra-
vité par rapport a un plan connu. On cherchera de
la méme maniére la diftance de ce centre & chacun
de deux autres plans perpendiculaires entre eux, &
au premier. Mais nous nous bornerons ici aux {olides
dont les tranches paralléles ont chacune leur centre
de gravité particulier fur une méme ligne droite,

tels que font les pyramides, & les folides de révo-

297. Prenons d’abord les pyramides. Soit donc & la hau-
teur 4C dune pyramide quelconque (fig. ico); x la dif-
tance perpendiculaire 4P d'une tranche quelconque, ee la
furface de la bafe ; on aura ( Géom 202 ) celle de la tranch

E
placée  la diftance x» du fommet, par cette proportion bb

eexx 5
; nous avons donc ss = - 75 5 donc
bb

S B e doviens ce iy i il R NACy URY

f53 ( ? acvient 5b \FXXix x'ax j, qi
xt ce x3 -

revient 2 T ) O ey (45 — 3x). Orlafo-

lidité de la pyramide qui a x pour hauteur . & ss oy “2%*

lidité de la pyramide qui a x pour hauteur, & ss on =2

la diftance du centre de gravité

or lorfque x = b = A C, cette guantité (¢ réduit a L4

donc la hautenr Cg' du centre de gravité G, au-deflus de
la ‘bafe, eff 24
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Soit maintenant g, le centre de gravite de la

ligne Ag paffera par le centre de gravité G de la pyra-
mide ; & les paralleles Gg' & g C donneront Cg' ou 14 3

? I o 4
AC ondb Y g Sidpy donc G —

firme ce que nous avons dit (284), & fait m:,,- que pour

toute pyramide, le centre de gravite de la foiidité eft au
quart de la diftance du centre de gravite de la bafe, am

fommet.

298. Quant aux folides de révolution , 1a valeur

£ 1D,

I ¢ y? S
de ss (102) eft généralement -~ ; ainfi l'exp:

de la diftance du centre de gravité, pour ces folides,

"cy? {b_i) dx

AT 2.7
eft genéralement < . On peut appliquer

cela A la fphere, a Tellipfoide, &c. & par ce der-
nier, déterminer le centre de gravité des mits. Nous
ne nous y arréterons pas, parce que dans le cas ol
on en auroit befoin, on peut, fans erreur fenfible,
fuppofer ce centre de gravité au milieu de la longueur
du mat, vu le peu de courbure de leur furface;
mais nous pafferons & un objet plus important.

299. Quoique ce que nous avons dit jufqu'ici,
fur les centres de gravité, fuffife pour mettre en
etat de les trouver, dans quelque cas que ce foit,
nous nous arréterons, néanmoins, {ur la méthode
qu’on doit fuivre pour trouver le centre de gravité
de la partie fubmergée de la caréne , dans les vail-
fraux,
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On doit fuppofer que ce centre de gravité eft
dans le plan vertical qui paffe par 'axe de la quille;
ainfi 1l ne s'agit que de trouver fa diftance hori-
zontale a une ligne verticale menée par un point
déterminé de I'étambot , & fa diftance verticale 4 la
quille.

Pour Pun & Tlautre de ces deux objets, il faut
commencer par déterminer le centre de gravité d’une
furface ANDFPB ( fig. 101) terminée par deux
lignes prralleles 4 B, D F, & par deux courbes égales
& femblables 4 ND, BPF.

Si Ton avoit I'équation de cette courbe , rien ne
feroit plus facile que de déterminer fon centre de
gravit¢ G, par les méthodes précédentes. Mais ne
ayant point, ilfaut concevoir par les milieux C&
E de AB & de DF, laligne D E quel'on partagera ,
par des perpendiculaires T H, K M, &c. en un affez
grand nombre de parties égales, pour que les arcs
compris entre deux perpendiculaires voifines puiflent
étre regardées comme des lignes droites. Alors on
prendra les momens des trapezes DTHF, TKMH ,
&ec. par rapport au point £ , & on divifera la fomme
de ces momens , par la fomme des trapézes, cefl-
a-dire, par la furfice 4 N DFPB. Nous avons vu
( Géom. 154 ) comment on déterminoit cette furface ;
il pe s'agit donc plus que davoir une expreflion
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fimple de la fomme des momens. Or (279) la
diftance du centre de gravité du trapéze THFD,
sIEX(DF+-2TH)
DF¥TH
peze TKMH, au méme point E , fera par la méme

au point £, eft ; celle du tra-

raifon , & & caufe de I'égalite des lignes 1E, I L, &c.

sIEX(TH4+2KM) o
T 5 N Aokl Hhy

fera , dis-je ,
$IE(4TH+sEM)
THY KM
centre de gravit¢ du trapeze NKMP , fera
SIEX(KML2NP) LIE(7 K M+8N P)

KM NP KM NP »
& ainfi de {fuite.

Pareillement la diftance du

+21E,0u

S1 'on multiplie, maintenant, chaque diftance par
la furface du trapéze correfpondant , ceft- a - dire
( Géom. 148), par la moitié de la fomme des deux
cotés oppofés de ce trapeze , multipliée par leur
hauteur commune 7 £, onaura pour la fuite de ces
momens, ;(IE)'x (DF +2TH), (T EY %
(4TH+5KM), ; (IE) x (7KM48NP),
& ainfi de fuite, donc la fomme des momens fera
¢ lE*X(DF+6TH4+12 KM418NP+ 24Q8
+ 14 4 B); oli on peut remarquer que s'il y avoit
un plus grand nombre de divifions , le multiplicateur
du dernier terme, qui eft ici 14, feroit en général
24 3(7n —2) ou3n— 4, n étant le nombre
total des perpendiculaires DF, TH, &c. en y
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J 2

A B qui peut étre zéro. Ainfi expre[-

la fomme des momens, {e réduit

;.\1 (if)i (bD[“_{_ TH+2KM+43NB+ }&g.

5
£
ug
B
G-
o

Or nous avons vu ( Géom. 154) que la furface

{ NDFPB avoit pour expreflion /£ X (D F+

TH4+KM4+ NP4 &c..... +-;4B); donc la

diftance du centre de gravité G, Ol seevnvasavss

TEx( cDF+TH+2KM+3NP+&c.. ..+ — AB)
T PPN N ek __H,,," .
EGi= : : - -
-_f)(-ﬂ-;ffrn M+ NP+ eoat AR

Cleft-A-dire, que pour avoir la diftance du centre de

5\

L M ’ - 1o sdnnndae ot P o
gravit¢ G, a lune des ordonnces extremes DF,

le fixieme de la premidre ordon:

de la derniére ordonnee AB muliplice

. / s I, ' J‘- > 27 .. . " =f
par le triple du nombre des ordonnées, moins 4 5 puis

7 y i = i
le double de la troifieme , le triple de la qua-

la [ 4
iridme, & ¢ ¢z qui donnera une premidre
2.9, e la totalize des deux ordonnées
émes , ajouter toutes les oi intermédiaires ; ce

gui donnera une feconde fos °. Duyifer la premiere

. . 7 . 3
JU'L'HJ ¢ par ta ,-,-nuu’v ) t“ il ';f.'e'(,'i-:[dﬂf P:U’ Lun

des inzervalles.

Par exemple , s’il y avoit 7 perpendiculaires dont

les valeurs fufient :‘;, 23, 28, 30, 30,21,0, pieds;
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le fixieme de 18 quieft 3; & comme le dernier terme
eft 0, a 3 Jajouterois 23, le double de 28, le triple
de 30, le quadruple de 30, & ainfi de fuite, ce
qui me donneroit 397. Enfuite & la moitié de 18,
Jajoute 23, 28, &c. & Jai 141 ; divifant 397 par

S ©3.: 397X20 7940 .
141 , & mulupliant par 20, j'ai e QU qui

reviennent @ §6 pieds 4 pouces, A trés-peu prés.
M. Bouguer, Traité du Navire, page 213 , trouve
§5 pieds 11 pouces, & ceft bien en effet le réfultat
de fa formule ; mais cette formule fuppofe tacitement
une chofe qui n’eft pas fuffifamment exa&e,

Lorfqu'une fois on fait déterminer le centre de
gravité d’'une coupe quelconque , il devient facile de
déterminer celui d'un folide, & par conféquent celui
de la carene.

Veut-on avoir la diftance du centre de gravité
de la caréne a la quille; on imaginera la caréne
coupée en plufieurs tranches paralléles 3 la coupe
fate a fleur deau (fig. 102 & 103 )- La folidité
de chaque tranche, fera égale ( Géomerrie 254) A
la moiti¢ de la fomme des deux furfaces oppofées
de cette tranche multipliée par Iépaiffeur de cette
méme tranche; & fon centre de gravité fera 3 méme
hauteur dans cette tranche , que celui du trapéze abcd
qui en eft la fe@ion faite par un plan vertical paffant
par la quille. On vyoit donc que le raifonnement que

Marine, Mécan. I, Partie, ¥
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I'on a a faire ici, pour trouver la hauteur g£ da
centre de gravité, eft abfolument le méme que dans
le cas précédent , en changeant feulement le mot de
perpendiculaire ou dordonnée , en celui de coupe; de
forte que 'opération fe réduit 1°, @ prendre le fixiime
de la coupe la plus baffe ; le fixiéme de la coupe la plus
élevie , multiplice par le triple dn nombre des coupes
moins 43 la feconde coupe en montant; le double de la
‘tro.fﬁéme s le triple de la quatriéme , & ainfi de fuire,
ce qui donne une premiére fomme, 2°, Prendre la moitié
de la totalicé des deux coupes [upérieure & inférienre, &
toutes les coupes intermédiaires. 3°. Divifer la premidre
Jomme par la feconde , & mulniplier le quotient , par la

diftance commune d’'une coupe a lautre,

On peut s’y prendre de la mCme maniére pousr
trouver la diftance du centre de gravite, a la ver-
ticale x Z , menée par un point déterminé 4 de
I'étambot (fig. 102); enimaginant la caréne coupée
par des plans parallcles au maitre couple ; mais
comme il faudroit encore mefurer les furfaces de ces
coupes, il vaut mieux employer celles qu’on aura
déja mefurées dans 'opération précédente ; ceft pour-
quoi on déterminera, comme on la fait ci-deflus,
les centres de gravit¢ g, g, de chacune des coupes
parallcles a la quille. Leur diftance a la verticale xz
fera la méme que celle du centre de gravité g de ia
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tranche correfpondante. On multipliera chaque coupe:
par la diftance de fon centre de gravité a la ligne
x Z 5 & regardant chaque produit comme ordonnée
d’une ligne courbe telle que dans la figure 101, on
prendra la moiti¢ de la fomme des deux produits
extrémes, & la fomme de tous les produits inter-
médiaires 5 & ayant multiplié le tout par Pépaiffeur
d’une des tranches , on le divifera par la fomme de
toutes les coupes intermédiaires , plus la moitié de
la fomme des deux coupes extrémes.

A Tégard du centre de gravité du navire méme,
foit en charge, foit hors de charge, on ne peut pas
en reduire la recherche, A des regles auffi fimples.
Il faut entrer dans une difcuflion détaillée des d;ffé-
rentes parties qui le compofent, lui & la charge,
Prendre les momens de ces différentes parties & Pégard
d’'un plan horizontal qu’on imaginera paffer par la
quille; & leurs momens & I'égard d’un plan vertical
perpendiculaire a la quille , & que 'on prendra arbi-
trairement ; divifant ces deux fommes de momens,
par le poids total du navire, on aura la hauteur de
ce centre , & fa diftance au plan vertical par rapport
auquel on a confidéré les momens ; & comme il
doit, dailleurs, &tre dans le plan vertical qui paffe-
roit par la quille, on aura donc fa fituation. Mais
il faut obferver que dans le calcul de ces momens »

X2
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il faut multiplier, non pas le volume de chaque
piéce , mais fon poids, par la diffance du centre
de gravité de cette piece; centre qui eft facile a
déterminer , aprés tout ce que nous avons dit juf-
qu'ici, fur les centres de gravite.

Propriétés des Centres de gravite.

300. Il eft clair, par ce que nous venons de dire
fur les centres de gravité , & par ce que nous avons
dit {ur la réfultante de plufieurs forces paralleles,
que fi toutes les parties d’un corps ou d’un fyfteme
quelconque de corps , ont chacune la méme vitefle,
ou tendent A fe mouvoir avec la méme viteffe ; il
eft clair , dis-je , quela réfultante de tous ces mouve-
mens pafle par le centre de gravit¢ de ce corps, ou
de ce fyfiéme de corps, & que par confcquent le
{yftéme {e meut ou tend & {fe mouvoir, comme fi
la totalité des maffes étoit concentrée au centre de
gravité , & étoit animée d'une vitefle égale a celle

qui anime chacune des parties.

301. D'oit T'on doit conclure réciproquement ,
que fi Pon applique au centre de gravité d'un corps,
ou d'un fyftéme de corps, une force quelconque;
toutes les parties égales du fyftéme partageront
également ce mouvement , s'avanceront toutes avec
une égale vitefle, que l'on aura (189 ) en divifant
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la quantit¢ de mouvement appliquée 3 ce centre,

par la maffe totale du corps ou du fyftéme de corps.

302. Et puifque plufieurs forces appliquées & un
méme point , fe réduifent (en vertu des principes
précédens) A une feule, il en faut conclure géné-
ralement , que quelgues forces que l'on applique au centre
de gravité d’un corps ond’un [y [téme de corps ; en quelque
nombre qu'elles foient, & quelque diredion qiielles aient ;
toutes les parties de ce corps, ou de ce [yfléme de corps ,
prendront une viteffc égale , laquelle aura la méme direc~
tion que la réfultante de toutes ces forces, & fera egale
@ la quantité de mouvement qui repréfente ceree force

réfultante 5 divifée par la maffe torale du corps ou du
J3 ftéme de corps.

303. D’oli 'on doit conclure que zant gue les forces
qui agiffent fur un corps fe réduiront ou pourront érre
reduites d une feule dont la direlion paffera par le centre
de gravite, ce corps ne tournera point autour de fon centre

de grayité,

304. Mais fi les forces qui agiffent fur un corps
ne peuvent étre réduites & une feule; ou fi pouvant
&tre réduites 2 une feule , la diretion de celle-ci
ne pafle point par le centre de gravité, alors toutes
les parties du {yftéme ne feront pas mues d'un mou-
vement commun., Néanmoins le centre de gravité

Y3
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fera mu de la méme maniére que f{i toutes ces forces
y étoient immédiatement appliquées. Ceft ce qu'il
s'agit de faire voir a&tuellement.

305. Suppofons d’abord trois corps M, N, P
(fzg. 104), mus fuivant des lignes paralleles 4 D,
BE, CF fituées ou non fituées dans un méme plan,
& mus avec des vitefles repréfentces par les lignes
AD, BE, CF. Suppofons que G foit le centre de
gravité de ces corps lorfqu’ils fonten 4, B, C; &
G leur centre de gravité lorfquils font arrivés en
D, E, Fou ils arrivent en méme temps, puifque
leurs vitefles font repréfentces par 4D, BE, CF.
Si 'on mene la ligne GG/, je dis quielle fera paral-
Yele A ces lignes; quielle fera la route que le centre
de gravit¢é G fuivra pendant le mouvement des corps;
& que ce centre de gravité G la décrira uniformé-
ment.

1°. 11 eft facile de voir que la route du centre
de gravité fera parallele aux lignes 4D, BE, &c.,
car A quelque endroit qu’on le fuppofe dans un inf-
tant quelconque, fi on imagine un plan qui pafle
par ce centre, la fomme des momens, par rapport
a ce plan, doit étre zéro (270). Or {i Ton congoit
un plan paralléle aux diredions des corps, & paf-
fant par le point G, les momens, par rapport a ce
plan, ne peuvent manquer d’étre z¢ro pendant tout
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e mouvement ; car les corps, dans leur mouvement,
font fuppofés ne pas sécarter de ce plan; leurs dif-
tances a ce plan font donc toujours les mémes ; donc
les momens font aufli toujours les mémes; mais an
commencement du mouvement , c’eft-a-dire, lorfque
le centre de gravité étoit en G, leur fomme étoit
zéro ; donc elle eft encore zéro, en quelque endroit
de leurs direftions que les corps fe trouvent; donc
le centre de gravit¢ eft toujours dans un plan pa-
rallele aux direétions des corps, & qui pafle par
la premiére pofition G de ce centre. Et comme,
dans ce raifonnement , rien ne détermine la pofition
de ce plan, finon qulil doit étre paralléle aux di-
reltions des corps M, N, P, & pafler par le point G ;
on prouvera de méme, que ce centre eft dans tout
autre plan parallele aux directions des corps, & paf-
fant par le point G; il eft donc dans I'interfection
commune de ces plans; donc le centre de gravité
fe meut fuivant GG parallele aux diretions de
ces corps.

2% Je dis qu'il fe meut uniformément; ceft-a-
dire, que fi lorfque les corps M, N, P &c., font
arrivés en a, b, ¢, &c. on fuppofe que le centre
de gravité eft en g, onaura GG' : Gg:: AD :
Aa it BE : Bb :: &c.; Ceft-a-dire , que les
efpaces décrits en méme temps, par le centre de

Y 4
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gravite, & par chacun des corps, feront comme
leurs viteffes.

En effet, fi on congoit un plan repréfenté par RS,
auquel les direftions des mouvemens foient perpen-
diculaires; on aura, parla nature du centre de gra-
vité (261), Mx AH 4+ N X Bl 4+ Px CL —
(M+ N+ P) X GK. Et par la méme raifon,
lorfqu’ils fonten D, E, F,ona M x DH + N
XEI 4+ PXFL=(M+ N + P) X GK. Si
de cette ¢quation on retranche la premiere, on aura
(en faifant attention que DH — AH — 4D,
EI — BI = BE, &.) Mx AD + N x BE
— P X CF = (M 4+ N + P) x GG, Donc,
par la méme raifon, lorfqu’ils feront en a, 5, ¢,
on aura M X Aa +~ N X Bb — P X C¢c =
(M+ N+ P) X Gg.

Or puilque Aa, Bb, Cc font décrits uniformé-
ment, dans un méme temps, ces efpaces (187)
doivent &tre entre eux comme les vitefles 4D
BE, CF; on adonc 4D : BE :: da : Bb,

AD I CF s dg 2 Ce: donc Bb AR

A D
I :
Cec = —JA"D—. Subftituant ces valeurs dans notre

derniére équation , & chaflant le dénominateur 4 D,
elle fe change en (M X 4D+ N x BE — P
XCF)X da= (M4 N+ P)x Gg x 4D,

=i
;

i P e e
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Enfin divifant cette équation, par celle ol entre

AD 5
GG',on a da 29—%——, d’olt l'on tire GG’ =

Gg:. AD : Aa; ce qu’il sagifioit de démontrer.

Obfervons , maintenant , que I'équation oli entre

. ’ Mx AD + Nx BE—=Px CF
GG , donne GG = AR :

Or les lignes 4D, BE,CF, GG, font les vitefles
des corps M, N, P, & du centre de gravit¢ G;
par conféquent M x 4D, N X BE &c., font leurs
quantités de mouvement. Donc puifque le raifonne-

ment que nous avons fait jufqu’ici, ne dépend point
du tout du nombre des corps, on peut conclure
généralement , 19, que fi tant de corps que U'on voudra
décrivent uniformément des lignes paralléles , le centre de
gravité décrie auffi uniformément , une ligne paralldle a
celles-la. 2° Que [a vite[fe eff égale a la fomme des quan-
tités de mouvement des corps qui vont dans un fens ,
moins la fomme des quantités de mouvement de ceux qui

vont en [ens contraire, le tout divifé parla fomme des maffes.

306. Si quelques-uns des corps étoient en repos,
la vitefle de ces corps étant alors zéro, la quantité
de mouvement feroit aufli zéro. Ainfi elle difparoi-
troit dans le numérateur de la fraftion qui exprime
la vitefle du centre de gravité. Mais cela ne chan-
geroit rien au dénominateur qui fera toujours la
fomme de toutes les maffes,
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307. 51 la fomme des quantités de mouvement des
corps qui vont dans un fens, étoit égale & la fomme
des quantités de mouvement de ceux qui vont en
fens contraire, le numérateur de la fraltion qui ex-
prime la vitefle du centre de gravité, feroit zéro,
Ce centre de gravité feroit donc en repos. Donc quels
que foient les mouvemens paralleles de plufieurs
corps, leur centre commun de gravité refte en repos,
quand la fomme des quantités de mouvement de
ceux qui vont dans un fens, eft égale a la fomme
des quantités de mouvement de ceux qui vont en
fens contraire.

308. Puifque les quantités de mouvement repré-
fentent les forces (189); & que la réfultante da
plufieurs forces paralleles (255 ) eft égale 2 la
fomme de celles qui agiflent ou tendent A agir dans
un fens, moins la fomme de celles qui agiflent, ou
iendent a agir, dans un fens contraire; concluons
donc que [z plufieurs forces paralléles f[ont appliquées
aux differentes parties d'un [y [léme quelconque de corps,
le centre de gravité de ce [yftéme fe meur comme [i ces

Sorces lui éroient immédiatement appliquées.

309. Que les corps , en quelque nombre qu’ils
foient , fe meuvent maintenant fuivant des lignes

droites quelconques. Si on imagine deux lignes droites

quelconques perpendiculaires entre elles; & 2 leur
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point de rencontre, une troifieme qui foit perpen-
diculaire A leur plan, on peut toujours décompofer
la vitefle de chaque corps, en trois autres, paral-
leles & ces trois lignes, Or il fuit de ce que nous
venons de dire, que le mouvement du centre de
gravité en vertu des mouvemens paralleles & 'une
de ces lignes, fera parallele A cette méme ligne,
fera uniforme, & que fa vitefle fera égale a la fomme
des quantités de mouvement (*) eftimées paralléle-
ment 3 cette ligne, divifée par la fomme des mafles.
Donc fi 'on congoit que l'on ait déterminé, par
ce principe,, le mouvement du centre de gravité
parall¢lement & chacune de ces trois lignes,, & quen-
{uite on compofe ces trois mouvemens pour les ré=
duire 2 un feul (ce qui eft poffible, puifqu’ils font
appliqués & un méme point), on aura la route
unique du centre de gravité. Or comme les ¢lémens
quon emploie ici, ne font autre chofe que les forces
mémes qu'ont les corps paraliclement a ces trois
lignes, & que la force unique du centre de gravité
fe trouve, par-la, compofée des forces réfultantes
parallclement & chacune de ces lignes, elle ne peut
donc manquer d’étre égale & parallele a la réfultante

(*) Cleft par abréviation que | corps qui vont dans un fens,
nous difons feulemeat , la fomme .| moins la fomme des quantitésde
des quantités de moutvement: on | mouvement de ceux qui vont en

doit toujours entenire la fomme | fens contraire,
des quantitds de mcuvement des
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de toutes les forces appliquées 3 tous ces corps ;
donc en général, guelles que foient ls diredions & les
valeurs des forces appliguées a différentes parties d’un
Syftéme de corps, le centre de gravité f[¢ meut toujours ,
ou tend a [¢ mouvoir , de la méme manitre que [t toutes

e e s B
ces forces lui étoient immédiatement appliquees.

310. Dans le raifonnement précédent, nous avons
dit qu'on pouvoit toujours décompofer la vitefle de
chaque corps en trois autres , paralleles A trois lignes
données de pofition. Cependant i la dire@ion de I'un
des corps étoit paralléle au plan de deux de ces trois
lignes, ou fi elle étoit parallcle & Pune de ces trois
lignes, il paroit qu'on ne peut, dans le premier cas,
décompofer quen deux forces paralleles A deux de
ces trois lignes; & que dans le fecond on ne peut
faire aucune décompofition , en forces qui foient pa-
ralleles aux deux autres lignes. Nonchftant cette dif-
ficulté apparente, la propofition n’eft pas moins géné-
rale : car on voit, par exemple, que tant que la
ligne 4 B (fig. 105) n'eft pas parallele & Tune des
deux lignes PR, P Q, on peut toujours décompofer
la force repréfentée par 4 B , en deux autres 4C, 4 D
paralleles & ces deux lignes; mais on voit, en méme
temps, que plus 4B approchera d’étre parall¢le A
PQ, & plus la force 4 D diminuera; enforte qu’elle
deviendra zéro, quand 4B fera paralléle 3 P Q.
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Donc, dans ce cas, on n’eft pas moins en droit de
fuppofer une décompofition en deux forces, mais
dont I'une foit zéro, Par la méme raifon on peut,
dans ce méme cas, fuppofer une décompofition en
trois forces paralleles aux trois lignes PQ, PR, PS;
mais deux de ces trois forces feront zéro.

311. De ce que nous venons de dire, & de ce
qui a été dit (307), on doit conclure que /e centre
de gravite d’un [y [léme de corps reflera en repos, fi ayant
deécompofé les forces appliquées a chaque partie du f[yf=
téme , en trois autres forces paralldles d trois lignes per-
pendiculaires entre elles , la formnme des forces ou des quan-
tit's de mouvement parallélement a chacune des trois
lignes , ¢ft zero; en prenant avec des fignes contraires
les forces qui agiffent dans des fens oppofés.

312. Quand toutes ces forces font dans un méme
plan, il eft évident qu’il {uffit de décompofer chaque
force en deux autres, paralleles & deux lignes per-
pendiculaires entre elles , & menées dans ce méme
plan; car les forces perpendiculaires au plan étant
alors nulles, le mouvement du centre de gravité en
vertu de ces forces eft nul auffi.

313. Dans tout ce que nous venons de dire,
nous avons fuppofé que chacun des corps qui com-
pofe le fyft€me, obeciffoit pleinement & lLibrement
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a la force qui le follicite. Mais les mémes chofes
n'ont pas moins lieu, quand ils font contraints dans
leurs mouvemens , pourvu que ces obftacles ne
viennent point d'une force étrangére au fyftéme ,
ceft-a-dire , pourvu qu’ils ne foient autres que ceux
qui réfultent de la difficulté de fe préter a fes mou-
vemens, par la manicre dont ils font difpofés entre
eux, ou liés les uns aux autres; c’eft ce que nous
démontrerons , aprés avoir expofé la loi générale de
Péquilibre des corps , & la loi générale de leurs
mouvemens.

Principe genéral de [’Eguz'[z'bre des Corps.

314. Quelles que foient les forces (agiffantes ou ré-
S[ftantes ) appliquées a un corps , @ un [yfléme de corps,
a une machine , &c., & quelles que foient les direilions
de ces forces ; [ L'on congoit que chacune [oit décompoffée
en trois autres , paralleles a trois lignes tirées par tel
point qi'on voudra , & perpendiculaires entre elles ; il
faut , pour que toutes ces forces puiffene f¢ faire équilibre,
que la fomme (*) des forces qui agiffent parallelement

a@ chacune de ces trois lignes, foit 7éro.
En effet , nous avons vu (258 ) que quels que

(*) Nous entendons toujours | dans un fens , moins la fomme
ici & dans la fuite, par la fumme | de celles qui agiflent ou tendent
des forces, la fomme de celles | 2 agir dans un fens oppofé,
qui agiffent ou tendent & agir :




DE MATHEMATIQUES. 35¢

fuffent le nombre & la nature des forces, on pou-
voit toujours reduire toutes ces forces A trois, dont
les direétions fuffent parallcles a trois lignes perpen-
diculaires entre elles. Donc fi 'on fuppofe qu’il y a
équilibre entre toutes les forces du fyfléme, il faut
qu'il y ait équilibre entre ces trois réfultantes, ou
que chacune foit zéro. Mais ces trois réfultantes
¢tant perpendiculaires entre elles, ne peuvent ni fe
nuire, ni fe favorifer ; donc chacune d’elles doit étre
z2¢ro. Or chacune delles (255 ) eft égale 4 la fomme
des forces partielles qui lui feroient paralléles; done
en effet les fommes des forces qui ( par la décom-
pofition) agiffent parallelement & chacune de trois

lignes perpendiculaires entre elles , doivent étre zéro
chacune.

315. Si toutes les forces étoient dirigées dans un
méme plan, la fomme des forces paralléles 3 cha-
cune de deux lignes tirces, dans ce plan, perpen-
diculairement 'une & Pautre, feroit zéro. Et fi toutes
les forces ¢tolent parall¢les entre elles, il faudroit
que la fomme de toutes ces forces fit zéro. Ces
deux cas font évidemment compris dans la propo-
fition générale,

316. Remarquons bien, que cette propofition aura
toujours lieu, dans quelque cas d’équilibre que ce
foit; mais on auroit tort de penfer quelle fuffit pour
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qu’il y ait équilibre. Les autres conditions néceffaires
pour I'équilibre,, varient fuivant les qualités,, ou les
difpofitions particulieres des parties du fyftéme ou
de la machine que l'on confidére; nous nous en
occuperons dans le volume fuivant: il ne s'agit ici
que des principes généraux.

317. Ce principe eft général , foit que les forces
qui font appliquées aux différentes parties du fyf-
téme, foient toutes agiffantes, foit que quelques-
unes feulement foient agiffantes, & les autres ca-
pables feulement de réfifter ; tels feroient des appuis,
des points fixes, des furfaces, &c., qui s'oppoferoient
a l'aftion des autres forces, Car les réfiftances de ces
obftacles, équivalent a des forces agiffantes.

Principe général du Mouvement.

318. De quelque maniere que plufieurs corps viennent
@ changer leurs mouvemens alluels ; fi I'on congoit que
le mouvement que chaque corps auroit dans Uinflant fii-
vant , sil devenoit libre, [oit décompofé en deux autres
dont 'un foit celui qu’il aura récllement apres le chan-
gement ; le fecond doir étre tel que Ji chacun des corps
n’eiit en dautre mouvement que ce [econd , tous les corps

fulfent demeurés en équilibre.

Cela eft évident , puifque fi ces feconds mouvemens
w’étoient pas tels qu’il en réfultdt I'équilibre dans le
fyftéme,
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fyftéme , les premiers mouvemens compofins , ne
feroient pas ceux que les corps auroient apres le
changement , car ils feroient néceflairement altérés
par ceux-1a,

Ce principe eft dii a M, &’ Alemberz. Voyez fa Dy-

namique,

Conﬁyuerzces quz réfultent des deux prirzcz}::es
precédens , par rapport aw mouvement du
Centre de gravité des Corps.

319. Concevons maintenant que plufieurs corps ,,
foit libres, foit liés entre eux de quelque maniére
que ce foit (de manicre cependant que rien n’aflu-
jétiffe le fyftéme de tous ces corps ), viennent &
recevorr des impulfions quelconques auxquelles ils
ne puiffent obéir pleinement, parce quiils fe génent
réciproquement; je dis que le centre de gravité

i

g

fera mit, comme fi tous ces corps euffent été libres.

En effet, quel que foit le mouvement que chaque
partie du fyftéme prendra, on peut toujours (225 )
concevoir celui qui lui eft imprimé, comme com-
pofé de celui qu’il prendra, & d’un autre, Or (318)
en vertu de ces feconds mouvemens, il dojt y avoir
equilibre ; donc fi on congoit ces feconds mouvemens
décompofés , chacun , en trois autres » paralleles

Marine, Mécan, I, Partic, Z
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3 trois lignes perpendiculaires entre elles, la fomme
des forces qui en réfulteront paraliclement 4 chacune
de ces lignes, doit étre zéro (314). Or le chemin
que le centre de gravite tend A décrire en vertu de
chacune de ces forces, eft (305) €égala la fomme
des forces parali¢les a chacune de ces lignes, divifée
par la fomme des corps; donc le ch emin qu'il tend
3 décrire en vertu des changemens furvenus dans le
(yfiéme , par ation reciproque des parties de ce
{yftéme , eft zéro; donc le centre de gravité ne par-
ticipe point a ces changemens. Donc il eft mii comme
i toutes les parties du {yfiéme obéifloient librement
& fans aucune perte, chucune 3 la force qui la
follicite.

Donc en général , V'étar du centre de gravite d'un
corps ou dun [yfiéme de corps , ne change point par

Pattion mutuelle des parties de ce corps ou de ce [ [léme.

1 P, o

320. Concluons de-la, 1° que I un corps ou un
[yfléme de corps tourne auionr de fon centre de gravite ,
de quelque mariére que ce foit; ce centre refiera continuel-

lement dans le méme érat que fi le corps ne tournoit pas.

321. 2% De ce méme principe , & de ce qui a
&é dit plus haut fur le mouvement du centre de
gravité des corps libres, il fuit que fi un corps de

figure quelconque, ou un affemblage quelconque de
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corps, recoit une impulfion fuivant une direftion
quelconque 4 B ( fig. 106) , laquelle fe tranfmette
toute entiére A ce corps; le centre de gravit¢ G
fera mi fuivant une ligne G § parallele & 4B, de
la méme manicre que fi cette force lui &tojt 1mmé-
diatement appliquée fuivant cette méme direction,
Et fi plufieurs forces agiffent A la fois fur différens
points de ce corps, ce centre de gravité fera mi,
comme fi toutes ces forces lui étoient immédiate-
ment appliquées.

322. Donc fi au moment ol le corps eft frap ppé
fuivant la dire@ion 4B, on appliquoit au centre
de gravit¢ G une force d;rmcm en {ens contraire fui-
vant $G, & égale a la force qui agit fuivant 4 B,
le centre de gravité refteroit en repos. Neanmoins il
eft ¢vident que les autres parties de ce corps ne de-
meureroient point en repos, puifque ces deux forces
quoique égales , ne font pas dire@ement oppofees,
Or le feul mouvement que le corps puifle avoir, fon
centre de gravité reftant en repos, eft évidemment
un mouvement de rotation autour de ce centre de
gravité.

I

Donc fi un corps recoit une ou Pplufteurs impul, Lftons
Suivant des direfions qui ne paffent point par fon centre
de gravitd ; 1°, ce centre de gravieé fira mii, comme /e
toutes les forces lui éroient immédiatement appliquées

Z a
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chacure [uivant ume direction parallble a celle qu'elle a.
2°, Les parties de ce corps tourneront aiutour dn centre
de gravité, comme elles le feroient en vertw des forces qui
font actuellement appligicles au corps, fu ce cenire de gra=

yité étoit fixement attache.

Nous déterminerons ces mouvemens de rotation

dans le volume fuivant.

323. Concluons encore que fi Iétat du centre de
gravit¢ d'un corps vient & changer, ce ne peut Ctre
que par l'aétion ou par la réfiftance de nouvelles
forces étzangdres & ce corps; & que par conféquent
ce changement fe déterminera toujours en cherchant
la réfultante qu'auroient toutes ces forces, fi elles
étoient appliquées au centre de gravité, chacure
fuivant une dire@ion parallele a celle qu'elle a ac-

1

tuellement.

Tels font les principes généraux du mouvement
& de Téquilibre des corps folides. Nous réfervons
pour le volume fuivant,, les applications de ces prin-
cipes , aux différens cas de mouvement & d’équilibre
qui peuvent fe rencontrer dans 'ufage ; & nous paf-
fons A Péquilibre des fluides.

EY
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CORPS QUI Y SONT PLONGES.

324. QUDIQUE nous ignorions jufquolt va le
degré de ténuité des parties des fluides, nous ne
pouvons douter , néanmoins , que ces parties ne
foient matérielles ; & que par cette raifon, la lot
générale d’équilibre & celle de mouvement que nous
avons ¢tablies ci-deffus, ne leur conviennent comme
aux corps folides. Mais comme cette loi d’équilibre
neft pas la feule néceffaire, ainfi que nous Pavons
decja dit ; il nous faut examiner s'it n’y a point quelque
autre loi générale dont cet équilibre peut dépendre,

325. Comme I'équilibre confifte dans la deftruc-
tion de toutes les forces, & que nous ignorons la
manicre dont les parties des fluides fe tranfmettent
leurs forces les unes aux autres, ce n'eft qu'a I'expé=
rience que nous devons avoir recowrs, pour établiz

Z3
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nos premiers principes: nous commencerons donc
par expofer ce que 'on connoit , par expérience, de
plus certain fur cette matiere, Mais auparavant, nous
obferverons qu’il faut diftinguer deux fortes de fluides.
Les uns dont les parties font ou peuvent &tre regar-
dées comme abfolument dures, & qui, prifes en
mafle, font incompreflibles ; c'eft-a-dire, ne peuvent
€tre réduites @ occuper un volume plus petit que
celui qu'elles occupent dans leur état naturel ; telle
eft 'eau, & telles font la plupart des liqueurs. Les
autres font compof¢s de parties compreffibles & élaf-
iiques ; Ceft-a-dire, capables d’occuper un efpace plus
petit , lorfqw’on les comprime , & de reprendre leur
premier état, lorfque la caufe qui les réduifoit & un

plus petit volume, ceffe d’agir; tel eft l'air. Nous
parlerons d’abord des fluides incomprefiibles.

326. Voyons maintenant ce que Pexpérience peut

nous apprendre fur 'équilibre des fluides.

Soit 4 BCD (fig. o7 &108) un canal compofé
de trois branches 4 B, BC, CD dun diameétre
égal. Si l'on congoit que dans chacun de ces deux
canaux , on verfe de l'eau par la branche 4B, elle
paflera de la branche B C dans la branche €D ; &
lorfqu'on aura ceflé de verfer, la furface de l'eaun
contenue dans chaque branche fe trouvera dans une
méme ligne horizontale 4 D, quelle que foit dailleurs
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Pinclinaifon de la branche BC. Cleft un fait tres-
connu , & que nous prenons pour principe. Voici
maintenant les conféquences que ce fait nous fournit.

327. Si par tel point £ que I'on voudra, on ima-
gine I'horizontale E F; il eft vifible que le poids de
leau contenue dans E B CF ne contribue en rien
a foutenir les colonnes 4 E & D F ; que par confé-
quent cet équilibre auroit encore lieu fi le fluide,
contenu dans £ B C F, perdoit tout-a-coup fa pefan-
teur. On doit donc regarder ce fluide comme étant
feulement un moyen de communication entre la
colonne 4 E & la colonne D F ; enforte qu'il tran{-
met a la colonne D F toute la preflion que la colonne
AE exerce fur lui; & réciproquement 1l tranfmet
A celle-ci, la preflion que D F exerce fur lui.

Il n’eft pas moins évident que la méme chofe auroit
lieu, fi au lieu de la colonne 4 E & de la colonne
DF on f{ubftituoit deux preflions de méme valeur ;
on peut donc, de-1a conclure en géncral, que /2 un
fluide fans pefanteur eft renfermé dans un vafe quel-
conque ; & qu’ayant fait une ouverture a ce vafé, on
applique une preffion quelconque a cette ouverture , cette
preffion [e répandra également dans tous les fens, Puilque
I'inclinaifon de la branche BC (fig. 108 ) n’empéche
pas que les chofes ne fe paffent de la méme manicre
que dans la fig. 10 7.

Z 4
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328. Il eft facile de voir maintenant, que non-
feulement la preflion fe tranfmet également dans tous
les fens; mais encore, quelle agit perpendiculaire-
ment fur chaque point de la furface du vafe qui
renferme le fluide. Car fi la preflion qui agit fur la
furface n’agiffoit point perpendiculairement, il eft
facile de voir quelle ne pourroit étre détruite en-
ticrement par la réfiftance de cette furface; il en
refulteroit donc une ation fur les parties du fluide
méme, laquelle ne pouvant manquer de fe tranf-
mettre dans tous les fens (327), occafionneroit né-
ceflairement du mouvement dans le fluide; il ne
feroit donc jamais poffible quun fluide reftit en
équilibre dans un vafe; ce qui eft contraire 3 Pex-
périence.

329. Concluons donc de-1d que fi les parties d’un
fluide contenu dans un vafe quelconque 4 BCD
(fig. 109) ouvert vers la partie 4 D, font follicitées
par des forces quelconques, & demeurent néanmoins
en équilibre , ces forces doivent étre perpendiculaires
ala furface 4 D ; car sl y a équilibre , cet équilibre
ne {ubfiftera pas moins fi I'on applique une enveloppe
de méme figure que la furface 4 D ; or nous venons
de voir que dans ce cas, les forces qui agiflent fur
la furface 4D doivent &tre perpendiculaires 4 cette
furface,




DE MATHEMATIQUES. 361

330. Suppofons donc que les forces qui agiffent
fur les parties du fluide, font la pefanteur méme;
& alors nous conclurons que la direttion de la pe-
fanteur eft néceflairement perpendiculaire a la furface
des eaux tranquilles; & que par conféquent les parties
d’un méme fluide pefant doivent étre de niveau pour étre en
quilibre , quelle que foic d’aillenrs la figure du vafe qui

les renferme.

331. Concevons maintenant, que le vafe 4 BCD
(fig- 110) étant fermé de toutes parts, foit rempli
d’un fluide fans pefanteur ; & qu’ayant fait une trés-

P Juaj
petite ouverture en E on y applique une preflion
quelconque: il eft évident que la preflion qui en réful-
tera fur la furface plane repréfentée par BC, ne dé-
p p P >
pendra nullement de la quantit¢ de fluide contenue
dans ce vafe, ni de la figure du vafe; mais que
) g q
puifque la preflion appliquée en E fe tranfmet égale-
ment dans tous les fens (327), celle de BC fera
égale & la preflion quiagit en E, répétée autant de
fois quil y a de points dans B C.
q p

332. Par la méme raifon, la preflion appliquée
en E agira pour écarter le fonds fupérienr 4 D; &
la force avec laquelle elle agira fera, pour chaque
point , égale a la preffion qui agit en E ; enforte que
le fond 4D eft preflé perpendiculairement du de-
dans au dehors avec une force égale & la preflion
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qui agit en E, répétée autant de fois quil y a de
points dans 4 D,

333. Imaginons maintenant que le vafe 4 BCDEF
(fg- r11) dont la partie CD eft horizontale, foit
rempli d’un fluide pefant, Je dis que la preffion
qui en réfulte fur le fond €D, ne dépend nul-
lement de la quantité de fluide contenue dans le
vafe , mais feulement de la grandeur de €D, &
de la hauteur de la furface 4F, au-deflus de la
bafe CD.

En effet, concevons I'horizontale B F, & ima-
ginons que le fluide contenu dans BCD E', devienne
tout-d-coup fans pefanteur; il eft évident, par ce

quon vient de dire (331), qu'un filet vertical quel-
conque I K du fluide pefant contenu dans 4 BEF,

exerce au point K, une preflion qui doit {e répandre
également dans tout le luide BC D E ; que cette pref-
fion agit également de bas en haut pour repouffer
Paftion de chacun des autres filets qui répondent
verticalement aux différens points de BE ; donc le
filet 7K fait, lui feul , équilibre & tous les autres
filets de Ja maffe 4 BEF; donc la maffle BCDE
étant toujours fuppofée fans pefanteur , il ne réfulte
dautre preflion au fond CD, que celle du filet
IK, laquelle fe tranfmettant également & tous les
points de €D, y occafionne une preffion égale &
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celle qui Sexerce au point K, répétée autant de fois
quil y a de points dans CD.

Donc fi on imagine (fig. 112) un fluide pefant
contenu dans ACD F, divifé en tranches horizon-
tales ; la tranche fupéricure ne communique pas au
fond €D dautre aftion que celle que communi-
queroit le filet ab; & la méme chofe ayant lieu
pour chaque tranche, le fond CD n'eft donc pre{lé
que comme il le feroit par la fomme des filets ab,
beyed, &e.; & puifque cette preflion fe tranfmet
également a tous les points de C D, elle eft donc égale
a €D multiplice par la fomme des preflions que
les filets ab, bc, cd font capables d’exercer fur un
méme point,

Donc, 1°. i l fluide ACDF eft homogine , c’efl-a-
dire, compofé de parties de méme nature , de méme pefan-
teur, &c. la preffion fur le fond CD, fera exprimée
par CD X ag; cefl-a-dire, fera mefurée par le poids
du prifme ou du cylindre qui auroit CD pour bafe &
ag pour hauteur,

2°. St le fluide ¢ft compofé de tranches de différente
denfirés, la preffion fur CD, fera exprimée par CD
multiplice par la fomme des pefanteurs fpeécifiques de
chaque tranche ; je dis par la fomme des pefanteurs
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Ipécifiques (*) & non par la fomme des poids ; car
ce n'eft point de la quantité de fluide contenue dans
chaque tranche , que dépend la preflion , mais feu-
lement de la pefanteur propre d’un filet.

Il faut bien obferver que ce que nous difonsici, a
lieu foit que le vafe aille en s’élargiffant par en haut $
foit qu'il aille en fe rétréciffant, comme dans la
tg. 113. La preflion que le fluide renfermé dans
ACDF exerce fur CD, eft la méme que celle

qu'exerceroit le cylindre ECDG il étoit rempli

de fluide , 3 méme hauteur.

334. De ce qui précede, il eft facile de conclure
que fi deux fluides NHCBFL & EFLM (fig. 114)
homogenes chacun, mais de différente denfité , 'un
a Pégard de Vautre, fe communiquent en FL dans
un vafe quelconque, ils ne peuvent éire en équi-
hbre quautant que leurs hautewrs EF, 7K, au-
defius du plan horizontal FL de {éparation, feront
en raifon inverfe de leurs pefanteurs fpécifiques, En
effct , le flude LFBCGO pouvant étre de luie
méme en équilibre (330), il faut que NHGO
puifle faire équilibre & EFLM; il faut donc que la
preflion que NH G O exerce de bas en haut fur FL,

(*) Ondoitferappelerici, ce | maticre quelconque, eft la pefan-

que nousavons déja dit ailleurs, | teur abfolue d’un volume connu

que la pefanteur {pécifique d'une | de cette matiére,




DE MATHEMATIQUES. 365

foit égale & celle que £ FLM exerce de haut en bas
fur FL. Or (333) la preflion que NHG O exerce
{ur FL, eft égale au poids d’un prifme ou d’un cy-
lindre de ce fluide, qui auroit 7K pour hauteur,
& FL pour bafe; d'ailleurs ce poids eft ¢gal a la.
pefanteur {pccifique multiplice par le volume; donc
fi on nomme P cette pefanteur {pécifique, 1l aura
pour expreflion P x I K x FL. Par la mé¢me raifon,
i Pon nomme p la pefanteur fpécifique du fluide
EFLM, on aura p X EF x FL pour la pefanteur
abfolue de ce fluide , ou pour la preflion qu’il exerce
fur FL. Il faudra donc que P X /K X FL =p X
EF x FL, ou que P X IK = p X EF; donc
P :p:ii EF: IK; les hauteurs EF, IK doivent
donc étre en raifon inverfe des pefanteurs fpéci-

fiques.

Ainfi, par exemple, fi LFBCHN étoit du mercure, &
EFLM de I'eau; comme le mercure eft 14 fois aufli pe=
fant que l'eau, il faudroit que la hauteur JK flit 14 fois
plus petite que EF; ceft-a-dire, fit la quatorziéme partie
de EF, quelque figure quait d’ailleurs le vafe.

335. Par ce que nous avons dit jufgu'ici, on voit donc
que la manidre dagir des fluides eft bien différente de celle
des folides, Il n’y a, a proprement parler (fig. 112), que
la partie £ CDG qui exerce fon attion fur la furface CD;
& ( fig. 113) la furface CD eft preflée par 4C D F comme
elle le feroit par tout le poids du fluide contenu dans le
cylindre ECDG; au lien que fi ¢¢toit un folide, fi par
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excmple , le fluide 4CDF venoit 3 fe glacer, I= fond fup=
porteroit une preflion égale au poids de la totalite ACDF
(fig. 112) & au poids de 4 CDF feulement (fig. 11z).

336. Mais il faut bien diflinguer ici, entre la preffion
que le fond CD éprouve de la part du fluide » & celle que
Pon auroit 2 foutenir fi_ l'on vouloit porter le vafe. 1l
eft fir que fi le fond CD venoit 4 fe détacher, il ne
faudroit employer autre chofe pour larrérer (fig. n2),
quun effort égal au poids du cylindre ECDG; mais fi
Pon vouloit porter le vafe, il faudroit employer un effort
¢€gal au poids de lean contenue dans tout le vafe, ceft ce
qu'on va voir aprés que nous aurons donné la maniére
@eévaluer la preflion fur les furfaces planes obliques, & fur
les furfaces courbes.

337. Soit donc 4 CDF (fig. 15 & 116) la coupe
verticale d’un vafe terminé par des furfaces planes
ou courbes inclinées, comme on le voudra, 3 ’ho-
rizon. Si I'on congoit une tranche infiniment mince
abdc, on peut faire abftraltion de la pefanteur de
cette tranche , & confidérer cette tranche comme
preflee par le fluide fupérieur. Or cette preflion fe
répand également & tous les points de la tranche,
& agit perpendiculairement & également fur chacun
des points des faces ac, bd. Donc puifque (333)
cette force eft celle que le filet feul 7K feroit naitre,
la preflion qui s’exerce perpendiculairement fur 4d
fera exprimée par bd x 1K ; & il eft évident quiil
en fera de méme fi au licu de regarder 44 comme
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une petite ligne droite, on la regarde comme une
petite furface,

bt [ 4 r
338. Cleft donc a dire, en général, que & pref
Sfion qui Sexerce perpendiculairement fur une furface
infiniment petite quelconque , par un fluide pefant &
homogéne , s'eflime par le produit de certe furface, nud-
tpliée par fa diflance 4 la ligne de niveau AF.

339. Donc la preffion totale qui s’exercera fur
une furface plane quelconque fituée comme on le
voudra, eft égale & la fomme des produits des parties
infiniment petites de cette {urface , multiplices cha-
cune par fa diftance au plan de niveau, ou 2 la fur-
face fupérieure du fluide. Mais par la nature du centre
de gravité, la fomme de ces produits eft égale au
produit de la furface totale, multipliée par la diftance
de fon centre de gravité au méme plan horizontal ;
donc la preffion qu’un fluide pefant, exerce comtre une
furface plane oblique , a pour mefure le produit de cete
JSurface par la diflance de fon centre de gravied aun plan

de miveau,

340. Comme les preffions qui s’exercenit fur chaque
point d'une méme furfoce plane, font perpendiculaires
a la furface , & ‘par conféquent paralléles entre elles,
la réfultante ou la preflion totale doit (255 leur
&tre parallele ; or, comme nous venons de déter~

‘miner fa valeur , ‘ainfi ‘que -celles de chacune des
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preflions partielles, il fera aifé, par ce qui a été dit
(255), de déterminer quand on en aura befoin , par
ol pafle cette réfultante, qui, comme il eft aifé de le
voir, ne doit point paffer par le centre de gravité G
de cette furface ( fig. 117), mais a quelque diftance
au-deflous. Il 'y a que dans le cas oit la furface eft
infiniment petite, qu’on peut fuppofer que la preflion
totale paffe parle centre de gravité de cette furface
inclinée,

341. Voyons maintenant, ce qui réfulte de toutes
ces preflions, dans le fens vertical , & dans le fens

horizontal.

Quelle que foit la figure d’un corps , on peut tou-
jours concevoir ce corps ,, comme l'affemblage d’une
infinité de tranches parallcles entre elles, & fe repré-
fenter la furface du contour de chaque tranche,
comme l'aflemblage de plufieurs trapézes doat le
nombre eft infini , quand la furface eft courbe. Ainfi,
pour évaluer ce qui réfulte de la preflion qu’un fluide
exerce, foit fur les parois intérieures d’un vafe, foit
fur la furface extérieure d’un folide qu’on auroit
plongé dans ce fluide, il faut évaluer ce qui réfulte
de la preffion fur la furface d’un trapeze d’une hau-
teur infiniment petite,

Concevons donc (fig. 118) un trapéze ABCD
dont
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dont les deux c6tés paralléles foient 4B & CD, &
dont la hauteur foit infiniment petite. Qu'au centre
de gravité G de ce trapize, on ait appliqué perpen-
diculairement a fon plan, une force P dont la valeur
foit exprimée par le produit de la furface de ce tra-
peze , multipliée par la diftance de fon centre de
gravité a un plan horizontal X Z.

Pour déterminer I'effet de cette force, tant dans
le fens horizontal , que dans le fens vertical, je con=
gois par la ligne CD un plan vertical CDFE, &
par la ligne 4 B que je {fuppofe horizontale , j’ima-
gine le plan horizontal 4 FE B, Et ayant mené les
lignes verticales CE, BF qui rencontrent ce plan ,
en £ & F, je méne BE & AF; enfin, par la di-
refion G P de la force P, je congois un plan K/H
auquel CD foit perpendiculaire, & dont HGK &
H 1 font les interfections avec les deux plans 4 BCD,
FECD: ce plan fera perpendiculaire aux plans
ABCD, FECD (Géom. 184 ), puifque CD eft
leur interfeftion commune : enfin du point K pris
fur 4B & HK, je méne KI perpendiculaire au
plan FECD ; cette ligne ne peut manquer d'étre
perpendiculaire & H1I.

Cela pofé, je décompofe la force P en deux autres
qui foient dans le plan KJH prolongé , & dont
Tune G L foit horizontale ou perpendiculaire au plan

Marine, Mécan, 17 Partie, Aa
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FECD; & Yautre, GM , foit verticale. Faurai
donc en nommant L & M ces deux forces, & for-
mant le parallélogramme GMNL fur la ligne GN
prife arbitrairement pour diagonale, Jaurai (225)
Pil: M GN:GL:GM,ou 3. GN:IECL:
LN. Mais comme le triangle GLN a fes cotés per-
pendiculaires fur ceux du triangle K/ H, ces deux
wriangles font femblables ( Géom. 111), & l'on a
GN+GL= LN 3 HE:HIL:TE; dopc gk
M:: HK : HI: IK. Multiplions ces trois derniers

AB+CD
termes par ——

x G G', ce qui ne changera point
leur rapport, & nous aurons P: L: Mt HKx
. L %66 fof—ﬂ—}g‘—)xGG’: TR

AB + (.DXGG’.

2

Obfervons maintenant 1°. que HKxAB+CD

eft la furface du trapéze 4 BCD. 2° Que puifque
CE& D F font paralleles & qu’il en eft de méme

de CD&EF,onaCD=EF; donc.IKxM
AB+ EF

, & par confé-

eft la méme chofe que 7 K X
quent eft la furface du trapéze 4 F £ B. 3°. Et comme
on fuppofe que la hauteur du trapéze A BCD «ft
infiniment petite, EF qui eft égale a CD, peut
étre prife 4 la place de 4 B, & de CD,enforte que

HI x i e CDfe réduitd HI X EF quieft la furface




DE MATHEMATIQUES . 371

du reftangle ECDF, On a donc P: L: M :-
ABCDxGG': ECDF x GG":AFEBX GG,
Mais nous avons fuppofé que la force P étoit expri-
mée par ABCD x G G'; donc la force [ eft expri-
mée par ECD Fx GG'; & la force M eft expri-
mée par AFEBx GG,

Comme le triangle n’eft autre chofe qu'un trapéze
dont un des cotés paralleles eft zéro > la méme chofe

a donc lieu pour le triangle, en obfervant qu’alors
CDEF, ABEF font aufli des triangles,

Concevons maintenant , quedesangles4, D C, B
on ait mené des perpendiculaires fur le plan X Z,
On peut fe repréfenter ces perpendiculaires comme
les arrétes d’'un prifme tronqué dont la bafe horizon-
tale feroit égale 8 4 FERB, & dont la bafe inclinde
et ABCD. Or comme 48 & CD font fuppo-
fées infiniment proches, la folidité de ce prifme
tronqué n'eft pas cenfée différer de celle du prifine
qui auroit la méme bafe , & qu auroit G G’ pour
hauteur ; mais cette derniére auroit pour expreflion
AFEBXx GG’ qui eft précifément celle que nous
venons de trouver pour la force verticale M ; donc
cette force a auffi pour expreflion la folidité ¢y
prifme tronqué qui a pour bafe inclinée 4BC D,
& pour bafe herizontale Ia projettion de 4BCD
fur le plan horizontal XZ,

Aa 2
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342. Imaginons, aftuellement , un folide quel-
conque, coupé en une infinité de tranches horizon=
tales , telles que 4 BDEabde (fig- 119), & que
perpendiculairement au centre de gravité de la furface
de chaque trapeze , dont on peut imaginer que la
furface du contour de cette tranche eft compofée

on ait appliqué des forces repréfentées chacune par

le produit de la furface du trapéze correfpondant ,
multipliée par la diftance de fon centre de gravité
3 un plan horizontal X Z. Ces forces feront les pref-
fions quun fluide pefant exerceroit fur la furface
ntérieure de la tranche ABDEabde dun vafe
dans lequel 1l {eroit contenu ; elles feroient auffi
les preflions quun pareil fluide exerceroit fur la
furface extérieure d'un folide qui y feroit plongé.
Or nous venons de voir que fi Pon décompofoit
ces forces en deux autres, lune verticale , &
fautre horizontale ; chaque force verticale feroit
repréfentée par le prifme tronqué qui a pour bafe
dans le plan horizontal X Z, la projettion du
trapéze fur ce plan, & qui a pour bafe inclinée
ce traptze méme. Donc la fomme des forces ver-
ticales , ou la force verticale unique qui en refulte,
fera repréfentée par la fomme de tous ces prifmes
tronqués ; & comme la méme chofe doit sen-
tendre de chaque tranche horizontale , il faut donc
en conclure ,
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1°. Que fi un vafe de figure quelconque ACDF
(fig. 112) efl rempli de fluide jufqu’a la ligne quel-
conque AF, il ne réfulte de toutes les preffions que le
fluide exerce fur chacun de fes points , dautre force ver-
ticale qu'une force repréfentée par la [olidité ou plutoe

par le poids du volume que le fluide occupe.

2° Que ff un corps tel que AEDBM (fig. 120),
dont AIBF eft la plus grande coupe horizontale , eft
plongé dans un fluide & une profondeur quelconque, &
que lon fafle abflralion de la preffion qui s’exerceroit
Jur la partie [upérieure AMB 5 Ueffort vertical du fluide
pour le foulever , eft égal au poids du volume du fluide
qui feroit compris entre le niveau X7, la furface
AIBFE, & la furface convexe formée par les per=
pendiculaires abaiffées de tous les points du contour
AIBF, fur le plan X Z,

Si T'on confidére enfuite la preflion qui s’exerce
fur la furface fupérieure a la plus grande coupe hori-
zontale, on voit par la méme raifon, quiil réfulteroit
des preflions du fluide fur cette furface, qu’il en
réfulteroit, dis-je, dans le fens vertical , & pour
poufler le corps en bas, un effort égal au poids du
volume de fluide qui feroit compris entre cette méme
furface, celle 4’ F'B'I' de fa proje@ion , & celle
que forment les perpendiculaires menés de tous les
points du contour 41 BF, Donc fi du premier effort

Aa 3
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vertical, on retranche le fecond , on voit que le
corps eft pouflé verticalement de bas en haut, par
un effort ¢gal au poids du volume de fluide dont il
occupe la place.

343. Concluons donc généralement , que /7 un
corps eft plonge dans un fluide quelconque, il y perd
une partie de fon poids , égale au poids du volume de fluide
qu'il déplace.

344. 1l nous refte maintenant deux chofes A exa-
miner ; la premiére eft de favoir par ot pafle effort
vertical réfultant des preffions du fluide : la feconde ,

ce que deviennent les forces horizontales.

Quant & la premicre, il eft facile de voir que cet
effort vertical doit pafler par le centre de gravité
du volume de fluide qui a été déplacé. En effet,
fi on congolt ce volume décompofé en une infinité
de filets verticaux, Peffort que le fluide exeree pour
poufler verticalement chaque filet, eft exprimé ( 342)
par le poids d'un volume de fluide égal a ce filet.
Donc pour avoir la diftance de la refultante , 2 un
plan vertical quelconque, il faudroit multiplier la
mafle de chaque filet confidérée comme de méme
nature que le fluide, par la diftance a ce plan, &
divifer par la fomme des filets; or ceft precifément

ce qu'il faut faire pour trouver la diftance du centre
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de gravit¢ du volume déplacé; donc en général
la pouffée verticale d'un fluide fur un corps qu’on plonge,
paffe toujours par le centre de gravieé du volume de
fluide déplace.

345. Voyons , maintenant, ce que deviennent
les forces horizontales dont nous avons parlé ci-
deflus.

Si 'on fe repréfente toujours la tranche folide de
la fie. 119, & que par les cotés ab, bc, &c.de
la feétion inférieure on congoive des plans verticaux
terminés par la fe€tion fupérieure ; ces plans forme-
ront le contour d’un prifme qui aura pour hauteur
celle de la tranche ; & chaque face de ce prifme,
exprimera (341) par I'étendue de fa furface, la
valeur de la force horizontale qui lui eft perpendi-
culaire. Mais comme toutes ces faces font de méme
hauteur , leurs furfaces font dans la raifon de leurs
bafes ab, bc, &c.; donc les forces horizontales font
entre elles dans la raifon des cotés ab, bc, &c.
Diailleurs & quelque endroit de ces faces qu’elles
foient appliquées, comme ces faces font d’une hau-
teur infiniment petites , on peut regarder ces forces
horizontales comme appliquées , toutes , dans le plan
horizontal a4 ¢ def, chacune perpendiculairement fur
le milieu du coté qui fert de bafe a la face corref-
pondante du prifme dont il s'agit, Je dis fur le milieu,

Aa 4
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parce quil eft aifé de voir que la réfultante des
preflions qui s'exercent fur la furface de I'un quel-
conque des trapczes qui forment la furface de la
tranche , doit pafler par Pun des points de la ligne
qui joint les milieux des deux cotés paralleles ; &
que par conféquent la force horizontale qui en ré-
fulte, doit rencontrer la ligne qui joint les milieux
de deux cotés oppofés de la face correfpondante du
prifme. La queftion eft donc réduite a favoir ce qui
doit arriver A un poligone quelconque (fig. 122)
lorfque chacun de fes cotés eft tiré ou pouflé par
une force appliquée perpendiculairement i fon mi-
lieu, & repréfentée pour fa valeur , par ce coté.
Nous allons voir qu’elles fe détruifent mutuelle-
ment.

Ne confidérons d'abord que deux forces P & Q
(fig. 121) appliquées perpendiculairement fur les mi-
lieux des deux cotés 4B, AC du triangle 4 BC,
& repréfentées par ces cotés. Il eft clair que leur
réfultante paflera par leur point de concours F, qui
dans le cas préfent eft le centre du cercle qui paf-
feroit par les trois points 4, B, C (Géom. 54).
Je dis d'ailleurs, qu'clle doit paffer par le milieu du
coté B C, auquel elle fera par conféquent perpen-
diculaire ; & qu’elle fera repréfentée par ce c6té BC,

En effet, fi 'on décompofe la force P en deux
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autres Pune De parallele, & lautre D perpendi-
culiire au cdté B C, en formant le parallélogramme
Degh; on aura en nommant e & % ces deux forces,
Paigsh 2 DgsDe: Dhi Dyt D gi; of
en abaiffant la perpendiculaire A4 O, le triangle ge D
eft femblable au triangle 4 O B, parce qu’ils ont les
coOtés perpendiculaires. Onadonc Dg @ De : ge it
AB '+ A0+ B0 ; donc P: ez AB : 40:%
BO. Or par la fuppofition, la valeur de la force P
eft repréfentée par 4 B; donc celle de ¢ left par

A0, & celle de % Peft par BO.

Si I'on décompofe pareillement la force Q en
deux autres, l'une Im parallele, & lautre Ik per-
pendiculaire au cété BC, on prouvera de méme,
que m eft repréfentée par 40, & k par CO. Les
deux forces m & e font donc égales, puifqu’elles font
repréfentées par la méme ligne 4 0. D’ailleurs elles
agiflfent en fens contraires, & fuivant une méme
ligne DI parallele & BC, puifque D & I font les
milieux de 4B, AC; donc elles fe détrufent, La
refultante doit donc étre la méme que celle des deux
forces & & k; & comme celles-ci font paralleles,
puifqu'elles font perpendiculaires a BC, leur réful-
tante doit étre égale a leur fomme , & perpendicu-
laire & BC. Donc 1°. elle eft repréfentée par BO +
OC; Ceft-d-dire, par BC. 2°. Etant perpendiculaire
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d BC, & devant dailleurs pafler, ainfi que nous
venons de le dire , par le centre F du cercle circonfcrit
a ABC, elle paffe donc par le milieu de BC,

Cela pofe (fig. 122) la réfultante # des deux
i forces P & T fera donc perpendiculaire fur le mi-
. lieu de BE, & repréfentée par BE. Par la méme
‘ raifon, la réfultante X des deux forces ¥ & §, &

par conféquent celle des trois forces P, T, §, fera

perpendiculaire fur le milien de B D, & repréfentée
| par B D. Enfin la réfultante ¥ des deux forces X
' & Q, & par conféquent, celle des quatre forces P,
1 T, S, Q, fera perpendiculaire fur le milieu de D C,
& repréfenté par D C; elle fera donc égale & di-

reflement oppofée a la force R; donc toutes ces
forces {= détruiront.

On voit que le raifonnement eft le méme , quels

que foient l¢ nombre & la grandeur des cates.

Donc en général, Zes efforts qui réfultent dans le
’ q

Jens horizontal , de la preffion qu'un fluide pefant exerce

perpendiculairement fur la furface d’'un corps qui y eﬁ

plonge, [ deruifent mutuellement.

346. Tels font les principes qui fervent a déter-
miner les effets de la preflion des fluides fur les vafes
qui les renferment,, & fur les corps qu'on y plonge.

Voyons maintenant quelques ufages de ces principes,
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Puifque les efforts que le fluide far dans le {ens
horizontal , fe détruifent mutuellement, 1l ne faut
donc pour conferver un corps dans la pofition qu’on
lui aura donnée dans un fluide, il ne faut, dis-je,
autre chofe, que détruire leffort vertical de la pref-
fion ; ce qui exige deux chofes : la premicre,, quon
oppofe de haut en bas un effort qui foit égal a celui
que la preflion exerce de bas en haut: la feconde,
que cet effort foit en ligne droite avec celui de la
pouflée verticale du fluide. Or la pouflée verticale
du fluide, eft équivalente au poids du volume de
fluide déplacé; donc f le volume de fluide déplacé ,
pefe plus que le corps plonge, le corps furnagera & s'élévera
Jufqi’a ce que le volume de fluide corre[pondant a la partic

Jubmergee , pdfe autant que le corps entier.

347. Donc, fi lor{qu'un corps furnage, on vient 4 ajouter
ou a oter a fon poids, un poids quelconque, il s'enfon-
cera ou s¢lévera jufqu'a ce que l'augmentation ou la dimi=
nution du poids du volume du fluide déplacé, foit devenue
€gale 2 ce nouvean poids. Si ce poids qu'on ajoute , ou
quon retranche, eft petit, en égard a celui du volume de
fluide aftuellement déplace, la quantité I K (fig. 123) dont
sabaiffera ou s%élévera la coupe A B, fera dautant plus
petite que ce poids fera plus petit, & qu'en méme temps
la coupe 4B fera plus grande. On pourra donc, lorfque
ce poids fera petit, & que la coupe 4 B fera grande, re-
garder 4B & ab, comme égales, & évaluer le volume
nouvellement déplacé, par la furface repréfentée par 4 B,
multiplice par 1K ; c'eft-d-dire, par 4B X IK, Donc fi
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p eft le poids d'un pied cube de fluide, p X 4B % IK
fera le poids de ce volume, 4B X IK étant évalué en
péeds cubes. Ainfi, fi P eft le poids qu'on ajoute, ou qu'on
retranche , on aura p X 4B X IK = P; d'ou l'on tire
) ﬁ ; Ceft-a-dire, pour le navire, par exemple,

que pour favoir combien une certaine augmentation faite a la
charge, fait enfoncer le navire, il fant divifer la valeur P de
cette augmentation, par la furface de la coupe faite & flenr
d'cau, eflimée en pieds quarrés, & multiplice par le poids
d'un pied cube d'eau.

Lorfqu'on fouffle un vaiffeau, on augmente le vo-
lume de la caréne d'une quantité que nous avons
enfeigné (123 ) & évaluer, Cleft donc comme fi on
diminuoit la charge, d’une quantité égale au poids
d'un volume d’eau égal A Paugmentation qu’on a faite
au volume, moins le poids des mati¢res qui com-
pofent le foufflage : on peut donc déterminer facile-
ment de combien il plongera moins.

348. Le poids dun corps reftant le méme, on-peut
etendre ce volume a volonté. Il n’y a donc pas de
matiére fi pefante qu'on ne puiffe faire furnager.

349. Puifque, lorfqu'on diminue le poids d'un corps fans
rien changer 2 fon volume, il doir s'¢lever avec un effort
qui ne peut €tre contrebalancé que par un poids égal a celui
qu'on a Oté; il s'enfuit donc, qu'on peut employer utile-
ment la pouflée verticale de I'eau pour ¢lever des fardeaux;
par exemple , pour tirer des batimens du fond de la mer ou
des riviéres, en les artachant & d'autres batimens que Fon
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aura d'abord chargés de corps pefans, ou d'eau, & quon
vide enfuite.

350. En général, fi P eft la pefanteur fpécifique
d’un corps qui furnage, ou ce que peferoit un pied
cube , par exemple, de ce corps, s'il étoit d’une
mati¢re uniforme ; # fon volume; p la pefanteur
{pecifique du fluide; = le volume de la partie fub-
mergée : le poids de ce corps fera P X ¥ ou PFV;
celui du volume de fluide fera px; on aura donc

. ; - P \

PV = pu; équation qui donne z = TV s dolt 'on
voit que le poids 27 du corps reftant le méme,
la partie fubmergée fera toujours d'autant plus pe-

tite, que la pefanteur fpécifique du fluide fera plus
grande.

Cette méme ¢quation donne ¥ : u 32 p : P;
Ceft-a-dire, que le volume du corps, & celui de
la partie fubmergée font en raifon inverfe de la pe-

fanteur fpécifique du corps, & de celle du fluide.

351. Si le corps pefe plus qu'un pareil volume
de fluide ; alors il doit senfoncer, & ne peut étre
retenu que par une force égale a 'excés de fon poids
fur celui d'un pareil volume de fluide, Or fi nous re-
préfentons toujours par p & P les pefanteurs {péci-
fiques du fluide & du corps; & par 77, le volume du
corps, nous aurons P ¥ — p ¥ pour I'excés du poids
du corps fur ¢elui d’un pareil volume de fluide. Dong
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fi on concoit que ce corps foit retenu, a I'aide d'un
fil, au fléau d’une balance, & que P’ foit le poids

avec lequel 1l peut étre en équilibre ; on aura P/ =

PV — p¥, dot l'on tire § = ’i_”_;)??ﬂ_ Or PV

eft le poids du corps dans I'air, & P’ fon poids lorf-
qu’il eft plongé dans le fluide ; donc connoiffant le poids
d’un corps dans l'airy & fon poids dans un fluide , on
aura aifément le rapport des pefanteurs [pécifiques de ce
dernier fluide & du corps , en divifant la différence de
ces deux poids, par le poids du corps dans [air,

Par exemple, fi un corps péfe 6 onces dans I'air, & 5
onces dans 'eau, je divife la différence 1, par 6, & le
quotient ¢ , me fait voir que la pefanteur {pécifique du corps,
eft i celle du fluide, comme 6 eft i 1.

L’air, comme fluide pefant, diminue aufli une
partie du poids des corps; enforte que le poids qu'ils
ont dans 'air, n’eft pas leur poids réel. Mais comme
Pair eft un fluide fort rare, & dont Ia pefanteur fpé-
cifique n’eft quenviron la 850° partie de celle de I’eau,
on peut fe difpenfer d’avoir égard a la diminution

qul occafionne,

352. Si l'on congoit quon plonge le méme corps
que ci-deflus, dans un autre fluide dont la pefanteur
fpécifique foit p', & que P” foit le poids avec lequel
il peut alors étre en équilibre ; de méme qu'on a eu
P =PV —pV,onawma P! =PV — p'V; or
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ces deux équations donnent p ¥ = P}/ — P/, &
p'¥V =PV — P"; donc divifant cette derniére , par

L p' PV — pv AL
la précedente, on aura ;= py—ps dol, con-

noiffant le poids P #” d'un corps dans l'air, fon poids
P" dans un fluide, & fon poids P’ dans un autre

4
fluide, on déterminera facilement ‘i’; , Ceft-a-dire, le

rapport des pefanteurs fpécifiques des deux fluides,

353. Suivant ce que nous venons de voir, la pe-
fanteur {pécifique multipliée par le volume, donne
le poids d’un corps. Mais la denfit¢ multipliée par le
volume donne la mafle (191), qui (202) eft pro-
portionnelle au poids. Donc la pefanteur fpécifique
multipliée par le volume, eft proportionnelle 3 la
denfité multipliée par le volume; donc l pefanteur
Jpécifique des corps eff proporionnelle & leur denfite.

354 Revenons aux corps qui furnagent. Pour
qu’un corps puifle refter en équilibre fur un fluide |
faut , ainfi que nous 'avons vu ( 346), que fon poids
total foit égal & celui du volume de fluide déplacé.
Mais cette condition ne fuffit pas. I/ faue encore, gue
la ligne qui paffe par le centre de gravisé du corps plongé
& par le centre de gravité du voiume de la partie fubmergée,
Joit verticale,

Car la pefanteur du corps, & la pouffée du fluide sexcra
cant chacune {uivant une ligne verticale, dont la premiére
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pafle par le centre de gravité du corps, & la feconde, par
le centre de gravité du volume déplacé, ne peuvent étre
dire@ement oppofées (comme il faut qu'elles le foient pour
Péquilibre ), qu'autant que ces deux verticales fe confon-
dront.

355. Ainfi, pour déterminer fi un corps A/CEDB
( fig. 124) d'une forme & d’une maticre connues , peut
demeurer en équilibre fur un fluide, dans une pofi-
tion qu'on a deflein de lui donner; il faut mener un
plan horizontal C D qui fépare une partie CE D dont
le volume foit au volume total 4 £ B, comme la pe<
fanteur {pécifique du corps eft a celle du fluide : &
ayant déterminé le centre de gravit¢ G de AEB;
& celui G' de CED, fi la ligne GG’ eft perpendi=
culaire au plan €D, I'équilibre aura lieu.

356. Nous fuppofons dans ce que nous difons ici,
que le corps 4E B eft homogene; ceft-a-dire, que
la matiére qui compofe fon poids eft toute de méme
efpece, & qulelle eft uniformément répandue dans
tout Pefpace qu'occupe le volume total. Sil n’en

étoit pas ainfi, on commenceroit par calculer la va=
leur dun volume de fluide, égal en poids, au poids
total de 4EB, & Von feroit CED égal a ce vo-
lume , CD étant horizontale; ce qui fe réduit a
une queftion de pure Géométrie , dont les principes
donnés jufqu’ici, peuvent fournir la folution.

357
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357. Ceft encore une autre queftion que Pop peut
téfoudre A Paide des mémes principes, que celle de
déterminer les différentes pofitions dans lefquelles un
corps peut refter en équilibre fur un fluide ; mais
comme nous n’avons aucune application eflentielle
a faire ni de une ni de Pautre de ces deux quef-
tions, nous ne nous en occuperons pas. Voici quel-
que chofe qui nous importe plus.

358. Le corps CED (fig. 123) étant aQuelle-
ment en équilibre fur un fluide dont 4 B eft Ia fur.
face : G étant le centre de gravité de ce corps; G
celui de la partie fubmergée 4 E B; fi l'on congoit
que Fon incline infiniment peu le corps, enforte que
@«E b devienne la partie fubmergée , dont G" foit
le centre de gravité. Ce corps reviendra 4 fa pre-
miére poﬁtion » fi la verticale G"M qui convient i
cette feconde pofition, rencontre la verticale G'M
qui convient a la premiére, au-deflus du centre de
gravité G du corps. Au contraire il verfera tout-a-

fait, i le point M eft au-deflous de G, comme
en M,

En effet, la dire@ion G"M quaura alors la poufie
de l'eau, & qui fera verticale, ne paflant point par
le centre de gravité &, tend (322) & imprimer au
corps deux mouvemens, un pour élever le centre
de gravité, & qui eft détruit par le poids du corps;

Marine, Mécan, I, Parsie, Bb




{
i

- s

- e eI T

386 COURS

Pautre qui tend a le faire tourner autour du centre de
gravité G. Or il eft facile de voir que fi le point G
eft au-deflous de M, ce mouvement de rotation au-
tour de G, tend A fe faire de A vers C, & par con-
{équent A ramener G' dans la verticale a&uelle G" M.
Au contraire , fi M eft au-deffous de G, comme en
M’; le mouvement de rotation autour de G, tend
3 fe faire de C vers 4, & par conféquent ne peut
qu’éloigner G' de G"; Ceft-a-dire, tend a faire ren=
verfer le corps.

Donc pour que le corps puifle revenir 2 fa fituation
primitive, il faut que G'M foit plus grande que G'G.

Le point M eft ce que M. Bouguer a nommé le
Métacentre ; parce que ceft la limite de la hauteur a
laquelle peut €tre placé le centre de aravité G , pour
que le corps flottant ne foit pas renverf¢ par une
petite inclinaifon ; car pour peu que G fut au-deffus
du point M, le corps fe renverferoit.

Comme la détermination du métacentre M importe
beaucoup dans la conftru@tion des vaiffeaux, nous

allons nous en occuper.

359. Suppofons donc que AEB (fig. 126) repré=
fente la coupe d'un navire, faite par un plan per-
perdiculaire & la quille , & paffant par le centre de
gravité G du navire, Ce plan paffera auffi par le centre




DE MATHEMATIQUZS. 387

de gravité G de la partie fubmergée 4E B (354).

Concevons que par quelque caufe que ce foit, le
navire prenne une fituation infiniment peu inclinée
a la premicre ; & qualors a4 foit le plan de flottaifon,
& G" le centre de gravité de la partie a £ 5 qui fera
fubmergée alors. Si I'on méne G'M perpendiculaire
a ab, cette ligne fera la dire@ion fuivant laquelle
sexercera la pouflée de Ieau, lors de Vinchnaifon.

Pour déterminer le point M ot G"M coupe la
ligne GG’ qui eft verticale dans la premiére fitua-
tion, il faut déterminer la pofition de G”, tant a
Tégard de 4B, qua légard de la verticale GG,

Dans cette vue, nous imaginerons le nayire coupé
en un grand nombre de tranches verticales, par des
plans perpendiculaires 3 la quille; & fuppofant que
MRN (fig.127) eft une de ces tranches g le centre
de gravit¢ de fa partie fubmergée avant Pinclinaifon ;
g’ celui de fa partie fubmergée lors de Finclinaifon ,
nous allons chercher, pour chaque tranche, le dé-
placement gg’ de ce centre de gravité g, d’olt nous
conclurons celui du centre de gravité ¢/ (fg. 126).

Obfervons donc d’abord, que le volume MRN
(fig. 127) eft égal au volume m R z; parce que le
volume d’eau qui correfpond & chacun, doit (346)°
foutenir, dans chaque cas, la méme partie du poids

Bb 2
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total du navire. Donc , fi de chacun de ces deux vo-
lumes on retranche le volume commun MRn, les
deux fe@eurs M Om, N On ( que Pon doit regarder
comme deux triangles reilignes,  caufe que Vin-
clinaifon eft infiniment petite) feront égaux; & le
point dinterfe@ion O pourra Etre cenfé au milieu
de MN,

Soient maintenant, k, ¥, g", les centres de gra-
vité des efpaces NOn, M Om, MRn. Menons fur
MN, les perpendiculaires kk, B 2 s gl 8aiur

la verticale g0, la perpendiculaire g"/. Pour avoir

o
la diftance g'q du centre de gravit¢ g’ de mRn, a
la ligne MN, il faut prendre le moment de mRn
par rapport 4 cette ligne,, & Pégaler (263 ) a la dif-
firence des momens de fes parties M Rn, MOm qui
font fitudes de différens cOtés de MAN. On aura donc
mRn X g4 on MRN X gq = MRn x g"l —
MOm x K'K. Mais puifque g eft le centre commun
de gravité des deux efpaces MRn & NOn, on
doit avoir MRN X gO = MRn x g'l' + NOn
« kh Tirant de T'une de ces équations, la valeur
de MRn x g'l', & la fubftituant dans Vautre, on
aura MRN x g'g = MRN x g0 — NOn x kh
— MOm x kK. Or les triangles MOm, NOn

étant infiniment petits , leurs momens , ou leurs pro-

duits par les lignes infiniment petites, WK & hk
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feront infiniment plus petits (4), & par conféquent
infiniment petits du fecond ordre a I"égard du mo-
ment MRN x gO. Rejettant donc, de la derniére
équation, ces deux momens, on aura MRN X g’g
= MRN x g0, dou l'on tire g’'q = g O; ceft-a-
dire, que le centre de gravité ¢’ eft a méme profon-
deur au-deflous de MN, que g On peut donc
regarder la ligne gg/, qui eft d'ailleurs infiniment
petite, comme perpendiculaire fur gO; & par la
méme raifon ( fig. 126") on peut regarder G'G’ comme
un arc de cercle décrit du point M comme centre,

Voyons & préfent quelle eft la valeur de gg’ (f-
gure 127). 1l faut, par la méme raifon que ci-deflus,
prendre le moment du volume mR=z, a l'égard de
OR, & Tégaler & la fomme des momens de fes
deux parties MO m , MRn. On aura donc mRn X gg'
ou MRN x gg' = MRnxg'l + MOm x OK.
Mais puifque g eft le centre commun de gravité des
deux efpaces MRn & NOnr, ona MRn x g"l
— NOn X Ok = o (265), 0u MRnx g'l=
NOn x Ok; donc MRN x gg = NOn x Ok
+ MOm x OK = 2NOn x Ok, parce que les
deux triangles M Om, N O font égaux, & que les
diftances Ok’ & Ok font évidemment égales.

Soit e 1’épaiffenr de la tranche que repréfente
MRN, on aura donc enfin le moment de cette
Bb 3
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tranche MRN X e X gg = 2NOn X ¢ X Ok;
€quation qui a lieu pour chaque tranche.

Prenons , maintenant , la fomme de ces momens
pour toutes les tranches,, & nous aurons fMRN X
¢xgd = [aNOn x ¢ X Gk . Or le premier
membre étant la fomme des momens de chaque
tranche par rapport aun plan paflant par la quille,
doit (268 ) étre ¢gal A la fomme de toutes les
tranches, ou au volume de la partie fubmergée de
la caréne, multiplié par la diftance G"G’ (fig. 126)
du centre de gravité de la caréne, lors de l'inchi-
naifon. Donc, en nommant # ce volume, on aura
V x G'G' = [2NOn x e X Ok Déterminons
donc la valeur de ce fecond membre,

Pour cet effet , je remarque que lorfque le navire
incline , le plan primitif de flottaifon CB P Q
(fig. 128) devient Cbp Q. Que les triangles BI5,
N O 7 font les mémes que dans les fig. 126 & 1275
or comme il eft évident quils ont un angle égal,
on peut, i caufe de leur petitefle infinie , les regar-
der comme femblables; enforte qu'on aura NOn :
BIb 22 (ON) ¢ (BI)* ( Géom. 159)3 & par
conféquent NOn = (( if}))l X B1b. Dailleurs on a
(fig. 127) Ok=30N, car on peut regarder le
point k & le point k, comme également ¢loignés
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Z(ONY)
de 0. On adoncNOnkaz*((g”? X Blb;

done PR GHG e f ikt (31; X ex Blb; Ceft-1a Dé-

quation qui donne G G". Employons-la maintenant
A déterminer la hauteur G'M du métacentre,

Imaginons que du point I (fig. 1267) comme
centre, & du rayon IB, on décrive larc BS;

BIX BS :
on aura BIb =—*—i—. Or les deux droites G"M

& G'M étant perpendiculaires & ab & A B, il eft
facile de voir que angle M eft égal a langle B 15,
& que par conféquent en regardant comme un arc
décrit du point M, la droite infiniment petite G'G"
que nous avons vue étre perpendiculaire a2 G'7,
les deux fe@eurs BIS , G’ MG" feront femblables,
Onadonc G'M: G'G" :: BI: BS;donc BS =

BIXG'GH- I ’ _(BJ)YG‘(,”
e s & par conféquent B I b= —11y—7

donc en fubftituant dans 'équation ¥ x G'G" = &c.,

! 2N
& réduifant , ona ¥ x G'G" = f“ON\J Loadaut i

Mais comme G'M & G'G" reftent les mémes,
quelle que foit la tranche que I'on confidére, on

eut écrire cette équation, de cette autre maniere

P ’ y
(‘ (1 \ .

Vx G G = i —/(ON)*xe, dolt I'on tire

G M= AN alxe O;i X

. Ceft-4-dire, que pour avoir

la hauteur du métacentre , au-deffus du cenitre de gravité

Bb 4
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de la partie fubmergée de la carine, il faut partager
la longueur de la coupe faite 3 fleur d’eau (par des
perpendiculaires élevées fur cette longueur), en un
aflez grand nombre de parties égales , pour que les
parties de la courbe qui fait le contour de cette coupe,
interceptées entre ces perpendiculaires puiffent étre
regardées comme des lignes droites. Alors on fera
une fomme des cubes des demi-largeurs correfpon=
dantes & chaque divifion, & layant multipliée par
la diftance ¢, d’une perpendiculaire  Pautre, on en
prendra les § que P'on divifera par.le volume de
la partie fubmergée de la caréne,

360. On voit donc que tant que la coupe faite
a fleur d’eau reftera la méme , & que le volume de
la partie fubmergée reftera auffi le méme, la hauteur
du métacentre reftera conftamment la méme, quelque
changement que lon faffe d’ailleurs & la figure de
la caréne, Nous verrons par la fuite , les ufages du
métacentre. Difons un mot des fluides ¢laftiques.

361. Les fluides élaftiques ont de commun avec
les fluides fans reffort , quabftration faite de la
pefanteur , la preffion fe communique également dans
tous les fens, Mais ils different de ces derniers 5 en
ce que fi aprées avoir appliqué & la furfice 4 B
( fiz. 129) dun fluide fans reflort, une preflion
quelconque P, qui agiffe fur un fond mobile 4B,
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on vient a fupprimer fubitement ce poids P, le
fluide nagira pas contre le fond 4B. Au lieu que
dans les fluides a reffort, fi aprés que la preffion P
aura amen¢ le fond 4 B dans la fituation quelconque
ab, on vient & fupprimer cette preflion , le fond b
fera repouflé de 4 vers B avec la méme force qui
Pavoit amené de B en b,

Quoi qu’il en foit, la manitre dont la preffion
fe diftribuera, fera toujours la méme que pour les
fluides fans reflort; ceft-a-dire, qulelle agira per-
pendiculairement aux furfaces ; & que dans les
fluides ¢laftiques pefans, & qui ne font comprimeés
que par Fation de leur pefanteur, les efforts dela
preflion fur les parois des vafes, ou fur la furface
des corps plongés dans ces fluides; ces efforts ,
dis-je , eftimés dans le fens horizontal , fe détruiront
mutuellement ; & dans le fens vertical , ils fe rédui-
ront & un feul dont la dire@tion paffera par le centre
de gravité du volume fur lequel le fluide agit,

362. Quant 2 la valeur abfolue de la preflion fur
une furface quelconque, en vertu de la pefanteur
feule du fluide élaftique; il n’eft pas douteux que fur
les furfaces horizontales , elle ne foit (la hauteur
¢tant la méme) proportionnelle aux furfaces fur
lefquelles elle s’'exerce. Mais elle ne fe mefure pas,
comme dans les autres fluides, par le poids du
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prifme ou du cylindre qui auroit pour bafe cetté
furface ; & pour hauteur, la diftance de cette fur=
face jufqua la furface fupérieure du fluide,

En effet, fi un fluide élaftique eft tel que fans fa
pefanteur, il puifle occuper 'efpace 4 EFB (fig. 130) 5
lorfqu'on le fuppofera pefant, il eft vifible que les
tranches de ce fluide, les plus proches du fond E F,
chargées de leur propre poids, & de celui des tranches
fupérieures , feront plus comprimees que celles-ci;
que par conféquent, fi lon congoit deux tranches
de méme hauteur , Pune prés du fond E F ; Tautre
a quelque diftance de ce fond, la maticre de la pre-
miére fera plus denfe que celle de la feconde, &
pefera par confcquent davantage. Ainft les tranches
de méme hauteur, chargeant le fond EF, dautant
moins quelles en font plus éloignées , la preflion fur
le fond EF doit s'eftimer, non-feulement par la gran-
deur de ce fond , & par le nombre des tranches
conten tes de D en F, mais encore par la pefanteur
fpécifique de chaque tranche , laquelle eft différente
d’un endroit & Pautre, Enforte que fi 'on repréfente
par x la diftance F Q d’une tranche quelconque, aw
fond E F ; par dx la hauteur infiniment petite de cette
tranche, & par D la pefanteur {pécifique , ou la
denfité de cette méme tranche; Ddx fera le poids
dun filet de cette tranche ; & fon altion fur EF,
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fera EF x D d x ; donc Pa&ion de toutes les tranches,
ou la preflion fur EF fera E FfDdx; ceft-a-dire,
quil foudra prendre I'intégrale de Ddx, & la mul-
tiplier par E F. 1l faudra donc connoitre la valeur
de D en x, Ceft-a-dire, fuivant quelle loi les denfités
varient , 4 mefure que les tranches font plus ¢loi-
gnées du fond EF.

Quand on aura déterminé la preflion fur une {ur-
face horizontale , il fera aifé de déterminer la preflion
fur toute autre furface, en partageant cette furface
en parties infiniment petites ; chacune de ces parties
pourra €tre regardée comme preflée autant que fi
elle ¢étoit horizontale.

363. De tous les fluides élaftiques, Pair eft celud
qui nous intérefle le plus : c’eft pourquoi nous allons
nous arréter & en confidérer les principales propriétés;
celles, dumoins, qui ont le plus de rapport a notre
objet.

364. Lair ¢ff pefant. Ceft un fait conftaté par un
grand nombre d’expériences. En voici quelques-unes,

Si I'on prend un tube de verre (fig. 13:) d’environ 30
pouces , fermé hermétiquement par Tune A de fes extré-
mités,, & que par le bout ouvert on introduife du mercure
dans toure la capacité: fi Yon vient  renverfer & plonger
le bout ouvert B, dans un vafe ol il y ait avfli. du mer-
curc ; le mercure contenu dans le tube, defcendra jufqu'a
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ce que la colonne reftante foit d'environ 27 pouces &

demi (*), a compter de la furface du mercure dans le
vafe.

Voici comment cette expérience prouve la pefanteur de
Tair. La colonne de mercure contenue dans € B exerce au
point B une preffion fur le mercure inférieur qui ne peut
étre contrebalancé que par un effort égal agiffant en fens
contraire. Or le mercure contenu dans le vafe ou le tube
eft plongé, nagit contre cette colonne, qu'a raifon de la
diftance de fa furface fupérieure jufqua l'ouverture B ; il
ne peut donc contrebalancer. On ne peut donc chercher
ailleurs leffort néceflaire, que dans le fluide qui repofe fur
tous les points de la furface fupérieure du vafe ; c'eft-a-dire,
dans l'air; donc c’eft I'air qui par fon poids fait équilibre 2
la colonne B€ de mercure,

Voici, dailleurs, un autre fait qui nous fera utile & qui
vient a Pappui. Si ceft l'air qui foutient la colonne BC;
il faut, fi nous employons un fluide moins pefant que le
mercure,, que la hauteur a laquelle ce fluide reftera fufpendu,
foit plus grande que B C, & cela { 534 ) dans le rapport
inverfe des pefanteurs {pécifiques de ces deux fluides. Or
on fait que I'eau péfe 14 fois moins que le mercure, Il faut
donc que fi 'on emploie de I'eau au lien de mercure, elle
puiffe étre foutenue par l'air, jufqu’a la hauteur de 14 fois
27 pouces & demi, ceft-a-dire , julqua 32 pieds envirom.

(*) Cette quantité varie {elon | méme niveau que Paris. Nous
I'état de l'air, & la hautenr du | fuppofons de plus, que le mer-

lieu o1 fe fait 'expérience : nous | cure contenu dans le tube , a été

fuppofons ici, que c’eft lorfque
P'air eft dans un état moyen,
& que l'on eft, a peu prés, au l

purgé d'air : ce n'eft pas ici le

lieu d’en expofer les moyens,
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Ceft en effet, ce que 'expérience confirme. Car on fait que
fi par le moyen d'un piffon on veut élever I'eau dans un
feul corps de pompe, au-dela de 32 pieds, l'eau sarréte
conflamment i ce terme i trés-peu prés. On ne peut donc
douter que I'air ne foit pefant, & que par cette raifon, il
ne prefle la {urface des corps, autant que le feroit une co-

lonne d'eau dont la bafe feroit égale a cette furface, &
dont la hauteur feroit de 32 pieds environ.

Ceeft cette preffion qui appliquée a tous les corps, & par
conféquent a la furface de l'eau, oblige I'eau de monter
dans les pompes, lorfqu'en tirant le pifton on fair un vide
entre le pifton & l'ean dans laquelle plonge la pompe. Mais
pour avoir des idées plus diftinétes fur la maniére dont I'eau
s'éléve dans les pompes, il faut examiner une autre pro-
pri¢te de lair. Ceft fon eélaflicité.

365. L'air et compreffible; il eft élaflique: & les volumes
auxquels il peut ére réduit par la compreffion , font fenfiblement
en raifon inverfe des poids dont il eff charg.

Cleft un fait établi par expérience fuivante.

Dans un tube de verre recourbé 4BC ( fig. 132), dont
la branche 4 B foit au moins de 30 ou 40 pouces, & dont
la branche B C foit par-tout de méme diamétre, & fermée
hermétiquement en C. Faites couler du mercure jufqua ce
que la capacit¢ B la plus baffe du tube foit remplic; &
ayant appliqué ce tube fur une planche graduée, obfervez
quel eft le nombre de divifions compris entre B & C, Je
fuppofe ici que ce foit 8 pouces. Verfez du mercure dans
Ja branche 4B, jufqu' ce que Pexcés de la hautenr du
mercure dans A4 B, fur celle du mercure qui entrera dans
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BC, foit de 27 pouces & demi environ. L'air qui occua
poit d’abord toute la partie BC n'en occupera plus que la
moitié. Si vous continuez de verfer du mercure dans la
branche 4 B, jufqu'a ce que la différence des hauteurs du
mercure dans les deux branches, foir de deux fois 27 ponces
& demi, ou environ ; l'air reftant dans B € n'occupera plus
gue le tiers de BC; il n'occupera que le quart, fi la dif=
férence des hauteurs eft de trois fois 27 pouces & demi ou
environ; & ainfi de fuite,

Cette expérience fait voir que Vair fe comprime
A mefure quon le charge, & quil fe comprime,
a trés-peu pres, proportionnellement aux poids.

En effet, lorfqu'il n'y avoit du mercure que dans la ca=
pacité inférieare B, Tair contenu dans B C, étant de méme
nature que celui qui étoit dans 4 B, éroit chargé de tout
le poids de l'air qui répond verticalement & l'ouverture du
tube. Il étoit donc chargé par un poids équivalent & une
colonne de mercure de 27 pouces & demi environ. Puis
donc qu'en ajoutant encore une, deux, trois, &c. prefiions
femblables , il fe réduit, felon ce que nous venons de dire,
a des efpaces deux fois, trois fois, quatre fois moindres que
B, il fe comprime donc, dans le rapport des poids qui
le chargent.

A Tégard de fon reflort ; par un procédé inverfe
on saflure quil a lien & quil augmente & propor-
tion de la compreffion , on qu’il diminue & proportion
que la compreflion diminue,

Car fi 'on retire du mercure de dedans la branche 4B,
on verra lair reprendre de P'étendue dans la branche €5,
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& en reprendre d’autant plus, qu’on diminuera plus la pref~
fion: lair eft donc non-feulement compreflible ; mais dans
quelque érat de compreffion qu'on le mette, il tend a fe
rétablir & 4 occuper un efpace plus grand, & tel que lorf-
que le poids qui le comprime diminue, l'efpace dans lequel
l'air fe répand, eft a celui auguel il étoir réduit, comme le
poids dont il ¢roit chargé dans ce dernier cas, eft 2 celui
dont il eft chargé a&uellement.

366. L’air que nous appelons naturel ou libre,
eft donc dans une compreffion habituelle, & telle
que s'il venoit a perdre tout-d-coup fa pefanteur,
il tendroit & s'écarter de toutes parts avec une force
telle que la partie dair renfermée dans un efpace
comme 4 B C (fig. 132) ne pourroit €rre retenue,
quen appliquant & Pouverture A une force égale
au poids d'une colonne de mercure qui auroit cette
ouverture pour bafe , & 27 pouces & demi de
hauteur.

367. D'aprés ce que nous avons dit ( 361) fur
Ia différence entre les fluides élaftiques & les fluides
non élaftiques , on voit donc que l'air renfermé de
toutes parts dans un vafe, fait autant d’effort pour
pouffer du dedans au dehors , que I'air environnant
en fait pour poufler du dehors en dedans: & ceft-la
ce qui fait que les corps ne cedent point a la preflion
confidérable quils éprouvent , felon ce que nous
avons dit ( 364).
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368. Un tube tel que celui que nous avons dé-
crit (364) (fig. 131) étant appliqué fur une planche
graduée dont les divifions commencent 2 la ligne de
i niveau , ou a la furface du mercure dans le réfer-
voir, eft ce qu'on appelle le barometre ; parce qu’il
fert 3 juger de la preflion que Pair exerce fur la
furface des corps, par la hauteur 2 laquelle le mer-
cure refte fufpendu dans le tube 4B,

On voit donc maintenant, pourquoi cet inftrument marque
la méme hauteur dans un endroit ferme, comme dans un
endroit libre, Ceft que l'air renfermé exerce par fon reffort ,
la méme preflion fur le mercure contenu dans le réfervoir,
que sil agiffoit librement par fon poids,

369. Le mercure ne fe foutient pas conflamment
A Ja méme hauteur dans un méme lieu. Il eft, &
Paris , tant6t au-deflus de 27 pouces & demi, tantot
au-deflous : & cela, felon que la compreflion occa-
fionnée ou par le poids, ou par le reflort de Vair,
augmente ou diminue, Comme le reflort de Tair
peut augmenter ou diminuer fans que fon poids
total augmente ou diminue, ainfi qu'il peut arriver
par la chaleur ou par le froid , on ne doit pas attri-
buer les variations du mercure dans le barometre ,
uniquemement aux changemens du poids de l’air.

1 Quoi qu'il en foit, puifque ces changemens an-
noncent que lair eft en état de faire équilibze a une
colonne
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colonne plus ou moins grande de mercure , & par
conféquent & une colonne d’eau plus ou moins
grande : il faut en conclure que la plus grande hauteur
a laquelle on puiffe ¢lever I'eau par le moyen d’une
feule pompe , n'eft pas conftamment de 32 pieds;
mais qu'elle varie felon la hauteur du mercure dans
le barometre.

370. Si on porte le barométre, d'un lieu en un
autre plus €leve ou plus bas, le mercure s’abaiffera
dans le premier cas, & s’élévera dans le fecond.
Parce que la colonne d’air qui appuie fur le réfer-
voir , étant plus courte dans le premier cas, &
plus longue dans le fecond , doit pefer moins dans
le premier cas, & plus dans le fecond; & par
conféquent ne peut faire équilibre qua une colonne
de mercure plus petite dans le premier cas, & plus
grande dans le fecond. Ainfi, dans le premier cas,
le tube fe videra un peu dans le réfervoir; & dans
le fecond le réfervoir fournira le tube: ceft aufi
ce que l'expérience a confirmé. Mais il faut obferver
que ces variations ne font fenfibles qu’a des chan-
gemens de hauteurs, de quelques toifes. On peut
dire , en gros, que 12 toifes de différence de hau-
teur répondent 3 une ligne de différence dans le
barometre.

Donc les plus grandes hauteurs auxquelles on peut
Marine, Mécan, I, Partie, Cec
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1%

élever Peau par le moyen dune feule pompe ,

varient {uivant les hauteurs auxquelles on eft ¢levé,
& {ont proportionnelles & la hauteur du barometre

en ces endroits,

371. Nous avons dit que 1'air {e comprimoit dans la raifon
des poids , 4 trés-pen prés. Quoique Pexpérience d'apres
laquelle nous l'avons prouve, donne le rapport des poids
pour celui des comprefiibilités , & le donne aflfez exafte-
ment ; il ne faut pas conclure cependant quil en feroit de
méme, quel gue flt le poids dont on chargeat l'air. Il neft
pas vraifemblable qu'on puiffe réduire un volume quelconque
lair, & occuper un efpace infiniment petit, en le chargeant
continuellement ; non plus qu'a occuper un efpace infini, en
diminuant fa preflion a linfini. Cette extréme compreflibilité,
& cette extréme dilatabilité ne font pas dans la nature. Néan=
moins , lorfqu'il ne s'agit que de hauteurs médiocres, on
peut {uppofer que l'air, a diffiérentes hauteurs, eft comprimé
dans la raifon des poids dont il eft chargé; & par-la, on
peut déterminer a-peu-prés, a quelle hauteur doit fe tenir
le barométre, en vertu du poids feul de l'air, 4 différentes

hauteurs.

En effet , nous avons vu ci-deflus (362) quz D érant la
pefanteur fpecifique on la denfite 2 nne hauteur quelcongue
Ia preflion que l'air éprouvoit, ou pouvoit faire éprouver
en cet endroit, €toit [Ddx; donc fi on appelle £ la hau-
teur du barométre en cet endroit, on aura [Ddx = 4,
ou plutdt / — Ddx = h, parce que x croiffant , A

diminue,

D’un autre coté, puifque I'air eft d’autant plus denfe qu'il

eft plus chargé , {a denficé ou fa pefantenr fpécifique augmente
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comme les poids dont il eft chargé, & par confeéquent
fi on appelle A la hauteur du barométre au niveau de la
mer, & p la pefanteur f{pécifique de lair, & ce méme ni-
veauy on aura H I k i p i D; donc h = i:f; donc
J— Ddx = H?zz. Différencions cette équation, en obfer-

~ y HdD
vant que p & H font conflans. On aura — Ddx — ° il
)
. Eell — pdx —px 4
d’olt 'on tire -5 = —g—s donc ID =" 7= 1,

Mais au niveau de la mer, ceft-a-dire lorfque x = o, on

doit avoir D = p; donc /p = IC; donc ¢ = 7. Onia

— = P% Sin 1 . A Eiseip o
donc 1D — 47—+ ip, doulon tire ID — Ip = i h
— ‘T‘.T
D —_—px ~ D H ’ .
oul/= ="'" ouenfin—=e¢ » ¢ ctant le nombre
P H€ 2 P
b
dont le logarithme eft 1, On a donc D — preh ] Repre-
nant donc I'équation [ — Ddx = /, & fubflituant pour D
-_—px
fa valeur, onaura A= f—pe # dx; intégrale que (147)
—px —~—px
on trouvera étre He # ; donc enfin & — He , ou
X - \
lh = 1lH — %, qui donnera la hauteur 4 du barométre ,

a la hauteur x au-deflus du niveau de Ia mer , lorfgu’on
connoitra fa hauteur H au riveau de la n er, & la pefanteur

fpécifique p de lair, & ce méme niveau.

Au refte,, nous ne devons pas diffimuler qu'on ne doit
pas regarder cette détermination, comme pouvant donner
bien exaltement la haureur du baromérre, 1o, Parce quainfi
que nous l'avons déja obfervé , lair ne fe comprime pas
proportionnellement aux poids, a toute diflance, 2o, Parce
qua des diftances un pen confidérables, la pefanteur dimi-
aue, 3° Parce que la pefanteur {pecifique p de lair, cft

Cec 2
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trés-variable. 4°. Parce que les variations qui arrivent dans
les hauteurs du barométre, pouvant dépendre en partie du
reffort de I'air dilaté par la chaleur, ou condenfé par le
froid , il faudroit connoitre I'a&ion de ces caufes, a diffe-
rentes hauteurs. §°. Parce que les vapeurs & autres corps
éwangers dont Pair eft chargé, peuvent encore apporter
beaucoup de modifications a cette détermination. Quoi qu'il
en foit, cet exemple eft toujours propre a montrer comment
on doit fe conduire dans I'application du calcul i ces fortes

de queftions.

372. Aprés ce que nous venons de dire fur le
poids & le reflort de lair & fur la preffion des
fluides en général, il eft facile d’entendre comment

Peau séleve dans les pompes.

Il y a trois parties principales 3 confidérer dans
une pompe. Les tuyaux , les foupapes & les piftons.

Le pifton eft un corps A BCD de bafe circulaire
(fe. 123, 13¢ & 133), qui peut parcourir la capa-
cité intérieure du tuyau quon appelle Corps de
Pompe , & qui le remplit exactement en la parcourant.
La foupape E eft deftinée & permettre & a fermer
alternativement le paflage & Teau. Le corps de
pompe eft le tuyau que parcourt le pifton. F GHK
eft un autre tuyau lié au corps de pompe, & qui a
fon extrémité inférieure plongée dans Peau dont je

fuppofe que RS eft le niveau.
Si Pon fuppofe qu'une puiflance P ( fig 133)
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appliquée a latige du pifton , vienne a élever le pifton,
Pair renfermé dans I'efpace DV KHG FC tendra,
par fon reflort , & occuper Pefpace que le pifton laiffera
libre ; il foulevera la foupape £, pour entrer dans
le corps de pompe; fon reffort diminuera 3 mefure
qu’il s’¢tendra. 1l exercera donc fur la furfice G H
de I'eau un effort moindre que ne fait I'air naturel,
fur les parties environnantes RG, HS. L’excés de
preflion de la part de l'air extérieur , fera donc mon-
ter de I'eau dans le tuyau G K A une certaine hauteur
HN, jufqud ce que le poids de cette colonne,
joint au reflort de Pair reftant, foit égal au poids
de lair extérieur. Alors la foupape E fe fermant
d’elle-méme, fi l'on baiffe le pifton , 1%air contenu
entre le pifton & la bafe T# du corps de pompe,
augmentera de reflort & mefure quon baiffera ; il
fera effort contre la bafe du pifton, & s*¢chappera ,
fi fon reflort étant devenu plus grand que celui de
lair exterieur, le pifton eft en méme temps percé
d’un trou recouvert d'une foupape L, qui puiffe
souvrir & fe fermer comme la premiére,

Cet air une fois forti, la foupape L retombe, &
fi 'on recommence & lever le pifton , Peau s¥élevera
dans FG HK , A une plus grande hauteur, par la
méme raifon que ci-devant , enforte qu’aprés un
certain nombre de coups de pifton, elle gagnera le

£ic/ 1
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corps de pompe, ol ¢tant une fois entrée, clle
paffera a chaque abaiffement du pifton, & travers
le trou dont il eft percé, en levant la foupape,
qui fe fermant enfuite par fon propre poids, retien-
dra au-deffus d’elle, 'eau qui aura paffé, & que
Pon ¢levera en méme temps que le pifton. Tel eft

le jeu de la Pompe afpirante.

Quant a la Pompe foulante, voici fes effets. Lor{-
quon fait defcendre le pifton PCD ( fig. 134) que
je fuppofe , ici , placé au-deflous du niveau de I'ean
RS, 1l fe fait un vide entre la foupape E qui eft
alors fermée, & la bafe du pifton. Le poids de
Peau agiffant conjointement avec celul de Pair exté-
rieur contre la foupape L, fait paflfer I'cau <1nna le
corps de pompe. Lorfque l'ean cefle d’entrer, la
foupape L fe ferme. Alors fi 'on remonte le pifton,
il chafle devant lui l'eau qui eft entrée; force la
foupape E de fe lever, & introduit Peau dans la
partie T/ ¥ X, Le pifton une fois élevé, la foupape
E f{e ferme, & retient I’eau, jufqu’a ce que, par
une nouvelle opération femblable a la premiere , on
en fafle pafler de nouvelle, qui séleve dans TV Y X
a proportion du nombre de coups de pifton. Quelgue-
fois le pifton eft placé au-deflus du niveau de 'eau,

nais dans toute difpofition cela g'explique d’une ma-

niére a alogue, Tel eft le jeu de la pompe foulante.
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La pompe afpirante & foulante eft ainfi nommcée,
parce quelle réunit les effets des deux autres. Le
pifton 4 BCD ( fig. 135) selevant, fait entrer leans
dans Tefpace CDOT¥ O par le moyen du tuyau

FGHK, comme dans la pompe afpirante. Puis

2
lorfquil gabaiffe, il foule l'eau contenue dans ce

[

efpace, laquel'e ne pouvant échapper par la fou-
pape E qui fe ferme d’elle-méme, leve la foupape
L, & pafle dans le tuyau MO mn. On peut varier
beaucoup la conftruétion & la difpofition des par=
ties des pompes; mais leurs effets s’expliqueront
toujours facilement , par ceux que nous venons
d’expofer.

373. Voyons maintenant les proprictés fondamen=
tales de ces machines,

Par le moyen de la pompe foulante , on peut
¢lever l'eau & telle hauteur qué l'on veut, pourvu
qu'on y emploie une force fuffifante. Mais l'eftima-
tion de cette force exige plus d’une confidération.
Il faut avoir égard aux dimenfions du pifton & des
tuyaux ; a la hauteur & laguelle on veut élever l'eau 3
a la vitefle avec laquelle on veut I¢lever. Nous
prendrons, ailleurs, cette queftion dans toute fon
¢tendue. Quant & préfent , nous nous bornerons a
quelques-uns - des élémens qui peuvent fervir a la
réfoudre,

Cc 4
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Il eft conftant que la puiffance néceffaire , pour
élever I'eau A une hauteur propofée, doit du moins
¢tre capable de faire ¢quilibre a la preflion que la
bafe du pifton éprouveroit, fi lorfqu'une lame de
fluide a atteint la hauteur propofée, le tout de-
meuroit en €quilibre, Cleft cette preflion que nous

allons évaluer icl,

En général, la puiffance doit étre au moins ca-
pable de foutenir le poids d’une colonne d’eau qui
auroit pour bafe celle du pifton, & pour hauteur
la diftance depuis le mveau de 'eau RS (fig. 134)
jufqu’a la lame fupéricure XY,

En effet, lorfque la bafe DC du pifton eft au-
deflous du niveau de I'ecau RS ; il eft vifible que
la puiffance n’a point a foutenir la preflion de I'eau
comprife entre RS & D C, parce que cette pref-
fion eft contre-balancée par celle de I’eau environ-

nante qui {e tranfmet par l'ouverture inférieure du

corps de pompe. La puiflance n’a donc 4 foutcsir
que la preflion quexerce fur la furface D C, le fluide
compris entre RS & X ¥. Or (333) cette preflion
doit seftimer par celle d’un feul filet qui auroit pour
hauteur la diftance de RS a8 XY, doit, dis-je,
seftimer par la preflion de ce filet, répétée autant
de fois qu’il y a de points dans DC; elle eft donc
en effet, cgale au poids d'une colonne d’eau, qui
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auroit pour bafe DC, & dont la hauteur feroit
celle de XY au-deflus du niveau de l'eau.

Lorfque le pifton eft au-deffus du niveau fuppofé
en R'S': il eft évident que 'eau contenue entre DC
& R'S' ne charge point le pifton. Mais comme elle
ne peut, alors, étre foutenue que par la preflion
que Iair extérieur exerce fur la furface de l'eau en-
vironnante , cette preffion de lair n'eft donc plus
capable de faire équilibre a la preffion de celui qui
agit & la furface XY, Par conféquent la furface DC
du pifton eft furchargée d'un poids équivalent a la
colonne d’eau qui auroit D C pour bafe, & dont
la hauteur feroit égale A la diftance de DC & R'S'.
Cette preflion jointe a celle qu'exerce fur DC,
Peau contenue entre DC & XY, & qui a pour
valeur le poids d'une colonne d’eau qui auroit DC
pour bafe , & dont la hauteur feroit égale 2 la
diftance de DC a4 XY, fait donc encore le poids
d'une colonne d’eau qui auroit D C pour bafe, &
dont la hauteur feroit celle de X¥ au-deffus du ni-
veau RS' de l'eau,

374. A U'égard de la pompe afpirante; pour juger
de fon effet, il ne fuffit pas d’évaluer la puiffance ;
il faut examiner, avant tout, fi 'eau pourra par-
venir jufquau pifton, & méme s'¢lever au-deflus;
car il y a des circonftances ot l'eau s’arréte & un
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certain terme, quelque nombre de coups de pifton
que I'on donne.

Pour comprendre ceci, imaginons que I'eau foit
déja parvenue en 7 (fig. 133), la fituation a&uelle
du pifton étant la plus bafle qulil puiffe avoir ; &
fuppofons, pour plus de fimplicité, que la pompe
eft d'une groffeur uniforme par-tout. Il eft clair que
Yair compris dans Pefpace CDIZ eft de méme force,
de méme reflort que I'air extérieur ( du moins, abf-
traftion faite du poids de la foupape L, & de la ré-
fiftance de fon frottement). Car sil avoit plus de

reflort , il s'echapperoit en levant cette foupape. Con-

cevons maintenant que le jeu du pifton, ou I'étendue
qu’il parcourt A chaque levée, foit D 0. Lorfque la
bafe CD fera arrivée en ()O air qui occupoit
Pefpace CDIZ , tend A fe répandre dans Vefpace
QOIZ; & fi Peau ne monte pas davantage, il s’y
répandra en effer. Alors fon reffort fera moindre que
celui de lair naturel, dans le rapport de CDIZ A
QOIZ, ou dans le rapport de DI a Ol Donc
fi cette force de reffort , jointe au poids de la co-
lonne d’eau, qui auroit pour hauteur la diftance de
ZIa RS, fait un poids égal 3 32 pieds d'eau en
hauteur , qui eft Peffort que l'air peut exercer fur
la furface de Peau en RS, il eft clair quil y aura
¢quilibre , & que 'ean ne montera plus; fi ce poids
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1 e t
eft plus grand que 32 pieds, elle retombera avant
que la foupepe E puifle fe fermer , & 57l eft plus

petit que 32 pieds , 'eau continuera de monter.

Voyons donc comment on peut déterminer ce
poids.

Nommons £ la hauteur depuis le point O jufqu’au niveau
RS

x la diftance O1. Nous aurons DI = x — [, & la hau-

; i le jeu du pifton, ou Pefpace DO qu'il parcourt;

teur du point Iifera b — «x,

Puifque lair renfermé dans CDIZ, a le méme reflort
que lair extéricur ; fa force pent donc étre mefurée par
une colonne d'eau de 32 pieds en hauteur ; 2infi puifque
celle de cet air répandu dans l'efpace Q OIZ, doit étre

moindre , dans le rapport de DI a 01, cette force fera le

quatriéme terme de cette proportion x I & — i 1i 32 ¢
22 x (2 =— £) : .
’—(x——_', Mais la force que l'eau comprife entre Z1

& RS, excrce contre la preflion extérieute de lair, eft
mefurée par la hauteur & — x; donc celle du reflort de
Pair répandu dans I'efpace QOIZ, jointe a celle du poids
de I'ecau comprife depuis I Z jufqu'en RS, forme un poids
2. 5T

-éi} + % — z. Or pour que l'eau puiffe

x

total de 3

toujours monter , il faut que ce poids {oit moindre que celui

d'une colonne d’ean de 32 pieds; donc fi 'on nomme y,
. . A 32 (x — ¢
ce dont il eft moindre, on aura 2 o, + h - x =
x
32 — y; dou Yon tire — 32i ~ hx — xx = — xy;

& par conféquent x = s h-+ 1y £V {Cz - _3._): 0 i]-

2
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Pour que l'eau s%arréte, il eft clair quiil faut que y foit

zéro. Et comme onaalors x = £ h = v/ (5hh — 32i),

dont les deux valeurs font réelles, fi ZAk eft plus grand

que 327; on peut donc dire que lorfque le quarré de la moitié

de la plus grande hauteur de la bafe du pifton , au-deffus du ni-

weaw de leau , ¢ft plus grand que 32 fois le jeu du piflon , il

¥y @ toujours deux points ol ['eau peut s’arréter dans la pompe

afpirante. Enforte que la pompe doit érre réputée mauvaife ;

fi le pifton, lorfqu'il eft le plus bas, fe trouve entre ces deux
p 3 3

- pere S e A

points.

Mais fi 327 eft plus grand que 24k, les deux valeurs

de x que l'on a en fuppofant ¥y = o, devicnnent imagi-
P 3 5

naires ; ce qui annonce que dans une pompe confirnite {ui-

vant cette condition, il eft impoflible que ¥ foit zéro; donc
la preffion de Pair extérieur fera toujours plus forte, &
T'eau ne s'arrétera point. Donc, pour que la pompe afpirante
produife infailliblement fon effer, il faut que le quarré de la
moitic de la plus grande hauteur du pifton au-defflus du niveau
de Ueau, foir plus petit que 32 fois le jeu du pifion,

Si de l'équation — 327 + hx — xx = — xy, que
nous avons trouvée ci-deflus, on tire la valeur de y, on
qura y = T S 3841

x

Concevons maintenant que A B (fig. 136 & 137) repré-
fentant la plus grande hauteur du pifion au-deflus du ni-
veau de leau, & 4D le jen du pifton, on donne fuccef-
fivement 3 x, pour valeurs, les différentes parties 4 P de
la ligne 4 B, & que I'on porte {ur les perpendiculaires P M,
les valeurs de y qui réfulteront de ces fubflitutions ; on
aura une courbe MM C, qui ( fig. 136) tant que LAk fera
plus grand que 32, coupera 4 B en deux points I & I’ ;
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enforte qu'il y aura des ordonnées P M, de part & dautre
de 4 B; les ordonnées qui font a la droice, marquant les
valeurs pofitives de y ; & celles qui fort a la gauche , mar-

quant les valeurs négatives.

On voit donc que tant que 344 eft plus grand que 321,
la preflion de l'air extérieur eft toujours la plus forte juf-
qua ce que l'eaun ait atteint la hanteur B/, Qu'a ce point
elle s'arrétera ( abftraftion faite du mouvement acquis),
parce que la valeur de y eft zéro. Mais fi Peau par fon
mouvement acquis, paffe la hauteur B/, parvient 2 quel-
que point entre I & I/, elle ne pourra s’y arréter, mais
elle defcendra (en fuppofant que la foupape ne s’y oppofe
pas), parce que la valeur de y étant négative , marque que
la preffion de Tair extérieur eft plus foible que les efforts
réunis de I'eau & du reffort de l'air intérieur. Si lair atteine
la hauteur du point I, elle pourra s’y arréter par la méme
raifon que ci-deflus. Mais fi elle paffe une fois le point 1,
alors il n'y a plus & craindre qu'elle defcende, parce que
les ordonnées P M comprifes entre 4 & I étanr toutes po-
fitives, font voir que la preffion de lair extérieur eft tou-
jours la plus forte, depuis la hauteur du point I jufgu'a
celle du point A.

Lorfqu'an contraire la valeur de /% eft plus petite que
32 ( fig. 137), la courbe ne coupe plus I'axe 4 B ; toutes
les ordonnées P M font pofitives ; la preflion de lair exté-
ricur eft donc toujours la plus forte. Il n'y a donc pas d'arrée
a craindre. Ce qui confirme & éclaircit ce que nous avons
dit ci-deflus.

Si la pompe afpirante étoit établie & une hauteur
ou 2 une profondeur fenfiblement différente de celle
a laquelle le poids de lair eft équivalent & une




414 €O RS

colonne d’eau de 32 pieds; 1l faudroit, dans tout ce
3 ?

que nous venons de dire, mettre moins ou plus de
32 pieds. Ce moins ou plus peut fe déterminer par
le baromeétre , en comptant autant de fois 14 lignes
de plus ou de moins a P'égard de 32 pieds, que
le mercure, marquera de lignes au-deffus, ou au-

deflous de 27 pouces & demi.

Dans le calcul précédent, nous avons regardé la pompe,
comme fi elle ¢toit d'une groffeur uniforme ; lorfqu'elle ne
2
Peft point, comme dans la figure 133, la folution n'eft pas
lus difficiie pour cela. Pour calcu "eff ¢ l'air inté=-
P lifficile pour Pour calculer l'effort de I'a t
rieur, lorfquon fuppofe que leau n'eft pas encore dans le

]

corps de pompe X7 ; lorfqu'e lle eft en MN par exemple,
il faut faire cerre proportion: lefpace QOVNMTQ :
CDVNMTC :: 32P font 4 un quatrieme terme qui érant
1 q
joint au poids de la colonne d’eau qui a pour hauteur NH,
doit enfuite étre égalé 4 32 — y, comme ci-deffus. Aun
furplus, quand le tuyau d'afpiration FG eft d'un diamétre
pius, q
plus petit que le corps de pompe, fi ld condition que nous
avons exigée ci-deflus a lien, la pompe ne peut mangue
davoir fon effet; car l'air fe dilate encore plus facilement
dans celle-ci, que fi elle éroit d'un= grofleur uniforime.
F B | o

n

Quant & P'effort dont la puiffance doit étre ca-
pable, pour foutenir I'eau A une hauteur determinée
XY (fig. 133) ;5 1l fe mefure , ainfi que nous I'avons

vu pour la pompe foulante, par le poids d’une colonne

d’eau, quiauroit pour bafe, la bafe DC du piiton,
& pour hauteur celle de X Yau-deﬁus du niveau R §,
( Nous faifons abftraQion du frottement & du poids
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du pifton ). Cela fe démontre par un raifonnement
femblable A celui que nous avons employé pour la
pompe foulante , lorfque le pifton eft au-deffus du
niveau de l'eaw R'S" (fig. 134).

375. La pefanteur & le reflort de Pair, fervent
a expliquer beaucoup d’autres faits : nous nous bor-
nerons a en rapporter quelques-uns,

Si dans un vafe ol il y a de l'eau, ou tout autre fluide,
on plonge (fig. 138) la branche la plus courte d’un tube
recourb¢ DEF (qu'on appelle fiphon ); & qulon afpire ,
en fucant ou autrement , air contenu dans ce fiphon , l'eau
montera & fortira par F jufqud ce que, dans le vafe, elle
foit defcendue a louverture D,

La raifon de ce fait, eft que lorfqu'on a fait fortir I'air
renfermé dans DEF, la preflion de l'air extéricur agit fur
la furface 4 B, force le fluide de monter dans le fiphon
& de s'couler par la branche EF, Er quoique lorfgne écou-
lement eft commencé, Iair prefle le fluide, au point F,
avec une force égale, i trés-peu prés, i celle qui prefle la
furface de Ieau dans le vafe; néanmoins la lame F eft
preflee en fens contraire, par toute la colonne dlean TR
cette colonne doit donc romber : mais en .o-nb:.r.: elle tend
a faire un vide en I qui ne peut manquer dg_:rc rempli par
'ation, roujours prefente, de la preflion de lair fur la fur-
face dc eau dans le vafe,

On voit par ce raifonnement » que pendant I'écoulement ,
T'air n'agit qu'avec un effort proportionnel a la différence I F
de niveau, entre F & la furface de Ieau dans le vafe ; en-
forte que Péconlement fera d’autant plus prompt , que les
deux branches du ﬁphqn différeront davantage : ainfi fi F

p
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& D étoient de niveau, P'éconlement n'auroit pas licu, On
dit communément que la branche EF doit étre plus longue
que la branche ED; mais on voit qu'en sexprimant ainfi,
on doit entendre que la hauteur verticale de E an-deflus de
F, doit érre plus grande que celle de E au-deflus de D. La
longueur abfolue n'y fait rien. On pourroit rendre D E beau-
coup plus longue que EF, en contournant D E de diverfes
maniéres; tant que le point D fera plus hant que F, le
fluide s'écoulera jufqua ce quiil foit arrivé en D, pourvu
que la hauteur de E au-deflus de D ne pafle pas 32 piedse

Lor{qu’en appliquant les lévres 4 l'ouverture d'un flacon,
on afpire la liqueur qui y eft contenue; les lévres sappliquent
fortement fur les bords de Pouverture ; & on a dautant
plus de peine a les dégager , qu'on a afpiré plus fortement.

Ceft quen afpirant une partie de l'air contenu dans le
flacon, on diminue le reffort de l'air reftant , a proportion
de ce qu'on en diminue la quantité, il n’eft donc plus en
érat d'oppofer du dedans au dehors , une preflion égale a
celle que lair extérienr exerce du dehors au dedans. Cette
différence peut aller jufqu'a faire cafler le flacon , fur-tout

sil eft plat
Par une raifon femblable, on explique pourquoi on a de

la peine 2 ouvrir un fouffiet lorfqu'on en bouche T'ouver=
Ceeft qu'en écartant les panneaux, Pair intéricur fe ré=

ture.
pand dans un plus grand efpace , & diminue de reflort 2
proportion: l'air extérieur preffe donc plus du dechors au

dedans , que lair intérienr ne prefle du dedans au dehors,

FIN de la premitre Partic.
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